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 = 1 mi yoksa 0 mıdır?
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nin Alt Kümeleri
Rasyonel sayılar, yani m ve n tam sayı (n≠0) olmak üzere m/n gibi bir kesir şeklinde yazılabilen sayılardır. Rasyonel sayılar esas olarak ondalıklı açılımları ya

a) kesilen (sonsuz bir sıfır dizisiyle son bulan), örneğin 3/4 = 0,75000… = 0,75

b) tekrarlanan (sürekli olarak tekrarlanan bir sayı dizisiyle biten), örneğin 23/11 =2,090909… =
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 (üstteki çizgi tekrarlanan basamakları gösterir)

sayılardır.

Rasyonel sayılar kümesi reel sayıların tüm cebirsel ve sırasal özelliklerine sahiptir, ancak bütünlük özelliği yoktur. Örneğin, karesi iki olan bir rasyonel sayı yoktur; yani rasyonel doğruda 
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’nin bulunması gereken yerde bir “boşluk” vardır.

Rasyonel olmayan reel sayılara irrasyonel sayılar denir. Ondalıklı açılımlarının kesilmeyen ve tekrarlanmayan olmalarıyla belirlenirler; örneğin π

Aralıklar
Reel doğrunun bir alt kümesinde en azından iki sayı bulunuyorsa ve elemanlarından herhangi ikisinin arasında bulunan bütün reel sayıları içeriyorsa, bu alt küme aralık adını alır. Örneğin, x>6 ve x > 6 ve -2 ≤x ≤ 5 olan x kümeleri birer aralıktırlar. İçinde sıfır olmadığı için, sıfırdan farklı bütün reel sayıların kümesi bir aralık değildir, kümede (örneğin) -1 ile 1 arasındaki bütün reel sayılar bulunmamaktadır.

Geometrik olarak, aralıklar reel doğrunun yanısıra, reel doğru üzerindeki ışınlara ve doğru parçalarına karşılık gelirler. Doğru parçalarına karşılık gelen sayı aralıklarına sonlu aralıklar, ışınlara karşılık gelenlere ise sonsuz aralık denir.

Sonlu aralıklar iki uç noktalarını da içeriyorlarsa kapalı, tek uç noktalarını içeriyorlarsa yarı – açık, iki uç noktalarını da içermiyorlarsa açıktırlar. Uç noktalarına sınır noktalar da denir, aralığın sınırlarını oluştururlar. Aralığın diğer noktaları ise iç noktalardır, birlikte aralığın içini oluştururlar.

Calculus ve Analitik Geometri Cilt 1 – Thomas (Beta yayınları – çeviri Recep Korkmaz)

Tam değer 

Bir a reel sayısından büyük olmayan tam sayıların en büyüğüne a sayısının tam kısmı (tam değeri) denir ve 
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 ile gösterilir.

Genel Matematik – Prof. Dr. Mustafa Balcı

Bu temel bilgileri hatırlattıktan sonra sorumuza geri dönelim;
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 gösterimi bir rasyonel sayı olduğuna göre bu sayının tam değerinden söz etmek de abes değildir.  Her tam sayı bir rasyonel sayı olduğundan 
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 sayısı bir tam sayıya eşit olması da şaşılacak veya itiraz edilebilecek bir durum arz etmez.
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Burada 
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ifadesi 1 in başka türlü yazılışından başka bir şey olmadığını düşündüğümüz için hiç tereddütsüz tam değerinin de 1 olduğunu gönül rahatlığı içinde söylüyoruz. 
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un 1 e çok çok yakın bir sayı olduğu gibi bir düşünce içinde hiç olmadık. 

Seri (sonsuz toplam) bakımından 
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 yazılımı ne ifade eder?
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bu toplam bir reel sayıya yakınsıyorsa, toplam sonsuzda o reel sayıya eşit olacak diyoruz. Seri toplamında her bir toplamı adım adım sonsuza kadar yapılmasını beklemek gibi bir beklenti içinde değil matematik. Mühendisler ihmal edecekleri adımları atarak sonlu adımda ihtiyaçları kadarını alıp toplam yapabilir. Matematik, toplama işleminin sonsuza kadar yapıldığında bu toplamın tam tamına 1 e eşit olacağında tereddüt içinde değildir. Gerçek hayat matematiğin gerçekliğine ulaşma çabası içindedir. İdeal olan tam olan matematik gerçektir. Bir seri için “yakınsaktır” denilirken toplamın sonsuzda eşit olduğu a gibi bir reel sayı bulunduğunu söyler. Sonsuz matematik için bir süreç değildir. Matematik kendi içinde tutarlı yeni bir sistematik geliştirip 
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 olacağını da söyleyebilirdi fakat 
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olduğunu söyleyerek tutarlı bir sistemi tercih etmiştir.

Hiçbir adımı, ihmal etmeyi göze almayan matematik sonsuz adımda işlem yapıldığında ihmalin sıfır ve toplamın 1 olduğunu söylemektedir. 

Limit kavramında da matematik tutarlı davranır. Delinmiş bir eğrinin o noktadaki limiti tanımlanırken eğrinin alması düşünülen değere limit değeri demiştir. O noktadaki aldığı değere limit denilmemiş. Limit bir bakıma beklenen sonuç demektir tanımlanmış sonuç değildir. Sonsuz işlemde çıkması beklenen sonuç matematiğin istediği ve aradığı sonuçtur.

Matematiğe Sonsuzluk Felsefesi

Şu soruyu önce kendiniz cevaplayınız;

Soru:

0,999... devirli sayısının virgülden sonraki hanelerine göre son basamakta hangi rakam var?

Eğer yanıtınız bunun sonu yok bilemeyiz diyorsanız ki öyledir siz bu gösterimle ne anlatılmak istendiğini anlamışsınız demektir. Tabi bu yanıt bazılarımıza da garip gelecek çünkü baksanıza 9 devrediyor son rakam da 9 olur. Hayır hiç de öyle olması gerekmiyor. Virgülden sonra sayının sonuna istediğiniz kadar 0 yazabilirsiniz hatta bu 0 lar sonsuz adet olabilir. Yani 0,1=0,10=0,100=0,1000=0,1000... Bu durum bizi çelişkiye götürmez konumuzla alakası yok diye düşünebilirsiniz. Sorun sonsuz kavramının belirsizliğinden kaynaklanan bir sorun olduğu için aksine bununla ilgisi var diye düşünüyorum.

Her doğal sayı devirli sayıdır. 1=1,0=1,00=1,000... (ondalıklı sayı, ondalık açılımı,… artık nasıl arzu ediyorsanız öyle deyin)

Burada, devreden sıfır miktarı sonlu sayıda alındıktan sonra 1 (veya 2,3,4,5,6,7,8,9) gibi herhangi bir rakam yazılsaydı. Yazılan sayı 1 den büyük diyecektik. Yani

1>1,000...01 neden bunda hem fikiriz çünkü devreden sıfır miktarı sonlu.

Eğer devreden sıfır miktarını sonsuz miktarda alsaydık o zaman durum çok farklı olacaktır. Bunu yazarak anlatmak oldukça zor. Yine de dilim döndüğünce düşüncemi yazmaya çalışayım;

1,000... yazılım biçimi sıfırın sonsuza devrettiğini gösteriyor. Sonsuzun sonu olmadığı düşünüldüğü için daha ilerisini düşünme ihtiyacı hissedilmez. Dolayısıyla düşünmediğimiz şeyi bilindik bilgilerle sorgulanması bizi çelişkilere götürür. Neyse konuyu dağıtmadan devam edeyim.

1,000...0... yazılışında ilk üç nokta sonsuz miktarda sıfır olduğunu sonra tekrar sıfır diye yazıp yine sonsuz adet sıfır devrettiği anlamında yazdım. Buna hiçkimse itiraz edemez çünkü alışılmış gösterimi bir adım daha ileri götürmüş durumdayım ve şimdiye kadar bildiğimiz (bildiğimizi varsaydığımız hiçbir şeyle çelişmiyor hatta önceki bildiklerimizi kapsıyor) Bu gösterimi biraz daha detaylı ele alalım ki ne anlatmak istediğim anlaşılır olsun;

1,000...0... bu gösterimde 1,000... ya kadar olan kısım sonsuz adet 0 ın devrettiğini gösteriyor buna (* sonsuz devir) diyelim. Sonra 0... ile gösterilen kısıma da (**sonsuz devir) demiş olalım.

Sonsuz bir ifadeyi iki tane hatta sonsuz tane sonsuza parçalayabilirim mesela;

[0,2] aralığında sonsuz reel sayı var bunu [0,1] U (1,2] biçiminde iki sonsuz parçaya bölmüş olduk. 

1,000... =1,000...0... nihayet neticeye yaklaşıyoruz. (* sonsuz devir)den sonra yazılan hiçbir rakamın önemi yoktur. Yani,

1,000...=1,000...0...

1,000...=1,000...7... 

Bunu da aşağıda izah etmeye çalıştım. (Örnek 1 bakınız)

Hatta bunu abartıp

1,000...=1,000...0187... ilk sonsuzluktan sonra yazdıklarımın hiçbir anlam ve değeri yoktur. Buraya yazmak istedim ama sembol yetersizliğiyle ekte resim olarak gönderiyorum.

Bu varsayımın kabul edilebilirliği ölçüsünde şunu da söyleyebiliriz;

0=0,000...=0,000...0...

0=0,000...=0,000...1...

bu varsayımım matematiğin şimdiye kadar ortaya koyduğu sonuçlarla çelişmez hatta onları destekler durumdadır.

Netice olarak,

0,999...+0,000...=1 olması yaklaşım değil kesin eşitliktir. Bu aşamadan sonra ne yazacağımı tahmin ediyor olmalısınız, eğer yukarıdaki yazdıklarımı anlamak için okuduysanız neden 1 olduğu çoktan anlaşılmış oldu. Son adımı anlayan okuyucu zaten yapacaktır. Kendimi de örnek alarak bunlara çoğu kişinin saçmalık, gereksiz şeyler diye düşüneceğini bildiğim için son adımı gerçekten anlamaya çalışanlara bırakıyorum… 

Örnek
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Elbette buna itiraz hakkımız olacaktır çünkü sonsuzun sonrası, düşündüğümüz veya düşünmek istediğimiz bir şey değildir. Bu varsayım bir bakıma gereksiz... Ne ben bunları yazmış olayım ne de 0,999...<1 eşitsizliği yazılmış olsun. Bu arada az kalsın unutuyordum hemen yazayım, asıl yazmak istediğim şey buydu ama dün akşam adsl bağlantısı arızalı olduğu için ancak şimdi gönderme imkanı buldum…

0,999... veya herhangi bir devirli ifade 4,555... bunlar yakınsak olan sonsuz toplamdırlar yani bu söylem matematikte şunu ifade eder. Sonsuz toplamı sonlandırdık ve değerini sonlu bir sayıyla neticelendirdik. Tuhaf oldu en iyisi bir örnekle izah edeyim;

1 birim uzunluğunda bir doğru parçası alalım. Bu doğru parçasını iki eşit parçaya, kalan parçayı iki eşit parçaya, sonra kalan parçayı iki eşit parçaya... keselim ve kestiğimiz parçaları başka bir yerde uç uça ekleyelim.

Eksilen parça 1-(1/2 + 1/4 + 1/8 +...) iken diğer tarafta biriken parçalar 1/2 + 1/4 + 1/8 +... biçiminde ifade ettiğimizde, Matematik ne anlamamızı istiyor?

Bu tartışmanın sebebi şu; buradaki “...” (üç nokta) hala işlemin devam ettiğini mi gösterir yoksa bitmiş halini mi gösterir. Matematiğin şimdiye kadar ortaya koyduğu sonuçlara bakarsak bu işlemin bittiği ve neticede eksilen parçanın sıfır, diğer tarafta biriken parçaların 1 birim olduğu anlamı çıkarılmalıdır. Bunu matematik söylüyor... Hem bu şekilde düşünerek yukarıdaki gibi uydurma varsayımlara bile gerek bırakmamış oluyor.
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