FERMAT VE EULER TEOREMLERI

. 8103 sayis1 13 ’e boliindiigiinde elde edilen kalani bulunuz.

Coziim: Fermat teoreminden 8 = 1 (mod 13)
= 8103 = (812)8.8" =87 =221 =29=21.21.2=3.3-2 =5 (mod 13).

. 36719 gavis1 17 've béliindiigiinde elde edilen kalani bulunuz.

Coziim: Fermat teoreminden 3'® = 1 (mod 17). 6'°+19 = a (mod 16)
olsun. 6" =0 (mod 16) = a =3 (mod 16) =
3619 = 33 = 97 = 10 (mod 17).

. 20% — 1 sayisiin 11 - 31 - 61’e boliindiigiinii gdsteriniz.

Coziim: 201 =915 = 330 = (3193 =1 (mod 11) = 11| (20%° — 1)
2015 =230.515=1.36 =6 =1 (mod 31) = 31| (201° — 1)
201" =81 =3% =1 (mod 61) = 61 | (20° — 1) =

(11-31-61) | (201 — 1),

33

. Her n tam sayis1 i¢cin n°° — n sayisinin 15’e boliindiigiinii gosteriniz.

Coziim: n** —n =n(n* —1).

(n,3)=1=n*>=1 (mod 3) = n* =1 (mod 3)
(n,5)=1=n*=1 (mod 5) = n** =1 (mod 5)
= (3-5) | n(n3? —1).

. 552903 gay1s1 12'ye boliindiigiinde elde edilen kalani bulunuz.

Coziim: ¢(12) = (22— 2)(3—1) =4 —
552003 = (74)%00. 73 = 7 (mod 12).

. 10 say1s1 28’e béliindiigiinde elde edilen kalani bulunuz.

Coziim: 28 = 4-7. 10° = 1 (mod 7) = 101 = (3517 .32 = 2
(mod 7) = 10 = 2; 9; [16]; 23 (mod 28) olabilir. 101 = 0 (mod 4).
= 10" = 16 (mod 28).

. 22746 1 1 sayis1 19’a boliindiigiinde elde edilen kalani hesaplayim.
Coziim: 2% =1 (mod 19). 2" +6 = a (mod 18) olsun.

#9) =6 = 20 =1(mod9) = a= (25?-2°46 = 2 (mod 9)
= a =2, 11 (mod 18) olabilir. ¢ =0 (mod 2) = a =2 (mod 18) =
2246 11 =924 1=5 (mod 19).
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8.

10.

11.

Asgagidaki a sayilarindan hangisi igin n® = n (mod a) bagintisim sagla-
mayan en az bir n tamsayisi vardir? (UMO-1996)

A) 667 B) 561 C) 547 D) 503 E) 491

Cozliim: a = 547,503,491 durumlarinda a asal oldugundan, Fermat
teoreminden dolay1 n* =n (mod a).

a =561 =11-3-17 durumunda: (n,11) =1 ise, n' =1 (mod 11) =
nol = (plv) . n=n (mod 11). 11 | n ise n®' = 0 = n (mod 11).
(n,3) =1ise n°®t = (n?)?*° . n =n (mod 3).

(n,3) =3 ise n° =0 =n (mod 3).

(n,17) =1 ise n561 =(n 6)35 -n=n (mod 17).

17 | nise n°' =0 =n (mod 17).

a = 667 = 23 - 29 durumunda 257 = 2 (mod 667) olsayd: 2567 = 2
(mod 23) = (222)39.27T = 27 = 2 (mod 23) = 2° =1 (mod 23) olacakt
= Celigki = (A)

79999

saysinin son {i¢ basamagin bulunuz. (PSS134.97)

Coziim: 7% = 1 (mod 1000). ¢(1000) = 400 = 7z = 7900 =
(7199)25 =1 = 1001 (mod 1000) = z = 143 (mod 1000).

2005200843 savig1 3 tabanma gore yazldiginda son iki basamak ne
olur? (UMO-2004)

Coéziim: ¢(9) = 6 = 2005° = 1 (mod 9). 200324 + 3 = x (mod 6)
olsun. z = 0 (mod 2) ve x = 22 =1 (mod 3) = z = 4 (mod 6) =
2005200843 = 74 = 7 (mod 9). 7 = (21)s.

n’nin tiim pozitif tam degerleri icin 5n'' — 2n° — 3n sayisim bolen kag
tane pozitif tam say1 vardir? (UMO-2004)

Coziim: A = 5n'' —2n°—3n olsun. n’nin hem tek hem de ¢ift degerinde
A’'nin ¢ift olacagr agiktir = 2 | A.

n®=n (mod 5) = A= —2n—3n=0 (mod 5)
3ln=9]n"Y9|n%9|((3n)=9]A.

3tn=n=1 (mod9) = A=5n°-n>—2n°>—3n=3nn'-1) =
3n—1)-n-(n+1)(n*+1) =0 (mod 9) = 2-3*-5| A = En az
2 - 3% - 5 sayisimin bolenleri kadar, yani (1+1)-(2+1)-(1+1) =12
tane A sayisini her n ¢in bélen pozitif tam say1 vardir. Diger taraftan
n = 2 alindiginda A = 2-32-5-113 elde edilir. n = 3 durumunda A'nmn
13’e boliinmedigi kolayca kontrol edilir. = Cevap 12’dir.



12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

n < 2005 pozitif bir tam say1 olmak {izere, n sayisinin, hicbiri 5 ile
béliinmeyen tiim ay, as, . . . , a, pozitif tam sayilar igin af +aj+...+a}
sayisinin 5 ile boliinmesini saglayan en biiyiik degeri nedir?(UMO2005)
Coziim: af =1 (mod 5) = aj+...+a} =n=0 (mod 5)

= n = 2000.

3,5, 7, 11, 23 sayilardan hangisi n2?2% — n2°% sayisin1 n’nin biitiin tam
say1 degerleri i¢in bolmez? (UMO-2005)

COZLIIII TL2225 n2005 n2005(n220 _ 1) 3 ‘ n ise, 3 ‘ n2005<n220 _ 1)
3{n = n220 = (n*)'"% =1 (mod 3). = Her n igin 3 | n?°%(n??° — 1).
5tn=n?* = (n')* =1 (mod 5). Her n igin 5 | n?%(n??" —1).
114n=n** = (n'9% =1 (mod 11). Her n igin 11 | n?9%(n?° —1).
231n = n** = (n*?)1° =1 (mod 23). Her n igin 23 | n?*%(n?2" —1).

2220 = (26)36. 24 = 2 £ 1 (mod 7).

9320 sayisi 17’ye boliindiigiinde elde edilen kalani hesaplayin.
Coziim: 2'° =1 (mod 17). 3%°% =7 (mod 16).

H(16) = 42 —4 = 12 = 32003 = (312)166. 311 = 31.31.33 = 11 (mod 16)
= 23 =9l = 94.94.93 = (—1).(=1)-8 =8 (mod 17).

62" sayisinin son iki basamagini bulunuz.

Coziim: 100 = 4 - 25. $(25) = 20 = 6% =1 (mod 25).

2190 =7 (mod 20). 2! = (29) =1 (mod 5). =

2100 = 1.6, 11, (mod 20) olabilir. 2'° = 0 (mod 4) =

2190 = 16 (mod 20) = 6** =6, 31,56/, 81 (mod 100) olabilir.
6> =0 (mod 4). = 6> =56 (mod 100).

270 + 370 say1sinim 13’e boliindiigiinii gosteriniz.
Coziim:2™0 + 37 =43 + 93 =43 4 (—4)% =4% — 4% =0 (mod 13).

2003209 say1simin son 3 basamagimi bulunuz.

Coziim: $(1000) = (5% — 52)(2% — 22) = 400 = 3%° = 1 (mod 1000)
= 2003291 = (3100)5. 31 = 81 (mod 1000) = 081.

8192 say1s1 18’e boliindiigiinde elde edilen kalani bulunuz.

Coziim: ¢(9) = 6 = 812 = (86)1" =1 (mod 9) =

8102 =1 (mod 18) olabilir.
8192 = ( (mod 2) = 812 =10 (mod 18).
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

122003 gayisinin son iki basamagim bulunuz.

Coziim: ¢(25) = 20 = 12290 =123 =19-12 = 3 (mod 25)
= 122003 = 3 [28] 53, 78 (mod 100) olabilir.
122003 = (0 (mod 4) = 1229 = 28 (mod 100).

45 - o
23" sayisinin son iki basamagimi bulunuz.

Coziim: ¢(25) = 20; $(20) = 8 = 3% = (3%)>" =1 (mod 20)

= 2" =2 (mod 25) = 28" =2,27,52,77 (mod 100) olabilir.
45 45

23 =0 (mod 4) = 2> =52 (mod 100).

2193 say1s1 18’e boliindiigiinde elde edilen kalani bulunuz.

Coziim: ¢(9) = 6 = 219 = (26)17.2 =2 (mod 9) =
2193 =2 11 (mod 18) olabilir. 2!% = 0 (mod 2) = 2% =2 (mod 18).

4323 + 23% say1sinin 66’ya béliindiigiinii gosteriniz.

Coziim: ¢(66) = ¢(2-3-11) =1-2-10 =20 = 23 = 1 (mod 66)
= 43% + 238 = (—23)% 4 2320.23% =0 (mod 66).

32993 say1sinin son ii¢ basamagin bulunuz.

Coziim: ¢(1000) = 400 = 32003 = (3400)5.33 = 27 (mod 1000) = 027.

5" + n® sayisinn 11 ile boliinmesini saglayan 2003’ten biiyiik en kiiciik
n tam sayisi nedir? (UMO-2003)

Coziim: 5! =5;52=3;5°=4; 5 =9; 5° =1 (mod 11).

(n,11) =1ise (n%)*> =n'® =1 (mod 11) = n® = +1 (mod 11).

5" +n° =0 (mod 11) = 5" =1, n° = —1 (mod 11) = n = 5k =

n =5, 10, 15, ..., 50 (mod 55) olabilir. 2003 = 23 (mod 55) =

a)n =25 (mod 55) = n° =3>=1% —1 (mod 11).

b) n =30 (mod 55) = n® = (=3)> = —1 (mod 11) = saglar.

= n = 2003 + (30 — 23) = 2010.

p1 < P2 < ... < pag, [3,100] arahgindaki asal sayilar gostermek iizere
S22 p? = a (mod 100) denkligini gercekleyen en kiigiik a > 0 sayisi
nedir? (UMO-1998)

Coziim: 5% =1 (mod 4); 5 =0 (mod 25) = 5% = 25 (mod 100).
p#5; $(100) = 40 = p** = (p*°)2 =1 (mod 100) =
a=25+23-1=48 (mod 100) = a’nin en kiigiik degeri 48’dir.

4



26.

27.

28.

29.

30.

98" sayisinin on tabanina gore yaziliminin son iki basamagi nedir?
(UMO-2000)
2 2

Coziim: 9% =z (mod 100); g = y (mod 40); 8" =z (mod 5).

2 2
7% =(-1) =1 (mod4) = z=8"=3 (mod 5) =

2

y = 3,8,13,18,23,28,33,38 (mod 40) olabilir. 8™ = 0 (mod 8) =
y =8 (mod 40). = z =9 = 9® = (-19)* = 61> = 21 (mod 100).

3105 1+ 4105 gay1s1 7, 11, 13 sayilarina boliindiigiinde elde edilen kalanlar
bulunuz. (PSS131.8)

Coziim: 310 4 4105 = 3105 4 (_3)105 = () (mod 7).
3105 _|_4105 = (310)10,35 (410)10 45 — 33 32 210 =1+1
3105 +4105 = (33)35 + (412) .49 = 1+( )9 =1— ( )6

(mod 11).

=2
=0 (mod 13).

7 sayisi, 2,22,222,2222, ... dizisinin kag terimini béler? (UMO-1995)

e ae o 2 n
Coziim: 22...2 = 5(10 —1).

n=6k=10"=1 (mod 7) = 7] 22...2 = Sonsuz sayida.

n

n’nin 241, 240, 239, 238, 237 degerlerinden hangisi i¢in, Z?Zl 1" sayis1
5 ile bolinmez? (UMO-1995)

Qozum i = ()% . i =4 (mod 5) =

Zi24151+2+3+450 (mod 5)

i=1
4
i*Y =1 (mod 5) = Zi240 =40 (mod 5) = [n=240|

i =3 (mod5):>22239:1+8+27+64_0(mod5)

i*® = (mod 5) = Z $=14+449+16=0 (mod 5)

IS

i7" =4 (mod 5) = z "=1424344=0 (mod 5).

1 < a <100 olmak iizere, a® =1 (mod 77) bagmtisini saglayan kag a
tam sayist vardir? (UMO-1996)



31.

32.

33.

34.

Coziim: ¢(77) =60 = (a,77) = 1 ise a®® =1 (mod 77) saglanir.
(a,77) =1’ i saglamayan 14 + 9 — 1 = 22 say1 vardir.
= Bagintiy1 saglayan 100 — 22 = 78 say1 bulunur.

1M 4+ 2% 4+ 13" sayis1 13 ile boliindiigiinde kalan kactir? (UMO-
1996)

Coziim: 1V = 1;2% = 4,3 = 1; 4% = ... = 12" = 1 (mod 13);
133 =0 (mod 13) = 1" + 2% + ... +13¥ =4+ 11 = 2 (mod 13).
Asagidaki p asal sayilarindan hangisi i¢in 22 + 2 +1 = 0 (mod p)
denkliginin en az bir tam say1 ¢oziimii vardir? (UMO-1996)

A) 653 B) 647 C) 641 D) 617 E) Hicbiri
Coziim: 2> +2+1=0 (mod p) = (z—1)(2*+2+1) =0 (mod p) =
r3=1 (mod p) ve 277! =1 (mod p) = 3 |p—1= (E).
1424224234 ... 42" toplaminin 77 ile béliinmesini saglayan en kiiciik
n > 100 tam sayis1 nedir? (UMO-2000)

Coziim: 1 +2+22+ ... +2"=2""1 —1=0 (mod 77)
= 2" =1 (mod 7); 2" =1 (mod 11).

23=1 (mod 7); 2° = —1; 2! =1 (mod 11)
=3|(n+1)veld|(n+1)=n+1=120= n=119.

32002 say1s1 11°e boliindiigiinde kac kalan verir? (UMO-2002
Yy
Coziim: 32002 = (310)200. 32 =9 (mod 11) = [9].



