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OZET

Ucgenlerin kendilerine has 6zel noktalarvmatur. Bir lise @rencisi tgge-
nin agirlik merkezi, cevrel cemberinin merkezi, ige¢ cemberinin merkezi gibi
bazi 6zel noktalarini ve bu noktalar arasindakkilkri geometri derslerindegd
renir. Ancak lise mifredatinda bu noktalarin sapisielin parmaklari sayisini
gecmez. Ancak gunumuzde Ucggenlere has yizlercenidtd tanimlanng bu
noktalar arasindaki ilging gkiler ortaya konmsgtur.

Bir Ug¢genin yukseklik ayaklarini §& kabul eden tg¢gene ortik Gicgen denir.
Biz bu calgmamizda ortik Gcgen yardimiylg ézellikli nokta adini vergimiz
noktalar tanimladik. Bu noktalarin kendine has liketini ortaya koyup bu 6ze-
likleri kullanarak kendi aralarindaki skileri ortaya c¢ikardik.

Calsmamizda ele al@imiz bazi bulgularin 6zel halleri g yarismalarda
sorulmutur. Fakat konuyla alakall yayinlar incelegrancak ortaya koydiwmuz
bulgulara benzer bulgular iceren bir galaya rastlanmartir.

Calsmamizda 6ne surgdiimuiz iddialari genellemeden once 6zel olarak sec-
tigimiz noktalar igin iddiamizi dgrulatmaya caktik. Sonug¢ olumlu ise Cabri
Geometry 2 Plus programi kullanilarak iddiamizaurygizimleri yaparak dgru-
lugunu programa sorgulattik



AMAG .

Projemizde ortik t¢gen yardimiyla tanimiadniz e 6zellikli noktalar ve bu nok-
talarin 6zellikleri ortaya konngtur. Ayrica bazi problemlerin genellemesi yapil-
mistir.

GIRIS.

Calismamizin ¢iky noktasini olgturan iki problem gagida problem-1 ve prob-
lem—2 olarak verilngitir. Bu problemlerin iddialar1 tiggenin 6zel noktalggin ge-
cerli olup biz bu iddialarin genediigrebilecesini disindik. Bu dglincemizi d@-
rulatmak adina sg0zellikli nokta adini vergamiz noktalar tanimladik. Literatur
taramasi yapgimizda bizim yapgfiimiz tanimlamaya benzer bir tanimlamaya rast-
lanmams, ayrica ortaya koydiumuz iddialara benzer iddialarla da gasiima-
mistir. Dolayisiyla oldukg¢a 6zgin bir cgina ortaya koydgumuz inancindayiz.

Problem—-1.ABC licgenininBC, CA ve AB kenarlari Gizerindeki yukseklik ayakla-
r sirasiylaA;, By, C; olsun. Bu durumd@B;C;, A1BC;, A;B1C tigcgenlerinin diklik
merkezleri sirasiyl&l,, H,, Hz ise AH;, BH,, CH3'lin noktada oldugunu gosteri-
niz.

Problem—-2.ABC licgenininBC, CA ve AB kenarlari Gizerindeki yukseklik ayakla-
r sirasiylad, By, C; olsun. Bu durumdaB,;C,, A1BC;, A1B;1C licgenlerinin cevrel
cemberlerinin merkezleri sirasiyia, O,, Oz ise AO;, BO,, COs'in noktada ol-
dugunu gosteriniz.
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Tanim-1. AABC OAA;B,C; ve P ve Q herhangi iki nokta olsun.ger AABP [
AAB,P, ABCP OAB;,C,P ve ACAP OAC,A,P ise P ve Q noktalarinagABC ve
A1B1C; Ucgenlerinin g 6zellikli noktalari denir.

A
Ad
P 5 ZQE N
B C B C1

Sekil-1

Sekil-1'de P ve Q noktalari ticgenlerin i¢c bdlgelerinde aligtm. Fakat bu nokta-
lar Giggenlerin dibolgelerinde veya tzerlerinde de secilebilir.

Sonucg—1.Benzer iki uggeningdzellikli noktalari ile kagilikli koseleri birlestiren
dogrular kagilikh kenarlari veya bu kenarlarin uzantilarinnagranda boler.

A
A1
p
Q
B C B C1
P1 (0]
Sekil.2 —a
A
A1
B Q
P1 B C Ql B1 C1
Sekil.2 — b

Kanit: AABC OAA;B,C; olup P ve Q noktalar bu ti¢genleringezellikli noktala-
ri olsun.P ve Q noktalariSekil.2 — a’da tc¢genlerin i¢ bolgesingekil.2 — b'de
dis bolgelerinde secilngtir. AP ve AjQ kesenleriBC ve B1Cy'i sirasiylaP; ve
Q:'de kesin. Tanim gepe m(BAP;)) = m(B;A1Q;) vem(CAP) = m(C,A1Q;) ola-
caktir. Bu durumda\BAP; [0 AB;A1Q: ve ACAP; 0AC;A:Q; olur. Bu durumda



BR
BA CA _ CRH dir. AABC [0 AA;B;C; oldusundan BA_CA

BA B.Q “CA GQ BA GA

... . BR _CR
olur ki bu ise —= =—2 oldugunu gosterir. Dolayisi |IeC— BQ olacaktir.
1 1
Benzersekilde BP ve B,Q kesenleriAC ve A.C1i, CP ve C;Q kesenleriAB ve
A1B1 i, ayni oranda bélecektir.

Tanim-2. Bir G¢genin kenarlari veya uzantilari Gzerindeebinokta ile Gi¢cgenin
koselerinin belirttgi Gggenleri ele alalim.(Bk&ekil.3)

A

C1 B1

A1
Sekil.3

AB;C; A1BC,, A1B;C UicgenleriABC licgenine benzer olabilir mi?

Cevabimiz evet olmalidir. Orgi@, A1, By, C; noktalariABC (icgenin kenar orta
noktalari iseAB,C; A;BC,, A;B:C licgenleriABC U¢genine benzer oluA;B,C;

tcgenine deABC Uc¢genininortay tcgenidenir. Sekil.4’de bu duruma ornek bir
cizim verilmistir.

A
a
F b N\_E
a a
B Db N ¢
Sekil.4

Baska bir durumdaudur. ABC ticgeninin deAAy, BB, ve CC; yukseklikler olsun.
Bu durumdaAABC OAAB,C; DAA;BC; L1AA;B;C olur. A;B1C; ticgenine d&ABC
dcgenininortik t¢genidenir.Sekil.5’de bu duruma 6rnek bir ¢izim verilgtir.



A
B1
C
B C
Ad
Sekil.5
AABC OAAB,C; OAABC, OAA;B:C iliskisinin nedenine gelince
A
1
C
B C
| A1 '

Bu durumdaBC capli B; ve G'den gecen bir cember mevcutt®CB,C; Kiris
dortgeni oldgundan

m(C) = m(AC,B1) ve m(B) = m(AB;C;) olup AABC [1AAB;C; olur. Benzegekilde
diger benzerlikler de gosterilebilir.

Teorem-1[Trigonometrik Seva B&intisi]. ABCuggenin i¢ bolgesinde alinan bir

P noktasi icin (Bkz. Sekil.6) S,ma'. S,mbl. S_mcl=1 dir.  Eger
sina’ sinb " sinc

=1 iseAX, BY ve CZ noktadatir.

sina sinb sinc
sina' sinb " sinc '

A

Cp

Sekil.6
Bu teoremin kaniti galmamizi dgrudan ilgilendirmedii icin verilmemitir.

Tanim-3. Sekil.7’de ASve AT, bir A a¢isinin k@esinden gecen iki gou olsun.



Sekil.7

Eger bu dgrular solsekildeki gibi acinin kollariyla ayni 6lgult a¢i eturuyor-
larsa bu dgrularaA acisina gorezogonal dg@rular veyaA acisina gorebirbir-
lerinin izogonal eslenikleri denir.

Teorem-2.Bir ABC Ui¢cgeninin i¢ bolgesinde herhangi Bimoktasi alalim ve bu
noktayi tcgenin kgelerine birlgtirelim. Boyle bir durumdaPA, PB ve PChnin
izogonal glenikleri noktadatir.

Keskitikleri noktayaQ dersekP ve Q noktalarina birbirinin izogonalskenigi olan
noktalar denir.

A A

YONTEM. Calsmamizda kullanagamiz tanimlar verildi. Bulgularin dgula-
tilmasi icin faydalanilan teoremler ispatsiz olavakildi. Bulgular 6ncelikle seci-
len Ozel noktalar icin dgulatildi. Bazi bulgularimiz ise Cabri Geometry 2P
programi yardimiyla dgrulatildi. Bu yapilanlardan sonra bulgularin sakt&a-
nitlari ortaya kondu.

SONUCLAR. Calismamizda yapgimiz tanimlamalar ve bulgularimizi gla-
latmak adina kullangimiz teoremler yukarida verilgolup elde etiimiz sonuc-
lar bulgular adi altinda verilmtir.

Bulgu-1. ABC Uc¢geninin ortik ticgenA;B,C; olmak lzereP;, P,, P3 sirasiyla
AB:C1, AiBCy, A1B1C lcgenlerinin g 6zellikli noktalari olsun. Bu durumdaPs,
BP,, CP; noktadatir.



Kanit: AB,C; U¢cgenindeAP,, BP;, CP; kesenleri acilargekildeki gibi bolstin. Bu

durumdaT.SB'den s.lna. S_mb. s.lnc =1 dir. AB:Cy, A1BCy, A1B:1C Uggenlerin-
sina' sinb " sinc '

de Py, P,, P; noktalari ¢ 6zellikli noktalar oldgundanBP, ve CPs, B ve C aglla-
rini sekildeki gibi bdlecektir. T.SB’nin  karsiti geregince AP;, BP,, CP;
noktadatir.

Bulgu —1'dekiAP,, BP,, CP;'Uin kesim noktasin®& diyelim. Py, P,, Pz noktalari
ile P noktasinin arasindakigkiye gecelim.

Bulgu—-2. ABC Uc¢geninin ortik ticgenA;B,C; olmak tzereP;, P,, P3 sirasiyla
AB;Ci, A1BGC,;, A1B:1C Uggenlerinin g 6zellikli notalari olsunP3, P, P3 noktalari-
nin izogonal genikleri Q;, Q,, Q3 olmak lUzereAB;Ci, AiBC;, A1B:C lcgenleri-
nin Qi, Q, Qs noktalari ileABC tiggenininP noktasi ¢ 6zelliklidir.

Sekil.8 —a Sekil.8 — b

Kanit: Sekil.8 — b’deAB;C; licgenindeP; noktasinin izogonalskenigi olan Q
noktasi ve olgturdugu acilar gosterilnstir. ABC ticgeni ileAB;C; Ug¢geni benzer
olup P ve Q; noktalarini kgelere birlgtiren dgsru parcalarinin okturdusu acilar
incelenirseP ve Q; noktalarininABC ve AB;C; ti¢genlerinin ¢ 6zellikli noktalari
oldugu ortaya cikar.



Bu bulgumuz giginda yukarida verdimiz Problem—-1 ve Problem-2 tekrar ele
alinirsa birinci problemdé\H;, BH,, CHz'iin kesim noktasinirABC tg¢geninin
cevrel cemberinin merkezi old@u goralur. Cunku bir t¢cgende diklik merkezi ile
cevrel cemberin merkezi birbirinin izogonaglenigi olan noktalardir.

Bulgu-3. ABC Uc¢geninin ortik ticgenA;B,C; olmak lzereP;, P,, P; sirasiyla
AB:Ci, A1BC,, A;B;C tlicgenlerinin g 6zellikli notalari olsunAP,, BP,, CP; ke-
senleriA;B1C; GicgenininB;Cy, C1A1, A1B1 kenarlarini sirasiyl®i, Q., Qs nokta-
larinda kessin. Bu durumdaQ, B;Q,, C;Qz noktadatir.

Kanit: C,P; ve B1P1, AB; ve AC; kenarlariniK ve L noktalarinda kessirAB,C;
5% BE AL -1 gir

Ucgeninde seva Bantisindan

QB KA'LG

AB:Ci, AiBC;, AiB:C UcgenlerindeP;, P,, P3 noktalari ¢ 6zellikli oldugundan
BK :% ve AL :ﬂ olur. Bu durumda
KA QA LC, QG

C1Q1.81Q3 ) AQ = ClQ. B K. AL _ 1 olup seva bantisinin kagitindanA;Qq,
QB QA QG QB KA LG

B1Q2, C,1Qs kesenlerinin noktagaoldugu ortaya cikar.

Bulgu—4. ABC Uc¢geninin ortik ticgenA;B,C; olmak tzereP;, P,, P3 sirasiyla
CR BR AR _,
FB RA EG

AB:C1, AiBC,, A1B,C Uicgenlerinin g 6zellikli notalari olsun:

Kanit: Es 6zellikli noktalarin tanimindan dolafy, P,, P; noktalarinin olgturdu-
gu acllar ve Ucggenlegekil.9’da gdsterilmgtir. Bu durumdaABP,C; [1AB;P,C; [
A B]_ch, AAP,B OAAP.B; AA:P3B;,, AA]_ch]_ DAAP]_C]_ A A1P3C O|Up
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GR_EG BR_PRB

RB RB'RA AR RB RA’

Bulgu-5. ABC l¢geninin ortik tcgemi\;B1C; olmak tzereAB;C;, A\BCy, A1B,C
ucgenlerinin ¢evrel cemberleri Gzerlerinde alingudzellikli noktalar ileABC tg-
geninin diklik merkezi dgrusaldir.

Kanit: ABHC,;, BAHC,, CB;HA; dértgenlerinde karlikli acilar toplami 18
oldugundan bu dortgenlerin ¢evrel cemberl@BC tiggenin diklik merkezH'de
keskir. Bu ¢cemberler ayni zamandsB,C,;, AiBC,, A;B,C icgenlerinin cevrel
cemberleridir.

B1
P3
C1

P1

P2

Sekil.9

A1BCy, A1B:C Ucgenlerinin cevrel cemberleri Gzerlerinde alieganzellikli nokta-
lar sirasiylaP, ve P; olsun. Tanim gefg m(BA;P;) = m(B;A1Ps) olur. Ayrica

10
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m(BAP,) = m(B:HP2) ve m(B1AiP3) = m(B;HP3) oldugundan m(B;HP,) =
m(B1HP3) olacaktir. Bu gtlik P,, H, P; noktalari dgrusaldir.

Bahis konusu bu dwu AB,C; uggeninin ¢evrel cemberift; noktasinda kessin.
m(B:HP3) = m(B:HP;) = m(B;AP;) olur. Buradanm(BAP,) = m(B;AP3) =
m(B1AP;) ssitli gini elde ederiz. Bu is; noktasinirP, ve P; noktalari ile ¢ 6zel-
likli oldugunu gosterir.

Bulgu—6. Bir 6énceki bulgumuzun keiti da d@rudur. Soyle ki; ABC ti¢geninin
diklik merkeziH'den gecen dgru AB;C;, A1BCy, A1B;C U¢genlerinin ¢gevrel cem-
berlerini P,, P, ve P; kessin. Bu durumd®,, P, ve P; noktalariAB,Cy, A1BC,,
A1B,C tcgenlerinin ¢ 6zellikli noktalaridir.

A

B1
P3
Ci

P1

P2

Kanit: m(BAle) = m(B]_sz) = m(B]_Hpg) = m(BlAng) oldLgundan P> ve P3
noktalari @ 6zelliklidir. Benzersekilde m(BAP,) = m(BiHP,) = m(BiHP3) =
m(B1A;P1) = m(B,AP;) oldugundanP; ve P, noktalar g 6zelliklidir.

Bulgu-7. ABC li¢cgeninin ortik tcgem\;B1C; olmak tGzereAB;C;, A\ BCy, A1B,C
ucgenlerininB,C,, BCy, CB; kenarlari veya uzantilari Gizerinde sirasiglézellik-
li P, P2 ve P3; noktalari alalim. Bu durumdaP,P3; ticgeninin diklik merkezP;
noktasidir.

Kanit: P, P, ve P; noktalari sirasiyl®,C,, BCy, CB; Uzerinde olsun. g6zellikli

nokta tammmdan% = % olup BB, // P1P, olur. BB; [J AC oldugundanP;1P,

2 1

O ACoolur.

11
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Benzersekilde P1P; I AB olacaktir. Bu durumd®; noktasiAP,P3 ticgeninin dik-
lik merkezi olacaktir.

Bulgu-8. ABC Uc¢geninin ortik ticgenA;B,C; olmak lzereP;, P,, P; sirasiyla
AB:C1, AiBCy, A1B1C licgenlerinin g 6zellikli noktalari olsunAP;, BP,, CPs’ln
kesim noktasi olan P nokta2iP,P; tiggeninin diklik merkezidir.

Kanit: Oncelikle AP, O P,Ps oldusunu gosterelimA;P,, AP ve AP, BC;, CB;
ve B;C; kenarlarini sirasiyl®-,, Qs ve Q; noktalarinda kessin.sezellikli nokta-
nin tanimindan dolay®,, Qs ve Q; noktalari ¢ 6zelliklidir. Bulgu — 7°den dolayi
AP; O Q.Qsz olacaktir. Q; ve Qs noktalar ¢ 0zellikli olup tanim gerg

P, _ AP
_Al 2 = —A' 3 O|Up P.P5 // Q2Q3 olur. Bu durumdaAP; [0 P,P; olacaktir.
RQ RQ

12
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Benzersekilde BP, [ P;P3; ve CP; [1 P,P, olacaindan P noktadP,P,P; licgeni-
nin diklik merkezidir.

Bulgu-9. ABC Uc¢geninin ortik ticgenA;B,C; olmak tzereP;, P,, P3 sirasiyla
AB;Ci, AiBC;, A1B:C lcgenlerinin i¢ tget cemberlerinin merkezleri olsun. Bu
durumdaP;P,P3 licgeninin ortik ticgenhBC licgenine benzer ve kenarl&BC
dcgeninin kenarlarina paraleldir.

P1

C1 Qs Q2
B1

Kanit: Acilari sekildeki gibi isimlendirelima + b + ¢ = 9¢ olur. m(Q.PC) = b +
c'dir. Bulgu — 8'denQ;Q-Qs licgeniP1P,P3; ticgeninin ortik ti¢cgeni (*) oldiun-
danP;QsPQ, dortgenindes ve Q. acllar 96 oldugundanm(QsP1Q.) = m(Q.PC)
= b + c olacaktir.P1QsP3 dik Gicgen oldgundanm(P1P3Qs) = a olmalidir.

(*)'dan dolayi P3Q:PQ, dortgeni kirgler dortgeni olupm(PQ1Q.) = m(P1P3Qs3) =

a olur. Bu durumdaAB // Q:Q. olur. Benzegekilde BC // Q,Qs ve CA /[ Q:Q3 ol-
dugu gosterilebilir. Buldgumuz bu ilgkiler iddiamizi dgrular.

13
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TARTI SMA.

Bulgularimizda bahis konust, P,, P; noktalariAB,C;, A1BC;, A1B:C licgenleri-
nin i¢ boélgelerinde alinngtir. Peki, Py, P,, P3 noktalariAB;C,, A;BCy, A1B1C Ug-
genlerinin dg¢ bolgelerinde alinsaydi iddialarimiz yine dezdoolur muydu?

Biz iddialarimizin dgru oldusu kanaatindeyiz. Cunku bulgu-1, 2 ve 8 iBin P»,
Ps noktalari bahis konusu tcgenlerirg #6lgelerinde alinngive Cabri Geometry
2 Plus programi kullanilarak iddialarimizgdolatiimistir. Fakat sentetik bir kanit
ortaya konulamangitir.

Calismamizda ortik Gcgen yardimiyla ézellikli nokta tanimini yaptik. Yukarida
verdigimiz benzerlik ilgkilerini sgslayan ortay ticgen yardimiyla da bengekil-
de & Ozellikli noktalar tanimlanabilir. Bu durumda dide ettgimiz bulgulara
benzer bulgular elde edilebilir.

Yine Cabri Geometry 2 Plus programi sayesindgraolduzunu diguindigumiiz
fakat kanitlayamag@imiz iki iddiamizi verelim.

Iddia—1. ABC ticgeninin ortik ticgenA;B;C; olmak (izereP;, P,, P sirasiyla
AB;Cy, AiBGC;, A1B;C ticgenlerinin g 6zellikli noktalari olsunP;, P2, P3 noktala-
rindan gecemC, CA, AB kenarlarina paralel @goularin ikiser ikiser kesgmesiyle
sekildeki A,B,C, ticgeninin olgturalim. Bu durumddABC A AB,C,'dir.

A
C2 A B2
B1
Ci
P> P3
A2

Iddia—2. ABC iiggeninin ortik (icgenA;B;C; olmak (izereP;, P,, Pz sirasiyla
AB:C1, A1BC;, A1B:C tcgenlerinin g 6zellikli noktalari olsunP,, P,, P3 noktala-
rindan gecedAy, BB, CC; yiksekliklerine paralel olan goular noktadstir.
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