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Bazı teoremler diğerlerinden farklı olarak bir isim taşırlar ve hep öyle anılırlar. Pisagor Teoremi, Wilson Teoremi, Euler Teoremi, L’Hospital Teoremi gibi… Bu isimler sizi bu teoremi onların bulduğu konusunda aldatmasın. Örneğin karmaşık sayılar dersinde anlattığımız Argand düzlemini Caspar Wessel, geometride anlattığımız Simson doğrusunu William Wallace, modüler aritmetikten bildiğimiz Wilson Teoremi’ni de Leibniz ortaya atmış ve ilk defa Lagrange kanıtlamıştır. Peki neden böyle oluyor derseniz hepsinin birbirinden farklı hikayeleri var. (Trigonometrik Ceva Teoremi’ne epeyce bir süre Bünyamin İnan Teoremi dediğimizi hatırlayın. ()  Bir gün o konuda da yazılar yazarız inşallah. Önce öğreneceklerimizi öğrenelim. 
Birazdan vereceğimiz teoremi Miquel mi bulmuş bilmiyoruz ama 1838 yılında teoremi detaylı olarak açıklayıp kanıtladığını bilmekteyiz. Teoremin oldukça basit ifade edilebilir ve bir o kadar da basit kanıtlanabilir olmasının yanında, birçok zor problemde kilidi açması önemini daha da artırıyor. Hemen verelim:

Bir ABC üçgeninin BC, CA ve AB kenarları üzerinde sırasıyla rastgele X, Y ve Z noktaları alınsın.  
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Teorem [Miquel]. AZY, BXZ ve CYX çemberleri kesişir.
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Kanıt: BXZ ve CYX çemberlerinin kesiştiği ikinci noktaya P diyelim. BXPZ ve CYPX dörtgenlerinin birer kiriş dörtgeni olduğu görülürse m(BXP) = α ise m(AZP) = α ve m(CXP) = θ ise m(AYP) = θ olur. m(BXC) = α + θ = 180º olduğundan AZPY dörtgeninin karşılıklı açı ölçüleri toplamı da 180º olarak bulunur. O halde AZY çemberi de P’den geçer.
Peki P her zaman üçgen içinde mi kalır? Madem X, Y, Z noktaları keyfi seçiliyor, o halde P noktası dışarıda oluşacak şekilde bir şekil çizip onu da araştıralım:
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Görüldüğü üzere aynı metotla kanıt hala mümkündür. AZP ile AYP açıları eşit ölçülü olduklarından AZPY hala bir kiriş dörtgenidir.

Miquel Teoremi’nde geçen ((rastgele(( lafı acaba X, Y, Z noktaları kenarlar üzerinde değil de kenarların uzantıları üzerinde alınırsa da teoremin sağlanıp sağlanmadığı sorusunu akla getiriyor. Bir de ona bakalım:
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X, Y, Z noktalarını üst şekildeki gibi kenarlar üzerinde değil de uzantılar üstünde alalım. BXZ ve CXY çemberlerini çizelim. Yine bir P noktası oluşmaktadır, hem de biraz önceki gibi üçgen dışında. m(PYC) = m(PXC) (= m(PXB)) = m(PZB)  olduğundan AZPY hala bir kiriş dörtgenidir.

Gördüğünüz gibi her durumda P noktası üç çemberin kesiştiği nokta oluyor. Bu P noktasına ABC üçgeninin X, Y, Z noktalarına göre Miquel Noktası denir. Üç çembere de Miquel çemberleri, XYZ üçgenine de Miquel Üçgeni denir.

X, Y, Z Noktalarının Doğrusal Olduğu Durum.
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Eğer X, Y, Z noktaları doğrusal olacak şekilde seçilip Miquel çemberleri çizilirse, tahmin ettiğiniz üzere bu çemberler yine bir P noktasında kesişir ama bu sefer P’nin ayrı bir özelliği vardır: P, ABC üçgeninin çevrel çemberi üzerinde olur!
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Bu teoremi okuduğumda pek şaşırmıştım. Hemen ardından da bir korkuya kapılmadım desem yalan olur. Buna dair bir kanıt vermek lazımdı ve şekil yeterince korkunçtu. Biraz üzerine düşününce ağzımı açık bırakan bir çözüm yolu buldum:
Çemberleri şekildeki gibi C1, C2, C3 ve C4 ile adlandıralım. Şu ana kadar anlattıklarımızdan C1, C2, C3 çemberlerinin P’de kesiştiğini biliyoruz. Bunu neye göre söyledik: X, Y, Z üçgeninin ABC üçgeninin kenarları veya uzantıları üzerinde olmalarından dolayı… Şimdi asıl üçgeni ZBX olarak düşünün. A, Y, C noktaları da bu üçgenin kenarları veya uzantıları üzerinde verilmiş gibi olmaz mı? İşte bu yüzden C1 ile C2’nin kesiştiği ikinci nokta olan P’den C4 de geçer!
Uzun lafın kısası, ABC üçgeni esas alınınca C1, C2, C3 çemberleri P’de kesişir, ZBX üçgeni esas alınınca C1, C2, C4 çemberleri P’de kesişir. O halde C1, C2, C3, C4 çemberleri tek bir P noktasında kesişirler.

Sonuç: Dört doğruyla oluşturulan dört üçgenin çevrel çemberleri tek noktada kesişirler.
Bu sonuca Simson doğrusunun özelliklerini kullanarak da ulaşabiliriz:
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AZY ve CXY üçgenlerinin çevrel çemberlerinin kesiştiği ikinci nokta P olsun. P’den AZY üçgeninin kenarlarına inen dikme ayakları şekildeki gibi K, L, M olsun. Bu noktaların doğrusal olduğunu biliyoruz. Burada L ve M noktalarının aynı zamanda P’den CXY üçgeninin XY ve YC kenarlarına inen dikme ayakları olduğunu da fark edelim. CX kenarına inen dikme ayağına da N diyelim. Bu durumda K, L, M, N noktaları doğrusaldır. Dikkatle bakılacak olursa bu noktalardan K, L, N noktaları P’den ABC üçgeninin kenarlarına inen dikme ayaklarıdır, ayrıca K, M, N noktaları da P’den ZBX üçgeninin kenarlarına inen dikme ayaklarıdır. O halde P noktası hem ABC hem de ZBX üçgeninin çevrel çemberleri üzerinde olmalıdır.
Kanıtımız bitti ama işimiz daha bitmedi!
Dört doğruyla oluşturulan bu dört çemberin ortak noktasıyla bu çemberlerin merkezleri de çemberseldir. 
Bunu kanıtlamak için önce bir önsav vereceğiz. Daha sonra üstteki problemi önsav yardımıyla hemencecik çözebileceğiz.

Önsav. A, B, C doğrusal üç nokta ve M bu noktaların belirttiği doğru üzerinde olmayan bir nokta olsun. Bu durumda MAC, MAB ve MBC üçgenlerinin çevrel çemberlerinin merkezleri ile M noktası çemberseldir.
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Önsavın Kanıtı: MA, MB ve MC kenarlarının orta noktaları sırasıyla P, Q ve R olsun. A, B, C noktaları doğrudaş olduğundan P, Q, R noktalarının doğrudaş olacağını bilmekteyiz. P, Q, R noktalarından geçen kenar orta dikmeleri çizelim ve kesim noktalarına şekildeki gibi O1, O2 ve O3 diyelim. Bir üçgenin kenar orta dikmelerinin kesim noktaları çevrel çemberin merkezi olacağından O1, O2 ve O3 noktaları sırasıyla MAB, MAC ve MBC üçgenlerinin çevrel çemberlerinin merkezleri olacaktır. 

Sonuç olarak, M noktasından O1O2O3 üçgeninin kenarlarına (veya uzantılarına) indirilen dikme ayakları P, Q, R noktaları olup bu noktalar doğrusal olduğundan Simson teoreminin karşıtı gereği M noktası O1O2O3 üçgeninin çevrel çemberi üzerinde olmalıdır. Önsav kanıtlanmıştır.

Şimdi asıl problemin çözümüne geçelim.
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A, Z, B noktaları doğrusal olup P bu doğru üzerinde olmadığından yukardaki önsav koşulları bulunmaktadır. Önsava göre PAZ, PZB ve PAB üçgenlerinin çevrel çemberlerinin merkezleri ile P noktası çemberseldir. Yani şekildeki Ci çemberlerinin merkezlerine Oi dersek, O1, O3, O4, P noktaları çemberseldir.
Diğer yandan B, C, X noktaları doğrusal olup P noktası yine bu doğru üzerinde bulunmadığından aynı mantıkla O2, O3, O4, P noktaları da çemberseldir.
Demek ki O1, O2, O3, O4 ve P noktaları çemberselmiş.
Bu sonucu biraz özelleştirdiğimizde şu soru elde edilir.

Soru. O merkezli bir çember üzerinde A, B, C ve D noktaları verilsin. AB ile CD’nin kesim noktası E ve AEC ile BED üçgenlerinin çevrel çemberleri P noktasında kesişsin.  A, D, P, O noktalarının çembersel olduğunu gösteriniz.
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Kanıt: AC ile BD’nin kesim noktası F olsun. Teorem xx gereği AEC ile BED çemberlerinin geçtiği P noktasından ABF ve CDF çemberleri de geçer. Bu durumda m(ABD) = m(ACD), m(ABD) = m(APK) ve m(ACD) = m(DPK) yazarız. Dolayısıyla m(APK) = 2∙m(ACD) olup m(AOD) = 2∙m(AOD) olduğundan m(AOD) = m(APD) eşitliğini elde ederiz. Bu eşitlik bize APOD dörtgeninin bir kiriş dörtgeni olduğunu yani A, D, P, O noktalarının çembersel olduğunu gösterir.
Ayrıca soruda PO ( PE olup kanıtını alıştırma olarak bırakalım.
Soru. Bir ABC üçgeninin BC, CA ve AB kenarları üzerinde (veya uzantıları) sırasıyla X, Y ve Z noktaları alınsın. ABC, AZY, BZX, CYX üçgenlerinin çevrel çemberlerinin merkezleri sırasıyla O, Oa, Ob, Oc ve diklik merkezleri H, Ha, Hb, Hc olsun.

a) OaObOc üçgeni ile ABC üçgeni benzerdir.

b) OH, OaHa, ObHb, OcHc doğru parçalarının orta dikmeleri noktadaştır.
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Çözüm: AZY, BZX, CYX çemberlerinin P noktasında kesiştiğini artık biliyoruz. İki çemberin merkezlerini birleştiren doğru parçası kesim noktalarını birleştiren doğru parçasını dik ortaladığından yani PZ ( OaOb ve PY ( OaOc olduğundan OaKLP bir kiriş dörtgeni olup m(KOaL) = m(PLT) ve AZPY de bir kiriş dörtgeni olduğundan m(A) =  m(PLT) olup m(A) = m(Oa) eşitliğini elde ederiz. Aynı mantıkla m(B) = m(Ob) olup OaObOc üçgeni ile ABC üçgeninin benzer olduğu ortaya çıkar.
Teorem. Bir ABC üçgeninin kenarları üzerine dışa doğru AC1B, BA1C ve CB1A üçgenleri inşa edilsin. Eğer m(A1) + m(B1) + m(C1) = 180º ise AC1B, BA1C ve CB1A üçgenlerinin çevrel çemberleri noktadaştır.
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Kanıt: C1A doğrusu CB1A çemberini B2’de kessin. B2C ile C1B’nin kesim noktası A2 olsun. m(CB1A) = m(CB2A) olduğundan m(BA1C) = m(BA2C) olur. Bu ise A1 ve A2 noktalarının BA1C çemberi üzerinde olduğunu gösterir. Miquel Teoreminden AC1B, BA2C ve CB2A çemberleri noktadaştır. Dolayısı ile AC1B, BA1C ve CB1A çemberleri de noktadaştır.
Yukardaki teoremi kullanarak daha önce kanıtladığımız Napoleon teoremini farklı bir şekilde kanıtlamak mümkün. İzleyin:

Teorem [Napoleon]. Bir üçgenin kenarları üzerine üçgenin dışına doğru yerleştirilen eşkenar üçgenlerin ağırlık merkezleri bir eşkenar üçgen belirtirler.
Kanıt: ABC üçgeninin kenarları üzerine dışa doğru AC1B, BA1C ve CB1A eşkenar üçgenlerini inşa edelim. Bu eşkenar üçgenlerin ağırlık merkezleri çevrel çemberlerinin de merkezi olup Oa, Ob ve Oc ile gösterelim. 
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Bir önceki teoremde yaptığımız işlemleri tekrarlarsak A2B2C1 üçgeni eşkenar olur. Yukarıda kanıtlandığı üzere A2B2C1 üçgeni ile OaObOc üçgeni benzer olup OaObOc üçgeni de eşkenar olur.

Bahis konusu üçgenlerin çevrel çember merkezlerinin eşkenar üçgen belirtmesi için ABC üçgeninin kenarları üzerine illaki eşkenar üçgen inşa etmek şart değil. A1, B1 ve C1 açılarının 60º olması da OaObOc üçgeninin eşkenar üçgen olması için yeterlidir.

Sonuç. ABC üçgeninin kenarları üzerine dışa doğru AC1B, BA1C ve CB1A eşkenar üçgenlerini inşa edelim.AA1, BB1 ve CC1 noktadaştır.

Kanıt: AC1B, BA1C ve CB1A eşkenar üçgenlerinin çevrel çemberlerinin noktadaş olduğunu yukarıda kanıtladık. Bu noktaya P diyelim. Öncelikle A, P, A1 noktalarının doğrusal olduğunu kanıtlayalım.

BPCA1 bir kiriş dörtgeni olduğundan m(BPA1) = m(BCA1) = 60º’dir. APBC1 de bir kiriş dörtgeni olduğundan m(APB) = 180º ( m(BC1A) = 120º’dir. Bu durumda A, P, A1 noktaları doğrusaldır. Aynı mantıkla B, P, B1 ve C, P, C1 noktalarının da doğrusal olduğu kanıtlanabilir. Bu ise AA1, BB1 ve CC1’in noktadaş olduğunu gösterir.
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