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Bir Ucggen 15 Soru

Bu galigmada bir ABC ti¢geninin i¢inde alinan P noktasinin koselerle yaptig1 6 agidan herhangi 2sini gizleye-
rek olugturulan tam 15 sorunun ¢6ziimiine yer verecegiz. Amacimiz neredeyse birbirinin aynisi gibi goriinen bu
problemlerin ¢éziimlerinin ne kadar cesitli oldugunu anlamak olacaktir. Ilk olarak biitiin sorular: olusturacagimiz
asagidaki liggeni taniyalim.

Bu iirettigimiz sorularin 9 tanesinin tek bir ¢6ziimii varken, geriye kalan 6 tanesinin, {iggenin kenarlar: ara-
sinda bir esitsizlik verilmedigi ve istenen 2 ag1 birbirine egit olmadig1 takdirde iki ¢6ziimii olacaktir. Bunun
nedeni, ornek olarak yukaridaki tiggenden m(BAP) ve m(PBC') agilarin gizlersek Trigonometrik Ceva teore-
minden a-b-c=x-y-zilea-b-c=x-z-y ifadeleri farklh iiggen konfigrasyonu belirtmelerine ragmen birbirine
esit ifadeler olmasidir. Zamam gelince bu sorulardan bazilarinda tiggenin kenarlar1 arasinda bir egitsizlik verip
tek bir ¢ozlim bulacagiz. Bazi problemlerde ise nasil 2 ¢oziimiin geldigini gosterecegiz.


https://www.youtube.com/@ahmetgdk64

Soru 1

= m(B/A\D) kag derecedir?

Coziim

[BD]'yi uzatip |[EC| = |BC| olacak sekilde bir E noktasi alalim. m(F CE) = 60° oldugundan [CA)y,
|EC| kadar uzatip [E'F] birlestirirsek FFC' eskenar {iggen olur. Aym zamanda m(EDC) = m(EC’D) = 80°

oldugundan EF'D de ikizkenar tiggendir. Bunun yaninda |C'F| = |CB| oldugundan m(C'F B) = (CBF ) = 50°
olur. FADB dértgeninde [AD] kenarini goren agilar esit oldugundan FAD B bir kirigler dértgenidir. Dolayisiyla

= m(B/A\D) = m(B/F\D) = 40° olarak bulunur.



Soru 2

T = m(D/B\C’) kag derecedir?

Coziim

[CB]’yi uzatarak AFC ikizkenar ii¢genini olugturalim. m(D/C’\B) = 60° oldugundan [FC] tabanli EFC
eskenar tiggenini olugturalim. |EF| = |AF| oldugundan m(F/EA) = m(F/A\E) = 70° olur. Ayrica ikizkenar
20° — 80° — 80° {icgendeki lemmaya gore bu iicgenin tabani ile ikiz kogelerden kenarlara olan 10°°lik ac¢inin
gordiigii uzunluk esittir: |FB| = |AC|. Dolayisiyla EAC {iggeni ile ABF iiggeni A.K.A. egliginden eg olurlar.
Dolayisiyla |[EA| = |AB| oldugundan m(B/E\D) = 40° olur. FADB dortgeninde [BD] kenarim goren agilar es
oldugundan EADB bir kirigler dértgenidir. Sonug olarak m(A/B\D) =10°, m(D?C’) = 20° gelir.



Soru 3

xr = m(D/C\B) kag derecedir?

Coziim

m(A/C'\B) = 80° oldugundan [CB]’yi uzatip AEC' ikizkenar {iggenini olugturursak m(E/A\B) = 10° oldugun-
dan bir 6nceki soruda kullandigimiz Lemmaya gore |EB| = |AC| olur. [EA] iizerinde m(B/G\E) = 20° olacak
sekilde G noktasi alirsak, |[EB| = |BG| = |GA| olur. [BD)] iizerinde m(B/A\H ) = 10° olacak gekilde H noktasi
alirsak AGBH bir deltoid olur. Aymi zamanda |AH| = |AC;|\Ve m(H/A\D) = m(C/A\D) = 30° oldugundan HDA

ile CDA eg liggenlerdir. Buradan da m(A/C\D) =20°, m(DCB) = 60° gelir.



Soru 4

x = m(D/B\C) kag derecedir?

Coziim

[BD)] iizerinde |AE| = |EB| olacak gekilde bir E noktas: alirsak m(A/E\D) = m(A/C\D) = 20° ve m(E/ATD) =
m(CAD) oldugundan EDA ile CDA iiggenleri eg olur. Dolayisiyla AEC bir egkenar iiggen, m(DEC) =
m(DCE) = 40° olur. Buradan da x = m(EBC) = m(ECB) = 20° gelir.



Soru 5

x = m(D/A\C’) kag derecedir?

Coziim

m(BDE) = 50° oldugundan [AD]’yi uzatip m(D/E\B) = 60° olacak gekilde bir E noktas: alirsak, m(D/aB) =
60° verildiginden DBEC kirisler dortgeni olur. m(CBE) = m(BCE) = 50° ve m(BEC) = 80°'dir. [AB]
iizerinde |EB| = |EF| olacak gekilde bir F' noktas1 alirsak [F'C] birlestirdigimizde olugsan CEF {iggeni eskenar
iiggen olur. Ayni zamanda m(F/E\A) = m(F/A\E) = 40° oldugundan |AF| = |EF| olur. Buna baglh olarak da
|AF| = |FC| olur. Buradan da m(F/A\C) =70°, m(D/A\C) = 2 = 30° olarak bulunur.



Soru 6

r = m(A?D) kag derecedir?

Coziim

[BD]’yi uzatip |BC| = |EC| olacak gekilde bir E noktas: alalim. m(F/C'\E) = 60° oldugundan [CA]y1
|CE| kadar uzatip [E'F] birlestirirsek EFC egkenar {iggen olur. Aym zamanda EDC de bir ikizkenar {iggen
oldugundan |EF|=|ED|=|EC|, m(EFD) = m(EDF) = 70° olur. Bunun yaninda |F'C| = |BC| oldugundan

—

)
m(CFB) =m(CBF) = 50°dir. Ayrica m(ADB)+m(AF B) = 180° oldugundan F'AD B bir kirigler dértgenidir.

—Z

Sonug olarak aym yay1 goren agilardan, m(D/I}'\A) = m(DBA) = 2 = 10° olarak bulunur.



Soru 7

T = m(D/B\C’) kag derecedir?

Coziim

[BD] iizerinde m(B/A\E) = 10° olacak sekilde bir £ noktasi alirsak 2m(A/C\B) = m(A/E\B) oldugundan F
noktas1 ABC iiggeninin ¢evrel merkezi olur. [BC| tabanli F BC egkenar ti¢genini olugturalim. FBC' de ikizkenar
tiggen oldugundan [F'E] agortaydir. Dolayisiyla m(E/F\D) = 30° olur. AFED dortgeninde [AD] kenarini goren
agilar esit oldugundan AFED bir kirigler dortgenidir. Dolayisiyla m(A/E\D) = m(D/ﬁA) = m(A/C\F ) = 20°
oldugundan AFC de bir ikizkenar ticgendir. Bunun yaninda |BF'| = |BC| ve |AF| = |AC| oldugundan AFBC
bir deltoid, [BA] agiortaydir. Dolayisiyla « 4+ 10° = 30°, x = 20° olarak bulunur.



Soru 8

T = m(B/A\D) kag derecedir?

Coziim

Co6zen: [Geomania-(geo)]

[BD 1sm1, ABC iiggeninin gevrel ¢emberini E noktasinda kessin. AECB kirigler dortgeni oldugundan
m(A/C’\E) = 10°, m(CTE) = 20° olur. ADC {iggeninin cevrel merkezini koselerle birlestirirsek F DC' egke-
nar liggen olur. Ayn1 zamanda [C'E] aglortay oldugundan EFCD deltoid olur. m(A/F\D) = 40°, M =
m(D/A\E) = 50° oldugundan ADF iiggeninin gevrel merkezi [AE] tizerindedir. Ayrica |DG| = |GF| oldugundan
[DF] kenarimn kenar orta dikmesi [GFE] iizerindedir. Dolayisiyla ADF {iggeninin ¢evrel merkezi E noktasidir.

Buradan da m(A/b\E) = 50°, x + 10° = 50°, « = 40° olarak bulunur.



Soru 9

T = m(A?D) kag derecedir?

Coziim

[BD] tizerinde m(BFE) = 20° olacak sekilde bir E noktas1 alirsak, m(B/A\C) = 70° ve merkez ac: iligkisinden
m(B/E\C') = Qm(B/A\C') = 140° oldugundan F noktasi ABC {i¢geninin ¢evrel merkezi olur. ADC {i¢geninin ¢evrel
merkezini kogelerle birlegtirelim. |AF| = |FC| ve |AE| = |EC| oldugundan AFCE bir deltoid, [EF] ise agiortay
olur. m(D/EC) = m(D/CTE') = 40° oldugundan |DE| = |DC| olur. Bunun yanminda EDF ikizkenar ti¢gen
oldugundan m(D/E\F) = 10°, buradan da m(D/EA) = 20° olur. Dolayisiyla 2z = 20°, x = 10° olarak bulunur.
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Soru 10

Kosul: |AB| > |BC|
r = m(D/é\B) ka¢ derecedir?

Coziim

BC dogrusu iizerinde m(D/CWB ) = 60° olacak gekilde bir C’ noktas: alabiliriz. Bu nokta; [BC|] pargasinin iginde,
C noktasinin tam tizerinde veya [BC uzantisinda olabilir. Bu {i¢ durumu sirasiyla inceleyelim.

Durum 1: ¢’ noktas1 [BC] araliginda olsun.

ABC" {iggenine bakarsak soru artik Soru 5’deki probleme doniigiir. Bu problemde m(D/C\’A) = 20° ve
m(D?l\C’ ) = 30° buldugumuzdan DACC’ kirigler dortgeni olur. Bu yiizden m(D/C\B) = 30° ve m(D/A\C) = 60°
olur. Ancak sorunun baginda bize |AB| > |BC| verilmisti (Biiyiik ag1 kargisinda biiyiik kenar bulunur). Ag
degerleri bu esitsizligi saglamaz. Dolayisiyla C’ noktasi [BC] araliginda olamaz.
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Durum 2: ¢’ noktas1 [BC 1sinimin uzantisinda olsun.

Kabul edelim ki uzantida olsun. Yine aym sebepten dolayr DAC’C kirigler dortgeni olur. m(D?l\C” ) = 30°
ve m(D/A\C’) = 60° oldugundan 60° > 30° olamayacagindan (¢iinkii digaridaki bir nokta ile olusan ag, igerideki
agidan biiytlik olamaz) bu durum da bir geligki yaratir.

Sonug: C’ noktasinin igeride veya digarida olmasi geligki yarattig: igin geriye tek bir ihtimal kalr: C' = C
olmak zorundadir.

Yani C’ ile C noktasi ¢akigiktir. Buradan hareketle z = m(D/é\B) = 60° olarak bulunur.
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Soru 11

Kosul: |BC| > |AC|
T = m(A/B\D) kag derecedir?

Coziim

|BC| > |AC| verildiginden 80° — z > x + 20°, buradan da 30° > z bulunur. Dolayisiyla m(D/A\C’) =30°—=z
degerine baktigimizda, tiggen esitsizlikleri geregi [C' A 1gmnin1 uzatip m(D/E\A) = 10° olacak sekilde bir E noktasi
alabiliriz.

Daha sonra [BD’yi uzatip m(B/F\C') = 20° olacak gekilde bir F' noktasi alalim. m(FﬁC) = m(F/C’\D) = 80°
oldugundan |FD| = |FC| = |BC| olur. Aym zamanda merkez ag iligkisinden 2m(DEC) = m(DFC) = 20°
oldugundan F' noktast EDC tiggeninin ¢evrel merkezidir. Dolayisiyla |EF| = |FD| = |FC| olmaktadir.

m(E/F\C) = 60° oldugundan EFFC iiggeni egkenar iiggendir. Dolayisiyla |[EC| = |BC| ve taban agilar
m(C/E\B) = m(C/B\E) = 50° olup m(D/EB) = 40°’tir. FADB dortgeninde [BD] kenarini goren agilar eg
oldugundan EADB bir kirigler dortgenidir. Dolayisiyla aym yay1 goren acilardan x = m(A/B\D) = m(A/E\D) =
10° olarak bulunur.
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Soru 12

Kosul: [AB| > |AC|
T = m(P/B\A) kag derecedir?

Coziim

Soruda |AB| > |AC| verildiginden, bu kenarlar1 géren agilar arasinda da aym egitsizlik vardir. 90° — z >
20° + x, buradan 70° > 2x ve 35° > x esitsizligi elde edilir.

Dolayisiyla x, 35° ten kiigiik oldugu i¢in [AB] tizerinde m(PDA) = 60° olacak sekilde bir D noktas: alabiliriz.
m(D/P\A) = 80° oldugundan FPD ikizkenar ii¢genini olugturalim. Daha sonra [FD] tabanh FDG egkenar
tiggenini olugturursak |AF| = |AD| oldugundan [GA] agiortay olur. Ayrica |FP| = |FG| oldugundan m(F/(-;\P) =
m(F?G) = 70° olur.

Bunun yaninda AGP tepe agis1 40° olan bir ikizkenar {iggen oldugundan G noktas1 APC' iiggeninin gevrel
merkezidir. Dolayisiyla m(PGC') = 60° olup, GPC ti¢geni bir egkenar tiggendir. Ayn1 zamanda m(DPG) = 150°
oldugundan [DP 1gmmin1 uzatirsak, bu dogru PGC' eskenar ti¢geni i¢in agiortay oldugundan GDC {iggeni iginde
de agiortaydir. Buradan m(CﬁP) = 20° oldugundan DBCP dortgeni kirigler dortgeni olur.

Sonug olarak ayni yay1 ([DP] yaym1) géren gevre agilar birbirine egit olacagindan x = m(D/B\P) = m(D/aP) =
10° olarak bulunur.
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Soru 13

= m(B/A\D) kag derecedir?

Coziim

AB dogrusu iizerinde m(D/ATB) = 40° olacak sekilde bir A’ noktasi alalim. Bu nokta [AB] araliginda, A
noktasimin kendisi veya [BA 1gininin uzantisinda olabilir. Bu ti¢ durumu sirasiyla inceleyelim.

Durum 1: A’ noktas1 [AB] araliginda olsun.

A’ BC {iggenini incelersek, soru yapisi itibariyle Soru 6’ya esdeger hale gelmigtir. Soru 6’daki ¢6ziim adimla-
rimiz sonucunda m(DA’ C) =30° ve m(DCA’ ) = 20° buluruz. Soruda halihazirda m(DAC) = 30° verildigi igin

(DA’ C) = m(DAC) = 30° olur. Ayni kenar1 goren agilarin egitliginden dolayl A’ACD dortgeni bir kirigler
dortgeni olur. Buradan ayni yay1 goren agilar mantigiyla x = (BAD) (DCA’ ) = 20° olarak bulunur.
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Durum 2: A’ noktasi [BA 1siminin uzantisinda olsun.

Yine ayni problemin (Soru 6) ¢oztim 6zelliklerini kullandigimizda, AA’C'D kirigler dortgeni olmasi gerekti-
ginden m(AA'D) = m(ACD) = 40° olmas: gerekir. Fakat bir énceki adimda m(DCA’) agisim 20° bulmugtuk.
20° > 40° olamayacagindan bu durum bir geligki yaratir ve buradan bir ¢dziim gelmez.

Durum 3: A’ noktas1 A noktasi ile ¢akigik olsun (4 = A’).

Eger noktalar ¢akigiksa, dogrudan bagtaki varsayimimiz gecerli olur. m(B/A\D) = m(BTél/\D) = 40° olarak
kabul ettigimiz i¢in x = 40° olur.

Sonug: Bu geometri probleminde, diger sorulardan farkli olarak aginin alabilecegi iki farkl gecerli deger
(x = 20° veya x = 40°) ¢ikmug oldu.
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Soru 14

Kosul: |BC| > |AC|
= m(D?C) kag derecedir?

Coziim

CB dogrusu tizerinde m(D/BTC) = 20° olacak gekilde bir B’ noktasi alalim. Bu nokta [C'B iginimin uzantisinda,
[C'B] araliginda veya B noktasimin tam iizerinde olabilir. Bu durumlar: inceleyelim.

Durum 1: B’ noktas:1 [C'B 1gsiminin uzantisinda olsun.

AB'C tiggenini incelersek, yapi itibariyle Soru 6’daki probleme dénmiistiir. Buradan o sorudaki ¢éziim
sonuglarini kullanarak m( B’ A) = 10° ve m(DAB’ ) = 40° oldugunu buluruz. Soruda verilen m(ABD) = 10°
acist ile buldugumuz m(AB/ D) = 10° agilar1 aym kenar1 gordiigiinden AB’BD kirigler dortgenidir. Kargilikl
acgilar toplami 6zelliginden dolay1 m(B’/fTD) + m(B’/B\D) = 180° olmahdir. B’, B,C dogrusal oldugundan i¢
taraftaki aci, biitiinlerden dolay1 z = 40° olarak bulunur.

Eger x = 40° ise ABC ti¢geninde m(BAC) = m(ABC) = 50° olur, bu da |AC| = |BC| demektir. Ancak
bize soruda |BC| > |AC| verilmisti. Dolayisiyla bu bir geligkidir, B’ noktasi [C'B’nin uzantisinda olamaz.
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Durum 2: B’ noktas: [BC] araliginda olsun.

Yine Problem 6’dan yola ¢ikarak m(A/B-’\D) = m(A/B\D) = 10° oldugundan ADB’B kirigler dortgenidir.
Yani bu durumda z = m(B’/fTD) = 40° olmalidir. Ama bu sefer de DBB’ ii¢geninde bir dig a¢i kendisine
komsu olmayan i¢ agidan biiyiik olmak zorunda oldugundan, m(D/B\B’ ) > m(D/B70) yani (40° > 20°) durumu
saglanmaz. Buradan da ¢6ziim gelmez.

Durum 3: B’ noktas1 B noktasi ile ¢akigik olsun (B’ = B).

Geriye tek bir segenek kaliyor. O da B’ = B olmasidir. (Yani aradigimiz ag1 bagindan beri burnumuzun
dibindeymis:)). Dolayisiyla = m(DBC) = m(DB’C) = 40° olarak bulunur.
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Soru 15

= m(A/C-'\D) kag derecedir?

Coziim

AC dogrusu flizerinde m(AE’TD) = 20° olacak sekilde bir C’ noktasi alahm. Bu nokta [AC] araliginda, C
noktasimin tam iizerinde veya [AC 1gmimin uzantisinda olabilir. Bu ii¢ durumu sirasiyla inceleyelim.

Durum 1: C’ noktas1 [AC] araliginda olsun.

ABC' {iggeni agisal olarak Soru 4’teki probleme doniisiir. Dolayisiyla o sorunun sonucundan m(D/C?B) = 60°
bulunur ve DC'C B bir kirigler dértgeni olur. Aymi1 zamanda ayni yay1 goren agilardan m(D/B\C’ )= (D/(-Z'\C’ ) =
20° olur. DCC" iiggenini incelersek, bir dig ac1 kendisine komsu olmayan iki i agimin toplamina esit oldugundan

m(DCC") + m(CDC") = 20° olmaldir. Halihazirda m(DCC’) = 20° oldugundan m(CDC’) agist sifir derece

olmak zorundadir. Bir ti¢gende ag sifir olamayacagindan bu durum bir geligkidir. Bu yiizden C” noktas1 [AC]|
araliginda olamaz.
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Durum 2: ¢’ noktas1 [AC 1sminin uzantisinda olsun.

Yine ayni problemin sonucundan hareketle m(D/C\B) = m(D/C7B ) = 60° oldugundan DCC’B Kkirigler dort-
genidir. Bu sebeple m(D?C’) = m(D/CTC') = 20° olur. Ancak biiyilik tiggende de m(D/B\C’) = 20° idi. Bu
durumda m(C’/B\C’) agisinin sifir olmas: gerekir ki bu geometrik olarak miimkiin degildir. Buradan da ¢6ziim
gelmez.

Durum 3: ¢’ noktas1 C noktasi ile gakigik olsun (C = C’).

Diger durumlar ¢eligki yarattig1 icin geriye kalan tek ihtimal C ve C’ noktalarmin aymi nokta olmasidir.
Dolayisiyla bagtaki varsayimimiz dogrudan C' noktasi i¢in gegerli olur ve z = 20° olmak zorundadir.
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Bu caligmada tek bir iiggenden yola ¢ikarak bircok soru tiretip, bu sorularin ¢oziimlerinin ne
kadar gesitli oldugunu gordiik. Tabii ki bu sorulara birden fazla ¢oziim iiretmek miimkiin.
Umarim faydali olmustur.

HERKESE IYI CALISMALAR...

Ahmet GEDIK
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