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Onsoz

Geometrinin zarif konularindan biri olan simedyan ve uygulamalarini kapsamli bir sekilde ele alan bu
notlari, bagta matematik olimpiyatlarina hazirlanan 6grenciler olmak iizere, tiim geometri meraklilarina
sunmaktan mutluluk duyariz.

Bu calismada, teorik bilgileri adim adim inga ederken, her seviyeden okuyucunun keyifle iizerinde dii-
siinebilecegi olimpiyat diizeyinde problemlerle konuyu pekigtirmeyi hedefledik. Dokiimani1 hazirlarken,
literatiirde rastlamadigimiz ve 6zgiin oldugunu diigiindiigiimiiz baz1 problemler ile ¢6ziimlerine de yer
vererek icerigi zenginlestirmeye 6zen gosterdik. Yararlandigimiz tiim kiymetli eserleri ve yazarlari ise kay-
nakca boliimiinde belirttik.
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Simedyan

Bu ders notumuzda liggen geometrisinin en zarif ve giiclii kavramlarindan biri olan simedyani inceleye-
cegiz. Simedyan, 6zel bir cevian tiiriidiir ve liggenin bir¢ok ilging noktas: ve ozelligi ile dogrudan iligkilidir.

Tanim: Bir ABC {iggeninde herhangi bir kogeden (6rnegin A kosesinden) karsi kenardaki bir noktaya
birlegtiren dogru pargasina cevian denir [1].

Bu terim, Ceva Teoremi’'ne adini veren matematik¢iden gelmektedir. Késeden cikan temel cevianlar
hatirlayalim: kenarortay, aciortay ve yiikseklik. Simedyani tamimlamak icin kenarortay ve agiortaydan

faydalanacagz.

Tamm: Bir ABC ii¢geninde, A kogesinden ¢ikan simedyan (AS,), ayn késeye ait kenarortaymn (AM,),
o kosenin i¢ aciortayina (AN, ) gore yansimasi (simetrigi) olan ceviandir.

Bu tanim, geometride izogonal eglenik olarak bilinen daha genel bir kavram {izerine kuruludur.

Tamm: Bir kogedeki agiortaya gore birbirinin simetrigi olan iki dogruya (veya 1gima) o kdgeye gore izo-
gonal eslenik dogrular (veya wginlar) denir.

Bu durumda simedyanin tanimi kisaca goyle de ifade edebiliriz: Simedyan, kenarortayin izogonal egle-
nigidir.

Bu yansima 6zelliginin dogrudan bir sonucu olarak, simedyanin komsgu kenarlardan biriyle yaptig1 aci,
kenarortayin diger komgu kenarla yaptig1 agiya egittir.
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Sekil A: Simedyanin tanimi



Sekil’i inceleyelim. [AS,] simedyan ve [AM,] kenarortay olmak tizere:
/BAS, = LCAM,.

Bu ac1 esitligi, simedyan igeren birgok problemin ¢éziimiinde kilit rol oynar. Her kose i¢in bir simedyan
tanimlanabilir (AS,, BSp, C'S.). Bu ii¢ simedyanin tek bir noktada kesigtigini ileride gorecegiz ve bu nok-
taya Simedyan Noktasi ( Lemoine Noktasi veya Grebe Noktasi) diyecegiz.

Simdi de simedyan kavrami i¢inde 6énemli bir yeri olan antiparalel dogrularin tanimini verelim.

Tanim: Diizlemde birbirinden farkli dy, da, k1, ko dogrular igin k1 Ndy = A, k1 Ndy = B, ko Ndy = C,
ko Nds = D olsun. ABC'D bir kirigler dortgeni ise ki, ko dogrularina d;,ds dogrularina gore antiparalel
dogrular denir. Tanimin simetrisinden dolay1 d; ve ds dogrular: da, k1, ko dogrularina gore antiparalel olur.

Cogu zaman dy Ndy = P gibi bir kesigim noktas1 yardimiyla ZAPB referans ags1 (veya APB refe-
rans liggeni) olugturulur. ABCD kirigler doértgeni olmak iizere, bu halde AB ve CD (yani ki ve ko)
antiparalel dogrular olarak isimlendirilir. (Bkz. |B| Sekil)

Bu ikinci tanimnda, dy || da olursa, antiparalellik tanimlanamiyor gibi akliniza gelebilir. Ancak projektif ge-

ometri fikriyle d; Nds = P, bi¢iminde sonsuzdaki bir noktayi referans agisinin kosesi olarak distinebiliriz.
Bu senaryoda, ABCD kirigler dortgeni aslinda bir ikizkenar yamuk olacaktir.
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Sekil B: Antiparalel dogrular

[B] Sekil’de ZAP B referans agisina gore antiparalel olan AB ve C'D dogrularim goriiyoruz. DC’ye paralel
olan her dogru AB’ye antiparalel olmaya devam edecektir. Burada AE || CD dogrusunu gizelim. Ayni
A noktasindan gegen AB ve AFE dogrularimin antiparalel olmasi i¢in kosul /PAE = ZABP olmasidir.
Bunu, D — A ve C — F olarak yorumlayabiliriz. Bu halde ABC'D kirigler dértgeninin cevrel gemberi de
ABE fiiggeninin gevrel gemberine dontigecektir. AE ve AB antiparalel dogrular iken AP dogrusu, ABE
iiggeninin c¢evrel cemberine teget olur.

Simdi, simedyanin ne oldugunu anladiktan sonra, onun en temel ve en ¢ok kullanilan 6zelligini bir girig
problemi olarak ele alalim. Simedyanin karg: kenar1 hangi oranda boldiigi sorusu, onun geometrideki 6ne-
mini ortaya koyan ilk adimdir. Bu 6zellik, matematikgi Jakob Steiner’e atfedildigi igin literatiirde siklikla
Steiner Lemmas: olarak da geger.



1. Bir ABC iiggeninde, A kogesinden gikan simedyan [AS], karsi kenar olan [BC)’yi S noktasinda
kesmektedir. Uggenin kenar uzunluklar1 |[AC| = b ve |AB| = ¢ olduguna gére, S noktasimin [BC)|
kenarim

BS| _ &

ICS| ~ v

oraninda boldiigini ispatlayiniz.

(Steiner Lemmast)

Coziim [H. ibrahim Ayana]: Problem siniis teoremi yardimiyla da ispatlanabilir. Burada zarif
bir sentetik ¢oziim sunacagiz. Oncelikle [BC| kenarinin orta noktast M olsun. |AM| = |M D| olacak
sekilde [AM 1smu tizerinden D noktasi alalim. M, hem [AD]'nin hem de [BC]'nin orta noktasi
oldugundan, AC' DB bir parlelkenardir. AD dogrusunun BD ile kesigimi L noktasi olsun.

A

D

Sekil 1: Steiner Lemmasi

Paralellikten dolayr /BDA = /DAC = ZBAS olur. Béylece ABD ~ LBA olup
BL| _ |AB]
|AB|  |BD|

vazilir. |AB|? = |BL| - |BD| elde edilir. BL || AC oldugundan BLS ~ C'AS olup

|BS|  |BL|
|ICS|  |AC)|
bulunur. |BD| = |AC| oldugundan, bu esitliklerden
BS| ¢
|CS| b2

sonucuna ulasiriz.

Ilk problemde bir simedyanin karsi kenar1 nasil boldiigiinii gordiik. Simdi ise iicgenin ii¢ simed-
yaninin da 0Ozel bir iligkiye sahip oldugunu gosterecegiz. Bu problem, iiggen geometrisindeki en
onemli 6zel noktalardan birinin varligini ispatlamamizi istiyor.



2. Bir ABC {iggeninde, ti¢ simedyan olan AS,, BS, ve CS. nin tek bir noktada kesigtigini (noktadag
oldugunu) ispatlayimiz.
Genellikle K ile gosterilen bu noktadaglik noktasi, simedyan noktas:, Lemoine noktasi veya Grebe
noktasi olarak bilinir.

Coziim: Bu ispatta, Steiner lemmasini dogrudan kullanacagiz. Ceva Teoremi’nin kargitini kul-
lanarak bir ispat sunacagiz.

Bir ABC figgeninde S,, Sy, S. sirasiyla [BC], [C A],[AB] kenarlar tizerindeki simedyan ayaklari
olsun. Eger bu noktalar

|BSa| |CSy| |AS| _
1SaC| |SpA| |ScB]

esitligini saghyorsa, AS,, BSy, CS. simedyanlar: tek bir noktada kesigir (noktadagtir).
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Sekil 2: Simedyan Noktasi

Amacimiz, simedyanlarin bu esgitligi sagladigimi gostermektir. Bunun i¢in ders notumuzdaki ilk
problem olan Steiner Lemmasi’nin sonucunu kullanacagiz. Steiner Lemmasi’na gore, A kogesinden
gikan AS, simedyani, BC' kenarim1 komsu kenarlarin kareleri oraninda bdler:

|BSa| 2

1S.C] b2

Aymi 6zelligi B ve C koselerinden g¢ikan simedyanlar i¢in de yazabiliriz:

CS,y| a2 AS,| b2

14| 2 Y 18.B] T @

Simdi bu ii¢ oran1 Ceva Teoremi’nin denkleminde yerine koyalim:

BS.| (0S| |AS & e B

|S.C| |SpA| |S:B] T2 2 g2
Oranlarin ¢arpimi 1’e egit oldugu i¢in, Ceva Teoremi’nin karsiti geregince AS,, B.Sy, C'S. simedyan-
lar1 tek bir noktada kesisir. Boylece Simedyan noktasinin (Lemoine Noktasi) varligim ispatlamig

olduk.




|AK|  b*+¢?

3. ABC tiggeninde [AS] bir simedyan ve K ti¢genin simedyan noktasi olsun. 55|~ 5— oldugunu
a
ispatlayiniz.
I~ , . |AK| - ) .
Coziim: C’den gegen simedyan [C'L] olsun. S| oranini bulmak i¢in Menelaiis teoreminden fay-

dalanabiliriz. ABS ii¢geninin C, K, L keseni i¢in
|SC| |BL| |AK| _

=1
|CB| |LA| |KS]|
olur. Steiner lemmasindan dolay1
|BL|  a? |CB] |BS] o e
A "2 Y o ties T TR T e

bulunur. Bu degerleri Menelaiis esitliginde yazarsak

JAK|  b*+¢?
|IKS| a2

sonucuna ulagiriz.

A A
S
L Y
B S C B H ¢

Sekil 3: Simedyanda oran Sekil 4: Dik tiggende simedyan

. Dik {iggende simedyan noktasi, hipoteniise inilen yiiksekligin orta noktasidir, gésteriniz.

Coziim 1: ABC iiggeninde dik agi ZA olsun. [AH] yiikseklik, [BS] simedyan ve [BY] kenaror-
tay olsun. AH N BS = K diyelim. Simedyanin tanimindan ZABS = ZCBY yazarz. Ote yandan
ABC ~ HBA benzerligi vardir. Ayrica ZABK = ZCBY oldugundan bu benzer dik ii¢genlerde
BY ve BK dogrularmin aym gorevi tstlendigini fark etmeliyiz. Yani ABC dik tiggeninde [BY]
kenarortay ise, HBA dik tiggeninde de [BK] kenarortay olur.

Bu agamada, bu kenarortay gozlemini yapmakta zorlanan ve cebirsel egitlikler yazmay1 tercih eden
okuyucular i¢in daha fazla agiklama verebiliriz. /BAK = ZACB oldugundan ABK ~ CBY dir.
/KBH = ZABY oldugundan KBH ~ Y BA’dir.

AK| _|BK| _ |KH| _|BK|
icy| ~ |BY| ° JAY| _ |BY|

yazilir. |[AY| = |CY| oldugundan bu esitliklerden |AK| = |K H| elde ederiz.
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Benzer gekilde ABC ti¢geninde C' kogesinden gizilen simedyan da [AH] yiksekliginin orta nok-
tas1 olan K’dan gegecektir. Dolayisiyla K noktasi, ABC {i¢geninin simedyan noktasi olur.

Coziim 2: ABC dik iiggeninde, [AH] yiiksekliginin de aym zamanda bir simedyan olmasi ge-
rektigini anliyoruz. Bunu gérmenin kolay bir yolu da soyledir: [BC|] hipoteniisiiniin orta noktasi
M olsun. Thales teoreminin sonucu olarak /M AC = /ZMCA = ZBAH olur. Bu aq esitlikleri ile
[AH]'mn bir simedyan oldugunu anlariz. [BS] simedyam [AH]'y1 K noktasinda kessin. Yani K,
simedyan noktasidir. 3] Problem’den dolay1

|AK|  b* 4 ¢?
|KH| a2

yazariz. Ayrica dik iiggende a® = b? + ¢? oldugundan |AK| = |K H| elde edilir.

. 1k olarak, bir ABC {icgeninde AS, simedyan dogrusu iizerinde alinan herhangi bir noktanm, iic-

genin AB ve AC' kenar dogrularia olan uzakhklarinin, bu kenarlarin uzunluklariyla dogru orantili
oldugunu ispatlayiniz.

Ardindan, bu 6zelligi kullanarak, K noktasinin ABC' {i¢geninin simedyan noktasi olmasi duru-
munda,

r_Y_=Z
a b ¢
esitliginin saglandigini gosteriniz. Burada z,y, z, K noktasmm sirasiyla |BC| = a, |CA| = b ve

|AB| = ¢ uzunluklarima sahip kenarlara olan dik uzakliklaridir.

(1. Grebe Teoremi)

Coziim 1: AS, simedyan dogrusu tizerinde alinan (A’dan farkli) keyfi bir P noktasindan AC, AB
dogrularina inilen dikme ayaklar: sirasiyla D, E olsun. S, simedyan ayagindan AC, AB dogrularina
inilen dikme ayaklar1 da sirasiyla F', G olsun. Benzer dik t¢genlerden dolay1

\PE| _ |AP| _ |PD|
1SaG| — |ASa| — |SaF|

yazabiliriz. Ayrica
|SoG| = |BSs|sin £B ve |S,F| = |S,C|sin £LC

olur. Siniis teoreminden

sin/B _ |AC|

sin/C  |AB|
olur. [[] Problem’den dolay1

|BSa| _ |ABJ?

|CSal — JACP?

olur. Bu egitliklerden,

IPE| _|S.G| _|BS.| sinZB _|AB]’ |AC| _|AB]
\PD| ~ |S.F| _ |CSa| sinZC ~ [ACR |AB| ~ JAC]

sonucuna ulasiriz.
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Sekil 5a: 1. Grebe Teoremi

Simdi de K simedyan noktasindan ABC ii¢geninin BC, C'A, AB kenar dogrularina dikmeler ¢izelim.
Bu dikmelerin uzunluklar: sirasiyla z, y , z veriliyor. Problemimizin ilk kisminda ispatladigimiz

b
ozellikten dolay1 Y- =2 o Boylece
z c y b

a
esitliklerine ulagiriz.

Coziim 2 [H. ibrahim Ayana]: Onceki ¢oziimdeki harflendirmeleri kullanalim.

Sekil 5b: 1. Grebe Teoremi i¢in farkli bir yol

[BA 151 tizerinden |AB| = |AL| olacak gekilde L noktasi alahm. ABC' ii¢geninin [AM] kenarorta-
yin ¢izelim. Boylece orta taban 6zelligi ile AM || LC olur. Dikmelerden dolayr AEPD bir kirigler
dortgenidir. Cevre agilar, simedyan ve paralellik ile ag1 takibi yaparsak

/PDE = /PAE = /MAC = LZACL

olur. Yine kirigler dortgeninden ZEPD = C AL olur. Boylece EPD ~ LAC (agi-agi-ag1) benzerligi
vardir.

|PE| |AL|  |AB|
|PD| — |AC|  |AC|

sonucuna ula;urlz.
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6. ABC {iggeninin diizleminde alinan keyfi bir X noktasi verilsin. X noktasinin tiggenin BC,CA ve

AB kenar dogrularma olan dik uzakliklar: sirasiyla x,y, z olmak tizere,
2 +y* + 27
toplamini minimum yapan noktanin, figgenin simedyan noktas: oldugunu gosteriniz.

(2. Grebe Teoremi)

Coziim: ABC ii¢geninin kenar uzunluklari a, b, ¢ ve alan1 A olmak {izere 2A = ax + by + cz yazabi-
liriz. X noktas: tiggensel bolgenin disinda olursa 2A = —ax + by + ¢z v.b. esitlikler yazabilecegimizi
de aklimizda tutalim. Fakat bu tiirlii isaret degisimlerinin, ¢6ziimiin genelligini bozmayacagini goz-
lemleyelim. §imdi Cauchy-Schwarz esitsizliginden

4A% = (az 4 by + c2)? < (@ + 0> + ) (2 + 9 + 22)

olup

4A2
2 2 2
> -
Tyt a?+ b2+ 2
elde edilir. Boylece 22 4+ y2 + 22 icin bir alt siir elde etmis olduk. Simdi bu alt sinir degerine nasil
erigebilecegimizi analiz edelim. Cauchy-Schwarz esitsizliginde, esitlik durumunun saglanmas: i¢in

gerek ve yeter sart
x Yy oz

a b c

orantisiin olmasidir. Bu ise [5] Problem’den dolayi, yalmzca X = K simedyan noktasi iken esitligin
saglanacagini soyler. Yani

(2% +¥* + 2%)mi zﬁ

y min a2 _"_ b2 + c2 .
Uyar1: Yukandaki ¢coziim teknigi ile 22 + 2 + 22 toplammin global minimum degerini elde etmis
olduk. Bu kismi biraz daha irdeleyebiliriz. Yonli uzunluklar kullanarak x, y, z’nin negatif degerler
alabilmesine de izin verelim. Boylece X degisken noktasinin iiggenin diginda olabilmesini saglamig
oluyoruz.
y oz

T
a

b c

esitliginde a, b, ¢ pozitif oldugundan x, y, z’nin i¢ii birden negatif olabilir. Béyle bir durumda X
noktasi; BC' dogrusunun A’y1 icermeyen tarafinda, C A dogrusunun B’yi igermeyen tarafinda, AB
dogrusunun C’yi igermeyen tarafinda olmasi gerekir. Bu ise bog kiimedir. Yani X noktas1 ABC
iiggeninin diginda iken bu global minimum degere erisilemez. Tek uygun ¢oéziim X = K simedyan
noktasidir.

. Bir tiggenin herhangi bir kosesinden c¢izilen simedyanin, o kogenin kargisindaki kenara antiparalel

olan tiim dogru pargalarim ortaladigim (iki esit parcaya boldiugiinii) ispatlayimiz.

Coziim: Bir ABC iiggenini ve BC dogrusuna antiparalel olan bir ¢ dogrusunu goéz 6ntine alalim. £
dogrusunun AC', AB kenar dogrular1 ve AS simedyan dogrusu ile kesigim noktalar: sirasiyla D, E,
N olsun. ABC iiggeninin [AM] kenarortaymi cgizelim. Simedyanin tanimmdan /M AC = ZSAB
olur. Ayrica antiparalellikten ZAEN = ZACB’dir. Boylece ABC ~ ADFE benzer {iggenlerinde
[AM] ve [AN] dogru parcalariin eg gorevlere sahip oldugunu anliyoruz. Yani |[BM| = |CM] ise
|[EN| = |DN]| olur.
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Uyar1: Coziimde kullandigimiz, benzer tiggenlerde eg gorevli noktalar/dogru parcalar: gibi kavram-
lar eslenik noktalar/eslenik dogru pargalar: olarak isimlendirilir. Bu kismin tizerinde dugiiniilmesi,
kavramin anlagilmasini oldukeca kolaylagtiracaktir. Yine de kavramakta zorlanan okuyucular olabi-
lecegini varsayarak biraz daha matematiksel agiklama verebiliriz. AEN ~ ACM ve ADE ~ ABC
benzerliklerini kullanalim:

|[EN| |AE| |ED]|
|CM|  |AC|  |BC|

yazilir. |BC| = 2|C M| oldugundan |ED| = 2|EN| elde edilir. Buradan |EN| = |DN| bulunur.

B s M C

Sekil 7a: Antiparalel dogrular ve simedyan

Baz1 Sonuglar: Bir ABC iiggeninin ortik tiggeni DEF, diklik merkezi H ve [E'F|’nin orta noktasi
N olsun.

¢ Bir iiggenin bir kenarina antiparalel olan dogru parcalarinin orta noktalarinin geometrik yeri,
karg1 koseye ait simedyandir.

e ABC iiggeninin simedyanlar: ortik iiggenin kenarlarim iki eg pargaya boler. Cilinki, EF ile
BC' antiparalel dogrular olugturur. AS bir simedyan ise, [7.| Problem’den dolay1 AS, [EF]
antiparalelini iki e pargaya ayirir. [EN| = |F N|dir. Benzer gekilde, B-simedyan [DF]’yi ikiye
boler, C-simedyan [DE]’yi ikiye boler.

e NH dogrusu BC'H iiggeninin bir simeydanidir. Clinkiit BC'H ti¢genine gore BC' ve EF anti-
paralel dogrulardir. [7.|Problem’den dolay: [EF]’nin orta noktasi, BC H {iggeninin H-simedyan
dogrusu tizerinde bulunur. Bu kismi biraz daha irdelemek isteyen okuyucu igin [BC]’nin orta
noktasina M ve NH N BC = S’ diyelim. BCH ~ FEH benzer tiggenlerinde [HM] ve [HN]
eslenik kenarortaylar oldugundan /M HC = /NHE = /BHS’ olur. Bu ise NH dogrusunun,
BCH figgeninin bir simeydan olmasi demektir.
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Sekil 7b: Antiparalel dogrular ve simedyan uygulamalar

Simdi de, dogrudan simedyan kavramu ile ilgili olmasa da, sonraki problem ¢oziimlerinde bize yar-
dimar olacak bir gember problemini sunalim.

8. ABC figgeninin BC, CA, AB dogrularn ftizerinde ikigser nokta swrasiyla {F,H}, {E,G}, {L,D}
olarak alinmig olsun. DEGL, DFHL, HF EG birer kirigler dértgeni ise bu alt1 nokta ¢cemberseldir.

Sekil 8: Alt1 noktanin gemberselligi

Coziim: DEGL, DFHL, HFEG Xkirigler dortgenlerinin ¢evrel ¢emberleri sirasiyla wq, ws ve ws
olsun. Bu li¢ cemberden herhangi ikisi ayn ise, 6 nokta ¢emberseldir demektir. O halde {i¢ gemberin
de farkli oldugunu varsayalim. w; Nwe = {L, D} oldugundan, bu iki gemberin kuvvet ekseni AB’dir.
woNws = {F, H} oldugundan, bu iki gemberin kuvvet ekseni BCdir. wi Nws = {G, E'} oldugundan,
bu iki cemberin kuvvet ekseni AC’dir. Ug cemberin kuvvet merkezi teoremine gore, ikiserli olarak
kesigen ii¢ kuvvet ekseni, kuvvet merkezi denilen bir noktada kesigmelidir. Fakat burada AB, BC,
AC kuvvet eksenleri ABC' {i¢geninin olusturur ve ii¢ii birden ayni noktadan gegmez. Bir celigki
olugur. Demek ki {F, H, E, G, L, D} noktalar1 ¢cemberseldir.
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9. K simedyan noktasindan gegen ve ABC ti¢geninin kenarlarina paralel olan DFE, FG, H L dogrularim
¢izelim. Bu paralel dogrularin ABC' ii¢geninin kenarlarim kestigi noktalar, birinci Lemoine ¢emberi
olarak bilinen bir ¢ember {izerinde bulunur.

Sekil 9: 1. Lemoine ¢emberi

(a) D,F,H,E,G, L noktalarinin ¢embersel oldugunu ispatlayimiz.

|BF| |FH| |HC|
(b) 2 a2 e

Coziim:

(a) @Sekil’de ALKG bir paralelkenardir. Dolayisyla [AK] kosegeni [LG]’yi ortalar. Ustelik AK
bir simedyan dogrusudur. [7] Problem’den dolayl, ZBAC ags1 i¢in LG ile BC antiparalel dog-
rulardir. BC' || DE oldugundan /DEA = /BCA = ZALG olup DEGL bir kirigler dértgeni-
dir. diyelim. Benzer sekilde DFHL, HF EG birer kirigler dortgeni olur. Simdi Problem’den
dolayi{F, H, E, G, L, D} noktalar1 cemberseldir. Boylece birinci Lemonie Cemberinin varhin gos-
termis olduk.

oldugunu ispatlayiniz.

(b)E| Bir XY Z iiggeninin alanmmi | XY Z| ile gosterelim. Yiikseklikleri egit tiggenlerin alanlar: ile
tabanlar1 orantilidir. DE || BC oldugundan,

\FBD| |KFH| |HCE|

= = 1
|BF| |FH| |HC| (1)

yazabiliriz. antiparalel dogrulardan dolay1 FBD ~ ABC ~ HEC benzerliklerini yazabiliriz. Ayrica
paralel dogrulardan dolay1 KFH ~ ABC olur. Buna gore
|FBD| |HC|* |HEC| |HE|* |KFH| |FH|?
|ABC| ¢ ' |ABC| > ' |ABC| = a?

(2)

olur. |[ABC| = S dersek, (1) ve (2) esitliklerinden

|BF| |FH| |HC|
2 a2 b2

sonucuna ulagiriz.

1Bu kisimda [2| kaynaginda verilen ¢oziimii sunuyoruz.
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10.

11.

Bir ABC iiggeninde, A kogesinden ¢ikan simedyan tizerinde kesigen ve sirasiyla AB ile AC kenar-
larina antiparalel olan dogru parcalar esit uzunluktadir. Ayrica, simedyan noktasindan gegen tig
antiparalel dogru parcasinin hepsi esit uzunluktadir.
Coziim: [AS,] bir simedyan olsun. Sekildeki gibi P noktasinda kesigen DE, GF antiparalellerini
¢izelim. Ayrica P’den gegen ve BC’ye antiparalel olan HL dogrusunu da ¢izelim. [7] Premlem’den
dolayr |HP| = |PL|’dir. ADEC, AFGB, BH LC birer kirigler doértgeni oldugundan ZAHL = ZC =
LADE ve ZCFG = /B = ZALH olur. Béylece |PD| = |PH| ve |PL| = |PF| olup
|PH|=|PD|=|PF|=|PL|

elde edilir. Benzer gekilde Z/CGF = LA = ZDEB olup

|PG| = |PE|

elde edilir. Bu egitliklerden |DE| = |FG| sonucuna ulagilir.

Sekil 10: 2. Lemoine ¢emberi

Eger ABC ii¢geninin kenarlarina antiparalel olan DE, FG, HL dogrular1 K simedyan noktasindan
geciyorsa, bu halde |DE| = |FG| = |HL| elde ederiz.

Sonug: Eger ABC iiggeninin kenarlarina antiparalel olan [DE], [FG], [HL] dogrular1 K simed-
yan noktasindan gegiyorsa, K noktasi bu dogru parcalarinin orta noktasi olur. Yani

[KD| = |KE| = |KF| = |KG| = |[KH| = |KL|

egitlikleri vardir. Bdylece bu {i¢ antiparalel dogru parcasinin u¢ noktalari bir cember iizerindedir.
Bu cembere ikinci Lemoine ¢emberi denir.

ABC tiggeninin ¢evrel ¢cemberinin B ve C noktalarindaki tegetleri D noktasinda kesigsin. AD dog-
rusunun ABC iiggeninin bir simedyani oldugunu gosteriniz.

Coziim: D noktasimndan gegen ve ABC tiggenine gore BC kenarina antiparalel olan EF dogru-
sunu Sekil ve [IIb[deki gibi gizelim. Yani BCFE bir kirigler dértgenidir.
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E
F
C
A
D
B B
E F
Sekil 11a: Dar acgili liggende simedyan ingasi Sekil 11b: Genis agili liggende simedyan ingasi

A takibi ile
/FCD=/ABC =/CFF ve /EBD=/ACB=/BED

olup |DE| = |DB| = |DC| = |DF] elde edilir. AEF ii¢geninde [AD] kenarortay ve BC' ile EF
antiparalel dogrulardir. [7] Problem’den dolayr AD dogrusu ABC' {i¢geninin simedyan: olur.

Simdi, harmonik dortgende kogegen-simedyan iligkisine bakalim.

Tanmim: ABCD Kkirigler dortgeninde, B ve D noktalarindan gizilen tegetler ve AC' dogrusu aymi
noktadan gegiyorsa, ABC D’ye harmonik dortgen denir.

ABCD Xkirigler dortgeni veriliyor. [BD] kosegeninin orta noktast M ve AC N BD = E olsun.
/BAE = /DAM ise /BCE = /ZDCM, yani AC dogrusu ABD f{i¢geninde simedyan ise, AC
dogrusunun BC'D iiggeninde de simedyan olur, ispatlayimiz.

Coziim: Problem’deki simedyan ingasi yontemini gbéz oniine alahm. ABD ve BCD {icgen-
leri ayn1 gevrel gembere sahiptir. B ve D noktalarindan bu ¢embere ¢izilen tegetler P noktasinda
kesigsin. O halde AP dogrusu ABD fi¢geninde simedyandir, CP dogrusu da BCD iiggeninde si-
medyandir. A, E, C' dogrusaldir. AC, ABD iiggeninde simedyan ise A, E/, C, P dogrusal olup AC,
BCD figgeninin de simedyani olur.

Bazi Sonuglarﬂ Problem’deki ABC'D dértgeninin bir harmonik doértgen oldugunu anliyo-
ruz. Harmonik dorgen farkli yollarla da tamimlanabilmektedir. Ornegin, |AB| - |CD| = |BC| - |AD|
bi¢iminde, kargilikli kenarlarin ¢arpimi esit olan kirigler dértgenine harmonik dértgen denir. Bu
tamimlar birbirine denktir. Yani birinden hareket ederek digerini ispat edebiliriz. ABCD Xkirigler
dortgeninde AC', ABD ii¢geninin bir simedyam olsun. Cevrel cembere B, D noktalarindan ¢izilen
tegetler P noktasinda kesigsin.

. Sekil’e bakalim. Teget-kiris ac1 ve gevre ag1 esitliklerinden ZPDC = ZPAD ve /ZPBC =

2Son iki sonug, H. Ibrahim Ayana tarafindan elde edilmistir.
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/PAB oldugundan PDC ~ PAD ve PBC ~ PAB benzerliklerini yazabiliriz. Buna gore,

|AD|  |[AP| |AP| |AB|
|CD| — |PD| |PB| |BC|

olup |AB| - |CD| = |BC| - |AD| sonucuna ulagiriz.

o Sekil’i g6z oniine alalm. [DB] kogegeninin orta noktast M olsun. M EC' ii¢geninin gevrel

¢emberinin ABCD Kkirigler doértgeninin gevrel cemberine egit oldugunu gosterelim. Prob-
lem’e gore, AC dogrusu ABD {i¢geninin A’dan gegen simedyani oldugundan, AC' ayni zamanda
BCD fiiggeninin de C’den gegen simedyandir. Simedyan tanimi ve gevre aci egitliklerinden

LDAM = /BAC =4BDC =2 ve JLDCM =/BCA=/BDA=y

oldugundan ZADC = ZCMFE = x+y bulunur. Bu aq esitligi bize, AC D ve C M E ti¢genlerinin
gevrel gemberlerinin E noktasinda teget oldugunu sdyler. Bu kismi biraz acabiliriz. ACD
iiggeninin gevrel ¢emberine C' noktasinda teget olan ¢ dogrusu tlzerinde Sekil’deki gibi
bir T' noktasi alahm. Teget kirig agilardan Z/TCA = ZADC’dir. O halde LTCA = ZCMFE
olup ¢ dogrusunun CMFE ii¢geninin c¢evrel ¢emberine C’de teget oldugunu anlariz. Her iki
gevrel gember de ¢ dogrusuna C’de teget oldugu icin, cemberler de birbirine tegettir.

o [[2DSekil’de C EM figgeninin gevrel gemberi C'D dogrusunu C ve D noktalarinda kessin. BC'D

ticgeninde [C' M| simedyamindan ve EM LC, ABCD kirigler dortgenlerindeki gevre acilardan
/IMEL=/MCL=/BCA=/BDA

olur. Boylece EL || AD sonucunu elde ederiz.

Sekil 12a: Harmonik dortgende simedyan Sekil 12b: Simedyan ve teget cemberler

13. ABC ftiggeninin B ve C kogeleriden gegen bir cember AC, AB kenarlarini sirasiyla D, E noktalarinda

kesiyor. [BC] ve [DE] dogru pargalarimin orta noktalari sirasiyla M, N’dir. ZBAC’nin agiortay1
MN dogrusunu P noktasinda kesiyor.

|PM|  |BC|
|PN|  |DE|

oldugunu gosteriniz.

(H. Tbrahim Ayana)
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Coziim: Z/BAC referans agisi igin BC' ve DE antiparalel dogrulardir. [7.| Problem’den dolayi, ABC
iggeninde AM kenarortay dogrusu oldugundan AN simedyan dogrusu olur. O halde

/MAB =/CAN ve /AMAP=/NAP

egitliklerini yazabiliriz. AM P ti¢geninde [AP] i¢ aciortay oldugundan
|PM|  |AM|
|[PN|  |AN]

olur. Ayrica ABC ~ ADE benzer tiggenlerinde [AM] ve [AN] eslenik (es gorevli) kenarortaylar
olup, bunlarin oran1 da tiggenlerin benzerlk oranina egittir. O halde

|AM|  |BC|

|AN|  |DE|
olup bu egitliklerden

|PM|  |BC|

|PN|  |DE|

sonucuna ulagiriz.

Sekil 13: Bir simedyan-agiortay uygulamasi

ABCC,, BCA Ay, CAB,B, kareleri ABC ii¢ggeninin digina dogru giziliyor. C,C, N BB, = A’,
C,CoNnAyA. = B, AyA.NB,B. = C’' olsun. AA’, BB’, CC’ dogrularinin ABC ti¢geninin simedyan
noktasinda kesigtigini ispatlayiniz.

Coziim: Oncelikle AB | A’B’, BC || B'C', CA || C'A’ oldugundan dolay1 ABC ve A'B'C’ iig-
genlerinin homotetik oldugunu sdylemeliyiz. Dolayisiyla, homotetinin temel bir 6zelligi olarak, AA’,
BB’, CC' dogrular1 homoteti merkezi olarak isimlendirilen bir noktada kesisirler. Bu noktay1 K ile
gosterelim. ABC ti¢geninin kenar uzunluklan |BC| = a, |CA| = b, |AB| = ¢ olsun. K noktasimin
bu kenarlara olan uzakliklarina sirasiyla z, y, z diyelim. Bu halde K noktasimin B’C’, C'A’, A’ B’
dogrularina olan uzaklklar sirasiyla  + a, y + b, 2 4+ ¢ olur. KBC ~ KB'C' ve KCA ~ KC'A’
oldugunu not edelim. Benzer ii¢genlerde yiikseklikler orani, benzerlik oranina egittir. Buna gore,

r  |BC] e y  |CA|
r+a |B'C y+b |CA
B A
olur. Ayrica ABC ~ A’B’C’ oldugundan |BC] = C4] esitligi vardir. Boylece
|B/C/| |C/AI‘
A veya r_¥
x+a y+>b a b
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elde ederiz. Benzer sekilde r_=Z olup
a c

elde ederiz. [5] Problem’den dolay1, bu esitliklerin simedyan noktasi karakterize ettigini biliyoruz
Yani K, ABC tiggeninin (ayrica A’B’C’ {iggeninin) simedyan noktasidir.

A’

". 4
C, ll Ba
Il E
Cp ! c
L RN F
B SN o
4 A, % ¢

Sekil 14: Dig karelerle simedyan ingaasi Sekil 15: Simedyanin pedal iiggeni

15. Bir ABC figgenin simedyan noktasi K olsun. K’ya ya gore pedal tiggeni de DEF olsun. DEF
iiggeninin agirlik merkezinin K oldugunu gosteriniz.

Coziim: K noktasindan BC, CA, AB dogrularmma inilen dikme ayaklar1 D, E, F olmak tizere
DK NEF = M diyelim. ZABC = o, ZACB = ( olsun. DFFB ve DKEC birer kirigler dértgeni

olup ZFKM = «, ZEKM = f8 olur. EFK ftiggeninde siniis teoreminin bir sonucu olarak (oran
lemmasi)

|FM| |KF|-sina
IME|  |KE|-sinp

yazilabilir. Ayrica ABC ti¢geninde siniis teoreminden

sina _ |AC|
sing  |AB|
yazilir. Ote yandan, [5.| Problem’den
|KF| B |KE]
|AB]| o |AC|

oldugunu biliyoruz. Bu esitliklerden |FM| = |[M E| elde edilir. Yani DK, DEF ii¢geninin bir ker-

narortayidir. Benzer gekilde diger kenarortaylar da FK, FK dogrular: olur. Boylelikle K noktasi
DEF {icgeninin agirlik merkezi olur.
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16. ABC iiggeninin [AB] ve [AC] kenarlar lizerine, tiggenin digina dogru BADE ve CAFG kareleri
ciziliyor. DAF tiggeninin cevrel merkezi O olmak tizere OA N BC = S olsun.
Alan(BADE)  |BS|
Alan(CAFG)  |CS|

oldugunu gosteriniz.

Coziim 1 [Lokman Gokge]: O noktasindan [AD] ve [AF] kiriglerine inen dikme ayaklar1 si-
rasiyla H, L olsun. H, L orta noktalar oldugundan |AB| = 2|AH| ve |AC| = 2|AL|'dir. OH || AB
ve OL || AC oldugundan LZHOA = /BAS, /ZLOA = ZCAS olur. B ve C noktalarindan OA

dogrusuna inilen dikme ayaklar1 sirasiyla T' ve R olsun. Boylece OHA ~ ATB, OLA ~ ARC
benzerliklerini yazabiliriz.

|OA|  |AH]| |OA|  |AL|
[4B| ~ [BT| " JAC| [CR|
olup
|BT|  |ABJ?
[CR] — JACP?
bulunur. Ayrica BT'S ~ C RS benzerliginden
|BS|  |BT|
|CS|  |CR|

olur. Boylece
|IBS| |AB|*>  Alan(BADE)
|ICS|  |AC|?  Alan(CAFG)

sonucuna ula§1rlz.

Not: Bu ¢ozim i¢inde simedyan terimini kullanmadigimiza dikkat edelim. [1.| Problem’den dolay1
¢ ¢ Y g Yy

BS ABJ?

:CS|| = A C||2 esitligi ile, OA dogrusunun ABC' iiggeninin bir simedyan1 oldugunu anlariz.

B Sp.--— €
R
Sekil 16a: Simedyan ingast Sekil 16b: Simedyan ingasi

Coziim 2 [H. ibrahim Ayana]: Sekil deki gibi S noktasindan AB, AC dogrularina dikmeler
inerek OAH ~ ASP ve OAL ~ ASQ benzer tiggenlerini olugturalim.

|AH| _|0A| _ |AL|
ISPl |AS]|SQ




22

17.

18.

ve [AB| = 2|AH|, |AC| = 2|AL| oldugundan {5l = Kl elde edilir. H Problem’den dolayr AS,

ABC tiggeninin bir simedyani olur. |1.| Problem’den dolay1 % = % esitligi gecerlidir. Boylece

Alan(BADE)  |BS|
Alan(CAFG)  |CS|

sonucuna ulagilir.

ABC figgeninde [AS] simedyanimi ¢ap kabul eden ¢ember, AC ve AB dogrularimi sirasiyla (A’dan
farkli) D, E noktalarinda kesiyor. D’den BC’ye inilen dikme ayagi G olsun. DG N ES = F ise
|ES| = |SF| oldugunu gosteriniz.

(H. Tbrahim Ayana)

Coziim: [AS] ¢ap oldugundan SE 1 AB ve SD 1 AC’dir. [5.| Problem’den

|SE|  |AB]
|SD| — |AC|

olur. Dik tiggenlerde ag1 takibi ile ZSFD = /B ve ZSDF = ZC buluruz. Béylece ABC ~ SFD
olup

|SF|  |AB|

|SD| — |AC|

yazilir. Bu egitliklerden |SE| = |SF| elde ederiz.

A

G

F

Sekil 17

Bir ABC iiggeninde AC = BC’dir. ABC ti¢geninin i¢inde, ZPAB = ZPBC olacak sekilde bir P
noktas1 alinmigtir. M noktasi, [AB] kenarinin orta noktasidir.

LAPM + ZBPC = 180°

oldugunu kanitlayiniz.

(2000 Polonya, Final Turu)
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Coziim 1: Problem’deki simedyan ingas1 yapisini tanidigimiz zaman bu problemi kolayca ¢o-
zebiliriz. Oncelikle ABC ikizkenar iicgeninde ZCAB = /CBA oldugundan /CAP = ZABP bu-
luruz. Bu aq egitlikleri bize, APB ti¢geninin ¢evrel ¢gemberinin A ve B noktalaridaki tegetlerinin
AC ve BC dogrular1 oldugunu séyler. CP N AB = S olsun. Bahsettigimiz simedyan ingas1 yon-
teminden dolay1 PS dogrusu APB iti¢geninde bir simedyan olur. Simedyanin tanimindan dolay1
/ZBPS = ZAPM yazlir. Boylece

ZLAPM + Z/BPC = 180°

esitligine ulagiriz.

A
M S B

Sekil 18: 2000 Polonya

Not: Bu problemde, simedyan yapisini taniyamayan okuyucu icin ikinci bir ¢éziim yolu sunabili-
riz. Agagidaki ¢oziimiimiizde, simedyan ingasi tekniklerinin kullanildigina, ama simedyan teriminin
kullanilmadigina dikkat ediniz.

Coziim 2: C noktasindan gecen ve ZAPB agisina gore AB’ye anti paralel olan dogru c¢izilir. Bu
dogrunun AP ve BP dogrulan ile kesigimleri sirasiyla D, F olmak {izere ABDFE kirigler dértgeni
¢izilir.

LCAP = Z/ABP = LADC ve ZCBP = /BAP = /BED
olup |CD| = |CA| = |CB| = |CE]| elde edilir. Boylece [PC], EPD ii¢geninin kenarortay1 olur.
ABP ~ EPD oldugundan P’den gegen eglenik kenarortaylarin olugturdugu acgilar arasinda ZAPM =
LEPC egitligi olusur. ters agillardan ZEPC = ZBPS oldugundan

LAPM + Z/BPC = 180°

buluruz.

Bir ABC iicgeninin ic teget cemberinin merkezi I olarak verilsin. Uggenin cevrel cemberi {izerinde,
A noktasimi igeren BC' yayimin orta noktasi olacak gsekilde X noktasi alimiyor. X7 N BC =Y oldu-
guna gore, 1Y dogrusunun BIC ii¢geninin I kogesine ait simedyani oldugunu ispatlayiniz.

Coziim 1 [H. Ibrahim Ayanal: Al dogrusu, ABC iicgeninin cevrel ¢emberini H noktasinda
kessin. Geometride iyi bilinen bir 6zellik olan i¢ merkez lemmasi geregi, |HB| = |HI| = |HC| esit-
ligi saglanir ve dolayisiyla H, BIC tiggeninin cevrel gemberinin merkezidir. [X H] gevrel ¢cemberin
cap1 oldugundan

/HBX = /HCX = /ZHAX =90°
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20.

esitlikleri vardir. Bu bize, BX ve C'X dogrularinin BIC ii¢geninin sirasiyla B ve C' noktalarindaki
tegetleri oldugunu soyler. [I8] Problem’den veya daha temel olarak [IT]] Problem’den dolay1 IY, BIC
iiggeninin I kogesinde ait simedyan dogrusu olur.

Sekil 19a Sekil 19b

Coziim 2 [Lokman Gokge]: [BI ve [CT 1ginlarn gevrel gemberi sirasiyla D ve E noktalarinda
kessin. (Sekil ) X, BAC yaymn orta noktas: oldugundan

BEX =CDX = ZABC + LACB
olur. BCDE Kkirigler dértgeninden
LEDB =/ECB =/FAB ve /DEC=/ZDBC=/DBA

yazabiliriz. Buna gore,
9/XED =XD =CDX — DC = /ABC + /ACB — /ABC = /ACB

olup ZXED = ZEDB elde edilir. O halde EX || ID olur. Benzer gekilde DX | IE olur.
Boylece EIDX bir paralelkenar olup kosegenler birbirini ortalar. XI N DE = F olmak iizere
|EF| = |FD|dir. IBC tiggeni i¢cin BC' ve DE antiparalel dogrulardir. [7.| Problem’den dolay1 [DE]
antiparalelini ikiye bélen XY dogrusu, BIC ii¢geninin bir simedyan: olur.

ABC figgeninde B ve C noktalarindan ZA agisinin i¢ agiortayina indirilen dikmeler, aciortay: sira-
siyla P ve ) noktalarinda kesmektedir. P noktasindan AB’ye paralel ¢izilen dogru ile () noktasindan
AC’ye paralel ¢izilen dogru R noktasinda kesigiyor. AR dogrusunun, A kogesinden gikan simedyan
oldugunu kamtlaymz [3].

Coziim: BP dogrusu AC kenar dogrusunu X noktasinda kesecek sekilde uzatilirsa, ABP =2 APX
es tiggenler olur (¢iinkit AP hem yiikseklik hem agiortaydir). Bu da P’nin, [BX] dogru parcasimin
orta noktasi oldugunu gosterir. Bu durumda, BC'X fti¢geninde, ([BC]’nin orta noktast A’ olmak
tizere) [PA’] dogru pargasi iki kenarin orta noktalarini birlestirir ve dolayisiyla PA || CX olur. QR
dogrusu da AC’ye (yani C'X’e) paralel oldugundan, ayn1 zamanda PA’ || RQ olur. Benzer gekilde,
QA’ || RP oldugu gosterilebilir. Kargilikli kenarlar1 paralel oldugundan, PRQA’ bir paralelkenardir.
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Ayrica, PR || AB ve RQ || AC paralel olmasi ve AQ'nun ZA agisinin agiortayl olmasi sebebiyle
ZRPQ = /BAQ = LCAQ = ZRQP olur. RP(Q) ticgeni ikizkenar olur ve dolaywsiyla |[RP| = |RQ)|
yazilir. Bitisik iki kenar1 esit olan bir paralelkenar oldugundan, PRQA’ aslinda bir eskenar dortgen-
dir. Bir egskenar dortgenin kosegenleri birbirini dik ortaladig i¢in, AA’ dogrusunun AQ aciortayima
gore yansimast AR dogrusunu verir. Bir kogeye ait kenarortayin (yani AA’) o kogenin agiortayina
gbre yansimasi tanmim geregi simedyani verdiginden, AR’nin A kogesinden ¢ikan simedyan oldugu
kanitlanmig olur.

Sekil 20: Bir simedyan ingas1 Sekil 21: 2016 Sirbistan

Dar agih bir ABC iiggeninde |[AB| < |AC| ve [BC] kenarmmin orta noktast D olsun. A kogesine
ait simedyan dogrusuna C' noktasindan inilen dikmenin ayag E’dir. ZBAC = ZAED oldugunu
ispatlayiniz.

(2016 Sirbistan)

Coziim: Sekil u g6z Ontine alalim. Simedyanin tanimi geregi /BAE = ZDAC olur. [AC] ke-
narinn orta noktast F' olsun. AEC dik {iggeninde Thales teoreminden |FA| = |FE| = |FC|dir.
Ayrica ABC tiggeninde [DF] orta taban olup DF || AB’dir. Boylece,

/FEA=/FAE =/BAD = /ADF
olup AFDEFE bir kirigler dértgenidir. Cevre agilardan ZFAD = /FED olup
/AED = /AEF + /FED = /DAB+ /FAD = /BAC

elde ederiz.

Iki cember, A ve B noktalarinda kesismektedir. Bu iki cemberin bir ortak dis teget dogrusu, cember-
lere sirasiyla P ve ) noktalarinda degmektedir. APQ ii¢geninin ¢evrel cemberine P ve () noktalarin-
dan cizilen teget dogrular:1 S noktasinda kesismektedir. H noktasi, B noktasimin P@Q dogrusuna gore
yansimasi olarak tanimlaniyor.Buna gore, A, S ve H noktalarinin dogrusal oldugunu ispatlayimiz.

(2001 Vietnam)
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Coziim: Problem’den dolayi, S noktasinin tanimi, AS dogrusunu APQ tiggeninin A koge-
sine ait simedyam yapar. A, S, H noktalarinin dogrusal oldugunu géstermek i¢in, AH dogrusunun
da ayni simedyan oldugunu ispatlamak yeterlidir. Oncelikle ac1 takibi ile Z/BPQ = /BAP ve
/BQP = ZBAQ oldugundan ZPAQ + ZPBQ = 180° oldugu bulunur. H noktasi, B’nin yansimasi
oldugundan /PHQ = ZPBQ’dur. Bu iki esitlikten ZPAQ + ZPHQ = 180° sonucu ¢ikar ki bu da
AQH P dortgeninin gembersel oldugunu gosterir. Bu ¢embersellik ve yansima 6zelligi kullamlarak
su ag1 zinciri yazilabilir:
/HAP =/HQP = /BQP = /BAQ.

O halde ZHAP = ZBAQ bulunur. Kuvvet ekseni olan AB dogrusu, ortak teget [PQ]yu ortaladi-
gindan, AM (M, [PQ]'nun orta nokta olmak {izere) APQ ti¢geninin kenarortayidir. Elde ettigimiz
/HAP = /BAQ esitligi, AH dogrusunun, kenarortay AM 'nin izogonal eglenigi oldugunu kanitlar.
Bu ise AH’nin simedyan olmasinin tanimidir. AS ve AH dogrular1 AP(Q ti¢geninin ayn simedyani
oldugundan gakigiktir. Dolayisiyla A, .S, H noktalar1 dogrusaldir.

Sekil 22: 2001 Vietnam

23. ABC fiiggeninin i¢ teget cemberi [BC], [C'A], [AB] kenarlarmma sirasiyla D, E, F' noktalarinda te-

gettir. F noktasindan gegen AB’ye paralel olan dogru DF’yi () noktasinda kessin. D noktasindan
gegen AB’ye paralel olan dogru EF’yi T noktasinda kessin. CF, DE, QT dogrularimin ayni nokta-
dan gectigini ispatlayiniz.

(1997 MOP)

Coziim 1[Lokman Gékge]: EDNQT = P, FPNEQ = M, FPNTD = N olsun. Iyi bilinen bir
ozellik olarak, T'D || EQ iken [T'D]'nin orta noktasi N, [EQ]'nun orta noktast M olur. Bunu Ceva
teoremi ile gosterebiliriz.

[FE| |TN| |DQ| _

=1
[ET| [ND| |QF|

[FE| _ |QF]
|[ET|  |DQ|
oldugu gosterilebilir. O halde F';, N, P, M dogrusaldir. DEF {i¢geninin gevrel ¢emberinin D ve
E noktalarmdaki tegetleri (yani BC' ve AC dogrulari) C' noktasinda kesigir. Problem’den do-
layn CF, DEF {iggeninin bir simedyanidir. Bu simedyanin [EQ] dogru parcasim ikiye boldiigiinii
gostermek istiyoruz. [7] Problem’den dolay1l, ED ve EQ dogrularinin ZDFEF referans agisina gore
antiparalel oldugunu gostermek yeterlidir. Paralellik ve cemberde esit acilar ile

/EQD = /TDF = /DFB = /FED

ve orant1 teoreminden

oldugundan |TN| = |ND|'dir. Benzer sekilde |[EM| = |[MQ)|
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olur. ZEQD = ZFED esitligi bize ED ile EQ’'nun antiparalel oldugunu verir. Dolayisiyla C'F,
EQ'nun orta noktasi olan M’den geger. Diger bir ifadeyle CF, DE, QT dogrular1 P noktasindan

gecer.

Sekil 23: 1997 MOP

Coziim 2 [H. ibrahim Ayana): Ik ¢oziimde oldugu gibi P, M, N noktalarim tanimlayarak F, N,
P, M noktalarimin dogrusal oldugunu kullanacagiz. Céziimiin bundan sonraki agsamasinda simedyani
kullanmayacagiz. |BF| = |DB|, |AE| = |AF|, |EC| = |CD]| esitliklerini biliyoruz. CQ N AB = R
olsun. EQ || AR oldugundan

|BQ| _ |AE]

jQC|  |EC]

orantisi yazilir. BRC tiggeninin F'; D, @) keseni i¢cin Menelaiis teoremi uygulanirsa

BF| |RQ| |CD| _

=1
[FR[ |QC| |DB|

olur. Bu iki egitlikten |AF| = |F'R| elde edilir. O halde CF dogrusu CEQ ~ C AR benzer {iggenle-
rinde aym gorevi tstlendigi i¢in |[EM| = |[M Q| bulunur. Sonug olarak, CF, DE ve QT dogrular1 P
noktasindan gecer.

24. ABC iiggeninin ¢evrel gemberi olan w’ya B ve C noktalarinda cizilen tegetler P noktasinda kesigiyor.
[BC| kenarimin orta noktasi D olmak tizere, D merkezli ve |DA| yarigapl I' cemberi, AB ve AC
kenarlarim sirasiyla F ve F' noktalarinda kesiyor. (| XY Z| ile bir XY Z {iggeninin alanini gosterelim.)
Buna gore,

|ABC| = |BEP| + |CFP|

oldugunu gosteriniz.
(H. Tbrahim Ayana & Lokman Gokge)

Coziim: Problem’den dolay1 AP, ABC {iggenininde bir simedyandir. I" gemberinden ve simed-
yan tanimindan

/DFEA=/DAE = /PAFE ve /DFA=/DAF =/PAB
esitliklerini yazabiliriz. Ayrica w gemberinde teget-kirig agilardan

/PBE =/ACB ve /PCF =/ABC
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elde edilir. Bu ag egitliklerine gére APB ~ FCD olup

|AB| _ |BP|
|FC|  |CD|

orantis1 yazilir. |[BP| = |CP| ve ZFCP = ZABC oldugundan
(CF|-|CP|-sin ZFCP = |AB| - |BD)| - sin ZABC
olup |[ABD| = |CFP]| elde edilir.

Benzer fikirle APC' ~ EBD benzerligi kullanilarak |ACD| = |BEP| alan esitligi yazilir. Boyle-
likle,
|ABC| = |BEP| + |CFP|

sonucuna ulagilir.

Sekil 24: Bir Simedyan-alan uygulamasi

Baz1 Sonuglar:

e Bu ¢oziime gore |BEP| = |CFP] esitligine de ulagiriz. Bu esitligi gostermenin dogrudan bir
yolunu daha sunabiliriz. Ag1 takibiyle, CP ve DF dogrular arasindaki bir ag1 ile BP ve ED
dogrular1 arasindaki bir aginin esit oldugu goriilebilir. I' gemberinden |DF| = |DE|’dir. Ayrica
|PC| = |PB| oldugundan

|CP|-|DF|-sin(CP,DF) = |BP|-|DE|-sin(BP,DE)

olup |CFPD| = |BDPE)] elde edilir. Es tiggenlerden |[PDC| = |PDB| olur. Bu alan esitlikle-
rinin farkindan |CFP| = |BEP| bulunur.

e Ayrica |AC|- |CF| = |AB| - |BE| esitligi de vardir. Bunu géstermenin kolay bir yolu géyledir:
|DB| = |DC| oldugundan B ve C noktalarimin I' cemberine gore kuvvetleri egittir. Dolayisiyla

|AC|-|CF|=|AB|-|BE|

elde edilir.
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25. O merkezli ¢gemberin digindaki bir C' noktasindan ¢izilen tegetler cembere A ve B noktalarinda
tegettirler. AB’nin orta noktast D olmak iizere, BDC {i¢geninin cevrel ¢emberi ile O merkezli
cember E’de kesismektedirler. Buna gore, BE’nin BC' D ti¢geninin simedyani oldugunu ispatlayiniz.

(H. Tbrahim Ayana)

Coziim 1 [Lokman Gokge]: CE dogrusu, AB’yi F' noktasinda ve O merkezli ¢gemberi ikinci
kez G noktasinda kessin. [C'D]’nin orta noktast M olsun. Cemberde aym yay1 goéren agilardan
/BEC = ZBDC = 90° olup ZGAB = ZGEB = 90° yazilir. O halde [BG] gap olup, O noktasi
[BG] tizerindedir. Problem’den dolay1 CG dogrusu hem AE B ti¢geninde hem de AG B ii¢geninde
bir simedyandir. Teget kirig ag1 ve gcevre aci esitligi ile birlikte

/ABE = Z/AGE = /BGD

olur. BCO dik iicgen oldugundan ZDBO = ZBCD’dir. Ote yandan, BCD ~ GBA benzer ii¢gen-
lerinde [BM] ve [GD] eglenik (es gorevli) kenarortaylar oldugundan BCM ~ GBD olur. Buradan
/ZCBM = ZBGD yazilir. Bu aq esitliklerinden Z/CBM = ZABE elde edilir. Sonug olarak BE),
BCD figgeninde bir simedyandir.

Sekil 25

Coziim 2 [H. ibrahim Ayana]: CEDB Xkirigler dortgeni oldugundan /BCE = ZIDA olur.
Teget-kirig a1 ve cevre agi iligkisinden Z/CBE = ZBAEFE olur. Bu durumda, CBE ~ ADAFE elde
ederiz. Benzerlik oranini yazarsak:

|BC|  |EC|

|AD| — |DE|’
Buradan |BC|-|DE| = |EC|-|AD| veya |BC|-|DE| = |EC|-|BD| bulunur. Bu esitlik bize BCDE
dortgeninin harmonik dortgen oldugunu gosterir. Problem’den dolayr BE, BC'D iiggeninin si-
medyanidir.
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26. Bir ABC iiggeni ve bu iiggenin BD i¢ agiortay: verilsin (D € AC). BD dogrusu, ABC' {iggeninin

gevrel gcemberi ’y1 B ve E noktalarinda kesmektedir. Cap1 [DE] olan w g¢emberi, 2 ¢emberini
tekrar F' noktasinda kesmektedir. BF'nin ABC' {icgeninin simedyani oldugunu kanitlayiniz.

(2009 Rusya)

Coziim [Lokman Gokge]: E noktasi, Q2 cemberinde AC yaymin orta noktasidir. [AC] kenariin
orta noktas1 M, Q) cemberinin merkezi O olsun. E, M, O dogrusal ve OF L AC oldugu iyi bilinen
ozelliklerdir. [EE’], Q ¢emberinin bir ¢ap1 olsun. ZEFE’ = 90° ve ZEBE’ = 90° olur. Boylece
/ZEFD = ZEFF’ olup F, D, E' noktalarimin dogrusal oldugu anlagilir. w ¢emberinde [DE] ¢ap
oldugundan ZEF D = 90°’dir. Ayrica ZDM E = 90° oldugundan M noktasi w ¢emberi tizerindedir.
Ayrica /DBE' = /DME' = 90° oldugundan DM E’B bir kirigler dértgenidir. Cemberlerde gevre
ac1 egitliklerinden
/DBM = /DE'M = /FE'E = /FBE

olup ZDBM = ZFBE elde edilir. Yani BF', ABC {iggeninin bir simedyanidir.

Sekil 26: 2009 Rusya

Bir Sonug: D noktasi, BM F iiggeninin i¢ teget cemberinin merkezidir. Bunu gérmek i¢in cemberde
cevre agl esitliklerinden yararlanabiliriz.

/BMD = /BE'D=/BE'F =/BEF =/FMD

olup /BMD = ZFMD bulunur. Ayrica Problem’den, /DBM = /FBE oldugunu biliyoruz.
Baylece D noktast BM F' iiggeninde i¢ aglortaylarin kesim noktasidir.
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27. T gevrel gemberine sahip ABC ti¢geninde [BC] kenarinin orta noktast M’dir. [BC] kenar1 tizerinden
keyfi bir N noktasi alimyor. AN dogrusu I' cemberini A ve K noktalarinda kesiyor. M N K ti¢geninin
cevrel cemberi ile I' gemberi T" ve K noktalarinda kesisiyor. AT dogrusunun ABC {i¢geninde bir
simedyan oldugunu ispatlayiniz.

(H. Ibrahim Ayana & Kerem Karaman)

Coziim: I' gemberinde ¢evre agilardan ZKAN = /ZKTC =z ve LZACB = LAT B = y yazabiliriz.
ZANM = x +y olur. MN KT Xkirigler dértgeninden Z/ZKTM = ZANM = x + y’dir. Béylece

/CTM = /KTM — /KTC = (z+y) —x =y

olup ZCTM = ZATB elde edilir. O halde T A dogrusu BCT {iggeninde bir simedyadir. [[2] Prob-
lem’den dolay1 T'A dogrusu ABC {i¢geninin de bir simedyam olur.

Sekil 27a Sekil 27b

Bazi Sonuglarﬂ Sekil’de I' gemberinin merkezi O olsun.

o A, O, M, T noktalarimin ¢emberselligini gosterelim. OM | BC’dir. LZAOT = 2/AKT = 2«
diyebiliriz. T K N M Xkirigler dértgeninden ZBMT = Z/NKT = «a oldugundan ZOMT = 90°+a«
bulunur. AOT ikizkenar tiggeninde LT AO = LATO = 90° — « olur. ZOMT + TAO = 180°
oldugundan A, O, M, T noktalarimin gembersel oldugunu anlariz.

e AM dogrusu I gemberini A ve L noktalarinda kessin. |MT| = |ML| esitligi varidr. Bunun
igin 6nce a1 takibi ile ZAMB = ZBMT oldugu gosterilebilir. Sonra BT = CL esitliginden
TL || BC bulunur. Buradan |MT| = |M L] esitligine ulagiriz.

28. ABC ti¢geninin BC' kenar dogrusuna paralel olan ve AB’yi M noktasinda, AC"yi ise N noktasinda
kesen bir M N dogrusu alalim. BN ve CM dogrular1 P noktasinda kesigsin. BM P ve C N P tiggenle-
rinin ¢evrel gemberleri, birbirinden farkl iki nokta olan P ve ()’da kesistigine gore, Z/CAP = ZBAQ
oldugunu ispatlayiniz.

3Bu sonuglar, H. Ibrahim Ayana tarafindan gézlemlenmistir.
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Coziim 1: [!{ Oncelikle AP N BC = R diyelim. Iyi bilinen bir ézellik olarak R, [BC]nin orta nok-

[AM| |BR| |CN] . o
: : = 1dir. MN || B 1digind
B |RC| NE| ir || BC verildiginden

tasidir. Bunu gosterelim. Ceva teoreminden

|[AM| |AN]|
IMB|  |NC|
dan AB, AC dogrularina inen dikme ayaklar: sirasiyla D ve E olsun. BQPM ve QPNC birer kirigler
dortgeni oldugundan /BQM = /BPM = /CPN = ZCQN ve ZMBQ = ZQPC = ZQNC ag
egitliklerini buluruz. Dolayisiyla QBM ~ QNC' (agi-agi-agi) benzerligi vardir. Benzer {iggenlerin

orantis1 vardir. Bunu Ceva esitliginde yazarsak |[BR| = |RC| elde ederiz. Q) noktasin-

D BM
yiikseklikleri orani benzerlik oranina esit oldugundan ||g El = ||C’N|| olur. M N || BC oldugundan
BM AB
||CN|| = |AC|| yazilir. Boylece
QD| _ 4B
QE|  |AC]

elde edilir. 5| Problem’den dolay1 AQ, ABC' iiggeninin bir simedyam olur. [AR] kenarortay oldu-
gundan ZCAP = /BAQ sonucuna ulagiriz.

A

Sekil 28a: Simedyan uygulamasi Sekil 28b: Steiner-Miquel uygulamasi

Coziim 2 [Ahmet Cetin]: Onceki ¢oziimden, ABC {i¢cgeninde AP’nin bir kenarortay oldugunu
biliyoruz. Sekil 28b]yi takip edelim. BM PQ ve CN PQ birer kirigler dértgeni oldugundan

/NCQ = /QPB = /QMB

olup ACQM bir kirigler dortgenidir. Benzer gekilde ANQB de kirigler dértgenidir. Bu ¢embersel-
likleri goyle de agiklayabiliriz: AB, AC', BN, CM dogrularinin olugturdugu tam doértgende Steiner-
Miguel teoremine gore BPM, CNP, BAN, CAM iiggenlerinin gevrel cemberleri ayni noktadan (Q
Miquel noktasindan) gecer. Bu kirigler dortgenlerini kullanarak,

ZQAC = ZQMC
/PQN = ZACM = LAQM

4l4] kaynaginda sunulan ¢oziim paylagilmigtir.
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aq1 esitliklerini yazabiliriz. Béylece QM P ~ QAN buluruz. M N || BC oldugundan AMN ~ ABC
ve PM N ~ PCB elde ederiz. Bu benzerliklerden

Q4] _|AN|  |cAl _ |CB| _ [cP]
QM| = |MP| AN| = |MN] ~ [MP|

olur. Bu oranlardan
QA] _ |CA]

QM| |CP|
elde ederiz. Bu bize MQA ~ PCA (kenar-agi-kenar) benzerligini verir. ZCAP = ZBAQ olur.

|AD|? 4+ |BC|* = |AB|? kosulunu saglayan bir ABCD kirigler dortgeni verilsin. ABCD'nin késge-
genleri E noktasinda kesigsmektedir. [AB] kenarn {izerinde ZAPD = /BPC olacak sekilde bir P
noktasi alinsin. PE dogrusunun [C' D] kenarim ortaladigini gosteriniz.

(2019 USAMO)

Coziim 1E| Oncelikle, verilen ZAPD = /BPC aq esitligini saglayan P noktasmin biricik oldugunu
gosterelim. P noktasini A’ya dogru yaklagtirirken ZAPD biiyiirken Z/BPC' kiigiiliir. P’yi B’ye
dogru yaklagtirirken bu defa ZAPD kiigiilirken ZBPC biiyiir. Dolayisiyla, tek degiskenli siirekli
iki fonksiyondan biri artarken digeri azaliyorsa, kesigsim noktasi (egit olduklari nokta) varsa bu
nokta bir tanedir. Bu gergegi geometrik olarak da gosterebiliriz. C' noktasinin AB dogrusuna gore
yansimasi C’ olsun. Z/BPC' = /BPC = ZDPA oldugundan C’, P, D noktalar1 dogrusal olur. Yani
P noktasinin yeri C'D ve AB dogrularimin kesigimi olur. Coziimiin bundan sonraki agamasimda, bu
biricik P noktasimin yeri icin ¢ok iyi bir tahmin yapacagiz. Coziimiin en beklenmedik ve hayal
etmesi zorlu kismi bu agamasi olabilir. [AB] kenar iizerinde bir P’ noktasim |AP'| - |[AB| = |AD|?
ve |BP'| - |AB| = |BC|? esitliklerini saglayacak sekilde alalim. Bize verilen |AD|? + |BC|? = |AB|?
esitliginden dolay1 boyle bir P’ noktasi segebilecegimizi anliyoruz. Dolayisiyla bu yeni esitlikler
BP'C ~ BCA ve DAB ~ P'AD (kenar-agi-kenar) benzerliklerini iiretir. Benzer tiggenlerdeki eg
acilardan ve kirigler dértgeninde ¢evre agilardan

ZAP'D = Z/ADB = LZACB = /BP'C

elde ederiz. ZAP'D = BP’'C yalmiz bir noktada saglaniyor. Bu nedenle P’ = P olmahdur.
/LAPD = /ADB = ZACB = /BPC

yazabiliriz. ADE ~ BCFE oldugundan

AD| _ |AE| __ |AD]* _ |AEP
|BC| ~ |BE| IBC|2 ~ |BEP?
|AP|-|AB| |AE)?
|BP|-|[AB|  |BEJ?
|AP|  |AE)?
|BP| ~ |BE]?

elde ederiz. Bu ise[l] Problem’den dolay1r AE P ti¢geninde E P dogrusunun simedyan oldugunu gos-
terir. AEF tiggenine goére AB ve C'D dogrular antiparalel oldugundan [7] Problem’den dolay1 EP
simedyan dogrusu [C'D] kenarin iki eg pargaya boler.

5(5] kaynaginda sunulan ¢oziimlere daha detayl agiklamalar vererek ve hafif degisiklikler yaparak paylastik.
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Coziim 2: Onceki ¢oziimde oldugu gibi
/APD = /ADB = Z/ACB = /BPC

ac1 esitliklerini yazalim. ACN DP = F ve BD N CP = G olsun.

c

Sekil 29: 2019 USAMO

Bu halde APGD ve BCF P birer kirigler dortgeni olur. Buradan

180° — LZAFB = /BFC = /BPC = /DPA = /DGA = 180° — AGB

|IDF|  |GC|
|FP|  |PG]
esitligi vardir. PEN CD = M olmak iizere CDP iiggeninde Ceva teoremi uygulanirsa

olup ZAFB = ZAGB elde edilir. AFGB bir kirigler dértgeni olup FG || C'D bulunur.

(CM]| |DF| |PG| _

=1
|MD| |FP| |GC|

olup |CM| = |MD| elde edilir.
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