Diyafont Denklemler ve Coziimleri

Ibrahim Atakan Cicek / Geomania.org

1 Coziimler

Bu calismay1 yapabilmemde yardimer olan herkese éncelikle ¢ok tesekkiir ediyorum. Ozellikle Diyafont
Denklemler ; Rasyonel ifadelerin tam say1 olmasi , tarzi konular ve bu konularla ilgili kargilagtigim tiim
teoremleri ve ispatlarini, uygulamalarini igeren ve biiyiik ¢ogunlugu Lise Matematik Olimpiyatlarina yo-
nelik olacak gekilde kitap hazirlamaya bagladim. Bunu da 2026 yili bagina kadar tamamlama hayalim var.
Umarim bu caligma da Matematik Olimpiyatlarma hazirlananlar igin faydal olur. (Ibrahim Atakan Cicek)

1. Soru. Pozitif tamsayilar x < y < z ig¢in

x4+ 28

5 =ayz + 27

denklemini ¢oziiniiz.

Coziim. Denklemi
3+ 4+ 2% — 3ayz =81

seklinde yazalim. Carpanlarina ayirarak
(z+y+2) (@ +y*+2°—ay—azz—yz) =81

seklinde yazabiliriz. * < y < z ve x,y, z pozitif tam sayilar oldugundan =z + y + z > 6 olmalidir.
x+y+ 2|81 oldugundan x + y + z € {9,27,81} olmalidir.

al) x +y+2z=9igin xy + zz + yz = 24 olur.

a2) x +y+z =27 i¢in xy + xz + yz = 242 olur.

a3) x +y + z = 81 olursa xy + xz + yz ¢ Z olur. Bu durumda a3 olamaz.

x < y oldugundan x — y < 0 oldugunu aklimizda tutalim.

a)r+y+z=9vexy+xz+yz=24ign

Py =y +2)? -2y +rz+yz)

formulini kullanalim.

22+ % 4 22 =81 — 48 = 33
olur ve buradan z < 5 elde edilir.

Eger z = y = z olsaydi bile 3z = 9 olur, bu nedenle z > 3 olmaldir. Yani z € {4,5} olmaldur.



1) z=41ise x +y = 5 olur.
(r+y)ztay=24=5-d+ay=24d=axy=4

Buradan
-y’ =(@+y)?—4oy=25-16=9=2—y = —3
elde edilir. Buradan (x,y, z) = (1,4,4) ¢oziimii gelir ancak x < y < z saglanmaz.

2) z=>51ise v+ y =4 olur.
(x4+yz+ay=24=4-5+axy=24=zy=4

Bu durumda
(r—y)?=(@+y)?—doy=16-16=0=z=y

elde edilir ve bu z < y ile celisir.

b) x +y+ 2 =27ve xy+ zz+yz = 242 igin

A+ 2= (r+y+2)°—2ay+az+yz) =729 — 484 = 245
elde edilir. Bu durumda z < 15 olmaldir.

xr =1y = z olsayd1 3z = 27 = z = 9 olurdu, bu nedenle z > 9 olmalidir.
Yani z € {10,11,12, 13,14, 15} olabilir.

x+y=17 r+y=16
Sistem 1: xy = T2 Sistem 2: xry = 66
z=10 z=11

Sistem 2 igin:
(z —y)? = (z+y)? — 4oy = 256 — 264 = —8

negatif oldugundan tam say1 ¢oziim yoktur.

Geriye kalan sistemlerde
(r+19)? <225 ve —dry< —240

oldugundan
(x —y)? <225 —240 = —15

vani (z — y)? < 0 geligkisi ortaya gikar.
Sistem 1’i ¢ozelim:

-y’ =(r+y)?—4oy=289-288=1=2—y=—1

¢linkii x < y.
r4+y=17
r—y=—-1 =x=8, y=9, 2=10
z =10

Denklem sisteminin ¢oziimii, orijinal denklemin ¢éziimiidiir ve

(x,y,2) = (8,9,10)

olarak bulunur.



2. Soru. n pozitif tam sayisi icin n* 4 3n% + 1 sayisiin hicbir zaman bir tam kare olmadigin gosteriniz.

(UMO 2. Asama 1992)

Coziim 1 (Metin Can Aydemir):

t2 = n* + 3n? + 1 olsun.

4?2 = 4n* +12n% + 4
= (2n* +3)* -5

= (202 +3) - (2t) =5=(2n* -2t +3)2n* + 2t +3) =5

Carpanlarm toplami 4n2 + 6 oldugundan sadece 1-5 saglar fakat bu da n = 0 olur, yani hicbir pozitif
n i¢in tam kare olamaz.

Cozim 2:

Bu soruyu ben de klasik yontemle ¢oziime kavusgturayim. n > 1 icin

(n*+1)> <n'+3n* +1 < (n® +2)?

oldugundan bu ifade bir tam kare olamaz. n = 0 olmahdir. Fakat n pozitif tam say1 oldugu belirtil-
migtir.

3. Soru. y? = 23 4+ 7 denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz.
1. C6ziim (Hiiseyin Yigit Emekgi):
Esitligi
Y 1= (z+2)(2? — 22 +4)

seklinde yazalim. Denklem (mod 4)’te incelendiginde z = 1 (mod 4) olmalidir. x + 2 = 3 (mod 4)
oldugundan p | (x + 2) olmasim saglayan bir p = 4k + 3 asali mevcuttur. Dolayisiyla p | y* + 1
olmalidir, fakat —1 ifadesi p = 4k + 3 asali i¢in bir karekalan degildir. Esitligin ¢6ziimii yoktur.

2. Coziim:

Denklemin her iki tarafina 1 ekleyip denklemi diizenleyelim:
v +1=a"+8
Simdi 4% + 1 i¢in gecerli olan 6zellikleri bulalim:
e y=2kolursa = y?+1=1 (mod 4)
e y=2k+1olursa = y>+1=2 (mod 4) (1)

Simdi y’nin 2 disinda asal ¢arpanlarinin tamaminin 4k + 1 formunda oldugunu gosterelim. (2)

p | y?+ 1 olsun. O halde y* = —1 (mod p) ve dolayisiyla
' =1 (mod p)
p| v* + 1 oldugundan (y,p) = 1’dir. Fermat teoreminden:
¥ '=1 (mod p)

Buradan 4’tin, p — 1’in boleni olmasi gerektigi goriiliir. Yani 4 | (p — 1) elde edilir.

Simdi sorumuza geri donelim.



e ©r =2m, m € Z olsun. Bu durumda:
Y2+ 1= (2k + 2)(4k? — 4k + 4)
olur ve (1) ile geligir.
e r =2m+ 1, m € Z olsun. Bu durumda:
2 —2r+4=3 (mod4)
olacagindan ve (2) nedeniyle, bu da miimkiin degildir.

Dolayisiyla tam sayilarda ¢oziimii yoktur.

. Soru. k! 4+ 48 =48 - (k + 1)™ olacak sekilde k£ ve m negatif olmayan tam sayilarimin bulunmadigini
gosteriniz. (Kanada Matematik Olimpiyat)

Cozim.

Verilen denklemin k ve m negatif olmayan tam sayilari i¢in ¢o6ziimii oldugunu kabul edelim.

k!'=0 (mod 48) olmasi gerektigi barizdir. Bu nedenle k > 6 olur.

Denklem su sekilde yazilabilir:

35789 (k—1)-k+1=(k+1)"

(k + 1)™ sayisinin asal ¢arpanlarima ayrilip ayrilamayacagini aragtiralim.

k + 1 bilesik say1 olsun ve asal bolenlerinden biri p olsun. p | (k + 1) oldugundan ve p = k + 1
olamayacagindan p < k + 1, yani p < k elde edilir.

Simdi, sol tarafin tek oldugunu gostermek igin £ > 8 oldugunu gosterelim.

720 4 48

e k=6 igin: % = 16 = 7™ olur, ¢oziimsiizdiir.
5040 + 48

e k=7 igin: 4—;— = 106 = 8™ olur, ¢ozlimsiizdiir.

Dolayisiyla £ > 8 olmalidir.

Buradan p’nin tek say1 oldugu ve k’dan kiigiik esit oldugu da agik oldugundan, p | 3-5-7---(k—1)-k
ve p | (k+ 1)™ oldugundan,

plk+1)" =357 (k—1) k=1

elde edilir, bu da celigkidir. Oyleyse k + 1 bir asal sayidir.
Wilson Teoremi’nden k! = (p — 1)! = —1 (mod p) olur. Bu da p | k! + 1 anlamina gelir.

Baslangigtaki denklem
k!4 48 = 48 - p™

seklinde idi. Bunu su sekilde diizenleyelim:
A7 =48 - p" —kl —1=p| 47

elde edilir. Buradan p = 47 oldugunu buluruz.

Simdi denklemi p = 47 igin yazalim:

46! 4 48 = 48 - 47™ = 46] = 48 - (47" — 1)



46! ifadesinin asal bolenlerinden, 48 ile aralarinda asal olacak gekilde 13 ve 17 segilebilir.

Fermat Teoremi geregi:
47" =1 (mod 13) ve 47" =1 (mod 17)

olabilmesi i¢in m > 48 olmalidir.

Bu durumda:
48 - A7™ > 48 - 478 > 46! 4 48

oldugu aciktir. Dolayisiyla bu denklemin tam say1 ¢oziimii olamaz.

. Soru. 2™ — 3" = 7 olacak sekilde tiim (m,n) ikililerini bulunuz. (Avusturya-Polonya Matematik
Olimpiyat1 1993)

Cozim.

2m — 3" =Tise 2™ =1 (mod 3) ve m = 2z, x € Z* igin ¢éziimi vardir. m = 2 igin:

22 3" =4-3"=7= —3" = 3 = ¢oziim yoktur.

m > 2 ¢ift sayilar i¢in 2 = 0 (mod 8) dolaysiyla 3" = 1 (mod 8) olmahdir. Bu nedenle n de ¢ift
olmalidir. n = 2y, y € Z* vardur.

2% _3W — 7= (2" —3)(2* +3V) =7

2% + 3Y > 2 oldugunu kullanarak sistemi yazalim:
224+ 3V =7
2r -3 =1

P=d=mg=2 J=3=y=1

Bu sistemden:

Boylece (m,n) = (4,2) elde edilir.
. Soru. a® + b = b1*% denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz. (Estonya Matematik Olimpiyat: 1999)

Cozim.

Denklemi
a2 — b . <b1998 - 1)

seklinde yazalim. b > 2 icin (b, b'%%® — 1) = 1 oldugundan dolay1 b'%® — 1 ifadesi tam kare olmalidir.

Fakat b'%%® bir tam kare oldugundan ve 1’den biiyiik iki tam kare arasindaki fark en az 3 oldugundan,
b1998 — 1 bir tam kare olamaz.

b < —2 de olamaz ¢iinkii bu durumda a? < 0 olur. Bu nedenle b € {—1,0,1} elde edilir.
) b=—lisea?=—1-((—1)" —1)=—1-(1-1)=0=a=0
2) b=0isea’*=0=a=0

N b=1lisca?=1-(1-1)=0=a=0

Boylece ¢oztimler (a,b) = (0,—1), (0,0), (0,1) olarak bulunur.



7. Soru. a® + b + ¢ = 2001 denklemini saglayan kag tane (a,b,c) pozitif tam say1 iicliisii vardir?
(Balkan Junior 2001)

Cozim.
133 > 2001 oldugundan sayilar 13’ten kiiciiktiir.
83 + 83 4+ 8% = 1536 < 2001 oldugundan en az biri 8’den biiyiiktiir.
Genelligi bozmadan a > b > ¢ alalim.
Buradan a € {9,10, 11, 12} olabilir.
1) a=9igin: b+ = 2001 — 729 = 1272 olur.
b=c=28olsa 2-512 = 1024 < 1272 olur. Bu nedenle b > 8 ve a = 9 > b oldugundan b = 9

olmak zorundadir.
1272 — 729 = 543 = ¢* = 543 denkleminin ¢oziimii yoktur.

2) a=10i¢in: b+ ¢* = 2001 — 1000 = 1001 olur.
b=c="7olsa2-343 = 686 < 1001 olacagindan b > 8 ve b < 10 saglanmalidir.
b€ {8,9,10} olabilir.

— b=8= = 1001 — 512 = 489 ¢oziimii yoktur.
—b=9= = 1001 — 729 = 272 ¢oziimii yoktur.
—b=10=c>=1001 -1000=1=c=1

3) a=111igin: b + ¢ =2001 — 1331 = 670 olur.
b=c=06igin 2-216 = 432 < 670 oldugundan b > 7 olmalidur.
93 = 729 > 670 oldugundan b < 9 da olmahdir.

b € {7,8} olabilir.
—b=7= =670 — 343 = 327 ¢oziimii yoktur.
— b=8= =670 — 512 = 158 ¢oziimii yoktur.

4) a=12i¢in: b*+ ¢* = 2001 — 1728 = 273 olur.

b=c=75igin 2-125 = 250 < 273 oldugundan b > 6 olmalidir.

7% = 343 > 273 oldugundan b < 7 olmaldur.
b = 6 olmaldir.

—b=06= =273 — 216 = 57 ¢oziimii yoktur.

Dolayisiyla, denklemin a > b > ¢ igin tek ¢oziimii (10,10, 1) oldugundan, ¢éziim sayist bu tigliiniin

siralaniglar: kadardir:
3!

9 =3

olarak bulunur.

8. Soru. 5(zy + zz + yz) = 3zyz denkleminin pozitif tam sayilarda ¢oziimlerini bulunuz.

Cozim.

Denklemi
P 1 1 3
r y z 5

seklinde yazalim.

Genelligi bozmadan 1 < x <y < z alalim.

x > 6 icin egitsizlik olusturalim. 1 > % > i > % oldugundan
1 1 1 1
—+-+-=<c
x oy z 2
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olur ve bu durumda % saglanmaz.
1) z =5 igin tek ¢ozlim x = y = z = 5 olmahdir.
Simdi burada z degerini sececegimiz igin i + % = 3 oldugunu kullanip bir seyler elde edelim.

Oncelikle denklemi ayz = by + bz seklinde yazalim. Ardindan:

b
ayz —bz=by = z(ay —b) = by = z = Y ez
ay —b
elde edilir.
Ayrica fy—lﬂ, € Z de olmasi gerekir. Hatta
b —aby + b?
it + oy T €L
ay — b ay — b
de saglanmalidir. Buradan
b2
Z 1
p—— (1)
2) x =4 i¢in: i—l—%:%
(1) denklemine uygularsak:
400 c7
Ty — 20
: 400 < o .. ) .
Benzer sekilde == € Z oldugundan ve y < z oldugundan 7y — 20 i¢in v/400’e kadarki garpanlara

bakmamiz yeterlidir.
Ty —20 € A, burada A € {1,2,4,5,8,10,16,20} olmaldir.

Bu a degerlerinden 7y = 20 + a (mod 7) oldugundan a = 1 (mod 7) olacak sekilde segilmelidir.
Dolayisiyla a degerleri {1, 8} olabilir. Boylece y € {3,4} olur.

x < y oldugundan yalnizca y = 4 olabilir.

7 5 1
- = =1
20 20 10 Y
Cozim (4,4, 10) olarak bulunur.
ce 11 _ 4
3) x=3i¢in: L+ =1
(1) denkleminden:
225 c
4y — 15

4y —15 € {1,3,5,9,15} = y € {4,5,6}

o y=4=2=060
e y=5=2=15

e y=06=2=10
4) r=2i¢in: 4 =g

(1) geregince:
100

y— 10

y € {11,12,14,15, 20} olabilir.



y=11= 2=110
o y=12= 2 =60
e y=14=2=35
e y=15=2=30
o y=20=2=20
5) x = 1 olamaz ¢linkii bu durumdai—i—% < 0 olur.

Tamsay1 ¢oziimlerin sayisi, bu ¢oziimlerin permiitasyonlar: kadardir:

3! 3l 3l
8814814314 5 4814 814 814 T 4+ 5 = 49

olarak bulunur.

. Soru. z? — y* = zy + 61 denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz. (Sovyet Matematik Olimpiyati
1981)

1k Yol:

(z —y)(z® + 2y +y*) = 2y + 61
{x_y:“ = a(a® + 3b) = b + 61
xy =2>b
b > 0 oldugundan a > 0 da olmalidir.

a® — 61
a3+3ab:b+61:>a3—61:b(1—3a):>b:1 3 >0
— oa

Bu durumda a® < 61 olmahdir. Yani a € {1,2,3} olmaldur.

ea=1=0=30
ca=2=0b¢7Z
e a=3=>b¢Z

Yani z —y = 1, zy = 30 elde ederiz.

@+w2=@—yV+Mw:1+uO:u1$x+y:1L¢{$_
y:

olarak bulunur.

ikinci Yol:
Denkleme bakildiginda x — y > 0 oldugu acik oldugundan = = y + 2, z € Z* doniisiimii yapilabilir.

(y+2)° =y’ =yly+2)+61

Bz —1)y*+ (322 —2)y+2° =61 =0



10.

z > 1 oldugundan 3z — 1 € Z* ve 32°> — z € Z" oldugu da yazilir. Bu durumda tiim terimlerin
katsayilar: pozitif oldugundan c¢oziimiin var olmasi icin 2% < 61 olmahdar.

Yani z —y = z € {1, 2,3} oldugunu yine elde ederiz.
Uciincii Yol:
Denklemin her iki tarafin1 27 ile ¢arpip diizenlersek:
2723 — 27y® — 1 — 27xy = 1646

A®+ B3+ (% —3ABC = (A+ B+ C)(A? + B>+ C* — AB — AC — BC) 6zdesligi yardimiyla

(32 — 3y — 1)(92% + 9y* + 1 + 9wy + 3z — 3y) = 2 - 823

esitligine ulagiriz. 2 ve 823 asal say1 olduklar igin:

3t —3y—1=2 ve 922 +9y*>+ 1+ 9zy + 3z — 3y = 823
Bu iki denklemi ¢ozdiigiimiizde:
(x,y) = (6,5) ve (—5,—6)
¢Oziimlerini buluruz.

* Andreescu, T., Andrica, D., Cucurezeanu, 1., An Introduction to Diophantine Equations

Soru. 22 + 6xy + 40 = y* denklemini saglayan kac (z,y) € Z?* vardir?
Coziim. Bagta y = x + d alalim. Denkleme yazinca
2° 4+ 6x(z + d) + 40 = (z + d)*
olur. z* terimleri sadelesir; geriye 2 hakkinda ikinci dereceli bir denklem kalir:
(3d — 6)2* 4 (3d* — 6d)z + (d* — 40) = 0. (%)
Bu denklemin diskriminantini hesaplayinca
A = (3d* — 6d)* — 4(3d — 6)(d®> — 40) = =3 (d — 2) (d — 4) (d* + 10d + 40)

elde edilir. Burada d? 4+ 10d + 40 = (d + 5)* + 15 > 0 her d icin pozitiftir. Dolayisiyla A > 0 ancak
(d—2)(d —4) <0 iken miimkiindiir; yani d € {2, 3,4} kalr.

e d = 2: (x)’ta katsayilar (A, B,C) = (0,0, —32) olur; bu imkansizdur.
o d=23:(x),32% + 9z — 13 = 0’a iner; A = 237 kare degildir, ¢oziim yoktur.
o d=4: (%), 6x* 4+ 24z + 24 = 0’dur. 6’ya boliince (r +2)*> =0olur; z = —2vey=x+d = 2.

Sonug. 1 adet tam say1 ¢oziim vardir:

(z,y) = (=2,2)|




11. Soru. n® + 7n — 133 ifadesi pozitif bir tam saymin kiibii ise n sayisina iyi say1” diyelim. Tiim iyi
sayilar: bulunuz. (USC Math Contest)

Cozim.

Denklemi
n*+Tn—133 =23 ze€Z"

seklinde yazalim.
n(n®+ 7) — 133 ifadesi, n < 5 igin pozitif tam say1 olamaz. Bu nedenle n > 5 olmahdar.

Denklem su sekilde yazilabilir:
Tn—133 =2 —n®

1) n=19i¢in: 2% =193+7-19— 133 = 6859 + 133 — 133 = 6859 = = = 19
Dolayisiyla (n,z) = (19,19) bir ¢oziimdiir.

Simdi n > 19 ve n < 19 durumlarini inceleyelim.
1) n > 19 igin:
Bu durumda 2® > n? oldugundan z = n + d, d € Z" déniisiimii yapabiliriz.
2* —n® = (n+d)* —n® = 3dn® + 3d*n + d*
Denklem su hale gelir:
Tn — 133 = 3dn® 4 3d*n + d* = 3dn® + (3d* — T)n + (d* +133) = 0

n € Z* olabilmesi i¢in 3d? — 7 < 0 olmahdir. Bu da:

d2<g=>d:1

d =1 igin:
3 —4n+134=0=>A=16—4-3-134 =16 — 1608 < 0

Dolayisiyla ¢oziim yoktur.
2) n < 19 i¢in:
Bu durumda n? > 23 oldugundan n = x +y, y € Z" doniisiimii yapabiliriz.
P =@+y)P+T7(r+y) —133=2"— (v +y)* =Tz + Ty — 133

Sol taraf:
2 — (v +y)? = =32%y — 3zy® — ¢°

Denklem su hale gelir:
(By)z* + By* + Nz + (y* + Ty — 133) =0

Bu bir ikinci dereceden denklem olup pozitif tamsay1 ¢oziim olmasi icin 2 + 7y — 133 < 0 olmalidir.

Aksi takdirde tiim terimler pozitif olur ve Descartes kurali geregi pozitif tamsay1 ¢6ziim olugmaz. Bu
nedenle:

VP 4+Ty—133<0=y<5
Simdi y = 1,2, 3,4, 5 i¢in deneyelim:

10



12.

o y= 322 +10r —125=0= 3z +25)(z —5)=0=2=5 y=1=n==6

ey=2 62°+192—11=0= (z—3)(6x+37)=0=2=3, y=2=n=>5

e y=3 972 +34r —85=0=A=342+4-9-85 = 1156 + 3060 = 4216 (Tam kare degil)
e y=4: 1222 4+ 552 —41 =0 = A = 3025 + 1968 = 4993 (Tam kare degil)

e y =5 A >0 ancak yine tam kare olmadigi i¢in ¢dziim yoktur.

Dolayisiyla n sayisinin alabilecegi degerler:

n e {5,6,19}

olarak bulunur.

Soru. n? — 19n + 99 say1s1 tam kare olacak sekildeki tiim n tam sayilarimin toplami kagtir? (AIME
1999)

Cozim.

n? —19n + 99 = 22 olsun, = € Z™.

Denklemin kokleri:

19 £ /361 — 4(99 — 22)
2

Nig2 =

n1 o tam say1 olabilmesi i¢in, v/361 — 396 + 422 = v/422 — 35 bir tam say1 olmalidir. Yani:

4a* =35 =9%, yeZ"

Bu da:
4 —y* =35= (2v —y)(2z +y) =35

2z +1y > 0 oldugundan, 2z —y > 0 da olmahidir. Ayni zamanda 2z —y < 2z + y oldugundan, ¢arpan
eslesmeleri pozitif carpanlar olarak alinir.

Uygun sistemler:

20 +y =35
20 —y =1

2 =7

Ty =y=1 x=3
20—y =95

Bunlara gore y = 17 ve y = 1 elde edilir.

194y 1941 1941
92‘”: 92 T_1.18 ve 97_9, 10

Ni2 =

Tim uygun n degerleri: 1, 9, 10, 18

Bu sayilarin toplami:

1+9+10+ 18 =|38]

11



13.

14.

Soru. n* + n3 4 1 tam kare olacak sekilde tiim n tam sayilarm bulunuz.
Cozim.
(n*)?<nt+n*+1
oldugundan, bir m € Z* sayis i¢in
(n*+m)*>=n*+n’+1
yazilabilir.
Her iki tarafi agalim:
n'+m®+2mn® =n'+ 0’ + 1= m> 4+ 2mn® =n’ + 1
Diizenleyelim:
m? — 1= (n — 2m)n?

Buradan devam edelim. m > 1 icin n? > 0 oldugundan n > 2m olmahdur.
n? | m? — 1 oldugunu da fark edersek, n? < m? — 1 elde edilir.

Simdi n > 2m ve n? < m? — 1 esitsizliklerini ortak c¢ozelim:

n > 2m = n? > 4m? olur. Oyleyse:

m2—1>n’>>4m?>=m?—1>4m? = —1 > 3m?

bu bir ¢eligkidir.
Dolayisiyla m = 1 olmalidir.

m =1 icin:
0O=Mn-2n*=n=2

Pozitif tam sayilarda yalnizca n = 2 i¢in tam kare olur. Bu durumda degeri:

2V 4+ 224+ 1=16+8+1=25]

olur ve bu da bir tam karedir. Bagka ¢oziim yoktur.

Soru. 5n? = 36a%+18b*+6¢* denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz. (Asya-Pasifik Matematik Olimpiyati
1989)

Cozim.
(0,0,0,0) bir ¢oztimdiir.

Esitligin sag tarafi 3 ile boliinmektedir. O halde n sayisi da 3 ile béliinmelidir. n = 3k, k € Z
yazarsak:

5-9k% = 36a% + 18b% + 6¢% = 15k = 12a® + 6b> + 2¢2
Simdi ¢ = 3e, e € Z yazarsak:

5k% — 4a® = 2b% + 662

Bu denklemin £ degeri en kiigiik ¢6ziimii (k, a, b, e) olsun.

22 =0,1,4,9 (mod 16) oldugu bilinir.
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15.

Dolayisiyla:
k> ={0,4} (mod 16), 4a*={0,4} (mod 16), 2b*=1{0,2,8} (mod 16),
6e* = {0,6,8} (mod 16)

Bu durumda:
20 + 6e* = {0,2,6,8,10,14}  (mod 16)

5k? — 4a* = {0,4,12} (mod 16)
Her iki ifade de = 0 (mod 16) olmalidir. Bu da:

20> + 6> =0 (mod 16) = b, e cift sayilardir.

Ancak a ¢ift olamaz; ¢iinkii (k,a,b,e) ¢oztim kiimesinin yarisi da ¢oziim olur ve bu minimallikle
geligir.

b=2by, e = 2ey, k = 2k; yazalim:
207 + 6e] = 5k — a®

a tek oldugundan:
5k —a® = {4,12} (mod 16)

Ancak:
207 + 6e7 = {0,2,6,8,10,14}  (mod 16)

Bu bir geligkidir.

O halde denklemin tek tam say1 ¢oziimii:

(a,b,c,n) = (0,0,0,0)

olmalidar.

Soru. 1023+ 20y +8zyz = 19992° denkleminin tam sayilarda kag ¢oziimii vardir? (Municipial 1999)

Coziim.
(0,0,0) bir ¢dztimdiir.

Basgka ¢oziimiin olmadigim1 gostermek i¢in bu tarz sorularda genellikle aralarinda asal ¢o6ziimii
(yani ged(z,y, z) = 1 olan ¢oziim) se¢mek yararlidir. Giinkii (0,0,0) digindaki diger ¢oziimler varsa,
bunlar asal ¢éziimlerin katidir.

Bu ytizden, 14 numarali soruda yaptigimiz gibi ged(z,y, z) = 1 alalim.
z'nin ¢ift oldugunu gérmek ¢ok zor degildir. z = 2z; doniistimii yapabiliriz:
102° + 20y° + 8zyz = 19992% = 102° + 209> + S8zyz; - 2 = 1999 - (22)3

Yani:
102 + 20y® + 162y, = 1999 - 827 = 52° 4 10y> + Swyz; = 1999 - 423

Benzer sekilde = de cifttir. x = 22, doniisiimii yapilirsa:

5(823)+10y° 48221y 21 = 1999-427 = 4025 +10y°+1611y2; = 1999-427 = 227+0.5y°+22,y2, = 1999-2}
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16.

Ancak bu durumda y de ¢ift olmalidir. Fakat y ¢ift olursa, x, y, z hep cift olacagindan:
ged(z,y,2) =2

olur. Bu da (z,y, z) ¢oziimiiniin asal (yani gcd = 1) olmasiyla geligir.

Dolayisiyla:
Denklemin tek tam say1 ¢oziimi (z,y, z) = (0,0,0) dir.
9 4dmn L .
Soru. (m —n)* = R denklemini saglayan 0 < m + n < 100 olacak sekilde kag (m,n) tam
m+n —

say1 ¢ifti vardir? (Estonya Matematik Olimpiyat1 1999)
Cozim.
Verilen esitligi asagidaki adimlarla diizenleyelim:
(m—mn)*- (m+n—1)=4mn

Simdi bu ifadeyi sadelestirelim. Asagidaki gibi bir sistematik doniistim yapilabilir:

(m—n)*(m+n—1)=4mn = (m—n)*(m+n—1) =4mn

Simdi m — n = 2, m + n = 2? varsayalim. Bu durumda:

(m—-n)?=22 m+n=2"=(m-n)l=m+n
Yani:
2? = 1’

2

Bunun saglandigl durumlar, (m,n) ¢iftinin (m+n = 2, m —n = x) kogulunu saglayan ¢oztimleridir.

Bu iki esitligi ¢ozersek:

m+n = x> 2+ 2 —x
i J—

Bu ¢6ziim kiimesi:

Payda sifir olmamali, yani m + n # 1 olmali.

Simdi 2% = m + n < 100 kosulunu uygulayalm.

2 <100 = |z| < 10 = z € {£1,+2,...,£9}

Ancak x = 1 durumunda m + n = 1 olur, bu da payda 0 yapar ve gegersizdir.
Gegerli olanlar: x € {£2,+3,...,4+9}

Bu da toplam:
2-(9-2+1)=2-8=|16]

farkl (m, n) ¢éztimii verir.
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17. Soru. a® = b® + ¢ + 3abc ve a* = 2(a+ b+ c) esitliklerini saglayan kag pozitif tamsay1 iigliisii (a, b, c)
vardir? (Isveg Matematik Olimpiyat1 1984)
Cozim.
flk Yol

Verilen birinci egitlik:
a® =0+ + 3abc = a® > b* + &

b ve ¢ simetrik oldugundan genelligi bozmadan a > b > ¢ kabul edebiliriz.
Ikinci esitlik:
a® = 2(a+b+c) = a*—2a = 2(b+c) = Sag taraf pozitif, dolayisiyla a® > 2a = a(a—2) > 0 = a > 2

at+b+c

Bir yandan a > b > ¢ oldugundan a > “== olur. Yani:

3a>a+b+c=2a>b+c

fkinci esitlikten a> =2(a +b+c) = L =a+b+c

2

a
¢?>a+2a:3a:>a2>6a:>a<6

O halde a € {3,4,5}. Deneyelim:

Na=2=a*=4=2(a+b+c)= b+ c=0 olur. Bu miimkiin degil.
2)a=4=16=2(4+b+c)=b+c=4

Ayrica a® = b® + ¢ + 3abe denkleminde a = b + ¢ yazarsak:

a® —b* — ¢ — 3abc = (a — b — c)(a® + ab + ac + b* + ¢* — be) = Ifade sifir olur.

O halde:
(b,c) €{(1,3),(2,2),(3,1)} = (a,b,c) € {(4,1,3),(4,2,2),(4,3,1)}

Tkinci Yol
Verilen ifade:

a>—b —c—3abc=0= (a—b—c)(a* +ab+ac+b*+c*—bc) =0

1) Eger a = b+ ¢, ikinci denklemden:

a>=2(a+b+c)=2(2a) = a®* =4a=a=4

Yukaridaki ¢oziimle ayni 3 ¢oziim elde edilir.
2) Eger ikinci garpan sifirsa:
a*>+ab+ac+b*+c—bec=0
Diger denklem: a? = 2(a + b+ ¢)
Bu iki ifadeyi birlikte ¢ozmek i¢in Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanalim.

Vektorler:
=(—a, =b, ¢), U=(c¢, a, b)=>u-U=—ac—ab+ bc

i
i 0 < ||| - ||9]| = | — ac — ab + be| < Va2 + b2+ - Va2 + b2 + 2
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18.

Yani:

—a ¢
—ac —ab+ be < a* + b* + ¢ = esitligin saglanmas: icin — = 7 = ¢ = —ab olmali, bu imkansiz.
c

Dolayisiyla ikinci ¢arpan sifir olamaz.
Uciincii Yol
Yine aym carpanlara ayirmayi kullaniyoruz:
a® —b* —c® —3abc = (a — b —c)(a* + ab+ ac + b* + ¢* — be)
Na=b+cvea’?=2(a+b+c)=>a=4
2) Diger ¢arpanin sifir olmas igin:
a’ 4 ab+ac+b* +c* —bec = 0a®> = 2(a + b+ ¢) = denemeyle celiski cikar.

Sonug olarak:

adet pozitif tamsay1 ¢oziim vardir.
Soru. Porzitif tam sayilar m,n i¢in
o2n® = m?® + mn? + 11
esitligi saglaniyor. Tiim ¢oziimleri bulunuz. (Isve¢ Matematik Olimpiyati 1994)
Coziim. Denklemi agagidaki gibi yazalim:

3

o3 —md —mn? =11

Soldaki ifadede tiim terimler kiibik ve katsayilarimin toplami 2 — 1 — 1 = 0 oldugundan, degisken
kaydirmas: uygulayabiliriz. m = n — k doniistimii yapalim:

2n® — (n —k)* — (n — k)n? =11
(n — k)3 =n3 — 3n%k + 3nk? — k3 ve (n — k)n? = n® — kn? oldugundan yerine yazalim:
2n® — (n3 — 3n%k + 3nk? — k;3) — (n3 — k;nz) =11
Ifadeyi sadelestirelim:

on® —nd+3n%k —3nk?+ kK —nP+kn? =11

= 4kn? = 3k*n + k3 =11

Bu, n agisindan ikinci dereceden bir denklemdir. Diskriminanti inceleyelim:

A = (=3k?)? — 4(4k)(K® — 11) = 9k* — 16k* + 176k = —7k* + 176k

n tam sayl olmali, bu nedenle A bir tam kare olmalidir. Bu da ancak A > 0 olmasiyla miimkiindiir.
Inceleyelim:
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19.

k< 0i¢in A <0 olur. £k =0i¢in A =0+ 0 =0 ama bu durumda denklem:

mP=nP 40+ 1l=>nd=n*+11
Ki bu da ¢ozlim vermez. O halde k£ > 0 olmalidir.

A= —Tk* + 176k > 0 = —7k* + 176k > 0

Bu esitsizligi ¢ozelim: k(—7k% 4+ 176) > 0 olmali. Bu da ancak —7k3 + 176 > 0 = k3 < 25.14... yani
k < 2 olur.

Deneyelim:
e k=1 igin:
An* —3n+1-11=0=4n"—3n—10=0
Diskriminant: 9+ 160 = 169, kokler tam say1: n = 2 olur. m = n—k = 1, ¢éztim (m,n) = (1, 2).

e k=2 igin:
8?2 —12n+8—11=0=8n2—-12n—-3 =0

Diskriminant: 144 + 96 = 240 tam kare degil, ¢oziim yok.

O halde tek ¢oziim:

(m,n) = (1,2)

Soru. x,y pozitif tam sayilar ve
2+ y* +6
Ty
bir tam say1 ise, bu sayimin bir tam kiip oldugunu gosteriniz. (Estonya Matematik Olimpiyat1 1995)

Co6ziim. (Metin Can Aydemir)

Verilen ifadelerde x yerine —x alirsak ifadenin tamsay1 olmasi veya tamkiip olmasi degismeyeceginden
dolay1 x ve y’yi pozitif alabiliriz. Oncelikle x = y icin bakalim,
2+ 22+ 6 6
Q2 =2+ 2
olur. Bunun tamsayi olmasi i¢in x = 1 olmahdir. z = 1 i¢in de tamkiip oldugu goriiliir. Simdi
geriye kalan ¢oztimlerden = > y olanlara bakalim. (Simetrik bir ifade oldugu i¢in y > = durumlarina
bakmaya gerek yok.) Bu ¢oztimler arasinda x degerinin en kiigiik oldugu ¢éziimii ele alahm. Bu (z, y)
icin
2 +y +6
Ty B

k

olsun.

x2+y2+6:kxy:>:c2—kxy+(y2+6):O

olur. Bu denklemi x’e bagh ikinci dereceden bir denklem olarak diigiinelim ve diger ¢6ziim a olsun.
Vieta teoreminden,
a+x=ky, ar=y>+6

oldugu goriiliir. Bu iki ifadeden a sayisimin pozitif bir tamsay1 oldugu goriilebilir. Dolayisiyla (a,y)

ikilisi de bir ¢oziimdiir. Kabulden dolay1 a > x olmali.

2?4+ 6>y +6=ar>2°=>2°>y" >2° -6
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20.

esitsizligini elde etmis oluruz. Eger > 4 ise 22 — 6 > (x — 1)? olacagindan
2>y > —6> (z—1)°

olur ve ardigik tam kareler arasinda tam kare olamayacagi i¢cin buradan ¢oziim gelmez. 4 > x icin de
olasi sadece (z,y) = (3,2),(3,1), (2, 1) ikilileri vardir fakat bunlarin higbiri ifadenin tamsay1 olmasini
saglamaz. Dolayisiyla yalmizea (1,1) ikilisi igin tam sayidir ve bu durumda da

? +y*+6
Y

ifadesi tam kiip olur.
Soru. m,n tam sayilar, p bir asal say1 olmak tizere

13" 4-p- 2"

13m —p-2n
bir pozitif tam say1 olacak sekilde kag (m,n, p) ti¢lisi vardir? (UMO 1. Asama 2018)
Coziim. Ilk ¢oziimdeki katkilar icin metonstere tegekkiir ediyorum.

1k Yol

(Bu ifadede Bang Zsigmondy Lemma’si ile 13™ — 1 in iissii her arttiginda daima yeni bir asal ¢arpan
olacagr dogrudan agiktir. Bu ¢ozlimii yaptigim zamanda bu teoremi bilmiyordum.)

Soruda istenen ifadeye a diyelim.

diyelim. Icler diglar carpimi yapip diizenlersek ifademiz
(14+a)-p-2"=13"-(a—1)
4 bilinmeyenli diyafont denklemi elde edilir. Bu ifadeden yola ¢ikarak

a—1
a+1

2n: m.

p .
haline gelir. Sag taraf birlikte diigiiniildiigiinde tamsay1 olmalidir.

2.-13™
a+1

p-2" =13

haline gelir. Buradan

a+1=2, a+l=1, a+l=-1, at+l=-2, a+1=13" a+1=-13" a+1=213F a+l= -2

esitlikleri elde edilir. Bu ifadelerden esitligi miimkiin olan durumlar: bulalim.

Esitligin sol tarafi 0 (mod 2) oldugundan esitligin sag tarafinda da ifade ¢ift olmahdir. 13" = 1

(mod 2) oldugundan
2-13™m

a+1
olmalidir. Bunun i¢in a + 1 ¢ift olmalidir. a > 0 oldugu da gbz 6niine alinirsa

=1 (mod 2)

a+1=2 veya a+1=2-13" k<m

olabilir.
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e a+ 1 =2 olmasi durumunda 2p - 2" = 0 olur ve 2" > 0 ve p > 0 oldugundan miimkiin degildir.

e a+1=2-13" k < m olmas: durumunda a = 2 - 13¥ — 1 olur ve
p-2"=13m —13m°k

elde edilir. m # k i¢in ifade 139 - (13" — 1), g € N ve ¢t € N olmasi gerektiginden daima 12 ve 13
ile boliintir. Dolayisiyla p asal olamaz. m = k olmalidir.

p-2n=13"—1

Bu ifadenin i¢inde daima 12 ¢arpani bulunacagindan ve bagka tek carpan daha bulunacagindan
m > 1 i¢in p asal olamaz.

Iddia: m > 1 igin p - 2" = 13™ — 1 ifadesine gore 13™ — 1 sayisinin 2 asal ¢arpani olacak sekilde p
asal sayisi yoktur. (Aslinda demek istedigim burada 13™ — 1 ifadesinin bir noktadan sonra en az 3
asal ¢arpani vardir.)

ispat:

Oncelikle 13™ — 1 sayisinin her m icin 2 ve 3’e béliinebilecegi asikardir. Eger m = 2n ise
13" —1=169"—-1=1"—-1=0 (mod 7)
oldugundan m ¢ift ise 42 ile boliiniir ve en az 3 asal boleni olmusg olur.
Eger m = 2n + 1 ise farz edelim ki 13™ — 1 sayis1 sadece 2 ve 3 ile boliinsiin.
1327 _1=13-169"-1=5-1"-1=4 (mod 8)
oldugundan 13™ — 1 sayist 4 ile boliiniir fakat 8 ile béliinmez. Dolayisiyla
13" —-1=4-3"

formatinda olmalidir. Kuvvet Kaydirma Teoremi uygulayalim:

v3(4-3Y) =a=v3(13" = 1) =v3(13 = 1) + v3(m) = v3(m) + 1

Buradan v3(m) = a — 1 bulunur. Dolayisiyla m = k - 37! formatinda olmahdir.

4.30=13m —1=13"""" _1>13"" _1

a > 1 oldugunda 133" — 1 > 4 - 3% olacag asikardir. Dolayisiyla kabulumuz yanhgtir. Yani m > 1
icin 13™ — 1 sayisinin en az 3 asal boleni vardir.

Bu nedenle m > 1 icin p- 2" = 13™ — 1 = 2" - 3% . ¢® geklinde yazilabilecegi icin p asal olamaz.

m = 1 alinmalidir.

elde edilir.

(m,n,p) = (1,2,3)

ikinci Yol (Tiibitak’m resmi ¢oziimii)
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21.

22.

_13”“1—10-2”_1 p-2ntl
Cyr Tmpw
13™ — p- 2™ oldugundan p = 13 olursa p’ye sadelegtirdikten sonra payda tek, pay ¢ift oluyor. p # 13
ise payda p’'ye boliinmez ve tektir. Yani a = 13™ — p - 2" = 1’dir. (mod3)’ten p = 3 olur. m =1
ve n = 2 saglar. m > 2 ve n > 3 ise (mod8) ifadesinden m ¢ift olmalidir. Fakat bu durumda da
(mod7)’den geligki gelir.

Soru. p bir asal say1 olmak iizere p = x* + 4 esitligini tam sayilarda ¢oziiniiz.

Cozim.
p= xt+4
p=at+4r* +4 — 4% = (2* +2)* — (20)?
yani
p= (2?20 +2) (22 +22+2)
olur.

2’ +2x+2icin A < 0 ve baskatsay1 pozitif oldugundan dolay1 daima pozitiftir. Dolayisiyla z? — 2z +2
de pozitiftir. Bu ¢arpanlardan herhangi biri 1 olmazsa p asal say1 olamaz.

o 22— 224+ 2=1olursa z = 1, bu durumda p =5

e 22 +2x+ 2 =1 olursa x = —1, bu durumda p = 5

Dolayisiyla ¢oziimler:

(p, $) = (57 1)7 (57 _1>

Soru.

2 +328 +1 =491
esitligini saglayan (x,y) tam sayi ikililerini bulunuz. (Romanya Matematik Olimpiyat)
Coziim. x > 1 sayilari i¢in

423 1< ab+33 +1< a8 +423+4

oldugundan dolay1
(2°+1)? < 2% +32° + 1 < (2° +2)?
oldugu i¢in tam say1 ¢oziimii yoktur.

3 < —3 sayilarn icin
w0443+ 4 <5 +323 +1 <25 +223 +1

oldugundan dolay1
(2 +2)? <2+ 322 +1 < (2° +1)°

oldugundan dolay1 ¢6ziim yoktur. Dolayisiyla x yalnizca —1, 0, 1 degerlerini alabilir.
o v = —1ise: y* = —1 olur, y tam say1 olamaz.
e v =0ise: y* =1 olur, yani y = £1.

e 1 = 1ise: y* =5 olur, y tam say1 olamaz.

Dolayisiyla ¢oziimler:

(l‘,y) - (07 1)7 (07 _1)
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23. Soru. a,b,c tam say1 ve 1 < a < b < ¢ olmak iizere, (a —1)(b—1)(c — 1) ¢arpaninin abc — 1 say1sini
boldiigi (a, b, ¢) tglilerini bulunuz. (IMO 1992)

Coziim. Denklemde ¢ikarma igleminden kurtulmak igin bir déniistim yapallim: a —1 =z, b—1 =y,
¢ — 1 = z olsun. Bu durumda:

zyz | (e +1)(y+1)(z+1) -1

ver <y<z xvy,z€ZL" olur.

zyz | (ey+z+y+1)(z+1) -1
xyz |zyz+ey+ez+yz+r+y+z+1-1

xyz |zy+xz+yz+r+y+z
elde edilir. Buradan:

Ty +zrzt+yz+ar+y+z c
TYZ

Z+

Ifadeyi diizenlersek:

olur. z < y < z oldugundan

1 1 1 1 1 1

—> o> o> — > — > —

x Yy oz xy xz Yz
olur. Bu da bize x yerine deger secerek ifadenin maksimum degerini bulma sansi verir. Yani segebi-
lecegimiz en kiiciik iicliiyii segerek ise koyulalim.

o (z,y,2) = (1,2,3) i¢in:
1+1+1+1+1+1—2+5<3
2 3 6 2 3 6

o (z,y,2) =(2,3,4) icin:
LR NS NS S S SO R
2 3 4 6 8 12 24
e = > 3 i¢in en biiytk deger (3,4,5) ile alnir:
1 1 1 1 1 1 59

37175 T 0 w0

Bu da z > 2 igin ¢6ziim olmadigin soyler. Dolayisiyla x = 1 i¢in ifade 1 veya 2 olabildiginden ve
x = 2 i¢in ifadenin degeri 1 oldugundan 3 farkli durumda incelemek yeterlidir.

1) x = 1 i¢in ifadenin degeri 1 ise:
20422+ 14+yz=y2=2y+22+1=0
2y + 2z > 0 oldugundan dolayr miimkiin degildir.
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24.

2) z =1 i¢in ifadenin degeri 2 ise:
u+2z+1=yz=22+1=y(z—2)

_22—1—1
2= 2

Y

2 1+4-2 5
skl - €EZ=2z-2]5
z—2 2z — 2

z > 2 oldugundan dolay1 z € {3, 7} olur.

e 2z =3 ise y = 7 olur. z > y kosulu saglanmadigindan dolay1 ¢éziim yoktur.

e 2 =Tise y =3 olur. Bu bir ¢éziimdiir. (z,y,2) = (1,3,7) oldugundan (a,b,c) = (2,4,8)

3) = = 2 igin ifadenin degeri 1 ise:
324+3y+24+yz=2yz=3y+3z2+2=yz

_32+2
- 2-3

32+2=y(z—3) =y

32—|—2+9—3z_ 11

YAl — 11
po— z—SE =z —3|

z > 3 oldugundan z € {4, 14} olur.

e 2 =4 ise y = 14 olur. Bu z > y ile gelisir.

e z = 14 ise y = 4 olur. Bu durumda (z,y,2) = (2,4, 14) bir ¢éziimdiir ve (a,b,c) = (3,5, 15)
olarak bulunur.

Bu bolme islemini saglayan tigliiler (2,4, 8) ve (3,5, 15) olmak {izere | 2| tanedir.

Soru.
(z+1)'—(z -1 =y

esitligini saglayan tiim (x,y) tam say ikililerini bulunuz. (Avusturya Matematik Olimpiyati)

Cozim.
e+ D)= (-1t =y’

Binom acilimi yaparsak:
(z+D'=a2'+42° + 622 +dx+1, (z—1)'=2"—42° + 627 —da +1
Bu durumda:
(z+1D)*—(z—1)* =82° + 8z

Yani:
8x(x? +1) =y

Dolayisiyla 23 + 2 = % tam kiip olmalidir.
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o r > 1 i¢in:
<t rr<at 432 +3r+1= (v +1)°
oldugundan 2 + z iki ardisik kiip arasmdadir ve bu yiizden kiip olamaz. Coziim yoktur.
e r < —1 ic¢in:
(z+1)P <2®+2 <2’
oldugundan yine 2® + x tam kiip olamaz. Coziim yoktur.
o 7 =0 i¢in:
YP=0+D)'-0-1)=1-1=0=y=0

Dolayisiyla tek ¢oziim:

(z,y) = (0,0)

. Soru.
P’ ¢ =p+q)’
esitligini asal sayilar p ve ¢ igin ¢oziiniiz. (Rusya Matematik Olimpiyat)
Coziim. Varsayalim ki p, ¢ degerlerinin her ikisi de 3’ten farkli olsun.
3 | p+ q ancak ve ancak 3 | p> — ¢° olmalidir.
Asal sayilarin 3 modundaki kalani ya 1 ya da 2 (yani 1) olacagindan:
p,qg=+1 (mod 3)
e p=gq (mod 3) ise 3 | p* — ¢° olur ancak 3t p + ¢ olur.
e pZq (mod 3) ise 3 | p + ¢ olur ancak 3¢ p® — ¢° olur.

O halde p veya ¢ mutlaka 3 olmalidir.
Durum 1: p = 3 olsun.

Bu durumda:

21— =0B+q¢)?*=2T-¢>0=q< V2T~23=qg=2veyaq=1

q = 2 igin:

27 — 32 = —5# (3+2)® = 25 = uymaz
q = 1 asal degildir.
Durum 2: ¢ = 3 olsun.

Bu durumda:
p* —243 = (p + 3)?

Bu esitsizlige bakalim.

p > 7 i¢in:
p® —243 > (p +3)?

p < 7 i¢in:
p® —243 < (p +3)?

O halde yalnizca p = 7 ihtimali kalir. Deneyelim:

343 — 243 =100, (7 +3)? = 100 = esitlik saglanir

Dolayisiyla denklem yalnizca:

(p,q) = (7,3)

¢OzUmiinii alir.
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26.

27.

Soru.
z? —y! = 2001

denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz.
Coziim. Denklemi su sekilde yazalim:
z? = y! + 2001

ardindan denklemi (mod 9) altinda inceleyelim.
—2001 =6 (mod 9) oldugunu not alalim.

Kare sayilarm (mod 9) degerleri:

v ={0,1,4,7} (mod 9)

Bu durumda:

>+ 6=y" (mod9) =y ={6+0,6+1,6+4,6+7}={6,7,10,13} (mod 9)
Ancak y! =0 (mod 9) olursa bu degerlerden biri olamaz. Bu nedenle y! Z 0 (mod 9) olmalidir. Bu
da yalnizca y < 6 icin gecerlidir.
Yani:

y€{1,2,3,4,5}

Ayrica not edelim ki bir sayinin karesi (mod 10) altinda yalmzca {0, 1,4, 5, 6,9} degerlerini alabilir,
dolayisiyla
v* #{2,3,7,8} (mod 10) (1)

Simdi olasiliklar: inceleyelim:
e y=1: 22 = 2002 olur, 22 = 2 (mod 10), (1)’e aykir1, olmaz.
e y=2: 2% = 2003 olur, 2 = 3 (mod 10), (1)’e aykir1, olmaz.
e y =3: 22 = 2007 olur, 2 = 7 (mod 10), (1)’e aykir1, olmaz.
o y=4: 2% =2025 = x = 45, bu bir ¢dziimdiir.

e y =5 22 = 2121, bu say1 21 - 101 carpanlarina ayrilir ve tam kare olamaz.

Dolayisiyla denklemin tek ¢oziimii:

(z,y) = (45,4)

Soru.
5.7 +4 =37

denklemini negatif olmayan tam sayilarda ¢oziiniiz. (Bulgaristan Matematik Olimpiyat1)

Coziim. (Metin Can Aydemir)

Oncelikle z = 0 durumuna bakalim. O zaman:
7V +4=23%

olur. Fakat bu denklem (mod 3) altinda incelendiginde ¢oziim olmadigl net bir gekilde goriilir.
Dolayisiyla x > 0 olmalidir.

24



Denklemi (mod 5) altinda inceleyelim:

3¥=4 (modb)=2=2 (mod4)

Simdi denklemi su sekilde diizenleyelim:

3 =5"-T+4= (372 -2)(372+2)=5"- 7
(Qarpanlarin farki 4 oldugundan bu iki ¢arpanin ikisi birden hem 5’e hem 7’ye boliinemez. Dolayisiyla:

Ya3*24+2=7" yada 3/2—-2=7Y

i) 3%/2 4+ 2 = 7% ise bu esitlik (mod 3)’te incelenirse ¢oziim gelmez.
ii) 3%/2 — 2 = 7¥ ise 3*/2 + 2 = 5% olur.

Bu iki ifadeyi birbirinden ¢ikartirsak:
5 =T =4

Bu denklem (mod 5) altinda incelenirse:
=1 (modb)=y=0 (mod4)
Simdi:

5= A =T 44 -T2 44— 4.2 = 5% = (W2 4 2)2 — 4. 7v/?

= (V%4 2. Tu/4 2)(731/2 —2.7v4 4 9)
Eger bu iki ¢arpanin her ikisi de 5’e boliiniiyorsa, farklar: da 5’e boliinmelidir. Ancak bu fark:
4.7/

olur ve bunun 5’e boéliinebilmesi imkansizdir.

O halde bu ¢arpanlardan en az biri 1 olmali. Daha kii¢iik olan:

22 AL =1= (V1) =0=y=0

y = 0 ise:
5 =1+4=5=z=1 3 =9=2=2

Dolayisiyla tek ¢oziim:

(z,9,2) = (1,0,2)

. Soru. 23 + y® — 5xy = —4 denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz.

C6ziim. Once x 4+ y = d diyelim. Boylece y = d — x olur. Denkleme yazarsak
2>+ (d—z)* — 5x(d — 1) = —4
esitligi elde edilir. Agilim ve sadelestirme sonucunda x iizerinden ikinci dereceli denklem
(3d +5)2* —d(3d+5)z+d* +4=0
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seklinde olur. Bu denklemin diskriminanti

A=—3d+5)(d—4)(d*—d—4)

seklinde hesaplanir.

Simdi A > 0 kosulunu inceleyelim. Eger d > 5 olursa tiim carpanlar pozitif oldugu i¢in A < 0
olur. Eger d < —2 olursa yine igaret analizinden A < 0 ¢ikar. Bu nedenle yalniz d = —1,0,1,2, 3,4
degerlerini kontrol etmek yeterlidir.

e d=—1,0,1,2 durumlarinda A < 0 gikar, ¢6ziim yoktur.
e d =3 igin A = 28 elde edilir fakat bu bir tam kare degildir, ¢dziim yoktur.

d
e d=4igin A =0 olur. Bu durumda z = 5= 2 ve y = 2 bulunur.

Sonug. Denklemin tek tam say1 ¢oziimii

(z,y) = (2,2)

olarak bulunur.

. Soru.
22—y = 2zyz

denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz.

Coziim. (Metin Can Aydemir)
Denklemi y?’ye bélelim:

2 2
(012 (5)= - )1
Y Y Yy Y
Bu ikinci dereceden denklem L icin ¢oziiliirse:
Yy

Y

22+ /422 +4
rT_Z2 22 + =z4+v22+4+1

T

Burada . rasyonel oldugundan v/z2 + 1 da rasyonel olmalidir. Ancak bu yalnizca z? + 1 tamkare
oldugunda miimkiindiir.

Fakat z pozitif oldugundan:

(z+1)?=22+22+1>22+1> 22 = (2)°

Yani 22 + 1 iki ardisik tamkare arasmndadir ve bu nedenle tam kare olamaz.

x
Bu durumda v/z? 4 1 irrasyonel olur ve — rasyonel olamaz.
Y

Dolayisiyla denklemde pozitif tam say1 ¢oziimii yoktur:

’ (oziim yoktur.
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5m n

30. Soru. T _ony ifadesinin bir tam sayinin karesi olmasini saglayan tiim m, n € Z ve p asal sayilarini
m o __ np
bulunuz. (UMO Geng TST 2012)

Coziim. Ifadenin 0 olamayacag aciktir. O halde

seklinde  pozitif tam sayisi alalim. Ayrica 5™ > p - 2" oldugunu not edelim. Icler dislar carpimiyla

2 -1
S R, U
2 +1 p

elde edilir. Sol taraf 5’in kat1 oldugundan p = 5 olmalidir. Polinom bdélmesiyle

sm 200 _gn
241 P

esitligi yazilir. Buradan olasiliklar
?rl=1 2°+1=2, 2°4+1=5% 22+1=2-5° (m>a>1)
seklinde olur.

1) 2 + 1 =1 durumunda ¢oziim gelmez.
2) 22 + 1 = 2 durumunda 0 = 2"p gikar, ¢oziim gelmez.

3) 22 + 1 = 5% olsun. Bu durumda
5m_2‘5m—a:p‘2n

elde edilir. (mod 2)’den bunun ¢oziimii olamayacag1 goriliir.

4) 22 +1 =25 olsun. Bu durumda

5™ 5 — g 20,

m=1i¢in 5—5"%=p-2"olur. a = licin p=2,n =1,z = 3 ¢oziimii bulunur:

(m,n,p,z) = (1,1,2,3).

m > 2 igin m — a > 2 olursa p = 5 olmali, fakat (mod 25) incelenirse ¢oziimsiizdiir.

m — a = 1 olsun. Bu durumda p = 5 olmali ve 5™~ — 1 = 2" cikar. Zsigmondy Teoremi geregi
m = 2 diginda ¢oziim gelmez. m = 2 i¢in n = 2,p = 5, x = 3 bulunur:

(m’n?p7 :C) = (27 2’ 57 3)'

m —a = 0 olsun. Bu durumda 5™ — 1 = p-2" ve 22 +1 = 2- 5™ elde edilir. 5™ = p-2" + 1
denkleminde n > 3 i¢in 5™ = 1 (mod 8) oldugundan m ¢ift olmalidir. Cift m’lerde 5™ — 1
hem 2 hem 3’e boliiniir. Zsigmondy Teoremi geregi n > 4 icin yeni bir asal bolen vardir; bu da
geligkidir.

n =1 igin 5™ = 2p + 1 olur. Bu durumda 2> + 1 =4p+2 = (z — 1)(z + 1) = 4p gkar.
Carpanlar ¢ift olmak zorunda oldugundan x = 3,p = 2 bulunur. Fakat buradan m = 1 ¢ikar;
oysa m > 1 inceliyoruz. Coziim gelmez.

n = 2 icin 5™ = 4p + 1, dolaywisiyla 22 +1 = 8p +2 = (v — 1)(z + 1) = 8p cikar. Fakat
olasiliklarin hepsi geligkiye diiger. Coziim yoktur.
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31.

32.

Sonug. Denklemin tiim (m,n,p) ¢oziimleri

{(1,1,2),(2,2,5)}
seklindedir ve her iki durumda da ifadenin degeri 9 bulunur.

Soru.

zy(2® +y?) = 22°

denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz.

Co6ziim. (Metin Can Aydemir)
Verilen ifadeyi su sekilde yazabiliriz:

zy(2® +y°) =

Buradan:

(z—y)'+ (42)* = (z +y)*

elde edilir. Bu, 6zel bir Pythagorean figliisiine benzer bigimdedir. Fermat’in Son Teoremi’ne gore, bu
tiir bir denklemin ¢6ziimii yalmzca (x — y) = 0 veya z = 0 durumlarinda miimkiindiir.

Not: a*+b? = ¢* denkleminin ¢oziimiiniin olmadiginin ispati icin "Proof of Fermat’s Last Theorem for
specific exponents" baglikl kaynak incelenebilir. (Bu varyasyonun ispati ilerideki sorularda yapiliyor.)

i) z =0 igin:
ry(z? +y) =0=2=0veyay =0

Buna gore ¢oziimler:

($7y72) = (O,k,O), (k:,0,0)
ii) z = y ise:
227 = 2 (2® + 2°) = 20" = 2 = 27

Buna gore ¢oziimler:

(l’,y,Z) = (kakka)v (k7k7—k2)

Tiim ¢oziimler:

(z,y,2) = (0,k,0), (k,0,0), (k. k,k*), (k,k,—k*)

Soru.
PP +1llp+2=gq

denklemini asal sayilar p ve ¢ igin ¢oziiniiz. (Ulusal Antalya M.O 2000)
Coziim. p > 1 oldugundan dolay:

P4p?+1lp+2>15

Tam sayilar 6 ile boliindiiklerinde su kalintilardan birini verir: {6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3,6k+4,6k+5}.
Her bir durum i¢in asal olup olmama durumunu inceleyelim:

e p=0 (mod 6): p asal olamaz.
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33.

)
)
mod 6): Tek asal p = 3 olabilir.
): p asal olamaz (¢ift ve >2).
)

: Uygun olabilir, sonsuz asal vardir.

Simdi her olasi durumu mod 6 altinda inceleyelim:
1) p=1 (mod 6) igin:

q=p*+p* +1lp+2=1+1+11+2=15=3 (mod 6)
g >3 ve qg=3 (mod 6) oldugundan ¢ asal olamaz (3’ten biiyiik olup 3’e béliinebilir). Coztim yok.
2) p="5 (mod 6) i¢in:

pP=125=5 (mod6), p’=25=1 (mod 6)

q=5+1+11-542=5+1+55+2=63=3 (mod 6)
Yine ¢ > 3 ve ¢ = 3 (mod 6) oldugundan ¢ asal olamaz. C6ztim yok.
3)p=2:

q=8+4+22+2 =36 = asal degil

4) p=3:

q=27+9+33+2="71=asal

Dolayisiyla tek ¢oziim:

(p,q) = (3,71)

Soru.
-yt =27+ 1
denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz.

3

Coziim. 23 — 1 ifadesi goriildiigiinde yapilan klasik = y + m déniisiimiini yapalim. 23 — y® =

2y? + 1 > 0 oldugundan 23 > y3, yani > y olur. Bu nedenle m € Z* olmahdur.
(z,y) =y +my) = (y+m)’ -y’ =2y +1

3my? +3mPy +m® =22 +1= Bm -2y  +3m*y+m* —1=0

Bu bir y’ye bagh ikinci dereceden denklem. Diskriminanti hesaplayalim:

A =9m* —43m —2)(m* - 1) = —=3m* +8m* + 12m — 8

Bu A ifadesinin sifirdan biiyiik olmas: gerekir.

m>4=A<-84<0

Dolayisiyla m < 4 olmalidir. m € {1,2,3} degerlerini deneyelim:
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34.

(3-1-2)y"+3-1*%y+1>-1=9*+3y=0=>y=0veyay = —3
(.fll',y) = (170)7 (_37_2)

4y +12y +7=0= A = 144 — 112 = 32 (tam kare degil)

TP 2Ty +260=0= (y+2)(Ty+13) =0=y = —2
r=y+m=-24+3=1= (z,y) = (1,-2)

Dolayisiyla denklemin tiim ¢oziimleri:

(Qf,y) = (170)7 (17 _2>7 (_3’ _2)

Soru.
st 47 =p
denklemini p asal sayisi ve x tam sayisi i¢in ¢Oziiniiz.
Coziim. x = 1 igin:
P44t =144=5=p=5
Bu bir ¢oziimdiir.

Soruya baktigimizda amacimizin z* + 4 = p ifadesini carpanlarina ayirabilmek olabilecegi akla
gelmelidir.

x > 1 i¢in ¢arpanlara ayiralim. Varsayalim ki © = 2k, k € Z™ olsun.

ot 4+ 4% = (2k)* + 4% = 16Kk* + 4%

Bu durumda p sayis1 4 ile boliineceginden dolay: asal olamaz. Yani x ¢ift olamaz.

Dolayisiyla x tek olmahdir. Ayrica 4* = 4 (mod 5) ancak ve ancak z = 2k + 1 (tek) olduguna dikkat
edelim.

24 ={0,1} (mod 4) oldugu aciktir.

p=12*+4"=0 (mod 5) olmamasi i¢in 2* = 0 (mod 5) olmahdir. Bu da z = 0 (mod 5) anlamma
gelir. Ayni anda say1 tek oldugundan dolayr z = 10k + 5 olarak yazilir.

Bu durumda ifadeyi su sekilde yazalim:

1'4 + 4 X 410k+4

25642 — ¢ doniistimii yaparsak:

ot 4yt = ot + 4y Ayt — 42yt = (27 — 2oy + 207) (22 + 2oy + 207)

Bu carpanlara ayrilabilir yapi, p’nin asal olmasiyla celisir. Dolayisiyla asal olamaz.

Sonug olarak denklemin tek ¢oziimii:

(z,p) = (1,5)
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35. Soru.
A+1=(a®>-1)0*-1)

denklemini a, b, ¢ € Z olacak sekilde ¢oziiniiz.
flk Yol. Denklemde tiim degiskenlerin dereceleri ¢ift oldugundan genelligi bozmadan a > 0, b > 0,
¢ > 0 varsayabiliriz.
Denklem:
A+l=(a*-1)b*-1)

a=b=c=0ign 1= (0—1)? =1 saglandigindan (0,0, 0) agik bir ¢éziimdiir.
Simdi a, b, ¢ > 0 varsayimiyla diger ¢oziimleri aragtiralim.
Oncelikle ¢? + 1 sayisiin 6zelliklerini inceleyelim:
~c=2kignA+1=024+1=1 (mod4)-c=2k+1iginc*=1=c*+1=2 (mod 4)
Yani ¢ +1 =1 veya 2 (mod 4) olabilir. Simdi asal bélenlerini inceleyelim.
Eger p | ¢® + 1 ise:

=-1 (modp)=c'=1 (mod p)
Bu durumda ¢! = 1 sagladigina gore 4 | o(p) =p—1=p=1 (mod 4) olmahdur.

Dolayisiyla ¢ +1 ifadesi yalnizca 4k+1 bigiminde asal ¢arpanlara sahiptir. Ote yandan (a®—1)(b*—1)
¢arpimi igin:

- a ya da b ciftse, a> = 0 (mod 4) = a®> — 1 = 3 (mod 4) olabilir, yani 4k + 3 bigiminde bir bélen
icerme ihtimali dogar. - a ya da b tekse, a® — 1 cift olur, ama ¢® + 1 ifadesi 4’iin kat1 olamaz.

Dolayisiyla bu ¢eligkilerden 6tiirii a, b, ¢ > 0 durumunda denklem saglanamaz.
ikinci Yol (Sonsuz inis).
a = 2ay, b = 2by, ¢ = ¢; olacak gekilde yazalim. Denklem su hale gelir:
A+ 1= (4a —1)(4b3 — 1)
Carpmay agarsak:

2+ 1= 16a2b] — 4a® — 4b7 + 1 = ¢} = 16a7b? — 4a] — 402

Yani: )
2 = 44020 — a® — 1?) = (%) = 4a20% — a2 — b2
Simdi ¢y = S, az = ai, by = by tammiyla aym formda bir denklem daha elde ederiz:

c3 = 4albs — a3 — b3
Bu stireci stirekli tekrar edersek:
c>cp>cp>c3>-->0

seklinde pozitif tamsayilar arasinda sonsuz azalan bir dizi elde ederiz. Bu bir ¢eligkidir. Clinkii pozitif
tamsayilar arasinda boyle bir sonsuz azalan dizi olamaz.

Bu nedenle ¢ > 0 durumunda ¢oziim yoktur.

Sonug: Tek ¢oziim:

(a,b,c) = (0,0,0)
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36.

37.

Soru.
9% — 3% =y + 23 + 2 + 2y

denklemini x,y € Z olacak sekilde ¢oziintiz.
Coziim. Oncelikle 3% = a degiskeniyle ifadeyi sadelegtirelim. Bu durumda:
W —a=y'+2° + 4+ 2
Her iki tarafi 4 ile carpip 1 ekleyelim:
40> —da+1 =4y  + 82 + 4> + 8y + 1= (20 — 1) =4y + 8 + 49> + 8y + 1
Bu ifadeyi bir tam karenin karesi olarak yazalim:
(2a —1)* = (2y2 + my + 1)2 = 4yt +4my® + 4+ mHy? +2my + 1
Bu iki ifadeyi kargilagtiralim: - y? terimi icin 4m = 8 = m = 2 - y? terimi i¢in: (4+m?) =4+4 =38
uyuyor - y terimi i¢in: 2m = 4 uyuyor

Yani:

1+ (2y°+2y+1)

(20— 1) = (2 +2y+ 12 =>2a— 1=+ +2y+1) =>a= 5

Bu durumda a’nin tam say1 olabilmesi igin (2y? + 2y + 1) tek say1 olmalidir — bu da her y € Z igin
saglanir.

Ancak a = 3% pozitif bir tam say1 oldugundan sadece:

20 —1= 2 +2y+ 1) =a=9"+y+1

Dolayisiyla:
=y’ +y+1
Bu noktadan sonra bu denklemi test ederek ¢oziim arayalim:
e y=0:3"=0+0+1=1=2=0
e y=13=14+1+1=3=2=1
e y=2:3"=4+2+1=7— x tam say1 degil
e y=3:3"=9+3+1=13 — x tam say1 degil

y > 1icin y? + y + 1 ifadesi 3’iin kuvveti olamayacak sekilde hizli biiyiir. Deneyerek baska ¢oziim
gelmedigi goriiliir.

Sonug: Denklemin tiim ¢oziimleri:

(z,y) = (0,0), (1,1)

Soru. x ve y, 5'ten biiyiik asal ¢carpani olmayan pozitif tam sayilar olmak tizere, k£ > 0 bir tam say1
iken

denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim.
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38.

(r —y)(z + y) = 2F oldugundan x + y = 2™, x — y = 2" olur.

x =214 2" ye y = 2m~1 — 271 olarak bulunur.

Burada y tek bir pozitif tam say1 oldugundan m = 1 ya da n = 1 olmahdr.

m = 1 olursa y = 2° — 2"~! < 0, pozitif olmasiyla celisir. O halde n = 1 olmahdur.
xr — 1y = 2 elde edileceginden x ve y ayn1 anda ortak asal carpan igeremez.

x=3% y =23 veya x = 5% y = 3! olmahdir.

x = 3%, y =5"icin 5' = 2™~! — 1 oldugunu goriiriiz. Mod 4 altinda bakarsak
2" 1 =2 (mod 4),

m = 2 tek ¢oztimdiir. m = 2 ve n = 1 yerine koyunca (z,y) = (3, 1) elde edilir.
=5 ve y =5l ise 3™ = {1,3} (mod 8) olmalidr.

2m=1 = {2 4} (mod 8) oldugundan m = 2 ya da m = 3 olabilir.

m = 2 icin x = 3 olur; ancak x = 5 formunda kabul edilmemistir.

m = 3 i¢in x =5 ve y = 3 olur. O halde (5,3) de bir ¢oziimdiir.

Denklemin ¢oziim kiimesi {(3,1), (5,3)} olarak bulunur.
Soru. n? + 3" sayisi tamkare yapan biitiin pozitif tam sayilar1 bulunuz. (Geng Balkan MO 2000)

Cozim.

m? = n?+3" esitligini saglayan bir pozitif tam say1 olsun. (m—n)(m+n) = 3" oldugundan m—n = 3*

ve m+n = 3" % olmasm saglayan bir k£ > 0 tam sayis1 vardir. m —n < m+n oldugundan 3* < 37~%,
yani k < n — k ve dolayisiyla 2k < n, yani n — 2k > 1.

n—2k =1 1ise
2n = (m+n) —(m—mn)=3"%F-3"=3F3"2 1) =2.3F

olur. Buradan 3F = 2k + 1 elde edilir.
f(k) =3k — 2k — 1 olsun. k > 0 i¢in tam sayilarda f(k + 1) > f(k) oldugunu gosterelim:

flk+1) =3 —2(k4+1)—1=(3"-2k—1)+(2-3"-2) > 3" -2k — 1,

ciinkii 3¢ > 1dir. Bu da k > 1 icin dogrudur. Ayrica f(1) = 0 oldugundan k > 2 i¢in f(k) > 0. k=0
da denenmelidir ve saglar.

Sonug olarak k =0 i¢ginn =1, k=1 i¢in n = 3.
n=11i¢in n?+ 3" =4, n = 3 icin n? + 3" = 36.

Gelelim n — 2k > 1 durumuna. n — 2k > 2 ise k < n — k — 2 olur. m — n < m + n esitsizligiyle
3k S 3n—k—2‘

on = 3’n—k‘ o 3k 2 3n—k o 3n—k—2 =8. 3n—k—2‘
Daha once ispatladigimiz 3% > 2x + 1 esitsizligini kullanarak,
8-3"F 2 >8(1+2(n—k—2)) =16n — 16k — 24.

Dolayisiyla
2n > 16n — 16k — 24 = 8k + 12 > Tn.

Oysa n > 2k 4 2 oldugundan 7n > 14k + 14. Bu durum

8k+12>14k+ 14 = —6k>2 = k<0
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sonucunu verir; bu da £ > 0 kogsuluyla celisir.

Boylece yalnizca k = 0 veya k = 1 miimkiindiir. £ = 0 igin m —n = 1, m +n = 3" denkleminden
"=2n+1lolurven=1%k=1icin m —n =3, m+n = 3""! ve benzer bir kiyaslamayla n = 3.
Sonug:

n=1= n?24+3"=4, n=3 = n?+3"=36.

Soru. a,b, m,n pozitif tam sayilardir. n > 1 i¢in
ise @ = b oldugunu kanitlayimiz.

Coziim. Ifadeyi pozitif tam sayilarda ispatlayalim. (Muhtemelen istenen durum bu ve sorunun ca-
ligabilmesi igin n > 1 olmaldir.)

a=dr,b=dy, (x,y) =1 olacak sekilde z,y, d pozitif tam sayilarimi alalim. Buradan
d*-(a" +y")=2"
oldugu i¢in ve d | 2™ oldugundan d 2'nin kuvveti olmaldir. O halde
x4yt =27

olacak gekilde z pozitif tam sayis1 vardir. (z = 0 olamaz ¢ilinkii 2" + y™ = 1 olunca x,y ayn1 anda
pozitif olamaz.)

n ¢ift olsun ve varsayalim ki x, y tek sayilar olsun. Bu durumda 2" + y™ = 2 (mod 4) olacag agiktir.
z = 1 tek olas1 ¢oziimdiir. Bu durumda da x = 1 ve y = 1 saglar. Bu da bize a = b oldugunu gosterir.
x,y zit paritede olursa sol taraf tek say1 geleceginden celigkidir.

x,y ¢ift olursa (x,y) = 1 olamaz. Celigki.

n tek say1 olmalidir. O halde

xn +yn — (l’ 4 y> (xnfl o xany 4o _'_ynfl)

seklinde ifadeyi faktorize edebiliriz. Benzer gekilde x, y ayni1 anda tek olmasi gerektiginden 2. ¢arpan
daima tek sayidir. Dolayisiyla bu say1 1 esit olmalidir.

Bu durumda z 4+ y = 2% olur. Yani

elde edilir. Ancak bu da z =1 i¢in 2" = z ve y = 1 i¢in y" = y oldugundan ve z > 1 i¢in 2" > z ve

y > 1icin y™ > y oldugundan x = 1 ve y = 1 olmalidir. Bu da bize x = y yani a = b sonucunu verir.

Geriye n = 1 durumu kalir. Bu durumda da a = 2™ — b elde ederiz. Bu durumda a = b’nin
caliymadigina dair bir 6rnek olarak (a,b,m) = (2,6, 3) durumu 6rnek verilebilir.

Soru. 2™ + 3" = k? denklemini saglayan pozitif tam sayilar1 bulunuz.

Coziim.

m = 0 i¢cin n = 1, n = 0 igin ise m = 3 olmahdir. Fakat m,n > 0 seklindeki ¢oziimleri ariyoruz.
2™ 4+ 3" = k? oldugundan ged(2, k) = ged(3, k) = 1, bu nedenle k'nin 2'nin veya 3’iin kat1 olmadig
goriiliir. k = 6k £ 1 olur. k2 =1 (mod 12) bulunur.

Denklemi 3 modunda incelersek 2™ = 1 (mod 3), yani m c¢ifttir. Denklemde 2™ > 4 oldugundan
2™ =0 (mod 4) olur. Bunu kullanirsak 3" = 1 (mod 4), buradan da n ¢ift olmalidur.
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m = 2M, n = 2N doniisiimleri yapilirsa
(2M)2 4 (3M)2 = k2
ifadesine doniigiir. ged(2,3) = 1 oldugundan pisagor {igliisiiniin ilkel ¢oztimlerine esittirler:
oM —9xy, 3V =a? -9 k=249~

2M=1 — gy ve M > 1 oldugundan x = 2%, y = 2 doniisiimleri yapilabilir. « +v > 0 ve u > v elde

edilir. 22% — 22* = 3 ifadesinden v = 0 oldugu goriiliir.

2" 4+ 1= 3% ve 2" — 1 = 3" oldugundan
2t =37(37 + 1)

buradan r = 0 olmas1 gerektigi goriiliir. » = 0 i¢gin v = 1, s = 1 bulunur; yani z = 2, y = 1,
dolayisiyla
k=a?4y*=5, 3¥N=3=N=1, 2 =4= M =2,

yani m =4, n = 2, k = 5 ¢oziimii elde edilir.

Pozitif tam sayilarda tek ¢oziim | (m,n, k) = (4,2,5) | dir.

Soru. p™q" = (p + q)* + 1 olacak sekildeki tiim (m,n,p, q) pozitif tam sayilarii bulunuz.

Coziim. (Metin Can Aydemir)
Oncelikle p = ¢ icin ¢oziim var m1 aragtiralim. Denklem
pm+n — 4p2 + 1
olur. Sol taraf p ile boliindiigiinden, 4p?+ 1 ile 1 sayis1 da p ile boliinmek zorundadir. Bu ancak p = 1
ile miimkiin olur; fakat p = 1 denklemi saglamaz. Simdi genelligi bozmadan p > ¢ kabul edelim.
Eger m > 3 ise
Pt =Pt (Pt )+ 1< (p+p)+l=4p" 41,
dolayisiyla
PP <4p’+1 = p<A4.

p = 1 olamaz ciinkii p > ¢ > 1’dir. p = 2 igin ¢ = 1 olmaldir; ancak 2™ = (2 + 1)? + 1 denkleminin
¢oziimi yoktur. p = 3 i¢in ¢ = 1 veya ¢ = 2, her iki durumda da ¢6ziim bulunmaz. p = 4 icin
g = 1,2,3 denersek yine ¢oziim yoktur.

i) m = 2 olur. Bu durumda ¢ = 1 igin p*> = (p + 1)? + 1 denkleminin ¢éziimii yoktur, dolayisiyla
q > 2. Denklemi diizenlersek

p*(¢" = 1) = 2pg — (¢* +1) = 0.
Bu, p’ye gore ikinci dereceden bir denklemdir. Vieta’dan koklerin ¢arpimi
" =1

oldugundan koklerden biri pozitif, digeri negatiftir. Pozitif kok

q+ /qn+2_qn+1
p:

qn —1

olur. Ifade > 1 oldugundan
Ve +1>¢" -1 = P ="+ 1> (¢" —q)’
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gibi bir dizi esitsizlik saglanmalidir. Bu analiz n > 4 i¢in geligki verir; n = 3 igin ¢ < 3 gerekir, ama
q = 2,3 higbir ¢oziim vermez. n = 2 ise (pq)*> = (p + ¢)* + 1 olur; aralarinda bir fark olan tek tam
kareler 0 ve 1’dir, yine celigki. n = 1 i¢in

PPa=p+q¢*+1 = ¢F+ql2p—p)+p°+1=0.

Bu denklemin kokleri Vieta’dan hem pozitif tam say1 hem de biri p’den kiiciik, digeri > p olmalidir.
Yapilan analiz sonucunda tek ¢oziim (p, q) = (5, 2), dolayisiyla (p, ¢, m,n) = (5,2,2,1).

ii) m = 1 olur. Bu durumda g ¢ift olamaz; aksi takdirde (p+ ¢) tek kalir ve (p+¢)?*+1 =2 (mod 4)
olur, bu da ancak n = 1 i¢in miimkiin ama o da ¢éziim vermez. Dolayisiyla n > 2, ¢ > 3. Denklemi
diizenlersek

P’ = p(¢" —2¢) + (¢* +1) = 0.
Kokler p; > py olsun. Pozitif tam kok ve py > 2 zorunluluguyla yapilan kiyaslamalar sonucunda tek
¢oztm (p,q) = (13,5), yani (p,q, m,n) = (13,5, 1,2).

Sonug olarak tiim ¢oziimler:

(p,q,m,n) = (5,2,2,1), (2,5,1,2), (5,13,2,1), (13,5,1,2).

Alternatif Yontem
P = (p+q)?>+1=p*>+2pq+q¢*>+1oldugu igin p | ¢* + 1 ve ¢ | p*> + 1 oldugu agiktir.
p = ¢ oldugunu diigiinelim. p | p?> + 1 olur. p | 1 ¢ikar ki bu miimkiin degildir.

Genelligi bozmadan p < ¢ alalim. p = 1 durumu ¢ = 2 durumunu gerektirir ki miimkiin degildir.
q>p=2

Pt = (p+a)* +1 < 4¢* < p*¢* < pg’ < p"¢’

esitsizliklerinden n < 3 oldugu agiktir.
n =2 igin p™ < 4 olur. m =1, p = 2 veya p = 3 oldugunu kullanalim.
p =2 icin

2¢° = (2+¢)* +1
olur ve bu ¢ = 5 i¢in ¢oziimdyiir.
p = 3 igin

3¢ =034q)+1
olur; ¢oziimii yoktur.
n =1 igin p™ < 4q gelir. ¢ | p?> + 1 oldugunu biliyoruz.
qg=p>+1ise

Pl +1=p"+2p" +2

bu da p | 2 oldugunu gosterir. p = 2 ise ¢ = 5 bulunur; sag taraf 25 ile boliintirken sol taraf 5 ile
boliinmez, geligki.

Bu nedenle

p™ < 2(p?+1) elde edilir. p = 2 i¢in m < 3, diger durumlarda m < 2 bulunur.
p = 2 olmasi ¢ < g demektir; fakat ¢ > p, celigki.
Dolayisiyla m < 2.
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m =1 i¢in
pa=(p+q)*+1
olur; ¢oziim vermez.
m = 2 i¢in p* < 4q olur. ¢q | p* + 1 oldugundan p? + 1 = kq ile k = 1,2, 3,4 denenir. Mod3 ve mod4
analiziyle yalnizca k = 2 kalr:

PP+1=2¢ = p'+20°+5=4¢>+4.

p| ¢* + 1 oldugundan 4p | p* + 2p* + 5, buradan p | 5 elde edilir. p = 5 ve ¢ = 13.

Sonug:
(m,n,p,q) € {(2,1,5,2),(2,1,5,13),(1,2,2,5),(1,2,13,5)}.
Soru. ab # 1, a,b > 0 olmak {izere
_a*Fab+ b’
- ab—1
ifadesi ile elde edilebilecek tiim &£ > 0 degerlerini bulunuz.

k

Coziim. (Metin Can Aydemir) b = 0 igin k = —a? olur fakat k£ > 0 oldugundan a = k = 0 olabilir.
Benzer sekilde a = 0 i¢in de ayni durum gelir. a = b > 0 i¢in,

3a? _34 3
a?—1 a?—1

olur. Buradan tek ¢oziim a = 2, k = 4’tiir. Simdi genelligi bozmadan a > b olsun.

k=

i) b=11ise
k

a’+a+1
=—=a+2+
a—1 a—1

olur. Buradan a = 2 ve a = 4 ¢oziimleri gelir ve her ikisi i¢in de k£ = 7’dir.

i) a >b>1ise
a® + ab + b? 3ab
> >
ab—1 —ab—1
oldugundan k > 4 olur. Ayrica k = 4’iin sagladigin1 zaten biliyoruz. Dolayisiyla k£ > 4 i¢in inceleme-
miz yeterlidir. Simdi bu fonksiyonu ve m > n > 1 sartim1 saglayan tamsay1 ¢iftlerinin arasindan en
kiigiik m degerli olan1 alalim:

k= 3

flx)=a2>—(k—1Dnx+ (n*+k).
m bu fonksiyonun bir ¢oziimiidiir. n? > 4 oldugundan
f(n) =k — (k—3)n*<0.
Esit olamaz ¢iinkii esit olursa
n*(k—3)=k = k=n%k—-3)>4k—12 = k=4,

gikar, celigki.
f bir paraboldiir ve kollar1 yukar1 dogru bakar; f(n) < 0 ise n iki kok arasimnda olmalidir. Diger kok
p olsun; m > n > p. Vieta’dan

m+p=(k—1n, mp=n®+k.

buradan p pozitif tamsay1 bulunur. Dolayisiyla (m, n, k) ¢6ziim ise (n,p, k) da bir ¢éziimdiir; bu da
m’nin en kii¢iik olmasiyla celigir. Dolayisiyla p = 1 olmalidir. Buradan 6nceki ¢oziimler elde edilir.
Sonug:

k e€{0,4,7}.
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44.

45.

Soru. 1209 — 492006 _ 2006 = 4y?°°7 + 2007y denkleminin pozitif tam sayilarda ka¢ coziimii vardir?

Cozim.

Ifadeyi adim adim diizenleyelim.

22006 — 432007 | 42006 L 9007y 4+ 2006
2% 41 = (49 4 2007) (y + 1)
Simdi ise
4y2% 12007 =3 (mod 4)

oldugunu gorelim. Buradan x2°%6 + 1 ifadesinin 4k 4+ 3 formunda carpani olmasi gerektigi goriiliir.
21903 = ¢ dersek:

Simdi #? + 1 icin gecerli olan &zellikler bulalim.

-t =2k olursa t* + 1 =1 (mod 4) olur. - t = 2k + 1 olursa t* + 1 = 2 (mod 4) olur. (1)
Simdi ¢nin 2 diginda asal ¢arpanlarimin tamamimin 4k + 1 formunda oldugunu gésterelim. (2)
p|t*+1olsun. * = —1 (mod p) olur t* =1 (mod p)

p | t* + 1 oldugundan (¢,p) = 1 dir. Fermat teoreminden #*~! =1 (mod p) Buradan 4’iin p — 1 in en
kiigiik kat1 oldugunu gérmek miimkiindiir, yani 4 | p — 1.

Buradan t? 4 1’in 4k + 3 formunda carpani bulunmamalidir. Dolayisiyla denklemin ¢oziimii yoktur.
Soru. n > 3 kogulunu saglayan her dogal say1 igin 722 + y2 = 2" denklemini saglayacak z,,y, tek
bir dogal say: ikilisinin bulundugunu gésteriniz.

Cozim.

n = 3 i¢in (1, 1) bir ¢oziimdiir.

722 +y? = 2" denkleminin saglandigini kabul edelim. Oyle ki 7X2+4Y? = 2"*! ¢ziimii bulundugunu
gosterelim.

()4 (I = g (72 4 y2) = 2

Oldugundan dolay1 =, + vy, ¢ift olacak gekilde bir ¢oziim daima vardir. n = 3 i¢in (1,1) ¢ozimi
oldugundan n = 4 i¢in bu 6zelligi kullanarak 6rnegin (0,4) ya da (1,3) ¢éziimlerini goriiriiz.

Soru. p(n) = ¢(2n) denklemini pozitif tam sayilarda ¢oztinitiz. (p(n): 1 ile n arasinda (n dahil),
n’den kii¢iik ve n ile aralarinda asal pozitif tam sayilarin sayisi.)

Coziim. Euler—¢ fonksiyonunun o6zelliklerinden dolayr gerek ve yeter sartin n = 2k + 1, k € Z*
olacak sekilde sayilarin secilmesi yeterli olacaktir. Simdi bunu gosterelim.

Oncelikle Euler— fonksiyonunun degerini bulduran formiilii ispatlayalim. n = p$'p$? - - - p* olsun.
t
o) = [[ps" (i —1).
i=1

Bunu ispatlamak i¢in énce bir lemma elde edelim.

Lemma 1.
m m—1

(™) =p" —p" 7,

p asal ve m pozitif tam say1 iken gecerlidir.
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Ispat: 1 < i < p™ ve (i,p™) = d olsun. Eger d > 1 ise d’nin asal béleni ¢ vardir ve ¢ | p™ oldugundan
g =p. Yani p | i. p™ ile aralarinda asal olmayan tam sayilar

p,2p,3p, ..., p" 'p

say1s1 kadardir. Toplam p™ sayidan p™~! tanesi cikarilirsa

Simdi asil ispatimiza donelim. t = 1 i¢in Lemma 1’den apagciktir. ¢ > 1 i¢in tlimevarima gidelim.

t—1
nmo=[Ip n=mpr, (m,p) =1
i=1
olduguna gore

Tiimevarim hipotezinden

t—1

90(711) = Hp?_l(pz‘ - 1); %O(I??) = pft _p?—17
i=1

bunlar1 ¢arparsak

p(n) = prﬂ(pi —1).

Simdi p(n) = p(2n) kosulunu inceleyelim. Eger 2% || n ve n = 2%ny ¢ift olursa,
p(2n) = @(27) p(n2) = (2" = 2%) p(ma),

p(n) = 0(2%) p(ny) = (2° = 2°7") p(ny),

olacagindan
©(2n) 20

p(n) — 2+
Bu miimkiin degildir. Dolayisiyla n tek olmalidir.

=241

Soru. z* +y* = 2? denkleminin pozitif tam sayilar kiimesinde ¢dziimiiniin olmadigini gosteriniz. (Bu
soru FST n = 4’in 6zel bir durumudur. (Bu pdf’teki diger bir¢ok soruda kullanilan teorik bir ispat
igeriyor.)

Co6ziim. Varsayalim ki bu denklemin {(xg, yo, 20) } igin pozitif tam say1 bir ¢dziimii olsun. (g, yo) = d
olsun. O halde d? | z olacagindan dolay1 (%0, o, 2—3) de bir ¢oziim olmalidir. Bu ¢oziimdeki degis-
kenleri sirasiyla a, b, ¢ olarak alirsak

S={ceZ":a"+b" = ve (a,b) =1 olacak sekilde a,b € Z"}

seklinde soruyu diigtinebiliriz.

Yukaridaki S varsayimimdan dolay1 S # () olmas: gerektiginden iyi siralanma ilkesi geregince S nin
en kii¢iik eleman: olmalidir. (a?, 6% ¢) =1 ve

(a2)2 =+ (b2)2 — C2
seklinde diigiiniirsek (s,t) =1 ve s ¢ (mod 2) igin

a?=2st, b*=s*—1t, F=s5+1t
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oldugunu gosterelim.

ispat:

Lemma: Ispata girerken 6ncelikle a cift oldugu icin b ve ¢ nin tek oldugunu gosterelim. a? + b? = ¢?
denkleminde «a ile b’'nin ikisinin de tek olmasi ¢ = 2 (mod 4) olmasima neden olur. Her ikisinin de
¢ift olmasi ise (a,b, c) = 1 kabuliinden dolay: gelisir.

Burada bizim ¢ift olan terimimiz a oldugu i¢in ¢ + b ile ¢ — b de ¢ift olmalidir. a = 2r, b + ¢ = 2u,
b — ¢ = 2v olacak sekilde r,u,v > 1 tam sayilar vardir. a®> = b? — ¢? oldugundan 4% = 2u - 2v, yani
r? = uv elde edilir.

Simdi (u,v) = 1 oldugunu hizhca gosterelim: d = (u,v) olsun. ¢ — b = 2u ve ¢ + b = 2v oldugundan

c=u+vveb=wu—volmahdir. d | cved|bise (bc)=1oldugu i¢in (u,v) = 1 olmahdir. (u,v) =1

oldugundan dolay1 w ile v ayr1 ayr1 tam karedir: v = s2, v = t2, s,t > 1. Ifadeleri diizenlersek
a?=2st, BP=s>—1t, F=s"+1t

oldugu ispatlanmig olur.

2. esitlikten b? + t* = s% bulunur. (s,t) = 1 oldugundan (b,s,t) = 1 olmahdir. Pisagor iicliilerini
Lemma’mizdan dolay1 b tek oldugu icin ¢ ¢ift, s tek olmalidir.

a? = 2st oldugundan (%)2 =s-Lolur. s =u® ve t = 20% u,v > 1 tam sayilar vardir. b* + (20*)* =
(u?)? bulunur. (s,t) = 1 oldugundan (u,v) = 1 olacag: da aciktir. s tek oldugundan u tektir.

Ispatini verdigimiz ifadeyi tekrar kullanacak olursak
w? =2f, bV =e—f uw=e+f?

ve (e, f) = 1 olacak gekilde e, f > 1 tam sayilar1 vardir. v? = ef oldugundan e = ¢%, f = r? elde edilir.
O halde u? = ¢* + r* elde edilir. (e, f) = 1 oldugu igin (¢,r) = 1 de olmahdir. Fakat u < s < a® < ¢
oldugundan ve ¢ en kiigiik olmasiyla ¢eligir. O halde denklemin pozitif tam sayilarda ¢oziimi yoktur.

Coziim tam sayilarda olsa idi zy z = 0 ifadesi saglanmaliydi ciinkii z* + y* = 2? icin ¢oziimiimiizii
Z\ {0} kiimesine genelleyebilirdik; o halde x,y den biri ¢ift olmahdir ve o say1 da 0’a esgit olmalidir.
Bu nedenle zy = 0 elde edilebilirdi.

Soru. a! + b® = 18 + ¢ denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz. (UMO 1. Asama 2013)

Cozim.

3= —1,0,1 (mod 7) oldugunu kullanalim. 18 + ¢ — b3 € {2,3,4,5,6} (mod 7) elde edilebilir. yani
a! 0 (mod 7) oldugundan dolay1 a < 7 oldugunu buluruz.

(a) a=2icin b® — ¢ = 16 olur. ¢ > 2 igin b > ¢ oldugundan dolay1 en az b = ¢ + 1 olabilir. bunun
icin ise 3¢2 4+ 3¢+ 1 ¢ > 2 icin ¢oziimsiizdiir. ¢ = 1 olmasi durumunda ise 7 = 16 olacagindan
dolay1 ¢oziimii yoktur. b = c+2 olsa idi 6¢2 4+ 12¢+8 > 16 olacagindan dolay1 a = 2 i¢in ¢oziimii
yoktur.

(b) a > 2igin 3 | b* — ¢ oldugundan dolay1 9 | b — ¢® de olmas1 gerektiginden dolay1 a > 6 olmast
gerektigi bulunur. Dolayisiyla a = 6 olmalidir.

a =6 icin ¢® —b* =702 = 2- 3% - 13 olur.

(c=b)(F+bc+b*) =702 = (c—0b)[(c—0b)*+3b]
3| ¢ — b olur. dolayisiyla 3x = ¢ — b, x € Z* vardir.

37 (922 +3bc) =2-3°-13 = 2(32° +bc)=2-3-13.

x > 3 icin 322 + be > 27 olur ve
x (32 +bc) > 81 > 78

oldugundan ¢oziim yoktur. x = 1 veya x = 2 olmalidir.

40



48.

49.

(a) x =11i¢in 1(3+bc) =78 = bc=Tvec—b=3-1 = b(b+ 3) = 78 olur ancak ¢oziim
gelmez.

(b) x=21i¢in 2(12+bc) =78 = 124+bc=39 = bc=2Tvec—b=3-2 = bb+6)=27 =
b=3, c=9 ¢oziimii gelir.

O halde denklemin ¢oziimii (a,b,c) = (6,3,9) olmahdir.

Soru. m?® — n? = 9% + 123 esitligini saglayan kac (m,n, k) negatif olmayan tam say1 iicliisii vardir?

(UMO 1. Asama 2014)

Cozim.

2> =-1,0,1 (mod 3) oldugunu ve denklemden dolay1 k& > 0 igin
m?® —n®*=6 (mod 9)

olmasi gerektigini goriiriiz. Ancak m?® —n?® € {—2,—1,0,1,2} (mod 9) oldugundan dolay1 denklem
saglanamaz. Dolayisiyla k = 0 olmalidir.

m? — n3 = 124 denklemini ¢ézmemiz yeterlidir.

(m —n)[(m —n)?+ 3mn] = 124.

m—-n=1, m—n=2, m—n =4,

(m —n)*+ 3mn = 124 (m —n)? 4+ 3mn = 62 (m —n)*+ 3mn = 31
[k sistemi incelersek m —n = 1 ve 3mn = 123 yani mn = 41 olur; iki ardigik sayinin carpimi olarak
yazilamaz, ¢oziimsiizdiir.
Ikinci sistemde m —n = 2 ve 3mn = 58 oldugundan mn ¢ Z, ¢oziimsiizdiir.

Uciincii sistemde m—n = 4 ve 3mn = 45 olup mn = 15 bulunur. n(n+4) = 15 denklemi n?+4n—15 =

0 ¢oziimii n = 1 verir, m = 5 olur. Boylece tek ¢oziim | (m,n, k) = (5,1,0) | seklindedir.

Soru. p, 4p* + 1, 6p? + 1 birer asal say1 olacak sekildeki p sayilar1 icin
22°% — y3 =p
denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz.

Cozim.

Oncelikle p degerini bulalim. p = 5a + b olsun. p*’yi bulalim.
(5a + b)* = 25a® + 10ab + b* = 5 (5a® + 2ab) + b*.

Bu ifadede 5a + 2ab = ¢ doniisiimiinii yapalim. p* = 5¢ + b? olur.

1) b = 0 olarak alirsak 5’in kat1 tek asal say1 5 olacagl i¢in p = 5 olmalidir. 4p* + 1 = 101 asal say1,
6p* + 1 = 151 asal say1 oldugu aciktir.

b# 0 (mod 5) i¢in b> = 1,4 (mod 5) oldugunu kullanalm.

2) b* =1 (mod 5) ise 4p*> + 1 = 0 (mod 5) ve asal olmas1 gerektiginden dolay1 4p* +1 =5, p =1
olmalidir; fakat p asal olmasiyla celigir.

3) b = 4 (mod 5) ise 6p? + 1 = 0 (mod 5) ve asal olmasi gerektiginden dolay1 6p* + 1 = 5 olmasi
gerekir; fakat p asal olmasiyla celigir.
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50.

51.

O halde p = 5 olmalidir. Denklemde yerine koyarsak
22 — ¥ =5
denklemi elde edilir.
223 = 93 + 5 olur. Varsayalim ki y cift olsun. O halde
20 =13=1 (mod 2)

olacagindan dolayr miimkiin degildir. O halde y = 2k 4+ 1, k € Z olmalidir.

223 = 8k% + 12k? + 6k + 1 + 5 = 8k + 12k* + 6k + 6,

yani
Ak + 6k* + 3k + 3 = 23

denklemini ¢ozsek yeterlidir. £'nin 3 ile béliimiinden kalanlar inceleyelim. Oncelikle 2* = {0, 1, 8}
(mod 9) oldugunu belirtmekte fayda var.

1) k=0 (mod 3)ise 2® = 3 (mod 9) olacagindan dolay1 ¢éziimii yoktur. 2) k =1 (mod 3)ise x® =7
(mod 9) olacagindan dolay1 ¢oziimii yoktur. 3) k =2 (mod 3) ise 2> = 2 (mod 9) olacagindan dolay1
¢oziimi yoktur.

O halde diyafont denklemimizin ¢ézliimii yoktur.
Soru. t? + 1 = s(s + 1) denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz. (UMO 2. Asama 1994)

Cozim.

t? + 1 = s(s+ 1) ifadesini t* = s? + s — 1 geklinde diigiiniirsek s? < s> + s — 1 olmas1 igin 0 < s — 1,
yani 1 < s olmalidir.

s2+5—1< 5%+ 2s+ 1 olmasi i¢in ise s — 1 < 25+ 1, yani —2 < s olmahdir. O halde s > 1 icin
< +s—1<s*+25+1,

yani
sf<t? < (s+1)°

olacagindan ardigik iki tam sayimin karesi arasinda bagka bir tam sayinin karesi bulunamaz. O halde
s < 1 olmalidir. Soruda verilen s > 1 ifadesinden dolay1 s = 1 olur.

t2+1=1-2yani t?> =1 buradan ¢ > 1 oldugu icin ¢oziim kiimemiz

{(t;s) = (1, 1)}

olarak bulunur.

Soru. 22 + 3367 = 2" denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz. (UMO 2. Asama 1998
Co6ziim. (Geo) 3367'nin asal ¢arpanlara ayrilig1 3367 = 7 - 13 - 37°dir. Eger
*=2" (mod 7)
ise uygun bir m € N i¢in n = 3m olur. Boylece
3367 = 2" — 2® = (2™ — x) (2% + 2"z + 2?).

Buna gore a = 2™ —x, b = 22" 42y + 22 diyelim. a? < b ve ab = 7-13-37 oldugundan asagidakilerden
biri dogrudur: ))
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02.

(a) a=1,b=7-13-37,
(b) a=7,b=13-37,
(¢) a=13,b=17-3T.

b—a? = 3.2z ve 2™ > /3367 > 14 oldugu igin (i) ve (iii) gegerli olamaz; ancak (i7) durumu
sozkonusudur. Bu durumda

b—a®>=(13-37) — 7> =481 — 49 = 432 = 3-2*. 32,
oldugundan m = 4, x = 9 ve dolayisiyla n = 3m = 12 elde edilir. Gergekten

9% 4+ 3367 = 729 + 3367 = 4096 = 2'2.

Soru. 3% + 11¥ = 2? denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz. (UMO 2. Asama 2001)
Cozim.
Denkleme mod8 altinda bakalim.

34+ 11Y = {2,4,6} (mod 8), 2z*={0,1,4} (mod 8)

oldugundan 3* + 11¥ = 4 (mod 8) olmalidir. Bu denkligin saglanmasi i¢in = veya y’den biri ¢ift,
digeri tek say1 olmalidir.

1) x =2p, p € Z" olsun.
(z —3°) (2 +3F) = 11V.

Her iki ¢arpan da 11’in kuvveti olacagindan ve z — 3 < z + 3P oldugundan
z—3P =11k 243 =11 L rezt.

Buna gore
(z+3) - (z—3) =11F*" 11k =2.3,

sol taraf 10’un kati iken sag taraf 10’un kat1 degildir. C6ziim yoktur.

2) y =2q, ¢ € Z" olsun.
3" = (2 —11%) (2 + 119).

Pozitif tam a, b igin
2 —119=3% 24119 =3

Bunlarn cikarirsak
2117 =3t — 37 = 3% (3" — 1).

Sol taraf 3’iin kat1 olmadigi igin @ = 0 olmalidir. Ayrica 3° = 1 (mod 11) oldugundan b = 5w, w € Z*
vardir.
2-119=3"—1=(3"—1) (3" 4+ 3% 4 3% 4 3¥ 4+ 1).

3¥ =1 (mod 11) oldugundan ikinci ¢arpan 5 (mod 11) olur ve bu ancak w = 1 ise mimkindiir.

w = 11i¢in b =5, a = 0 bulunur.
z2—119=3"=1,
2+ 119 = 3° = 243,

buradan z = 122, 119 = 121 ve ¢ = 2. Sonug olarak y =2¢ =4, a =10, b =15 ise
r=2a+b=>5.

Dolayisiyla tek ¢oziim

(x,y,2) = (5,4,122) |
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53. Soru. 5™ + 7" = k? esitligini saglayan tiim (m,n, k) negatif olmayan tam say1 iicliilerini bulunuz.

(UMO 2. Agama 2005)

Cozim.

(Geo) Denklemi mod4’te inceledigimizde

bu toplam ancak 1+ (—1)" =4 (mod 4) olacaksa n tek olmahdir.

mod7’de
5™ in kalan sinifi {5,4,6,2,3,1}, &*in kalan simfi {1,1,6,1,6,6,0}.

Bu nedenle 5™ = k* (mod 7) uygulandiginda m = 3 (mod 6) ¢ikar, yani m = 3a.
Bu durumda denklem
B LT = = T = kB — (593 = (k—5“)<(k—5“)2+3-k-5“>.
Ikinci carpan ilkindn biiyiik oldugundan k — 5% mutlaka 7'nin kuvveti olmalidir. Ama
k=5"=0 (mod7) = 3:-k-5"=k=0 (mod7),

oldugu i¢in her iki carpan da 7’nin kuvveti olur, bu da c¢arpimlar1 7" yapmak i¢in imkansizdir.
Dolayisiyla
k—5"=1 = 1+3-k-5“=T"

Ancak a > 1 i¢in bu esitligi mod5’te incelersek n = 0 (mod 4) gikar; oysa bagta n tek demistik.
Celigki. Boylece a = 0 kalir.
k—=5'=k—-1=1 = k=2.

Buna gore
47 =147"=2 — ™M=7 —= n=1.

Sonug:
(m,n, k) =1(0,1,2)

seklinde tek ¢oziim vardir.

54. Soru. k > 1 bir say1 ve p = 6k + 1 bir asal say1 ve m = 2P — 1 ise

om—1 _ 1
127m

say1sinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz. (UMO 2. Asama 2007)

Coziim. (Geo) k > 1 oldugundan p = 6k + 1 > 7 ve p # 7’dir.
Oncelikle 128 = 27 = 1 (mod 127) oldugundan

ordy27(2) = 7.
Ayrica 127 bir asal say1 ve
(127,m) > 1 < 127 |m <= 127| (2P - 1) <= 2P =1 (mod 127) <= 7| p,
bulunur ki bu p > 7 oldugundan miimkiin degildir. Dolayisiyla (127, m) = 1.

om-1_1,
127m

Boylece nin tam say1 olmasi i¢in ayri ayri

m| (2™ =1) ve 127|(2™ ' -1)
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25.

96.

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

(1) 127 | (2™ 1—1). 127 | (2™ 1 —1) demek 2! =1 (mod 127) demektir. ord;27(2) = 7 oldugundan
7| (m—1). m—1=2"—2oldugundan 7 | (2* —2). Ote yandan 2° = 1 (mod 7) ve 6 | (p— 1) oldugu
icin

2 =2.20"1=2.1=2 (mod7) = 2?—-2=0 (mod 7).
Dolayisiyla 7 | (27 — 2) ve boylece 7 | (m — 1), bu da 127 | (2™~ — 1)1 saglar.
(ii) m | (2™ ' —1). m = 2P — 1 ise m — 1 = 2P — 2. Kiigiik Fermat Teoremi’'nden 27 = 2 (mod p)
oldugu i¢in

m—1=22-2=2-2=0 (mod p),

yani p | (m —1). O halde m — 1 = p- ¢ i¢in bir ¢ € N vardir. Boylece
gm=l _ 1 —9rt 1 = (217_1)(2p(t—1)+gp(t—2)+...+1> =-m- ()’

yani m | (2m71 —1).

Bu iki madde bir arada %’nin tam say1 oldugunu gosterir. o

Soru. 2" 4+ n = m! denklemini pozitif tam sayilar i¢in ¢oziiniiz.

Coziim. (MATSEVER 27) p | n olsun. p # 2 sayis1 2"’i bolmez. O halde m!’i de b6lmez. Buradan
n’nin her asal boleni p i¢in p > m elde edilir.

)

(a) n nin 2 hari¢ en az iki asal béleni olursa p, ¢ onlardan ikisi olsun; n > pq > m? elde edilir.
m! > 2™ + m? olmaldir. Ancak (m tane 2"’nin ¢arpimi)

om? _om gm . om < 1.9..... m,

o halde celigki.

(b) n = p?- 2% olmaldir. @ > 1 ise p > m den dolay1 n > m®. a > 2 ise n > m? olur; énceki gibi
celiski. O halde a = 1. n = p- 2°. p # 2 oldugundan 2° || m!. O halde m’de tam olarak b tane 2
carpani olmalidir. Ancak m > 2° oldugundan celigki. Dolayisiyla n = 2¢.

m > 3 oldugundan m/! ¢ift; o halde
22" 429 = !

olmal ve p = 2. m > 3 igin 3 | m! oldugundan 3 | 2*" + 2%, yani a tek. m > 5 igin 5 | 2% + 2.
a =1 ise béliinmez. a > 2 i¢in 22 =1 (mod 5) yani 2 =4 (mod 5). a tek oldugundan geligki!
Kalan m = 3,4. m = 3 i¢in n = 2 saglar.

(c) m =1 olabilir; buradan ¢6ziim yoktur.

Tek ¢oziim | (m, n) = (3,2) [dir. Ispat biter.

Soru. 7% = 3Y - 7% + 8 denklemini saglayan (z,y,z) pozitif tam say1 tigliilerini bulunuz. (UMO 2.
Agama 2014)

Cozim.

2 -8=3".7 — (2—-2)(2*+20+4)=3".-7".

7| (x —2) olursa 71 (2% + 2z + 4) olur. Dolayisiyla her ikisi birden 7 ile boliinemez.
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1)
r—2=3"T%
22 +2r+4=3v"¢
sistemini kabul edelim. Ik denklem ikinci denklemde yerine konulursa
(77-3°4+2)° +2.3°. 7 4+ 4= 3.

a > 1 ise esitligin sol tarafi 8 (mod 3) gelir; geligki. O halde a = 0.
r—2="T,
22+ 20 +4=3Y

T 467+ 12 =3V,

tekrar diizenlersek

Esitligin sol tarafi asla 3’tin kat1 olamaz. O halde kabuliimiiz yanlhgtir.

2)

r—2=23"
24+ 2x+4=3v".72
Sistemi diizenlersek
324 6.3"4+12=23v".7°.

b = 0 olmadigimi gorelim. b = 0 i¢in 19 = 7% - 3¥ olur, ¢o6zlim yok. b > 1 igin sol taraf 9 ile béliinemez;
o haldey =0+ 1.
31 4+2.3" 44 =17~
Denklemin sol kismi1 mod4’te incelenmelidir:
314 2.3" 4= (1) 4 2(- 1)’ +4=-1+2(-1)"+4=1 (mod 4).
Buradan 7¥ = 1 (mod 4). Bu, z ¢ift iken saglandigi i¢in z = 2n doniigiimii yapalim ve 4’1 egitligin
kars1 tarafina atalim:
334 2) = (" - 2)(T" +2).
317" — 2 oldugu agiktir. O halde 7" — 2 = 3~ + 2.

b—1
m_ o 3+ 27
t
™42 =23
elde edilir. Buradan diizenleme yapildiginda
g1 At+2
32 —1

gelir; bu ifade ancak ¢ = 1 i¢in tam sayidir. b = 2 elde edilir.

y=b+1=23.b=2,t=1olduguna gére n = 1, yani z = 2 bulunur. Ik denklemde yerine koyarak
x = 11 elde edilir.

Denklemin tek ¢oziimii | (x,y, z) = (11, 3,2) | olarak bulunur.
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57. Soru. m,n pozitif tam sayilar olmak iizere

28.

b= (m +n)?
4dm(m—n)2+4

ifadesi tam say1 ise k'nin tamkare oldugunu gosteriniz. (UMO 2. Agama 2015)

Coziim. Soruyu li¢ durumda inceleyelim.
i) m =n ise
_ (m +m)? _ 4m? 2
dm - 02 +4 4 ’

yani tamkaredir.

ii) m >nisem —n=uxz, m+n=y diyelim. m = %, n = 5% ve y cifttir; dolaywsiyla x de cifttir.

2
Y 2 2 3
k= — y* —2ka’y — (2ka® +4k) = 0.
2(z +y)a? +4 4 vy = (ke )

Bu ikinci dereceden denklemin diskriminanti tam kare olmali:
A = (2k2%)* + 4(2k 2° + 4k) = 4(K*x" + 2k 2® + 4k) = 4¢%.

Buradan

t2 = k22t + 2k 2 + 4k.
k> 1, x > 2 oldugundan

(kx? + 2 +1)% > B2 + 2k 2® + 4k > (ka® + 2 — 1)%
Dolayisiyla ancak
K22t 4 2k a® + 4k = (ka? 1 2)? — k= (5)2

yani tamkare olmalidir.
iii) m < mn ise n — m = x, m + n = y diyelim. Benzer sekilde z, y ¢ifttir ve

y2

b —
—2(x —y)x? +4

= y* —2ka’y + (2k2® — 4k) =0,

A = 4(K*2* — 2k 2® + 4k) = 487,
t? = k2t — 2k 2® + 4k.

Yine
(kx? — 2 +1)? > k*2* — 2k 2% + 4k > (ka® — v — 1)?

oldugundan ancak
2
ot — 2k a® + 4k = (ka® — 1) = k= (g) ,
bulunur. Yani her durumda k tamkaredir.

Soru. a? +b*+ ¢? +d* = a*b*c*d? denkleminin pozitif tam sayilarda kag ¢oziimii vardir? (UMO TSC
1991)

Coziim. Denklem katsayilarina gore simetrik oldugundan genelligi bozmadan a > b > ¢ > d alabi-
liriz.
Buradan
46> > > + 0 + A + d% = VAP = 4 > VXA,
Bu esitsizligi b > ¢ > d koguluyla ancak (b, ¢,d) = (2,1,1) veya (1, 1,1) seklinde ¢ozebiliriz.
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59.

(a) (b,c,d) =(2,1,1) i¢in
A +22+124+1°=a>-221°1°? = >’+6=4d> = da*=2

olur; tamsay1 ¢oziimii yoktur.

(b) (be,d) = (1,1,1) icin
a+1+1+1=0a*>1-1'1 = a*+3=0d> = 3=0,
geligki, tamsay1 ¢oziimii yoktur.

Dolayisiyla bu denklemin pozitif tam sayilarda hicbir ¢éziimii yoktur.

Soru. a? + b* + 3 = abc olacak sekilde (a, b, c) tam say1 ¢oziimlerini bulunuz. (UMO TSC 1994)

Coziim.
Denklemi
abc =a®>+b* +3
seklinde “2+bb2 +3 ¢ 7 olarak diigiinebiliriz. Once pozitif ¢oziimlerini bulalim, sonrasinda isaret degis-

tirmeleri ve a, b yer degistirmeleriyle digerlerini elde ederiz.

Genelligi bozmadan 6nce a = b olmasini deneyelim:

2 2 3 3
THIF? 942 — @3> a=1
a a
Béylece a = b =1 i¢in
_12+12+3_5
1.1

Yani (a,b,c¢) = (1,1,5).

Simdi a > b kabul edelim.
a® —abc+ (B> +3) =0

denkleminin koklerini a ve x olarak diigiinelim. Vieta’dan
a+x=be, ar=>0"+3.
Buradan z € Z gikar. Genelligi bozmadan x > a alirsak
ar=b0*+3<a*+3, x>a,

dolayisiyla

a*<ar<a’+3 = a*<a*+3<a*+2a+1=(a+1)>
olmasi i¢in ancak a = 2 kalir. O halde a = 2, b < 2 oldugundan b = 1.
2241743
= 51 =

4.

C

Yani (a,b,c) = (2,1,4).

Pozitif ¢oziimler:
(a,b,c) = (1,1,5), (2,1,4), (1,2,4).

Isaret ve yer degistirme varyasyonlariyla toplam 10 tamsay1 ¢oziimii elde edilir.
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60. Soru. n porzitif bir tam say1 olduguna goére

61.

x2—:1cy—|—y2:n

denklemini saglayan (x,y) pozitif tam say1 sirali ikililerinin sayisinin 3 ile boliindiigiini ispatlayiniz.
(UMO TSC 2000)

Coziim. (Geo) y'yi sabit tuttugumuzda,
flay) = a® —ay +y°
ve
fla,y) = flbyy) = a* —ay+y* =0 -by+y* = (a—b)la+b—y)=0 = b=y —a.

Bu durumda (a,y) bir ¢6ziim ise (y — a,y) da bir ¢éziimdiir.

Benzer sekilde z’i sabit tuttugumuzda,
f(z,a) =2°> —wa+a* = f(r,b) = b=1x—a.

Bu durumda f(x,a) bir ¢oziim ise f(z,z — a) da bir ¢oziimdiir.
Bunun haricinde simetriden dolay1
flx.y) = [y, @),
ve kare ifadelerden dolay1
fla,y) = f(—z, —y)
oldiir.
Tiim ¢oziimleri birlestirirsek, bir temel ¢oziim (x,y) igin:

- Sabit tutma sonucu 3 tane: (z,y), (y — z,v), (x,x — y). - Yer degistirme sonucu 3 tane: (y,z),
(x —y,z), (y,y — ). - Bunlarn eksileri sonucu 6 tane ¢oziim: (—z, —y), (r —y, —y), (y — x, —x), vb.

Boylece (z,y) ¢oziimse, bunun haricinde 11 ¢éziim daha vardir; toplam 12 ve 12 0 (mod 3).

Diger durum: (z,z) olursa ¢oziimler (z, ), (—z, —z), (0, ), (z,0), (0, —z), (—x,0) olur; sayica 6 ve
6 0 (mod 3).

(0,0) ise ancak n = 0 i¢in; n > 0 oldugundan gegersiz.

Dolayisiyla her durumda ¢oztim sayis1 3 ile boliiniir.
Soru. 5% = 1 + 4y + y* esitligini saglayan (z,y) tam say ikililerini bulunuz. (UMO TSC 2001)

Coziim. (Merdan 97) y tek olursa sag taraf ¢ift olur; bu imkansiz. O halde y ¢ift olmali. Bu durumda
sag taraf 8’e boliiniince 1 kalanini verir; sol taraf da ayni kalani vermeli, bu ylizden x ¢ift olmahdir.
Boylece sol taraf tamkare olur.

Sag taraftaki ifadeyi tamkare olmasina gore inceleyelim. y > 0 ise

(V> +2)° >y +4y+ 1> (v*)%,

dolayisiyla
Y rdy+l= (P +1)? = 2 —dy=0 = y=0, y=2.
y =0 i¢in
Y 44y+1=1=5" = z=0.
y = 2 i¢in

v 4 dy4+1=16+84+1=25=5" = z =2.

49



62.

Béylece (z,y) = (0,0) ve (2,2) bulunur.

y < 0 ise a > 0 olmak iizere a = —y diyelim.
4 _ 4
Yy +4y+1=a —4a+1.
a = 1,2 i¢in ¢oziim gelmez; a > 2 alirsak
(a®>+1)?>a*—4a+1> (a®> —1)°
olacagindan
at—4a+1=(a*)?=a'

olur, bu da tam say1 ¢ozlimii vermez.

Sonug olarak denklemin tiim ¢oziimleri

(x,y) =(0,0) ve (2,2)
olur.

Soru. m% = n"™! +n — 1 esitligini saglayan (m,n) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz. (UMO TSC
2013)
Cozim.

(MATSEVER 27) Eger n bir tek say1 ise

ntl ntl
(n 2 )2<n”+1+n—1< (n 2 —i—l)2
olacagindan eger n > 2 ise buradan ¢oziim gelmeyecegini séyleyebiliriz. n = 1 igin saglar.
Eger n = —1 (mod 3) ise

ntl n+l :
(n 3 )3<n”+1+n—1< (n 3 —I—l)d

olacagindan buradan da n > 2 icin ¢6ziim gelmeyecegini soyleyebiliriz. n = 1i saymistik.
Eger n =0 (mod 3) ise m® = —1 (mod 3) olur ve buradan da ¢éziim gelmez.

O halde n = 4 (mod 6) diyelim. n + 1 | n"™ +n — 1 = ¢ + 3 oldugunu sdyleyebiliriz. Buradan
n+1 =5 (mod 6) olur. Ayrica n + 1'i bélecek sekilde p = 2 (mod 3) olan bir asal p’nin varhigini

kabul edelim.

y¥°=-3 (modn+1) = y°=-3 (mod p).

Ancak bir tamkare i¢gin p = 2 (mod 3) oldugunda —3 kalan1 (mod p)’de alinamaz. p > 2'dir.
Ispat: Diyelim ki bir z i¢in 22 = —3 (mod p) olsun. 2y+1 =z (mod p) olacak sekilde bir y secelim.
¥ +y+1=0 (modp) = y>=1 (mod p).

O halde y'nin (mod p)’deki mertebesi d olsun; (d,3) = 1 veya 3 olabilir.
e d=1ise y =1 (mod p) olur, bu da p = 3 gerektirir. Celigki!
e d=3ise3|d]| (p—1) olmahdir. Bu da geligki!

Kabuliimiiz yanlistir; béyle bir « yoktur.

O halde bu durumdan da ¢ézliim gelmez ve ispat biter. Yalnizca n = 1 saglar.
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64.

Soru. [, m,n pozitif tam sayilar ve p bir asal say1 olmak iizere,
PV (mn 4 1) + m?
ifadesi tamkare ise m’nin de bir tamkare oldugunu ispatlaymiz. (UMO TSC 2015)
Coziim. (Mehmet Utku Ozbek) Ifadeyi m parantezine alalim:
P m (mn +1)? +m? = m[le_l(mn +1)* +m] =2°.

Eger m tam kare degilse, carpanlarindan biri g olacak sekilde ve iissii tek bir ¢ ile gosterilebilir.
O zaman ikinci parantezi ¢'nun bolmesi gerekir. Fakat ¢ ile (mn + 1)? aralarinda asal oldugundan
q | p*~! olmali; yani g = p.

Dolayisiyla m = p* seklinde yazilabilir. Yerine koyarsak
m[pQZ—l(mn + 1)2 + m} _ pk [p2l—1(pkn + 1)2 +pk} — p2k [pQZ—k—l(pkn + 1)2 + 1} _ {L‘Q.
Boylece ikinci parantez de tamkare olmalidir:
pQIfk'fl(pkn 4 1)2 i 1= y2.

Eger k tek olursa 2l — k — 1 ¢ift olur ve sol taraf

20-k—1
(r 2 (n+1)) +1=4¢

yani ¢? + 1 = y? formuna iner. Pozitif tam sayilarda ¢ + 1 = y? denkleminin ¢oziimii yoktur.

Sonug: k tek olamaz, yani m = p* tam kare olmak zorundadir.

Soru. Ondalik yaziimindaki rakamlarin carpimi x? — 10z — 22’ye esit olan tiim z dogal sayilarmi
bulunuz. (IMO 1968)

Cozim.
Kaba bir ispatla saymin iki basamakli oldugunu gosterelim. Varsayalim x sayis1 n basamakl olsun.
22 > 1022
oldugundan 22 — 10z — 22 > 10?"~2 — 10" — 22. Basamaklar carpiminin minimum degeri de bu oldugu
icin
(basamaklar carpimi) > 102"

Ote yandan n basamakli bir saymin basamaklar carpiminm maksimumu 9" < 10”. Esitlik ancak
10" > 10""° = n <3

oldugunda miimkiin olur. O halde z iki basamaklhidir.

x tek basamakl: ise
r=1x%— 10z — 22

olusur; diskriminant tam kare olmadigindan ¢6ziim yoktur.

x iki basamakli olsun, x = 10a +b (1 < a <9, 0 < b < 9). Basamaklar ¢arpimi a - b ile
ab = (10a + b)* — 10(10a + b) — 22 = 100a* + 20ab + b* — 100a — 10b — 22.
a > 2 i¢in bu saglama imkéan yoktur (ifade pozitif biiyiik). O halde a = 1.
b= (10 +b)? — 10(10 + b) — 22 = 100 + 20b + b* — 100 — 10b — 22 = b* + 10b — 22.

Yani
4+9h—22=0 = b=2.

Boylece x = 12 tek ¢oziimdiir.
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66.

Soru. 2" + 1 = n*m denklemini m tam sayilar1 ve n > 1 tam sayilan icin ¢oziiniiz. (IMO 1990)

Coziim.
Denklemi
2" + 1

+
—€Z

n
seklinde ele alahm. O halde n? | 2" + 1, yani her asal p | n igin

vp(n?) < vp(2" +1). (1)

Oncelikle n ¢ift olsaydi 2" + 1 tek olurdu; celiski. Dolayisiyla n tek.
Tek n i¢in Lifting The Exponent (LTE) Teoremi’'nden

vp(2" + 1) = (2 4+ 1) +vp(n) = 1+ vy(n) (2)

olur (burada p = 3’tiir, ¢iinkii p > 5 igin (1) ve (2) gelisir, p = 2 da imkansizdir). Boylece 2" + 1’in
tek asal carpani 3’tiir:

M +1=3% kezZ"
(2)’den k = v3(2" + 1) = v3(3) + v3(n) = 1 + v3(n), yani v3(n) = k — 1. Buna gore n = x - 3¢~1

seklinde yazilabilir ve

3k—1 3k—1

38 =2""" 41> 2" +1
Ancak k > 2 i¢in 3* < 23" + 1 oldugundan k € {1,2} olmahdr.

-k=1i¢in 2" +1 =3 ve n = 1 ¢ikar; n > 1 oldugu igin gegersiz. - k =2 i¢cin 2" +1 =9 ven = 3
elde edilir. Bu durumda m = (23 +1)/3% = 1.

Sonug: Tek ¢oziim (n,m) = (3,1) gseklindedir.
n3+1

mn — 1
sayisini bulunuz. (IMO 1994)

Soru.

sayisinin bir tam say1 olmasimi saglayan tiim (m,n) siral pozitif tam say1 ikililerinin

Cozim.

Boélme algoritmasini uygulayalim:
nd+1
mn — 1

=qn—+r, qg>0, 0<r<n.

Icler diglar carpip diizenlersek
n®+1=qgmn®>+rmn—qn—r.

Denkleme n modunda bakarsak 1 = —r (mod n), yani » = —1 (mod n). Bélme algoritmas: geregi
bu ancak
r=n-—1

olursa mumkiindiir.

Bunu yerine yazip diizenlersek

n*=gqmn+(n—1)m—q—1.

Ayrica
3 nd+1 m3n® — 1 m3+1
m° - =
mn — 1 mn — 1 mn —1’
m3+1

ilk ii¢ terim tam say1 oldugundan de bir porzitif tam sayidir. Genelligi bozmadan m > n

alabiliriz.

mn—1
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ise
1° +1
m-1—1
¢g=2iginm=2 (2,1) ve simetrigi (1,2). ¢ =11i¢in m =3 (3,1) ve simetrigi (1, 3).

olsun. O zaman

n>g*+nn—-1)—-q¢—1 = n+1>qgn*-1) = qgn—-1)<1 = ¢<1,

=q-14r = 2=qgn—q = q|2 = g=1veya 2.

¢linkii n > 2.
-qg=11icin

n>1-n+nn-1)—-1-1= n*>2m*-n-2 = n*-—n-2<0 = n<2

n > 2 oldugundan tek olasi n = 2. Bu durumda m = 2.

- q=01i¢in
n?+1
n—1

n=mn-m-1= n*+1=mnh-1 =

VAR

Polinom bolmesiyle % =n+ 1+ -2 oldugundan 27 € Z". Yalmzca n — 1 € {1,2}:

n=2=m=5 n=3=m=2>5.

Tiim ¢oziimler, simetrileriyle birlikte:

{(]‘7 3)7 (37 1)7 (17 2>7 (27 1)7 (27 2)7 (5’ 3)7 (37 5)7 (2’ 5)7 (57 2)}7

toplam 9 ¢oziim vardir.

a2

67. Soru. b — i1 bir pozitif tam say1 olacak sekilde ka¢ (a,b) pozitif tam sayisi vardir? (IMO
a p—
2003)

Cozim.

Cl2

2ab? — P +1
Icler dislar carpip ifadeleri tek tarafta toplarsak,

kE, keZ.

a? =k2ab* —0*+1) = a* —2kb*a+k(* —1)=0.

Bu ikinci dereceden denklem b > 1 i¢in iki adet pozitif tamsay1 kok verir. b = 1 durumunu 6zel olarak
incelersek (2n,1) ¢oziimiini goririiz.

Pozitif tam say1 koklerden birinin z = a oldugunu, digerinin ¢’ oldugunu kabul edelim. Genelligi
kaybetmeden a’ > a alirsak,
a* <ad =k —1).

Baslangictaki ifadeyi diizenleyelim:

a2 k(P — 1) kb2 — 1
<

k= = )
2ab2 — b3 +1 — 2ab?2 — b3 +1 2ab?2 — b3 +1

Dolayisiyla
1
¥ —1>2a —0+1 = b*—1>ab? = b—b—Qza — b>a.
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68.

Ayrica baglangictaki denklem
b > a® =k (2ab® — 0> +1) > 2ab* — 6> +1>0

yazilabildiginden
b2 > (2a —b)b* 4+ 1> 0.

2a — b > 0 i¢in sol kisma bakinca 0 > 1 celigki, 2a — b < 0ise 2a — b= —x, 2 € ZT, —2b*+1> 0
celigkisi dogurur. Béylece 2a = b olmalidir.

Yani (a,b) ikililerinden biri (n, 2n) olarak bulunur. Yerine konuldugunda k = n? yapar.

flx) =2 -2k’ 2z + k (b’ — 1) = 2% — 8n’z + (8n* — n).
Denklemin koklerinden biri n olduguna gore
na =8 —n = da =8n*—n.
O halde (8n® — n, 2n) de bir ¢oziimdiir.

Soru.
1 4 0T 4 22x+1 — y2

denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz. (IMO 2006)

Coziim.

Oncelikle, eger (z,yo) bir ¢oziimse (g, —yo) da ¢oziimdiir. Ayrica
1+2° 422+ >0

oldugundan y? > 0 ve biz genelligi kaybetmeden y > 0 alabiliriz.

(i) x =0 igin:
14204220 =141 42=4=2%

dolayisiyla (z,y) = (0,2) ve simetrigi (0, —2) ¢oziimler vardir.

(i) x > 0, y > 0 i¢in: Esitligi
v —1=2"(2"" 4+ 1)

seklinde yazalim. Once = = 1 ve x = 2 deneyelim:
r=1:14+2+2"=11+#tam kare, 2 =2: 1+4+2° =37 +# tam kare.
Dolayisiyla > 3. x > 3 i¢in denklemimiz
(y—1)(y+ 1) = 27(2*T +1).

olur.

Ardigik cift sayilardan biri tam 2, digeri tam 2*~! bulundurmasi gerektigi icin parametrelendirmemiz
y—1=2m, y+1=2""1k (m,k tek).

seklinde olmalidir.

Buradan
mk =21 41, 272k —m = 1.

gelir. (Diger olasilik da benzer sekilde ¢oziilebiliyor. m > 3 i¢in igsaret uyugmazhgimdan daha kolay
bir eleme elde ediliyor. Kiigiik degerlerden de ¢6ziim gelmiyor.)
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Ikinciden m = 22k — 1. Bunu ilkinde yerine koyarsak

2k —Dk=2""4+1=2"2k — k=2 4+ 1 = 2" ?(l* —8) =k + 1.

k tek oldugu igin k* — 8 tek olur. O halde k* — 8 | (k + 1), dolayisiyla (k > 3 igin oldugundan k = 1
in de ayrica test edilmesi gerekiyor.) k2 =8 <k +1=k*—k —9< 0=k € {1, 3} (pozitif tek).

k =1 olmaz.
2?1 -8)=k+1=2

isaret saglanmadig i¢in elenir.
k = 3 icin:
2729 -8)=3+1=2"=4= =4
m =22k —1=11, buradan y — 1 = 2m = 22 = y = 23. Simetriden y = —23 de gelir.

Geriye x < 3 durumlar kaliyor. z = 0 — 1 +2° 4+ 220" =4 = 2 = ¢y = 42. 2 = 1,2 — sag taraf
kare degildir. Celigki.

O halde denklemimizin ¢éztim kiimesi:

(x,y) = (0,£2), (4,£23).

Soru. k,n negatif olmayan tam sayilar ve p bir asal say1 ise
5k o 3n — p2
denklemini ¢6ziiniiz.

Cozim.
5% = p? (mod 3) oldugundan ve p?> = 0,1 (mod 3) oldugundan 5 = 0,1 (mod 3) olmahdur.
k=2q+1, g€ Z" olsun. 5! =2 (mod 3) olur. Dolayisiyla k ¢ift olmahdir.
—3" = p? (mod 5) olur. p* =0,1,4 (mod 5) oldugundan —p* = 0,1,4 (mod 5) olur.
3"=0,1,4 (mod 5) denkligini ¢ozmemiz gereklidir.
3% =1 (mod 5) oldugundan denkligin periyodu 4’tiir.
-n =4z + 1 olursa 3" = 3 (mod 5) olur. - n =4z + 3 olursa 3" = 2 (mod 5) olur.
Buradan n de ¢ift olmalidir.
(1) k= 0 olmas1 durumunu inceleyelim. 1 — 3" = p? olur. 1 — 3" < 0 ve p* > 4 oldugundan ¢oziim
yoktur.
(2) n =0 olmasi durumunda 5 — 1 = p? ise sol taraf ¢ift oldugundan p = 2 diginda ¢oziim olamaz.
5% — 1 = 4 olur ve buradan k = 1 bulunur. Tek ¢oziim (k,n,p) = (1,0,2) elde edilir.
Kalan durumda k = 2z ve n = 2y doniisiimlerini yapalim. 5** —3% = p? = (5*—3Y)(5°+3Y) = p*.
5% +3Y > 0 oldugundan 5 — 3¥ > 0 da olmalidir. Boylece ii¢ sistem elde edilir:
5% + 3¢ = p?,
{5“3 —3¥ =1,

BT + 39 = p,
BT — 3Y = p,

BT 43V =1,
BT — 3V = p.
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2. ve 3. sistemler miimkiin degildir:

2.1¢in 5 = 3¥ =54+ 3 —= -3 =3Y = 3Y =0 celiski.
3.i¢in 5* — 3¥ > 5 + 3¥ = —3Y > 3Y imkansiz.
Dolayisiyla tek olasi sistem ilkidir.

2 2_
5x:p;-1’ 3y — =)

2
—p:2igin5x:ggézﬁmyok.—p:?)igin?)y:4gb'zijmyok.—p25i§inp:6kil — p’=1
(mod 12), p? = 12s + 1.

Boylece 3V = 65 = 3Y =0 (mod 2) denklemi saglanamaz.

Sonug: Denklem yalnizca
(k,n,p) = (1,0,2)

¢Ozuimini verir.

Soru.
mt+omd+1=mn®+n

esitligini saglayan tiim (m,n) tam sayi ikililerini bulunuz. (Avr. Kizlar.mat.olim. TSC 2015)

Coziim. (Metin Can Aydemir) Once m = 0, 1,2, 3,4 icin deneyelim. Bu durumda yalnizca
(m,n)=(0,-1), (2,17)

¢Ozlimlerini elde ederiz.

i) m > 5 ise:

ia) Eger m > n ise
m*+2nd +1l=mn*+n = mPm—-2)+m > n*m—-2)+n=m*+1 = 2m* +1<m,

bu imkansizdir.

ib) Eger n > m + 1 ise

m*+1=n*m—=2)+n > (m+1>*m-2)+(m+1) = 0>m’—3m? —4m — 2.
m? — 3m? — 4m — 2 fonksiyonu m > 5 icin pozitiftir; celigki.
ii) m < 0 ise:
n = 0 icin sol taraf m* 4+ 1 > 0, sag taraf 0, celigki.
iia) Eger n > 0 ise mn® + n < 0 olur; ama m* + 2n® + 1 > 0, geligki.
iib) Eger n < 0 ise m = —a, n = —b diyelim, a,b > 0. Denklem

at =208+ 1=ab®—b

haline gelir.
a=11igin b =1 ve buda (m,n) = (—1,—1) ¢éziimiini verir.

a > 1 i¢in
fb)=b(a+2)—b—(1+a")
olsun. f/(b) = 3b*(a +2) — 1 > 0 oldugundan f artandir.

fla)=2a®—a—1>0, fla—1)=—d®—3a®>+4a—2<0.
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Artan bir fonsiyonun koki (a — 1, a) arahiginda kalir; tam say1 olamaz. (oziim yoktur.
Sonug olarak, tiim tam say1 ¢oziimleri
(m,n) = (0,-1), (2,17), (—1,—1)
seklindedir.
Soru. k!, n negatif olmayan tam sayilar ve n > 0 i¢in
El=(2"—1)(2"—-2)(2"—4) ... (2" =2"1)
esitligini saglayan tiim (k, n) pozitif tam say ikililerini bulunuz. (2019 IMO)

C6ziim. Not: Ilgili IMO soru baghg altinda daha fazla ¢oziim yontemi paylasmistim sanurim. Bu
denklemde n ifadesi icin esitsizlik kurmaya calisalim. Oncelikle kiiciikk n degerlerini deneyelim: -
n = 1: Sag taraf (2! — 1) = 1, o halde k!l =1 = k = 1. - n = 2: Sag taraf (3) - (2) = 6, o halde
k! =6 = k =3.-n=3:Sag taraf (7) - (6) - (4) = 168, k! degerlerinde yok.

Bunlar disinda n > 4 i¢in dogrudan bir faktorizasyon imkani yok; o halde faktor sayilart bakimindan
geligki arayacagiz.

1) Ikili carpan sayisi. Sag taraf
(2"—=1)(2"=2)(2"—4) --- (2" =2"7)

ifadesindeki ¢arpanlarin 2-iistii kuvvetlerini toplayalim:

—1
Ug(sagtaraf):0+1+2+...+(n_1):”(n2 )
Ote yandan vy (k!) = |5 + |4+ <45 4. =k
Esitlik i¢in
va(kl) = % — —n(n2 )<k:. (A)

2) Ucglii carpan sayisi. Sag tarafin faktorlerinden (2™ — 1) bicimindekilerde vs(2™ — 1) = v3(2 —
1) +v3(m) = 1+ v3(m) (LTE teoremi). Dolayisiyla toplam

n—1 o0
o toaf) = (1 u2)) < SR wnt D=
i=0 i=1
Ote yandan
k
) < —— = —.
k) <377 =3
Esitlik i¢in
3 k3
v3(k!) = v3(sag taraf) < 7n = 5> 771 = k> 3n. (B)

3) Birlegtirme. (A) ve (B)’yi birlegtirirsek

n(n —1)

n(n —1)
2 2

<k ve k>3n — < k < 3n.

Yani

2

nn—1)<6bn = n"—n<0 = 0<n<T.
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Dolayisiyla n € {1,2,3,4,5,6}. Bunlar1 daha 6nce denedik; ancak yalnizca
n=1= k=1, n=2 = k=3

elde edilmektedir. n > 3 i¢in hi¢bir £ uygun degildir.

Sonug: Denklemin tek ¢éziimleri

(k,n)=(1,1) ve (3,2).

. Soru. 7n? = m? + 15m denkleminin tam sayilarda kag ¢oziimii vardir? (ISBO 2019 Ortaokul)
Coziim. (Lokman Gokee) (0,0) ¢oztimii agiktir; bundan sonra m > 0 kabul edilsin. Denklem
™n? =m?® + 15m
oldugundan, 6nce 7’ye gore inceleriz:
m*+15m=0 (mod7) = m=0 (mod?7),

yani m = 7k. Buna gore
n® =k (49k* + 15).

Burada
d = ged(k,49k* + 15) € {1,3,5,15}.
1) d=1:
—Tk=1
SR 415 = 22— {7 Tk=1
z+ 7k =15,

z'den ¢oziiliirse k = 1, dolaywsiyla m = 7. Bu durumda (7, £8) olmak tizere 2 ¢oztim elde edilir.
2) d = 3: k = 3t yazalirsa 147t> + 15 = 2 (mod 3) oldugundan tam kare olamaz. Celigki.

3) d = 5: k = 5t yazalirsa 245t> + 3 = 3 (mod 5) oldugundan tam kare olamaz. Celigki.

4) d = 15: k = 15t yazilirsa

73512 +1 =22 = 227352 =1,

bir Pell denklemi; temel pozitif ¢éztimden iki ¢oziim elde edilir.

Sonug olarak, (0,0) ile birlikte toplam |5 | tam say1 ¢oziimii vardir.

. Soru. a > 1 ve b > 1 tam sayilar i¢in
abz =}

denklemini ¢6ziiniiz.
Cozim.
Bu soruyu a > b olup olmamasina gore iki parcada inceleyelim.

1) 1 <a <b durumu.

Esitligi (a®)® = b® seklinde yazalim. a < b oldugundan a® < b olmas1 gerekir. f(b) = a® — b fonksiyo-
nuna bakalim:

f'(b)=a’lna — 1.

b>a>eicnlna > 1vea® > 1 oldugu icin f/(b) > 0. Ornegin b = 3 alirsak a® — 3 > 0 icin a > V/3,
yani a > 2 yeterli. Sonugta f(b) artandir, bu nedenle ancak a < e durumu kahr; yani a = 1 veya
a=2.
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-a = 1ise 1 = b' olur, ancak b > 1 icin 1 = b celiski, dolayisiyla b = 1. Bu durumda (a, b) = (1,1).
ca=2ise 2 = b2 t = b diyelim, 2" = t. g(t) = 2'—t, ¢'(t) = 2'In2—1 > Oi¢in t > 2. g(1) =1 > 0,
dolayisiyla 2! > t her ¢ > 1 i¢in, ¢oziim yok.
2) b>a > 1 durumu.
Esitlikten

a = (@' =1 = a> b
Yani 5 > 1. a=Fk b? ve k € Z* diyelim, boylece k > 2. Yerine koyunca

k—2

(ka)bQZbka — kaZbk72 — k:bb%_

Sagdaki ifadenin tam say1 olmasi igin % tam olmalidir, yani k — 2 = b%(. Ancak asal iis iligkileriyle

kontrol edince yalnizca kii¢iik £ degerleri kalir:
-k =3i¢in 3 =032 =10, buda b= 3, dolayisiyla a = 3 - 3% = 27. (6ziim: (a,b) = (27, 3).
-k=41i¢in 4 =02 =02 buda b= 2, dolayisiyla a = 4 - 22 = 16. Coziim: (a,b) = (16,2).

bk—2

k > 5 igin benzer sayisal kiyaslamalarla > k cikar; celigki.

Sonug olarak denklem asagidaki {i¢ ¢bziimi verir:

(a,b) = (1,1), (27,3), (16,2).

Soru. 2% = 3¥ 4+ 5 denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz. (IMO 1959-1966 LongList)
Coziim. (Metin Can Aydemir) x = 0, 1,2, 3, 4,5 i¢in denersek

(x7 y) = (37 1)7 (57 3)
¢Ozlimlerini elde ederiz.

x > 6 i¢in
34+5=0 (mod 64)

oldugundan y = 11 (mod 16) olmalidir. Bu durumda
20 = 310Fl 4 5 =31 1 5=12 (mod 17)

elde ederiz. Yani
=12 (mod 17),
fakat hicbir x tam sayisi i¢in bu kongruans saglanmaz.

Dolayisiyla denklem yalnizca

(z,y) = (3,1), (5,3)

¢Oziimlerine sahiptir.

Soru. 72 + y?> = (x — y)® diyafont denkleminin tiim tam say1 ¢oziimlerini bulunuz. (IMO 1971
LongList)

Coziim. (Metin Can Aydemir) Oncelikle 2 = y alirsak
P24+ =0 = 22°=0 = =0,

bu durumda (z,y) = (0,0) elde edilir.
Simdi x # y i¢in > y diyelim ve k = x — y > 0 tanmimlayalim. O halde

(y+ k) +y* =k
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76.

e

denklik esdeger olarak
27 +2ky+ k> —k*=0

den
(2y +k)* = k*(2k — 1).
Sag tarafin tam kare olmasi i¢in 2k — 1 tam kare olmahdir. 2k — 1 = (2t + 1)? yazalim. Buradan

k=2t +2t+1,

ve yerine koyunca
Qu+k)P=kK2t+1)7? = 2y+k=%k(2t+1).

Buna gore iki durum vardir:

1)2y+k=k(2t+1) ise
y = 20° 4+ 2t* + t,

x=y + k= 263 + 442 + 3t + 1.

2)2y+k=—k(2t+1) ise
y = —2t> —4t* — 3t — 1,

x=1y + k= -2t3 — 212 — ¢.
Sonug olarak tiim tam say1 ¢oziimler:
(z,y) = (0,0), (28° +4¢> + 3t + 1, 2t° +2¢> +¢), (=2t> — 2% —t, 25 — 4> — 3t — 1),
,t e Z.
Soru. 1+ + 22 + 2 + 2* = y* denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz. (IMO 1972 LongList)
Coziim. (Metin Can Aydemir) z = 0 igin
=1 —= y==+1.
x > 0 oldugunda
(z+D*>2*+ 22+ o+ 1=y > 2t
oldugundan tam dordiinci kuvvet ara deger vermeyecegi icin ¢oziim yoktur.

r = —11igin
I+ (=) +1-1+1=1=¢" = y==1.

x < —1 iken x = —a ve a > 1 yazilirsa
y4:a4—a3+a2—a+1,
bu ifade (a — 1)* < y* < a* arahiginda kaldigindan yine tam dordiincii kuvvet olamaz.

Sonug olarak tiim tam say1 ¢oziimler:
(‘737 y) = (07 1)7 (07 _1)7 <_1> 1)7 <_17 _1>-
Soru. p*+m (p+2) = m?+p+1 denklemini p asal sayilar1 ve m pozitif tam sayilar i¢in ¢oziiniiz. (AOPS)

Coziim. (Metin Can Aydemir) Denklemi p modunda incelersek
pPAmp+2m=m’+p+1 (modp) = (m—1>*=0 (mod p).
Bundan m = pk + 1 alimir (m = 1 igin ¢6ziim olmadigindan k& > 0).

Yerine yazarsak
PApk+1)(p+2) = (pk+12+p+1 — p=Fk —k
Buna gore p cifttir. p = 2 alinca k = 2 bulunur ve m =2 -2+ 1 =5.

Tek ¢oztim:
(m,p) = (5,2).
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78. Soru. 2a* — 2a? = b? — 1 denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz. (AOPS)

78) Coziim: (Ibrahim Atakan Cicek) Genellikle bu tarz bas katsayis: tamkareye benzetilemeyen 4. dereceden
denklem sorular1 oldukga zor yontemler sayesinde ¢oziimlenebiliyor. Ancak bu soruda gizli bir pisagor
parametrizasyonu sakli oldugu i¢in bu sorunun biraz daha erisilebilir oldugunu gériiyoruz.

a = 0,1,2 durumlarini 6zel olarak inceleyelim. b = 0 denklemi saglamadig1 agiktir. Genelligi bozmadan
b >0 alalim. a = 0igin b = 1 olur. a = 1 i¢in b = 1, a = 2 i¢in ise b = 5 olur. a = 01 6zel inceledigimiz
icin genelligi bozmadan a > 0 alabiliriz; negatif ¢oziimler permiitasyonlar: olacaktur.

2a* — 2a® + 1 =0
(CL2)2—|— (a2 - 1)2 — b2

olur. 22 + y? = 22 tarz pisagor iicliilerinin tam say1 ¢oziimlerini kullanalim.

Bu iigliiler k.(m? — n?), k.2mn ve k.(m? + n?) dir. a > 1 igin a® — 1 ve a® > 0 oldugundan ve k’nmin

negatif olmasi aslinda pozitif oldugu ¢éziimlerde bulunan m ve n degerlerinin n, —m veya —m, n geklinde
yer degistirmesine neden oldugundan dolay1 genelligi bozmadan £ > 0, m > n > 0 alabiliriz. O halde
elimizdeki iki olasi denklem sistemi olusacak. Ayrica bu iki x,y’ye karsilik gelen ifadelerin farkinin 1
olmasindan dolay1 sadece ilkel ¢oziimler yani k& = 1 durumunu incelemek yeterlidir.

1)

a2:m2—n2

a’> —1=2mn

olur. m —n = s > 0 doniigiimii yaparsak, birinci denklem
a’? = (s+n)? —n?=5*+2sn=s.(s+2n)

olur. Bu da bize (s,s + 2n) = (s,2n) = 1 oldugunu ispatlarsa s’in tamkare oldugunu verir.

Ikinci denklemi diizenlersek
2sn + s> — 1 =2.(s +n).n = 2sn + 2n>

den s? — 2n? = 1 elde ederiz. Bu denkleme bakarsak s tektir, yani s = s2, sg € Z>¢ doniigiimii yapmamiz
saglar. Buradan

(s2 —1)(sg+ 1) = 2n?
elderiz. s tek oldugu icin sol taraftaki her iki carpan da 2 ile boliiniir; bu da bize n’in ¢ift oldugunu yani
n = 2ng, ng € Zso se¢imi verir. (s3 — 1,53 + 1) = 2 oldugundan

(50— 1)(s5+ 1) = 8ng

olur. Yani sol taraftaki carpanlardan biri s3 — 1 = 4w?, s34+ 1 = 20v? veya s3 — 1 = 2w?, s3+ 1 = 4v? olacak
sekilde v, w € Z>( bulunur.
st — 1 = 4w? denkleminde iki kare farkimi 1’e esitleme yoluyla ¢ozersek ve degiskenimizi yukarida yerine
koyarsak s = 1 oldugunu buluruz. s> — 2n%? = 1 den dolay1 n = 0, yani m = 1 olur; bu da a = 1’e gider
fakat biz en bagta a > 1 kabuliiyle baglamigtik. Diger s3 + 1 = 4v? durumundan ise hig ¢dziim gelmez.
2)

a’ = 2mn

a® —1=m?—n?
olur. (m,n) = 1 oldugu igin m = p? n = 2¢? veya m = 2p? n = ¢* olacak sekilde p, ¢ € Z( bulunur.

A) m = p* n = 2¢* i¢in denklemimiz
@2 —1=pt— 4g

olur. Buradan
(p° +2¢°)* = 1+ 2p
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olur. p* +2¢* = f, f € Z>o yazilirsa denklem
£2 1 =2
olur. Burada f = 2g + 1, p = 2h doniistimleri yaparsak
g.(g+1)=28hn
olur. (g9,g + 1) = 1 oldugundan
a) g+ 1 =8t1 g = v* olacak sekilde ¢,v € Z>¢ i¢in
vt =8t = —1

modiiler aritmetikle v* = 3 (mod 4) olur; celigki.
b) O halde g + 1 = t*, g = 8v* seklinde alinir; bu da

-8t =1

-1 +1) =8"

verir. Bu denklemi yukarida sg, ng i¢in ¢ézdiigiimiizde tek negatif olmayan ¢oziim (1,0) bulmugtuk. ¢ = 1
ise g=0, f=1,p=0, ¢* = 1/2 geliski; ¢oziim yok.

B) m = 2p*, n = ¢* i¢cin denklem
4p2q2 1= 4p4 o q4

olur. Yazarsak

2p* +¢*)° =8p" +1
Bu denklemin pozitif tam sayilardaki tek ¢éziimii o = 3, p = 1'dir (99) numaral soruda ispatlanmigtir.
Negatif olmayan diger ¢6ziim p = 0, o = 1 ikilisidir; bu da ¢ = 1, m = 0 verir, ¢eligki. p = 1, 0 = 3 i¢in
g=1,m=2n=1,vea® =4 oldugundan a = 2; en basta deneme ile buldugumuz ¢tziim.

Bu denklemin tiim (a,b) ¢oziimleri (0,1), (1,1),(2,5) ve permiitasyonlaridir. Ispat biter.
79. Soru. ab+ ac + bc = 1 esitligini saglayan tamsay1 a, b, ¢ igin
(> +1) (b +1)(c*+1) = 3° -5
esitligini saglayan tam sayilar =,y ne olabilir ve bu kogulu saglayan ka¢ (a, b, ¢) tigliisii vardir?

1. yol: 79)
(a®> +1)(B* + 1)(c® + 1) = a®b* + a®V* + a* + b +a* +b* + 2 + 1,
(ab+ ac + bc)* = a*b* + a*c® 4+ b*c® +2abc(a + b+ c),

(a+b+c)? =a®+b* + 2+ 2(ab+ ac + be).

Bunlar: birlegtirerek
(a+b+c—abc)® =3 —5Y

deriz. a + b+ ¢ — abc = p alinir. Boylece
p? = 3% — 5.

p>={0,1,4} (mod 5) = 3® (mod 5) oldugundan x ¢ift olmali: 2 = 2¢. Iki kare farki formuna gore
(p—3)(p+3) =-5"
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"p+ 3" < 0" varsayimim eleyince p + 3! > 0 kalir ve

p+ 3 =59,

p—3=—-5Y"9
g € N. Diizenlersek

2-3" =59+ 579,
Sag taraf 5’e boliinemez, dyleyse g = 0 veya y = g.

1) g = 0 igin 23" = 5¥ + 1. Lifting The ExponentLEMMA uygulandiginda ¢ > 1 ¢eligki verir. - (a) ¢t = 0
i¢gin y = 0 ve p = 0, miimkiin degil ¢iinkii (a* +1)(b* +1)(c*+1) >1.-(b)t=1igny=1ve p= —2.

2) y =g igin - (a) t = 0 yine onceki (a) ile ¢eligki. - (b) t =1 iginy =1 ve p = 2.

Buna gore iki sistem elde ederiz:

ab+ac+bc=1, ab+ac+bec=1,
abc — (a+b+c) =2, abc — (a+b+c¢) = —2.
1—ab e
c= azip yerine koyunca
atb yazip y y

a’t* +a® + b0 +1

+2
a+b

olarak sadelegir ve
(ab)* +(a£ 1>+ (bx1)? =1

denklikleri tizerinde ¢oziimleyince
(a,b,c) € {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(-1,—-1,0),(—1,0,—1), (0, -1, —1)}.
Bu durumda toplam @ ¢oziim elde edilir.

2. yol: Bu soruda
(a®>+ 1)+ 1)(+ 1)

ifadesinin ab + ac 4+ bc = 1 yardimiyla tam kareye tamamlanabilecegini gosterelim. Acarsak:
a’V* A +a* b’ +a’ PP Fa* b2 2 +1 = (abe)?+(ab+act+be)?—2 abe (a+-b+c)+(atb+c)* —2(ab+ac+be)+1

Yani
(abc — (a +b+c))?

olur.

Dolayisiyla
3" — 5 = k?,

k tam say1 ve k # 0. Us tarafin1 mod4’te inceleyelim:
3F—=5Y=(=1)" =1 (mod 4).
Eger z tek ise 3° — 5Y = 2 (mod 4) olur; celiski. Oyleyse x = 2m. Iki kare farki uygulayalim:
3¥m — k* = (3" — k)(3™ + k) = 5.
Buradan 3" — k = 5P, 3" + k = 57 (p < q). Toplarsak

5 +57=2-3"
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80.

81.

p,q > 0 ise sag taraf 5’e boliiniir, celigki; dyleyse p = 0:
3 —k=1, 3"+ k =5Y.

Bunlar toplandiginda
1+5Y=2-3™

Simdi mod3’te bakarak y tek oldugunu ve Bang Zsigmondy Lemmasini uygulayarak tek istisna y = 1
oldugunu goriiriiz. Sonugta m = 1 (yani z = 2) ve

abc — (a+b+c) = £2.
Eski ab + ac 4 bc = 1 ile birlikte
(a+b)(a+c)(b+c) = (a+ b+ c)(ab+ ac+ bec) — abc = £2

denkleminden yalnizca
(a,b,c) € {(1,1,0),(—-1,-1,0)}

ve permiitasyonlar: elde edilir. Béylece yine toplam 6 ¢6ziim bulunur.
Ispat biter.
Soru. (22 4+ 1)(y? + 1) + 2(z — y)(1 — zy) = n? + 4y esitligini tam sayilarda ¢oziim sayis1 kagtir?
Co6ziim. (Metin Can Aydemir) Verilen ifadeyi diizenlersek
n? = (2 +1)(y* +1) +2(z —y)(1 — ay) —day = ( +1)*(y — 1)

Bundan
n==x@+1)(y—1).

Dolayisiyla, n’yi bolen her a € Z i¢in iki ayr1 ¢oziim:
(wy)=(a—1, 2+1) ve (zy)=(a—1,-2+1)
a a

elde edilir. Bu ¢oziimler ¢akigik olamaz, ¢iinkii aksi halde 1/a = 0 olmasi gerekirdi.

Her bélen a i¢in tam olarak 2 ¢6ziim oldugundan, toplam ¢6zlim sayisi, n’nin pozitif ve negatif bolenlerinin
toplam sayisinin 2 katidir.

r 1 1 ... . o e
Soru. — + — = — egitliginin pozitif tam sayilarda kag ¢oztimii vardir?

xr Yy n

Coziim. (Metin Can Aydemir) Denklemden

1
rYy _ 2 — azy=nx+y) = (r—n)y—n)=n
Ty n

2

Pozitif tam sayilarda x > n ve y > n oldugundan (z — n), (y — n) > 0 ve n*’'nin her pozitif boleni a i¢in

@-m=a (-m="

ir ¢oziim verir. Dolayisiyla
2

a
burada a n?nin pozitif bolenidir.

Sonugcta, denklem

'in pozitif tam say1 ¢oziimlerinin sayisi, n?’nin pozitif bolen sayisina esittir.
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82.

83.

Soru. (zy — 9)? = 22 + y? denklemini negatif olmayan tam sayilarda ¢oziiniiz. (Hindistan Olimpiyat
sorusundan uyarlanmigtir.)

Co6ziim. (Metin Can Aydemir) Denklem simetrik oldugundan genelligi bozmadan = > y alalim. O halde
202 > 2 +9° = (vy — 9)? = 0> 2%(y* —2) — 18zxy + 81

ayni zamanda
0> 2*(y* — 2) — 182* + 81.

Eger y > 5 ise
0> 22(y* — 20) + 81 > 522 + 81 > 0,

geligki; dolayisiyla y < 4 olmalidir.

(a) y =0ise 81 = 22, bu da (z,y) = (9,0).

(b) y=1ise (x —9)> =22+ 1, x = 40/9; tam say1 ¢dziimii yok.
(d
(e

Sonug olarak, negatif olmayan tam say1 ¢oziimler:

)
)
(c) y=2ise (2x — 9)? = 22 + 4, 32 — 362 + 77 = 0; tam say1 ¢oziimii yok.
) y=3ise (3z —9)* =x? +9, 42® — 27z + 36 = 0; tam say1 ¢oziimii yok.
) (4z — 9)? = 2% + 16, 152 — 722z + 65 = 0; tam say1 ¢oziimii yok.

(x,y) =(9,0) ve (0,9).
Soru. z?(y — 1) + y?(x — 1) = 1 denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz. (Polonya Matematik Olimpiyat1)
Co6ziim. (Metin Can Aydemir) Denklemi agalim:
vy + oy — 2t -y =ayle+y) — (P + ) = 1.
Ayrica 2% + y? = (z + y)? — 22y oldugundan
y(z+y)— ((e+y)P’—22y) =1 = ayl@+y+2)=(x+y’+1

Simdi a = xy ve b = x + y diyelim. O halde

ab+2)=0*+1 = a=

b+ 2 carpaninin 5’i bélmesi gerek, dolayisiyla
b+2e{£l,+5) = be{-3,-1,3, -7}
Bu b degerlerine karsihk gelen a = (b* 4+ 1) /(b + 2) degerleri:
(b,a) = (—3,-10), (—1,2), (3,2), (—7,—10).
Simdi her ¢ifti x + y = b, xy = a denklem sisteminde ¢6zelim:
- (b,a) = (=3, -10) igin ¢* 4+ 3t — 10 = 0; kokler ¢t = 2, —5. Coziimler: (z,y) = (—5,2), (2, —5).
- (b,a) = (—1,2) igin t* + ¢ + 2 = 0; tam say1 kok yok.
- (bya) = (3,2) igin t* — 3t + 2 = 0; kokler t = 1, 2. Céziimler: (x,y) = (1,2),(2,1).
- (b,a) = (=7,-10) igin t* + 7t — 10 = 0; diskriminant 89 kare degil.

Sonug olarak tiim tam say1 ¢oziimler:

(I,y) = (_572)7 (27 _5)7 (172>7 (271) .
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84.

85.

Soru. % + 4 = py* esitligini tam sayilarda ¢oziimlii yapan tiim p asallarin1 bulunuz. (Ion Cucurezeanu)

Co6ziim. (Metin Can Aydemir) Oncelikle 2’in tek say1 olmasi gerektigini gosterelim. Aksini varsayalim,
x = 2m olsun. Denklem
16m* +4 = py*

seklinde olur. Sol taraf 4 ile boliiniir; sag tarafin da 4 ile boliinebilmesi igin p = 2 ve y ¢ift olmahdir. Fakat
y = 2n alinca
16m* +4 = 16pn*

ve sol taraf 16 ile, sag taraf ise ancak p # 1 ise boliiniir; geligki. Boylece x tek.

Simdi ifade carpanlarina ayiralim:
vt 4 =2 44?4 — 42 = (2* +2)7 — (22)® = (2® + 22 4+ 2)(2* — 22+ 2) = py’.
x tek oldugundan z? & 2z + 2 ifadeleri aralarinda asaldir. O halde iki asal carpanh yapidan biri
24+ 2x+2=pa*, 2*—2x+2="",

ve digeri
P +2x+2=a, 2°—-204+2=pbh.

i) 22 +2r+2=pa*, 2 — 22+ 2 =0bL
(z—-12+1=bp" = V—az+ 1DV +z-1)=1
Bu yalmzca x = 1 ile miimkiindiir. = 1 iken ilk denklem py* = 5, dolaysiyla p = 5.
ii) 22+ 22 +2=at, 2?2 — 22 + 2 = pbt.
(z+1)P+1=a" = (@P+r+1)d*-2-1)=1
Bu yalmzca = —1 ile miimkiindiir. x = —1 iken py* = 5 veren tek p = 5.

Her iki durumda da p = 5 bulunur.
Sonug olarak, denklem tam sayilarda ancak asaliyla ¢oztimliidiir.

1 1 1 1
Soru. ky + ko + k3 + -+ k, =5n—4 ve - + o + ™ 4+ 4 = 1 egitligini pozitif tam sayilar igin
1 2 3 n

¢Oziiniiz. (Putnam Matematik Olimpiyati)

Coziim. (Metin Can Aydemir) Verilen esitlikleri Aritmetik-Harmonik ortalama esitsizliginde kullanirsak
(terimler pozitif oldugundan uygulanabilir):

" T "
ko ks kn

>n=0>n’—5n+4

n? — 5n + 4 bir parabol oldugundan ve bagkatsayisi pozitif oldugundan negatif deger alabilmesi icin n
say1sl, 2 — 5z + 4 = 0 denkleminin koklerinin arasinda olmahdir. Bu denklemin kokleri z = 1 ve z = 4
oldugundan n € [1,4] olmahdir. n = 1 ve n = 4 i¢in esitlik durumu saglandigindan terimler birbirine esit
olmalidir.

i) n=11i¢in ky = 1 olur. (n, k) = (1, 1) ¢éziimu gelir.
ii) n = 4 i¢in terimlerin esit olmasi gerektigini belirtmistik. ki = ko = k3 = ky igin ky + ko + k3 + kg = 16
oldugundan (n, k1, ko, k3, k) = (4,4, 4,4,4) ¢oziimii gelir.
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86.

1 1 k+k 6
i) n o= 2ise ki 4 by = 6ve — 4 — = TR = 1 oldugundan kik, = 6 elde edilir. Bu iki
kv ko k1 ko F1ky

denklemin tamsay1 ¢oziimii yoktur.

1 1 1
iv) n =3 ise ky + ko + k3 = 11 ve — + — + — =1 denklemleri elde edilir.

ki ko ks
1 1 1 kiko + k1ks + koks
B T = 1= kiko + kiks + koks = ki kok
k1+k2+k3 Tkl 12 + K1K3 + Kokg 1R2R3

ks =11 — k; — ko dersek:

k?lkg + (11 - 1{31 - kQ)(kl + k2) - li’le(ll - k?l — kg)
kike = a ve ky + ko = b igin:
b2 —11b B ] 10
b—10 b— 10
Buradan olas1 pozitif b degerlerini bulabiliriz: b = 5,8,9, 11,12, 15, 20 bulunur.

Bu degerler icin a degerlerini de hesaplayabiliriz:

a+(11—-b)b=0a(ll-b) = a=

(a,b) = (6,5), (12,8), (18,9), (0,11), (6,12), (12,15), (18,20)

Bunlardan sadece (a,b) = (6,5), (12,8), (18,9) igin k; ve ko pozitif tamsayilar1 bulunabilir. Bu (a,b)
ikilileri igin:

(k1, ko, k3) = (2,3,6) ve permiitasyonlar: bulunur.

Sonug: Tim ¢oziimler:

‘(x,y):(l,l), (3,2,3,6), (3,2,6,3), (3,3,2,6), (3,3,6,2), (3,6,2,3), (3,6,3,2), (4,4,4,4,4)‘

Soru. (14 1)(1+ %) (1 4+ 1) = 2 denklemini pozitif tam sayilar i¢in ¢oziiniiz. (Ingiltere Matematik
Olimpiyati)

Co6ziim. (Metin Can Aydemir) Oncelikle x,y, z sayilarmm farkl oldugu durumu inceleyelim. Genelligi
bozmadan x < y < z alalim.

(a) x =1 i¢in
y+lz+1 ]
y oz
fakat her iki ¢arpan da > 1 oldugundan ¢6ziim yok.
(b) z =2 ig¢in
y+1lz+1 4
Y z 3
Burada % > zj—l oldugundan
(B5)? > 3,

ki bu da y < 6 demektir. Deneme ile
(x,y,2) = (2,6,7), (2,5,9), (2,4,15)

¢Ozlimlerini buluruz.

67



(¢) =3 igin
y+1lz+1

Yy z

N

Benzer gekilde
()2 >3 =y <4

y > x oldugundan y = 4 ve
(x,y,2) = (3,4,5)
¢Oziimii elde edilir.

(d) v >3isey >4, 2> 5 ve
A+ + )0+ <Q+5)A+HA+35) =2
geligki olusturur.
Eger z,y, z’den en az ikisi esitse, genelligi bozmadan y = z alalim. O halde
1 1\2
(1+3)d+5)" =2
ged(z, x4+ 1) = ged(y,y + 1) = 1 oldugundan

r+1 (y+1)>

vz

ifadeileri tam say1 olmali ve ¢arpimlari 2 oldugundan iki durum vardir:
(a) xy—tl =1, —(yt})Q =2 ise
V=x+1, *+2y+1=22

sisteminden y = 3, dolayisiyla
(z,y,2) = (8,3,3)

(b) fy_tl =2, @ = 1 ise tamsay1 ¢oziim yok.

Sonug olarak tiim ¢oziimler:

(x,y,2) = (2,6,7), (2,5,9), (2,4,15), (3,4,5), (8,3,3)

dan permiitasyonlaridir.

Bu soru i¢in Metin Can Aydemir’in yaptigi genelleme Geomania.org sitesinde “Sayilar Teorisi” altinda
“Carpimlar1 Tamsay1 Olan Rasyonel Sayilar” bagliginda mevcuttur.

87. Soru. Tim tam sayilar n icin
(r+y+2)P=nzyz

pozitif tam sayilarda ¢6ztimlii olsun. (American Mathematical Reformulation)

Coziim. (Metin Can Aydemir) Genelligi bozmadan x > y > z > 0 alalim ve bu kogulu saglayan pozitif
tam say1 Ugliileri arasinda toplami en kiigiik olan (z,y, 2)’i secelim. Denklemi = agisindan ikinci derece
denklem olarak yazalim:

2? —x(nyz — 2y —22) + (y + 2)* = 0.

Diger kokiine a diyelim. Vieta'ya gore
T+a=nyz—2y—2z za=(y+2)>.
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38.

89.

Bu egitlikler @ > 0 tamsay1 ve a > z oldugunu, aksi takdirde (a,y,2) toplami daha kiigiik bir ¢6ziim
olurdu, gosterir. Ayrica
(y+2)2 =ar>2° = y+z>u,
ve
(y +2)
2

(y+2)?=ar>a

Bunlardan
3y+z)>x+a=nyz—2y—2z

elde edilir. Diizenleyince
0>nyz—5y—5z = 25> (ny —5)(nz —5).
Eger n > 10, o halde ny — 5 > 5, nz — 5 > 5 olur ve ¢eligki dogar. Dolayisiyla n < 10.
i) n =10 i¢in 25 > (10y — 5)(10z — 5) > 25 olmali, bu da y = z = 1 gerektirir. O zaman
(x+2)?2=102 = 2> -6z +4=0

tamsay1 ¢oziim yok.

il) n =7 i¢in y,z > 2 olursa (7y — 5)(7z — 5) > 81 olur; ¢eligki. z = 1 alalim, 25 > 2(7y — 5) ve y < 2.5,
vani y = 1 veya 2 denenir. - y = 1: (x + 2)? = Tz; tam say1 ¢oziimii yok. - y = 2 : (z + 3)? = 14z; tam
say1l ¢ozlimii yok.

Sonugta n = 7,10 i¢in ¢oziim yoktur; diger 1 < n <9, n # 7 degerleri i¢in 6rnekler buluruz:

(n,z,y,2) = (1,9,9,9),(2,8,4,4),(3,3,3,3), (4,4,2,2), (5,5,4,1), (6,3,2,1), (8,2,1,1), (9,1, 1, 1).

Dolayisiyla denklem pozitif tam sayilarda ¢oziimlii olabilmesi igin [n € {1,2,3,4,5,6,8,9} |.

Soru. 72 + 84x + 2008 = y? esitligini saglayan pozitif tam sayilar x,y i¢in x + y kagtir? (AIME)
Coziim. (Metin Can Aydemir) Oncelikle tamamlayarak kareyi elde edelim:
y? = 2% + 84 + 2008 = (z + 42)? + 244.

Boylece
(y —x —42)(y + = + 42) = 244 = 2% . 61.

Ayrica
(y—x—42) + (y + o +42) =2y

oldugundan iki ¢arpan da ayni paritede olmalidir; carpimlar: ¢ift oldugundan ikisi de ¢ift alinir. Biiyiigii
kii¢likten biiyiik olduguna gore

y+a+42=122, y—ax—42=2.

Bu iki denklemi ¢ozersek
y=2062, x=18.

Ty =)

Dolayisiyla

Soru. A,B,C rakamlar olmak iizere
(100A+ 10B+ C)(A+ B+ C) = 2005

esitligini saglayan A degeri kactir? (AMC 12A, 2005)
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90.

91.

Coziim. (Metin Can Aydemir) Once A = 0 durumunu inceleyelim. Denklem
(10B 4+ C)(B + C') = 2005

haline gelir.
(10B+C)(B4+C)<(10-9+9)(9+49) = 1782 < 2005,

bu nedenle A = 0 i¢in ¢oziim yoktur.

A, B, C rakam olduguna gore A # 0 ise ABC ii¢ basamakli bir sayidir. 2005’in asal carpanlarin yazarsak
2005 = 5 x 401,
dolayisiyla ABC' bu sayilarin bir béleni olmalidir:
1,5,401, 2005
degerleri arasindan yalnizca 401 ii¢ basamaklidir. O halde ABC = 401 ve
A+B+C=44+0+1=05,

ki (100 - 401)(5) = 2005 dogrular. Sonug:

[A=4]

Soru. 71p + 1 bir dogal saymin tam karesi olacak sekildeki tiim p asallarim bulunuz. (Purple Comet MS
2011)

Coziim. (Metin Can Aydemir) x € N olmak {izere,
2 =Tlp+1
olsun. Bu denklem egdeger olarak
- 1="Tlp= (z—1)(x+1)="Tlp

seklinde yazilabilir.
x+1>x—1ve 7l asal oldugundan, (z — 1,z + 1) ikilisi (1,71p), (71,p) ya da (p,71) olabilir.

e 1. Durum: x —1=1=2=2 budurumda z+1=3= 7Tlp=1-3 = 3 olur. Bu miimkiin
degildir.
¢ 2. Durum: z —1=7l=2=72=2+1="73= p="T73 olur. Bu uygundur ciinkii:

71-734+1=5183+ 1= 5184 = 72

e 3. Durum: z—1=p=69=2=70= x+1="71, ancak 69 asal degildir. Bu durumda uygun
degildir.

Sonug: Kosulu saglayan tek asal say1 ’tiir.

Soru. p, ¢, r asal sayilar olmak iizere
pgr=T(p+q+r)

esitligi veriliyor. Buna gore p + ¢ + r kagtir?

Co6ziim. (Metin Can Aydemir) Sag taraf 7 ile boliinebildigi i¢in sol taraf da 7 ile boliinmelidir. Bu nedenle
asal carpanlardan en az biri 7 olmalidir. Genelligi bozmadan r = 7 alalim.
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92.

pgr =Tp+q+7r)=pg-T=Tp+q+7)

Her iki tarafi 7’ye bolelim:
pg=p+q+T7

Bu ifadeyi yeniden diizenleyelim:
pa—p—q+1=8=(p—1)(¢—1)=38

Simdi 8’in pozitif bolen ¢iftlerini inceleyelim: (1,8),(2,4), (4,2), (8,1). Bu durumlara gore:

e (p—1,¢—1)=(1,8)= (p,q) =(2,9): 9 asal degildir.
e (p—1Lqg—1)=(2,4) = (p.q) = (3,5): Uygun
e (p—1Lg—1)=(42)=(p.q) = (53): Uygun
e (p—1,g—1)=(8,1) = (p,q) = (9,2): 9 asal degildir.

Uygun olan ikililer (p,q) = (3,5) ve (5,3) olup r = 7 oldugundan:

p+q+r=3+5+7=|15]

Sonug:’p+q+r:15‘

Soru. n— 76 ve n+ 76 ayni anda bir pozitif sayinin kiibii olacak gekildeki n tam sayilarii bulunuz. (Purple
Comet HS 2004)

Coziim. (Metin Can Aydemir) n — 76 = a® ve n + 76 = b® olarak tamimlayalim. Bu durumda:
b —a® = (n+76) — (n — 76) = 152

Kiip fark: formiiliiyle:
b —a® = (b— a)(a® + ab + b*) = 152

Faktorizasyon: 152 = 23 .19
Ifadede b — a carpan oldugundan bu carpan cift olmahdir (ciinkii 6> — @ ¢ift). Ayrica:

a’>+ab—+b* = (b—a)®+3ab> (b—a)
Bu durumu saglayan kiiciik bolen kombinasyonlarini deneyelim.

e Durum 1: (b — a,a® + ab + b*) = (2,76)
b = a + 2 yazarsak:

a’+ala+2)+(a+2)? = 76 = a’*+a’+2a+a*+4a+4 = 76 = 3a*+6a+4 = 76 = 3a*+6a—72 = 0

=a*+20—24=0=(a+6)(a—4)=0=a=4
Bu durumda b = 6, n = a® + 76 = 64 + 76 = 140

e Durum 2: (b —a,a® + ab+ b*) = (4, 38)
b = a + 4 yazarsak:

a*+a(a+4)+(a+4)? = 38 = a*+a’+da+a*+8a+16 = 38 = 3a’+12a+16 = 38 = 3a°+12a—22 = 0

Diskriminant 144 + 264 = 408 kare say1 degildir, bu durumda tamsay1 ¢oziim gelmez.
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94.

Sonug: Sart1 saglayan tek tam sayu:

Soru. a ve b pozitif tam sayilar: i¢in
log, (log2a (loggb 21000)) =0
esitligini saglayan tiim a + b degerlerinin toplami kagtir? (AIME T 2013)
Coziim. (Metin Can Aydemir) Ilk olarak, log,(z) = 0 ancak ve ancak z = 1 oldugundan:
log, (log2a (loggb 21000)) =0 = logya (log2b 21000) =1
Yine, log,(z) = 1 ancak ve ancak x = k oldugundan:
logyy 21000 — 20

Simdi, iis degisimi kural uygulanir:

1 1 1
ytoon _ oboo . oboo e ggo

log,

Buradan 2¢ sayis1 1000’in béleni olmalidir. 1000 = 23 - 53 oldugundan 2¢ = 1,2, 4, 8 olabilir.
Ancak a > 1 ve a pozitif tam say1 oldugundan gegerli 2* degerleri: 2,4, 8

e 2'=2=a=1,b=120=500=a+b=>501
e 2=4=qa=2 b=10=250=a+b=252
e 2'=8=0a=3b=10=125=0a+b=128

Sonug: Gegerli (a,b) ciftleri: (1,500), (2,250), (3,125)
a -+ b toplamlart: 501 + 252 4 128 =

Soru. 4¥ — 615 = 22 esitligini saglayan (z,y) ikililerini bulunuz. (American Math League 2005-2006)
Coziim. Oncelikle su goriilebilir ki y < 5 ise denklemin sol tarafi negatif olmaktadir. Dolayisiyla negatif y

degerleri i¢in ¢oziim yoktur. Ayrica (z,y) bir ¢éztimse (—z, y) de bir ¢bziim olacagindan genelligi bozmadan
x'1 pozitif alabiliriz. (x = 0 i¢in denklemin ¢oziimii olmadig barizdir.)

4 —615=a=4Y—2*= (2 —2)(2 +2) =615=3-5-41

2Y — x + 2Y + o = 2YT! oldugundan 615’in carpanlar1 arasmndan toplami 2’nin kuvveti olan ve carpimlar:
615 olan ikilileri bulmaliyiz. Carpimlar: 615 olan tiim ikililer:

(1,615), (3,205), (5,123), (15,41)

Bunlardan toplami 2'nin kuvveti olan sadece (5, 123) ikilisidir. Dolayisiyla:

W _gp=5 2M4z=123

Bu iki denklemden (z,y) = (59,6) bulunur. Bagta da belirttigimiz gibi (z,y) = (59, 6) ¢oziimse (z,y) =
(—59,6) da bir ¢oziimdiir.

Sonug: Tim ¢oziimler:

(z,y) = (59,6), (—5H9,6)
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96.

Soru. 2(z% + y?) + = + y = 5xy denkleminin tiim (z,y) tam say1 ikililerini bulunuz. (Awesome Math Test
A)

Coziim. Bu tarz sorularda dogrudan diskriminant = cinsi 2. derece denklem formunda yazildiginda tam
kare olmalidir ve dolayisiyla negatif olmamalidir benzeri ¢oziim yontemi de ¢oziime direkt ulagtirabilir.
(Bu ¢oziimii yazmadim.)

(Metin Can Aydemir) Verilen denklemi diizenleyelim:
20 +y* )+ +y =5y = 2(x+y)* +2+y =9y

r 4y =a ve zy = b diyelim. Boylece:

22
22 ta=0h= b= L 7

Ayrica koklerin reel olmasi igin:

(x—y)? = (x+y)* —doy =a® — 4b € 7*

Yukaridaki ifadeyi yerine koyarsak:

24 4 2842 _ 4 2_ 4 24
2_8@;L a:9a 89a a_a . a2 5 Y ¢ Z = a® — 44 kare olmal.

a’—4b=a

a® — 4a = t? yazarsak:

A’ —4da+4=1"+4=(a—-2°-t*=4=(a—2—-t)(a—2+1) =4
Soldaki garpanlarm paritesinin aynm oldugu goriilebilir. Carpan giftlerini deneyelim: (£2, £2)
Bunlardan (a —2—t,a—2+4+t) =(-2,-2) = a=0
ve (2,2) = a =4 elde edilir.

2a% +a

Bu a degerleri icin b = hesaplayalim:

(x +y = a,zy = b) ikilileri:

(a,b) = (0,0) = (x,y) = (0,0), (a,b)=(4,4) =>x=y=2

Sonug: Tim tam say1 ¢éztimler: | (z,y) = (0,0), (2,2)

Soru. 2 +y* = 23 denkleminin tam sayilardaki genel ¢oziimiinii bulunuz. (FST n = 3 ispat1 merak edenler
i¢in )

Coziim. (Metin Can Aydemir) 23 = 1 denkleminin karmagik sayilarda ii¢ tane ¢oziimii vardir. Bunlar,
2mi

w=e3 olmak iizere 1, w ve w¥dir ve w? +w+1 = 0 saglanir. Biz 23 +y® = 2% denkleminin tamsayilardan
daha biiyiik bir kiime olan

Zw)={a+bw|a,beZ}
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kiimesinde g¢oziimlerine bakacagiz. [Buradaki|(https://geomania.org/forum /index.php?topic=7528) gon-
deride Z[w]'nin birim veya 0 olmayan her elemaninin tek sekilde ¢arpanlarina ayrilabildigini gostermistik
(Z|w]’de birim elemanlar 1, —1, w, —w, 1 + w, —1 — w’dir).

23 + 3 = 2® denkleminde eger EBOB(x,y, 2) = d ise herhangi bir (z,y, 2) ¢dziimii igin

(G a)

de ¢oziim olacagindan genelligi bozmadan EBOB(z, y, 2z) = 1 kabul edebiliriz. Tiim ¢oziimleri bulmak igin
elde edecegimiz ilkel ¢oziimleri d ile carpmamiz yeterli olacaktir. Bu denklem igin x,y, z’'nin aralarinda
asal olmasi ikigerli olarak da aralarinda asal olmasi demektir. §imdi « ve y’nin Z|w|’de aralarinda asal olup
olmadigini kontrol edelim. Simdilik zyz # 0 olarak kabul edelim.

a € Z|w] olmak iizere o | z ve o | y olsun. o = a + bw ve EBOB(a, b) = d olsun. aff = x ve a = df olacak
sekilde bir 3,0 € Z[w] vardir. Dolayisiyla

d-(80) =z

olur. p6 € Z|w] ve d,x € Z oldugundan 6 € Z olmalidir ve buradan tamsayilar i¢in d |  bulunur. Benzer
sekilde y icin de aymisini yapabiliriz.  ve y aralarinda asal oldugundan d = 1 ve a ve b aralarinda asal
olmaldir. a # 0 oldugundan EBOB(a,b) = 1 olmasinda istisna olabilecek durumlar (a,b) = (0,+£1) ve
(a,b) = (£1,0)’dir. Iki durumda da « birim c¢ikar. O yiizden a, b # 0 diyebiliriz.

B = ¢+ dw dersek

af = (a+bw)(c+ dw) = (ac — bd) + (ad + bc — bd)w € Z = ad + bc = bd

a ve b'yi aralarinda asal buldugumuzdan son egitlikten b | d elde edilir. t € Z i¢in d = bt yazip b’leri
sadelestirirsek at + ¢ = bt olur. ¢ = (b — a)t ve d = bt oldugundan

af3 =ac—bd =t(ab—a*> —b*) =1z

elde edilir. a® + b?> — ab > 1 oldugunu yukarida baglantisini biraktigim génderide 3. teoremin ispatindan
gorebilirsiniz. a? + b? — ab ifadesi hem 2 hem de y’yi boldiigiinden 1’e esit olmalidir.

1=a*>+b>—ab>a®>+b* — |ab| > |ab] > 0

olmasimi kullanarak bu denklemi ¢6zebiliriz. Her durumda « birim olarak bulunur. Yani z ve y i¢in Z|w|’da
da aralarinda asal diyebiliriz.

Ana denkleme donersek bu denklemi Z[w]’da garpanlarinda ayirirsak

2y = (z+y)(z +wy)(z+w’y) = (z+y)(z+wy)(z —y—wy) = 2°

olarak buluruz. Simdi (z+v), (z+wy) ve (r —y—wy) ifadelerinin ortak bolenlerini inceleyelim. Aralarinda
asal olmalar1 durumunu kenarda tutalim ve farz edelim ki yukaridakinden farkl bir sifirdan farkli ve birim
olmayan a hem = + y hem de x + wy’yi béliiyor. Dolayisiyla ikisinin farkh olan (w — 1)y’yi de bolecektir.
w — 1 indirgenemezdir (aksini kabul edip kolayca celigki bulabilirsiniz veya norm kavramini bilen kisiler
normunun 3 olmasindan dolay1 bunu kolaylkla gorecektir). Eger « ile y aralarinda asal degilse herhangi
bir ortak bolenleri x de boleceginden geligki ¢ikar. Dolayisiyla o = w — 1 olmahdir. Eger w — 1 | z + y ise
diger ¢arpanlar1 da boldiigiinii gorebiliriz.

O halde elimizde iki ihtimal vardir. Z[w| bir UFD oldugundan ikigerli olarak aralarinda asal uy, ug, us € Z|w|
icin
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(r4y,x+wy,r—y—wy) = (ui’,ug,ug) veya (r4y,x+wy,r—y—wy) = ((w—l)ui’, (w—l)ug’, (w—l)ug)

olacaktir. Tkinci durumu énce inceleyelim. u; = a+bw dersek (w—1)(a+bw)? tamsay1 olmasi gerektiginden

(w—1)((a® = 3ab® + b°) + (3a*b — 3ab®)w) = (—a’ — 3a°b + 6ab® — b°) + (a® — 6a’b + 3ab® + b*)w € Z
oldugundan

a® — 6a’b+ 3ab® + > =0

elde edilir. Eger b = 0 ise @ = 0 bulunur. Bu durumda da z = 0 olur. Celiski. b # 0 icin her tarafi b*’e
boliip ¢ =t dersek

2 —6t2+3t+1=0

elde edilir ama bu denklemin rasyonel kokii yoktur. Buradan ¢6ziim gelmez.
Eger
(@ +y,x+wy,x—y—wy) = (uf,uj, u3)
ise uy = ¢ + dw diyelim. Buradan
uy =1 +yw = (¢* — 3cd® + d*) + (3cd — 3cd*)w = y = 3c*d — 3cd?

elde edilir. Yani 3 | y’dir. Eger 23 + ¢ ifadesini

(z+y)(y+wz)(y — v —wr)

olarak carpanlarina ayirsaydik, x de 3’iin kat1 bulunacakti. Bu x ve y’nin aralarinda asal olmasiyla celisir.

Yani zyz = 0 olmahdir. Ifadede sirayla = 0, y = 0 ve z = 0’1 denersek k € Z icin

(x,y,2) = (0,k, k), (k,0,k), (k,—k,O0)

¢oziimleri elde edilir. Tim ¢oziimler bunlardir.

97. Soru. g, x1, ..., T negatif olmayan tam sayilar olmak iizere
2011
me — Z mek
k=1
olmasini saglayan kag pozitif tam say1 m vardir? (AIME 2011)

Co6ziim. (Metin Can Aydemir) Verilen esitligi bir polinoma ¢evirelim:

P(t) — tzzon + thow 4+ .4 tCUI _ txo

polinomunun pozitif tam say1 olan bir kékii olmasini istiyoruz. P(1) = 2010 ve P(m) = 0 oldugundan ve
tiim katsayilar tam say1 oldugundan
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98.

m—1 2010

olacaktir. 2010 =2 -3 -5 - 67 oldugundan olas1 16 adet pozitif tam say1 m vardir. Bu degerlerin hepsi icin
sarta uygun x;’ler elde edebilecegimizi gostersek yeterlidir.

Oncelikle

m adet

oldugunu gozlemleyelim. (m — 1)k = 2010 dersek

mk—l_’_mk—1+'_.+mk—ljzm

m adet

esitliklerini toplarsak

m0+m0—|—---+m2+m1—|—m1—|—---+m£+---+mk 1+mk—1_|_..._|_mk_1/:mk

.

-~

m adet (m—1) adet (m—1) adet

elde edilir. Son esitligin sol tarafinda

m+ (m—1)(k—1) = (m—1)k+1=2011

adet m'nin kuvveti vardir. Dolayisiyla yukarida buldugumuz 16 adet sayinin hepsi igin istenilen negatif
olmayan tam say1 x;’leri bulabiliriz.

Cevap:

Soru. m tam sayisi icin 22 — 2011z + m ifadesinin 3 tam say1 kokii a, b, ¢ olsun. Buna gore

|al + 1] + [¢]
ifadesinin degeri kagtir?
ifadesinin d i ki ? AIME 2011

Coziim. (MatematikOlimpiyati) Vieta teoreminden

a+b+c=0 ve ab-+bc+ca=-2011

yazalim. Kokler toplami 0 oldugu i¢in kdklerin {i¢li birden pozitif veya tic¢ii birden negatif olamaz. Ya iki
pozitif bir negatif kok vardir ya da tam tersi durum soz konusudur. Genelligi bozmadan

a>b>0>c¢
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kabul edelim. ¢ = —a — b degerini diger denklemde yerine yazarsak

ab+b(—a —b) +a(—a —b) = 2011 = a® +ab+b> =2011 ()

elde ederiz. Ote yandan

b<a = 3P =0+ +0<a®+ab+1*=2011 = b<25

bulunur. Simdi (*) denklemini 4 ile ¢carpip diizenlersek

(2a + b)* = 8044 — 3b*

olur ki buradan da 8044 — 3b? ifadesinin bir tam kare oldugunu sdyleyebiliriz.

Tam kare ifadeler (mod 5)’te 0,1, 4 degerlerini alabilir.
e 3044 — 30> =0 (mod 5) = 3> =4 (mod 5) = b? =3 (mod 5) — ¢dziim yok
e 8044 — 30’ =1 (mod 5) = 3b*=3 (mod 5) = »?* =1 (mod 5) = b= =+1 (mod 5)
e 3044 —3b* =4 (mod 5) = 3v*=0 (mod 5) = b* =0 (mod 5) = b=0 (mod 5)

Boylece

be{0,1,4,5,6,9,10,11,14,15,16, 19,20, 21, 24, 25}

bulunur. (1)
Simdi ifadeyi (mod 7)’de inceleyelim. Tam kare ifadeler (mod 7)’de 0,1,2,4 degerlerini alabilir.

e 3044 —30*=0 (mod 7) = 30>’ =1 (mod 7) = b* =5 (mod 7) — ¢dziim yok

e 3044 —30*=1 (mod 7) = 30*=0 (mod 7) = b* =0 (mod 7) = b=0 (mod 7)
e 8044 — 30 =2 (mod 7) = 30*=6 (mod 7) = »?* =2 (mod 7) = b= =+3 (mod 7)
e 3044 —30*=4 (mod 7) = 30> =4 (mod 7) = b* =6 (mod 7) — ¢dziim yok

Buradan da

be{0,3,4,7,10,11,14,17,18,21, 24,25}
elde edilir. (2)
(1) ve (2) den ortak olanlar1 alirsak
b e {0,4,10,11,14,21, 24, 25}
buluruz. Bunlarin icinden 8044 — 3b? ifadesini tam kare yapan tek deger b = 10’dur.
(%) denkleminde yerine yazarsak a = 39 buluruz ve
c=—a—b=-39—-10=—49

elde ederiz.

Sonug olarak sorumuzun cevabi

la| + |b] + |¢| = 39 + 10 + 49 =[ 98]
dir.
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99.

100.

Soru. z? = 8y! + 1 esitligini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz. (78’deki sorunun ¢oziimiinden gelen bir
problem.)

Coziim. 822 + y? = 22 denkleminin genel parametrizasyonunun

k-(mn), k|m?—2n% k-(m?+2n?

oldugunu biliyoruz. Ayrica denklemde genelligi bozmadan z,y > 0 alalim. Buradan m,n,k > 0, (m,n) =1
vey =k-mn, z=k-(m?+n?) ve 1l =k-|m?—2n? den dolay1 (m,n # 0 i¢in) k = 1 almamiz gerektigini
goriiriiz. Ayrica y? = mn ve (m,n) = 1 oldugundan m = M? n = N? olacak sekilde M, N € Zs, alinabilir.
Buradan iki durum elde ediyoruz.

1) M* —2N* =1 yani

M* + N® = (N* +1)?

gelir. Fermat’in son teoreminin n = 4 icin 6zellestirilmis formlarindan biri olan a* + b* = ¢? tipi denkle-
min sadece trivial ¢oziimleri oldugunu biliyoruz. M = 0 veya N = 0 olmas1 gerekir. Ancak M ve N’yi
tanimlarken m,n 0 olmasinlar gseklinde tanimlamigtik. Coziim gelmez.

2) M* —2N*+41 =0 yani

M* 4+ (N*—1)* = N®

gelir. Bunu (N*—1) = N8 — M* geklinde yazarsak yine Fermat’in son teoremi’'nin n = 4 i¢in ézellestirilmis
formlarindan biri olan

formatina uydugunu goériiyoruz. Bunun da sadece trivial ¢oziimleri oldugunu ve (k,0, k%) veya (k,k,0)
oldugunu ispatlamigtik. (Bu katsayilar — igaretli de olabiliyor bunu unutmamak lazim.) Buradan M, N >
0 icin M = 0 veya N* —1 = 0 denklemlerinin ¢oziimlerini bulmamiz gerektigini goriiriiz. M = 01
incelememize gerek yok, en son inceleyecegiz. N* — 1 = 0 olsun. Bu durumda N = 1 olmaldir. Bu da bize
M* =1 yani M = 1 yani (m,n) = (1,1) tek ¢oziim olarak gelir. Buradan y = 1 ve z = 3 gelir.

Simdi parametrizasyonda m = 0 alahm. Bu bize y = 0 verir. 22 = 1 denkleminden (1, 0) ¢oziimiine ulagiriz.
n = 0 alirsak da benzer gekilde y = 0 geleceginden incelememize gerek yoktur. Yani denklemimizin ¢6ziim
kiimesi

{(1,0),(3,1)}
ve bunlarin — isaretli versiyonlar: olarak bulunur.

Not: (m,n) = 1 alabilmemizin mantig1 (m,n) = d olursa parametrizasyonda (M, N) = 1 olacak sekilde
m = dM ve n = dN alabilirdik ve buradan parametrizasyon bag katsayisi kd = k' olarak yeniden tanim-
lanabilirdi. Ancak m = 0 ve n = 0 durumlar1 bu kabullerimizi yaparken sorun g¢ikariyordu. Bunlari 6zel
olarak incelememiz gerekti.

Soru. z* = y? + 22 + 4 esitliginin tam sayilarda ¢oziimii olmadigin gosteriniz.
Coziim. Esitligimizi
ot 4= 2 2
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olarak yazabiliriz. Bu yazilimdan sonra

(2 =2)(2*+2)=y*+2°
olur. Simdi ise bu 22 — 2 ve 22 + 2 carpanlarini inceleyelim.
(% —2,2% +2) = (2% — 2,4)
vani (22 — 2,22 4+ 2) € {1,2,4} olacaktir.
a) z tek say1 olsun. O halde (2% — 2,22 4+ 2) = 1 olur. Modiiler aritmetik hesabiyla birlikte
72 ~2=3 (mod4) ve 2°+2=3 (mod 4)

gozlemlenebilir. Bu da z? — 2 ifadesinin 3 (mod 4) kalanim veren ve iissii tek dereceli olan en az bir asal
¢arpani bulundugunu bize soyler. Bunun ispati i¢in ise

2 =2 :pglpgz p%"

seklinde yazalim; pi, ps, . .., pn asal sayilar ve q1,qs, ..., ¢, € Z* olsun. Oncelikle sayimmiz tek oldugu icin
bu asallarin 4 (mod 4) degerleri ya 1 ya 3’tiir. Varsayalim ki hepsi 1 olsun. O halde

2 —2=1"=1 (mod 4)

olur; bu geligki olugturur. O halde en az bir tane 3 (mod 4) kalanini veren asal say1 bulunmalidir. Buradan
1 <i<n,i€Zolacak gekilde p; = 3 (mod 4) kogulunu saglayan asal sayilarimizdan birini segelim.

pi=1 (mod 4)

olur. Yani eger tiim 3 (mod 4) kalanh p; degerlerimizin tsleri ¢ift olursa,

22 —2=1 (mod 4)

olacaktir. O halde iissii tek olan en az bir p; asali igin 3 (mod 4) elde ederiz. Bu da bize Fermat’in iki tam
kare toplamu ile ilgili verdigi teoremin genellesmis versiyonundan dolay1, yani tek dereceli en az bir adet 3
(mod 4) kosulu saglayan p; asali verdiginden ve bu asal 22 + 2'nin ¢arpan1 olamayacagindan

(2°=2,2°+2) =1

geligki elde edilir. Bu teorem ve ispat1 hakkinda bilgi i¢in ilgili linki birakiyorum:

https://en.m.wikipedia.org/wiki/Fermat%27s;heorem,nsums, frwosquareshttps: / /en.m.wikipedia.org/wiki/Fe:

b) x ¢ift say1 olsun. O halde z = 2n, n € Z vardir. Buradan

ot — 4 =4(4n* — 1) = ¢? + 2
olur. Bu denklemi 8 modunda inceleyelim. Buradan
' —1=4 (mod 8)

79



101.

oldugu goriilebilir. y?> = {0,1,4} (mod 8) ve 22> = {0,1,4} (mod 8)’dir. Yani 0 (mod 8) ve 4 (mod 8)
kalanlarii se¢gmeliyiz ki denklemin sol tarafiyla modiiler olarak uyusabilelim. Bu da bize
y=2k, z2z=2l, kleZ

doniistimiinii saglar. Buradan

dnt — 1=K+ I
4n* —1=3 (mod 4)

E>+12=3 (mod 4)

verir. k* = {0,1} (mod 4) ve I* = {0,1} (mod 4) oldugundan bu denklik saglanamaz ve ispat biter. Bu
denklemin tam sayilar kiimesinde ¢6ziimii yoktur.

Soru. 3*¥ = m? + n? + 1 esitliginin pozitif tam sayilarda sonsuz ¢oziimii oldugunu gosteriniz. (St.
Petersburg)

Alternatif Coziim. 3* = m? + n? + 1 denklemini, yani
3F—1=m?+n?

esitligini asal bolen analizleri yapmadan da gosterebiliriz. Bunun i¢in & = 2% olacak gekilde segelim.

Eger 3% —1 ifadesi m?+0? formatinda yazilabiliyorsa, bu ayni1 zamanda iki pozitif tam kare toplami sartini
da saglamalidir. Dolayisiyla o > 1 icin 3%° — 1’in iki kare toplami oldugunu gostermek yeterlidir.

Tiimevarim Temeli. z = 1 icin 32 — 1 = 8 = 4 + 4 yazilabildiginden dogru.
Tiimevarim Adimi. Varsayalim 3% — 1 = a2 4 b? biciminde yazilabiliyor olsun. O zaman
3T 1= - 1B +1).

Burada 3 = ¢, 1 = d alirsak
z+1
37 —1=(a’+1°)(” +d°) = a) + b}
seklinde yazilir. Bu da Brahmagupta 6zdesliginden gelir. (Pozitif tam say1 versiyonu igin bkz.
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9576.0)
Dolayisiyla 32" — 1 iki tam kare toplami ise ayn1 zamanda iki pozitif tam kare toplamudir. Bu da gosteriyor

ki her z > 1 i¢in k = 2% segildiginde denklemin en az bir pozitif ¢ézlimii vardir. Sonsuz sayida x degeri
secilebildiginden denklemin sonsuz sayida ¢oziimi bulunur.

Alternatif C6ziim. (asal ¢carpan analizleri i¢in incelenmesini tavsiye ederim.) Bu denklemi

3F—1=m?+n?

olarak diizenleyelim. Simdi ise 3% — 1 ifadesinin asal carpanlarini inceleyerek sonsuz ¢oziim ispatina gidelim.
https://geomania.org/forum /index.php?topic=9576.msg26544;topicseennew

Burada paylagtigim bazi lemma ve teoremlerin direkt uygulamalarini kullanarak ispatlayabiliriz. Sonsuz
¢Oziimii oldugunu gostermek igin dyle bir se¢im yapalim ki bu ifadenin daima 1 (mod 4) formatinda asal
¢arpani olsun ve 3 (mod 4) formu asal ¢arpanlarin iissi ¢ift olsun veya hi¢ bulunmasin.
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k = 2% secimi yapabiliriz ve bunun daima iki pozitif tam kare toplami olarak yazilabildigini ispatlayabiliriz.
Bu da bize secilen her z i¢in en az bir ¢oziim oldugunu yani sonsuz z se¢imi miimkiin oldugundan sonsuz
¢Oziim oldugunu bize kanitlar.

Oncelikle ifadenin 2nin kuvveti durumunda yazilabildigi durumlar inceleyelim. 3* — 1 = 2¥ denklemini k
¢ift oldugunu (mod 4) analiziyle gosterip ¢oziimlerin (2,3) ve (1,1) oldugunu gosterelim.

y > 2 icin 3F = 1 (mod 4) yani k ciftse 3* = 1 (mod 4), tekse 3* = —1 (mod 4) olur. Buradan k = 2m
doniisiimii yapalim.

(3™ — 1)(3™ + 1) = 2¥

olur. y > 2 oldugundan 3™ — 1 = 2 ve 3™ + 1 = 2°¢ olacak sekilde b, ¢ € Zs( vardir. Buradan

2¢ — 26 =9

olur. Bu da 2 — 2% = 1 denklemine 6zdestir. Terimlerden birinin tek olmasi da gerektiginden ¢; = 1,
by = 0 yani ¢ = 2, b = 1 tek ¢ozlim olur. Bu da bize y = 3, £k = 2 durumunu verir. y < 2 i¢in de k£ =1,
y = 1 eslesmesi vardir.

Geriye kalan durumlarda 3¥ — 1 ifadesinin en az bir tek asal carpan1 bulunmahdir. ¢ tek asal carpanini
segelim. O halde

x

3 =1 (mod q)
saglanir. Bu denkligi ¢6zen en kii¢iik s tam sayisini goyle tanimlayabiliriz:
s:=min{t >1:3"=1 (mod q)}
s | 2% sartindan dolay1 ve s = 1 igin tek asal ¢arpan bulunmadigindan 1 <r <z, r € Z i¢in
s=2"

saglanir. r = 1 in saglanmadig1 ancak daha biiyiik r degerleri i¢in daima ¢ tek asal sayisini1 bulabilecegimizi
gosterdik. O halde 2 < r < z alalim.

Tanimimiz geregi

327 #£1 (mod q)
dur. Ancak
3272 =1 (mod q)
oldugu i¢in
3*"'=-1 (mod q)
bulunur. ¢ = 3 olmadigin1 manuel test ederek gordiikten sonra Fermat Teoremi yardimiyla

37" =1 (mod q)

yazabiliriz. Ancak ¢ — 1 bu denkligi saglayan en kii¢iik terim olmayabilir ama bizim buldugumuz r cinsi
denklik en kii¢iik olanidir. Bu nedenle
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2" qg—1

olur ve r > 2 gartindan dolay1 4 | ¢ — 1 bu da bize

g=4¢ +1, ¢ 7"

bulundugunu gosterir. Sonug olarak k£ = 2% parametrizasyonu segildiginde 3 (mod 4) formatindaki asal
sayilarin tsleri ¢ift olur (veya hi¢ bulunmaz) ve bu da bize

attigim linkteki Teorem 3: den ve x = 1 igin (9 — 1) = 4 + 4 yazamindan dolay1 her x igin m,n pozitif
tam sayilar1 bulundugunu gosterir.

Soru. 2® + 117y = 5 denklemini tam sayilarda ¢oziiniiz.

Coziim. (MatematikOlimpiyat1) Denklemi (mod 9)’da incelersek

=5 (mod9)

olur ki bu da imkansizdir ¢iinkii hi¢bir tam sayimin kiipii 9 ile boliimiinden kalan olarak 5 vermez. (Tam kiip
ifadelerin 9 ile boliimiinden kalanlar sadece 0,1, 8 olabilir.) Dolayisiyla denklemin tam sayilarda ¢oziimii
yoktur.

Soru. (22 +x+1) - (y* +y+1) =22+ 2 + 1 esitligini tam sayilar icin ¢oziiniiz.
C6ziim. Bu sorunun hemen hemen aynisi Izlanda Matematik Olimpiyat: 2017 yili ilk sorusu olarak gel-

mistir. Soruda n, a, b pozitif tam sayilar olmak iizere

a?+a+1

2
—————=n*+n+1

wro+r1 "
olmasini saglayan a, b pozitif tam sayilarini belirleyiniz.

Bunu yapabilmek i¢gin

nftn?+l=m*+n+1n*—n+1)
oldugu ve n? — n + 1 ifadesinin b = n — 1 almarak elde edilebildigini gérmemiz gerekiyor. n = 1’i manuel
olarak bulmaliyiz.

Oncelikle a = n? ve b =n — 1 in bu soru icin sagladigmi gorelim.

n—12+n-1D+1=n>-n+1

olur ve saglar. n = 1 alalim.

a>+a+1=30"+b+1)=3b"+3b+3

olur. Deneme yoluyla a = 4, b = 2’nin sagladigini gérmek yeterlidir.
Boylece (4,2,1) ve (k*,k — 1,k), k € Z>y seklinde n sayis1 tiiretilir.

Genel tamsayilar i¢in ekstra genel ¢oziim parametreleri goyle tiiretilebilir gibi duruyor: = yerine —a ve x
yerine a — 1 doniisiimleri yapildiginda ayni cebirsel ifade geliyor ve bize yukarida yaptigimiz genel ¢oziimii
veren ancak sadece bu formatta ¢oziim olup olmadigini belirlemek kolay durmuyor.

Bu yapilarin normal ¢6ziimii Eisenstein sayilarinin norm c¢arpani formuyla yazilarak ¢oziilmesiyle ¢ikarili-
yor.
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Soru. m? + 6m? + 5m = 27n® + 9n? + 9n + 1 esitliginin tam sayilarda ¢oziimlerini bulunuz.
Co6ziim. (MatematikOlimpiyati)

m? +6m* +5m =m(m* +6m+5) =m(m+1)(m+5) =m(m+1)(m+2) (mod 3)

ve ardigik {i¢ sayidan bir tanesi 3’e tam boliineceginden esitligin sol tarafi 3’iin tam katidir. Ote yandan
esitligin sag tarafinin 3’e boliimiinden kalan 1 oldugu i¢in denklemin tam sayilarda ¢oziimii yoktur.

Soru. 1! + 2! + 3! + .- + 2! = 9? esitligini tam sayilarda ¢oziiniiz.

Coziim. (Matematik Olimpiyati)

i) z > 4 Bu durumda sayimizin birler basamagi 1 + 2 4 6 + 24 oldugundan 3 ile biter. Fakat bir tam kare,
(mod 10)’da sadece 0, 1,4, 5, 6,9 degerlerini alabilir.

ii) x < 4 Bu durumda sadece = 1 ve x = 3 durumlarinda y bir tam say1 olur.

Sonug olarak sorumuzun cevabi tam sayilarda

(r,y) = (1,£1),(3,+3)
tir.
Soru. z? + y? = 222 esitligini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz.

Coziim. b? + b? = ¢ denkleminin ¢dziimiiniin (a,b) = 1 iken

(k(m? —n?), k-2mn, k(m*+n?) veya (k-2mn, k(m?>—n?), k(m*+n?)

oldugunu not edelim. Burada m,n,k € Z, (m,n) =1, m >n >0,k >0, m+n =1 (mod 2) kogullart
saglanir.

Denklemimizin ¢6ziimii olmasi i¢in daima

> +y*=0 (mod 2)

> =9y* (mod 2)

r=y (mod 2)

oldugunu soyleyebiliriz. Bu da bize tiim tam sayilar kiimesinin analizini kaybetmeden

5 5 u,v €L

doniisiimlerini miimkiin kilar.
(u+v)* — (u—v)? = 2u? + 20* = 227
yani
u® +v? =27
denklemini verir. Bu denklemde genel ¢oziimleri uygularsak
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u=k(m*—n?), v=k-2mn, z=k(m?>+n?

veya

u==k-2mn, v==~km*>—-n?), z==k(m?+n?

olur. x, y'nin doniigiimlerini gbz 6niine alirsak

r=k(m?+2mn —n?), y=k(—m?+2mn+n?), z=m?+n?

veya

r=k(m?+2mn —n?), y=k(m?*+2mn—n?), z==Fkm*+n?

doniistimleri gelir. Bu parametrizasyonda k ¢arpanini sorunsuzca koyabilmek i¢in x, y, z pozitif veya negatif
olmayan kabulleri kullanilir; yoksa & cinsi parametrizasyona gegiste sorun olusur.

Bu sec¢im nedeniyle burada olusan ikinci terimimizi
y=k-|m?—2mn —n?|

formatinda yazabiliriz. Bu kullandigimiz u, v doniistimleri sirasiyla y, z seklinde de yapilabilirdi; yani bu
¢Oziim grubunun simetrikleri de ¢oziimleri verecektir.

O halde (z,vy, z) ¢oziimleri

(k(m* +2mn —n?), k-|m*—2mn—n?, k(m*+n?)

veya

(k- |m? —2mn —n?|, k(m?+2mn —n?), k(m*+n?)
olarak, m,n,k € Z, (m,n) =1, m>n >0,k >0, m+n=1 (mod 2) igin olur.
Tam sayilara genelleme igin de 0 durumlar: incelenip en son baglarina 4 eklenir.
Soru. z? + y? = 322 esitligini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz.

Co6ziim. Bu denklemde genelligi 3 modunda kare kalan analizi yapalim. Varsayalim ki (z,y, z) pozitif tam
say1 ¢Oziimiimiiz olsun.
2?2 = {0,1} (mod 3) oldugu goriilebilir ve ancak z = 0 (mod 3) i¢in 2> = 0 (mod 3) olur.

Bu bilgilerden yola ¢ikarsak, 22 + y? = 0 (mod 3) olmasimi saglayan tek olasiik z = 0 (mod 3) ve y = 0
(mod 3) olmasidir.

Bu da bize
r = 31‘07 Yy = 3y0a z = 3ZO

(sol taraf 0 (mod 3) ise 0 (mod 9)’'u da saghyor, bu da bize z = 0 (mod 3) veriyor) olacak sekilde
To, Yo, 20 € ZT bulunur.

Bu da bize

o+ Yo = 325
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denklemini veriyor. Ayni metod buna da uygulanabilecegi i¢in ve pozitif tam sayilar kiimesinde

T>TO> T >Tg> o> Ty > oo

seklinde sonsuz indirgeme verdigi igin (sonlu aralikta sonsuz tam say1 olugmasina neden oldu) geligki elde
edilir.

Ispat biter. Pozitif tam sayilarda bu denklemin ¢oziimii yoktur.

Benzer kural negatif ¢oziimlere de uygulanir, sadece x = 0 veya y = 0 durumlarinda ¢oziim olusabilir;
bunlar da 3 tam kare olmadig1 igin tek ¢oztimiin (0,0, 0) olmasina neden olur.

Soru. z? + 3y3 = 922 esitliginin pozitif tam sayilarda ¢oziimii olmadigim gosteriniz.

Co6ziim. 107’ye oldukga benzer gekilde ¢oziilebilir. Varsayalim ki (x,y, z) bu denklemin bir ¢6ziimii olsun.
[fadeye baktigimizda x = 0 (mod 3) sartinin saglanmasi gerektigi goriilebilir.

x = 3xg, g € ZT donilisiimii yaparsak

27x) + 3y* = 92°

9zy + y* = 32°

olur. Bu da bize y =0 (mod 3) oldugunu verir. y = 3yq, yo € Z" igin

32% + 9y® = 23

olur. Buradan da z = 0 (mod 3), yani z = 3z, 29 € Z* olur.

Buradan

zh 4+ 3yp = 925

elde ederiz ki bu da bize eger denklemin (z,y, z) ¢dziimii varsa (xg, Yo, 20) ¢Ozlimiiniin bulunma gartin
verir.

Yani sonsuz indirgenme nedeniyle (z > xy > 1 > x9 > x3 > -+ > x,, > ---) pozitif tam sayilarda bu
denklem ¢oziimsiiz olmalidir.

Soru. z? + 82? — 62 + 8 = y? esitligini negatif olmayan tam sayilar icin ¢oziiniiz.

Co6ziim. (MatematikOlimpiyat1) x = 0 i¢in y = 2 olur. > 1 olursa
(z+1P<a’+8°—6r+8<(z+3)° = r+1<y<az+3

-~

y3

elde edilir. Tam say1 ¢éziim bulunabilmesi i¢in y = x + 2 olmalidir.

Buna gore
(z+2)P =y’ =2 +822 —62+8 = 2°+62°+ 120 +8 =12+ 82> — 61 +8

= 202 =181z = =9

ve yerine yazarsak y = 11 bulunur.
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Denklemin tiim ¢oziimleri

(0,2) wve (9,11)
ikilileridir.
Soru. 192 — 84y* = 1984 esitligini tam sayilarda ¢oziiniiz.
Coziim. (MatematikOlimpiyati)
507=3 (mod7) = 2*=2 (mod7)
olur ki bu da imkansizdir ¢linkii hi¢bir tam sayimin kiipti 7’ye boliindiigiinde 2 kalanini vermez. (Tam kiip

ifadelerin 7 ile boliimiinden kalanlar sadece 0,1, 6 olabilir.) Dolayisiyla denklemin tam sayilarda ¢oziimii
yoktur.

Soru. Eger n = a® +b? + ¢? esitligini saglayan a, b, ¢ pozitif tam sayilar var ise, n? = 2% 4 3% + 22 esitligini
saglayan x, vy, z pozitif tam sayilar1 da olacagini gosteriniz.

Coziim. Bu soruyu z, ¥, z terimlerini a, b, ¢ cinsinden parametrik sekilde verebilirsek ispatimiz biter.

N=a*+V+c
N? = (a® +b* + 2)? = a* + b + ¢ + 2a°* + 2a*c* + 20°¢?
=a' + b+ 4+ 2(—a?h? — aP + B2P) + 40P + 4a*

= (a* — b* — ) + (2ab)* + (2ac)?

olur ve (a,b, c) yapilan her tam say1 se¢imi igin

(z,y,2) = (a®> —b* — ¢, 2ab, 2ac)

ve bunun permiitasyonlar1 olacak sekilde ¢coéziimler bulunabilir. Bu bize N = a?4b%*+c? ise N? = 22 +y?+ 22
oldugunu ispatlar.

Not: Ancak tersi daima dogru olmayabilir ¢iinkii bunun tek genel ¢éziim kiimesi oldugunu ispatlamadik.

(Metin Can Aydemir’in Notu: Soru bariz bir gekilde bunu kullanmamizi istemiyor ama bir pozitif tam
saymin {i¢ tamkarenin toplami olarak yazilamamasi igin 4%(8b + 7) formatinda olmasi gerekir. N?'nin de
hichir NV icin bu formatta olmadig1 kolayca goriilebilir. Yani aslinda N = a? 4 b% + ¢? formatinda olmasima
bile gerek yoktur.)

Soru. n pozitif tam saysi igin 3n + 1 ve 4n + 1 aym anda tam kare olduguna gore 56 | n oldugunu
gosteriniz.

Coziim. Bu soruda 7 ile boliinebilirligi ispatlarken Pell yapisi ortaya cikiyor: 4a? — 3b? = 1 denklemi ve
bu denklem sayesinde n = 0 (mod 7) sonucu elde ediliyor, fakat elementer yollarla bunu elde edemedim.
Genel ¢ozlimiinii elementer yollarla gostererek ispatini yapacagim.

3n + 1 ve 4n + 1 tam kare ise 8’e boliindiigiinii ispatlamak biraz daha kolay; onunla baglayalim.

3n+1=a? ve 4n + 1 = b? olacak sekilde a,b € Z* vardir. Burada 2. esitligi incelersek b'nin tek oldugu
goriiliir. Bu da bize her tek b icin
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=1 (mod 8)
yani

n+1=1 (mod8) = n=0 (mod2)

verir. Bu da bize n’in ¢ift oldugunu verir. O halde 3n+ 1 de gift olmahdir. =1 (mod 2) olur, yani a* =
(mod 8). Buradan

3n+1=1 (mod8) = n=0 (mod8)
gelir ve 8’e boliinebilirlik ispat1 biter.

7’ye boliinebilirlik ispatini yapmak icin Pell denklemlerine gecis yapalim. Ilk denklemi 4 ile, ikinciyi de 3
ile carpip taraf tarafa gikarirsak

4a® — 302 =1

denklemini elde ederiz. x = 2a, a € Z* dontigiimii yaparak

22 =3 =1

denklemi olusur ve z ¢ift oldugu bilgisi elimizde var. Bu da bize b’nin tek say1 oldugunu verir.

x ¢ift oldugu i¢in denklemin ilk ¢éziimii x = 2, b = 1 ile miimkiindiir. Simdi Pell denklemlerinde genel
indirgenme yapilarinin formunun

x— Ar+ Bb, b— Cx+ Db

olacak gekilde en kiigiik A, B, C, D pozitif tam sayilarin1 bulalim. Daha kii¢iik tam sayilarla bu denklemin
saglanmadig1 gosterilirse genel formiile gerek kalmadan tiiretme formiiliinii elde edebiliriz.

(Az 4+ Bb)? — 3(Cx + Db)? = A%x® + 2ABxb + B*b* — 3(C%2? + 2C Dxb + D)

= (A* = 3C*)2* + 2(AB — 3CD)xb + (B* — 3D*)b?

Biz bu katsayilarin tekrar 22 — 30 = 1 denkleminin katsayilar1 olmasini istiyoruz. Yani

A*-3C*=1, AB-3CD=0, B?-3D*=-3

denklem sistemi saglanmali ve bunun en kiigiik ¢6ziimii olmali.

B? — 3D? = —3 ifadesinde denklemi A? ile genisletip yukaridaki 2. denklemi kullanirsak

A’B* —3A°D?* = —3A?

9C?D? — 3A%D? = —3A?

3D*(3C* — A%) = —3A%
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Buradan A = D gelir. Bu ifade sayesinde AB = 3C'D ve B = 3C olur.

O halde A? — 3C? = 1 denkleminin en kiiciik ¢oziimiinii secersek karsilik gelen B ve D degerlerini de en
kii¢iik bu denklemi saglayan sekilde kisitlamig oluruz. Bu da bize A =2, C =1, B =3, D = 2 verir.

Bu da (x,b) ¢oziim ise (2z + 3b, x 4+ 2b)'nin de ¢oziim oldugunu soyler.
O halde bu genel ¢oziimler:

(a) (z,0)

(b) (2x + 3b, x + 2b)

(¢) (2(2x + 3b) + 3(x 4+ 2b),2x + 3b + 2(x + 2b)) = (Tz + 12b,4x + 7b)

(d) (2(7x +12b) + 3(4x + 7b), Tz + 12b + 2(4x + 7b)) = (262 + 43b, 152 + 26b)

(e) (2(26x + 43b) + 3(15x + 26b), 26z + 43b + 2(15x + 26b)) = (97x + 160b, 56 + 97b)

(f) (2(97z + 160b) + 3(56x + 97b), 97x + 160b + 2(56x + 97b)) = (362x + 5970, 209z + 362b)

(g) (2(362x+597b) + 3(209x + 362b), 362x + 5970+ 2(209x + 3620)) = (1351x 4 22360, 780z + 1351b)

(h) (2(13512+2236b)+3(780x+1351b), 13512 +2236b+2(780x + 1351b)) = (50422 +8355b, 2911z +
5042b)

olarak devam eder. Sayilar biiyiidiigii icin bu déngiiyii mod 7’ye gore inceleyelim. Ik ¢oziim (x,b) = (2,1)
oldugundan,

(x,b) =(2,1) (mod 7)

olur.

Buradan mod 7’de doniigiimler agagidaki gibi olur:

(a) (2,1)

) (2,

(b) (2-2+3-1,2+42-1) = (7,4) = (0,4)
(€) (2-043-4,0+2-4) = (12,8) = (5,1)
(d) (2-5+3-1,5+2-1) = (13,7) = (6,0)
(€) (2-64+3-0,6+2-0) = (12,6) = (5,6)
(f) (2-543-6,5+2-6)=(28,17) = (0,3)
(g) 2-0+3-3,0+2-3)=(9,6) =(2,6)
(h) (2-2+3-6,2+2-6) =(22,14) = (1,0)

Goriildiigii tizere mod 7’de 8 adimlik déngii olusuyor. Ilk ¢oziimlerde b mod 7 degerleri sadece 1,4, 6, 3,0, 2
gibi kaliyor. Ancak b =0 (mod 7) durumu miimkiin degil (¢iinkii b pozitif ve tam kareden geliyor).

Sonug olarak

=1 (mod7)
olmalidir.
Buradan
4n+1=0b"=1 (mod?7)
olur ve
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113.

114.

n=0 (mod7) = n=0 (mod?7)

bulunur.

Boylece n hem 8’e hem de 7’ye béliiniir, yani

56 | n
olur ve ispat tamamlanir.

Not: z cift olma sartimizdan dolay1 1. basamaktan 3. basamaga geciren gecisimiz bize 4a® — 3b* = 1
denkleminin genel ¢ozliimiini tiretiyor.

Soru. 5m? — 6mn + Tn? = 1985 olacak sekildeki (m,n) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz. (Izlanda
Matematik Olimpiyati 1985)

Co6ziim. (MatematikOlimpiyat1) Denklemi 5 ile ¢arpip diizenleyelim:

25m? — 30mn +35n* = 9925 = 25m* — 30mn +9n* +26n* = 9925 = (5m —3n)* = 9925 — 261> (1)

(1) denkleminin sag tarafindaki ifade tek bir say1 olup ayni zamanda bir tamkaredir. Bu tek sayiya 2k + 1
diyelim ve (1)’de yerine yazalim:
9925 — 26n* = (2k +1)* = 4k* + 4k + 1 = 2k* + 2k = 4962 — 13n° (2)
(2) denkleminin sol tarafi ¢ift oldugundan sag tarafinin da ¢ift olmasi gerekir; buradan da n’nin ¢ift
oldugunu soyleyebiliriz. n = 2p diyelim ve (2)’de yerine yazalim:
2k% + 2k = 4962 — 52p* = k% + k = 2481 — 26p? (3)

(3) denkleminin sol tarafi ¢ifttir (giinkii k% + k = k(k + 1) olup ardisik iki sayidan en az biri ¢ifttir), fakat
sag taraf tek oldugu icin celigki elde ederiz.

Dolayisiyla 5m? — 6mn + 7n? = 1985 denkleminin tam sayilarda ¢oziimii yoktur.
Soru. 22 = 2" + 3" + 6" esitligini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz.

Coziim. Varsayalim ki n tek olsun. O halde 2" =0 (mod 4), 3" =3 (mod 4), 6" =0 (mod 4).

Yani
r*=3 (mod 4)

olur ve bu da celigkidir. O halde n ¢ift olmahdir. n = 2k, k € Z* bulunur.

v? = 4% 4+ 9% 4 6%

olur.
T =64y

(x > 6% olmas gerektigi denklemden barizce goriilebilir.) y € Z* vardir.
2-6° - y+y’ =419
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115.

olur. y > 5 i¢in

goriilebilir.

1) y = 4 olsun.
ancak

olur. Celigki.

2) y = 3 olsun.
ancak

olur. Celigki.

3) y = 2 olsun.
ancak

olur. Celigki.

26" y4+1y*>10-6" +25 > 4% + o

4.6 +4*=0 (mod 2)

4% 4+ 98 =1 (mod 2)

3-6"4+32=0 (mod 3)

4% 4+ 98 =1 (mod 3)

2-684+22=0 (mod 2)

4F 4+ 98 =1 (mod 2)

Geriye ancak y = 1 olasiligi kalir. Denklemimiz ise

ve bu artan fonksiyon oldugu ve k£ = 1 bu denklemi sagladig: i¢in bagka k tamsayis1 bulunamaz. Boylece

268 +1=4% 49"

3k —2F=1

n = 2 ve buradan da x = 7 sonucuna ulagilir.

Soru. z? + 2y3 + 423 — 6xyz = 1 esitligini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz.

Co6ziim. Bu denklemin (1,1, 1), (5,4, 3), (19, 15, 12) igin saglandigim gorebiliriz. Bu tiir denklemlerin norm
denklemlerine denk geldigi durumlarda sonsuz ¢oziimii ve bu ¢ozlimlerin Pell denklemlerindeki gibi dizi
formatinda ¢oziimleri oluyor.

Dikkatlice incelersek bir 6nceki ¢ozliimiin 4+ y + 2z toplami bir sonrakinin z bulunan yerine yaziliyor.
Tim denklemlerden x + y + z gikarirsak (0,0,0), (2,1,0), (7,3,0) kaliyor. Tekrar inceledigimizde bunlarin

(y + 2,9,0) formatin1 korudugunu tahmin edebiliriz.

Yani su asagidaki diziyi elde ederiz:

Tpal = Tn + 2yp + 22,

Ynt1 = Tp + Yn + 22,
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116.

Zp+l = Tp + Yn + 2n

seklinde tiiredigi tahmin edilebilir.

Simdi bu iddiamiz1 ispatlamak igin
3 3 3 _
Tpi1 2y, + 42001 — 6Tpi1Yni12n = 1

ifadesinin
w3 423 + 422 — 6,ynz, =1

egitligine indirgenmis oldugunu gosterelim. Ben ifadelerin yazimi ¢ok uzun oldugu i¢in x,, yerine x yaza-
cagim.

(z + 2y +22)° = 2° + 62y + 6272 + 1229 + 24wyz + 1222° + 8y* + 249z + 24y2* + 82°

2. (z+y+22)° = 22% + 62y + 12272 + 62y° + 24wyz + 24x2” + 2y + 12y%x + 24y2* + 162°

4 (z+y+2)° =42 + 120% + 12272 + 120y® + 1202% + 24ayz + 1202% + 49° + 12070 + 12y2° + 42°

6-(24+2y+22) (w+y+22) (w+y+2) = 62°+2422y+302 2 +302y> +78xy 2 +4812° + 12y +48y* 2460y 2 +242°

Gergekten de bu terimleri ekleyip ¢ikardigimizda elimizde
234 2% +42° — 6ryz =1
denklemi kaliyor. Dizinin initial (baglangig) degeri olarak da
(x1,1,21) = (1,1,1)
tanimlarsak bu dizi bize sonsuz ¢oziim oldugunu gosterir.

Not: Bu sorunun nerdeyse aynist USA Team Selection Test 2012’de "a, b, ¢ pozitif tam sayilar1 asagida
verilen denklem igin 2010 gibi bir pozitif tam sayidan biiyiik olabilir mi?” geklinde sorulmus.

Soru. 0 < z,v, z,t < 10° olmak iizere
2ty =B

esitliginin tam say1 ¢oziimlerinin sayis1t M ve
-y =22 - +1
esitliginin tam say1 ¢oziimlerinin sayis1 N olmak iizere
M >N
oldugunu gosteriniz. (Izlanda Matematik Olimpiyat1 (?))

Co6ziim. Burada verecegim ¢oztim IMO Compendium (USS1, 1967 Longlist) kaynaginda paylagilmis.
Asagidaki fonksiyon, bir sayimin kac farkh sekilde a? + b® biciminde yazilabildigini sayar:
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f(n) = ‘{(mb) €Z::a’+b = n}!

1. Denklem:
72— yz — 343

Her iki tarafi yeniden diizenleyelim:
Pt =y + 2 =n

Yani her bir n icin a? + b* = n biciminde iki farkli sunum araniyor. Bu nedenle toplam ¢oziim sayisi:

M=>" f(n)

2. Denklem:
xQ—y2:z3—t3+1

Yine ayni bi¢imde diizenleyelim:

P4+ =y 4+ +1 = 224+ =n+1, y¥+21=n

Bu durumda toplam ¢6ziim sayisi:
N = Z fn)f(n+1)
Karsilagtirma: Her n icin AM-GM esitsizligi:

fO)P?+ fn+1)? > 2f(m)f(n+1) = (f(n)—f(n+1)*>0

Bu farklar toplamina bakalim:

M- N = Z (Mfn+1) =Y (f)f(n+1) = f(n+1)%)

n

Ciinkii f(0) = 1 oldugundan, tiim f(n) terimleri sabit olamaz ve en az bir f(n) # f(n + 1) bulunur.
Dolayisiyla:

M >N
117. Soru. 2% + 5y% = 22 esitligini tam sayilarda ¢oziiniiz.

Coziim. z,y, 2z € Z" kabul ederek baglayalim. 2% + 5y* = 22 denkleminde (z,y, z) = k ise (o, ¥, 20) = 1
seklinde ¢oziim de saglayacagi igin (denklemden kolayca gosterilebilir) genelligi bozmadan (x,y,z) = 1
alalm. (Ilkel (primitif) ¢dziim olmus oluyor.)

(x,y) = 1 den dolay1 =,y aym anda c¢iftse (z,y,2) = 1 saglanmaz ¢iinkii z de ¢ift olur. z,y tek, z ¢ift
olamadigini gostererek baglayalim. O halde z ¢ift olur. Bu da bize

22=0 (mod 4)

92



verir. x,y tek ise

2?=1 (mod4) ve 5y°=1 (mod 4)

yani

2 +5y2 =2 (mod 4)

olur. Celigki.

Bu gozlemler bize z’nin tek oldugunu soyler. Buradan sonra

Syt =22 -2 = (z—1)(z + 1)

d=gced(z —x,z+x),d € Z" olsun. O halde d | z — z + z + = yani d | 2z. Benzer gekilde d | 2z olur. d
pozitif tam sayis1 hem x hem y’yi ayni anda bolemeyecegi i¢in d | 2 olmak zorundadir.

a) d=11ise

z—x=>5d% z4+x=0b veya z—x=d>, z+4+x=D>5b

olacak sekilde a,b € Z*t vardir. Ilk durumda

5a% + b? b? — 5a?
z2 = — xrT = ————
2 2
formundayken, ikinci durumda
a® + 5b° 5b% — a?
2= T=——
2 2

olur. Pozitif x,y, z ¢oziimleri igin genelligi bozmadan

R N s

2 2
aliabilir. Buna uygun olusan pozitif y degeri ise
y = ab
olur. (Buradaki a,b’ler a + b =0 (mod 2) sartin saglar.)
b) d = 2 ise y ¢ifttir, bu da sol tarafin 4 ile boliindiigiinii gosterir. y = 2yo, yo € Z7.

s Z—X zZ+uw
2 2

z—x=10a% z4+x =20 veya z—1x=2a% z+z=100"

olur. Bu ifadeler de a)’ya benzer gekilde genelligi bozmadan
z=5a>+b, x=5a*—0b?, y=2ab
ve a+b=1 (mod 2) olur.
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118.

119.

Not: Bu denklemde bu sekilde iki farkli duruma gore parametrizasyon cikmisken klasik 2% + y? = 22

denkleminde ¢cikmamasinin temel sebebi her iki denklemde de z’nin tek oldugu biliniyor olmasidir. 22 41? =
2% denkleminde primitif ¢oziimler icin x,y den hangisi ciftse diger terimi karsiya atarak iki kare farki
uygulayabildigimiz i¢in burada olugan gibi iki durum analizi sart1 ortadan kaldiriliyor.

k pozitif tam sayis1 i¢in bu denklemin pozitif tam sayilarda ¢oziimleri
(k-[5a®> = 0%, k-2ab, k-(5a°+b*)), a,bk>0, (a,b)=1 a+b=1 (mod?2)
ve

2 72 2 2
<kw k- ab, k@) a.b,k>0, (a,b)=1 a+b=0 (mod?2)

seklindedir. Ilk durumdaki coziimler icin z cift, v tek, z tek; ikinci durumdaki ¢oziimler icin x cift, y tek,
z tek durumlar ¢oziiliir. Negatif ¢oziimler ise bunlarin igaretleriyle oynanmis halleriyle elde edilir.

Bunun digindaki ¢oziimler ise z = 0 i¢in 5y* = 2%, y = 0 ve z = 0 sartim zorlar. y = 0 i¢in x = z olur.
(x,0,2), (0,0,0) ve bunlarin igaretli permiitasyonlar1 bize genel ¢oziimlerini verir. (Bu 0’li ¢oztimleri de
parametrik ¢oziimlerde diizenleme yaparak kapsamasi saglanabilir.)

Soru. 2° — y? = 4 esitliginin tam sayilarda ¢oziimiiniin olmadigimi gdsteriniz.
Coziim. (MatematikOlimpiyat1) = € Z olmak iizere
°=0,£1 (mod 11)

ve y € Z olmak {izere
y*=0,1,3,4,5,9 (mod 11)

yazabiliriz.

Bu degerleri denklemde yerine koyup (mod 11)’de inceledigimiz zaman
2° —y*#4 (mod 11)
elde ederiz. Dolayisiyla denklemin tam sayilarda ¢oziimii yoktur.

Soru. x,y pozitif tam sayilar: i¢in
ey —x — vy

ifadesinin tam kare olamayacagini gosteriniz.

Coziim. 4ry — r — y'nin tam kare olmadigini gostermek icin celigki kullanalim. Varsayalim ki tam kare
olsun, o halde
oy —x—y=4k>, keZ"

vardir. (k= 0 igin test kolayca yapilabilir.)

1 1
4ary—x—y:.r(4y—1)—Z(4y—1)—1:k2

dor(dy — 1) — (dy — 1) =4k* + 1

olur yani
4y —1]4k* +1
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120.

olur, bu da bize sunu verir: Oyle bir p = 3 (mod 4) olacak p asali vardir ki

p|4k® +1

saglanir. 2k = m, m € Z* alalim, daha genel bir ispatim verelim.

Bize bu bolinebilme

m?= -1 (mod p)

verir. Ayn1 zamanda Fermat’in klasik teoreminden

a?'=1 (mod p)
oldugunu biliyoruz ve p > 2 i¢in p daima tektir. O halde agagidaki iglemleri yapabiliriz:

a* ' = (a®"7  (mod p)
(-1)= =1 (mod p)

—— ¢ift olmaldir.

Bu da bize

p=1 (mod 4)

verir. Celigki.

O halde higbir m? + 1 formatindaki bir saymin 3 (mod 4) formatinda asal béleni olamaz. Bu da bize
orijinal sorumuzu ispatlar.

Not: (MatematikOlimpiyat1) Ote yandan n € Z* olmak iizere z = —1, y = —5n? — 2n ve z = —5n — 1

alarak
2

dry —x—y=2
denkleminin negatif tam sayilarda sonsuz ¢oziime sahip oldugunu da gérmiig oluyoruz.

Not: (AtakanCICEK) Negatifte saglanan érnegi goriince ¢oziimde bir tarama yapmak istedim. Negatif
sayilarda 4y — 1 | 4k? + 1 dedigimiz icin ve y = —y/, ¢’ € ZT tamimlayabilecegimiz igin

4y’ + 1] 4k* +1
geliyor, yani 3 (mod 4) tipi asal garpanin 4k* + 1’i garanti bolememis oldugunu goriiyoruz.

Soru.
4+ 22+ 1P = 1999

esitliginin sonsuz ¢oziimii oldugunu gosteriniz.

Coziim. Bu soru i¢in internette ¢gesitli parametrizasyon denemeleri tiiretilmis. Bunlardan en kolay iireteni:

(10 4+ z)* = 1000 + 3 - 100z + 3 - 102* +
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(10 — 2)* = 1000 — 3 - 100z + 3 - 102* —

Taraf tarafa toplama yardimiyla

(10 + 2)* + (10 — x)® = 2000 + 602>

O halde geriye kalan iki terimden biri —1, digeri de —v/6022 olacak sekilde sonsuz z tiiretebildigimizi
gosterirsek ispat bitecek.

Denklemimiz i¢in 6022 = y3 olmasimi saglayan sayilar: bulalim. 2 = 60a olacak sekilde a tamsayisi secersek

603a2 — y3

yani a = m? seklinde secilen m tam sayilari icin bu ifade tam kiip olmus olacak. Bu da bize

r=60m® mecZ

doniistimiiniin yeterli olacagini gosteriyor.

O halde bu 4 tam kiip toplamini m cinsinden yazarsak

(10 + 60m?)® + (10 — 60m*)* + (—60m?)* + (—1)* = 1999
elde ederiz. Burada da m yerine sonsuz farkli tam say1 yazabildigimiz i¢in sonsuz (a, b, ¢, d) ¢6ziimi tiretmis
oluruz.

Internette kaynak taramasi yaparken bu 4 kiip toplami ile ilgili daha genel bir calismayla karsilastim:
https://people.math.harvard.edu/ elkies/4cubes.html

Bizim yukarida yaptigimiz ¢oziim ise

(n+2)*—(n—1z)*=2n°+ 3na®

oldugu icin 6biir iiciincii terimimiz —3nz?’yi genel ¢oziim olarak saglayacak, bize son terim d serbest secip
kaliyor. O halde 2n® — d® = k formatinda yazilabilen sayilar icin

(@®+ b+ E+d®=k)
denkleminin sonsuz ¢oziim genellegtirmesini bulmus olduk.

Soru. Eger x,y pozitif tam sayilar ise 22 — 32 ile 2% + y? ifadelerinin aym anda tam kare olamayacagini
gosteriniz.

Coziim. Bu ifadelerin aymi anda tam kare olduklarini varsayarsak

2 _ 2 — 42

r —vy 2

ve 2*4yt=1z
elde edilir. Bu da bize

ot —yt = (tz)?
verir.

46) daki soruya benzer gekilde
YR

tipi denklemlerin b = 0 trivial durumu harig ¢éziimii olamayacag ispatlanabilir. (Bunu da 123) de ekleye-
cegim.)
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Alternatif Metod) Bu denklemi Pisagor parametrizasyonlariyla acarak ilerletelim. Oncelikle denklemle-
rimiz:
?=r+y, PHyt==z

denklemlerini inceleyelim. Cozlim i¢in sadece primitifleri incelemek yeterlidir ¢linkii eger bir ¢6ziim varsa
bunu tiim denklem kd&kleri i¢in & gibi bir ¢arpanla genigletebiliriz.

Primitif ¢oziimler i¢in (m,n) = 1, (a,b) = 1 olacak sekilde parametrizasyonlar se¢ecegimiz i¢in hipoteniise
denk gelen z? ifadesi daima tek olmalidir; aksi halde genel ¢oziimiimiizde olan

m? —n?,  2mn, m?+n?

terimlerinden dolay1 hepsi ¢ift olur. Bu da primitif ¢6ziim olmalarini engeller.

O halde z tek, y de bu nedenle ¢ift terim olmak zorundadir. Bu da bize

r=m>+n?
Yy = 2mn

t=m°—n

r=a’—b?
y = 2ab
2z =a®+ b

olustugunu gosterir.
Buradan ise
(m,n) = (a,b) =1, mn=ab, m*+n®>=da*—0b

yani

m? +n? +b? = a?

olur.

Bu denklem sisteminin de varsayilan ¢éziim i¢in daha kiigiik bir ¢oziim grubu elde etmesiyle infinite descent
yardimiyla sadece bariz ¢6ziim oldugunun ispat1 agagidaki pdf'te (4. ve 5. sayfalar (8.) olarak belirtilen
denklem) verilmigtir: https://arxiv.org/pdf/1311.1451

Not: Bu paylastigim pdf’te z* + y* = 22 ve 2* + ma?y? + 2* = k? benzeri birgok denklemin sadece trivial
¢Oziimlerinin gegerli oldugu ispatlanmaya caligilmigtir.
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122. Soru. a!- bl = a! + bl + ¢! egitligini saglayan tiim (a, b, ¢) tamsay1 {iglilerini bulunuz.
C6ziim. Oncelikle genelligi bozmadan a < b kabul edebiliriz. Manuel testler yardimiyla a, b, ¢ > 2 olmasi
gerektigini gorebiliriz.
a = 2 olmadigini gosterelim. a = 2 olsun. O halde

20l = bl 4+ ¢! + 2

yani

bl =24l

gelir. b,c > 3 i¢in (mod3) celigkisi denklemden ¢ikar. b = 2 igin ¢! = 0 ¢oziimsiiz. b = 3 igin ¢! = 4
¢Ozumsiz.

O halde a > 3 olmaldir.
3 < a < bigin varsayalim ki b > ¢ saglansin. Bu durumda a!b! > 6b! olur. Ancak

al +b! + ¢! < 30!
sonucu gelir. Celigki.
O halde

3<a<b<ec

elde ederiz.

Denklemimizi ! modunda analiz edersek

al=0 (mod b!)

gelir. (b! | b! ve ¢ > b sartindan dolay1 b! | ¢!), yani b! | a! olmalidir. @ < b kabuliimiizden dolay1 bu ancak
a = b iken miimkiindiir.

Denklemimiz
(a!)? = 2a! + ¢!

olur. c = a +t, t € Z" vardir. Denklemi a! ile bolersek

al—2=(a+1)(a+2)---(a+1)

elde ederiz.

Ardigik ii¢ terim ¢arpiminin tiimevarimla 3 ile boliinebilecegi gosterilebilir. Ancak a! — 2 3 ile béliinemez
(a > 3). O halde t = 1 ya da t = 2 olmahdur.

1) ¢t =1 olsun. O halde

al —2=a+1
yani
al—a—-—3=0
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olur. Pozitif tam sayilarda f(a) = a! — a — 3 tammlarsak f(a + 1) — f(a) > 0'mm hangi a’dan sonra
saglandigini ispatlayalim.

(a+1)!—al—(a+1)=34+a+3>0

oldugunu gostermeliyiz. Yani

a-al >1

gelir. Bu da a > 3 igin barizdir.
a =3 i¢in f(a) = 0 olur. Dolayisiyla bagka a degeri saglanmaz. (3,3,4) ¢oziimi gelir.

2) t = 2 olsun. O halde

al —2=a’+3a+2

yani

al—a*—3a—-4=0
olur.
Pozitif a > 3 tam sayilarda g(a) = a! — a® — 3a — 4 tamimlarsak a = 5 i¢in g pozitif oldugunu goriiriiz.
gla+1)—g(a) >0
ne zaman saglanir bakalim.
a-al—(2a+1)—Ba+3)—4+3a+4>0

oldugunu gostermemiz gerekir.

Buradan

a-al—2a—4>0

saglanmali. Bunu a > 5 i¢in daima saglandigini gérmek i¢in ¢ = 5’in sagladigini goriip a > 5 olan pozitif
tam sayllarda h(a) = a - a! — 2a — 4 tanimlarsak ve

h(a+1) —h(a) >0
gosterirsek ispat biter.
(a+1)-(a+1)!—2-(a+1)—4—a-al+2a+4>0
saglanmali. Diizenlersek

(a®>+a+1)-al—2>0

olmasi gerektigini goriiriiz ki bu da a > 5 i¢in barizdir.
O halde a = 3 ve a = 4 hari¢ bu denklem saglanamaz.

a=3ise 3! —2=23%+3-3+ 2 saglanmaz.
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123.

a=4ise 4! —2 =42+ 3.4+ 2 saglanmaz.

O halde buradan ¢oziim gelmiyor.

Tek ¢oziim Tticliisii

(3,3,4)
olur.

Not: Sondaki durumda a! ifadesi ma? + ba + ¢ ve ma + b formu ifadelerden daima fazla biiyiir argiimani
da kullanilabilirdi.

Not2: Bagka bir benzer soru i¢in z! 4+ y! 4+ 2! = u! denklemini negatif olmayan tam sayilarda ¢oziiniiz.
(Kanada M.O 1983)

Not3: Austrian MO 2024 Sinavinda da
k' 4+ m! = kln!

denklemini pozitif tam sayilarda ¢oziiniiz seklinde bir soru gelmis.

Soru. z! — y! = 22 esitliginin pozitif tam sayilarda ¢oziimiiniin bulunmadigin gosteriniz. (Fermat Son
Teoremi’'nin n = 4’in diger bir 6zel halidir. Baz1 sorularda uygulamasini yaptik.)

Coziim. 2* —y* = 2? denkleminin pozitif tam sayilarda ¢oziimsiizliigiinii Pisagor parametrizasyonlarindan
gelen descentler ile gosterebiliriz. x* = y* + 2% denkleminde genelligi bozmadan (z,y,z) = 1 alirsak

22 =m? +n?, y2:m2—n2, z =2mn

veya

2 =m? +n?, y2:2mn, z=m?—n?

olasiliklar1 bulunur. Her iki olasilikta da daima daha kiiciik bir ¢oziim elde edilebildigini gosterirsek sonsuz
descentten ispat biter.

1) 2? = m? +n?, y* = m* — n? olsun. Bu durumda

(vy)? = m* —

denklemi elde edilir. Bu da bize m? < m? 4+ n? oldugu icin daha kiigiik bir ¢éziim elde etmis oluruz. (y tek
oldugu senaryoda bu descent daima olusuyor.)

2) 22 = m? +n?, y*> = 2mn olsun. Bu durumda 1. denklemden genelligi bozmadan

m=p’—q¢, n=2pq, (p,g)=1, p>q¢>0, p#q (mod?2)

olacak sekilde p, ¢ tam sayilar1 bulunur. 2. denklemde bunu yerine koyarsak

y* = 4pq(p* — ¢°)

olur. Sag taraftaki tiim terimlerin en biiyiik ortak béleni 1 oldugu i¢in her biri tam kare olmak zorundadir.
Buradan

p=a’, q=b, pP—q¢=¢
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olacak sekilde a, b, c € Z" oldugunu goriiriiz. Bu da bize

at — bt =¢?
verir. x = p? + ¢ = a* + b* oldugu icin a < x olur ki bu da bize descent saglar.

Bu iki durumdan yola ¢ikarak, bu ilk yapilan descent adimindan sonraki elde edilen denklemde bu iki
descent yonteminden biri gegerli olacag: igin pozitif tam sayilarda sonsuza kadar inig elde ederiz. Bu da
bize pozitif tam sayilarda ¢oziimsiizliigii verir.

Ifadelerin z,vy, z degerlerinin pozitif ya da negatif olmasi denklemi etkilemedigi icin v, z sifir olmayan
tiim tam sayilar i¢in bu ispat genellenebilir.

Geriye £ = 0, y = 0, z = 0 durumlarinin 6zel incelenmesi kalir.

1) z = 0 olsun. O halde

yani y = 0 ve z = 0 bulunur. (0,0,0) olur.

2) y = 0 olsun. O halde

r =z

yani 22 = 7z veya —a? = z olur. Parametrizasyonla gostermek istersek

(k,0,k%), (—k,0,k*, keZ
olur. 1) deki ¢ziim de bu kiime tarafindan kapsanmig olur.

3) z =0 olsun. O halde

yani x = y veya x = —y olur. Buradan

(k’,—k,O), (k> k70)7 keZ
olur.
Ispat biter.
Not: Bu ¢oziimii asagidaki linkte verilen ispattan diizenleyerek yazdim.
https://planetmath.org/x4y4z2hasnosolutionsinpositiveintegers

124. Soru. 2" — 1 ifadesi, m? + 9 ifadesini bolecek sekilde bir m tam sayisinin bulunmasini saglayan tiim n tam
sayllarini bulunuz. (IMO 1998 Shortlist N5)

Cevap:
n = Qx, WS ZZO

sayllardir. (Sanirim literatiirde Mersenne Sayilar: olarak da biliniyor.)

Oncelikle m? + 9 ifadesinin 3 (mod 4) formatinda tek asalmin 3 oldugunu gorebiliriz. Ciinkii bu tiir p’ler
igin p | 22 4+ y* ise p | ¥ ve p | y saglanir. (Gauss Lemmasi olarak bilinir.)
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n = 2% formatinda bulunmayan sayilar i¢in 3’den farkl bir p bulunabilecegini ispatlayalim.
n > 2 i¢in
2" —1=3 (mod 4)

saglanir. Yani en az bir adet 3 (mod 4) asal ¢arpani bulunur.

Diger taraftan tek n’ler i¢in

2" —1=1 (mod 3)
gelir. Yani n tek olursa 3’ten farkli bir p asali vardir. Celigki.
n ¢ift olmahdir. n = 2* formatinda olsun. Tiimevarimla tek p asalinin 3 oldugunu ispatlayalim.
k=1 i¢in
22 -1 =3,

k = 2 igin

2'—1=3-5
olur, saglanir.

Varsayalim ki £ — 1 i¢in dogru olsun. O halde

22" 1

seklinde sadece bir adet 3 (mod 4) formatinda asal vardir.

O halde

22" 1 =2 —DE¥ " +1)

formatinda olur. Soldaki ¢arpan tiimevarim kabuliinden dolay: sadece bir adet 3 (mod 4) formunda ¢arpan
icerir.
Sagdaki ise 22 + 1 formatindaki ifadelerin asla 3 (mod 4) formatinda asal ¢arpan igerememesi kuralindan

dolay1 (Bu ispat1 detayli olarak: https://geomania.org/forum/index.php?topic=6419.120, 119. soru iginde
yazilmigtir.) bu formatta asal bolen asla igeremez. Ispat biter.

Simdi ise geri kalan durumlarda n’ler daima

n=2". s

seklinde, s > 3 olacak ve s tek olacak sekilde yazilabilir. Bu durumda bariz sekilde n’in ¢arpanlarindan
birinin (2° — 1) olmak zorunda oldugu goriilebilir.

s tek oldugu i¢gin

2°~ 120 (mod 3)

olur ancak
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125.

2°—-1=3 (mod 4)

olur. Dolaysiyla farkli bir 3 (mod 4) formatinda asal ¢arpan igermek zorundadir. Bu da bize 2" —1 | m?+9
kosulunun saglanmasini engeller.

Kiiciik n’leri de elle test edelim:

e n=11ise 1| m?+ 9 saglanr.
e n=2ise 3| m?+9 olup m = 3a tipi m’ler i¢in saglandig: goriilebilir.
e n=23ise 7| m?+9 olmadigr goriiliir.
e n=4ise 15 | m? +9 olup m = 6 igin 6rnek olarak saglandigi goriilebilir.
e n =5ise 31 | m? + 9 olmadigr goriiliir.
Sonug olarak sadece n = 2* olacak sekildeki n’ler aradigimiz listeyi olusturuyor.

Bu formattaki her n i¢in m bulundugunu ispatlamak igin 6ncelikle 2™ — 1 ifadesinde 3’iin kuvvetlerinin
maksimum kag¢ olabilecegini incelemeliyiz.

n = 2a formatinda oldugu igin
4% —1

yazabiliriz. Lifting The Exponent Lemmasi’'ni vz igin uygularsak

v3(4" = 1) = v3(4 — 1) + v3(a) =1 + v3(a)

olur. a = 2! formatinda oldugu icin

v3(4* —1) =

olur. O halde @ =1 (mod 4) olacak gekilde

2" —1=3Q, QcZ"

vardir ve bu @ sadece 1 (mod 4) tipi asal ¢arpanlardan olugur. m = 3m’, m’ € Z* formatinda olmasi
gerektiginden dolay1

Qm?+1

oldugunu, yani

m?*= -1 (mod Q)
elde ederiz. Ve bu denkligin daima ¢oziimii vardir. (@) sadece 1 (mod 4) asallarindan tiredigi igin.)
Soru. z* + 2% + y? + y* = 2? denkleminin tam sayilarda sonsuz ¢dziimii oldugunu gosteriniz.

Coziim. z, z sifir olmayacak sekilde (eger = veya y sifirsa, digerinin de sifir olmasi gerekir; bu iki ardi-
sik kare arasina sikigtirarak gosterilebilir) denklemde z = y kogulunu saglayan sonsuz ¢6ziim oldugunu
gosterebilirsek ispat biter.

Denklemimiz bu durumda
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2% 2(z% +1) = 2°

olur. 22 tam kare oldugu icin geriye kalan ifade de tam kare olmak zorundadir. Buradan

202 +2 =n?

olacak gekilde n tamsayis1 vardir.
Bu denklemde z ¢ift ise n? = 2 (mod 4) celigkisi olugur. = tek olmaldir.

xr = 2m + 1 doniiglimiinii yapalim. Buradan
2-(4m* +4m+1)+2=4-2m* +2m + 1) = n?
olur. Buradan 2m? + 2m + 1 = ¢? olacak sekilde bir ¢ tamsayis1 bulunabilecegini soyleyebiliriz.
m? + (m+1)? = ¢*

olur. Pisagor parametrizasyonundan (s —t2, 2st, s> +t*) (ardigik m, m + 1 terimleri oldugundan bagkatsay1
1 alinabilir) yaklagimi kullanilir.

|82 —1? — 2st| =1
denklemini elde ederiz. Bu denklemi daha detayli incelersek
(s —t)* —2t*| =1
ve burada s — ¢t = p olacak gekilde p tamsayis1 segersek
p* =2t =1

olur.

Buradan p? — 2t> = 1 denkleminin sonsuz c¢oziimii oldugunu gosterirsek ilk denklemin sonsuz ¢oziimii
oldugunu da gostermis oluruz.

Bu tip denklemlerin genel ¢oziimlerinin (ap+bt, cp+dt) seklinde yeni ¢6ziim tiretme mekanikleri mevcuttur.

Bundan yararlanalim. Son elde ettigimiz denklemde bunu yerine koyarsak

(ap +bt)* — 2(cp + dt)* =1

a’p® + 2abpt + b*t* — 2(c*p* + 2cdpt + d*t?) = (a® — 2¢%)p® + (2ab — 4cd)pt + (b — 2d°)t* = 1 = p* — 212

olur.

Buradan

a?—2=1, 2ab—4cd=0, b —2d*=-2

olur.

Bu ikinci denklemi iiciinciiye yerinde koyabilmemiz icin iiciincii denklemi a? ile genisletelim.
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a’b? — 2a°d* = —24?
AAd? — 2a*d* = —24?

2d*(2¢* — a®) = —2a°

yani a? = d? olur.
Pozitif katsayilarda ¢oziim igin @ = d alalm. b = 2¢ olur (2. denklem).

Yani a? — 2¢? = 1 denkleminin en kiiciik ¢oziimiinii bulursak bu denklemin en kiiciik yinelemesini bulmus
olacagiz.

Deneme-yanilma yoluyla (3,2) nin sagladigr goriilir. (a,b, ¢, d) = (3,4, 2,3) olur.

O halde p? — 2t* = 1 denkleminin ilk ¢oziim (3, 2) olmak iizere (3p + 4¢, 2p + 3t) yinelemesiyle pozitif tam
sayilarda sonsuz ¢oziimii oldugu goriiliir.

Bu da bize tiim degisken doniistimlerimizin daima tam say1 gegisler saglamasindan dolay: orijinal denkle-
mimizin de sonsuz ¢oziimii oldugunu gosterir.

Not: Bu denklemin x = y sartini saglamayan ¢ozlimleri de var ancak onlar hakkinda yorum yapmak kolay
degil.

126. Soru.

1 1 1
22 2

2y 22

denkleminin pozitif tam sayilarda ¢oziimlerini bulunuz.

Coziim. Denklemi

(y2)* + (22)" = (zy)”
olarak yazalim.

Pisagor parametrizasyonundan bu terimlerin
d(m? —n?), d(2mn), d(m®>+n?), m>n>0 (mmn)=1
seklinde alinabilecegini biliyoruz.
x, 1y simetrik olmasindan dolay1 genelligi bozmadan
yz =d(m? —n?), xz=d(2mn), zy=d(m*+n?)

alahm. (m? — n? 2mn) = 1 oldugunu not alalim.

(x,y) = g olsun. O halde

r=9X, y=gY, geZ", (X,Y)=1

olacak sekilde X,Y pozitif tam sayilar1 bulunur.
Bundan dolay1

(gY2,9X2) = (yz,22) = (d(m* — n?),d(2mn)) = gz(m* — n?, 2mn)
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olur. Buradan

Y=m"—n

elde edilir. Benzer gekilde

gXz=d(2mn) = X =2mn
olur.
Simdi buradan
Ty = QQXY — 92 . (an) . (m2 - n2) — d(m2 + 712) _ gz(m2 + n2)

elde edilir.
Buradan ise

g-2mn - (m? —n?) = z(m?* +n?)
olur.
m? —n?, 2mn, m? + n? terimlerinin her biri aralarinda asal oldugu icin

m?+n?|g
olmaldir.
Buradan
t(m® +n’) =g
olacak sekilde ¢ € Z* bulundugu goriliir.
Bunu denklemde yerine koyarsak
z=1-2mn - (m*—n?
bulunur.
Benzer sekilde
r=gX =t(m?+n?) -2mn

ve

y=gqgY = t(m2 + n2)(m2 — n2)

olur.

Buradan ¢oziim kiimemiz

{t(m* +n?)-2mn, t(m*>+n?)(m*—n?), tm*—n?) - -2mn|m>n>0,(mn)=1m,ntcZ"}
ve
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127.

{t(m? +n*)(m* —n?), t-2mn(m?+n?), t-2mn(m?>—n?)|m>n>0(mn)=1mn,tecZ"}

seklindedir.

Soru. 2% 4+ 23 + 23y + y = 14757 ve 2® + 23y + y? + y + 2¥ = 15717 olduguna gore x,y, z sayilarinin
tamaminin ayn anda tam say1 olamayacagini gosteriniz. (USAMO 2005)

Coziim. Bu spesifik modiiler inceleme Evan Chen’in notlarinda verilmis. Ben de sonda not agarak benzer
tipte yapilar i¢in inceleme yaptim.

Bu soruda iki ifadeyi taraf tarafa toplarsak
(¥ +y+ 1% =1+ 2% = 15717 4 147"

oluguyor. Bu ifadede 23 + y + 1 = m, m € Z déniisiimii yaparsak

m? + 27 = 1577 + 14797 41

elde ederiz.

Bu mantig1 fark ettikten sonra bu soruda z° ifadesinin de fark edilmesinin etkisiyle z° teriminin 9a + 1
formu asal sayilarda analizinde ¢ok sinirli sayida kalani olacagini; bu soruyu yazanlar fark etmemizi istemis.

9.2+ 1 =19 kalan1 igin bu soruyu incelersek,
1577 + 1477 +1 =14 (mod 19)

oluyor.
2% ={0,1,—1} (mod 19) olur.

m? yi de inceleyelim.
m? =1{0,1,4,5,6,7,9,11,16,17} (mod 19)

olur. Kare kalandaki sayilarin hepsine 1 eklersek

m?+1={1,2,5,6,7,8,10,12,17,18} (mod 19)

oldu. m? — 1 ise

{-1,0,3,4,5,6,8,10,15,16} (mod 19)

oldu.
O halde

m? + 2% = {13,14} (mod 19)
denkliklerini saglayan (m, z) tam sayilar1 bulunamaz. Celigki ile ispat biter.

Not: Bilgisayar yardimiyla 9a + 1 formunda daha biiyiik asal sayilar1 ve bazi diger diisiik degerli sayilar
yardimiyla modiiler analiz denemelerinde bulundum. Ancak hicbiri geliski saglamaya yeterli olmadi.

Bilgisayar yardimiyla
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128.

2 +y° = {14,23} (mod 37)

(9 -4+ 1 = 37) denkliklerini saglayan kalanlar olmadigim tespit ettim (daha biiyiik 9n + 1 formu asallar
i¢in bogta kalan kalmiyor olabilir).

Yani bu tarz sorularda yiiksek dereceli terim p olacak sekilde kp + 1 formunda yazilabilen asal sayilarin
denenmesi, 22 + y? formu ifadelerin alabilecegi kalanlar1 kisitlamada faydali oluyor.

(kp + 1 genel formunu deneme sebebim de Fermat Teoremi'ni sagladig i¢in yiiksek dereceli terimin alabi-
lecegi kalanlar ciddi 6lgiide sinirlaniyor.)

Not 2: Yukaridaki varsayimimdan yola ¢ikarak z2 4+ 3 i test ettim ve

2 +y° =7 (mod 11)

(2-5+1) isaglayan (x,y) olmadigini tespit ettim.

22 +y" ={20,21} (mod 23)

bogta kaliyor. (211 + 1 = 23)

?+y*=2 (mod5) ve 2*+y'=10 (mod 13)

p = 6 ve p = 8 igin benzer taramalar1 yiriittiigimde 7,11,17,23 ve 5,11,13,17,19, 23,29 modlarinda
bosta kalan birakiyorlar.

Yani belli bagli istisnai durumlar hari¢ kp+1 formu modiiler analizde bosta kalan bulmada yardimci oluyor.

Soru. a, b, ¢ pozitif tam sayilari, a, b aralarinda asal ve ¢ de a veya b ile aralarinda asaldir. Buna gore

esitliginin sonsuz sayida ¢oziimii oldugunu gosteriniz. (Izlanda Matematik Olimpiyat1 1997)
Not: Bu soruyu Izlanda Matematik Olimpiyat1 1997 adi altinda nerede gordiigiimii bilmiyorum.

x,y, z pozitif tam sayilar sart1 yazilmamig ancak x,y, 2z pozitif tam sayilar1 i¢in sonsuz ¢éziim oldugunu
gostereyim.

T=2v y=2", z=2v
olmasimi saglayan u, v, w pozitif tam sayilarini secelim. O halde denklemimiz
ua + 2vb — qwe
olur. (uv,w) = 1 sarti da ekleyelim.
Bu ifadenin saglanabilir olmasi igin
ua = vb

secelim ki toplandigi zaman 2 modunda 1 kalanlar1 terim olugmasin.

Bu secim ile birlikte

vb+1 _ owe
2 =2
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129.

buradan

vb+1=we

elde ederiz.

O halde (a,b) =1 ve (¢,a) = 1 veya (c,b) = 1 saglanacak sekilde bu denklem sisteminin sonsuz ¢oziimii
oldugunu gosterirsek ispat biter.

ua = vb ise

olacak sekilde k € Z* vardir.

abk + 1
=c
w
elde ettik. Burada w = 1 alip igimizi oldukga kolaylagtirabiliriz. Bu bize hem (uv,w) = 1 in daima

korunmasini saglar hem de ¢’nin tam say1 olmasini garantiler. Aynm1 zamanda ¢ = abk + 1 olacagindan
dolay1 (¢, a) veya (¢,b) = 1 olma sartim da otomatik olarak garantilemis oluruz.

Simdi sectigimiz parametrizasyonu yazalim:

(z,y,2,a,b,c) = (27%,2" 2, n,m,mnk + 1), (m,n)=1, mmnkeZ"
parametrizasyonunu elde ederiz. Bu da bize sonsuz ¢oziim oldugunu gosterir.
Soru. z rastgele bir rasyonel say1 olsun. Buna gore

a® + b3

c3+d3:x

esitligini saglayan (a, b, ¢, d) tamsay1 ¢ozlimiiniin daima var oldugunu gosteriniz. (1zlanda Matematik Olim-
piyat1 1999)

Cozilim. x rasyonel say1 oldugu igin
p
x:67 <p7Q):17 Q#O

sartlar1 saglanacak sekilde p,q € Z daima bulunur.
O halde denklemimiz

p-(Ap*+Bpg+Cq*) p

q-(Ap*+Bpg+Cq?) ¢
, A, B,C € Z formunda bir egitligin sol tarafini elde etmeye ¢aligmaliyiz.
Ifadeleri dikkatli sekilde yazarsak

a® + b = Ap® + Bp*q + Cpg®

&+ d* = Ap*’q + Bpg® + C¢®
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buradan yola gikarak (mp+nq)? formunda terimlerin agilarak ¢ formu terimin iisttekinde ve p* formunda
terimin alttaki denklemde sadelesmesi gerektigini goriiyoruz.

a=p+q, b=2p—q,c=p+q,d= 29— p secimlerini yaparsak

(p+q)°®+ 2p—q)® =9 —pg+¢°)

ve

(p+9)°+ (29— p)*® = 9(p* — pg + ¢°)

olur ve buradan da segilen x’in rasyonel olma kosullarini saglayan her p,q tam sayilari icin a, b, ¢, d bul-
mamizl saglar.

Burada dikkat edilmesi gereken bir durum ise

(p+a)’+2¢—p)?°=0

olmasi olasihigidir.

Bunu da

(p+q)?°=(p—29°

pt+q=p—2q

yani ¢ = 0 olugtugundan tanim geregi eliyoruz.
O halde her z rasyonel sayisi i¢in a, b, ¢, d tam sayilarinin varhgini géstermis oluruz.

Ispat biter.
Soru. 73 + 2%y + xy? + y® = 8 - (2 + 2y + y* + 1) esitligini tam sayilarda ¢oziiniiz. (Arthur Engel)

Coziim. Denklemin homojen oldugu goriilebilir. x 4+ y = a, xy = b tamsay1 doniistimlerini yapalim.

24y = (x +y)((z+ y)2 —3xy) = a(a2 —3b) = a’® — 3ab

2yt =(r+y)?—22y =a®>—2b

olur.

Orijinal denklemimiz

a® —3ab+ab=8(a* —2b+b+1)=8a*>—8+8
seklindedir.
Buradan

a® — 8a®> — 8 = 2ab — 8b

a® —8a% — 8 1 72
p= L OV T Sz _9n g
2 — 8 g T 2 — 8
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olur.

144 144
(m+y)2—4xy:a2—4b:a2— (2@2—8a—32— 4> :—a2+8a+32+m:(1’—y)2

a —

(tam kare olma sart1) 6zdegligini kullanarak a ve b degerlerinin alabilecegi degerleri iyice kisitlayabiliriz.

Oncelikle a — 4 | 36 ise

a€{-32,-14,-8,-5,-2,0,1,2,3,5,6,7,8,10,13, 16, 22,40}
Buradan —32, 14, 13, 16, 22, 40 degerlerini a®'nin cok biiyiik olmasi nedeniyle tam kare negatif olamayacagi
i¢in eleriz.
Ufak bir goz atmayla a = —5 ve a = —8’in de negatif yaptigi goriilebilir.

Geriye kalan sayilar ise el ile denedigimizde sadece a = 10’un gegerli oldugu ve (z — y)? = 36 oldugu
goriilir.

Buradan
veya

olarak bulunur.

Soru.

(5+3v2)" = (3+5V2)"
esitligini saglayan m ve n negatif olmayan tam sayilarini bulunuz. (Arthur Engel)

Coziim. Bu soru i¢in bu tarz denklemin ¢6ziimii i¢in oldukga kullanigli olan bir lemma ispatlayalim.

a,b, m,n tam sayilar olmak tizere

@rovar =3 (T)otovat + 3 (7 )arovar,

<l
Ho
=)

T o
@
2,

I
NE
NE

(a—bv2)™ <m> a" T (bV2)E — (m) a" = (by/2)F.

k k
k=0 k=0
k cift k tek
Burada
(a+bvV2)" = A+ BV2, (a—bV2)" = A— BV?2,
olup,
" m k " m k—1
A= amkp2:, B = ( )am_kbk22, A BeZ.
> (7) (i
E gift E tek

Benzer sekilde z,y, X,Y € Z igin
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(@ +yV2)" =X +YV2, (z—yV2)"=X-YV2
seklinde oldugunu goriiriiz.
Bizim i¢in burada 6nemli olan gey ise
(a+bvV2)™ = (x +yv2)"

ise A =X ve B =Y sartlarinin zorunlu olmasidir. Dolayisiyla

(a—bV2)™ = (x—yV2)"=A—BV2=X -YV2
mantigindan ayni iislerdeki ifadelerin eglenikleri i¢in de denklemin saglanmasi gerekir.

Sorumuzda bunu uygularsak

™ = (—41)"

olur. Ki bu da kisa bir modiiler aritmetik analiziyle sadece bariz durumlar, yani m = 0 ve n = 0 i¢in
saglandig1 goriilebilir.

Sonug olarak,

(ma n) = (07 0)
olmas1 diginda ¢oziimler yoktur.

132. Soru.
Vry=at+2®+27+a

esitligini tam sayilarda ¢oztintiz. (Arthur Engel)

C6ziim. Oncelikle denklemi soyle yazalim:

dy? + 4y + 1 =42t + 423 + 42® + 4o + 1,

yani

u+1)* = (222 +2)* +32° + 4o + 1.

Ayrica,

(222 +x+ 1) =da* + 2% + 1+ 2(22 + 22° + 2) = 4a* + 42° + 527 + 20 + 1.

Boylece belirli bir = araligi harig

202 + 1) < Qu+ 1) =da* +42® + 42® +da + 1 < (222 + 2+ 1)?
esitsizligi gecerli olur. Bu da iki ardisik tam kare arasinda tam kare olmasi demek oldugu icin celisir.

Simdi bu esitsizlik sinirlarinin gegersiz oldugu araliklar: bulalim.

Alt siir sikigtirmasidan
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3 +dr+1=0Br+1D)(z+1)>0

olur. Burada istenmeyen aralik = € [—1, —%] i¢in olusur. z = —1'i manuel olarak denemeliyiz.

Ust sinir sikigtirmasindan

2 =2 >0
sart1 gelir, bu da = € [0, 2] igin gegersizdir.
Simdi tek tek x degerlerini deneyelim:

e r = —1 ise denklem
Y¥ry=1-1+1-1=0,
yani 2 +y = 0, buradan y = 0 veya y = —1 ¢oziimleri gelir.

e 1 = ( ise denklem yine

yani y = 0 veya y = —1 ¢Ozlimleri vardir.
e 1 =1 ise denklem
Y +y—4=0,
yani diskriminant tam kare olmadigi i¢in ¢6ziim yoktur.

e 1 = 2 ise denklem
Y +y—30=0=(y+6)(y—5),

yani y = —6 ve y = b ¢oziimleri gelir.

O halde ¢oztim kiimemiz

{(_17 0)7 <_17 _1)7 (07 0)7 <O7 _1)7 (27 _6>7 (27 5)}
olur.

Soru. n < 5 kogulunu saglayan z, n pozitif tam sayilar i¢in
" —1

r—1

ifadesinin tam kare olmasi durumunda (x,n) tam sayilarim belirleyiniz. (Nagel-Ljunggren, 1940’lar, Thue
denklemlerinin yardimiyla tiim n ler igin tam kare olan durumlar bulunmug ancak elementer yontem degil.)

Coziim.

e n =1 i¢in z = 1 hari¢ ifade daima tam kare olur.

e n = 2icin Her a € Z>, igin
r=a*—1

olur.

e n =3 icin
l+z+a2*=y°

seklinde y tamsayis1 bulunmalidir. Ancak
<t +ar+1l<(z+1)?

esitsizligi pozitif tamsayilarda daima gegerlidir. Coziim yoktur.
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e n =4 icin
14+ z+2° +2° =4

seklinde y tamsayisi bulunmalhidir. Sag tarafi faktorleyelim:

Pt r+l=2 v+ 1)+ (z+1)=(z+1)(2* + 1).
Burada (z + 1,2 + 1) = (x + 1,22) ve (z + 1,2) € {1, 2} olur.

a) (r+ 1,22 + 1) = 1 olsun. O halde z + 1 = a? ve 22 + 1 = b? olacak sekilde a, b tam sayilari
vardir. Ancak
<’ +1l<a?+20+1

esitsizligi arasinda sikigtirildigindan ¢éziim yoktur.

b) O halde (z + 1,22 + 1) = 2 olmalidir. Bu da x’in tek say1 olma sartin1 zorunlu kilar,
r=2k+1, keZ',

(r = 1 paydada = — 1 terimi oldugu i¢in hari¢ tutulur).

O halde ifade

(2k + 2)(4k* + 4k + 1+ 1) = ¢,

yani

(k+1)(2k*+2k+1)=1°
seklinde [ € Z tam sayis1 vardir.
kE+1=u? ucZ" olsun. O halde

2u® — 1) + 2w — 1) +1=2u* —4u? + 2+ 20> =2+ 1 = 2u* — 2u® + 1 = p?
p € Z tam sayisidir.

Ilging bir gekilde bu soru, 78) numarali soruda ¢oziimiinii verdigim diyafont denkleme dontigmiis
olur. Bu denklemin negatif olmayan tam sayilarda (0,1), (1,1), (2,5) harici ¢dziimii yoktur.
u = 0i¢in k£ = —1 olur, bu istenmez. u = 1 i¢in k£ = 0, yani z = 1 olur ancak orijinal denklemin
paydasinda z — 1 terimi oldugu i¢in elenir. v = 2 i¢in k = 3, yani x = 7 olur. Gergekten de

47?47+ 1 =400 = 207

olarak saglanir. (7,4) ¢oziimii gelir.

e n =5 i¢in
l+z+2°+2°+2" =y

seklinde y tamsayist bulunmalidir.

132) numaral soruda kurdugumuz sinira benzer sekilde
4ot + 42 + 42? + 4o + 4 = 4y

ifadesini

(222 +2)? = do* +4rP 42 < 4ot AP A Hdo+4 < (2074 o+1)? = dat+a? 142203 4227+ x)
=4zt + 42 + 52° + 20 + 1
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olarak sikigtirabiliriz.

Simir degerlerin daima saglanmasini engelleyen x araligini bulmaliyiz.
Alt sinir daima saglanir.

Ust smir icin

2?2 —2rx —3>0,

yani

(z —3)(z+1) >0,

oldugu i¢in x € [—1, 3] araliginda saglanmaz.

O halde

r=1 = 1*+13+1°+1+1=5
saglanmaz.

r=2 — 22 4+234+9224+924+1=31
saglanmaz.

r=3 = 3*+33+32+3+1=121 =117

olur. (3,5) ¢oziimii gelir.
Sonug olarak denklemin genel ¢oziimleri

{(t,1),(#* = 1,2),(7,4),(3,5)}, t € Zsy
seklindedir.
Soru. Her a; € {—1,1} olmak iizere
aras + asas + -+ - + Gnp_10, + a,a; =0
ise 4 | n oldugunu gosteriniz. (Izlanda Matematik Olimpiyati)
Coziim. (MatematikOlimpiyati) ajas + asag + - -+ + aya; toplamindaki n tane terimin her biri 1 veya

—1’dir. Yani tiim terimler tek sayidir.

Bu tek sayilarin toplaminim 0 yani bir cift say1 olabilmesi icin ¢ift adette bulunmalar1 gerekir. (Ornegin, 6
tane tek saymin toplami ¢ift sayidir veya 22 tane tek sayimin toplami cift sayidir ama 5 tane tek sayimin
toplamu ¢ift say1 degildir, yine tektir. 6,22 — ¢ift say1.)

Dolayisiyla n ¢ift sayidir. n = 2k diyelim.

Toplamda bulunan 2k tane terimin (1 ve —1 ler) toplaminin 0 olabilmesi i¢in & tanesinin 1, £ tanesinin de
—1 olmas gerekir.

Diger taraftan bu 2k tane terimin ¢arpimi

(VM=) = (a1as)(aza3) - - - (anar) = afa3 - - al) = 1
dir.
Buradan da k ¢ift sayidir. £ = 2m yazarsak
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elde edilir ve 4 | n bulunmus olur.

Soru. z,y pozitif tamsayilar olmak {izere
xl+yl=aY

esitligini saglayan tiim (x,y) ¢iftlerini bulunuz. (Ukrayna Matematik Olimpiyat1 Final Rounds 2001-2003

7)
Cozim.

Bertrand-Chebyshev Teoreminin diizenlenmis bir formundan, z,y > 3 i¢in z/2 < p < z, y/2 < ¢ < y
olacak sekilde p, ¢ asallar1 vardir.

Oncelikle z > y olsun. Bu durumda v,(x!) > 1 ve v,(y!) = 1 saglanir. Bundan dolay1 ¢ | #¥ elde ederiz. Bu
da bize ¢ | x yani ¢ | 2! yani ¢ | y! verir. y/2 < ¢ < y kabuliinden ¢ < y < 2q¢ gelir. Celigki olusur.

Simdi = < y olsun. Bu durumda v,(z!) =1 ve v,(y!) > 1 bulunur. Bu nedenle p | 2¥ yani p |  gelir. p asal
oldugu ve z/2 < p < x oldugundan, p ile bolilnemez. Celigki.

O halde = = y tek olasiliktir.
Buradan
2zl = 2*

denklemini elde ederiz.

Bu durumda ise p = ¢ segebiliriz. Yani p | 2! oldugundan p | 2* barizdir. Ki bu da bize p | z den ¢eligki
verir.

Geriye kalan durumlarda z =2, y =2, x = 1, y = 1 olasiliklar1 kalir.

a) z = 2 olsun. Denklem

24yl =2Y
gelir. y > 4 i¢in sol taraf
2+y!'=2 (mod 4)
iken sag taraf
2=0 (mod 4)
oldugundan celigki olur. y = 3 ve y = 2 denklemi saglar.

b) y = 2 olsun. Denklem

ol +2 =2
gelir. x > 4 i¢in sol taraf
! +2=2 (mod4)
olur. Bu bir kare kalan degildir. x = 2 denklemi saglar.
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c) x = 1 olsun. Denklem

l1+yl=1
yani y! = 0 olur. Celigki.

d) y = 1 olsun. Denklem

l+l==x
olur. Coziimii olmadigr z! > x oldugu i¢in barizdir.

Sonug: Denklemin ¢oziim kiimesi

{(2,2),(2,3)}
olur.
Not: Bu teoremdeki z/2 < p < x ifadesi su gekilde hizlica gosterilebilir:

Kanit: Bertrand postiilatindan, x < p < 2z, x > 2 i¢in p asali oldugunu biliyoruz. x = 2k formunda k
varsa, k < p’ < 2k, k > 2 i¢in p’ asali oldugunu goriiriiz. (z ¢iftse minimum 4 olur.)

x=2k+1formundaise k > 24 icin k+1 <p < @ olacak sekilde bir p asal vardir (Nagura Teoremi).

x/2 =k+ % < k 4+ 1 oldugu igin ve @ < 2k + 1 = x egitsizligi her £ > 1 icin dogrudur. Dolayisiyla

k > 24 durumu elenir. Kiic¢iik £ degerlerini manuel test ettigimizde x tek iken x > 3 i¢in daima p asah
vardir.

O halde genel olarak her z > 3 i¢in /2 < p < x seklinde p asali vardir.

Soru. m,n tam sayilari i¢in
|12™ — 57|

seklinde yazilabilen en kiigiik pozitif tam sayiy1 belirleyiniz.

Coziim. (MatematikOlimpiyat1) m ve n’ye gore yedi durumda inceleyelim:

i) m,n < 0 olsun. m = —a, n = —b diyelim (a,b > 0). Bu durumda
12m 5= (1270 -5 = | = L] = o1
B ©|12¢ Bb| | 1205

olur. Bu ifade tam say1 olamaz ¢iinkii pay tek, payda c¢ift say1 olur. Buradan ¢éziim gelmez.

i) m > 0,n < 0 (veya m < 0,n > 0) olsun. Bu durumda 12™ ve 5" ifadelerinden biri tam say1 olurken
digeri tam say1 olmaz ve farklar1 tam say1 olamaz. Dolayisiyla bu durumdan da ¢oziim gelmez.

iii) m,n > 0 olsun. 12™ ¢ift, 5" tek oldugu i¢in ifade tek say1 olmalidir. Alt durumlara bakalim:

e a)l2"—5"=1 = 12" —-5"=1 (mod 4) = —1=1 (mod 4) Celiski.

eb) 12" -5 = -1 = 12" - 5" = —1 (mod 11) = 5" = 2 (mod 11) Celigki ¢linkii
5° = {1,3,4,5,9} (mod 11).

0 ) 12" — 5" =43 = 12" — 5" = £3 (mod 3) = 5" =0 (mod 3) Celigki.
e d) 12" —5"=45 = 12™ —5" =45 (mod 5) = 2™ =0 (mod 5) Celigki.

e ¢) 12 — 5" = 7 Bu durumu m = n = 1 i¢in saglayabiliriz.
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iv) m =n =0 igin

12" = 5" =]1—-1] =0
olur.

v) m =0,n > 0 olsun.
112m — 57| = |1 — 5"| = 5" — 1,

ifade artan oldugundan en kiiciik deger

5t—1 =
olur.

vi) n = 0,m > 0 olsun.
112™ — 57| = [12™ — 1| = 12™ — 1,

ifade artan oldugundan en kii¢iik deger

120 —1=11
olur.

vii) m = 0,n < 0 veya n = 0,m < 0 durumlarinda 12 ve 5" ifadelerinden biri 1 olurken digeri tam say1
olmaz, dolayisiyla fark tam say1 olamaz. Bu durumdan ¢6ziim gelmez.

Sonug olarak, m,n tam sayilar: i¢in
|12™ — 57|

ifadesinin alabilecegi en kiigiik pozitif tam say1 degeri
4

olur.

137. Soru. p asal sayisi i¢in
(p—D!+1=p"

seklinde p'nin bir tam kuvveti olacak sekilde p sayilarini bulunuz.
Coziim. Asal p igin

(p—D!+1=p"
denkleminde p > 5 i¢in celigki ispatlayacagiz. p = 2, 3, 5 durumlar kalir.

Ik olarak
p—DI+1= pk

oldugunu biliyoruz. Buradan
(p=D'=p =1=(p-DE"+p" 7+ +p+1)

esitligini elde ederiz ve her iki tarafi p — 1’e bolerek

k—1

(p=-2)!=>p

1=0

elde edilir.
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Eger p > 5ise p — 1 > 6 oldugundan (p — 1) | (p — 2)!, yani
(p—2)!=0 (modp-—1).

Ote yandan

?l?‘
—
T‘
—

P’ 1=k (modp-—1),

Il
o
<.

Il
o

i

¢iinkii p =1 (mod p — 1). Dolayisiyla

k=0 (modp—1), yani k=t(p—1), (t€Zsy).

Buna gore

(p— DI+ 1=p"=p .
Ancak

(p— 1) +1<p
dolayisiyla ¢t > 1 iken
p' > !

olur ki bu da £ < p — 1 iken k'nin p — 1’in kat1 olmasi celigkisini verir.
Sonug olarak p > 5 i¢in hichir ¢oziim yoktur. Kalan tek ¢oziimler:
p=2: 2-1)+1=2=2"
p=3: 3-1)+1=3=3"
p=5: (5—1)+1=25=5

Not: Bu sorunun p asali yerine genel n sayilar: i¢in de ispat1 yapilabiliyor gibi duruyor. n bilegke olursa
celigki elde edilebilir. Bu da bize genel olarak sadece n = 2, 3,5 saglama sartin1 dogurur gibi goriiniiyor.

Not: Bu sorunun daha genel bir versiyonu ve farkl bir ¢oéziimii bu linkte verilmis:
https://geomania.org/forum/index.php?topic=2542.0

Soru. 1 < z,y, 2z < 100 olacak sekilde pozitif tam sayilar i¢in
2%+ 2y + 2% = dayz

denkleminin kag¢ ¢6ziimii vardir?

Cevap: 19

Coziim. makalede (X2 + 2y? + 2% = xyz denklemi ¢oziimleri baghg1 altinda paylagmigtim forumda) x? +
2y?+2% = 4xyz denkleminin Vieta jumpingle indirgenen kok ¢oziimiin sadece (1, 1, 1) oldugu ispatlanmisgtar.
Ancak biz bunu kullanmadan ¢6zmeye ¢alisacagiz.

Denklemi
2 —dyz-x+ (22 +2%) =0

seklinde x degiskenine gore yazarsak, diskriminant
A, = 16y°2% — 4(2y° + 22) = k?
seklinde bir tam kare olmalidir. Burada k tamsayisidir. Ayrica k ¢ift oldugundan k£ = 2w doniistimiinii
yapabiliriz.
Boylece
(4y* — 1)2* = 2> + w?
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egitligi elde edilir.
Burada asal p | (4y*> — 1) olacak sekilde asal segelim. p = 2 saglamadig1 agiktir. Denklemi p modunda
inceleyelim:

2y +w?* =0 (mod p)

esdegeriyle
1+2w>=0 (mod p)

elde edilir. Buradan
(mod p)

(2)-())

p=1,3 (mod 8)

durumu gortliir. Legendre sembolii ile

ifadesi yazilir. Boylece

olmasi gerektigi sonucu ¢ikar. y ¢ift olursa
4> ~1=7 (mod 8)

olur. Ancak 1,3 (mod 8) tipindeki asallar ancak 32 = 1 (mod 8) oldugu igin ancak 1,3 (mod 8) kalanlarin
tiretir. O halde y ¢ift iken en az bir tane 5,7 (mod 8) formundaki asal ¢arpan bulunmahdir ve bu ¢eligki
dogurur. Dolayisiyla y tek olmahdir. y tek olmasi x ve z'nin de tek say1 olmasini gerektirir.

p=5,7 (mod 8) formu asal iceren y degerlerini ilk 100 sayida eledigimizde;
y € {1,5,9,21,29,41, 49,61, 65,69,89}

olur.

Bunlardan sadece
y=1,5,29,65

i¢in ¢O6ztim miimkiindiir. Digerleri elenir. ((1,1,1) den tiireyen 19 ¢oziimii yazdigimizda goriilmektedir. )
Simdi 9, 21,41, 49,61, 69,89 durumlari i¢in kegiflerde bulunalim.
Discriminant , = 4w? olacak sekilde w > 0 tamsayis1 bulunmalidir. Buradan
w® — (4y* — 1)2% = —2°
elde edilir. = 4w? oldugunda
r=2yz+tw

seklinde x degerleri bulunur.

r = 2yz + w durumu oldukca sinirh y i¢in ¢oziim birakacagindan bunu simdilik eleyelim. x = 2yz — w
durumunu inceleyelim.

Buradan
w? = (r+2)? (mod2y+1), w?=(z—2)? (mod2y—1)

denklikleri elde edilir.

Ayrica
w*= -2y =y (mod 2y +1)



ve
w?=y—1 (mod2y—1)
bulunur. Bu da
(x+2)?*=y (mod2y+1), (z—2°=y—1 (mod2y—1)
denklem c¢iftlerini verir.

Bu denklikler ve
2<z+4+2<200, |xr—2z|<100

sartlar1 sayesinde tiim olas1 toplam ve fark degerleri bulunabilir.

Ancak 2y — 1 ve 2y + 1 asal degilse denklemin 2’den fazla ¢éziimii olacagindan hesaplama zorlasir.
x + z = c ise, orijinal denklemde =z = ¢ — 2 yazilirsa
22y + 1)2* — 2c(2y + 1)z + (* +2¢y°) = 0

elde edilir.

Buradan
2(2y + 1)

tanimlanirsa, denklem
2 —cz+d=0

seklindedir.

Cozdiigiimiiz denklik zaten d’nin tam sayi olmasini garanti eder. d = z; - 25 oldugu ve kokler tam say1
oldugu i¢in z; + 2o pozitif tam sayilarda maksimum z; = 1, zo = d igin olur. Bu da

c<d+1
olmasi1 gerektigini gosterir.
Esitsizligi acarsak:
2 2 2
2(2y + 1)

202y +1) < +2y° +2(2y + 1)

le—Q2y+1)|>+v2y2 -1
bulunur.

Bu esitsizligi sadece 2y 4 1 bilegke oldugunda tiim denklemleri tek tek yazmamak icin kaba bir sinir olarak
kullanabiliriz.

Not: Daha siki bir sinir i¢in kéklerden birinin 1 oldugu durumu manuel test edip
d
<24 =
c< 2+ 5
esitsizligi de secilebilirdi.
y degerlerine gore manuel incelemeler:

(a) y = 89 x = 178z + w durumunda x > 100 olacagindan incelenmez. x = 178z — w olur. Bu
durumda
(x+2)>=89 (mod 179)

olur. x + z = 39 veya 140 (mod 179) olur. 200’1 gegmeyen ¢ift deger sadece 140’tir. Ancak
yukaridaki esitsizlik ¢ < 100 verdigi igin 140 elenir.
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(b)

y = 69 r = 1382 + w durumunda istenen x miimkiin degildir. x = 1382 — w olmaldir.
(x+2)>=69 (mod 139)
olur.
c=25 veya 114 (mod 139)

bulunur. 139 asal oldugundan sadece iki ¢oziim vardir. Esitsizlik ise ¢ < 41 verir. ¢ = 25 tek
oldugundan elenir.

y =61 r = 1222 + w durumunda z miimkiin degildir, z = 122z — w olmahdr.

(r+2)>=61 (mod 123)
olur. 123 = 3-41 oldugundan iki ¢6ziimdiir. Esitsizlikler ¢ < 36 ve ¢ > 210 verir. ¢ = 26 bulunur
ancak parabolik denklem diskriminanti tam kare olmadigindan ¢oziim yoktur.

y =49 r = 982 + w durumunda z = 1 olasihig1 vardir, ancak bu ¢6ziim saglamaz. x = 98z — w
olmalidir.

=49 (mod 99)

olur. Esitsizlik |¢ — 99| > 70 verir. ¢ < 29 veya ¢ > 169 olur. 1 ile 29 araliginda sadece ¢ = 7,29
(mod 99) ¢oziimleri saglanir. ¢ ¢ift olmasi gerektiginden uygun ¢ yoktur.

y =41 x = 8224w durumunda z = 1 olasilig1 vardir fakat ¢6ziim yoktur. x = 822 —w olmalidir.
=41 (mod 83)

olur. Coziimler ¢ = 37 veya 46 (mod 83) olur. 2 ile 200 araliginda ¢ift ¢ degerleri 46, 120 olur.

Parabolik denklemlerin diskriminantlar: tam kare degildir.

y = 21 x = 4224w durumunda z = 1, 2 olasiliklar1 vardir, ancak ¢6ziim saglamazlar. x = 42z—w
olmalidir.

=21 (mod 43)

olur.
c=8 ve 35 (mod 43)

bulunur. 2 ile 200 araliginda ¢ift ¢ degerleri {8, 78,94,164, 180} olur. Ayrica
(r —2)*=20 (mod 41)

dur.

r—z=15 ve 26 (mod 41)
bulunur. |z — z| < 100 sartindan olasi degerler {—56, —26,26,56} olur. Tek say1 olan z,z
degerlerine gore (x + z,z — z) ¢iftleri

(78, —56), (78,56), (94, 56), (94, —56), (164, —26), (164, 26)

olur. Bunlar (11,67), (19, 75), (69, 95) olarak bulunur. Ancak orijinal denklem saglamaz.

y =92 = 18z+w durumunda z = 1, 2, 3, 4, 5 olasiliklar1 vardir, ancak ¢oziim yoktur. x = 18z—w
olmalidir.

=9 (mod19), (r—2)*=8 (mod17)

olur.
c € {16,22,54,60,92,98, 130, 136, 168, 174}

olur. z—z € {12,22, 46,56, 80,90} olur. Buradaki ifadelerin toplami 2 (mod 4) olmahdir. Ayrica
(c—5(2y+1))* > 25(4y* — 1) — 2¢°
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olur. y =9 i¢in
(c —95)* > 7913

yani
c<6 veya c2>184

olmalidir. Uygun ¢ yoktur, y = 9 elenir.

Geriye Vieta tipi agactan da bulunabilen
y €{1,5,29,65}
degerleri kalir.
(a) y =065

> =65 (mod 131)

olur.
c=14,117 (mod 131)

bulunur. 2 ile 200 araliginda sadece ¢ = 14 vardir. Denklemlerden
2 —142+433=0 = (2-3)(z—11)=0

z = 3,11 olur ve
(3,65,11), (11,65, 3)

¢Oziimleri elde edilir.
(b) y =29 x = 582 + w durumunda z = 1 tek olasihktir. Manuel test edilir. x = 58z — w i¢in

=29 (mod 59)

olur.
c=18,41 (mod 59)

bulunur. 2 ile 200 araliginda c¢ift ¢ degerleri 18, 100, 136 olur. Denklemler:
2 —1824+17T=0 = (2—-1)(2—17)=0

22-10024+99=0 = (2—1)(2-99)=0
2? — 1362+ 171 =0

Sonuncusu tam kare diskriminant saglamaz, ¢oziim yoktur. Coziimler:
(1,29,17),(17,29,1),(1,29,99), (99,29,1)

(¢c) y=>5z=10z+w ve z € {1,3,5,7,9} durumlar1 vardir, manuel test gerektirir. x = 10z — w
icin
=5 (mod 11)

olur.
c=4,7 (mod 11)

bulunur. Ik 8 z manuel test edilmelidir. Kalan z icin

d
<8+ -
c < +8
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esitsizligi saglanmalidir. Coziildiigiinde
c<6 veya c> 168

bulunur. Aralikta kalan ¢ degerleri 4,172, 180, 194’tiir. Bunlar i¢in parabolik denklemler diskri-
minant tam kare degildir, ¢oziim yoktur.

z =1 igin:

72 —200+51=0 = (r-3)(z—17)=0
Coztmler: (3,1), (17,1) ve simetrikleri.
z =3 icin:

22 —60z+59=0 = (z—1)(z—-59) =0
Coziimler: (1,3), (59,3) ve simetrikleri.
2z =5,7,9 i¢in diskriminant tam kare degildir, ¢éziim yoktur.
(ozlimler:

(1,5,3),(3,5,1),(1,5,17),(17,5,1), (3,5,59), (59, 5, 3)

y = 1 Bu durumda Pell denklemi

w? — 322 = -2
elde edilir. Tek seed ¢oztimii (1, 1) olup genigletme formiilii
(aw + bz, cw + dz)
ile
a’>—3c* =1, 2ab=6cd, b*—3d*=-3

elde edilir.
a? ile carpilirsa

bulunur. Buradan

gelir. Boylece
a? -3 =1
denklemine ulagilir. En kiigiik ¢oziim (2, 1)’dir.
En kiigiik (a, b, ¢, d) katsayilar
(2,3,1,2)
olup,
(w,z) ¢oziimse (2w + 3z, w + 2z)
de ¢oziimdiir.

Seedler:
(1,1) — (5,3) — (19,11) — (79,41) — (256, 153)

z degerleri:
1,3,11,41
z =1 i¢in:
?—42r4+3=0 = (z—-1)(z—-3)=0
Coztimler: (1,1), (3,1).

z =3 icin:
2 —1204+11=0 = (r—1)(z—11)=0
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139.

Coziimler: (1,3), (11, 3).
z =11 i¢in:
? —44r+123=0 = (z—-3)(z—41)=0

Coziimler: (3,11), (41,11).
z =41 icin:
r? — 1642 +1683 =0 = (v —11)(x —153) =0

Coztm: (11,41) tek ¢oziim.
Coztimler:
(1,1,1),(3,1,1),(1,1,3), (11,1, 3),(3,1,11), (41,1,11), (11, 1,41)

Not: y = 1 durumu olasiliklar1 ¢ok oldugu igin Pell denklemi ile simirlandirilmigtir; katsayilar kiigiik oldugu
i¢in mantikhdir.
Toplam ¢o6ziimler:
(1,1,1),(3,1,1),(1,1,3),(11,1,3),(3,1,11), (41,1, 11), (11, 1, 41),
(1,5,3),(3,5,1),(1,5,17),(17,5,1), (3,5,59), (59, 5, 3),
(1,29,17),(17,29,1), (1,29,99), (99,29, 1),
(3,65,11), (11,65, 3)
toplam 7+ 6 + 4 + 2 = 19 adettir.

Soru. Porzitif tam sayilar m, n icin
m!=n!-(n+1)!

denklemini ¢6ziiniiz.

Coziim. Denklem su sekilde yazilabilir:
m! = (n+1)-(n)2
Bertrand-Chebyshev Teoremi (postiilat1) uyarinca m > 4 igin aralik

m< <
— m
B D

seklindedir ve bu aralikta en az bir asal say1 p vardir. Bunu ispatlayalim.
Kanit: Bertrand postiilatina gore her x > 2 i¢gin aralik

r<p<2
seklinde asal p vardir.

e 1 = 2k formunda ise k < p’ < 2k olacak sekilde asal p’ vardir (z ¢ift ise 4 minimum).

e = 2k + 1 formunda ise Nagura Teoremi’'nden k£ > 24 igin

6(k+1)

E+1<p<
+1<p 5

olacak sekilde asal p bulunur.
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Burada

1
:k+§<k’+1

N8

ve

o

1
%<2k+1—x

esitsizligi her k£ > 1 icin dogrudur. Dolayisiyla £ > 24 durumu elenir.
Kiigiik k£ degerleri manuel test edilmistir ve x tek ise x > 3 ic¢in bdyle bir asal vardir.

Sonug olarak her x > 3 i¢in
x

—<p<

g SP=7

seklinde asal p vardir.

Bu esitsizligi diizenlersek
p<m<2p<p

elde edilir. Burada p = 2 ayr incelenmelidir. p = 2 aralikta olmasi i¢cin m = 3 olmalidir. Bu kiigiik
durumlar test edilerek dolayl elenmigtir.

Legendre Teoremi'nden

wimt) =3 | %

k
k>1 p

bilindiginden, burada ilk terim 1 ve digerleri 0 oldugundan
vp(m!) =1
bulunur.

Durum 1: p | n! ise,
vp((n!)?) > 2

olur ki bu v,(m!) =1 ile ¢elisir.

Durum 2: p | n+ 1 ise, pk = n + 1 olacak sekilde k£ € Z* vardir. Buradan

m n—+1
— fr— m
2 “PT %
yani
+1>km
n —
2
Eger k > 2 ise
n+1>m,
yani
(n+1)! > ml,

bu da ¢eligki dogurur. Dolayisiyla &£ = 1 olmalidir.

Boylece
p=n+1,
ve
m!=p!-(p—1)!
seklindedir.
Simdi

m=p+r, 1<r<p-1
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alalim. Denklemden

elde edilir.

Buradan:

(a) Aralik (p,p + r] i¢inde asal say1 yoktur. Aksi takdirde, bu asal ¢ soldaki garpam boler fakat
q > p — 1 oldugundan sagdaki (p — 1)!"yi bolmez.

(b) Mod p altinda

T

H(p +k)=r! (mod p).

k=1

Wilson Teoremi ile
(p—1)!'=-1 (mod p)

oldugundan
rl=—-1 (mod p) (2)

bulunur.

2-adik sayimlar igin iist smir lemmasi:

Her a > 1, r > 1 i¢in

” (f[(a+k)> - Q‘I;TJ - {%D < vo(r!) + [logy(a +7)] . (3)

k=1 >1

Ispat: Legendre formiiliine gore sol taraf yukaridaki toplamdir. Her z,y € R icin

lz+y] <|z]+[y] +1

ERREHEIRE

Toplamdaki 1 sayisi en fazla |log,(a + )| adettir ve boylece (3) elde edilir.

esitsizligi gecerlidir. Bu,

esitsizligine yol acar.

Sorumuzda a = p alinirsa
vo((p — D) < wa(rl) + [logy(p + 7)) - (4)

De Polignac formiiliine gore
v(lp—1)={@E-1) —sp-1),
burada so(n) ikilik tabandaki basamak toplamidir.

Lemma 2: Her n > 1 igin
sa(n) < |logy(n)] + 1.

ispat:
t
sa(n) = Z ar,
k=0
burada aj € {0,1}. Dolayisiyla
32(”) St+ 17
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140.

burada ¢ ikilik tabanda 2! < n < 2!™! kosulundan

t = [log,(n)] -

n=p—1igin

vo((p— 1! > (p—2) — [loga(p — 1)/,
yani

p—2—[logy(p — 1)] < wa(r!) + [logy(p+ 1))
Ayrica
vo(rl) <r —1,  [logy(p+7)] < [logy(2p)] < [logy(p)] + 1,

dolayisiyla

vo(r!) + [logy(p + 1) <7+ [logy(p)] -
Buna gore

p—r <2+ [logy(p—1)] + [logy(p)] <2+ 2 [logy(p)] -

Diizenlersek

p+r>2p—2—2|logy(p)] .

Nagura Teoremi’'ne gore (Chebyshev Teoremi'nin sikilagtirilmig sekli) a < ¢ < %“ olacak sekilde en az bir
asal say1 ¢ vardir, ozellikle a > 25 igin. Eger boyle bir g (p, p + r] arahginda varsa, ¢ sol tarafta bulunur
ancak sag tarafta (p — 1)I’de bulunmaz; bu da celigki yaratir.

p > 25 igin

6
p+r>2p—2-2log(p)) =

oldugundan, p > 25 durumu elenir.
Geriye kalan durumlarda
pe{2,3,57,11,13,17,19,23}.
Modiiler testler ve detayh analizle p = 7 ve p = 2 digindaki durumlar da elenebilir.
Ornek coziimler:

(p,m,n) = (7,10,6), (2,2,1).

Sonug olarak denklemin ¢6ziim kiimesi
{(2,1),(10,6)}
seklindedir.

Ek bilgi: Bertrand-Chebyshev ve Nagura teoremlerinden daha siki araliklar igin Rohrbach—Weis (1964),
Schoenfeld (1976) ve Pierre Dusart (2010, 2016) tarafindan daha gelismis sonuglar mevcuttur.

Kaynak: Bu soru ilk olarak forumda Beysehirli tarafindan sorulmustur: https://geomania.org/forum/index.php’
Soru. Hangi (a,b) pozitif tam say: ikilileri igin,

a’+ b +1
ab+a+0b

bir tam sayidir? (2012 UMO yaz kamp: smavi)
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Coziim. Tlm terimler pozitif oldugu igin
e+b+1_
ab+a+b

olacak gekilde k pozitif tam sayis: olmahdir. Icler dislar carpimi yapip ifademizi diizenlersek (a gordiigiimiiz
yere x yazalm).

[:Z" — Z tanmmlh f(x) = 2* — k.(b+ 1)x + (b + 1 — kb) fonksiyonunu elde ederiz ve bu fonksiyonun bir
kokii 1 = a dir. Bu fonksiyonun diger kokiinii bulmak igin Vieta Jumping yardimiyla zo = k.(b+ 1) — a
olarak buluruz. Kokler ¢arpimi pozitif ve z; > 0 oldugu i¢in x5 > 0 da saglanmalidir.

k > 3 igin
fO)=Q2—kb* —2kb+1=2—-k).0*+2b+1—1)—4b+1=2—k).(b+1)>+k—2—4b+1
k—2 = m déniisiimii yapalim ve m in pozitif tam say1 oldugunu not edelim. Bu durumda klasik (b—1) > 0
esitsizliginden (b + 1)% > 4b elde edilir. Buradan
—m(b+1)* < —4mb
gelir. Bunu f(b) de uygularsak
fO)=-m(b+1)*+m—4b+1<—dmb+m—4b+1=(m+1).(—4b+1) = —(m +1)(4b—1)

olur ve m +1 > 0 ve 4b — 1 > 0 oldugundan dolay1 f(b) < 0 elde edilir. Bu da bize fonksiyonun grafigi
diigiiniilerek incelersek (her iki sonsuzda da fonksiyonun limiti + sonsuza gidiyor bu yiizden f(b) < 0
noktasini segtigimizde bir kok b den kiiciik diger kok ise b den biiyiik olmalidir. a > b kabuliimiizden dolay1
0<d <bvea>b>0 elde edilir. (a/,b) bir ¢éziim ise (b,a’) de bir ¢bziimdiir. Bu da bize (a,b) den
kiigiik bir (b, a’) ¢oztiimii verir. Ayrica, bu iglemi sonsuza kadar uygulayabilecegimiz i¢in Fermat’in infinite
descent tekniginden dolay1 denklemin pozitif tam sayilarda ¢6ziimii bulunamaz.

k =1 ve k = 2 durumlan geriye kalir.

a) k =1 olsun. Bu durumda a?® +b* + 1 = ab+ a + b gelir. Denklemi a® — (b+ 1)a + b* — b+ 1 = 0 olarak
yeniden yazalim. Denklemin diskriminanti alinirsa

b +2b+1—41.(>—b+1)=-3b>+6b—3=—3.(b—1)
olur. Buradan b = 1 in tek olasilik oldugu yani (1, 1) ¢ozlimiiniin geldigi goriilebilir.
b) k = 2 olsun. Bu durumda denklemimiz a? + b* + 1 = 2ab + 2a + 2b olur. Denklemi yeniden yazarsak
a®+ (=2b—2)a+b*—2b+1=0
a ya gore diskriminant: alirsak
m* = 4b> +8b+4 — 4.1.(b> — 20+ 1) = 16b

olacak sekilde m pozitif tam sayis1 bulundugunu gorebiliriz. 16 tam kare oldugu icin b = 2 olacak sekilde
bir ¢ pozitif tam sayis1 bulunmalhdir.

212 + 2 4+ 4t 202 +2 — At
= —— a2:—

“ 2 ’ 2

olur ve buradan denklemin ¢oziimleri

{((t+D% %), (¢ = 1% 1)}

olur. Buradan yola ¢ikarak denklemin tiim ¢oziimleri
{(171)7((t_ 1)2at2)a(t27(t_ 1)2)}7 te ZZQ

olarak bulunur.

Not: Soruda diskriminanti yazarken hatali yazim yaptigimi fark ettim. £ = 1 kisminin ¢6ziimiinii diizen-
ledim.
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