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1. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1959

21n +4
14n + 3

Higbir n dogal sayist i¢in kesrinin sadelesmeyecegini gosteriniz.

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Oklid algoritmasina gére ebob(21n + 4,14n 4 3) = ebob(7n + 1,14n + 3) = ebob(7n + 1,1) = 1 dir. Yani
21n + 4 ile 14n + 3 aralarinda asaldir. Buradan kesrin sadelesemeyecegini goriiriiz.

Vatrvar— D+ J@-va—1)=4

denkleminin gercel kéklerini (a)A = v/2,(b)A = 1,(c)A = 2 iken bulunuz. (Karekdk icerisindeki ifadelerin
negatif olmadigini varsayin.)

Coziim:

Denklemin karesini alalim.

r+vV2r—142¢/22— (V2 —1)2 42 -2 -1

2y/2? — (V22 —1)2 =24/(z — 1)2 O zaman

rH+vV2r —1+2¢/22 - (V2r —1)24+ a2 —2x —1=41r -2 = A2

A=\2=42-2=22=1

A:1:>4x—2:1,x:§
6

A:2:>4x—2:6,x:i

a, b, ¢ gergel sayilar olmak tizere,
a cos’z+b cosz+c=0

denklemi cosz e gore ikinci dereceden bir denklem olsun. a, b, ¢ sayilarin kullanarak kokleri baglangictaki
denklemle ayni olan cos2x e gore ikinci dereceden bir denklem olusturunuz. a = 4,b = 2,¢ = —1 degerleri
icin cosx ve cos 2z tiiriinden olan denklemleri kargilagtiriniz.

Coziim:
cos2x = 2cos?z — 1 Ozdesligini biliyoruz. acos?z + bcosz + ¢ = 0 denkleminin iki kdkii y; = cosxy,
Y2 = cos T2 olsun. Olusturmak istedigimiz ikinci dereceden denklemin kokleri de cos 2z ve cos 2z olmalidir.

b
Vieta formiillerinden y; + y2 = ——, Y192 = ¢ ve

a a

> 2  b?—2ac
2 2 _ 2 _ _ ;
yi+ys = (y1 +y2)° —2y192 = 2 a2 dir.
Diger taraftan a cos? 2z + bcos 2z + ¢ = 0 denklemi icin
2% — 4ac — 2a?
Kokler toplami cos 2xy + cos 2wy =2yt — 1 +2y3 — 1 =2(y2 +y3) — 2 = #
a

4¢? — 2% + dac + a2
2

Kokler carpimi cos 22y - cos 2z = (2y1 — 1)(2y3 — 1) = 4(y1y2)? — 2(y? +y3) +1 =
a


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4312.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4313.0
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olur. Buna gore aranan denklem
a? cos? 2z + (—2b? + dac + 2a?) cos x + (4c? — 2b% + dac + a?) = 0

dir.
Simdi a = 4,b = 2,¢c = —1 degerlerini

|
o

acos?x +bcosx +¢ =
a? cos? 2z + (—2b2 + 4ac + 2a?) cosx + (4c? — 2b% +4ac+a?) = 0

denklemlerinde yazarsak

0
0

4dcos’x +2cosx — 1
16 cos? 2z + 8cosz — 4

elde edilir. ilging bir durum olarak bu denklemler birbirinin aynidir. Dolayisiyla ilk denklemin ¢6ziimii olan
her z acisiun iki kat: hem ilk denklemin, hem de ikinci denklemin ¢oziimiidiir. 4cos?x 4+ 2cosz — 1 = 0

V5 —1 —v5-1
4

denkleminin kokleri cosx =

4 Vecosz = tiir. Buradan x agilarim derece tiriinden bulabiliriz.
5—1 5+1
cos 72° = \[4 ve cos 36° = v+ oldugunu kullanarak k,t keyfi tamsayilar: i¢in x = £36° + 360° - k

ve x = £72° + 360° - ¢ tiim ¢oziimleri elde ederiz. Bu ¢ozlimleri saglayan agilarin iki kati, hem birinci hem
de ikinci denklemin ¢oztimiidiir.

Hipoteniisii ¢ = Sabit, hipoteniise ait kenarortay1 da dik kenarlarinin geometrik ortalamasina esit olan dik
icgeni ¢iziniz.

Coziim:

ab
S

= 2 olacaktar.

BC nin orta noktas1 O olsun. BC' ¢apli cemberi ¢izelim. BC' ye O da dik olan yarigap: ¢izelim. Bu yaricapin
orta noktasi M olsun. M den BC ye c¢izilen paralelin ¢emberi kestigi noktalardan biri A olsun. ABC' dik
iiggeni istenen iiggendir. Ayrica bu {iggen, bir 15° — 75° — 90° tiggenidir.

AB =¢, CA=b, BC = a olsun. ¢ = 2v/ab ve ¢ ye ait yiikseklik, c-h=a-b= h =

AB dogru pargasinin tizerinde bir M hareketli noktasi aliniyor. AMCD ve M BEF kareleri, AB ye gore ayni
tarafta yer alacak sekilde olusturuluyor. Bu kareleri gevreleyen P ve ) merkezli cemberler, M haricinde bir
N noktasinda kesigiyor. AF ile BC' dogrularimin kesigimi N' ise,
(a) N ve N’ noktalarinin ¢akigtigim gosteriniz.
(b) MN dogrularimin M segiminden bagimsiz sabit bir S noktasindan gegtigini gosteriniz.

(¢) M, A ve B arasinda degigirken, PQ dogru parcalarinin orta noktalarinin geometrik yerini bulunuz.
Coziim:

(a) AM < M B oldugunu varsayalim.
/ANM = /MNC = /FNE = /MNB = /BNE = 45° oldugu icin A, N, F dogrudas; B, C, N de
dogrudagtir.

(b) (a) dan, NM nin ZAN B nin agiortay1 oldugu sonucunu da elde ettik. AB gapli gember ile NM dogrusu
S de kesigsin. S, AB yaymin orta noktasidir. AB sabit oldugu igin S de sabittir.

(¢) PQ nun orta noktasi, R olsun. P, R, @ noktalarindan AB ye inilen dikmelerin ayaklari, sirasiyla, X, Y, Z
AM + MB
olsun. PX = AM/2, QZ = M B/2 oldugu igin, PX Z(Q dik yamugunda orta taban RY = % =
AB/4 olacaktir. Bu da, R noktalariin geometrik yerini AB ye paralel bir dogru yapar.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3657.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3658.0
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@ P ve @ diizlemleri bir p dogrusu boyunca kesisiyor. Hicbirisi p tizerinde yer almayan, P diizleminde bir A ve
Q diizleminde bir C' noktas1 veriliyor. AB || CD olacak sekilde ayn1 zamanda tegetler dértgeni olan ABC'D
ikizkenar yamugunu, B ve D sirasiyla P ve ) diizlemlerinde olacak gekilde ¢iziniz.

Coziim:

Ik olarak ¢izim esaslarinin listesini yapariz. Istenilen ABCD yamugunun, AB ve C'D paralel kenarlarinin,
her ikisinin de p ye paralel olmasidir. (Eger M, p nin bir noktasi ise, AB ve CD ye paralel M den gecen
tek bir I dogrusu vardir. I, P ve @ diizlemlerinin ikisinde de ortak oldugu i¢in, burada [ = p ¢ikar.) Onlar
arasindaki CE uzakhg (Sekle bakiniz) icine gizilen tegetcemberin capima egittir. Verilen A ve C noktalar
arasindaki AC uzunlugu biliniyor. Heniiz bilinmeyen AB ve C'D uzakliklarim sirasiyla a ve b ile ve AD ve
BC esit uzakliklarin s ile gosteriniz. Tegetler dértgeninin i¢ gemberine dortgenin bir kdsesinden gizilen iki
teget esit olduklarindan AB + CD = AD + BC, yani, a + b = 2s, boylece s = %(a + b) dir. Eget a < b ise
(Sekil - 1 deki gibi), o zaman a + 2BE = b, boylece

1 1
BE:i(b—a) VeAE:a+BE:§(a+b)=s

olur. Eger a > b ise (Sekil 2 de AB’C'D’ yamuguna bakiniz) o zaman a — 2BE = b, boylece
1 1
BE = g(a—b) VeAE:a—BE:§(a+b)=s

olur. Boylece her iki halde de AE = s dir.

Cizim: P diizleminde, A dan gegen p ye paralel bir [ dogrusu g¢iziniz; @) diizleminde C' den gecen p ye paralel
bir m dogrusu ¢iziniz. CD ye C den bir dik ¢iziniz, bu dik [ yi F de kessin. C' merkezli AF yaricaphh AFE
dogrusunu B de kesen bir cember yay:1 ¢iziniz. Simdi istenen her iki B ve D kosgeleri bulunmustur.

Eget CE < AF ise; iki ¢oziim var (Sekildeki ABC'D ve AB'CD'). Eger CE = AE ise bir kare olan tek
¢ozlim var. Eger CE > AF ise problemin ¢dziimii yoktur.

Kaynak:

Uluslararasi Matematik Olimpiyadlar1 1959-1977, Tibitak


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3659.0
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2. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1960

Rakamlarimin kareleri toplaminin 11 katina esit olan tiim ii¢ basamaklh sayilar1 bulunuz.
Coziim:

Saymmz abe = 100a + 10b + ¢ = 11(a® + b? + ¢?) olsun. Sol tarafin 11’e boliinmesi gerektiginden
100a +10b+c¢=0 (mod 11) = a+c=b (mod 11)
18 > a + ¢ > 1 oldugundan a + ¢ = b veya a + ¢ = 11 + b olmalidir.
i) Eger a+c=11+bise
100a+10b+c = 11(a*+b*+c?) = 110a+11c—110 = 11(a*+(at+c—11)*+c?) = 10a+c—10 = 2a*+2c¢*+121—22a—22¢+
= 32a+ 23c — 131 = 2(a® + ¢* + ac) (1)
Yani ¢ sayist tektir. Bu durumda sag tarafi mod 4’de incelersek,
20 +2¢* +2ac = (a+c)* +a* +c* =2 (mod 4)

olur ¢linkii a ve a + ¢ farkh paritelerdedir. Dolayisiyla

32a+23¢c—131=—c+1=2 (mod4) = c¢=3 (mod4)
elde edilir. Yani ¢ = 3 veya 7’dir. (1)’de yerine yazarsak (a,c) = (5,3), (8,3) olur. a + ¢ = 11 + b oldugundan
sadece (a, b, c) = (8,0, 3) ¢ozlimii elde edilir. (¢ = 7’den ¢6ziim gelmez.)
ii) Eger a + ¢ = b ise

100a + 106 + ¢ = 11(a® + b* + ¢?) = 110a + 11c = 11(2a* + 2¢ + 2ac) = 10a + ¢ = 2(a® + ¢ + ac)

oldugundan c cifttir. ¢ = 2¢q dersek,

a® 4 4¢3 + 2aco = ba +co = a® 4+ a(2co — 5) + (4¢3 —cp) =0

olur. Diskriminant1 hesaplarsak A = (2¢o — 5)? — 4(4cg — cg) = —12¢2 — 16¢o + 25 olur. Bu ifadenin tamkare
olmasi gerekir. ¢ = 0, 1,2, 3, 4 olabileceginden sadece ¢y = 0 igin tamkare oldugu goriilebilir (¢o > 1 iken A
negatif olacaktir.) ¢ = 0 i¢in a = 5 ¢6ztimi bulunur. Buradan da (a, b, ¢) = (5,5,0) bulunur.

Tim sayilar 803 ve 550°dir.

422
(1 -1+ 2x)

esitsizligi saglayan = degerlerini bulunuz.

<2x+9

Cozim:

Oncelikle karekdk i¢i negatif olamayacagindan x > —% olmalidir ama = = 0 olursa esitsizligin sol tarafi
tanimsiz olur. Yani x € [—3,00) — {0} i¢in

42
ﬁ<2x+9 = 422 < (2c+9)(1 — V1+22)% = (22 +9)(2 + 2z — 2v1 + 22)
- xr

— 202 < (224+9)(1+2—V1+21) = 20+94+222 + 92— (20 +9)V1 + 2z <= (224+9)V1+ 22 < 11z+9
x> f% oldugundan (2z + 9)v/1 + 2z ve 11z + 9 pozitiftir. Dolayisiyla

2z +9VI+2x <1z +9 <= (2z+9)%(1+2z) < (11z +9)?

45
> 8% + 7622 + 1987 + 81 < 121z% + 1987 + 81 <= 8z° < 4ba? «— z < 5

Yani aradigimiz aralik [f%, 4—85) —{0} = [7%70) U (O, %)’dir.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4315.0
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Verilen bir ABC' dik ti¢ggeninde uzunlugu a olan BC hipoteniisii, n esit pargaya (n tek tam say1) boliiniiyor.

Hipoteniisiin orta noktasini bulunduran pargayr géren A dar agisi « olsun. Hipoteniise ait yiiksekligin
uzunlugu da h olsun.

; 4dnh
anq = ————

(n?2 —1a
oldugunu gosteriniz.
Coziim:

2h . . o
a = 2n olsun ve AB > AC olsun. tana = a1 oldugunu gosterecegiz.
n2 —

X ve Y noktalari, BC lizerinde BX = CY = n — 1 olacak gekilde almsim. ZXAY = a dir. Y den AX e
inilen dikmenin ayagi Z, A dan BC ye inilen dikmenin ayagi H olsun. XY nin orta noktasi M olsun. M
ayni zamanda BC' nin de orta noktasi olacagindan AM = n dir.

AM? — AH? = MH? = MH = /n? — h2,

HY =+vn2—h2 —1ve XH = +/n2 — hZ + 1 olacaktir.
AZ?2+YZ? = AH?> + HY? = AZ?+YZ? =n?+1—-2Vn2 — h?
AX?=XH?+ AH? = AX?=n?>+1+2Vn2 - h?

2h

AX

AZ? =n?+1-2Vn2 —h2—-YZ?2=n?4+1-2Vn2 —h2 —

1 1
AXY] =3 AX - ZY = AH XY =YZ =

4h?
n2+1+2vn2? —h?

AZQ*(n2+1)274(n27h2)74h27n4+2n2+174n27(n271)2
B n? 4+ 1+ 2y/n? — h? B AX?2 s
Y 7?2

n? -1 2h

AZ = 5T ~YZ:>tana—n2_1

ha,hy (A ve B’den gegen yiikseklikler) ve A kogesinden gegen m,, kenarortay1 verilen ABC' ii¢genini ¢iziniz.

Coziim:

(1) M merkezli m,, yarigapl II ¢cemberini ¢izelim. Cemberin A dan gegen gapi, AM’ olsun.

(2) A merkezli, 2 h, yarigaph ¢ember ile IT cemberi H’ noktasinda kesigsin. AH’ niin orta noktas1 H olsun.
MH 1 AH ve AH = h, olacaktr.

(3) M’ merkezli hy, yarigapli cember, II ¢cemberini X ve Y de kessin.

(4) MH dogrusu, AX ile AY dogrularin, sirasiyla C, ve C,, de kessin.

(5) (a) Cp in, M ye gore simetrigi, B, olsun. MC, = B,M ve AM = MM’ oldugu i¢in, AB, M'C, bir
paralelkenardir. Bu paralel kenarin AC, ye ait yiiksekligi M’'X = h; kadardir. O halde B, den AC,
ye inilen B, H, yiiksekligi de h, kadardir. Bu durumda, AAB,C, de, AM kenarortay, AH ve B, H,
yiiksekliktir.

(b) Cy in, M ye gbre simetrigi, B, olsun. MC, = ByM ve AM = MM’ oldugu i¢in, AB,M’'C, bir

paralelkenardir. Bu paralel kenarin AC, ye ait yiiksekligi M'Y = h; kadardir. O halde B, den AC,

ye inilen By H, yiiksekligi de hy kadardir. Bu durumda, AAB,C, de, AM kenarortay, AH ve B,H,
yiiksekliktir.

ABCDA'B'C'D' (ABCD yiizii dogruca A’B'C’'D’ yiiziiniin tstiinde olacak sekilde) kiipiinii ele alalim.

(a) X ve Y, sirasiyla AC ve B’D’ dogru parcalarinin iizerinde rastgele noktalar olmak iizere; XY dogru
parcalariin orta noktalarinin geometrik yerini bulunuz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3660.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3661.0
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(b) (a)’da tammmlanan XY dogru pargasinmn iizerinde ZY = 2XZ olacak sekilde alinan Z noktalarimin
geometrik yerini bulunuz.

@ V1 hacimli bir dik koninin i¢ine tabanina teget olacak gekilde en biiyiik hacimli kiire ¢iziliyor. Tabani koninin
tabani tlizerinde yer alacak sekilde kiireyi ¢evreleyen en kiiciik hacimli silindirin hacmi V5 dir.

(a) Vi # V5 oldugunu gosteriniz.
(b) Vi = kVx esitligi saglayan en kiiciik & sayisini bulunuz. Bu durumda, koninin tepesinden koninin taban
gapinl goren aglyl ¢iziniz.

Tabanlar1 a ve ¢, yiiksekligi h olan bir ikizkenar yamuk veriliyor.

(a) Yamugun simetri ekseni iizerinde yer alan ve yamugun kollarmin ikisini de (tabanlarin digindaki kenar-
lar1) dik aq ile goren tiim P noktalarini bulunuz.

(b) P’nin tabanlardan birinden uzakhgini hesaplayiniz.

(c) Gergekte, boyle P noktalarmin hangi kogullar altinda var oldugunu belirleyiniz. (Ortaya ¢ikabilecek
degisik halleri irdeleyiniz.)

Cozim:

AB nin orta noktast M, CD nin orta noktast N olsun.

(Simetriden dolay1, AD gapli cember ile BC' ¢aph ¢emberin M N yi kestigi noktalardan geger.)

BC c¢apli cember, M N yi kesmezse, soz konusu bir P noktas1 bulunamaz.

BC capl cember, M N ye tegette, soz konusu tek bir P noktasi vardir.

BC caph cember, M N yi iki kesiyorsa, iki tane P noktasi vardir.

/BPC = /BMP = APCBC = 90° oldugu igin LM BP = ZCPN, dolaysiyla da ACPN ~ APBM dir.

MP = z dersek, — = —2— olur.
h—=x

o] 8

hx—xQZ%é—ac:4x2—4hm:>h2—ac:4x2—4hm+x2:(2m—h)2

oldugundan

h h27
2x—h=:|:\/h2—ac:>x:§:t7ac

2

olur.
h? = ac ise tek ¢oziim vardir.
h? > ac ise iki ¢oziim vardir.

h? < ac ise ¢oziim yoktur.
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3. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1961

a ve b sabit sayilar olmak {lizere,

r+y+z = a
24y 22 = b2
ry = 2°

enklem sistemini ¢oziiniiz. Denklem sisteminin ¢oztimleri olan x, v, 2 'nin farkh pozitif sayilar olmasi i¢in a
denkl t Denkl t 1 1 Y, 2 farkl pozitif sayil 1

ve b 'nin saglamasi gereken sartlari belirtiniz.
Coziim:

Eger xy 4+ yz + xz ifadesini hesaplamaya cahsirsak,

oy by b2) = (e 4y d 2 — @4 g ) =

a? —b?

= P tyztaz=z(+y+z)=az= 5

Eger a = 0 ise a® = b? = 0 elde edilir. Yani 22 +y%+ 22 = 0 olur. Buradan (z, y, z) = (0,0, 0) ¢dziimii bulunur.

Eger z,y, z’nin reel olma sart1 yoksa

2
T x
zty=—2 = 22+ +(@+y)’=0 = P+ +ay=0 = (y) + =0

=0

r —1+iV/3 —-14+iv3  —1FiV/3
= - =——— = (z,y,2) = t,t, t
Y 2 2
a2 _ b2
Eger a # 0, 0 zaman z = 9 Yerine yazarsak
a
2 b2
rt+y=a—z= ot
2a
2 22
2 (a® —b%)
w=2= 4a?
~ 0,2+l72
Eger y = 45> — x yazarsak,
a? + b? 2, a? + b? (a? — b?)? 2 112er2+(a27b2)2
x —z | =—-z+z = i
2a 2a 4a? 2a 4a?
2 2xa2 + b2 n (a® + b%)? _ (a® + b%)? B (a? — b?)? _ (3% — a?)(3a® — b?)
4a 16a2 16a2 4a? 16a2
24+ 0%) £+ /(362 — a2)(3a2 — b2
B o BV i Tt
a

Yani ¢ozlim,

(z,y,2) = ((a2 +b%) £ \/(3b2 —a®)(3a% = 1?) (a2 + b)) F \/(sz — D GE—)

4a ’ 4a
bulunur. Eger z,y, z > 0 olmasin istiyorsak,

a? > b% ve a® + b* > /(302 — a2)(3a2 — b2)

)

olmalidir. 3b? > a? olmasi gerektigini de not alalim (esitlik durumunda z = y olur).

—p?
2a

a? +b% > /(302 —a2)(3a2 — b2) <= (a®+b*)? > 3V —a?)(3a® — %) = 4(a®> - b*)2 >0

olur. Yani sadece 3b> > a? > b? sart1 ile x,y, z pozitif olur ve = # y olur. Verilen son esitlikten, eger x = z

ise x = y = z olmasi gerektigi goriilebilir (pozitif olduklarindan dolayi).

Sonug olarak x,, z’nin farkl pozitif sayilar olmasi icin 3b% > a? > b? olmasi yeterlidir.
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Alam T, kenarlar1 a, b, ¢ olan bir {icgende

a2+ +2>4V3-T

oldugunu kanitlayiniz. Hangi kogullarda egitlik saglanir?
Cozim 1:

u yarigevre olmak iizere T? = u(u — a)(u — b)(u — ¢)

> Yu—a)u—b)u-—c

AO > GO dan
u—a+u—>b+u—
3
ud
o>y — _ _
27_(u a)(u—b)(u—c)
ul
— >u(u—a)(u—>b)(u—c)=T>
27
u223T\/§
KO > AO dan
a2+b2+02> a+b+ec
3 - 3
42
a2+b2+c22%=4:r\/§
Cozim 2:

ifade Weitzenbick’s esitsizligi olarak bilinmektedir.
ispat-1:
Vie+b+e)(atb—c)a+c—b)(b+c—a)

T =

4
olmak iizere,

@ =22+ (B — )2+ (2 —a?)?20
& 2(at + b + ¢t) — 2(a?b? + a®c® + b%c?) = 0
4(a* + b* + c*) < 4(a?b? + a?c? + b2 c?)

3 - 3
- a + bt + ¢+ 2(a?b? + a?c? + b2c?)
3
2 2 2\2
(a +b3+c ) > (4T)?
ispat-2:

a2+b2+c2>ab+ ac+ be
3@ +b2+ %) > (a+b+c)?

b
P BFC B 2N \/3(a+b+c)(a+3+c)3

> 2(a?b? + a%c® + b2c?) — (a* + b* + )

& a? +b? + 2

ARV

43T

S a4+ b2+ 2

n dogal say1 olmak iizere, cos™ z — sin” x = 1 denklemini ¢6ziiniiz.

V3a+b+e)(—a+b+ec)la—b+c)a+b—rc)

1
= Z\/2(a2b2 +a2c2 +b2c2) — (at + bt + )
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Coziim:

n = 1 igin cosz — sinx = 1 denklemini ¢6zmemiz gerekiyor.

1
cosx —sinx = V2sin (% —x) =1 = sin (% —m) = ﬁ = sin (%)
Buradan da k € Z i¢in x = 2km ve x = 2km — 5 ¢oziimlerini buluruz.

2 2

n =2 i¢in cos® x — sin“ x = cos (2z) = 1 ve k € Z i¢in & = kr ¢oztimii elde ederiz.

n > 3 i¢in f,(z) = cos™ x — sin” x diyelim.
T) = —nsinx cos z(sin x + cos x
fn() i (sin"~? ")

n

elde ederiz. Bu fonksiyonun maksimum degerini bulmak icin kritik noktalarini bulmamiz gerekiyor.
fi(x) =0 <= sinz =0 veya cosx =0 veya sin" 2z + cos" 2z =0

< x =kmveyax =kr — g veya tan" 2z = —1
Eger n ciftse sadece © = km ve x = km — § elde ederiz. Eger n tekse, tan" 22 = —1’den tanx = —1 ve
x = km — 7 kokii de eklenir.

fn(km) = cos™ (k) — sin™ (kn) = (—1)"*
LI NP T gon TN (k)41
fn (k:7r 2) cos (k‘ﬂ' 2) sin (kﬂ' 2) (-1)
ve eger n tekse

fn (kﬂ' — %) = cos” (kﬂ' - %) — g™ (kﬂr _ %) _ {2712/2 eger k ¢iftse

23/2 eger k tekse

Yani f,,’in alabilecegi maksimum deger 1’dir. 1 degerini de kritik noktalarda alir. Bu durumda,

n > 3 i¢in f,(x) = 1 denkleminin ¢oziimleri,

s

n tekse x = 2km, x = 2km — § ve n ciftse ¥ = k7 ¢oziimii elde edilir.

P, P, P, P5 licgeni icerisinde bir noktadir. P, P, P, P, P3P dogrular1 kars: kenarlar1 sirasiyla Qq, Q2, Q3 nok-

talarinda kesiyor.
PP PP P3P

PQ,’ PQ;’ PQ3

sayilarindan en az birinin < 2, ve en az birinin > 2 oldugunu gosteriniz.

M, BC dogru pargasmin orta noktasi ve w < 90° olmak iizere; AC = b, AB = ¢ ve ZAMB = w verilen
ABC {iggenini ¢iziniz. Bu sekilde bir ¢izimin yapilabilmesi i¢in gerek ve yeter kogulun

btang§c<b

oldugunu gosteriniz. Hangi halde esitlik gegerlidir?
Coziim:

LAXC = w ve AX = XC olacak sekilde ikizkenar bir ti¢ggen olugturalm. (AXC) ¢emberinin bir capr XY
olsun. AC nin orta noktasi da N olsun.

N merkezli g yarigapli gember ile (AX C') gemberi; kesigmeyebilir, tek noktada kesisebilir, ya da iki noktada
kesigebilir. Bu durumlar1 birazdan inceleyecegiz. Simdilik kesigim noktalarindan biri M olsun.

A dan NM ye cizilen paralel ile CM dogrusu B de kesigsin. Paralellikten AB = 2- NM = 2. S cve

CM = M B olacaktir. Ayn1 zamanda, AMCX Xkirigler dértgeninde ZAMB = ZAXC = w olacag igin ABC
sorudaki tanima uyan bir tiggendir.
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Herhangi bir iicgende, AM kenarortay ve AH yiikseklik olmak tizere,
LZAMB <90° < M € [HC]—{H,C} & BH< HC & AB=c< AC =)

oldugu kolayca goriilebilir.

ZAX b
N merkezli Y den gegen gember (X AC) ye tegettir. LZYCA = 5 ¢ = % oldugu i¢gin NY = 3 tan &

b
N merkezli g yarigapli gember ile (N, [NY|) ¢cemberi kesismez <> g < NY = 3 ‘tan § < c < btan g

c=btan § oldugunda Y = M dir. ZY NC = 90° oldugu i¢in ZBAC = 90° dir. O halde esitlik, ABAC bir
dik iiggen iken saglanir.

@ Bir € diizlemi ile bu diizleme paralel olmayan bir diizlem iizerinde yer alan, €’a gore ayni tarafta bulunan
ve dogrusal olmayan A, B, C' noktalarin ele alahm. A’, B’, C’ noktalan € {izerinde rastgele {i¢ nokta olsun.
L, M, N sirasiyla AA’, BB',CC’ dogru parcalarimin orta noktalar1 ve G de LM N {i¢geninin agirlik merkezi
olsun. (L, M, N nin ii¢gen olugturmadigr A’, B’, ¢’ noktalarini ele almiyoruz.) A’, B’, C’ noktalar € iizerinde
bagimsiz olarak degisirken, G noktasinin geometrik yeri nedir?

10
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4. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1962

Asagidaki sartlari saglayan en kiigiik n dogal sayisin1 bulunuz.

(a) Ondalik yaziliminda son basamagi 6 dir.

(b) Son basamag: silinip baga yazilirsa, olugan say1 ilk bagtaki n sayisimin dort kati oluyor.

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Say1 (a6)19 olsun. 4 - (a6)19 = (6a)10 dir. a sayis1 k basamakl olsun. O zaman ifadeyi agarsak 40a + 24 =
6-10* + a yani 13- a + 8 = 2 10* dir. Buradan 10* = 4 (mod 13) ve en kiiciik k sayis1 5 bulunur. Yani bu
sartlar saglayan en kiiciik n sayis1 6 basamakhidir. Bu sayiy1 da kolaylikla 153846 olarak bulabiliriz.

1
V3i—x— x+1>§

esitsizligini saglayan tiim z gercel sayilarini belirleyiniz.
Coziim:

Oncelikle karekdklerin tanimh olmasi i¢in x € [—1, 3] olmasi gerektigini not alalim. Verilen esitsizligi diizen-
leyelim.

2
1 1 1
\/3—x—\/m+1>§ — 3—m>(2+\/a?+1) :i—i-\/x—i—l—i—x—i—l
7
— Z—2m>\/:c+1

Son esitsizligin saglanmasi i¢in x < % olmasi gerektigini gorebiliriz. Dolayisiyla x € [—1, %) olmalidir. Bu
aralik icin

7 49 33
i—2m>\/:c+1<:>4m2+1—6—7a:>m+1<:>43:2—8x+1—6>0
33 31 V31
2
= -2+ 1>1l - — == = |lz—-1]> —
T z+1> 1= 6l |z | > 5

z < % <1 oldugundan |z — 1| = 1 — 2 olacaktir. Buradan da

V31 V31

1—x>? <= 1—-— >z

V31
elde edilir. 1 — @ < g oldugundan z’in en genis aralig [1, 1-— 83> bulunur.

ABCDA'B'C'D’ (ABCD ve A'B'C'D’ sirasiyla st ve alt tabanlar, AA’, BB',CC’, DD’ kenarlar1 birbir-
lerine paralel) kiipiinii ele alalim. X noktasi sabit bir hizla ABCD karesinin gevresinde ABC'D A yo6niinde
hareket ediyor. Y noktasi da aymi hizla B’C’'C B karesinin ¢evresinde B’C'C BB’ yoniinde hareket ediyor.
X ve Y noktlar1, hareketlerine ayni anda sirasiyla A ve B’ noktasinda bashyor. Buna gore, XY dogru
parcalariin orta noktalarinin geometrik yerini belirleyiniz ve ¢iziniz.

cos? x + cos? 2z + cos? 3z = 1 denklemini ¢oziiniiz.

11
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Coziim:

cos 2z ve cos 3z fonksiyonlari cos z cinsinden yazilabilir.
cos2x = 2cos’x — 1

cos3z =4cos®z — 3cosz

Yani cosx = y dersek, ¢cozmemiz gereken denklem
v+ (207 —1)° 4+ (4y° = 3y)? =1 < 16y° — 20y* + 6" = 2y*(2y> — 1)(4y”> = 3) = 0

Yani kokler y = 0, :I:%, :i:§ elde edilir. cosz = y yazarsak,

bulunur.

K cemberi tizerinde ti¢ farklh nokta, A, B, C, veriliyor. K tizerinde dordiinct bir D noktasini, olusan dortgen
tegetler dortgeni olacak gekilde (sadece cetvel ve pergel kullanarak) olugturun.

@ Cevrel cemberinin yaricap: r, igteget cemberinin yarigapi p olan bir ikizkenar iiggen veriliyor. Bu iki gemberin

merkezleri arasi1 uzaklik d ise,
d=+/r(r—2p)

oldugunu gosteriniz.

Cozim:

I i¢ merkez, O cevrel merkez olsun. /BAC = 2« olsun. Al, gevrel ¢gemberi M de kessin.

Al = — ve Sintis Teoreminden BM = 2r - sin « olacaktur.

sin «v
/BIM = /BAM + Z/ABI = /MAC + /IBC = Z/CBM + ZIBC = ZIBM oldugu i¢in BM = MI =
2r - sin .

I noktasinin gevrel gembere gére kuvveti:
AI-MI =R?-0r?

P 2r-sina=2rp=R?—d*=d=\/r2—2rp

sin o

Not:
Uggenin ikizkenarligini kullanmadik.

Ayrica bu sorunun genel hali, 1767’de Euler tarafindan sunulmus.

Her biri SA,SB,SC, BC,CA, AB dogrularina teget olan beg kiirenin bulunabildigi SABC' doértyiizliisii ve-
riliyor.

(a) SABC dortyiizlistiniin diizgiin oldugunu gosteriniz.

(b) Kargit olarak, her diizgiin dortyiizlii i¢in bu gekilde beg kiirenin bulunabildigini kanitlayimiz.

12
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5. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1963

p gercel bir parametre olmak {izere,

Va2 —p+2vVat—1=ux

denkleminin tiim gergel koklerini bulunuz.

A noktasit ve BC' dogru parcasi veriliyor. Uzayda, bir kolu A’dan gegen, diger kolu da BC dogru parcasim

kesen dik agilarin kogelerinin geometrik yerini belirleyiniz.

Tiim ig¢ acilar: egit olan bir n-genin, ardigik kenarlarinin uzunluklar: arasinda
a1 2 ag 2 -+ 2 ay

bagintisi varsa, a; = as = - - - = a, oldugunu kanitlayimiz.

y bir parametre olmak tizere,
5+ X2 = YT

T1 + T3 = YT
T + Ty = YT3
T3+ Ts = YTy
Ty +T1 = YTs
sistemini saglayan tim x, x2, 3, T4, T5 sayilari bulunuz.

T 2 n 3T 1 Jdus Ssterin
COS — — COS — COS — = — Oldugunu gosteriniz.
7 7 7 g ocusumue

Co6ziim 1:

Esitligi 2sin§ ile genisletelim.

2si 7Tco T 2si 7rcos27r—|—2 in < o} 3T 2 gin T
in—cos — — 2sin — — sin — cos — = sin —
77 A I A
smz—7r — (smg—7T - Slnﬁ) + (Sm4—7r - Sin2—7r) ZsinZ
7 7 7 7 70T
sin S7 sin am oldugu i¢in sin Tz sin T elde ederi
— = — — = — Z.
7 7 CCusn i sy 7
Coziim 2:
2k 27k
27 = 1 denkleminin ¢oziimleri 2, = cos % + i sin % (k=0,1,2,3,4,5,6) dir.
Kokler toplami 0 oldugu icin koklerin reel kisimlar: toplami da 0 olacaktir. Bu durumda
1+(:os,2—7r+cos4—7r+cos6—7rJrcos8—7rJrcoslo—WJrcole—7r =0
7 7 7 7 7 7T
elde edilir. cosa = cos(2m — a) ve cosa = — cos(m — ) oldugu i¢in
2 4 6 2 3
142 (cos;r—&—cos?ﬂ—i—cos;r) =142 (cos;r—l——cos: —cos77r> =0
elde edilir. Biraz diizenlemeyle
2 cosz fcosQ—WJrcos:g—7r =1
7 7 7))

elde ederiz.

13
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Cozim 3:

Tx = 2km dersek cos4x = cos 3z
2cos? 2z — 1 =4cos® x — 3cos
2(2cos’z — 1) =1 =4cos®z + 3cosx
8cos?x —4cos®z —8cos’z +3cosxr+1=0
Denklemin katsayilar toplami 0 oldugundan koklerden biri 1 olmali. Buna gore,

(cosz —1)(8cos® x +4cos’x —4cosx —1) =0

cosz — 1 # 0 oldugundan
8cos®z +4cos?z —4dcosz —1=0

Bu denklemin kékleri cos 2m/7, cos 4w /7 ve cos 6m/7 olup kokler toplamindan
cos 21/ 7 4 cosdmw /7 + cos 6w /7 = —1/2

cosT /7 + cos3m /7 + cosbm/7T=1/2
bulunur.

cos 5 /7 = — cos 27 /7 oldugundan
cosm/7+ cos3mw /7 — cos 2w /7 =1/2

olarak da yazilabilir
Cozim 4:

Once su esitligi kanitlayalim: Kanit icin buradaki baglantiya da bakilabilir.

I

cos (%) cos(g’r)cos (37”) = X 2sin

T 8sin(Z) (7 7
= 851112(1) X 2sin (27”) cos (27”) cos (37”
= L i 2sin (4—“) cos (3—”)
— 851]11(7) ) ; ' 3m ' 3
= Ssinl(%) X 2sTn (ﬂ'ﬂ— 7) (33(;8 (7)
= Fom(Z) X 2sin (7) cos (7)
- Ssini(g) X s?n () .
= 5oin(3) X sin (7r—7)
= fsinl(g) x sin (%)
- 8

Simdi cos /7 - cos 2w /7 - cos 3w/7 = 1/8 esitligini kullanalim:

(cos 2w /7 + cos4m/T) + cos 67 /7 (2cos3m/7-cos/7) +2cos? 3w /7 — 1
= 2 (cos(3n/7))(cosm/T+ cos3m/T) — 1

4cosm/T-cos2m/7-cos3m /T —1

= 4-1/8-1
= —1/2
Dolayisiyla
cos 2w/ 7 + cosdm /7 + cos 6w /7 = —1/2
oldugundan

cosT/7+ cos3n /T + cosbm/7T=1/2
bulunur. (veya 1963 Umo sorusu olarak cos /7 + cos3w/7 — cos2m/7=1/2)
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@ A, B,C, D, E dgrencileri bir yarigmaya katiliyor. Tahminlerden biri siralamanin ABC DFE seklinde olacag: idi.
Bu tahmin tutmadi. Aslinda, hi¢bir yarigmaci tahmindeki sirada yarigmay: bitiremedi. Dahasi, birbiri ardina
siralanir diye disgiiniilen hi¢bir yarigmaci birbiri ardina siralanmamigtir. Bir diger tahminde, siralamanin
DAECB seklinde olacag: idi. Bu tahmin ilkinden daha iyiydi. Yarigmacilardan tam olarak ikisi, yarigmay1
tahmin edilen sirada bitirdi. Dahasi, tahminde birbiri ardina siralanir diye diigliniilen c¢iftlerden tam olarak
ayrik ikisi yarigmay1 birbiri ardinda bitirdi. Buna gore, yarigmanin nasil sonuglandigini belirleyiniz.
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6. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1964

(a) 2™ — 1 sayisinin 7 ile boliinebildigi tiim n pozitif tam sayilarim bulunuz.

(b) 2™ 4+ 1 sayisiun 7 ile boliinmesini saglayan bir n pozitif tam sayisimin olmadigini gosteriniz.
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

a-) 7)2" — 1 mis. 2" i (23)"3 geklinde yazalim. 8 = 1 (mod 7) oldugu igin su hali alir. 7|1"~3 — 1 Bu da her
n > 3 igin saglanir. n = 2 ve n = 1 icin saglanmayacagini da ayrica goriiyoruz.

b-)7|2" + 1 ise yine yukarida yaptigimizi uygularsak 7|12 + 1 olur. Bu da imkansizdir. n > 3 igin ¢oziim
olmadigini goriiriiz. n = 2 ve n = 1 i¢in saglanmayacagimi da ayrica goriiyoruz.
a, b, ¢ bir liggenin kenarlar1 olmak iizere;

a’>(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*a+b—c)<3abe

oldugunu kanitlayiniz.
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

¢ < b < a olsun. Ucgenin kenarlar1 oldugundan iki kenar toplam iiciinciiden biiyiiktiir.O zaman sunlari
yazabiliriz.

= cla+b—c)—alb+c—a)=(a—c)la—b+c)>0

= cla+b—c)—blatc—b)=(c—b)a—b—c)>0

= bla+c—b)—alb+c—a)=(a—c)la+b—c) >0

O zaman c(a +b—c¢) > b(c+a—1b) > a(b+ ¢ — a) olur. Soruda sol taraftaki kisma 7' diyelim. Yeniden
diizenleme esitsizligini kullanalim.

T>calb+c—a)+ablc+a—>b)+bc(a+b—rc)

T >ba(b+c—a)+cb(c+a—>b)+acla+b—c)

Taraf tarafa toplarsak 27" < 6abc yani T' < 3abc ispatlanir.

Kenarlar a, b, ¢ olan bir ABC ii¢geninin icteget cemberi ¢iziliyor. Bu gembere teget ve kenarlara paralel olan

dogrular AABC"den birer ti¢cgen kesiyor. Bu tiggenlerin icteget cemberleri ¢iziliyor. Bu dort igteget cemberin
alanlar1 toplamini a, b, ¢ cinsinden bulunuz.

Coziim:

Sirasiyla A, B, C koselerini igeren {iggenlerin i¢ yarigaplari r, 1, 7. olsun.

AABC nin sirasiyla ZA, /B, ZC' ye kars1 dig teget gemberlerinin yarigaplar da R,, Ry, R. olsun.

Benzerlikten fa_ T 474
r R,

dig teget cemberin AB ye degme noktasinin A ya uzakligi da u oldugu igin)

olacaktir. (I¢ teget cemberin AB ye degme noktasimmn A ya uzakhg u — a,

O halde, r, = r(u—a)’rb:T(u—b)yrc:r(u—c)
U U U

2

2
r r
T2+r§+r<2:+7“2:§'((“_a)2+(“_b)2+(“_C)2+U2)=$~(a2+b2+c2)

2,.2 B s B
r¢21+7"§+rf+r2:%.(a2+b2+62):u(u a)(u4 ) (u C)-(a2+b2+c2)
Y u
7T(T3+Tg+7”z+'r2):7r.(b+c_a)(a+c—b)(a+b—c)(a2+b2+62)
(a+b+c)
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On yedi kisi aralarinda, herkes bir digerine yazacak sekilde mektuplagiyorlar. Mektuplarda sadece ii¢ konu
iizerine, her ¢ift sadece bir konu iizerine olacak gekilde yazigiyorlar. Birbirlerine ayni konu iizerine yazmig iig
kiginin bulunabilecegini gdsteriniz.

Diizlemde beg nokta, bu noktalarin belirttigi dogrulardan herhangi ikisi birbirine paralel, dik veya ¢akigik
olmayacak sekilde segiliyor. Her noktadan, diger dért noktanin belirttigi dogrulara dikler ¢iziliyor. Bu dik-
melerin en fazla kag noktada kesigtigini belirleyiniz?

@ ABCD dértytizliisiinde, D kogesi AABC nin agirlik merkezi olan Dy ile birlestiriliyor. A, B, C' noktalarimdan
DDy’a paraleller ciziliyor. Bu dogrular, BCD,CAD, ABD diizlemlerini sirasiyla A;, By, C7 noktalarinda
kesiyor. ABC'D’nin hacminin A; B1C7 Dy’nin hacminin tigte biri oldugunu kanitlayimiz. Dy, AABC igerisinde
herhangi bir nokta olsa, ayni1 oran saglanir mi?
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7. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1965

2¢cosx < |V1+sin2x — V1 —sin2z| < V2
egitsizligini saglayan 0 < x < 27 araligindaki tiim « degerlerini bulunuz.

Bilinmeyenleri 1, 3, x3 olan
a1171 + a12x2 + aizrs =0

az171 + a2 + a3z =0
az1&1 + age2 + agzrz =0
denklem sisteminin katsayilar1 asagidaki kogullar: saglamaktadir:
(a) a1, as9,ass pozitiftir,
(b) kalan katsayilar negatif,
(c) her denklemde katsayilar toplami pozitiftir.

Buna gore verilen sistemin tek ¢oziimiiniin 1 = x2 = x3 = 0 oldugunu gosteriniz.

AB ve CD ayritlarimin uzunluklar sirasiyla a ve b olan ABCD dortyiizlisii veriliyor. AB ve CD aykir
dogrular arasindaki mesafe d, aralarindaki ag1 w’dir. AB ve C'D dogrlarina paralel olan e diizlemi, ABC'D
dortytizliisiinii iki kati cisme boliiyor. € diizleminin AB ve C'D’ye olan uzakliklar orani k ya esittir. Buna
gore elde edilen iki kat1 cismin hacimleri oranini hesaplayiniz.

Herhangi biri ile, diger iigiiniin ¢arpiminin toplami 2 ye esit olan tiim z1, x2, x3, x4 gercel sayilarin1 bulunuz.

AOB agis1 dar olan AOAB yi ele alahm. M # O noktasindan OA ve OB ye ¢izilen dikmelerin ayaklar
sirasiyla P ve @ dur. AOPQ nin yiikseklikleri H de kesisiyor. M,

(a) AB kenar iizerinde
(b) AOAB igerisinde
degigirken, H'nin geometrik yeri nedir?

@ Diizlemde n nokta (n > 3) veriliyor. Her nokta ¢ifti, dogru pargalari ile birlestiriliyor. Bu dogru pargalarinin
en uzununun uzunlugu d olsun. Uzunlugu d olan dogru parcalarinin kiimesinin eleman sayisinin n’den ¢ok
olamayacagim gosteriniz.
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8. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1966
25 yarigmacidan her biri A, B, C' problemlerinden en az birisini ¢6zmiigtiir. A’y1 ¢ézemeyip B’yi ¢6zenlerin
sayisi, A’y1 ¢ozemeyip C’yi ¢bzenlerin sayisinin iki katidir. Sadece A’y1 ¢dzenlerin sayisi, A’y1 ¢oziip B ve
C’den en az birini ¢ézenlerin sayisindan bir fazladir. Sadece A’y1 ¢ozenlerin sayis1 sadece B’yi ¢ozenler ile
sadece C’yi ¢ozenlerin toplamina esitse, sadece B’yi ¢ozen kag kisi vardir?

Bir liggenin kenarlar: a, b, ¢; bu kenarlarin karsilarindaki acilar da sirasiyla o, 8, dir.
_ g
a+ b= tan §(atana + btan )

ise, bu tiggenin ikizkenar oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

oldugundan ifade

Y a+f
2

tan — = tan
2

sin o b sin 3

a. .
Cos « cos 3

tan <OH2F'B>

sin (a ; ﬂ) .cos «. cos 3 ile carpilip ifade diizenlendiginde

a+b=

sekline doniigtir. Her iki taraf

(a+0b).sin <a—;—5> .cosa.cos f = (a.sina. cos f + b.sin B cos o) . cos (a—;—/j)

< a.cosf (cos Q. sin (a—;—ﬁ) — sin a. cos (CY;B))
=b.cosa (sin,@. cos (agﬂ) — sin (agﬂ) .cosﬁ)

Sintis fark formiilii kullanildiginda
a. cos (3. sin <ﬁga> = b.cos a.sin (5;0[) <> sin (Bga) =0 veya a.cosf3=b.cosa

Ik durumdan a = 8 elde edilir. Tkincisi igin Sintis Teoremi’nden

a sin « CoS (v
_ = = P 1 — = O =
b smB  cosp sin(a — ) —a=p0

bulunur ve iiggen ikizkenarligi elde edilir.

Bir diizgiin dortyiizliiniin koselerinin bu dortyiizliiniin cevrel kiiresinin merkezinden olan uzakliklari top-
laminin, uzaydaki bagka bir noktanin bu kogelere olan uzakliklar: toplamindan az oldugunu kanitlayiniz.

Her n dogal sayisi ve her z # kn/2'(t = 0,1,--- ,n; k € Z) gergel sayist igin,

1 1

= cotx — cot 2"z
sin2x  sindzx + * sin 2"x

oldugunu gosteriniz.
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ai, as, asz, aq dort farkl gercel say1 olmak tizere;
|CL1 — 0,2|I2 + |CL1 — a3|x3 + |CL1 — a4|x4 =1
|CL2 — a1|x1 + |CL2 — a3|x3 =+ |CL2 — a4|x4 =1
|a3 — a1|x1 + |a3 — CL2|I2 + |CL3 — CL4|I4 =1
lag — ar|z1 + |ag — ag|xe + |ag — as|zs =1
sistemini ¢ozliniiz.

@ ABC iiggeninin BC,CA, AB kenarlar iizerinde sirasiyla K, L, M noktalar1 aliniyor. AML, BKM, CLK
iiggenlerinin en az birinin alaninin ABC' {iggeninin alaninin dértte birinden ¢ok olmadigini gosteriniz.
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9. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1967

Kenarlarnt AB = a ve AD =1 olan ABC D paralelkenarinda /BAD = « dir. AABD dar acilhiise, A, B,C, D
merkezli ve 1 yarigapli dort cember ile paralelkenarin kaplanabilmesi i¢in gerek ve yeter kogulun

a < cosa +V3sina

oldugunu kanitlayiniz.

Bir dortyiizliiniin sadece bir kenarimin uzunlugu 1 den biiyiikse, hacminin < 1/8 oldugunu kantlayiniz.

k,m,n dogal sayilar olmak {izere; m + k + 1 sayis1 n + 1’den biiyiik bir asal sayidir.cs = s(s + 1) olsun.Bu
durumda,
(emt1 = ck)(Cm+2 — ck) (Cman — Ck)

garpiminin cics - - - ¢, ¢arpimi ile boliindiigiinii gésteriniz.

AgBoCy ve A1 BCy tiggenleri dar agilidir. AAyB1Cy ile benzer olan (Aj, By, Cy koseleri sirasiyla A, B, C
kogeleri ile eglesiyor) ve AgByCy liggenini ¢evreleyen (Ag, By, Cp sirasiyla BC', C A, AB iizerinde yer aliyor)
tiim ABC {iggenlerini ele alalim. Bu tip iiggenler arasindan en biiyiik alanlisin1 belirleyiniz, bu tiggeni ¢iziniz.

ai,as, . ..,ag hepsi birden sifira egit olmayan gergel sayilar olmak tizere;
cL=ay+az+---+ag

2 2 2
02:a1+a2+...+a8
e =al +ay +---+ag

seklinde tanmimlanan {c¢,} dizisini ele alalim. {¢,} dizisinin sonsuz sayida teriminin sifira esit oldugunu var-
saym. ¢, = 0 olan tiim n dogal sayilarin1 bulunuz.

@ Bir spor miisabakasinda, pespese n > 1 giinde m madalya dagitiliyor. Ik glin, bir madalya ve kalan m — 1
madalyanmn 1/7’si dagitiliyor. Tkinci giin, iki madalya ve kalan madalyalarmn 1 /Tsi dagitiliyor. Bu boyle
devam ediyor. n. giin, yani sonuncu giin, geriye kalan n madalya dagitiliyor. Miisabaka ka¢ giin siirdi,
miisabakada toplamda kac¢ madalya dagitildi?

21


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3684.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3685.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4335.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3686.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4336.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4337.0

10. Uluslararas1t Matematik Olimpiyati - 1968 geomania.org

10. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati - 1968

Kenar uzunluklar1 ardigik tam sayilar olan ve acilarindan biri digerinin iki kat1 olan, bir ve yalnz bir iiggenin
bulundugunu kanitlayiniz.

Coziim:

Oncelikle agagidaki lemmay: ispatlayalim:
Lemma: Kenar uzunluklar: a, b, ¢ olan ABC iicgeninde m(é) = 2m(6’) ise b? = % + ac dir.

Ispat: [C'B] dogru parcasmm B yoniinde uzantis iizerinden |AB| = |BD| = ¢ olacak sekilde bir D noktas:

AD DB
alalim. DAC {iggeni ikizkenar olup |AD| = |AC| = b dir. ABD ~ DAC benzerliginden |DC| = ||AD|

b% = 2 + ac elde edilir.

Simdi ana problemimize dénelim. Biiyiik aginin gordiigii kenar daha uzun oldugundan b > a dir. b2 = ¢? +ac
bagintisindan dolayi b > ¢ dir. O halde iiggenin kenar uzunluklar: z, x 4+ 1, x 4+ 2 tamsayilar1 ise b = = + 2 dir.

L. Durum: a =z, c=x+ lise (z+2)? = (z + 1)? + 2(x + 1) olup 22 — 2 — 3 = 0 denklemi elde edilir. Bu
denklemin tamsay1 kokii yoktur.

2. Durum: a =z + 1, c =z ise (z +2)? = 2% + z(z + 1) olup 2% — 3z — 4 = 0 denklemi elde edilir. Buradan
x = 4 bulunur. Yani istenen 6zellikte bir tek ABC' {iggeni vardir ve a = 5, b = 6, ¢ = 4 kenar uzunluklarina
sahiptir.

Ondalik yazimindaki rakamlarin carpimi, 22 — 10z — 22 ye esit olan tiim x dogal sayilarmi bulunuz.
Coziim:

Kaba bir ispatla sayinin 2 veya 3 basamakli oldugunu gosterelim.
Varsayalim ki  sayis1 n basamakli olsun.

22 > 102"~2 oldugundan 2n — 1 basamakl en kiiciik sayidir ve diger 2 terim negatif oldugu icin basamaklar
carpiminin minimum degeri 22 — 10z — 22 > 10273

Sayimin basamaklar ¢arpiminin maximum degeri ise n tane 10 ¢arpilmig olsaydi bile 10™ olurdu.

Basamaklar ¢arpiminin maximum degeri minimum degerinden biiyiik veya tek deger alabiliyorsa esit olacagindan
dolay1 10" > 10%?"~2 yani n < 3 bulunur.

x tek basamakl ise x = 2% — 10z — 22 olacagindan dolay1 A tamkare olmadigindan ¢oziim gelmez.
x iki basamakl ise = ab alahm. a.b = (10a + b)? — 10.(10a + b) — 22

a > 2 i¢in b rakam olmak iizere

100a2 + 19ab + b> — 100a — 10b — 22 > 0

oldugundan denklemin ¢oziimii yoktur. ¢ = 1 olmalidir.

b? + 9b — 22 = 0 bulunur. Coziiliirse b = 2 bulunur. z = 12 saglar.

a # 0,b, c gergel sayilar olmak lizere; x1, x2, . .., T, bilinmeyenleri icin

ax% +bxi+c = x9
a:v% +bro+c = z3
ar?_ | +br,1+c = x,
a:z:fl +bx, +c = x1

tanimlanan denklem sistemini ele alalm. A = (b — 1)? — 4ac olsun. Bu sistemin,

(a) A <0 ise, ¢ozimiiniin olmadigini,
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(b) A =0 ise, tam olarak bir ¢6zlimiiniin oldugunu,

(¢) A >0 ise, birden fazla ¢dziimiiniin oldugunu gosteriniz.

Her dortytizliide, uzunluklar: bir tiggenin kenarlari olabilen, {i¢ ayritinin birlestigi bir kogenin varligini
kanitlayiniz.

Tim gercel z sayilar: i¢in tamimh, gercel degerli f fonksiyonu, bir a sabiti icin ve tiim x sayilar igin

flo+a)= 3 +/7@) - [f@)

esitligini sagliyor.

(a) f fonksiyonunun periyodik oldugunu (tiim z sayilar i¢in f(x + b) = f(x) olacak sekilde bir b pozitif
sayisinin bulundugu) gosteriniz.

(b) a =1 igin, gerekli sartlar1 saglayan sabit olmayan bir fonksiyon 6rnegi veriniz.

@ Her n dogal sayisi igin,

[+ 2k _ n+1 n+2 n 4+ 2k
k=0

toplamim hesaplaymiz.( [z] ile, x i agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosteriyoruz.)
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11. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati - 1969

Su 6zelligi saglayan sonsuz coklukta a dogal sayisinin oldugunu gosteriniz: z = n* 4 a sayisi, n dogal sayisinin
hi¢bir degeri i¢in asal degildir.

ai,as,...,a, gercel sabitleri ve z gergel degiskeni i¢in

1 1
f(z) =cos(a; +x) + 3 cos(as + x) + 1 cos(ag + )+ -+ cos(an + )

2n—1

seklinde tamimlanyor. f(z1) = f(z2) = 0 ise, 2 — 21 = mm olacak sekilde bir m tam sayisinm bulundugunu
gosteriniz.

Her £k =1,2,3,4,5 degeri igin, k tane ayritinin uzunlugu a ve geri kalan 6 — k£ ayritinin uzunlugu 1 olan bir
dortytizliiniin var olmasi igin; a > 0 sayist hakkinda gerek ve yeter kogullar:1 bulunuz.

AB gaph ~ yarim cemberi veriliyor. C, « iizerinde A ve B den farkh bir nokta; D de C' den AB ye ini-

len dikmenin ayagidir. Ucii de AB dogrusuna teget olan +1, v2, 3 cemberlerini ele alahm. Bunlardan ~y,
A ABC'’nin kenarlarina teget, 2 ve 3 de v ve C'D ye teget olup C'D ye gore farkh taraflarda yer almaktadir.
1, Y2 ve 3 iin ikinci bir ortak tegetinin oldugunu kanitlayiniz.

Diizlemde herhangi iigii dogrusal olmayan n > 4 nokta veriliyor. Bu noktalarin olusturdugu en az (";3)
digbiikey ¢okgenin bulunabilecegini gosteriniz.

@ 21 >0, 29 >0, 2191 — 27 > 0, 2oy2 — 25 > 0 sartim saglayan tiim 21, xo, Y1, Y2, 21, 22 gercel sayilar icin

8 1 1
< +
(r1 + 22)(y1 +y2) — (21 +22)2 ~ @11 — 27 woys — 23

esitsizliginin saglandigini gosteriniz. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kogullari veriniz.
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12. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1970

M, ANABC nin AB kenar iizerinde bir nokta olsun. r1, 7o ve r sirasiyla AMC', BMC ve ABC iiggenlerinin
igteget cemberlerinin yarigaplar: olsun. q1, g2 ve ¢ da, sirasiyla ayni iiggenlerin AC B agilari iizerinde yer alan
digteget cemberlerinin yarigaplar: olsun.

T T T

@ g p

oldugunu kanitlayiniz.

a, b ve n tam sayilar1 1 den biiyiik olup a ve b iki say1 sisteminin tabanlaridir. a tabamindaki A, _; ve A,
sayilar ile, b tabanindaki B, _1 ve B,, sayilar1 arasinda

An = TnTp-1-..-20, Anfl = Tp-1Tpn-2...20,
B, = zyTp-1...To, Bn-1 = Tp_1Tp-_2...To,
Tn 7é Oa Tn—1 7& 0.
bagintis1 vardir.
An—l Bn—l
<

a1 B, Sa>b

oldugunu gosteriniz.
ag, a1, ..., 0n, ... gergel sayilar: arasinda

Il=ay<a1<az<---<ay

IN

bagintisi vardir. by, bs, ..., by, - sayilar

seklinde tanimlaniyor.

(a) Her n igin 0 < b,, < 2 esitsizligin saglandigini gosteriniz.

(b) 0 < ¢ < 2 sartim saglayan bir ¢ sayisi verildiginde, b,, > ¢ sartim saglayan yeterince bilyiik n ler igin,
yukaridaki ozellikleri saglayana ag, a1, ... sayilarimin bulundugunu gosteriniz.

{n,n+1,n+2,n+3,n+4,n+5} kilmesinin birideki elemanlarin garpiminin, digerindeki elemanlarin ¢arpina
esit olacak gekilde iki pargaya ayrilmasini mtimkiin kilan tiim n pozitif tam sayilarini bulunuz.

ABCD dortyiizlisinde BDC agist dik acgidir. D den ABC' diizlemine inilen dikmenin ayag olan H, aym
zamanda AABC nin yiiksekliklerinin kesigim noktasidir.

(AB + BC + CA)* < 6(AD* + BD? + CD?)
oldugunu kanitlayimiz. Esitlik hangi dortyiizli igin gecerlidir?

@ Diizlemde herhangi ticli dogrusal olmayan 100 nokta veriliyor. Bu noktalar: kose kabul eden tiim iiggenleri
ele alalim. Bu tiggenlerin %70 inden daha fazlasimin dar acili olamayacagini gosteriniz.
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13. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1971

Asagidaki iddianin n = 3 ve n = 5 igin dogru, bunun haricinde her n > 2 dogal sayisi i¢in yanhs oldugunu
gosteriniz.

Her a1, a9,...,a, gergel sayilar: igin,
(a1 —az)(a1 —az) - (a1 —an) + (a2 —a1)(az —az) -~ (az — an) + - + (an —a1)(an —az) -~ (an — ap-1) > 0
esitsizligi saglanir.

Koseleri Ay, As, ..., Ag olan bir P; ¢okytizliisiinii ele alalim. i = 2,3, ..., 9 olmak iizere; P; ile, P; ¢okylizliisiiniin
Ay den As ye Stelenmesi ile elde edilen ¢okyitizliiyii gosterelim. Py, P, ..., Py ¢okylizlillerinden en az ikisinin
ortak bir i¢ noktaya sahip oldugunu kanitlayiniz.

28 — 3 (k = 2,3,...) bicimdeki tam sayilar kiimesinin herhangi iki elemani aralarinda asal olan sonsuz
elemanli bir alt kiimesinin oldugunu gosteriniz.

ABCD dortyiizliistiniin yiizlerinden her biri dar agili iggendir. X, AB kenar: iizerinde A ve B den farkli bir
noktadir. Benzer sekilde Y, Z, T sirasiyla BC, CD, DA kenarlarinin i¢ noktalaridir. Tim XY ZTX kapali
cokgensel yollarini ele alalim.

(a) £LDAB + £ZBCD # ZCDA + ZABC ise, ¢okgensel yollar arasindan en kisa yola sahip olanin bulun-
madigini gosteriniz.

(b) ZDAB+ /BCD #+ Z/CDA+ ZABC ise, sonsuz ¢oklukta en kisa gokgensel yol oldugunu, o = ZBAC +
LCAD + ZDAB olmak iizere; bu en kisa yolun uzunlugunun da 2 - AC - sin(a/2) oldugunu gésteriniz.

Her m dogal sayisi i¢in, diizlemde su 6zelligi saglayan bir S noktalar kiimesinin var oldugunu gosteriniz: S
deki her A noktasi igin, S de, A dan birim uzaklikta olan tam olarak m nokta vardir.

@ i, = 1,2...,n olmak iizere; A = (a;;) elemanlar1 negatif olmayan tam sayilar olan bir kare matris olsun.
Herhangi bir eleman a;; = 0 oldugunda -inci satir ile j-inci stitundaki elemanlarin toplaminin > n oldugunu
biliyoruz. Matristeki tiim elemanlarm toplaminin > n?/2 oldugunu gésteriniz.
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14. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1972

Onluk sistemde, iki basamakli on farkli sayidan olugan bir kiimeden, elemanlar: toplamlar1 ayni olan iki ayrik
altkiime secilebilecegini gosteriniz.

n > 4 olmak iizere; her kirigler dortgeninin her biri kirigler dortgeni olan n dortgene ayrilabilecegini

kanitlayiniz.

Negatif olmayan her m ve n tam sayilar: igin,

(2m)!(2n)!
mlnl(m + n)!

kesrinin bir tam sayiya esit oldugunu gosteriniz. (0! = 1.)
Coziim:

[ ] sembolii tam kisim sembolii olmak tizere
Her z,y reel sayilan igin [2z] + [2y] > [x] + [y] + [z + y] oldugunu gosterelim.
r=[x4+r,y=[y +s,0<rs<1olacak sekilde r, s € R sayilar1 vardir. [x] = a ,[y] = b alalim.

[22] + [2y] = 2a + 2b + [27] + [2s]

oyl =atbtlr+s)

tistteki iki 6zellik ispati istenen egitsizlige yazilirsa [2r] 4 [2s] > [r] + [s] + [ + s] oldugunu géstermek gerekir.
[r] = 0 ve [s] = 0 oldugunu kullarak ve genelligi bozmadan r < s alirsak [r] + [s]+[r+s] = [r+3s] < [s+s] =
[2s] < [2r] + [2s] oldugundan ispat biter.

bizden istenen say1 varsayalim ki tam say1 olsun. O halde en az bir asal boleni vardir. Asal bolenleri sayisina
k deresek asal bolenleri 1 < i < k , p; olarak diigtintilebilinir.

O halde bu asal saymin paydaki en biiyiik kuvveti e paydadaki en biiyiik kuvveti f olsun. O halde sayimin
carpanlarindan biri pf_f olur.

SO 4 2 ) )
E>1 Pi 2

bu ifadeye verdigimiz esitsizligi uygularsak e — f > 0 elde edilir. Burada p; nin kuvveti hi¢bir zaman negatif
olmayacagindan dolay1 ispat tamamlanir.

1, T, X3, 4,5 pozitif gercel sayilar olmak iizere;

(22 — z375) (23 — 2325) < 0O
(23 — wq21) (23 —2471) < 0
(23 — x522) (23 —2572) < 0
(23 — x123)(22 —21723) < 0
(22 — woxq) (23 —22m4) < 0

egitsizlik sisteminin saglayan tiim (z1, xa, x3, 24, T5) beglilerini bulunuz.
Tim z,y gercel sayilari i¢gin tanimli gercel degerli f ve g fonksiyonlari, her x,y igin
fla+y)+ flz—y) =2f(x)9(y)

esitligini saglamaktadir. f(z) tamamiyle sifir degilse ve her x igin |f(z)| < 1 ise, her y i¢in |g(y)| < 1
oldugunu gosteriniz.

@ Dort farkli paralel diizlem veriliyor. Her bir diizlem {izerinde bir kogesi bulunan diizgiin bir dértyiizliiniin
var oldugunu kanitlayiniz.
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15.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1973

g dogrusu tizerinde O noktasi; Py, Ps, ..., P, noktalar g ile ayni diizlemde, g nin aym tarafinda ve O—P1> , O—Pg> e O—Pn>
vektorleri birim vektor olacak gekilde aliniyor. O—]\j ile O—]\j vekotiiriiniin uzunlugu gosterilmek iizere; n tek
ise,

67+ OF ++ 07| 21

oldugunu kanitlayiniz.

M ; uzayda, hepsi birden ayni diizlemde yer almayan sonlu noktalar kiimesi olsun. M kiimesindeki herhangi
iki A ve B noktasi i¢in, AB ile C'D paralel olacak; ama c¢akigik olmayacak sekilde M kiimesinden C' ve D
noktalar1 secilebiliyorsa, bu sekilde bir M kiimesinin bulunup bulunmadigini belirleyiniz.

a ve b gergel sayilari olmak tizere;
et ard + 02’ +ar+1=0

denkleminin en az bir gercel ¢oziimii olsun. Bu sekildeki tiim (a, b) say1 cifti icin, a? + b? ifadesinin alabilecegi
en kiiciik degeri belirleyiniz.

Coziim:

1

Bu denklem katsayilarma gore simetrik oldugu icin 2? ile bélerek ise baglamaliyiz. 22 + ax + b+ d +—5=0
T

1 1 1
Daha sonra x + — = t denilip 2% + — = (x4 —)? — 2 =2 — 2 oldugu denklemde yerine yazihrsa
x x x

1
t2 + at + b — 2 = 0 elde edilir. Aym zamanda x + — =t yani 22 —tz +1 =0 olup A = > —4 > 0 olur.
x

Buradan | t |> 2 olarak bulunur.

Simdi diger denklemde kokleri bulalim.
—at+/a?—4.(b-2)
2
Vs 0| SO VETIG=T et E-L0-D)

esitsizlige bakmak yeter. 2

—a++/a?—4.(b—2) > —a—+/a?—4.(b—2)
2 - 2

igin egitsizlige bakmak yeter.

| t12 |=] | olarak bulunur.

| olacagindan her iki katsayis1 negatif igin

a <0 ise | | olacagidan biri pozitif digeri negatif katsayili

Iki durumu birlestirirsek en genel halde

la|+vVa? —4.(b-2) >4

Va2 —4.(b—2) > 4— | a| her iki tarafin karesi alimrsa
a’>—4.(b—2)>16—8]a|+a?

4-2]a|<—b+2

2| a |> b+ 2 olmas: gereklidir.

4a* > b* +4b+ 4

4a? + 4b* > 5b2 + 4b + 4 olarak bulunur.

f(x) = 52% + 42 + 4 olsun. f'(x) = 0 denklemini ¢oziip yerine koyalim.

> 2 bakmak yeter. Simdi bu esitsizligi ¢ozelim.

|a|++a?—4.(b—2)
2

-2
f(x) =102 +4=0yani x = 5 olur.

1
flz) > 36 olarak bulunur.

28


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3697.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3698.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4371.0

15. Uluslararas1t Matematik Olimpiyati - 1973 geomania.org

1
4a? + 4b* > f(b) > ;

Bir asker, eskenar licgen geklindeki bir bolgede mayin taramasi yapiyor. Kullandigi mayin tarayici, egkenar
iiggenin yuksekliginin yarisi kadar bir yaricaph bir dairenin igerisini tarayabiliyor. Asker tiggenin kogelerinden
birinden baslayarak tiim bolgeyi taramak amaciyla yola koyuluyor. Askerin gorevini en kisa mesafede ta-
mamlayabilecegi yolu bulunuz.

G} gergel x degiskeninin
f(z) = ax + b,a ve b gercel sayilar

bi¢imindeki sabit olmayan fonksiyonlarinin kiimesi olup, asagidaki tzellikleri tasimaktadir:

(a) f ve g fonksiyonlar1 G de ise, g o f fonksiyonu da G dedir. (Burada (g o f)(z) = g [f(x)] oluyor.)
(b) f, G de ise, tersi olan f~! de G dedir. (Burada f(x) = az + b nin tersi f~!(x) = (z — b)/a oluyor.)
c¢) G deki her f icin, f(zr) = xf olacak sekilde x ¢ gergel sayis1 vardir.

f f f

G deki her f icin f(k) = k olacak sekilde bir k gergel sayisinin var oldugunu gosteriniz.

@ ai,az,...,a, pozitif sayillar, ¢ da 0 < ¢ < 1 esitsizligini saglayan bir gercel say1 olsun. Asagidaki sartlar
saglayan by, bo, ..., b, sayilarini bulunuz:

(a) k=1,2,...,n igin ax < by,
(b) k=1,2,...,n—ligin g < % < 1

(C) bl+b2+...bn<%Z(a1+a2+...+an)_
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16. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1974

U¢ oyuncu A, B ve C aralarinda soyle bir oyun oynuyor: Uc kartin her birine bir tam say1 yazihyor. Bu

iic p,q,r say1s1 0 < p < ¢ < r kogulunu saghyor. U¢ kart karistirildiktan sonra, her bir oyuncuya bir kart
veriliyor. Her bir oyuncu, elindeki kartta yazili say1 kadar fig aliyor.

Bu siireg (kartlarin karigtirilmasi, dagitilmasi, figlerin alinmasi) en az iki tur siiriiyor. Son tur sonunda A nin
20, B nin 10 ve C nin de 9 fisi vardir. Son turda B, r fig almigtir. Buna gore, hangi oyuncu ilk turda ¢ fis
almigtir?

ABC figgeninin AB kenan tizerinde bir D noktasi alindiginda, C'D nin AD ile DB nin geometrik ortasi
olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun

C
sin A sin B < sin® 3

oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

(i)

Higbir n > 0 tam sayis i¢in, > ;_, (2"+1) 23F sayisinim 5 ile boliinmedigini kanitlayimiz.

CD =VAD - BD = sin ZAsin /B < sin® ££

C nin D ye gore simetrigi ¢’ olsun. CD - DC' = AD - BD oldugu i¢in, ACBC’ bir kirigler dortgenidir.

ZACB nin agiortay1 (ABC) gevrel gemberini L de kessin.

BC = sin ZA dersek, AC' =sin /B ve BL = AL = sin % olacaktir.

CD = DC’ oldugu i¢in, [ADC] = [ADC"], [BCD] = [BDC"], dolayisiyla [ABC] = [AC'B] < [ALB]

dir. (AB ye ait yiikseklik en biiyiik degerini yay:1 ortaladiginda alir.)

[ABC] =1 -sin/A-sin/B < [ALB] = % -sin ZC - sin /C = sin ZA -sin /B < sin® ££. A

sin ZAsin /B < sin? % = CD = vV AD - BD olacak gekilde D segilebilir.

(ABC) gemberinin C' yi icermeyen AB yaymin orta noktasi L olsun. AB nin orta noktast M olsun.

CH 1 AB ve H € AB olsun.
BC = sin ZA dersek, AC' =sin /B, BL = AL = sin % olacaktur.
sin ZAsin /B < sin® £ = [ABC] < [ABL] = CH < ML dir.

C yi igermeyen AB yay1 uzerinde hareketli C’ noktalar1 alalim. C’ den AB ye inilen dikmenin ayag
H' olsun. 0 < C'H’ < ML dir. Olasit C'H’ lerden birinin uzunlugu CH ye esit olsun. Boyle bir
C'H' vardir; ¢ginkii C'H’, 0 ile ML arasinda degigiyor ve CH < ML. S6z konusu C’ noktas: i¢in
CC'NAB = {D} olsun. CH = C'H’ oldugu i¢in CD = DC’ diir. D noktasinin gevrel ¢cembere gore

kuvvetinden CD2=CD-CD' = AD-BD.

2k+1

Cozim:

Iki adet polinom tanimlayalim,

Bu iki polinomu taraf tarafa toplayip, ¢ikartirsak

2n+1
P(z) +Q(z) = ) (271,: 1)96’“ = (1+a2)™"

k=0
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Yani
Pla) = z”: 241\ oy _ (4@ = (12 (201 o _ (L) (- 1)
2k +1 2 2k +1 2
k=0 k=0
Eger x = 23/2 koyarsak,
n 9 1 1 23/2 2n+1 23/2 -1 2n+1
g — Z n+ ( + ) + ( )
2k +1 25/2

k=0
Eger bu ifade 5’e boliiniiyorsa 2"*3 kati da 5’e béliiniir. Dolayistyla
2TL+3S — 2n+1/2(1 + 23/2)2n+1 + 2n+1/2(23/2 _ )2n+1 (4 + \/>)2n+1 (4 _ \/5)2n+1

Eger a, + b,v/2 = (4 ++/2)*"*! dersek, a,, — b,v/2 = (4 — v/2)?"*! olur. 5 | S oldugundan 5 | a,, olmahdur.
Ayrica
a? — 202 = (4 + \f)2"+1(4 V2)2 it — 1427+ = 1 (mod 5)

= -2 = (mod 5) = b2 =3 (mod 5)
geligkisi elde ederiz. Dolayisiyla higbir n i¢in 5 | S olamaz.

8 x 8 bir satrang tahtasinin p adet kesigmeyen dikdortgene agagidaki kosullarda boliindiigii durumlar: ele
alalim:

(i) Her dikdortgen, siyah kareler kadar beyaz kare igeriyor.

(ii) <. dikdortgendeki beyaz karelerin sayisi a; ise, a1 < ag < -+ < ap.

Bu sekilde bir parcalanmay1 miimkiin kilan en biiyiik p sayisini bulunuz. Bu p degeri i¢in, miimkiin olan tiim
ai,as,...,a, dizilerini belirleyiniz.

Coziim:
Tahtada 32 beyaz kare oldugundan
ar+ag+---+a, =32
olur. a; > 1,a2 > 2,...,a, > p oldugundan
1
32>1+42+--+p= ip(pﬁ—l)
esitsizligini yazabiliriz. Buradan p?+p < 64 ve béylece p < 7 buluruz. Buna gore, istenilen tiirde bir ayrigimda

en ¢ok 7 dikdortgen olabildigini anlariz.

7 dikdortgene ayrilma varligini gostermek ve bunlarin hepsini bulmak icin toplami 32 eden 7 farkli tam say1
aramaliyiz. Bunlarin tam bir listesi

14+24+3+4+5+6+11 = 32
1+24+3+4+5+7+10 = 32
1+24+3+4+5+8+9 = 32
1+24+3+4+6+74+9 = 32
1+24+3+5+6+74+8 = 32

dir. Simdi 11 siyah kare ve 11 beyaz kare ile toplam 2 - 11 = 22 birim kareden olugan bir dikdortgen, 8 x 8
tirtindeki bir tahtadan kesilip ¢ikarilamadigr igin ilk toplam olanaksizdir. Diger hallerin olanakli oldugunu
oldugunu gosteren ¢izimleri vererek ¢6ziimii tamamlariz.
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Kaynak: Samuel L. Greitzer’in IMO 1959-1977 kitabinin Tiibitak Yayinlar tarafindan yapilan ¢evirisinden
alinmigtir.

a, b, ¢, d rastgele secilmis pozitif sayilar olmak tizere,

B a n b L c n d
a+b+d a+b+c btect+d a+c+d
toplaminin alabilecegi tiim degerleri belirleyiniz.

@ P; tam katsayili, sabit olmayan bir polinom olsun. (P(k))2 = 1 esitligini saglayan farkli k tam sayilarinin
say1si n(P) ise, deg(P) ile P polinomunun derecesi gosterilmek iizere, n(P)—deg(P) < 2 oldugunu kanitlayiniz.
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17. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1975
TisYi (Z = 1,2,...,”)

Ty 2T 2 2 Tp VYL 2 Y2 2 2 Yn
olacak sekilde gercel sayilar olsun. yi1, %o, ..., ¥y, nin herhangi bir permiitasyonu z1, 2o, . . ., 2, ise,

n

Yo@i—y) <Y (i —z)
i=1

i=1
oldugunu kanitlayiniz.
ai,as, as, . . .; pozitif tam sayilarin artan sonsuz bir dizisi olsun. x, y pozitif tam sayilar ve ¢ > p olmak tizere;

her p > 1 i¢in
Am = TAp + Yagq

seklinde yazilabilen sonsuz ¢oklukta a,, sayisinin bulundugu kanitlayiniz.
Keyfi bir ABC iiggeninin kenarlar1 iizerinde, {i¢genin digina dogru, ZCBP = ZCAQ = 45°, /BCP =

ZACQ =30°, ZABR = /BAR = 15° olacak sekilde ABR, BCP ve C AQ ftggenleri ¢iziliyor. ZQRP = 90°
ve QR = RP oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

ARAQ tiggenini ARBQ' = ARAQ olacak sekilde, BR tlizerine seklin digina dogru yapigtiralim.
ZQ'RB = ZARQ oldugu i¢in ZQ'RQ = ZBRA = 150° ve RQ' = RQ.

/RBP+ /RAQ + ZQCP = 360° ve ZRBQ' = ZRAQ oldugu igin /Q'BP = /PCQ.

BP = a ve AQ = b dersek, ABPC ve AACQ de Siniis teoreminden CP = av/2 ve CQ = by/2 cikar.

/Q'BP = /PCQ, Q'B: BP =b:ave QC : CP = 2b: 2a oldugu i¢cin AQ'BP ~ AQCP olur. Q'P = ¢
dersek, QP = ¢v/2 dir.

/BPQ' = ZAPC oldugu icin ZBPC = ZQ'PQ = 105°. Ayrica, Q'P: PQ =c:c\/2ve BP: PC =a:ay?2
oldugu i¢in AQPQ’ ~ ABPC olur. O halde, ZQQ'P = 45° ve ZQ'QP = 30°.

Q'RQP dortgeninde, Q'R = RQ ve 360°— ZQ'RQ = 210° = 2- ZQ' PQ oldugu i¢in, R merkezli, RQ yarigaplh
gember, @', P ve @ noktalarindan gecer. Bu durumda, Z/ZPRQ = 2- ZQQ'P = 90° ve Q'R = RP = RQ dur.

4444*444 sav1s1 onluk sistemde yazilirsa, rakamlar: toplami A dir. A nin rakamlar: toplami B olsun. B nin
rakamlar1 toplamimi bulunuz. (A ve B, onluk sistemde yazilmigtir.)

Coziim 1:

44444444 < (10%)4444 = 1017776 oldugu icin A < 9- 17776 < 10 - 17776 = 177760 < 179999.
A nin rakamlar1 toplami, B, en fazla 45 olabilir ((jrn. A =99999).

B nin rakamlari toplami en fazla 12 olabilir (Orn. B = 39).

44444444 = 164444 = 48888 = (43)2962 . 42 = 16 = 7 (mod 9) oldugu icin B = 7 (mod 9) olmali. O halde
B =7 dir.
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Cozim 2:

s(n) fonksiyonunu n’nin rakamlar toplami olarak tanimlarsak, bizden n = 44444 i¢in S = s(s(s(n)))
degeri istenmektedir. Oncelikle n = s(n) (mod 9) oldugundan

M998 =16=7 (mod 9)

S = 4444144 = 2144 = (29)
olacaktir. Ayrica n sayisi a basamakliysa 10~ < n < 10% ve s(n) < 9a olacaktir. Yani
s(n) < 9a < 9 [logyo(n) + 1]
olacaktir. n = 4444***4 icin
s(n) < 9[4444 - log,y(4444) + 1] < 9 - (4444 - 4 + 1) = 159993
olur. Devam edersek,

s(s(n)) < 9[log;o(s(n)) + 1] < 9log;o(159993) +9 < 96+ 9 = 63

olur. s(s(n)) en fazla 62 olabileceginden S = s(s(s(n))) < 5+9 = 14 olacaktir. 1 < S <14 ve S =7 (mod 9)
sartlarini saglayan tek S degeri 7’dir. Buradan S = 7 bulunur.

Birim ¢ember iizerinde, herhangi ikisinin arasindaki uzaklik bir rasyonel say1 olacak sekilde 1975 nokta alinip
alinamayacagini, ispatlayarak, belirleyiniz.

@ Asagidaki 6zelliklere sahip tiim iki degiskenli P polinomlarini bulunuz:
(i) Bir n tam sayist ve t,x,y gergel sayilar1 igin P, n. dereceden homojendir. Yani
P(tz,ty) =t"P(z,y)
(ii) Tim a, b, ¢ gergel sayilar igin
P+ c,a) + P(c+a,b)+ P(a+b,c) =0

(i) P(1,0) =1
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18. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1976

Diizlemde, alani 32 olan bir digbiikey dortgenin kargilikh iki kenari ile bir kégegeninin uzunluklar toplami
16 dir. Diger kogegenin uzunlugunun alabilecegi tiim degerleri belirleyiniz.

Coziim:

AB=a,BD=¢,CD =cvea+c+e =16 olsun. AO > GO dan % > \Jela+c)=64>e(atc).

[ABC] < 1 -a-eve [BCD] < §-c-eolaca igin 32 = [ABCD] < § - e (a + ¢) < 32 olacaktir.
Esitsizlikte, esitligin saglanmasi i¢in e = a + ¢ = 8 ve LZABD = ZBDC = 90° olmas1 gerekir.
A dan gegen BD ye paralel olan dogru ile CD dogrusu F' de kesigsin. Ayrica, AB || CD oldugu igin AF =

e =8 ve DF = a dir. Bu durumda, AAFC dik iicgeninde, AF = FC = 8 oldugu icin AC hipoteniisii 8y/2
dir. B

Pi(z) = 2> =2 ve j = 2,3,... i¢in Pj(x) = Pi(Pj_1(z)) olsun. Herhangi bir n pozitif tam sayis: igin,
P, (z) = z denkleminin tiim koklerinin gergel ve farklh oldugunu gosteriniz.

Birim kiiplerle tamamen doldurulabilen dikdortgen seklinde bir kutu veriliyor. Kenarlar: kutunun kenarlarina
paralel olacak sekilde her biri 2 hacimli kiiplerle bu kutunun en fazla tam olarak %40 1 doldurulabiliyorsa,
boyle kutularin sahip olabilecegi tiim boyutlar: belirleyiniz.

Toplamlar1 1976 olan pozitif tam sayilarim ¢arpimi seklinde ifade edilebilecek en biiytik sayiy1 (ispatlayarak)
belirleyiniz.

g = 2p ve her a;; katsayisimin {—1, 0, 1} kiimesinin bir eleman oldugu, 1, z2, . .., 24 bilinmeyenli p denklemli
agsagidaki denklem sistemini ele alalim:

a11T1 + apr2 + - +aqgrqy = 0
A21%1 + Q22X + +++ + Q2qTy = 0
ap1T1 + apala + -+ apgry = 0

Sistemin

(a) tim z; ler (j =1,2,...,¢) birer tam say1,
(b) en az bir j degeri igin x; # 0,
() [z;]<q(G=12,...,9

olacak sekilde bir (x1, z2,...,2,) ¢éziiminin oldugunu kanitlayimniz.
[6] {un,} dizisi

o =2,u1 =5/2ven=1,2,... i¢in upy1 = up(uZ_; —2)
seklinde tanimlamyor. [z] ile < z olan en biiyiik tam say1 gosterilmek {izere; n pozitif tam sayilar1 igin

fu,] = 212" —(-1)"1/3

oldugunu kanitlayiniz.
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19. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1977

ABCD karesinin igerisine ABK, BCL, CDM, DAN eskenar ti¢genleri ¢iziliyor. KL, LM, MN, NK dogru
parcalan ile AK, BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN dogru pargalarinin orta noktalarmin diizgiin bir
onikigenin koseleri oldugunu kanitlayiniz.

Sonlu bir gergel sayilar dizisinin herhangi ardigik yedi teriminin toplami negatif, herhangi ardisik on bir
teriminin toplami ise pozitiftir. Buna gore, bu dizinin terim sayisinin en ¢ok kag olabilecegini belirleyiniz.

n > 2 olarak verilen bir tam say1 ve V,,, k = 1,2,... olmak {izere 1 4+ kn formundaki tam sayilarin kiimesi
olsun. m € V,, sayisina; pg = m olacak sekilde p, g € V;, sayilari bulunamiyorsa, V,, de bélinemez (garpanlara
ayrilamaz) denir. V,, de boliinemeyen elemanlarim carpimi olarak birden fazla seklinde ifade edilebilen bir
r € V, sayisinin bulundugunu kanitlayiniz.

a,b, A, B gergel degismezleri ve
f(@)=1—acos@ —bsinf — Acos20 — Bsin 20
veriliyor. Her 6 gergel sayisi igin f(6) > 0 ise,
a?+b2>2ve A2+ B?<1
oldugunu kanitlayiniz.

a ve b pozitif tam sayilar olsun. a® + b2 sayist a + b ile boliindiigii zaman, bdliim ¢ ve kalan 7 oluyor.
¢* +r = 1977 olmasin saglayan tiim (a,b) ciftlerini bulunuz.

@ f(n), tiim pozitif tam sayilar kiimesinde tanimli ve bu kiimedeki tiim degerleri alan bir fonksiyon olsun. Her
pozitif n tam sayis1 igin
fin+1) > f(f(n))
ise, her n icin

f(n) =mn

oldugunu kanitlayiniz.
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20. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1978

mven, 1 <m < n kosulunu saglayan dogal sayilardir. 1978 ile 1978" sayilarinin ondalik gésterimlerindeki
son ii¢ rakam esittir. m + n nin en kiiglik degerini almasini saglayan m ve n yi bulunuz.

Bir kiirenin icerisindeki bir P noktasi veriliyor. P den ¢ikan ve ikigerli olarak birbirine dik olan ii¢ 151
kiireyi U, V ve W da kesiyor. PU, PV ve PW dogrular: tarafindan belirlenmig paralelyiizliiniin P kosesinin
kosegence kargsisindaki kogesi @ olsun. Yukarida anlatildigi gibi P den cikan tiim tiglii 1smlar igin, @ nokta-
larinin geometrik yerini bulunuz.

Pozitif tam sayilar kiimesi

ve her n > 1 igin,

olacak gekilde iki ayrik {f(1), f(2),..., f(n),...}, {9(1),9(2),...,g(n),...} kiimelerinin birlegimi ise, f(240)
1 belirleyiniz.

ABC tiggeninde AB = AC dir. AB ve AC ye sirasiyla P ve @ da teget olan ¢cember, ABC' iiggeninin ¢evrel
gemberine de igten tegettir. PQ dogru pargasinin orta noktasiin ABC' iiggeninin igteget cemberinin merkezi
oldugunu gosteriniz.

Coziim 1:

Cemberlerin degme noktasi T, kiigiik gemberin merkezi S, PQ nun orta noktasi M olsun.

SP = SQ oldugu i¢in AS dogrusu, ZBAC nin agiortayidir. Dolayisiyla (ABC) ¢emberinin merkezi, A, M,
S, T dogrusaldir. Yani AT, (ABC) nin ¢apidir.

/ABC = LZAPM = /PSA=2-/PTS ve BPMT dortgeni kirigler dértgeni oldugu i¢in Z/PTS = PBM =
/AB
C. Yani BM, ZABC nin agiortayidir. Bu durumda M noktast AABC nin i¢ merkezi olacaktir.

Coziim 2:

Cemberlerin degme noktas: T, kii¢iik gemberin merkezi S, PQ) nun orta noktasi M olsun.

SP = SQ oldugu i¢in AS dogrusu, ZBAC nin agortayidir. Dolayisiyla (ABC) ¢emberinin merkezi, A, M,
S, T dogrusaldir. Yani AT, (ABC) nin ¢apidir.

Cemberlerin T deki tegeti AB ile B’, AC ile C' noktasinda kesigsin.

M BB’
ANAPS ~ ANATB’ oldugu i¢in Tﬂi =5 dolayisiyla da BM || B’S. Kiiciik gember, AAB’C’ nin igteget

gemberi oldugu i¢in B’S, ZAB'C’ niin agiortay: oldugu i¢in BM de, ZABC nin agiortayidir. Bu durumda
M, AABC nin i¢ merkezidir.

{ag} (k=1,2,3...,n,...), farkli pozitif tam sayilardan olugan bir dizi olsun. Her n dogal sayis1 igin,

kQ*Zk

oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

(a,ag,...,ay,) sonlu dizisinin terimleri birbirinden farkli pozitif tam sayilar oldugu icin terimlerin kiigiikten
biiyiige dogru siralanigi by < by < --- < b, olsun. Dolayisiyla her kK = 1,2,...,n igin by > k olur. b; < by <
1 r .. . . e e
s < by ve 1 > 52 > - > — dizileri i¢in Yeniden diizenleme egitsizligini uygularsak
n

n

> (ax - %) > (b - %) (1)

k=1 k=1

olur. Ayrica by > k oldugundan

- 1 1 1
Z(bk'ﬁ)z (k'ﬁ):ZE (2)
k=1 k=1 k=1
. - a |
olur. Boylece (1) ve (2) den, 72 > 7 sonucuna ulagiriz.
k=1 k=1

@ Uluslararas1 bir toplulugun iiyeleri alt: farkl iilkeden gelmistir. Uye listesi 1,2, ..., 1978 ile numaralandirilmisg
1978 isim icermektedir. Numarasi kendi iilkesinden gelen iki iiyenin numaralarinin toplamina egit olan veya
numarasi kendi iilkesinden gelen bir iiyenin numarasinin iki kat1 olan en az bir {iyenin bulundugunu ispat-
layiniz.
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21.
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Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1979

pveq,
p_, 1,1 1 1 1

q 2 3 4 + 1318 + 1319

kosulunu saglayan dogal sayilar olsun. p nin 1979 ile boliindiigiinii kanitlayiniz.

A1 As A3 Ay As besgenini tepe, By Bs B3 By By besgenini de taban yiizii olarak kabul eden bir prizma veriliyor.
Bu iki besgenin her kenari ile her ¢,5 = 1,...,5 i¢in tamumlanan A;B; dogru parcalar: kirmiz1 ya da yesile
boyaniyor. Kogeleri, prizmanin koseleri olan ve tiim kenarlar: boyanmis olan her liggenin farkli renge boyanmis
iki kenar1 vardir. Tepe ve taban yiizlerindeki 10 kenarin da ayni renkte oldugunu gosteriniz.

Diizlemde, iki noktada kesisen iki gemberin kesigim noktalarindan biri A olsun. Sabit hizlarla hareket eden
iki nokta, A dan ayn anda baglayarak, kendi ¢gemberlerinin {izerinde bir tam tur atarak aym anda A ya gel-
mektedir. Diizlemde, herhangi bir anda, hareket eden noktalara esit uzaklikta yer alan sabit bir P noktasinin
bulundugunu kanitlayiniz.

Coziim:

Cemberlerden [AB] ¢apl olanin merkezi O, [AC] gaph olanin merkezi @ olsun. O merkezli gember tizerindeki
hareketli nokta B’, Q merkezli cember tizerindeki hareketli nokta C’ olsun. BC' nin orta noktast M, B'C’
dogru parcalarimn orta noktalar: hareketli M’ noktas: olsun.

ABC tggeninde M, @, O noktalar1 bulunduklar: kenarlarin orta noktalar: oldugu icin OM = AQ = QC’ ve
QM = AO = OB’ dur.

B’ ve C' noktalar1 turlarim esit siirede tamamladiklarina gore, bu noktalarin agisal hizlari esittir. AB’
ile AC’ yaylarmn 6lgiileri esit, dolayisiyla, BB’ ile CC’ yaylarin olgiileri de esit olacak. Bu durumda,
/BOB' = /CQC". Aym zamanda, AOM (@ dortgeni paralelkenar oldugu i¢in, /BAC = /BOM = /MQC.
Bu durumda /BOM — /BOB' = /CQM — ZCQC’" = B'OM = C'QM olur. OB’ = QM ve OM = QC’
oldugu i¢cin AMOB' = AC'QM, dolaysiyla da B’M = C’'M olacaktir. Soz konusu sabit P noktas1 M dir.

7 diizlemi ile, bu diizlemde bir P noktas: ile bu diizlemde yer almayan bir @) noktas veriliyor. (QP+PR)/QR
oranini en bilyiikk yapan ve 7w diizleminde yer alan tiim R noktalarini1 bulunuz.

5 5 5
g kxp = a, g B = a2, g Koz, = a®
k=1 k=1 k=1

kosulunu saglayan negatif olmayan x1, x2, x3, T4, T5 sayllarinin bulunmasini saglayan tiim gergel a sayilarini
bulunuz.

A ve E diizgiin bir sekizgenin karsi iki kosesi olsun. Bir kurbaga, A dan baslayarak zipliyor. Kurbaga,
sekizgenin E harig her kogesinden, komsu koselerden birine ziplayabiliyor. E ye gelince ise ziplamay1 birakiyor.
an ile tam olarak n ziplama sonucu F ye gelebilmeyi miimkiin kilan farkli yollarin sayisini gosterelim.
T =242 vey=2—+/2 olmak iizere; as,_, =0 ve her n =1,2,3,... icin

1

Aop = — wn—l _,mn—1

oldugunu kanitlayiniz.

Not: n ziplamal bir yol, koselerden olusan bir (P, ..., P,) dizisi olup asagidaki kogullar1 saglar:
(i) Bh=A,P,=E,
(ii) her 0 <i<n—1igin, P, # E,

(iii) her 0 < ¢ <n —1 igin, P; ile P;y; komgudur.
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22.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1981

ABC fiiggeninin igerisinde hareketli bir P noktas1 aliniyor. P den BC, C'A, AB kenarlarina inilen dikmelerin

ayaklari sirasiyla D, E, F olmak tizere;
BC CA AB

PD " PE " PF
yi en kii¢lik yapan tiim P noktalarim1 bulunuz.

Coziim:

BC =a, AC=0b, AB=c¢, PD =z, PE =y, PF = z olsun. Cauchy’den

(;‘+z+z> ~(ax + by + c2) > <\/§~\/ﬁ+\/§\/@+\/§~\/§>2=(a+b+6)2

azx + by + ¢z = 2 - [ABC] oldugu igin

a b c_(a+b+c)? )
-+ -4+ ->-———- = Sabit
x+y+z_ 2-[ABC]| Sabi
olacaktir. Egitlik hali
b
f N \F
BC CA AB

iken saglanir. O halde, P noktasi i¢ merkez oldugunda, D + PE + Vi ifadesi en kiiciik degerini alir.

:>x—y—z

1 <7 < n olmak tizere, {1,2,...,n} kiimesinin r elemanh tiim alt kiimelerini ele alalim. Bu alt kiimelerin
her birinin en kiigiik bir elemam var. Bu en kiigiik sayilarin aritmetik ortalamasim F(n,r) ile gosterirsek,

n+1
F =
nr) ="
oldugunu gosteriniz.
m,n € {1,2...,1981} ve (n? —mn—m?)? = 1 kosullarim saglayan m ve n tam sayilar1 icin m?2 +n? ifadesinin

alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.
(a) Hangi n > 2 degerleri i¢in, en biiyilik elemani diger n — 1 elemanin en kiigiik ortak katin bolecek gekilde
n ardigik pozitif sayidan olugan bir kiime bulunur?

(b) Hangi n > 2 degerleri igin, bu 6zelligi saglayan tam olarak bir kiime vardir?

Verilen bir iiggenin igerisinde ortak bir O noktasina sahip ii¢ es cember, her biri iiggenin iki kenarina teget
olacak gekilde aliniyor. Uggenin i¢ merkezi, cevrel merkezi ve O noktasinin dogrudag oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

BC ye teget olmayan ¢emberin merkezi A’, AC' ye teget olmayan ¢emberin merkezi B’, AB ye teget olmayan
gemberin merkezi C’ olsun.

Cemberler eg oldugu i¢gin A’B’ || AB, A'C" || AC, B'C" || BC olacaktir. Bu durumda AABC ~ ANA'B'C.

AA’, BB, CC’ dogrular1 AABC de i¢ agiortay oldugu i¢in AA’B’C’ de de i¢ agiortaydir. Dolayisiyla AABC
nin i¢ merkezi ile AA’B’C’ nin i¢ merkezi ¢akigiktir.

BC, B'C’ dogru pargalarinin orta noktalar: sirasiyla D, D’ olsun. O noktast AA’B’C’ nin gevrel merkezidir.
AABC nin gevrel merkezi de @ olsun.

OD' 1 B'C’ ve QD L BC oldugu icin QD || OD’ diir. Ucgenler benzer oldugu icin benzerlik oram k =
1D’ OD/
D~ QD

dir. Parallelikle bu esitligi birlestirince, I, O, @ noktalarinin dogrusal oldugu sonucu ¢ikar.
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@ f(z,y) fonksiyonu, her negatif olmayan z,y tam sayilari i¢in

(1) f(0,y) =y +1,
(2) f(z+1,0) = f(z,1),
3) flz+Ly+1)= f(z, flz +1,y))

kogullarini sagliyor. f(4,1981) i belirleyiniz.
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23. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 1982

f(n), tiim pozitif n tam sayilar i¢in tanimlanmig, negatif olmayan tam say1 degerler alan bir fonksiyondur.
Ayrica, her m,n igin
Fm+n) = f(m) = f(n) =0 veya 1
f(2)=0, f(3) >0, ve £(9999) = 3333
dir. f(1982) yi belirleyiniz.

Kenarlar1 aq,a9,a3 (a;, A; nin kargisindaki kenar) olan ikizkenar olmayan A;AsAj {iggeni veriliyor. Her
1 = 1,2,3 i¢in; M; ile a; kenariin orta noktasini, 7; ile icteget cemberin a; kenarina dokundugu noktay1
gosteriyoruz. T; nin A; acisinin i¢ aglortayina gore simetrigini S; ile gosteriyoruz. M;S1, MySs ve M3Ss
dogrularinin noktadas oldugunu gosteriniz.

Asagidaki Ozelliklere sahip sonsuz pozitif gercel sayilar dizisi z,, i ele alalim:

xo =1, ve her ¢ > 0 igin, ;41 < z;

(a) Bu tipteki her dizi i¢in,

2 2 $2
2042y It > 3 999
1 T2 Ln

olacak sekilde bir n > 1 saymin bulundugunu kanitlayiniz.

(b)

2 2 2

T T Ty
R P S P
T T2 Tn

esitsizligini saglayan, yukarida anlatilan gekilde bir dizi bulunuz.

n pozitif tam sayisi igin,

2 =3z +y3=n
denkleminin tam sayilarda bir (z,y) ¢dziimii varsa, denklemin en az ii¢ ¢6zlimiiniin oldugunu kanmtlayiniz.
n = 2891 i¢in, denklemin ¢oziimiiniin olmadigini gosteriniz.

ABCDEF diizgiin altigeninin AC ve C'E kosegenleri tizerinde

AM _CN _
AC ~ CE

olacak gekilde sirasiyla M ve N noktalari alimyor. B, M, N noktalar1 dogrudag ise, r yi belirleyiniz.
Coziim:

CM =FEN = /NDE =/MBC = ZNBC + ZNDC =120° = ZBND = 120°
BC =CD ve 360° — ZBCD = 240° = 2-120° = 2 - /BN D oldugu igin;

C noktasi, B, N, D noktalarindan gecen ¢emberin merkezidir. CN = 1 dersek, CE = /3, r = ?

@ S bir kenar1 100 olan bir kare olsun. L, bu kare igerisinde kendini kesmeyen ve Ag # A, olmak iizere AgA;,
AjAg, ..., Ay_1 A, dogru parcalarimin birlesiminden olusan bir yol olsun. S nin iizerindeki her P noktasi
i¢in, L nin iizerinde P ye olan uzakligi 1/2 den biiyiik olmayan bir nokta bulunabildigini varsayalim. L
tizerinde, aralarindaki uzaklik 1 den biiyiik olmayan ve aralarindaki (L deki) yol 198 den kiigiik olmayan X
ve Y noktalarmin bulundugunu kanitlayiniz.
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Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1983

Asagidaki kogullar: saglayan, pozitif gergel sayilar tizerinde tanimlanmig ve pozitif gergel degerler alan tiim
f fonksiyonlarini bulunuz.

(i) Tim pozitif x,y sayilar i¢in, f (zf(y)) = yf(x);
(ii) = — oo iken f(z) — 0.

Es olmayan, sirasiyla O; ve O merkezli diizlemdesg C; ve Cy gemberlerinin kesistigi iki farkli noktadan biri
A olsun. Bu ¢emberlerin ortak tegetlerinden biri Cy e P; de, Cs ye P» de; digeri de Cy e Q1 de, C3 ye Q2 de
dokunmaktadir. M7, P;@; in orta noktasi; My, P>@Q2 nin orta noktasi olsun. Z01 AOy = £ M7 AM, oldugunu
gosteriniz.

Coziim:

Iki cemberin diger kesisimi B olsun. P; Py, Q1Q2, 0105 dogrular1 Q da kesissin. AB dogrusu, P; P, yi P de
kessin.

Agik sekilde, P1@; ile O105 dogrular: birbirlerine M7 de dik; Po@s ile O102 de birbirlerine My de diktir.
AO]_PlM]_ ~ AOQPQMQ oldugu 1(;111
01P1 B 02P2 OlA OQA

p— f— *
OM;,  OuM, ~ OM, _ O3, )

P noktasi kuvvet ekseni iizerinde oldugu i¢in PP, = PP,, dolayisiyla da P; P, MsM, dik yamugunda, AB
dogrusu orta taban olacaktir. Boylece, M1 A = AMy ve ZAM,0, = ZAM>50; olmus oldu.

010, tizerinde bir M noktasi, AAM,01 = ANAMsM olacak sekilde alinsin. AM = AO; ve MMy = M0,

dir. Bu durumda, (*) dan dolay:
AM  OA

MM, O3M>
olur. Bu da, AMs nin, ZM AQO nin agiortay1 oldugu anlamina gelir. Bu durumda,

AOQAMQ = 4M2AM = ZMlel — ZMlAMQ = ZOlAOQ
olur.

a, b, ¢; herhangi ikisinin 1 den biiytik bir ortak boleni olmadig1 pozitif tam sayilar olsun. x, y, z negatif olmayan
tam sayilar olmak iizere, xbc+ yca + zab seklinde ifade edilemeyen en biiyiik tam sayinin 2abc — ab — bec — ca
oldugunu gosteriniz.

ABC bir egkenar {iggen ve £ AB, BC ve C A dogru pargalarinin iizerindeki (A, B, C' dahil) tiim noktalarin
kiimesi olsun. £ nin her iki ayrik alt kiimeye pargalanigi i¢in, bu alt kiimelerden en az birinin bir dik iiggenin
koselerini igerip igermedigini belirleyiniz. Cevabinizi aciklayiniz.

Herhangi iicii bir aritmetik dizinin ardisik ii¢ terimi olmayacak sekilde, her biri 10° e esit ya 10° ten kiiciik
1983 tane pozitif tam say1 bulmak miimkiin miidiir? Cevabinizi agiklayiniz.

a, b, ¢ bir tiggenin kenar uzunluklar olsun.
a®b(a —b) + b*c(b —¢) + c*a(c —a) > 0

oldugunu gosteriniz. Esitligin ne zaman saglandigini belirtiniz.
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Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

1 1 1

a >b>colsun. O zaman — < 3 < — dir. Ve ayn1 zamanda a(b+c—a) <b(a+c¢—b) < cla+b—c) dir.
a c

Simdi bu iki siralamaya yeniden diizenleme egitsizligi uygulayalim.

1 1 1 1 1 1
f.c(a—&—b—c)—|—g.b(a+c—b)+7.a(b+c—a)2g.c(a—&—b—c)—i—f.b(a—i—c—b)—l—f.a(b—i—c—a)
c a a c

Diizenlersek ;
2

ab—a* bc—b* ac—c
= a+btc>a+btc+ +— 2
(b—a) cla—c) blc—D>)
+
c b a
Bu esitsizligi abe ile garparsak a?b(a — b) + ca(c — a) + b*c(b — ¢) > 0 ispatlanir.

—0>2 +
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25. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1984

x4y —+ z =1 esitligini saglayan z,y, z negatif olmayan tam sayilar igin, 0 < yz + zz + ay — 2zyz < 7/27
oldugunu kanitlayiniz.

Cozim:

Ik 6nce > 0 gosterelim. Varsayalim z, vy, z pozitif gercel sayilar olsun. O zaman Aritmetik Harmonik Orta

dan Tyt > T ?1) T dir. Paydalar esitlersek xy + yz + zz > 9zyz elde edilir. O halde xy + yz + zx
3 -+ -+ -
T Yy =z
— 2zyz > Txyz > 0 olur. Saglar. Eger en az biri 0 a esitse 2y + yz + z& > 2zyz = 0 olur ki saglar. Ik sikk
ispatladik.

Simdi ikinci kisma bakalim. Schur’un geligmis versiyonundan z,y,z > 0 i¢in (z4+y—2)(y+z—z)(z+2—y) <
zyz dir. Burada = + y + z = 1 yerine koyarsak zyz > (1 —2z)(1 — 2y)(1 —22) = 1 —2(x +y + 2) +

4(xy + yz + zx) — 8xyz yani 9zyz > 4(zy + yz + zx) — 1 olur. 2xyz > §(xy +yz + zx) — g olur. Eger

8 2 7 1
§(xy +yz+zz)— 3 + o7 > yz + zx + xy gosterirsek ispat biter. Bunun icin 3 > xy + yz + zx gostermemiz
yeterlidir. Bu da (x +y + 2)? > 3(2y + yz + 2x) oldugundan dogrudur.

Asagidaki Ozellikleri saglayan bir a, b pozitif tam say ikilisi bulunuz:

(i) ab(a + b) sayis1 7 ile boliinmez;

(i) (a+b)" —a” — b7 says1 77 ile boliiniir.
Cevabinizi agiklayiniz.

Diizlemde farkli O ve A noktasi veriliyor. Diizlemdeki O dan farkli her X noktas: i¢in, a(X) ile OA ve OX
dogrular1 arasindaki, OA dan saat yoniiniin tersi yondeki (0 < a(X) < 27) aginin radyan cinsinden degerini
gosterelim. C'(X), O merkezli ve OX +a(X)/OX uzunluktaki yarigapli gember olsun. Diizlemdeki her nokta,
sonlu sayidaki renklerden biri ile boyaniyor. a(Y’) > 0 olmak tizere, C(Y) ¢emberinin tizerindeki en az bir
nokta ile ayni renge sahip bir Y noktasinin bulundugunu gosteriniz.

ABCD, CD dogrusu AB gaph ¢embere teget olan bir dortgen olsun. AB dogrusunun C'D gaph ¢gembere
teget olmasi icin gerek ve yeter kosulun BC ile AD dogrularimin paralel olmasi oldugunu kanitlayimiz.

Coziim:

AB nin orta noktasit O, C'D nin orta noktasi1 @, DC' ile AB nin kesigimi E olsun. O merkezli gember CD ye
R de degsin. Q dan AB ye inilen dikmenin ayag1 S olsun.

QS _ EQ
AEQS ~ AEOR = OR " EO"
iddia 1: AD | BC = QS = DQ
ispat:
E D
ABCD yamugunda OQ orta taban oldugundan, paralellikten, —Q = Q— = @ = D@ = QS. Yani DC

caph cember, AB ye S de tegettir. B BO-04  OR
iddia 2: QS = DQ = AD || BC

ispat:
EQ_@5_De_QC

EOiORiAOiOBioQ”ADHBC'.
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Diizlemde, n > 3 koseli bir digbiikey ¢okgenin tiim kdgegenlerinin uzunluklar toplami d olsun. [z] ile x i
agmayan en biiyiik tam say1 gosterilmek {izere;

n—3<2?d< [g} {n;—l}_Q

oldugunu kanitlayiniz.

@ a,b,c,d; 0 < a<b<c<dvead= bc sartlarini saglayan tek tam sayilar olsun. Baz1 k ve m tam sayilari
icin a +d = 2F ve b+ c = 2" ise, a = 1 oldugunu kanitlaymiz.
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26. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1985

Merkezi, ABC'D kirigler dértgeninin AB kenar iizerinde bulunan ¢embere, dortgenin diger kenarlar: tegettir.
AD + BC = AB oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Cember BC ye P de, AD ye @ da dokunsun. Cemberin merkezi M olsun.

/BAD = 2a dersek, ZDCB = 180° — 2ae = ZMCP = 90° — « olur.

[@D ftizerinde PC = QS olacak sekilde S noktasi alahm. Ayrica QM = MP ve ZSQM = ZCPM = 90°

oldugu i¢cin ACPM = ASQM, yani, ZQSM = /PCM = 90° — « olur. Bu durumda, AASM de
ZSMA=180° — 2a — (90° —a) = 90° — o = LASM

oldugu i¢in AM = AS = AQ + CP elde edilir.

Benzer sekilde, BM = BP + QD olacagi icin, taraf tarafta topladigimizda AB = AM +MB = AQ+ CP +

BP + QD = AD + BC olacaktur.

n ve k sayillar1 k < n esitsizligini saglayan aralarinda asal iki dogal say1 olsun. M = {1,2,...n — 1} kiime-
sindeki her say1 ya maviye ya da beyaza boyaniyor.

(i) Her 7 € M igin, ¢ ile n — ¢ aym renkte;
(ii) her i € M igin, ¢ # k olmak iizere, i ile |i — k| aym rekte

oldugu bilgisi veriliyor. M deki tiim sayilarin ayni renkte olmasi gerektigini kanitlayiniz.

Tam say1 katsayili herhangi bir P(x) = ag+ a2+ - - - +apx® polinomu igin, w(P) ile tek katsayilarm sayisini
gosterelim. ¢ = 0,1,... igin, Q;(z) = (1 + x)® olsun. iy,ig,...,in, 0 < i1 < iy < .-+ < 4, seklinde tam
sayilarsa;

oldugunu kanitlayiniz.

Higbirinin 26 dan biiyiik bir asal ¢arpani olmadigi 1985 farkl pozitif tam sayidan olusan bir M kiimesi
veriliyor. M nin elemanlar1 ¢arpimi bir tam sayimmin dordiincii kuvveti olan dort elemanli en az bir alt
kiimesinin bulundugunu kanitlayiniz.

ABC tiggeninin A ve C koselerinden gecen O merkezli gember AB ve BC' dogru parcalarimi tekrardan,
sirasiyla farkli K ve N noktalarinda kesiyor. ABC ve K BN {iggenlerinin gevrel ¢cemberleri B ve M gibi iki
farkl noktada kesigiyor. OM B agisinin dik agi oldugunu kanitlayimiz.

Coziim:

/BAC = « olsun.
0O, (AKC) gemberinin merkezi oldugundan ZKOC = 2a; AKNC Kkirigler dortgeni oldugundan ZKNB =

/KAC = a.
B, K, N, M cembersel oldugundan /KNB = /ZKMB = «; A, B, M,C c¢embersel oldugundan /BMC =
180° — .

/ZKMC = 180° — 2a ve ZKOC = 2« oldugu i¢in K, M, C, O c¢embersel ve KO = OC' oldugu i¢in de
/KMO =/0MC = 90° — . Bu durumda ZOM B = 90° dir.

@ Her z; gergel sayis1 igin, 1, x9, ... dizisini
. 1
her n > 1 icin, zp+1 = xp | n—
n

olacak gekilde olugturalim. Her n igin
O0<zp <xpy1 <1

olacak sekilde tek bir x; degerinin oldugunu kanitlayiniz.
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27. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1986

d; 2,5 veya 3 sayilarina egit olmayan herhangi bir pozitif tam say1 olsun. {2, 5,13, d} kiimesinde, ab — 1 bir
tam kare olmayacak gekilde farkli a, b sayilarinin bulunabilecegini gosteriniz.

AjAg Az liggeni ile aymi dizlemde bir Py noktasi veriliyor. Her s > 4 i¢in A, = A,_3 tammlamyor. (k =

0,1,2,... igin) Pgt1, P nin saat yoniinde Agy1 merkezli 120° dondiiriilmesi ile elde edilen goriintiisii olmak
tizere; Py, P, P3,... noktalar kiimesini olusturuyoruz. Pyggs = Py ise, A1 As A3 tiggeninin egkenar oldugunu
kanitlayiniz.

Diizgiin bir besgenin her koésesine, bu besg sayimin toplami pozitif olacak sekilde tam sayilar veriliyor. f](;
ardigik kogeye y < 0 olmak fizere, sirasiyla z,y, z sayilar1 verilmis ise, x,y, z sayilarinin sirasiyla x + v,
—y, z + y sayilar ile degistirimesine izin veriliyor. Bu iglem, beg sayidan en az biri negatif oluncaya kadar
tekrarlaniyor. Bu iglemin sonlu sayida adim sonunda sonlanip sonlanmayacagini belirleyiniz.

A ve B, diizlemde, O merkezli diizgiin bir n-genin (n > 5) iki ardigik kogesi olsun. OAB iiggenine es XY Z
iiggeni; baglangigta OAB {iggeni ile gakigik olup, Y ile Z gokgenin kenarlar {izerinde, X de g¢okgenin ig
bolgesinde yer alacak gekilde diizlemde hareket ediyor. X in geometrik yerini bulunuz.

Negatif olmayan gercel sayilarda tanimli, negatif olmayan gercel degerler alan ve

(i) her z,y > 0 icin f (zf(y)) f(y),
(i) f(2) =0,
(iii) 0 <z < 2icin f(z) #0

kosullarini saglayan tiim f fonksiyonlarini bulunuz.

@ Diizlemde her biri tam sayi koordinatli bir noktalar kiimesi veriliyor. Kiimedeki noktalardan bazilarini
kirmiziya geri kalanlarini da beyaza; koordinat eksenlerinden birine paralel herhangi bir diiz L dogrusu
igin L tizerindeki beyaz ve kirmizi noktalarin sayilarimin farki (mutlak degerce) 1 den biiyiikk olmayacak
sekilde boyamak her zaman miimkiin miudiir?
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28.

(6]

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 1987

{1,2,...,n} (n > 1) kiimesinin sabit noktalarinin sayisi tam olarak k’ya esit olan permiitasyonlarinin sayisi
pr (k) olsun.

Z k- pn(k) =n!
k=0

oldugunu gosteriniz.
(Not: Bir S # () kiimesinden kendi iizerine taniml ve bire-bir olan bir f fonksiyonuna S’nin bir permiitasyonu
denir. S’nin bir ¢ elemamn i¢in f(7) = ¢ ise ¢ f’nin bir sabit noktasidir denir.)

Dar acili bir ABC iiggeninde A agisimun agiortayr BC kenarmi L’de ve daha sonra ABC' {iggeninin gevrel
gemberini N’de kesmektedir. L noktasindan AB ve AC kenarlarina cizilen dik dogrular AB kenarim K’da
ve AC kenarmm M’de kesmektedir. AKNM dortgeninin alaninin ABC' iiggeninin alanina esit oldugunu
gosteriniz.

Coziim:

ZBAN = LNAC = ZNBC = ZBCN.

AK LM Kkirigler dortgeninin ¢evrel gemberi BC' yi ikinci kez P de kessin.

/KPL=/KAL = ZCBN oldugu i¢gin KP || BN ve ZLAM = ZMPC = ZPCN oldugu i¢in PM || CN.
Paralellikten, [BK P] = [K NP] ve [CM P] = [PM N] olur. Bu durumda,

[ABC] = [AKPM]+[BKP]+[CMP]
= [AKPM]+[KNP|+ [PMN]
= [AKNM)]
olur.
2?2+ 23+ +22 =1olan 21,29, ..., T, gergek sayilar veriliyor. Her k > 2 tam sayisi i¢in hepsi birden sifir
olmayan Oyle ay,as, ..., a, tam sayilarinin varhgim gosteriniz ki her ¢ = 1,2,... n igin |a;] < k — 1 ve
k—1)y/n
la1z1 + agxe + - - + apzp| < %
olsun.

Negatif olmayan tam sayilar kimesinden kendi igine tanimli ve her n igin f (f(n)) = n+ 1987 sartim saglayan
bir f fonksiyonunun olmadigini ispat ediniz.

Oklid diizleminde (iki boyutlu koordinat diizlemi) her n > 3 i¢in n noktadan olusan 6yle bir kiime bulunuz ki
herhangi iki nokta arasindaki uzaklik irrasyonel olsun ve her ii¢ nokta dejenere olmayan ve alani bir rasyonel
sayliya egit olan bir tiggen belirlesin.

n > 2 bir tam say1 olsun. Eger 0 < k < y/n/3 sartin saglayan her k tam sayist icin k2 4+ k + n bir asal tam
say1ise k = 0,1,...,n — 2 icin k2 4+ k + n sayilarmin hepsinin asal oldugunu ispat ediniz.
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29. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati - 1988

Aymi diizlemde bulunan ve merkezleri ayni olan R ve r (R > r) yarigaph iki ¢ember veriliyor. P kiigiik
cember tizerinde sabit bir nokta ve B biiyiik gember tizerinde degigsken bir nokta olsun. BP dogrusu biiytik
gemberi C' noktasinda kesiyor. BP’ye P noktasinda dik olan [ dogrusu kiigiik cemberi A noktasinda kesiyor.
(Eger [, P noktasinda ¢embere teget ise A = P dir.)

(i) BC? + CA? + AB? ifadesinin aldig1 degerlerin kiimesini bulunuz.

(ii) AB’nin orta noktasimin geometrik yerini bulunuz.
Coziim:

(i) BP kiigiik cemberi ikinci kez D noktasinda kessin. ZAPD = 90° oldugu igin A, O, D dogrusaldir.

AABD de, BO kenarortayi igin
AB? + BD? = 2(BO? + OD?) = 2(R? + %)

AACD de, CO kenarortay1 i¢in
AC? + CD? = 2(CO? + OD?) = 2(R* + r?)

Taraf tarafa toplarsak, AB? + AC? + BD? + CD? = 4R? + 472

D noktasmin biiyiik cembere gore kuvveti BD - DC = R? — OD? = R? — r? oldugu icin

BC? = (BD +CD)* = BD?> 4+ CD?+2-BD-CD = BD? + CD?* — 2(R? — r?)
Bu durumda
AB? + AC? + BC? — 2(R* — 1?) = 4R* + 4r* = AB? 4+ AC? + BC? = 6R? + 2r?

(ii) AB nin orta noktast M olsun. AO = OD ve AM = M B oldugu i¢in BD =2-OM dir. PM = AM =
M B oldugu i¢in de

1 1
MP? +OM?* = Z(AB2 + BD?) = §(R2 + r?) = Sabit
Bu durumda, M noktalarinin geometrik yeri, O P nin orta noktasina S dersek, S merkezli bir cemberdir.
Kenarortay teoreminden

1 2
OM? + MP? = 2(SO* + SM?) = §(R2 +7r?) =2 (2 + SMQ)

:>SM2:RI2

R
O halde geometrik yer OP nin orta noktasini merkez kabul eden 0l yaricapli gemberdir.

Geometrik yeri bulmanin bir diger yolu sudur:

CO dogrusu biiyiik cemberi F de kessin.

AP orta dikmesi O dan geger, ayni sekilde, EB orta dikmesi de O dan geger. O halde AEBP bir
dikdortgendir. PFE ile AB kogegenleri birbirini ortalayacagi i¢in PE nin orta noktas1 da M dir. AOPFE

iiggeninde OP nin orta noktasina S dersek, OS = SP ve PM = MFE oldugu i¢in SM = - =3 dir.

R
Bu durumda, M noktalarinin geometrik yeri, S merkezli bl yarigapl ¢cemberdir.

n bir pozitif tam say1 ve Ay, As, ..., Agpy1 bir B kiimesinin alt kiimeleri olsun. Agagidaki kogullarin saglandigini
varsayalim:
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(a) Her bir A;’nin tam 2n tane elemani vardir.
(b) Her bir A; < A; (1 <i < j < 2n+ 1) yalnizea bir tek eleman icerir.
(¢) B’nin her bir elemam en az iki tane A;’de vardir.

B’nin her bir elemanini 0 veya 1 ile géstermek istiyoruz. Boyle bir gosterilimin, A;’lerin her birinin tam n
tane 0 igerecek sekilde yapilabilmesi igin n’nin degeri ne olmalidir?

Bir f fonksiyonu pozitif tam sayilar kiimesinden, pozitif tam sayilar kiimesine, her n pozitif tam sayisi igin
agsagidaki sekilde tanimlaniyor:

f() 1L f3)=3
f@2n) = f(n)
fAn+1) = 2f2n+1)— f(n)
fAn+3) = 3f2n+1)—2f(n).

f(n) = n kosuluna uyan ve 1988 den kiiciik ya da 1988’e esit olan n pozitif tam sayilarini bulunuz.

70 k

Tz —k
k=1

>

B ot

esitsizligini saglayan x reel sayilarinin kiimesinin, uzunlular: toplami 1988 olan ayrik araliklarin birlegimi
oldugunu gosteriniz.

ABC, dik agis1 A kosesinde olan bir dik tiggen ve D, A’dan ¢izilen yiiksekligin ayag olsun. ABD ve ACD
iiggenlerinin i¢ ¢emberlerinin merkezlerinin birlestiren dogru AB ve AC kenarlarii sirasiyla K ve L nokta-
larinda kesmektedir. S ve T sirasiyla ABC' ve AK L {iggenlerinin alanlari ise, S > 27" oldugunu gosteriniz.

2 2

@ a ve b pozitif tam sayilari, ab + 1 sayis1 a? + b*’yi tam olarak bolecek sekilde segilsin. a4 b_:— 1
a

ifadesinin, bir

pozitif tam sayimin karesi oldugunu gosteriniz.
Cozim 1:

(Vieta Jumping):

Oncelikle ¢ = b durumunu inceleyelim,

a® + b2 2a2 2

= = -9 _
¢ ab+1 a?+1 a?+1

olur. a pozitif tamsayr oldugundan ifadenin tamsayi olmasi i¢cin @ = b = 1 olmalidir, bu durumda ¢ = 1
olacaktir, yani tamkaredir. Eger a veya b’den biri 1 olursa ayn sekilde a = b = ¢ = 1 bulunur.

Simdi genelligi bozmadan a > b > 2 olsun. ifadeyi diizenleyip a’ya bagh ikinci dereceden bir denklem olarak
yazarsak,
a>—a-bet+ (V> —c)=0

bulunur. Bu denklemin pozitif tamsay1 ¢dziimleri arasinda a + b’nin en kiigiik oldugu (a, b) ¢éziimiini ele
alalim. Bu denklem ikinci dereceden oldugundan a diginda bir d kokii de vardir. Vieta formiillerinden,

a+d=bc

ad =12 — ¢

elde edilir. Tk formiilden d’nin tamsay1 oldugunu gorebiliriz ve eger bc — a porzitifse d de pozitif olmalidir.
Simdi bu ifadenin pozitif olmadigini kabul edelim, a = bc + x olsun, z > 0’dir.

a®> 4+ b? = abc + ¢ = (be + x)* +b? = (be + x)be + ¢ = bex + 2% + V2 = ¢
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olur. Eger z = 0 ise d = 0 ve Vieta’dan b? = ¢ olur, yani ¢ tamkare olur. Eger x > 0 ise
bex+22 4+ =c=c>bc+b+1>c¢

olur. Celigki. Dolayisiyla bc — a’nin pozitif olmasi gerekir. (0 olmasi durumunda ifadenin tamkare oldugunu
gosterdigimizden bu kismi tekrar incelemeye gerek yok.)

d sayis1 hem pozitif tamsay1 olmasi hem de denklemi saglamasindan dolayi (d,b) ikilisi de denklemin bir
¢Oztimil olur fakat eger a > d ise (b,d) ¢oziimii (a,bd) ikilisinin toplami en kiigiik olmasi kabuliiyle geligir.
Dolayisiyla d > a’dir. Vieta teoreminden

2 242 24 b2 b b
atd=be>2a= Cce=C T TV 00 0D 2oy
b ab+1 ab b a b~ a
olur, celiski. Dolayisiyla ifadenin tamsay1 oldugu durumlarda ¢ = 1 veya ¢ = b2 olur, yani her zaman
tamkaredir.
Cozim 2:

Bu ¢oziimii AoPS’da “Rust” adli bir kullanicinin bu soruya verdigi cevaptan esinlenerek yaptim, onun ce-
vabini da buradan inceleyebilirsiniz.
Oncelikle a = b ise a = b = ¢ = 1 olmasi gerektigini bir dnceki ¢éziimde gostermigtik. Genelligi bozmadan
a > b olsun.

ab+1=p"py* - pi*
seklinde asal carpanlaria ayiralim. a ve b bu k asalin higbirine béliinemez. ab+ 1|a? + b2 oldugundan a? + b?
ifadesi 2 = 1,2,...k icin p**’ye boliinmelidir.

7
a®>+b*=0 (mod pf)
ab+1=0 (mod p;")
elde edilir. Bu iki denklikten

~b'=a’?’=(-1)’=1 (mod p{)=b*=—-1=ab (modp})=a=>b> (mod p)

bulunur. Buradan,
a?+b2 b5+ b2
= = =p? d p%i
¢ ab+1 b* +1 (mod pi**)

bulunur. Tim ¢ = 1, 2,...k i¢in bu saglandigindan

c=0b* (mod ab+1)

olur. ab+ 1 > b + 1 > b? oldugundan ¢t > 0 igin ¢ = b? + t(ab + 1) formatinda olmahdir. ¢t = 0 ise ¢ = b?
olur. Eger ¢t > 0 ise
a? +v?
CcC =
ab+1

=02 +t(ab+1) > b +ab+ 1= a®>ab® +a®V? +2ab+1 > a?

olur. Celigki. Yani ¢ = 1 veya ¢ = b? olmali, dolayisiyla her zaman tamkare olmalidir.
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30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 1989

{1,2,...,1989} kiimesinin asagidaki ozelliklere uyan, ikiger ayrik A; (i = 1,2,...,117) altkiimelerinin
birlesimi olarak yazilabildigini ispatlayiniz.

(i) Her bir A; kiimesinde 17 tane eleman bulunsun,

(ii) A; kiimelerinin her birindeki elemanlarimin toplami aym olsun.

Dar agili bir ABC' iiggeninde, A acisinin i¢ agiortay1 ABC' {i¢geninin gevrel gemberi ile A; noktasinda
kesismektedir. B; ve Cj noktalar1 da benzer sekilde tamimlanmiyor. B ve C acilarinin dig agilortaylarinin
AA; dogrusu ile kesigme noktasit Ag olsun. By ve Cj noktalar1 da benzer sekilde tanimlansin. Asagidakileri
ispatlayiniz:

(i) ApByCy liggeninin alam, ACy BA;C B, altigeninin alaninin iki katina esittir.

(ii) AoBoCy liggeninin alanm, ABC' iiggeninin alaminin en az dort katidir.

Coziim:

ABC iiggeninde Ag, By, Cy dis teget cember merkezleridir. ABC nin i¢ merkezi I olsun.

(i) £BIA; = ZABI + /BAI = ZIBC + ZCBA, = /IBA; = IA; = A1B
IB i¢ agiortay, AgB de dig aciortay oldugu i¢in ZIBAy = 90° ve BA; = A1l = AgA;. Dolayisiyla da,
[A1BI| = [ApA1 B].
Benzer §ek11de, [AOA1C] = [IA1C], [B()BlC} = [IBlC], [BoBlA] = [IBlA], [C()ClA} = [IClAL
[C()ClB] = [IClB] oldugu iQiIl 2- [AclBAchl] = [A()B()C()]

(11) [A()A], [B()B}7 [COO], AA()B()CO 11 yuksekhklerldlr C()BCBO d'(')rtgeni LCOBBO = £COCBO oldugu
icin kirigler dortgenidir. Yani, /BC Ay = ZByCyAp. Bu durumda, ACBAy ~ ACyByAy dir. Benzerlik

BC AyB
22 07 o /Ay dir. Benzer gekilde, AC = AqCy - cos LBy ve AB = AgBy - cos ZC.
Booo A()BO

/CyAyBy = LBACy = LCABy ve ZBAC = 180° — 2 - ZAg oldugu igin

orani,

[ABC] -AB - AC - sin ZBAC
. A()BO - COS ZCQ . A()CO - COS ZBO . sin(1800 -2 ZA())

- AgBy - AgCy - sin(2 - LAp) - cos LBy - cos LCy
= [AgBoCp] -2 - cos LAy - cos LBy - cos LCy

NN |

. 1
Iddia: LAy + £Bgy + £Cy = 180° = cos LAy - cos LBy - cos ZCy < g

ispat:

cos LAg - cos LBy -cos LCy = 1 (cos(LAg — £By) + cos(LAg + £By)) - cos Ly
= (cos(LAg — £By) — cos L) - cos LCy
Diger taraftan, AO > GO dan
4-cos(LAg — £Cy) - cos £Cy < cos?(LAg — LCg) + 4 - cos? £C

4 - (cos(LAg — £Bg) — cos LCy) - cos £Cy < cos?(LAg — £Cp) < 1
8-cos LAy -cos LBy -cos ZCy < 1.1
Bu durumda, 4 - [ABC] < [AgBoCo).
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n ve k pozitif tam sayilar olsun. S bir diizlem iizerinde bulunan ve agagidaki iki kogula uyan n tane noktanin
olugturdugu kiime olsun.

(i) S’deki herhangi iig nokta ayni dogru iizerinde degildir,

(ii) S’nin her bir P noktasi i¢in, bu P noktasina olan uzakliklari ayni olan ve S’de bulunan en az k tane
nokta vardir.

Bu kogullar altinda
1
k’ < 5 + V 27’l

oldugunu ispatlayiniz.

ABCD bir konveks dortgen olsun ve |AB|, |AD|, | BC| kenar uzunluklar
|AB| = |AD| + |BC|
kogulunu saglasin. Bu dortgenin icinde agagidaki ozelliklere uyan bir P noktas1 vardir.

(i) P noktasinin C'D kenarma olan uzakhig: h kadardir.
(ii) |AP| = h+|AD| ve |BP| = h + |BC/dir.

Bu takdirde

Y
-
)

-

oldugunu gosteriniz.
Cozim:

Merkezleri A ve B olan ve birbirlerine M noktasinda digtan teget olan iki gemberin ortak tegeti A merkezli
gembere D', B merkezli gembere C’ noktasinda degsin. C’ M kiiglik yay lizerinde bir C noktasi, D' M kiigiik
yay1 iizerinde bir D noktasi alalim. S6z konusu ABC'D dértgeni soruda verilen dértgenle aym. Iki cembere
ve C'D ye teget olan cemberin merkezi P, yarigapi h dir. Bu gember C'D ye E noktasinda degsin. Bu ¢ember
en biiytiyiik yaricapimi D = D’ ve C' = C’ iken alir. Bu durumda, s6z konusu P = P’ ve F = E’ olsun.

ABCD dik yamugunda, (AM + BM)? — (AD' — BC")?> = D'C"? = D'C’ = 2//AD - BC.
AP'E'D’ dik yamugunda, E'D’ = 2\/AD' - P'E’ = 2\/AD - I/
BP'E'C’' dik yamugunda, E'C’ = 2/BC" - P'E’' = 2/BC - I/.
D'E'+ E'C' = D'C" = VI/(VAD + vVBC) = VAD - VBC
Jii— YAD-VBC _ o
VAD +/BC

IR VAD +VBC _ 1 L]

vh = VAD-V/BC  VAD /BC

Her n pozitif tam sayisi icin, her biri bir asal sayinin tam kuvveti olmayan, ardigik n tane pozitif tam sayinin
var oldugunu ispatlayiniz.

@ n bir pozitif tam say1 olmak iizere {1,2,...,2n} kiimesinin bir permiitasyonu (z1, 3, ..., T2,) olsun. Eger
bu permiitasyonda en az bir i € {1,2,...,2n — 1} i¢in |z; — ;11| = n kogulu saglaniyorsa, permiitasyona P
ozelligine sahiptir diyelim.

Her n igin, P 6zelligine sahip olan permiitasyonlarin sayisinin, P 6zelligine sahip olmayanlardan daha fazla
oldugunu gosteriniz.
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31.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1990

Bir cemberin AB ve C' D kirigleri, gemberin igerisindeki F noktasinda kesisiyor. M, E B dogru parcasi izerinde
bir nokta olsun. D, E; M noktalarindan gegen ¢embere E de teget olan dogru BC' ve AC' dogrularini sirasiyla

F ve G de kesiyor.

AM_t
AB

ise
EG

EF
ifadesinin ¢ cinsinden degerini bulunuz.

Coziim:

/FEM = /EDM = ZAEG = «.

LMDB = (8 dersek, ZCAE = a+ 8 ve LZAGE = j.

/MBD = /Z/GCFE = 6 olsun.

/CEF =8+0=/AMD ve /MAD = /ECF.

A.Adan ACEG ~ ABMD ve AFEC ~ ADM A. Benzerlikleri yazip,
EG MD CE AM
CE~BM "“EF _ MD

taraf tarafta carparsak

EG MA  AM 1 1 _ t
EF ~ BM ~AB-AM AB 1 -1
AM t

n > 3 bir tam say1 olmak iizere; F kiimesi, bir cember iizerindeki farkli 2n—1 noktadan olugan bir kiime olsun.
Bu noktalardan tam olarak k tanesi siyaha boyaniyor. Aralarindaki yaylardan biri lizerinde F kiimesinden
tam olarak n nokta olacak gekilde en az bir ¢ift siyah noktanin bulundugu boyamalara “iyi” diyecegiz. E
nin k noktasinin her boyamasimin iyi oldugu en kiigiik k£ degerini bulunuz.

2" +1

n2

ifadesinin tam say1 olmasini saglayan tiim n > 1 tam sayilarim bulunuz.
Coziim:

n[2" +1= 2" = —1 (mod n) = 2°" =1 (mod n)

n sayisinin en kiiciik asal bolenine p; diyelim

22" =1 (mod pp) ve 2271 =1 (mod p;)

2 sayisimim (mod p;)’deki mertebesi d olsun. O zaman d|(p; — 1,2n) ,
(p1 — 1,2n) ifadesi (p; — 1,n) = 1 oldugundan 1 veya 2 olabilir.

d|1,2 oldugundan d = 1,2 olabilir. d = 1 olursa n = 1 gelir. O yiizden
d = 2 olur ve buradan 22 =1 (mod p;) oldugundan p; = 3 olur.

n = 3%.y diyelim. Buradan 32%|2" + 1 gelir.

v3(3%*) < v3(3) + v3(n)

2r<l+r=—=2<1l=zx=1
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Demekki = 3.y ve (y,3) =1

Buradan y[2% + 1 = 2% = —1 (mod y)

20Y = —1 (mod y) , y sayismin en kiiciik asal bolenine py diyelim.

20Y = —1 (mod py) ve 2,271 = —1 (mod p2)

2 sayisimn (mod po)’deki mertebesi f olsun.O zaman f|(p2 — 1, 6y)

(p2 — 1,6y) ifadesi (p; — 1,y) = 1 oldugundanl, 2, 3 veya 6 olabilir.Durumlar: inceleyelim:
1) (po—1,6y) =1 = f =1=21 =1 (mod ps) olamayacigindan

n’nin bagka asal boleni yoktur. Buradan n = 3 ¢ézliimii gelir.

2) (p2 — 1,6y) =2 = f = 2(f = 1 durumunu daha 6nce incelemigtik)

22 =4 =1 (mod py) Buradan ancak py = 3 gelir ancak bu durum (y,3) = 1 ile gelisir.
Demekki bu durumdan ¢oziim gelmez.

3) (p2—1,6y) =3= f=3=23=8=1 (mod ps)

Buradan py = 7 gelir ancak 23Y +1=8Y +1 =2 (mod 7) oldugundan

7/23Y + 1 kosulu saglanmaz.

4) (pp —1,6y) =6 = f =6 =20=64=1 (mod ps)

Buradan py = 3,7 durumlar gelir ancak bu durumlardan daha 6nce ¢oziim gelmedigini gérmiistiik.

Demekki saglayan tek durum n =3

Pozitif rasyonel sayilarin kiimesini Q7 ile gosterelim. Her x,y € Q% icin,

kosulunu saglayan bir f : QT — Q7 fonksiyonu bulunuz.
Coziim:

Oncelikle bu fonksiyonun birebir, érten oldugunu gosterelim. = = 1 koyarsak,

olacagindan f(y) — ¢ olacaktir, yani fonksiyon értendir. Ayrica

) f@

= — :>y1:y2

f) = fly2) = f(f(n)) = f(f(ye)) = —=
Y1 Y2

elde edilir. Yani fonksiyon birebir ve 6rtendir, dolayisiyla tersi vardir. (1)’de y = 1 koyarsak,

FUW) =) = Q) = FH(FQ) = f1)=1
elde edilir. Yani f(f(y)) = %’dir. Ana denklemde y yerine f(y) yazarsak

fastton =1 (2) =40 — s =1 () 1) @)
elde edilir. = yerine xy yazarsak
flzy) = f(2)f(y) (3)
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olacaktir. Eger herhangi bir p asal igin f(p)’yi bulursak, (3)’den her n pozitif tamsayisi igin f(n)’yi insa
edebiliriz. (2)’yi kullanarak da her z € Q7 igin f(z)’i insa ederiz. Oncelikle (3)’tin ve f(f(y)) = % esitliginin
ana denklemi verdigi kolayca goriilebilir ¢iinkii

faf W) = )5 = 12
olacaktir. Bir p asalinin a’ya gittigini varsayarsak, f(f(p)) = f(a) = % oldugundan ve (3)’den

1 1
pHar — > — D
p a

seklinde bir dongii elde edilecektir. Bu dongiiden yola cikarak py, k. asali temsil etmek tizere

1
f(p2r) = pawt1 ve  f(paws1) = — (4)
P2k
olarak tanimlarsak tiim asal sayilar igin f’i uygun bir sekilde tanimlamig oluruz. Tiim pozitif rasyonel sayilar
ar,a2 9k
icin x = % olarak asal carpanlarina ayirirsak,
41 42" " q;

) f(r2)7 - f (1)
F(@)P F@)% - Fa)"

ve asallar igin (4)’t kullanarak fonksiyonu tanimlamig oluruz.

fz) =

Baslangicta verilmis bir ng > 1 tam sayisi igin, A ve B oyunculari, ni, ng,ng, ... sayilarin sirayla degigerek
agagida tanimlanan sekilde segiyor:

(nog sayisiu bilerek) A,
2
nok < Nogy1 < Ngy
olacak sekilde bir no41 sayisini;

(nok+1 sayisim bilerek) B,
N2k+1

N2k4-2

sayisi bir asal sayinin pozitif kuvveti olacak sekilde bir ngg4 2 sayisim segiyor.

A oyuncusu 1990 sayisini, B oyuncusu da 1 sayisini sectigi takdirde oyunu kazaniyor. Hangi ng sayilar igin:

(a) A nin kazanan bir stratejisi vardir?
(b) B nin kazanan bir stratejisi vardir?

(¢) Iki oyuncunun da kazanan bir stratejisi yoktur?
@ Agagidaki iki 6zellige sahip digbiikey bir 1990—genin bulundugunu gésteriniz:

(a) Tim agilar egittir.
(b) 1990 kenarin uzunluklar1 12,22, 32, ... 19902 sayilarmin bir dizilisidir.
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32. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1991

Verilen bir ABC iiggeninin i¢ teget ¢emberinin merkezi I olsun. A, B,C acilarina ait icagiortaylar karg
kenarlar sirasiyla A’, B', C' noktalarinda kesiyor.
1 Al -BI-CI 8
- — < —
4 ~AA'-BB'-CC" — 27

oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

ac_ Al AB c b+c lncakt
Vi = = = olaca. .
b+c ~AA  AB+4+BA ., % a+b+c "

b+c

BC =a, AC =b, AB = ¢ diyelim. BA' =

Benzer sekilde BI atc e oI a+b
nzer 1 = v = .
¥ BB a+b+c cC' a+b+ec

a=x+y,b=y+z c=x+zveu=x+y+ z seklinde degigken degistirelim ve sorudaki ifadeyi yeniden
yazalim:

1 u+z ut+z u+ty 8
— < . . < —
2u 2u 2u T 27

GO < AO dan dolayn,
4u

3

Vw+a)(uty)(utz) <

esitligin sag tarafi kolayca gosterilebilir.
Simdi sol tarafi gosterelim: ,
— < () (u+y)ut=)
2u? < u +ud(z +y+ 2) + uxy + urz + uyz + ryz
2u® < ud 4+ ud + ury +urz + uyz + ryz

0 < uzy + uxrz + uyz + zyz.
n > 6 bir tam say1 ve ay,as, ..., a sayllar: n den kiigiikk ve n ile aralarinda asal tiim dogal sayilar olsun.
s — a1 =a3 — Qg =---=ag — ar_1 >0
ise, n sayisinin ya bir asal say1 ya da 2 nin bir kuvveti olacagini kanitlayiniz.

S = {1,2,3,...,280} olsun. S nin n elemanh her altkiimesi ikigerli olarak aralarinda asal bes eleman
igerdigine gore, en kiiciikk n tam sayisin1 bulunuz.

G nin k kenarli bagl bir ¢izge oldugunu varsayalim. Kenarlari, her koge iki veya daha ¢ok kenara ait olacak
ve bu kenarlarin etiketlerinin en biiytlik ortak boleni 1 olacak sekilde, 1,2,.. ., k sayilar ile etiketlendirmenin
miimkiin oldugunu kanitlayiniz.

[ Bir ¢izge, uclar diye adlandirilan noktalar kiimesi ile bu uglardan baz ¢iftleri birlegtiren kenarlar kiimesin-
den olusgur. Her u, v ug ¢ifti, en fazla bir kenara aittir. Her farkh z, y uglar i¢in, her v;, v;11 (0 < ¢ < m) gifti
G nin bir kenar:1 tarafindan birlegtirilecek ve x = vy, v1,v9,..., v, = y olacak sekilde bir uclar dizisi varsa,
G gizgesi baghdur diyoruz.]

ABC bir iiggen ve P, ABC tiggeninin i¢ bolgesinde bir nokta olsun. /PAB, /PBC, /PCA aglarindan en
az birinin 30° ye esit ya da 30° den kiigiik oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

P noktasimin BC, AC, AB dogrulan tizerindeki izdiigiimii sirasiyla A’, B’, C’ olsun.

Erdos-Mordell esitsizligine gore PA + PB + PC > 2(PA’ + PB’' + PC").

/PAB, /PBC, ZPCA aglarindan hepsinin 30° den biiyiik oldugunu varsayalim.

Agilardan biri genis ag1 olsun. ZPBC' > 90° oldugunu varsayilim. ZPAB ile ZPC A, dar agidir. Bu durumda,

PC’ 1
sin /PAB = A > 5 Yani 2- PC" > PA dir. Benzer sekilde, 2 - PB’ > PB. Erdés—Mordell’in saglanmas:
PA

igin 2- PA’ < PA, dolayisiyla da sin /PBC =
/ZPBC > 150° olur ki, bu zaten diger acilarin 30° den kiigiik oldugu anlamina gelir. Celiski.

1
< = =sin 150° olacaktir. ZPBC' genis ac1 oldugu igin

/PAB, /PBC, ZPCA acilarin higbiri genig ag1 olmasin. Hepsinin 30° den biiyilik oldugunu varsaymigtik.

PC’ 1
sin /PAB = Pi > 3 Yani 2 - PC" > PA dir. Benzer sekilde, 2- PB’ > PB. Erdés—Mordell’in saglanmasi
rPA 1
igin 2- PA’ < PA, dolayisiyla da sin /PBC = A < 5= sin 30° olacaktir. Celigki.

O halde; Z/PAB, /PBC, ZPCA dan en az biri 30° ye esit ya da 30° den kiigiiktiir.

@ Zo, X1, T2, ... gercel sayilarindan olugan sonsuz bir diziye, her i > 0 igin |z;| < C olacak gekilde bir C' sabiti
varsa, stnarly denir.

Herhangi bir a > 1 gercel sayis:1 verildiginde, her negatif olmayan farkli ¢, j tam say1 ¢ifti igin
| —@jlli —j]* = 1

olacak gekilde bir xg, x1, 2, ... sinirh sonsuz dizisi olusturun.
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33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1992

1 < a < b < colmak lizere, abc — 1 tam sayisimn (a — 1)(b — 1)(c — 1) ile boliinmesini saglayan tiim a, b, ¢
tam sayilarini bulunuz.

Cozim:

Denklemde bir déniigiim yaparak baglayalm. a—1 =2 b—1=y ,c—1 =2z, 2yz | (x+1).(y+1).(z+1) -1,
r<y<zvexzy,z€ Z olur.

zyz | (zy+x+y+1).(2+1) -1

xyz |zyz+aoy+ez+yz+ar+y+z+1-1

xyz | xy + xz + yz + +x + y + z elde edilir. Buradan

%}W € Z7 elde edilir. Ifadeyi diizenlersek 1 + S+ 14 T L4 o olur. # <y < 2 oldugundan

1 1 1 1 1 1 : : o ; . . oo
FIERTIE i ey olur. Bu da bize x yerine deger secerek Ifadenin maksimum degerini bulma

sans1 verir. yani secgebilecegimiz en kiiciik tigliiyli secerek igse koyulalim.

(z,y,2) = (1,2,3)ise 1+ £ + 3 + ¢ + 5 + 3 olur. Buise 2+ 2 yani ifadenin 3 ten kesinlikle kiigiik olacagim
soyler.

(z,y,2) = (2,3,4)ise s+ + 1+ + + 1 + 15 = 22 < 2 olur. Yani # = 2 i¢in ifadenin degeri 1 dir.
x > 3 i¢in ise bu ifade en yiiksek degerini (3,4,5) igin alir.

% + i + % + 1—12 + % + % = % < 1 olur. bu da z > 3 i¢in ¢6ziim olmadigini soyler. Dolayisiyla x = 1 i¢in ifade
1 veya 2 olabildiginden ve x = 2 i¢in ifadenin degeri 1 oldugundan 3 farkli durumda incelemek yeterlidir.

1) z =1 i¢in ifadenin degeri 1 ise

20422+ 1+yz=yz

2y + 2z + 1 =0 olur. ki 2y + 2z > 0 oldugundan doaly1 miimkiin degildir.
2) =1 igin ifadenin degeri 2 ise

20+22+1=yz

224+1=y.(z—2)

_ 2241
¥y=%=3
2240222 ¢ 7 yani 2 — 2| 5 olur. z > 2 oldugundan dolay1 z € {3, 7} olur.

z =3 ise y = 7 olur. z > y kosulu saglanmadigindan dolay: ¢oziimii yoktur.

z =7 ise y = 3 olur. bu bir ¢éztimdiir. (z,y, z) = (1,3,7) oldugundan (a,b,c) = (2,4, 8)
3) x = 2 i¢in ifadenin degeri 1 ise

32+3y+2+yz =2yz

3y+3z2+2=yz

3z2+2=y.(z —3)

242 ecz

324+2+9—32 c 7

z—3

z > 2 oldugundan ve z # 3 oldugu i¢in z — 3 > 0 olmahdir.

1L € Z* ve Z € {4,14} olmahdr.

z =4 ise y = 14 olur bu z > y ile celisir.

z = 14 ise y = 4 olur bu durumda (z,y, z) = (2,4, 14) bir ¢éztimdir ve (a, b, c¢) = (3,5, 15) olarak bulunur.

bu bolme iglemini saglayan tigliler (2,4, 8) ve (3,5, 15) olmak iizere 2 tanedir.
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R ile reel sayilar kiimesini gosterelim. Her reel x,y icin
F @@+ W) =y + ()’

bagintisini saglayan tiim f : R — R fonksiyonlarini1 bulunuz.

Uzayda herhangi dordi aym diizlem istiinde bulunmayan dokuz nokta verilmig olsun. Her bir nokta c¢ifti
bir kenar (yani bir dogru pargasi) ile birlegtiriliyor ve her kenar ya mavi ya kirmiziya boyaniyor ya da hig
boyanmadan birakiliyor. Asagidaki kogulu saglayan en kiigiik n sayisin1 bulunuz:

Kenarlardan tam olarak n tanesi boyandiginda, boyali kenarlarin kiimesi icinde mutlaka ti¢ kenar1 da aym
renkte olan bir tiggen bulunur.

Diizlemde, C' bir gember; L, C' gemberine teget olan bir dogru ve M ise L dogrusu iistiinde bir nokta olsun.
Asagidaki kosulu saglayan tiim P noktalarimin geometrik yerinin bulunuz:

L dogrusu tustiinde @ ve R gibi 6yle iki nokta vardir ki, M, QR nin orta noktasi ve C' de PQR {i¢geninin ig
cemberi olur.

Coziim:

iddia: ABC iiggeninde I merkezli i¢ teget gember BC kenarina D de degiyor. DI i¢ teget cemberi ikinci
kez E de kesiyor. AE, BC kenarim D’ kessin. BD' = CD dir.

ispat:

AB > AC ve AH yiikseklik olsun. BC = a, AC = b, AB = ¢, u yarigevre, r i¢ yarigap, h da a ya ait
yiikseklik olsun.

- +a? — 22 2 2 _ 12 _
DCZU_CuHCZbci—’_a,DHZDC—Hszua 2ac—b"+c*—a _c b? +ab—ac
2 2a 2a
_(e=b)b+c—a) (c—Db)-2u—a) (c—Db)(u—a)
B 2a - 2 = 4
.. 9
Uggende alandana'h:Qu.rih:ﬂ'
a
gin 200 D 2 > _(e=hu-a)
ED || AH oldug = = DD’ = DH - =
| oldugu igin - A1H —ED P = — . 5

_ (c=b)(u—a) a b

a u—a
BD'=BC-DD'—-CD=a—(c—b)—(u—c)=u—c=CD R
Soruya donelim, ¢ember L ye D de dokunsun. DE, C ¢emberinin bir ¢apr olsun. Iddia geregi, PE L yi
QD = RD’ olacak sekilde D’ noktasinda keser. Bu durumda M, DD’ niin orta noktasidir. M sabit, D sabit
oldugu i¢in D’ de sabittir. E noktasi da sabit oldugu i¢in, P noktalar1 D’ FE dogrusu tizerindedir. Simirlar1 da
diigiiniirsek P noktalarinin geometrik yeri, [D’E 1gmminin [D’E] hari¢ kismdur.

S, U¢ boyutlu uzayda sonlu sayida noktadan olusan bir kiime olsun. Sg, S, ve S, ile S deki noktalarmn
sirasiyla yz diizlemi, zz diizlemi ve xy diizlemi iistiine dik izdiigtimlerinden olusan kiimeleri gosterelim. Bu
durumda

|12 < 1Sz - [Sy| - |S:]
oldugunu kamtlayimiz. Burada |A| ile sonlu bir A kiimesindeki eleman sayis1 gosterilmektedir.

(Not: Bir noktanin bir diizlem iistiine dik izdiiglimii, o noktadan diizleme ¢izilen dikmenin ayagidir.)

@ Her n pozitif tam sayisi i¢in S(n) sayisin agagidaki kogulu saglayan en biiylik tam say1 olarak tanimliyoruz:

Her k < S(n) pozitif tam sayisi igin, n? sayis1 k tane pozitif tam karenin toplami olarak yazlabilir.

(a) Her n > 4 icin S(n) < n? — 14 oldugunu kanitlaymiz.
(b) S(n) = n? — 14 esitligini saglayan bir n tam sayis1 bulunuz.

(c) S(n) = n? — 14 esitligini saglayan sonsuz sayida n tam sayis1 bulundugunu kanitlayiniz.
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34. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1993

n > 1 bir tam say1 ve f(z) = 2™+ 52" "1 43 olsun. f(z) in, herbirinin derecesi en az 1 olan ve tiim katsayilari
tam sayilar olan iki polinomun ¢arpimi seklinde yazilamayacagini gosteriniz.

Daracili bir ABC ficgeni icindeki bir D noktasi, ADB = ACB + 90° ve AC - BD = AD - BC kosullarini
saglamaktadir.

AB-CD

@) e BD
(b) ACD ve BCD iiggenlerinin ¢evrel gemberlerine C' noktasinda ¢izilen tegetlerin dik olduklarini kanitlayiniz.

oraninin degerini bulunuz.

Coziim:

(a) |BD| = |DE]| olacak sekilde BDFE dik {iggenini ingaa edelim.
AD AC

/ZADE = ZACB aq esitligini gorebiliriz. Soruda verilen bilgiyle birlikte, DE - BO oldugundan AC'B
iiggeni ile ADFE tiggeni benzer iiggenlerdir.

Bu benzerlige gore;

AE AD
/EAD = /BAC = /FAB = /DAC dir. A5 = AC orantisi onceki benzerligin bir sonucu idi bu
sonug bulunan agi egitligi ile birlikte,

AEB iiggeni ile ADC tiggeninin benzer iiggenler oldugunu gosterir.

Bu benzerlige gore;

AB EB
— =—=AB-DC=AC-EB=AC-BD -v2
AC ~DC ¢=Ac C-BD-v2
AB-CD
Buradan, m = \/i bulunur.
(b) (ACD) ve (BCD) gemberlerinin C deki tegetlerinin dik olmasi, bu noktadaki normallerinin de dik olmasi
demektir.

Cemberlerin merkezleri sirasiyla P ve @ olsun. PC 1 QC oldugunu gosterecegiz.

/DAC + /DBC = 90° dir. ZPCD =90 — /DAC ve ZQCD = 90 — ZDBC olup ZPCD + /QCD =
180 — (LDAC + ZDBC) = 90° dir.

Sonsuz bir satranc tahtasi iizerinde asagidaki oyun oynaniyor. Baglangic durumunda, n? tane tas her karede
bir tag olmak {izere birbirine bitisik karelerden olugan n x n biyiikliigiindeki bir blokta bulunmaktadirlar.
Oyundaki bir hamle, dolu bir komsgu kare tizerinden yatay veya diisey dogrultuda gecerek hemen ardindaki
bos kareye atlamaktadir. Uzerinden atlanan tas tahtadan kaldirlmaktadir.

Hangi n degerleri i¢in oyunun tahta iizerinde yalnizca bir tag kalacak gekilde sonuglanacagini bulunuz.

Diizlemde verilen P, @, R gibi ii¢ nokta i¢in, m(PQR), PQR {iggeninin yiiksekliklerinin minimumu olarak
tammlaniyor. (P, @, R nin dogrusal olmasi durumunda m(PQR) = 0)

A, B, C diizleminde verilmisg noktalar olsun. Diizlemdeki herhangi bir X noktasi i¢in
m(ABC) < m(ABX) + m(AXC)+ m(XBC)
oldugunu kanitlayiniz.

N ={1,2,3,...} olsun. f(1) = 2, ve her n € N i¢gin, f (f(n)) = f(n) +nven € Nigin f(n) < f(n+1)
kosgullarini saglayan bir f : N — N fonksiyonunun var olup olmadigini belirleyiniz.

@ n > 1 bir tam say1 olsun. Bir ¢ember tlizerine n tane lamba Lg, L1,..., L,_1 yerlestirilmistir. Her lamba

ACIK ya da KAPALIdwr. Sy, S1,...,5;,... islemler dizisi uygulanmaktadir. Iglem S; yalmzca L; nin
durumunu (diger tiim lambalarimin durumunu koruyarak) su sekilde etkiler:
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Eger L;_1 ACIK ise, S;, L;/nin durumunu ACIKtan KAPALIya ya da KAPALIdan ACIKa cevirir.
Eger Lj_1 KAPALI ise, S;, L;'nin durumunu degistirmez.

Lambalar n moduna gore goyle siralanmigtir:
L y=Ly1,Lo=1Ly L1 = Ln-‘rlaVS'
Baglangicta biitiin lambalar ACIK durumdadir. Agagidakileri gosteriniz.

(a) Oyle bir pozitif tam say1 M(n) vardir ki, M(n) iglemden sonra tiim lambalar tekrar AGTK duruma
gelmektedir.
(b) Eger n, 2* seklindeyse, tiim lambalar n? — 1 iglemden sonra ACIK duruma gelmektedir.

(c) Eger n, 2% + 1 seklindeyse, tiim lambalar n? — n + 1 islemden sonra ACIK duruma gelmektedir.
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m ve n pozitif tam sayilar olsun. aj,as,...,am, {1,2,...,n} kiimesinin farkli Gyle elemanlar1 olsun ki,
1 <i < j < m olmak iizere a; + a; < n oldugu her durumda, a; + a; = ay olacak sekilde bir k (1 <k < m)
bulunsun.

a1 +ax+---+anm >n+1
m -2

oldugunu kanitlayiniz.

ABC ikizkenar ii¢geninde |AB| = |AC| olsun.

(a) M, BC’nin orta noktasi; O da, AM dogrusu tstiinde bulunan ve OB’nin AB’ye dik olmasii saglayan
nokta olsun.

(b) @, BC kenarn istiinde, B ve C’den farkli herhangi bir nokta olsun.

(¢) E, Q ve F aym dogru tistiinde bulunan farkhi noktalar olmak tizere, E'nin AB dogrusu, F’nin de AC
dogrusu istiinde bulundugunu kabul edelim.

OQ'nun EF’ye dik olmasmin, |QFE| = |QF| olmas i¢in gerek ve yeter bir kogul oldugunu kanitlayimniz.
Coziim:

OQ 1 EF olsun.

OQFC Kkirigler dortgeninde ZQFO = ZQCO = ZCBO

EBQO Kkirigler dortgeninde ZQFEO = ZQBO = ZQFO — OFE = FF — QFE =QF. 1
QF = QF olsun.

F den AB ye ¢izilen paralel BC yi G de kessin. EQ = QF oldugu i¢in BE = FG ve paralellikten ZABC =
/FGC = /FCG oldugu i¢in BE = FC dir. Aym1 zamanda OB = OC oldugu i¢in AOBFE =2 AOCF olup,
OF =QF ve OQ 1 EF dir.

Her k porzitif tam sayisi icin, {k+1,k+2, ..., 2k} kiimesine ait ve 2 tabanina gére yazilimlarinda tam olarak
ii¢ tane 1’in gectigi elemanlarin sayis1 f(k) olsun.

(a) Her m pozitif tam says1 igin, f(k) = m olacak gekilde en az bir k& pozitif tam sayisinin bulundugunu
kanitlayiniz.

(b) f(k) = m esitliginin tam olarak bir k igin saglandig tiim m pozitif tam sayilarini bulunuz.

3
n 1
1 saysinin bir tam say1 olmasim saglayan tiim (m,n) sirali pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.
mn —

Coziim:
Bolme Algoritmasini uygulayalim.

nd+1
mn — 1

g>0,0<r<n
Denklemi icler diglar carpip diizenlersek
3 _ 2
n>+1=gmn”+rmn—qn—r

Denkleme n modunda bakarsak 1 = —r(modn) yani r = —1(modn) bolme algoritmasini da goz dniine alirsak
r =n — 1 olmaldir.

Denklemi tekrar diizenlersek n? = gmn + (n — 1).m — ¢ — 1 elde edilir.
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3 1 3,3 _ 1 3 1 3 1

m3. rL_mmn + mE oldugundan ilk 3 terim tam say1 oldugundan m

mn —1 mn — 1 mn —1 mn —
sayidir. Genelligi bozmadan m > n alabiliriz.

de bir pozitif tam

n=1lisel=gmn—q—12=¢gm —q q| 2 oldugundan ¢ = 1 veya ¢ = 2 dir.
qg=2ise m =2 (2,1) ve simetrigi

g =11ise m = 3 olur. (3,1) ve simetrigi gelir.

m >n > 2 olsun. O zaman

n?>gn?+n(n—-1)—-q—1

n+1>q(n*-1)

g.(n—1)<1

n > 2 oldugundan ¢ < 1 elde edilir.

g =1igin n? > gn? +n.(n — 1) — q¢ — 1 esitsizligine tekrar bakalim .
n?>2n%—n—2

n? —n—2 < 0n > 2 oldugundan dolay1 n = 2 olas1 tek ¢oziimdiir. Denklemde yerine konulursa m = 2 cikar.
q =0 icin

n?=mn—-m-—1

n?+1=m.(n—1)

2
1
n® + cz
n—1
Polinom bolmesi yardimiyla
2
ezt
n—1

olmalidir. n = 2 ve n = 3 ¢ozlimleri gelir.

n=2igin m=>5

n = 3 i¢in m = 5 olur.

Denklemin tiim ¢6ztimleri bunlarin simetrikleri ile birlikte {(1, 3), (3,1), (1,2),(2,1),(2,2), (5, 3), (3,5), (2,5), (5,2)}

seklinde 9 ¢oziimii vardir.

S, —1’den kesin biiyiik reel sayilarin kiimesi olsun. Agagidaki iki kogulu saglayan tiim f : .S — S fonksiyon-
larim1 bulunuz:

(a) S’ye ait her z,y i¢in, f(z + f(y) + 2f(y)) =y + f(z) + yf(x) olup,
(b) @, —1 < 2 <0 ve 0 < z araliklariin her birinde kesin artan bir fonksiyondur.
@ Agagidaki kogulu saglayan ve pozitif tam sayilardan olugan bir A kiimesinin var oldugunu gosteriniz:

Tim elemanlar: asal sayilar olan sonsuz her S kiimesi i¢in, m ve n sayilarindan her birinin S’ye ait k farkh
elemanin ¢arpimi olmasini saglayacak bicimde K < 2, m € A ve n € A pozitif tam sayilar1 vardir.
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36.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1995

A, B,C, D bir dogru tstiinde belirtilen sirada dort farklh nokta olsun. AC ve BD c¢apl ¢emberler X ve Y
de kesigiyor. XY dogrusu BC yi Z de kesiyor. P, XY dogrusu lizerinde Z den farkl bir nokta olsun. CP
dogrusu AC ¢aph cemberi C' ve M de, BP dogrusu BD capli cemberi B ve N de kesiyor. AM, DN, XY
dogrularinin noktadag oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

P noktasinin BD c¢apli gembere gore kuvvetinden XP - PY = BP - PN.

P noktasinin AC' gaph ¢embere gore kuvvetinden XP - PY = CP - PM.

Bu durumda B, C', N, M g¢emberseldir. Dolayisiyla ZNMC = ZNBC ve ZMNB = /MCB.

AM ile XY, @Q da kesigsin. ZAQZ = LZACM = /MNP oldugu i¢in P, M, P, N gemberseldir. Bu durumda,
/INQP =/ZNMP = /ZNBD oldugu igin @, N, D dogrusaldir. Yani AM, XY, DN noktadastir.

a, b, ¢; abc = 1 kogulunu saglayan pozitif gercel sayilar olsun.

1 n 1 n 1 >§
ad(b+c) b(c+a) Ala+d) 2

oldugunu kanitlayiniz.
Cozim 1:

(Mehmet Utku Ozbek)

1 1 1 .
Paydadaki ifadelerden kurtulmak i¢in doniigiim yapalim a = —,b = —, ¢ = = olsun. Ifade suna doniigiir
x Y z
1 1 1 z3yz 3z 2B
=TT TtTT Tt TT T, ;
7(7_"_7 7(7_’_7) 7(74_7) y+z Tr—+z r+y
3y oz vz o 2y

abc = 1 ise xyz = 1 dir. O zaman son ifadede xyz yerine 1 yazalim. Artik ispatlamamiz gereken ifade sudur:

z2 y? 22 3
+ + >
y+z z+z x4y 2
Cauchy-Schwarz esitsizligini uygulayalim:
2 y? 22 )
=y +z2)+t@+2)+(@+ + + let+y+z
W49+ @4+ @l + s+ )2 ey
22 2 22 z+y+ 2]? rT+y+z
o LY S lpty+e] a4y
y+z z+z x+y " 2z+y+=2) 2

Simdi « + y + z > 3 oldugunu gosterirsek ispat biter. Bunu da A.G.O dan rahat bir sekilde gorebiliriz.
= x+y+2z>3Fxyz dir. xyz = 1 oldugu icin x + y + z > 3 tiir. Ve ispat biter.
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Cozim 2:
1 + 1 + 1
as(b+c) bc+a) cAla+bd)
b?c? c2a?® a’b?

= ) + bt a) + (atD) (Cauchy-Schwarz egitsizligini uyguluyoruz)

(be + ca + ab)?
~ 2(ab+ bc + ca)

b b
= (bet ca+ab) (Aritmetik geometrik ortalama esitsizligini uyguluyoruz)

° DN

elde edilir. Esitlik durumu yalnizca a = b = ¢ = 1 iken saglanir.
Coziim 3:

Bu soruya Jensen Esitsizligi kullanarak da cevap verebiliriz.

Onceden yapilan doniisiimleri tekrardan (z = %,y = %7z = %) seklinde doniigiimler yapildiginda

a® v + 22 > 3 haline gelir
yrz Ttz Ty = 2 gelir.
2

simdi f(z) = < olsun. f/(z) = —25 ve buradan f”(z) = % ve z > 0 oldugundan dolay:
f"(z) > 0 elde edilir. Buna gore Jensen esitsizligi kullanilabilir.

2 2 2
yﬁ_z + x?j_z + ;T_y:xf(%) + yf(””T“) + zf(%) >(x+y+ z).((y+z)+l(1‘_?~/_‘:)i(x+y)) _ w+12;+z Daha sonra

aritmetik - geometrik ortalama egitsizliginden

T +y+z>33ryz ve xyz = 1 oldugundan = 4+ y + z > 3 yani

z? y2 22 3 1
e + 5+ pray >3 elde edilir.

Diizlemde 1 <7 < j < k < nicin AA;A; Ay min alaninm 7; 4 rj + 7, oldugu herhangi i¢ii dogrusal olmayan
Ai,..., A, noktalarmmim ve ry,...,r, gergel sayilarimin bulunmasimi saglayan tiim n > 3 tam sayilarim
bulunuz.

i=1,...,1996 icin

1
Ti—1 + =2z, + —
Ti—1 T
ve xo = T1995 Olacak sekilde xq,z1,...,T1995 pozitif gercgel sayilar dizisi bulunduguna gore, zy 1n alabilecegi

en biyiik degeri bulunuz.

ABCDEF digbiikey altigeninde AB=BC =CD, DE=FEF =FAve /BCD = ZEFA = /3 olsun. G ve
H 1 altigenin i¢ bolgesinde ZAGB = ZDHE = 27 /3 olacak sekilde alinan noktalar oldugunu varsayalim.
AG+ GB +GH + DH + HE > CF oldugunu kanitlayiniz.

Cozim:

Altigenin digina dogru ABG’ ile DEH’ eskenar tiggenleri kurulsun.

Ptolemy’den AG - G'B + GB - AG' = GG’ - AB = AG + GB = GG’ ve benzer sekilde HD + HE = HH'
olacaktir.

Soru, GG’ + GH + HH' > CF ye dontstil.
GG+ GH + HH' en kiigiik degerini G’, G, H' dogrusal iken alir. O halde GG' + GH + HH' > G'H'.

G'BDH’' dortgeni ile CBAF dortgeni eg oldugu icin G'H' = CF. Yani AG + GB + GH + DH + HE =
GG'+GH+ HH' > G'H' = CF.
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@ p tek bir asal say1 olsun. {1,2,...,2p} kiimesinin, elemanlar1 toplami p ile boliinecek sekilde p elemanh kag
A alt kiimesi vardir?
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37.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1996

Gergel r sayist ile |AB| = 20, |BC| = 12 boyutlarinda bir ABC'D dikdortgeni veriliyor. Dikdértgen, 20 x 12
birim karelik 1zgaraya boltintiyor. Bir kareden diger kareye hareket edebilmek igin, bu iki karenin merkezleri
arasindaki uzakligin /7 olmas1 gerekiyor. Gorevimiz, A kogesine sahip birim kareden baglayip B kosesine
sahip birim kareye giden bir hareketler dizisini bulmak.

(a) r, 2 veya 3 ile boliiniiyorsa; gorevin tamamlanamayacagini gosteriniz.
(

(¢) r =97 oldugunda, gorev tamamlanabilir mi?

b) r = 73 ise, gbrevin tamamlanabilecegini kanitlayiniz.

P, ABC iiggeninin i¢ bolgesinde
/APB - /ACB = LZAPC — ZABC

olacak gekilde bir nokta olsun. APB ve APC tiggenlerinin igteget cemberlerinin merkezleri sirasiyla D ve E
olsun. AP, BD, C'E nin bir noktada kesigtiklerini gésteriniz.

Coziim:

P nin BC, AB, AC kenarlar {izerindeki izdiigiimleri sirasiyla A’, B/, C’ olsun.

A'CB'P, AB'PC’" ve A’ PC'B birer kirigler dortgeni oldugu igin,

LC'B'P = /PAC' ve /PB'A' = /PCA'. ZO'B'A' = ZC'"AP + /PCA" = ZAPC — LABC.
/B'C'P = /B'AP ve LPC'A' = /PBA'. /B'C'A' = /B'AP + /PBA' = ZAPB — LACB.
Buradan ZA'B'C = /B'C"A’ ve A’B' = A'C’ elde ettik.

/ /
AA'B'C de, Siniis Teoreminden =2R=CP= A'B'=CP -sinZC.

sin ZC
! !
AA'C'B de, Siniis Teoreminden — = BP = A'C' = BP -sin ZB.
sin /B
AB sinZC
ANAB iniis T i — = .
C' de, Siniis Teoreminde 1C ~ sn/B

AB BP AB AC
I Al Lo _ Lo o0 _ =7 o 7 ir ki in i
A'B'=A'C' = CP -sinZC = BP stB:>AC P :>BP C’P’Bu da demektir ki ZACP nin ig
aglortay1 ile ZABP nin ig agiortayr AP iizerinde ayni noktada kesigir. H
S, negatif olmayan tam sayilar kiimesini gostersin. S den kendisine
f(m+f(n) =7 (f(m)+fn) VmneS

seklinde tanimlanan tiim f fonksiyonlarimi bulunuz.

a ve b pozitif tam sayilar1 15a + 16b ve 16a — 15b sayilar1 birer pozitif tam sayimin karesi olacak sekilde
aliniyor. Bu tam karelerden kiigiik olanin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

ABCDEF digbiikey altigeninde AB, DE ye paralel; BC, EF ye paralel; CD de F A ya paraleldir. Ry, Ro, Rg;
sirasiyla FAB, BCD, DEF iiggenlerinin ¢evrel yaricaplar: ve P de altigenin cevresi olsun.

P
RA+RC+REZ§

oldugunu kanitlayiniz.

@ p,q,n; p+q < n olacak sekilde alinan ii¢ pozitif tam say1 olsun. (xg, z1,...,z,), agagidaki kogullar1 saglayan

bir tam say1 (n + 1) lisi olsun:

(a) o =2, =0.

(b) 1 <i < n olmak iizere, her i i¢in ya x; — x;_1 = p ya da x; — ;1 = —q dur.

x; = x; olacak sekilde (7, j) # (0,n) sartin: saglayan ¢ < j indislerinin bulundugunu gésteriniz.
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38.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 1997

Kosgeleri diizlemdeki tam say1 koordinathi noktalar olan birim karelere bakalim. Bu kareler (satrang tah-
tasindaki gibi) sirayla siyah ve beyaza boyanmig olsun. Her (m,n) pozitif tam say1 ¢ifti i¢in, kogeleri tam
say1 koordinatli noktalar olan ve m ve n uzunlugundaki dik kenarlar: yukaridaki karelerin kenarlari iistiinde
bulunan bir dik iiggen alalim. S ile bu iiggendeki siyah bdlgelerin toplam alanin; Sy ile de aymi tiggendeki
beyaz bolgelerin toplam alanini gosterelim.

f(m,n) =|S1 — S|
olsun.

(a) Her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift pozitif m ve n tam sayilar1 igin f(m,n) degerini hesaplayiniz.
(b) Her m ve n i¢in f(m,n) < 3 max{m,n} oldugunu kamtlayimz.

(¢) f(m,n) < C kogulunu m ve n’nin tiim degerleri i¢in saglayan bir C' sabitinin bulunmadigini gosteriniz.

A agis1t ABC ficgenindeki agilarin en kiigiigiidiir. B ve C' noktalar1 bu ii¢cgenin cevrel ¢emberini iki yaya
aywriyor. U, B ve C arasindaki, A noktasmi igermeyen yayn bir i¢ noktasi olsun. [AB] ile [AC]'nin orta
dikmeleri AU dogrusunu sirasiyla V' ve W noktlarinda kesiyor. BV ile CW dogrular1 da 7' noktasinda
kesisiyor.

|AU| = |TB|+ |TC|

oldugunu gosteriniz.
Coziim:

CW ¢emberi X noktasinda kessin.

/XBA=/XCA=/CAU.

/ABT = /BAU.

/BXC =/BAC = /BAU + /CAU = /ABT + /XBA=/XBT = XT = BT

AW = WC oldugu i¢in WU = XW dur. Bu durumda AU = XC = XT +TC = BT + TC olur.

X1, T2y Xy |1+ 22+ +ap] =1vei=1,2,...,n i¢in
n+1
|z < 5

kosgullarini saglayan gercel sayilar olsun.

T1,X2,...,Ty NN
a2+ 4y <
kogulu saglanacak bicimde bir y1, 42, ..., y, permiistasyonu bulundugunu gésteriniz.
Elemanlar1 S = {1,2,...,2n—1} kiimesine ait bir nxn matrise (n stitun ve n satirdan olugan kare bi¢imindeki
bir tabloya), eger her ¢ = 1,...,n igin é-inci satir ile i-inci siitun birlikte S’nin tiim elemanlarini kapsiyorsa,

bir giimis matris diyoruz.

(a) n =1997 i¢in hi¢ bir giimiiy matrisin bulunmadigini;

(b) m’nin sonsuz sayida degeri i¢in giimiig matrislerin bulundugunu gosteriniz.

a>1,b>1 olmak tizere,
a(b2) = ba

egitligini saglayan tiim (a,b) tam say1 sirah ikililerini bulunuz.
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Coziim:

Bu soruyu a > b olup olmamasina gore iki parcada inceleyelim.
1) 1 < a < bigin ¢ozlime bakalim.
a < b oldugunu kullanarak esitsizlik kurmay: hedefleyelim.

(a®)® = b® seklinde yazabiliriz. a < b den dolay1 a® < b olmazsa ¢oziimiin olamayacag: aciktir.

a® — b ifadesinin tiirevini alalim. %(ab —b) = l.a’lna —1 b > a > e icin Ina > 1 ve a® > 1 olacag icin
tiirev 0’dan biiyiiktiir Mesela b = 3 alacak olursak a® — 3 > 0 oldugunu gosterirsek a’ — b nin daima pozitif
oldugunu gostermis oluruz.

a>e>2a®>8yani a® — 3 > 0 elde edilir. Yani a = 1 ya da a = 2 olmaldur.

a =1 olsun. O halde b = 1 olmas1 gerektigi aciktur.

a = 2 olsun. 2°° = b2 b2 = ¢ déniisiimii yapalm. 2¢ = ¢, 2t — ¢ = 0 Simdi bu ifade icin tiireve bir kez daha
bakalim.

2t.In2 — 1 olur. Bu ifadeyi ise 2?2 — 1 seklinde yazdiktan sonra t > 1 i¢in tiirevin 0 dan biiyiik olacag:
aciktir. Aym zamanda 22 — 2 > 0 da saglandigindan dolay1 daima ¢ > 1 i¢in daima pozitiftir. + = 1 in de
saglamadig agiktir.

2) simdi de b > a > 1 olsun.

a¥’ = b = (a®)® den dolay1 a > b? gelir yani l% > 1 elde edilir. Acaba a = k.b? esitligindeki k sayis1 daima
bir pozitif tam say1 olabilir mi diye diigtinelim.

(ab‘2)b2 = pa—2¥’ seklinde yazarsak ab~2 > 1 oldugu icin a — 2b% > 0 olacag aciktir. a > 2b2 olur.

a
B2
Asagidaki adimlar1 takip edelim.

k
= Jk,n € Zt ve (k,n) = 1 olsun. Buradan n.a.b=2 = k elde edilir.

2 2 2 2 2 2 2
Y =nbab (072 =pb" =pb pa?0

bu ifadeden dolay1 n | k olmasi gereklidir. (k,n) = 1 oldugundan dolay1 n = 1 almmahdir. Artik a = k.b?
a > 2b% yani k > 3,k € Zt oldugunu biliyoruz.

bk—2

Bunu baslangictaki denklemde yerine koyacak olursak kY = ( )b2 olmalidir. buradan k = b¥~2 buluruz.

k > 5icin b¥2 — k > 2k=2 — k olur. %(2’6—2 —k)=(k—2).28"2In2 — 1 yani 2872 n2*2 —1 >0k =5
icin ise 23 — 5 = 3 > 0 oldugundan k < 5 olmahdir.
k = 3 ise 3b> = b3 yani b = 3 elde edilir. a = kb* = 27 olur. (27, 3) ¢dziimii gelir.
k = 4 ise 4b*> = b* yani b = 2 elde edilir. a = 16 olur. (16,2) ¢oziimii gelir.
O halde denklemin ¢oziim kiimesi {(1,1), (27, 3), (16,2)} olmaldur.

@ Her n pozitif tam sayisi icin, n’nin, 2’nin negatif olmayan tam say1 kuvvetlerinin toplami olarak yazilig
bigimlerinin sayisi f(n) ile gosterelim. Toplamda gegen terimlerin yalmizca sirasinin degisik oldugu yazihg

bigimlerinini ayni sayiyoruz. Ornegin 4 sayisi; 4, 2+2, 24+141, 1+1+1+1 olarak dort sekilde yazilabileceginden
f(4) = 4 olur. Her n > 3 tam sayisi igin

n2 712
2T < f(2M) <27

oldugunu kanitlayiniz.
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39. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1998

ABCD konveks dortgeninde AC' ve BD kogegenleri birbirine dik olup, AB ve DC kenarlar: paralel degildir.
AB ve DC'nin orta dikmelerinin kesigtigi P notkasimnin ABC D’nin i¢ bolgesinde yer aldigi bilinmektedir.
ABC D’nin bir kirigler dértgeni olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun ABP ve CDP iiggenlerinin alanlarimin
esit olmasi oldugunu gosteriniz.

Coziim:

(i) [APB] =[PDC] = AP = PB = PC = PD oldugunu gosterelim.
BDNAC ={E}, [BAN|[CD = {F}, AB nin orta noktasi X, C'D nin orta noktas1 Y olsun.
Kosegenler dik kesigtigi icin AX = BX = XFE ve CY = DY = EY.
Alan egitliginden PX - AB=PY -CD = PX -EX =PY -EY = % = %
LXBE =/XEB=ave LZYEC = ZYCFE = (8 dersek, ZAXE = 2a ve ZEYD = 2p.
FBEC igbiikey dortgeninde Z/BEC = ZBFC + ZFBE + Z/FCE = ZBFC =90° — a — (.
FXFEY igbiikey dortgeninde /X EY = LZXFY+/ZAXE+/ZFEY D = (90°—a—f)4+2a+28 = 90°+a+0.
PXFY dortgeninde ZXPY+/XFY =180° = ZXPY =180°—(90°—a—f) = 90°+a+5 = LXEY.
Bu durumda, K.A.K. dan AXEY ~ AYPX. XY ortak oldugu i¢in de AXEY = AYPX olur. Bu
durumda XFE = EY, yani AB = CD ve alandan PY = PX gikar. Bu da AAPB = ACPD oldugu
anlamina gelir. AP = PB = PC = PD den de, ABCD nin kirigler dortgeni oldugu sonucu ¢ikar. B
(i) AP=PB=PC =PD = [APB] = [PDC] oldugunu gosterelim.
ABCD Kkirigler dortgeninde kosegenler dik kesistigi icin AB ile C'D yaylarinin 6lgiileri toplami toplami
180° dir. Bu durumda ZAPB+ ZDPC = 180° ve alan esitliginden [PAB] = % -PA-PB-sin ZAPB =

% . PC - PD -sin(180° — ZAPB) = [PCD] R

Bir yarigmada, b > 3 bir tek sayr olmak tizere, a yarigmaci ve b hakem bulunmaktadir. Her hakem her
yarigmaciyl ya “bagarili” ya da “basarisiz” olarak degerlendiriyor. k agagidaki 6zellige sahip bir say1 olsun:
Herhangi iki hakemin en ¢ok k yarigmaci hakkindaki degerlendirmeleri ¢cakigmaktadir.

k_b—-1
Y>> -
a 2b

oldugunu gosteriniz.

Her pozitif n tam sayisi igin, d(n) ile n’nin (1 ve n dahil olmak iizere) bolenlerinin sayisimi gosterelim.

olmasini saglayacak bicimde bir n sayisinin bulundugu tiim pozitif & tam sayilarini bulunuz.
ab?® + b+ 7'nin a?b + a + b’yi bolmesini saglayan tiim (a, b) pozitif tam say1 ciftlerini bulunuz.

I ile, ABC figgeninin i¢ teget gemberinin merkezini gosterelim. ABC’nin i¢ ¢cemberinin BC, CA ve AB
kenarlaria teget oldugu noktalar sirasiyla K, L ve M olsun. B’den gegen ve M K’ya paralel olan dogru,
LM ve LK dogrularini sirasiyla R ve S noktalarinda kesiyor. /RIS nin bir dar ag1 oldugunu gosteriniz.

Coziim:

/RMB = ZAML = ZALM = ZMRB = MB = BR. Benzer sekilde, BM = BK = BS. ABIK dik
tiggeninin hipotentsii BI tizerinde BK = BI’ olacak sekilde I’ noktasi alahm. BR = BS = BI’ ve oldugu
icin ZRI'S = 90° > ZRIS dir.
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@ N pozitif tam sayilar kiimesini gostersin. N'den N’ye giden ve N'ye ait her s, ¢ igin

F(£f(s)) = s (f(1)?

kogulunu saglayan tiim f fonksiyonlarimi ele alalim. f(1998)’in alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.
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40. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1999

Diizlemde asagidaki sart1 saglayan en az ii¢ noktal tiim .S sonlu kiimelerini belirleyiniz:

S deki herhangi iki farkli A ve B noktasi i¢in, AB dogru parcasinin orta dikmesi, S nin bir simetri eksenidir.
Coziim:

Simetri eksenlerinden birini ele alalim. S nin noktalarindan bazilar: bu simetri ekseni tizerinde olabilir, geri
kalan nokta ciftlerinin orta noktalar: bu simetri ekseni {izerindedir. O halde, S nin agirlik merkezi herhangi
bir simetri ekseni iizerinde olmali. Bu durumda tiim simetri eksenleri S nin agirlik merkezi G de kesisir.
Simetri eksenleri orta dikmeler olacagi i¢in S, G merkezli bir gemberin noktalaridir. S nin ardigik 3 elemani
sirasiyla A, B, C olsun. B, AC nin orta dikmesi lizerinde olmali. Bu durumda AB = BC, dolayisiyla da S
bir diizgiin ¢okgenin kogeleridir.

Not:
Bu sorunun IMO Shortlist’inde yer alan versiyonu su gekildedir:

Asgagidaki kogullar1 saglayan ve uzayda en az ii¢ noktadan olusan S noktalar kiimesine tam simetrik
diyecegiz:

S nin herhangi iki farkli A, B noktasi i¢cin AB dogru parcasini ortalayan ve AB dogru pargasina dik olan
diizlem, S nin bir simetri diizlemidir.

Sonlu tam simetrik bir kiimenin ya diizgiin bir ¢okgenin ya diizgiin bir dortyiizliintin ya da diizglin bir
sekizyiizliinlin kogelerinden olugmasi gerektigini kanitlayiniz.

n > 2 sabit bir tam say1 olsun.
(a) Asagidaki esitsizligi, her 1, x2,...,2, > 0 gergel sayilarin i¢in saglayan en kii¢iikk C' sabitini bulunuz.

4

Z zmj(:z:? +£L’?) <C Z T

1<i<j<n 1<i<n

(b) Bu C sabiti igin, esitligin hangi durumda saglandigin belirleyiniz.

Coziim:

2

4 2 AGO
<Zx1> = Zx%—i—Q Z ;%) ? 2 2(29@) Z Tz

cyce cyce 1<i<j<n cyc 1<i<j<n

:8(23:1) D wmwy | 28 Y wwy (af +a3)

cyce 1<i<j<n 1<i<j<n

1
Bundan dolay1 C' > - elde ederiz. Cift satirhk ispatin son kisminda Y22 > > 2?2 + :c? yani n > 2
8 cyc 1<i<j<n

oldugunu kullandik.

Esitlik durumunda ise - 22 > Y 22 + xf oldugundan n — 2 tane x; sifira egit olmahdir.
cyc 1<i<j<n
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n sabit bir pozitif cift say1 olmak iizere; n x n kareli bir tahta ele alalim. Tahta n? birim kareden olusuyor.
Ortak kenara sahip karelere komgu kareler diyoruz.

Tahtanin N tane birim karesini, tahtadaki her kare (isaretli ya da degil) en az bir igaretlenmis komsu kareye
sahip olacak gekilde igaretliyoruz.

N nin alabilecegi en kiigiik degeri belirleyiniz.

Agagidaki kogullar1 saglayan tiim (n,p) pozitif tam say1 ¢iftlerini belirleyiniz:
p asal,
n < 2p,
(p — 1)™ + 1 say1s1 n?~! ile béliiniiyor.
(1 ve G4 gemberleri, G cemberine sirasiyla, farkli M ve N noktalarinda icten tegettir. G, G2 nin merkezinden

gegmektedir. G; ve G nin kesistigi noktalardan gegen dogru G yi A ve B de kesmektedir. M A ve M B
dogrulari, G; ile sirasiyla C ve D de kesismektedir. C'D nin G4 ye teget oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

AN ile BN, G; yi sirasiyla E ve F' de kessin.
(1 ile G5 nin merkezi sirasiyla O ve Os olsun.
EC ile F'D dogrular: P de kesissin.

G nin N ile M deki tegetleri @ da kesigsin.

G; ile G4, X ve Y noktalarinda kesigsin.

AE - AN = AX - AY = AC - AM = E,C, M, N g¢emberseldir. Bu durumda ZACE = ZANM = ZABM =
LAMQ@Q = ZCDM = CD || AB olacaktir. Ayrica ZMCP = LZACE = ZCDM oldugu i¢gin EC' G e tegettir.

Benzer sekilde, EC, G5 ye de tegettir. Yani FC, G; ve G2 nin ortak teget dogrusudur.
Benzer sekilde, F'D de, bu ¢emberlerin diger ortak teget dogrusudur. Bu durumda, P, O; ve O5 dogrusaldir.

G e Oy de teget olan dogru PC ile S de kesigsin. SOy = SC ve ZS50,C = SCO4 olacaktir. CD || SOo
oldugundan ZO;CD = £S50,C = £S5COs olacaktir. COy, ZSCD nin agiortay1 oldugu icin Oy den SC' ile
CD ye inilen dikmeler esittir. O3 den C'D ye inilen dikmenin ayagi T olsun. O F = O2T olacaktir. Bu da,
CD nin Gs ye T de teget oldugu anlamina gelir.

@ Tim z,y gergel sayilar: icin
flae=fw)=rw) +xfy)+ flz) -1

kosulunu saglayan tim f : R — R fonksiyonlarini belirleyiniz.
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I’y ve I'y cemberleri M ve N de kesisiyor. £, 'y ve I'y nin M ye yakin olan ortak tegeti olsun. ¢, I'; e A da,
I’y ye de B de degmektedir. M de gecen ve ¢ ye paralel olan dogru I'; ¢emberini C' de, I'y ¢cemberini de D
de kesmektedir. C A dogrusu ile DB dogrusu E de, AN dogrusu ile CD dogrusu P de, BN dogrusu ile CD
dogrusu @ da kesigtigine gore, EP = E(Q oldugunu gosteriniz.

Coziim:

EN ile AB, R de kesigsin.

RA? = RM - RN = RB? = RA = RB. Ayrica AB || PQ oldugu icin MQ = MP.
Teget kirig aggdan Z/ZBAM = ZACM ve paralellikten /EAB = ZACM = /M AB.
Benzer sekilde, ZABE = ZABM.

AMBE dortgeninde, AB kosegeni iki kose icin de agiortay oldugu icin AEBM bir deltoiddir. Dolayisiyla
AB 1L EM. Paralellikten EM 1 PQ. MQ = M P oldugunu daha 6nce gostermistik. O halde, EP = EQ.

abc = 1 olacak gekilde alinan a, b, ¢ pozitif gercel sayilar1 igin

red) e eret) =

oldugunu gosteriniz.
Cozim 1:
(Mehmet Utku Ozbek)

1 11 1
—14-=b(1l--+—)=b(l+a—-=
b—1+ - b( b+bc) b< +a b)

dir. Son esitlige abc = 1 den faydalanarak vardik. Devam edelim.

IR R G IS R G GO EG

dir. Benzer diigiince ile

1 1 1 1
(b—1—|—> (c—1+> Scb2,<c—1+) (a—1+) <ac?
c a a b

buluruz. Soruda sorulan ifade T" olsun. Buldugumuz {i¢ ifadeyi taraf tarafa carparsak su sonuca ulagiriz:
= T2 < a’p?3

abc = 1 oldugundan 7" < 1 olur ve ispat biter.

Cozim 2:
o z Yy z . .
abc = 1 oldugundan, a = —,b = =, ¢ = — olacak sekilde z,y, z pozitif reel sayilar1 vardir.
Y z x

1 _
I S RN et

by Y y
Benzer gekilde,

1 _
poqyl_Tty—2

c z
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= () b () () () ()
= (—z+y+2)(e—y+2)(e+y—2) <zyz

Parantezler agldiginda 22y + zy? + 222 + 222 + y22 +y2? < 2% + 3 + 23 + 32y2 elde edilir. Bu esitsizlik ise
iyi bilinen Schur Esitsizligi’nin ¢ = 1 igin 6zel hali oldugundan dogrudur.

Coziim 3:

Onceki ¢oziimdeki gibi (—x+y+2z)(x—y+2)(z+y—=z) < zyz elde ettikten sonra x > y > z varsaydigimizda
sol taraftaki carpanlardan en fazla biri negatif olabiliyor. Tam olarak bir tanesinin negatif oldugu durumda
sol taraf sag taraftan kiigiik olacag: igin egitsizlik saglanir.

Hepsinin pozitif oldugu durumu ele alalim.

AO > GO dan

VErty+2)(@—y+2) < (_x+y+z)2+(x_y+z) Sy

elde edilir. Diger ikili carpimlar igin de benzer egitsizlikleri yazinca (—x+y+2)(z —y+2)(z+y — 2) < zyz
elde ederiz.

Cozim 4:

Farkli bir ¢6ziim verelim. Daha ¢ok iistiine gidecegiz ve parantezleri ikili olarak agacagiz. Sonrasinda ise

ab = — oldugunu kullanacagiz.
c

1 1 1 1 1
Po=(a-1+-)(b-14+-)=ab—a+®—btr1-"4+1—- 4+~
b c c c b be
) ) AGO
ab—a+® br1-ab+1--t+a=2v2-(b+:)< 2
c b c b c
elde ederiz. Diger ikili carpimlar P, ve P,, icin de
b
Pbcéf H F)caéE
a b
oldugunu soyleyebiliriz. O zaman
1 1 1 b
LHS=(a—1+-)(b=1+=) (c=1+>) = VP PP < (/225 =1
b c a cab

elde eder ve ispat1 tamamlariz.

n > 2 pozitif tam say1 olmak lizere, baglangicta n adet pire, yatay bir dogru boyunca, hepsi birlikte ayni
noktada olmayacak gekilde yer almaktadir.

A pozitif gercgel sayisi i¢in, bir adim su gekilde tanimlaniyor:

A, B nin solunda olacak sekilde alinan A ve B noktalarindaki herhangi iki pire icin, A daki pire; dogru
tizerinde B nin saginda ve BC'/AB = X sartin saglayan C noktasia athiyor.

Dogru tizerindeki herhangi bir M noktasi i¢in, baglangigtaki n pirenin dizilisi ne olursa olsun, tiim pireleri
M nin sagina tagimayl miimkiin kilan tiim X\ degerlerini belirleyiniz.
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(6]

Bir sihirbaz 1 den 100 kadar numaralanmig yiiz karti, biri kirmizi, digeri beyaz, oteki mavi ii¢ kutuya her
kutuda en az bir kart olacak sekilde yerlestiriyor.

Izleyicilerden biri bu kutulardan ikisini sectikten sonra, her iki kutudan da bir kart cekerek, bu kartlarm
iizerinde yazan sayilarin toplamini soyliiyor. Bu toplama goére, sihirbaz i¢inden kart alinmayan kutuyu be-
lirleyebiliyor.

Tiim kartlar bu kutulara, yukarida anlatilan numara her zaman igleyecek sekilde kag farkli bicimde dagitilabilir?
(Kartlardan en az biri farkli bir kutuya konmugsa, bu iki yol farkli sayilacak.)

n, tam olarak 2000 asal say1 tarafindan béliinecek ve 2™ + 1 sayisi n ile boliinecek gekilde bir n pozitif tam
sayisinin bulunup bulunmadigini belirleyiniz.

Coziim:

Evet, boyle bir say1 vardir.

Timevarim kullanarak tam olarak k asal boleni olan n sayisinin var oldugunu gosterecegiz.

n1 = 3 igin 3 | 23 + 1 dir.

¢>1 ve 3 |/t olmak iizere; ny = 3.t sayisinin tam olarak & asal boleni olsun ve ny | 2 + 1 olsun.

Ngy1 =3p-ng =3p-3° -t =31 t.p p |3t ve npyq | 27+ + 1 olacak sekilde bir p asal sayisinin varhgin
gosterecegiz. Bu durumda ng 1 sayisinin tam olarak k + 1 asal boleni olacak.

ny sayisit tektir. Aksi halde ny ¢ift sayisinin 2™+ 4+ 1 tek sayisimi bolmesi gerekirdi.

ng | 2™ + 1 oldugunu biliyoruz.

22nk — 2nk 4 1 sayisint mod3 te inceleyelim. 227k — 27k 1 =47 — 27k + 1 =1 — (—1)" +1 =0 (mod 3)
O halde 23 + 1 = (2" + 1)(22"% — 2" + 1) say1s1 3ny ile béliiniir.

iddia: Her a > 2 tam sayis1 icin p | a® + 1 ve p |/a + 1 seklinde bir p asal sayis1 vardir.

ispat: a3 + 1 in bir boleni olup a + 1 in bdleni olmayan bir p asal sayisinin var olmadigini varsayalim.

O halde a? — a + 1 sayisinin her asal boleni a + 1 sayisini da bolecektir. Bu asal bolenlerden biri ¢ olsun.
a?—a+1=(a+1)(a—2)+3=0 (mod ¢q) = 3 =0 (mod q) = ¢ = 3.

Bu durumda a? — a + 1 sayis1 3 iin bir kuvveti olmali.

3| a+1 oldugu igin 3 | a — 2 olacaktir. Bu durumda a? —a+1= (a+1)(a —2) +3 = 3 (mod 9) elde ederiz.
O halde a® — a + 1 say1s1 sadece 3 olabilir. @ > 2 = a® —a + 1 > 3 olacag icin celigki elde ettik.

Bu durumda p | a® + 1 ve p |/a + 1 seklinde bir p asal sayisi vardir. B

a = 2™ alirsak 3| 2" + 1 = a + 1 oldugu igin bir p > 3 asal sayis1 i¢in p [/2" + 1 ve p | 23" + 1 dir.

23" = —1 (mod p) = 23"P = (—1)P = —1 (mod p) = p | 23™P + 1 = p | 2"+ + 1 olacak.

Bu p sayist igin 23" = —1 (mod 3ny) = 23" = (—1)? = —1 (mod 3ng) = 3ny, | 2"+ + 1 olacaktir.

ng | 2™ + 1 ve p [/2™ + 1 oldugu igin (p,ng) = 1 dir. O halde 3ngp | 2™+ + 1, yani ngyq1 | 2™+t + 1 elde
ederiz.

Kaynak: IMO Shortlist 2000.

AH,, BHs, C' H3 dogru parcalar1 dar acili ABC tiggeninin yiikseklikleri olsun. ABC ti¢geninin i¢teget cemberi
BC, CA, AB kenarlarina sirasiyla 71, Ty, T3 noktalarinda dokunsun. ¢y, ¢o, ¢35 dogrular sirasiyla HoHs,
HsHy, Hi Hs dogrularimin sirasiyla ToT3, T3T7, T1T5 dogrularina gore simetrigi olsun.

41, la, €5 1in kogeleri ABC {iggeninin igteget cemberi tizerinde olan bir {iggen belirttigini kanitlayiniz.
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Cozim 1:

Uzunca bir konfigiirasyon yapalim. (Geogebra linkinden takip edebilirsiniz.)

-

R~/
W% H
o\

2

N\~ —

]

3

@,

—

LA =2«a, /B =28 ve ZC = 26 olsun.

Genelligi bozmadan ABC' ii¢ggeninde AB > BC > AC olsun.

BC sirasiyla T5T5 ve H3H> ile T, ve H, da kesigsin. H3H ile T5T5, ) da kesigsin.
ABC nin igmerkezi I olsun. T5T5, BI ve C1 ile sirasiyla S ve R de kesigsin.

HyHs iin T»T3 e gore simetrigi olan ¢; dogrusu icteget cemberi My ve M3 te (Ma, Th ye yakin) kessin. ¢; ile
BI da P de kesigsin.

M5 nin T, nin Bl ya gore simetrigi, M3 tin 75 iin C ya gore simetrigi oldugunu gosterecegiz.

Benzer sekilde 77 in Al ya gore simetrigini M; olarak tanmimladigimizda ¢y ile M7 M3 dogrusunu; 43 ile de
M;Ms dogrusunu elde etmis olacagiz. Bu durumda #1, ¢o, ¢35 dogrular: koseleri My, Mo, M3 olan tiggen
belirtmis olacak.

Once basit ag1 hesaplariyla baglayalim.
a+ B+ 60 =90° esitligini yazimlar1 kolaylagtirmak igin yeri geldikce kullanacagiz.
/AHsHy = ZACB =20, ZAHyHs = ZABC = 28.

180° — 2
JATST, = /AT, Ty = TO‘ =B +0.

/T5SB = /AT;S — /TsBS = 0.

/T5IR = /ICH; = /ICA — ZH;CA =6 — (90° — 20) = a — 3.
/TyIP = /HyBI = /IBC — ZH,BC = B — (90° — 20) = 0 — a.
/H2H,C = ZACB — /CHyH, = 20 — 2.

LToT,C = LACB — LCT5T, =20 — (B+6) =0 — j.
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IMQTy = LT5QHy = LQH,T, — ZQT,H, =60 — .

Simdi de bizi ¢oziime gotiirecek hamleleri yapalim.

T3IT, B bir deltoid oldugu igin 757} in orta dikmesi BI dir. Bu durumda 7357} tiggeninde ST orta dikme

oldugu i¢in 735 = 115 yani LT1 ST = L1351 = 6 olacaktir. LICTy = Z15T) = 6 oldugu i¢in ISCTy bir

kirigler dortgeni, dolayisiyla ZI1.SC = 180° — IT1C = 90° olacaktir.

BSH>C dortgeni, LISC = ZIH,C = 90° oldugu icin bir kirigler dértgenidir. Bu durumda /PSHy =

/HyCB = 20, /SHT, = /SBC = [ olacaktir. ZH3HsA = 20 oldugu i¢in Z/SH>Q = B, L1351 =

/PSTy = 0 oldugu icin de LT5SHy = 0 elde edilir.

@S hem PQH> iiggeninde hem de PSH, tiggeninde agiortay oldugu icin PHs 1 @S, dolayiisiyla da PQ =

QHQ, PS = SH2 ve PT2 = T2H2 olacaktir. Bu da 4QH2S = ZSPQ = ZSHQTQ = ZSPTQ = B demektir.

IM5PT; dortgeninde IMs = ..[TQ ve LMy;PI = ZIPT, = (3 oldugu i¢in ya LZIM>;P = ZIT»,P ya da

JIMsP + ZITo P = 180° dir. Ikinci durum, ZIToP = 180° — ZIMsP = /M3MsI genig ag1 oldugu igin

AMs3MsI nin ikizkenar olma durumuyla gelisecegi i¢in ZIMyP = ZIT, P dir. Bu da IMsPT; yi bir deltoid

yapar. Bu da Ms nin T, nin B ya gore simetrigi oldugu anlamina gelir.

Coziimiin biiyilik kismimi bitirdik. Simdi de M3 iin 75 iin CI ya go6re simetrigi oldugunu goste-

recegiz.

L MITy
2

ZTgMQQ = ZMQQTQ — ZMngQ = (9 - ﬂ) — (0 — Oé) = — 5

LM3ITs =2 LTsMaMs = 2(a— ) ve ZRIT3 = o — B oldugu i¢in LM3IR = ZRITs = a— §; yani M3, T5

in CI ya gore simetrigidir.

LMIP = ZPIT; = 6 — a oldugu i¢in L MsT3T5 = =0 — « dir.

Toparlarsak ¢; dogrusu icteget cemberi 7> ve T3 iin sirasiyla BI ve CI acgiortaylarina gore
simetrigi olan M, ve M3 de kesecektir.

Benzer sekilde £5 dogrusu da igteget gemberi T} ve T3 iin sirasiyla AI ve CI agiortaylarina gore simetrigi
olan My ve M3 de kesecektir. /3 de igteget cember M, ve My de kesecektir.

Boylelikle /1, {5, {5 dogrular1 koseleri M, M, Mj olan iliggen belirtmis oldu.
Cozim 2:

/A =20, /B=23,/C =20, BC =a, AC =b, AB = ¢ olsun.

R, ABC nin gevrel yarigapi; r, ABC' nin i¢ yaricapi olsun.

Genelligi yitirmeden, a < b < ¢ kabul edelim.

iddia: ¢, | BC

b= cise HaHjs || ToT3 || BC olacaktir. Bu durumda ¢; || BC olur.

b < ¢ durumunda; ZAT>T3 = B+60, LZAHsHz = 28 dir. Bu durumda m(T2T5, HoHs) = 06—, m(¢1, HoH3) =

20 — 28, m(¢, AC) = 20 = LACB oldugu i¢in ¢; || BC dir. &

Simetriden dolayi, £3 || AC ve {3 || AB dir.

A =ty Nds, B =61 NLs, C" = €1 N Ly olsun. (AA) benzerliginden AABC ~ AA'B'C’'. A'B'C’ {iggeni ig

teget cember iizerinde ise, benzerlik oran1 R/r olacaktir.

ABC nin i¢ merkezi I, gevrel merkezi O olsun. Z/B'A'l = ZBAO = 90° — 20 ve AB || A’B’ oldugu i¢gin

A'l'|| AO dur.

AA’" ile OI, J de kegissin. OJ/JI = R/r olacaktir.

Buna gore, simdi goyle ters bir konfigiirasyon yapalim:

OI dogru parcasimi R/r oraninda bolen nokta J olsun. AJ/JA" = R/r olacak sekilde AJ nin uzantisi
AB -

iizerinde A’ noktas: alalim. A’ noktasindan AB ye paralel cizelim. Bu paralel dogru iizerinde A’B’ = !

olacak gekilde (AB’A’B digbiikey olacak sekilde) B’ noktasi alalim. B’ den BC ye gizilen paralel ile A’

den AC ye cizilen paralel, C’ noktasinda kegissin. A’B’C" {iggeni, ABC nin ig teget ¢emberi lizerindedir ve

ANA'B'C' ~ AABC dir.

80



41. Uluslararasi Matematik Olimpiyat1 - 2000 geomania.org

Simdi de A’B’ dogrusunun 7175 e gore simetriginin H; Hy oldugunu gosterecegiz. Bunun icin 77 in A’B’ ve
H, Hy dogrularina olan uzakliklarinin esit oldugunu gostermek yeterli.

Ty in H{H3 e olan uzaklig::
ZHngC = /BAC = 2a.

(a+b+c)r besin2a ) r(a+b+c)
= — sin2q = ——=.
2 2 be

T1H1 = CTl _CHI

_atb-c b2 +a? -2

- B 2a

B a?>+ab—ac—b>—a?+ 2

N 2

B (c—b)(b—kc—aa)

B 2a
d(Tl,HlHQ) = T1H1 - sin 2«

(c=b)b+tc—a) rlatb+c)

b
r(c = b)Th+ ¢ — a)(a+ b5 o)
2abc
T in A’B’ ye olan uzakhigz:

I dan Ty den gegen A’ B’ ye paralel olan dogruya inilen yiiksekligin ayagi P, I dan A’B’ ye inilen yiiksekligin
ayagi ) olsun.
/PIT, = /TyT\C = 28. /QIA = /A'C'B' = /ACB = 28.
d(Th,A'B") = PQ = r(cos 20 — cos 20).
22 _p2 2 2 _ 2

cos28 = L, cos 26 = a—f—ic.
2ac 2ab

(aQb +bc? — b3) — (a®c+b%c — c3)

d(Ty, A’B’) Sabe
_ r(—a?(c— )+bc(c—b)+(c—b)(c2—|—b2—|—bc))
2a abc
~ rle=b)(—a® +bc+c —|—b2+bc)
B 2511)0 2
= b+ a?)
2abc
B r(c—b)(b—i—c—a)(a—i—b—i—c)
B 2abc

Ty in HiHy ve A'B’ e uzakliklar1 egit oldugu icin T; bu iki dogrunun agiortay: tizerinde olacaktir.

Benzer durum, T3 icin de gegerlidir. O halde 1175, H1 Hs ile A’ B’ dogrularimin agiortayidir. Diger bir deyisle;
A’'B’, HiH5 nin T1T, ye gore simetrigidir. {3 = A'B’.

Benzer sekilde B’'C’ = £y, A’C’" = {5 olacaktir.
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42. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2001

Dar agili ABC {i¢geninin gevrel ¢emberinin merkezi O olsun. BC iizerindeki P, A dan gegen yiiksekligin
ayagi olsun.

/BCA > ZABC + 30° oldugunu kabul edelim.
LCAB + ZCOP < 90° oldugunu kanitlayimiz.

Coziim:

BC nin orta noktasy M olsun.

ZOAC =90° — LABC ve ZPAC =90° — ZBC A oldugu i¢gin ZOAP = (90° — LABC) — (90° — ZBCA) =
/BCA — ZABC > 30°.

A
O dan AP ye inilen dikmenin ayagi @ olsun. ZOAQ > 30° oldugu i¢in OQ > AO -sin 30° = TO
0Q>A0-0Q=0C—-MP>MC—-MP=PC.
/POC < OCP =90° - ZMOC =90° — LCAB.

Her pozitif gergel a, b, ¢ sayilar igin

a b c

+ + >1
VaZz +8b¢ Vb2 +8ca V2 +8ab

oldugunu kanitlayiniz.

Coziim 1:

oldugunu ya da egdeger olarak

oldugunu gosterecegiz.
AO — GO egitsizliginden

4 4 4\ 2 4\ 2 4 4 4 4 4 4
(a3 + b3 —|—cs> —(as) = (b3 —‘er) (as + a3 4+ b3 +cs)
> 2055 - 4a3bscs
= 8a%be

elde edilir. Bu durumda
4 4 1\2 1\2 2
(as + b3 +cs> > a3> + 8a3be
2
3

= a3(a®+ 8bc)
, yani
a S as
Va2 +8bc ~ ai + b3 + i
olur. Benzer sekilde
b b3
e ve
Vb2 + 8ca as + b4% 4+
c c3
_ >
Ve F8ab T ad +b5 4
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elde ederiz. Olusan {i¢ esitsizligi taraf tarafa topladigimizda

a L b . c >
VaZz+8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

1

elde ederiz.
Kaynak:
IMO Shortlist 2001

Cozim 2:

Tk bastaki ifadeye S diyelim. Holder Esitsizliginden (S).(S).((a® + 8abc) + (b® + 8abc) + (¢ + 8abe)) >
(a+b+c)? idir. Biz S > 1 géstermek istiyoruz. Eger biz (a+b+c¢)® > ((a®+8abc) + (b* 4 8abe) + (¢* 4 8abc) )
gosterirsek ispat biter. (a + b+ ¢)® > a3 + b3 + ¢® + 24abe gosterirsek ispat biter. Ifadeyi acarsak;

a® + b3 + ¢ + 6abe + 3(a®b + a’c + b?c) + 3(ab® + ac? + be?) > a3 + b + 3 + 24abe gostermemiz yani;

(a?b+ a’c+ b%c) + (ab® + ac? + be?) > 6abe gostermemiz yeterlidir. Bunu da A.G.O esitsizliginden kolayca
elde edebiliriz.

Cozim 3:

Bu ¢oztim Fehmi Emre Kadan hocamizin yapmis oldugu ¢oziimdiir, biraz detaylandirdim.

Homojeniteden dolay1 abc = 1 diyebiliriz.

a + b + C - Z a3
VaZz +8bc Vb2 +8ca V2 + 8ab ” a® + 8abc

C

3

a
:Z a’+38

cyc

2
,¢ = — doniiglimlerini yapahm (abc =1 = xyz = 8)
z

3 1

LHS = R D
1 /3

cyc 8 (1’3 + 1> cyc 3+ 1

elde ederiz. Ayrica aritmetik-geometrik ortalamadan da bildigimiz {izere

AGO

A~(@+1)+ (2 —z+1 242
Vad+1=+/(z+1) (@2 —2+1) < (z+1) (5 < ):x;
Dolayisiyla
Z 1 S 2 n 2 . 2 > 1
VBTl 242 P42 Py2c

cyc

Sondaki ifadeyi ispatlamak igin ortak paydaya aliyoruz. Ifadeleri actiktan sonra
9 (x2y2 4222 +z2x2) 18 (;v2 4 +22) +24>2 (Jc2y2 +y22? +sz2) +4(w2 4 +z2) +22y22% 48
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=14 (332 +y% + z2) 416 > 2%y%2? = 64
Bu ifade ise 22 4+ 32 + 22 > 3¢/22y222 = 12 oldugundan dogrudur. Ispat biter.
Yirmi bir kiz ile yirmi bir erkek bir matematik yarigmasina katiliyor.

e Her yarismaci en fazla alt1 soru ¢ézmiigtir.

e Her kiz ve erkek i¢in, ikisinin de ¢6zdiigii en az bir soru vardir.

Buna gore, en az ii¢ kiz ve en az ii¢ erkek tarafindan ¢oziilen bir sorunun bulundugunu kanitlayiniz.
Cozim:

NOT: Her bir sorunun en az bir kiz ve en az bir erkek tarafindan ¢oziildiigiinii varsayalim. Aksi halde bu
sorular silelim. Sildigimiz sorular kizlarla erkeklerin ortaklaga ¢ézdiigii sorulardan olmadigi i¢in aradigimiz
soru degil. Bu durumda yarigmacilar hala en fazla alti soru ¢ézmiig olacaklar. Asagida bir soru kiimesinden
bahsederken sadece en az bir kiz ve bir erkek tarafindan ¢oziilen sorulari ele aliyor olacagiz.

G ile kizlarm kiimesini, B ile erkeklerin kiimesini, P ile sorularin kiimesini, P(g) ile g € G kizinin ¢6zdigi so-
rularin kiimesini, P(b) ile b € B erkeginin ¢6zdiigii sorularin kiimesini, G(p) ile p € P sorusunu ¢ozen kizlarin
kiimesini, B(p) ile p € P sorusunu ¢ozen erkeklerin kiimesini gésterelim.

Soruda verilenleri kiime sembolleri ile gosterelim:

|G| = |B| =21
|P(g)] < 6,|P(b)] <6
P(g)NP(b) #0

Bizden istenen |G(p)| > 3 ve |B(p)| > 3 sartlarim saglayan en az bir p € P sorusunun varhigin géstermemiz.

Higbir p € P sorusu i¢in hem |G(p)| > 3 hem de |B(p)| > 3 {in birlikte saglanmadigini varsayacagiz. Sonunda
bir geligki elde edecegiz. Bu da en az bir p € P sorusu igin hem |G(p)| > 3 hem de |B(p)| > 3 iin birlikte
saglandigi anlamina gelecek.

Soru, kiz ve erkek tiglillerini (p, g,b) ile gosterelim. Bu tgliillerin kiimesi T' = {(p,¢,b) : p € P(g) N P(b)}
olsun. Her (g, b) ¢ifti en az bir soruyu ortaklaga ¢6zdiigii i¢in en az (g, b) ¢ifti sayis1 kadar (p, g, b) tigliisii vardir.
Daha resmi bir dille

1= [P(g)NPB)| > |G| -|B| =21 = 441 (1)

geG beB

Benzer sekilde T' nin elemanlar:

T]=>"|G()|-|B(p)

peP
seklinde de sayilabilir.
P kiimesini iki ayrik kiimeye ayirahm: Py = {p € P : |G(p)| > 3} ve P_ ={p € P : |G(p)| < 2}

Yani bir soru 2 den fazla kiz tarafindan ¢oziildiiyse Py kiimesine ait, 3 ten az kiz tarafindan ¢oziildiiyse P—
kiimesine ait olacak.

IT| = %IPIG(p)HB(p)\
= EE}; |G(p)| - |B(p)| + EE};IG(I?)I-\B@)I

Varsayimimiz iizerine, p € P sorusu igin |B(p)| < 2 olmali. P_ kiimesinin tanimi geregi de p € P_ sorusu
i¢in |G(p)| < 2. Bu degerleri yukaridaki ifade de tekrar yazarsak
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T = EEI; |G(p)| - |B(p)| + EE}; |G(p)| - |B(p)|
< S GWw)|-2+ X 2-B()] (2)
pEP, PEP-
= 23 |Gw)|+2 Y |B®)
pEP} peP-

Her kiz en fazla 6 soru ¢ozdiigii igin (p, g) iftlerinin sayisi

> 1GD)| < 6|6 (3)

pEP

g kiz1 en fazla 6 soru ¢6zdugii igin, by, by, . .., be; € B erkekleri ile ¢ozdiigi sorulardan en az birini [21/6] = 4
erkekle birlikte ¢6zmiigtiir. Bu soruya p dersek |B(p)| > 4 olacaktir. Bu durumda p € P_ olmal.

Bu da her g kizinin p € P_ olan en az bir soru ¢ozdiigii gosterir. O halde

> G| =G| (4)
peEP_

(3) ile (4) 1 birlegtirsek
> 1G] < 5G] (5)

peP

Her erkek en fazla 6 soru ¢ozdiigi i¢in (p, b) ¢iftlerinin sayisi

> IB@)| <6l (6)

peP

Benzer gekilde her b erkegi [21/6] = 4 kizla birlikte bir soru ¢ozmiigtiir. Bu soru i¢in |G(p)| > 4 oldugu igin
bu soru Py kiimesine aittir. Bu da her b erkeginin p € P, olan en az bir soru ¢ozdiigiinii gosterir. O halde

> 1B > B (7)
peP;

(6) ile (7) y1 birlegtirsek
> |B) < 5|B] (8)

peEP_

(5) ve (8) deki bulgularimiz1 (2) de yerine yazarsak

T < 2 X 1GP)I+2 X |B(p)
peEP, peP_
< 2-5-|G|+2-5-|B]| (9)
= 420

(1) ve (9) gelistigi igin varsayimimiz yanhstir. Dolasiyla en az bir p ic¢in |G(p)| > 3 ve |B(p)| > 3 tiir.
Kaynak:
IMO Shortlist 2001

n, 1 den biiyiik tek bir tam say1 olsun. ki, ks, ..., k, tam sayilar1 verilsin. 1,2,...,n sayilarinin her a =
(a1, aq,...,a,) permiitasyonu icin

S(a) = i kiai
i=1

seklinde tamimlamyor. n!, S(b) — S(c) yi bolecek gekilde b ve ¢ permiitasyonlarinin (b # ¢) oldugunu
kanitlayiniz.
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Coziim:

Tiim permiitasyonlar: sirasiyla yazalim:

D1 = (1,2,...,n—1,n)
D2 = (L,2,...,n,n—1)
D(n—1)! = (I,n,...,3,2)
D(n—1)1+1 = (2,1,...,n—1,n)
D2(n—1)! = (2,n,...,3,1)
Pn—1)(n—1)1+1 = (n717"'7n_27n_ 1)
Pl = (nn—1,...,2,1)
n!
>~ S(p;) toplamim hesaplayalim.
i=1
n! 1 n
i=1 i=1
1
2 i3

n!
n tek oldugu i¢in > S(p;) =0 (mod n!) olacaktir.

i=1
Herhangi b, ¢ € {p1,p2,...,pn1} ve b # c cifti icin S(b) — S(c) # 0 (mod n!) olmadigini varsayalim.
Bu durumda S(p;) ifadelerinin her biri modn! de farkli bir degere denk olacaktir.

n!
>8(pi) = 04+14---+(n!—1) (modn!)
i=1
I—1)n!
= w (mod n!)
Buldugumuz bu iki toplamu egitlersek (c; ve co birer tam say1 olmak iizere)

n!—1

c1-nl=cy-nl+ - n!

| _
elde ederiz. Buradan = ifadesinin bir tam say1 olmasi gerektigi ¢ikar. n > 1 iken n! ¢ift ve n! — 1 tek
say1 olacagl icin bu miimkiin degildir. Celigki.

O halde, (i # j olmak {izere) en az bir (p;, p;) cifti i¢in S(p;) = S(p;) (mod n!) olmak zorunda. M

ABC fiiggeninde, BC iizerine P noktasi, C'A iizerinde () noktasi, AP dogrusu ZBAC nin agortayl, BQ
dogrusu da ZABC' nin agiortay1 olacak gekilde alimiyor. ZBAC = 60° ve AB + BP = AQ + @B oldugunu
biliniyor. Buna gore, ABC' ii¢geninin agilarinin alabilecegi degerleri bulunuz?

Cozim 1:

[AB tizerinde, [AB] diginda, BP’ = BP olacak sekilde P’ noktasi ile; [AQ lizerinde, [AQ] disinda, QB = QB
olacak sekilde B’ noktasi alalim. AB’ = AP’ olacaktir. AP, ZP'AB’ niin aciortay: oldugu icin PP’ = PB’
ve ZAP'P = ZAB'P = o dir. BQB'P dortgeninde (igbiikey ya da digbiikey) QP yi goren agilar, ZQBP ile
ZQB'P, a ya es oldugu i¢in AQBP ile AQB’P de Siniis teoreminden,

BQ B QP B QB
sin/BPQ sin/QBP  sinZQPB’

olacaktir. BQ = QB’ oldugu i¢in sin ZBPQ = sin ZQPB’. Bu durumda, ya ZBPQ = ZQPB’ diir, ya da
/BPQ + /QPB’ = 180° dir.
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(i) £ZBPQ = ZQPB’ oldugunda simetriden PP’ = BP = PB’ = BP’, dolayisiyla o = 60° dir. ABC
iggende /BAC = 60° oldugu i¢cin ZABC' < 120° olmali. Dolayisiyla, buradan ¢oziim gelmez.

(ii) £BPQ + ZQPB’ = 180° oldugu icin B, P, B’ noktalar1 dogrusal, yani B’ = C dir. Bu durumda,
2a+ a4 60° = 180° = «a = 40° olacaktir. LA = 60°, /B = 80°, ZC = 40° tek ¢bzlim olacaktir.

Coziim 2:

Gosterim kolayligi i¢in ZB = 2« olsun. AABP ’de Siniis Teoremi’ne gore

AB _ sin(2a+30°) e BpP— AB
BP  sin30° ~ 2.sin(2a + 30°)

olacaktir. Simdi ise AAQB ’de Siniis Teoremi’ni uygularsak

A7Q _ sina
QB  sin60°

AQ = Q.B.sma ve AB _ sm('a+60 )
sin 60° QB sin 60°

oldugu séylenebilir. Buna gore problem kogsulu AB + BP = AQ + QB saglaniyorsa

1 sin «
AB+BP=AB |1+ —— | =QB |1
+ ( * 2.sin(2a + 300)) @ ( + sin 60°>

sin «v
= AB _|sin(a460°) 1+ sin 60°
QB | sin60° 1

1+

2.sin(2a + 30°)

trigonometrik denklemi elde edilir. Bu denklemde pay ve paydalarla oynandiginda ve sin(z) + sin(y) =
2 sin (3624_?}) cos <x _ y) oldugu kullanilirsa

2

1 sin v + sin 60°

+ = == - -
2.sin(2a + 30°) sin(a +60°) 2.sin (% + 30°> . oS (% + 300) cos (% + 300)

B 2. sin (% + 3()0) .COoS (% - 30°> cos (% — 30°)

elde edilir. Simdi ise cos(a — b) — cos(a + b) = 2sinasinb 6zdesligini kullanacagiz. Buna gore kaldigimiz
yerden devam edersek

1 cos (% — 30°>

+ 2. sin(2a + 30°) N COS (9 + 300)
2

1 cos (g — 30") — cos (g + 300) 2.sin (g) .sin 30°
= - = 2 = 2 = g
2.sin(2a + 30°) oS (5 4 300) cos (5 + 300)

elde edilir. Sondaki ifade biraz incelendiginde

) 2. sin (%) sin 30° cos (% n 300)
- —~ = — =4.sin30° =2
2.8in(2a +30°) oo (% n 300) sin (%) sin(2a + 30°)

= cos (g +30°) = 2.sin (g) sin(2a + 30°)
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bulunur. Yine cos(a—b)—cos(a+b) = 2sin asin b 6zdesligi ve cos(a—b)+cos(a+b) = 2. cos a. cos b 6zdesligiyle
« o . (o . o 3a o dar o
cos (— +30 ) = 2.sin (—) .sin(2a+ 30°) = cos [ — +30° | —cos | — + 30
2 2 2 2
<= cos (320[ + 30°> = cos (% + 30°) + cos <52a + 30°> = 2.cos <32a + 30°> .cosa

<= cos (35 + 300> [2.cosa—1] =0

olmalidir. Dolayisiyla 0 < v < 60° igin iki durum olusur:

3 1
arccos(0) = ; + 30° ya da arccos <2> =a

olacaktir. Ilk durumda elde edilir. Tkinci durumda ise a € (0°,60°) i¢in ¢6ziim gelmez. Tek ¢oziim
a = 40° oldugunda olusur ve ZB = 80°, ZC = 40° olarak belirlenir.

@ a,b,c,d tam sayilar1 a > b > ¢ > d > 0 egitsizligini saglasin.
ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c)

ise, ab + cd nin asal olmadigin1 kanitlayimniz.

Coziim 1:

ac+bd = (b+d+a—c)(b+d—a+c)
(b+d)+(a—¢)((b+d)—(a—c))
b+ d)* ~ (0 —c)

b2 + d% + 2bd — a? — 2 4 2ac

Buradan da
B>+ d?+bd=a*>+c—ac

elde edilir. Biraz diizenlemeyle
b% 4+ d? — 2bd - cos(120°) = a® + ¢* — 2ac - cos(60°) = k

elde edilir. (b,d, Vk) ve (a, ¢, Vk) iicliileri kosiniis teoremini saglayan sayilar oldugu icin {iggen esitsizliklerini
de saglayacaktir.

AB =a, BC = ¢, AC = e = Vk iicgenini cizelim. B ile D, AC' dogrusuna gore farkh tarafta olacak sekilde
CD = b, AD = d sartlarim1 saglayan D noktasi aldigimizda ZABC = 60° ve ZCDA = 120°, dolayisiyla
ABCD bir kirigler dortgeni olacaktir.

AC = e, BD = f dersek Ptolemy Teoreminden
ef =AB-CD+BC-AD =ab+cd (1)

elde ederiz.
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/BAD = « olmak iizere; f2 = a® + d*> — 2ad - cosa = b? + ¢ — 2bc - cos(180° — ) = b + ¢ + 2bc - cos
2 d2 o b2 2
esitliklerinden cos o = @t © olarak bulunur. Bu durumda

2ad + 2bc

2 2 12 2
+d*—b"—c

2 = 24— 2ad"

f a+ @ 2ad+22bc

a2+ d?—b% -2

= a’+d>—ad
adaL be
(a® + d?®)bc + (b + ¢#)ad

ad + bc
a?bc + bed? + ab?d + ac?d

ad + bc
ac(ab + cd) + bd(ab + cd)

ad + be
(ab + cd)(ac + bd)

ad + be

elde ederiz. €2 = a? + ¢ — ac ve (1) den dolay1 ef = ab + cd oldugu igin

202 _ 22, 2 (ab+cd)(ac+ bd)
e’ f* = (ab+cd)® = (a® + ¢ — ac) wd + e
elde ederiz. Biraz diizenlemeyle
(ab + cd)(ad + be) = (a® + ¢ — ac)(ac + bd) (2)

elde edilir.
a>b>c>doldugu icin a(b —¢) > d(b — ¢) ve a(c — d) > b(c — d) esitsizlikleri dogrudur. Dolayisiyla (2)
nolu ifadede gegen terimler arasinda ab + cd > ac + bd > ad + be bagintisi vardir.

ab+cd asal ise(ac+bd, ab+cd) = 1 olacagindan (2) nolu esitlige gore (ac+bd)|(ad+bc) olmali. ac+bd > ad+be
oldugu ic¢in bu miimkiin olamaz. Celiski.

Bu durumda ab + cd asal degildir. B

Kaynak:

IMO Shortlist 2001

Cozim 2:
ac+bd = (b+d+a—-c)(b+d—a+c)

(b+d)+(a—0¢)((b+d) —(a—c)

(b+d)* — (a —c)?

= b2 +d%+2bd - a® — c? + 2ac

Buradan da

b +d? 4 bd = a® + ¢ — ac
elde edilir. Biraz diizenlemeyle
b2 + d* — 2bd - cos(120°) = a® + ¢* — 2ac - cos(60°) = k
elde edilir. (b, d, Vk) ve (a,c, vk) ficliileri kosiniis teoremini saglayan sayilar oldugu icin ticgen esitsizliklerini
de saglayacaktir.

AB =a, BC = ¢, AC = e = Vk ticgenini ¢izelim. B ile D, AC dogrusuna gore farkh tarafta olacak sekilde
CD = b, AD = d sartlarim1 saglayan D noktasi aldigimizda ZABC = 60° ve ZCDA = 120°, dolayisiyla
ABCD bir kirigler dértgeni olacaktir.

Herhangi bir kirigler dortgeninde;
2[ABCD] = acsin £B + bdsin ZD = (ac + bd) sin ZB.
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2[ABCD] = adsin LA + besin ZC' = (ad + be) sin ZA.

Siniis Teoreminden
2[ABCD]
e sinZB  ge4bd  ad+be
f  sinZA ~ 2[ABCD]  ac+bd
ad + be

Bunu, Ptolemy’den elde ettigimiz ef = ab + cd degeri ile taraf tarafa garparsak

5 (ab+ cd)(ad + be)
e’ =
ac+bd

elde ederiz.
(ab + cd)(ad + bc)
ac + bd

e? = a? + ¢ — ac nin pozitif tam say1 oldugunu biliyoruz. O halde

ifadesinin de bir pozitif
tam say1 oldugunu biliyoruz.

a>b>c>dolduguicin a(b—c) > d(b—c) ve a(c—d) > b(c—d) esitsizlikleri dogrudur. Biraz diizenlemeyle
ab + cd > ac + bd > ad + be elde ederiz.

ab+ cd asal ise(ac + bd, ab+ c¢d) = 1 olacagindan (ac + bd)|(ad + be) olmali. ac + bd > ad + be oldugu icin bu
miimkiin olamaz. Celigki.

Bu durumda ab + cd asal degildir. B
Coziim 3:
ac+bd = (b+d+a—-c)(b+d—a+c)
((b+d)+ (a =) ((b+d) = (a—c))
(b+d)? - (a—c)?
= b?+d*+2bd — a® — * + 2ac
Buradan da a® + ¢? — b — d? = ac + bd elde edilir.
(a? +c* —ac)(ac+bd) = (a®+ c?)(ac+ bd) — ac(ac + bd)
= (a®+c*)(ac+ bd) — ac(a® + c® — b> — d?)
= (a®+ cHac+ (a® + A)bd — ac(a? + ) + ac(b? + d?)
(a® + 2)bd + ac(b® + d?)
= ab(ad + be) + cd(be + ad)
= (ab+ cd)(ad + bc)

Bu agamadan sonra resmi ¢oziimdeki gibi devam edebiliriz. Biraz farklilagtiralim. Yeniden diizenleme esitsizligi
kullanalim.

a>dveb>cden ab+ cd > ac + bd.
a>bvec>dden ac+ bd > ad + be.

ab+ cd asal ise(ac + bd, ab+ c¢d) = 1 olacagindan (ac + bd)|(ad + be) olmali. ac+ bd > ad + be oldugu i¢in bu
miimkiin olamaz. Celigki.

Bu durumda ab + cd asal degildir. B
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n pozitif bir tam say1 olsun. z, y * + y < n kosulunu saglayan negatif olmayan tam sayilar olmak tizere; T
ile diizlemdeki (z,y) noktalarimn kiimesini gosterelim. T deki her nokta kirmizi ya da maviye boyaniyor.
Bir (z,y) noktasi kirmizi ise, T deki 2’ < x ve 3y’ < y esitsizliklerinin ikisini de saglayan (z’,y’) noktalari da
kirmizadir. Farkli z-koordinatina sahip n mavi noktadan olugan bir kiimeye X kiimesi, farkl y-koordinatina
sahip n mavi noktadan olusan bir kiimeye Y kiimesi diyelim. X kiimelerinin sayisi ile Y kiimelerinin sayisinin
esit oldugunu kanitlayiniz.

BC', O merkezli I' cemberinin bir ¢ap1 olsun. A, I" {izerinde 0° < ZAOB < 120° kogulunu saglayan bir nokta
olsun. D, C yi icermeyen AB yaymin orta noktasi olsun. O dan gecen ve AD ye paralel olan dogru, AC
ile J de kesigiyor. AO nun orta dikmesi I' y1 E ve F' de kesiyor. J nin CEF {i¢geninin i¢ merkezi oldugunu
kanitlayiniz.

Coziim:
AO nun orta noktast M olsun. 2 - MO = OF oldugu i¢cin ZMFO = 30° ve AO = AF = OF olacaktir.

m(AE) = m(AF) = 60°, dolayisiyla, ZACF = ZECF = 30° olur. J, ZECF nin i¢ agiortay1 iizerinde. O
halde, ZEJF = 90° +

= 120° oldugunu gosterirsek; J, AECF nin i¢ merkezi olacak.

D, AB yaymm orta noktasi oldugu i¢in OD, AB yi ortalar. Ayn1 zamanda BO = OC oldugu igin OD || AC
dir. Soruda, AD | OJ verildigi i¢in, ADOJ bir paralelkenar ve AJ = OD = AO = AF = AFE dir.
O halde, A merkezli, AF yaricapl cember, F', J, O, E noktalarindan geger. EOJF' kirigler dortgeninde,
/EJF = ZEOF = 120° dir. O halde, J, AECF nin i¢ merkezidir.

Sonsuz sayida a pozitif tam sayisi igin
am™4+a—1
a”+a? -1

sayisini tam say1 yapan tim m,n > 3 tam say1 ikililerini bulunuz.

n, 1 den biiyiik bir tam say1 olsun. n nin pozitif tam bolenleri
l=di<dy<---<dp=n
ve D = dids + dods + - - - + di,_1d}, olsun.

(a) D < n? oldugunu kanitlayiniz.

(b) D nin n? nin bir bdleni oldugu tiim n sayilarmi belirleyiniz.

Coziim:

p < k olmak ftizere d, =

oldugunu kullanarak

k+1—p
D = dydy+dodz+ -+ dp—1dy
B n2 . n2 L n2
drdp—1  dip—1dr—2 dody
drdi_1 dkfldk72 d2d1

< n? ! + ! -+ _

- k(k—1)  (k—2)(k— 2) 2.1
Zj: o 1- 1 oldugundan
S 50

Dgnz(k(k1—1)+(k—2)1(k—2)+”'+;1) = (1_11) <’
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elde edilir ve a) kismui ispatlanmig olur.
b) kismina gelelim. D|n? durumunda
2 2

1<n—< "
D 7 di_1dy

=dids =ds

oldugundan D ifadesinin n?’in tam béleni olmasi icin

D = dj_1dy dolayisiyla k = 2 olmalidir. Aksi halde a) probleminden dolay1 n?'nin kendisine esit olamaz ve
n?’yi tam bolemez. k = 2 olmasi ise n’in asal olmasi ile sonuclanir. Dolayisiyla D, ancak ve ancak n’in asal
olmasi ile n?’nin tam béleni olur.

Her z,y, 2z, t gergel sayilar: i¢in
(f(2) + f(2)) (f(y) + f(1)) = flay — 2t) + f(at +yz)
esitligini saglayan tim f : R — R fonksiyonlarim bulunuz.

@ n > 3 olmak iizere; diizlemde, I'1, o, ..., T';, 1 yaricapli cemberler olsun. Sirasiyla, O1,0,,...,0, ile bu
cemberlerin merkezlerini gosterelim. Higbir dogrunun ikiden fazla cemberi kesmedigini varsayalim.

1 (n—1)m
>, 50 53

1<i<j<n ks

oldugunu kanitlayiniz.
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A kitmesi S = {1,2,...,1000000} kiimesinin 101 elemanl bir alt kiimesi olsun.
Aj={z+t;|zeA}, j=12..,100

kiimeleri ikigerli olarak ayrik olacak sekilde S ye ait t1,to, ..., t100 sayilarinin bulundugunu kanitlayiniz.

a2

2ab? — b3 +1
saysinin pozitif bir tam say1 olmasini saglayan tiim (a, b) pozitif tam say1 ikililerini belirleyiniz.

Coziim:

a2

2ab% — b3 + 1
igler diglar carpip ifadeleri tek tarafta toplarsak

=k, k€ Z* diyerek ige koyulalm .

flz) = 2% —2kb* .z + k.(b° —1) =0
denkleminin ¢oztimleri b > 1 igin iki adet pozitif tam say1 koktiir.
b =1 durumunu 6zel olarak incelersek (2n, 1) ¢oziimiinii goriiriiz.
pozitif tam say1 koklerden birinin z = a oldugunu goriiriiz. Diger kokil a’ olsun.

Genelligi kaybetmeden a’ > a alinabilir.
a’> <a.ad =k 1)
gelir.
Baslangictaki ifadeyi diizenleyelim.
a® k3 —1

k= <b.
2ab2 —b3+1 — 2ab2—-03+1

B —1>2ab? - +1
b — 1> ab?

1
b>b— b72 >a
oldugundan b > a bulunur.

Ayni zamanda baglangictaki denklem
b > a® = k.(2ab* — b +1) > 2ab®> —b* +1 >0
yazilabildiginden dolay1
b > (2a—b).b>+1>0

elde edilir. 2a — b > 0 icin sol kisma bakinca 0 > 1 celigkisi gelir. 2a — b < O ise 2a —b = —x @ € ZT
olmalidir. —zb? + 1 > 0 celigkisi gelir. 2a = b olmalidir.

yani (a, b) ikililerinden biri daha (n,2n) olarak bulunur. Yerine konuldugunda k = n? yapar.

flz) =2 =2k + kB —1)=2> -8z + 8" —n=0
Denkleminin koklerinden biri n olduguna gore

n.a’ =8n* —n a’ = 8n3 — n elde edilir. O halde (8n® — n,2n) de bir ¢oziimdiir.
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Her kargilikli kenarlari icin, bu iki kenarin orta noktalar1 arasindaki uzaklik, bu iki kenarin uzunluklar
3
toplaminin g katina egit olan digbiikey bir altigenin tiim acilarinin esit oldugunu kanitlayiniz.

(Digbiikey ABCDEF altigeninin ti¢ ¢ift kargihkh kenari vardir: AB ile DE, BC ile EF, CD ile FA)

ABCD Kkirigler dortgeninde, D noktasindan BC, C'A, AB dogrularmma inilen dikmelerin ayaklar1 sirasiyla
P, Q, R olsun. PQ = QR olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun ZABC ile ZADC agisinin aglortaylarinin AC'
ile noktadag olmasi oldugunu gosteriniz.

Coziim:

A, R,Q, D noktalar1 gemberseldir. Cemberin ¢gapt AD olup Siniis Teoreminden RQ) = AD - sin ZBAC dir.
@, C, P, D noktalar ¢emberseldir. Cemberin ¢ap1 C'D olup Siniis Teoreminden PQ = CD - sin ZACB dir.

Taraf tarafa oranlayalim:
PQ AD sin/BAC AD BC

QR CD sin/ZACB CD AB

AD AB
PQ=QR+— — ="~
@=@Q cD BC
Son esitligin olmast igin gerek ve yeter kosul kirigler dortgeninin B ve D aglortaylarinin AC' iizerinde

kesigmesidir.

n pozitif bir tam say1 ve z1 < x5 < --- < x,, gergel sayilar olsun.

2
n

n 77,27
dolwi—ayl] < % > (@i — )

ij=1 ij=1

oldugunu kanitlayiz. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter kosulun x1, ..., z, in aritmetik bir dizi olmas1
oldugunu gosteriniz.

@ p bir asal say1 olsun. ¢ sayisi, hicbir n tam sayisi igin, n? — p sayisini bolmeyecek gekilde bir ¢ asal sayisinin
bulundugunu kanitlayiniz.
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45.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2004

ABC, kenarlar1 arasinda AB # AC' bagmtisi olan dar acili bir tiggen olsun. BC' ¢apli cember, AB ve AC
kenarlarin sirasiyla M ve N noktalarinda kesiyor. BC' kenarinin orta noktasini O ile gosterelim. ZBAC ve
ZMON agilarinin i¢ agiortaylart R de kesismektedir. BM R ve CN R tiggenlerinin gevrel gemberlerinin BC'
kenar {izerinde yer alan ortak bir noktalarinin oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

OM = ON ve OR ZMON nin aglortay: oldugu i¢cin RM = RN dir.

AAMR ile AANR de AR ortak, MR = RN oldugu igin sin LZAMR = sin ZANR dir. AB # AC oldugu
igin AM # AN dir. O halde, ZAMR + ZANR = 180° dir.

BC iizerinde /ZBKR = ZAMR olacak gekilde bir K noktas1 aldigimizda /BKR = ZRNC olacaktir. O
halde, BM RK dortgeni ile C N RK dortgeni birer kirigler dértgenidir.

ab 4+ bc + ca = 0 esitligini saglayan her a, b, ¢ gergel sayilar: icin
Fla=b)+ f(b— )+ flc—a) = 2f(a+b+0)
bagintisinin saglandigi tiim gergel katsayili polinomlar: bulunuz.

Asagidaki gekilde gosterildigi gibi alt1 birim kareden olugan sekle, ya da bu seklin dondiiriilmesi ya da
yansitilmasi ile olugabilecek gekle “kanca” diyoruz.

Herhangi iki kanca st iiste binmeyecek ve higbir kanca dikdortgenin digina tasmayacak sekilde kancalar
kullanarak tamamen kaplanabilecek tiim m x n dikdortgenleri belirleyiniz.

n > 3 bir tam say1 olmak tizere; t1,ts, ..., t, pozitif gercel sayilari

9 1 1 1
nS 1>ttt ) (e
t1 1o tn
kogulunu saglasm. 1 < ¢ < j < k < n kosulunu saglayan her i, j, k sayilan igin ¢;, ¢;, ¢, sayilarmin bir
iiggenin kenarlari oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Genelligi bozmadan t,, > t,_1 > --- > t; olsun.

Soruda bu esitsizligi saglayan t; lerden herhangi farkl ticintin bir iiggen olusturdugu ispatlamamiz isteniyor.

2t, n 3 (t1 +t2)

Aksini varsayalim, t,, > t; 4+ t2 olsun. Buna gore ¢, > — oldugunu soyleyebiliriz.

5 5
Dolayisiyla
11 1 2,  B(t +t 11
LHS = (t+tat 4 t) (24 bt 2) > (b ta oty o 2y BT (L L
tl t2 tn 5 5 tl tg
8, 8t 2,\ (1 1 1 AL 2
—(F Pttt ) (St ] 2 (n+VI0-3)
5 5 5 )\t "t t

Sondaki esitsizligi gosterelim
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(B B ) (B
5 "5 77 TS )\ T g tn

2
| 8t1 1 /8ty |1 /1 1 1 [2t, |1
> — /= — A/ — F+ iz — F Vg —F+ -+ S — 3/ —
- < 5 \/Z+ 5 to + 3 t3 TVl ty + + n-t th_1 + 5 tn
2

n—3
§ 8§ —— /2 2
= \[5+\[5+1+1+---+1+ - = (n—3+Vv10)

elde edilir.

Sonug olarak t, > t1; + to durumunda

2
LHS > <n+\/10—3> >n?+1

oldugunu gosterirsek celigkiyi elde etmig olacagiz. Gosterelim
2
<n+\/10—3) :n2+2n(\/10—3) +19—6v10 > n2 +1

;»2n(\/ﬁ—3)+18—6\/ﬁzo

Sol tarafin (2n — 6) (v10 — 3) > 0 = n > 3 olmas! ile biter.
Ozetle celigkiyi elde ettik. Celigkimiz ise sudur :

tn, > t1 + t; durumunda LHS > n? + 1 elde edilir. Bundan dolay1 t,, < t; + t» olmalidir dolayisiyla iicgen
olugturmalar:1 gerekir. Boylelikle ispat tamamlanir.

Problemin ispati, genelligi bozmadan kisminda maxt; = t, verilerek de gosterilebilirdi. Ayrica her iiggen
olusturan t; ler esitsizligi saglamak zorunda degillerdir ama tersi dogrudur.

ABCD digbiikey dértgeninde, BD kosegeni ABC acisinin da C' DA acisinin da agiortay: degildir. P noktasi,
ABCD nin i¢ bolgesinde
/PBC = /ZDBA ve /ZPDC = ZBDA

olacak gekilde bir noktadir. ABC'D dortgeninin kirigler dortgeni olmasi igin gerek ve yeter kogulun AP = CP
oldugunu kanitlayiniz.
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Coziim 1:

N\

: /\

N

D

ABPD de, A noktasi igin Trigonometrik Ceva:

sin/ABD sin Z/ADP sin/APB 1 (1)
sin /ADB sin ZAPD sin/ZABP

ABPD de, C noktasi i¢in Trigonometrik Ceva:

sinZ/CBD sin/ZCDP sin/ZCPB B
sin/CDB sin/ZCPD sin/CBP

(1) ile (2) taraf tarafa garpip LZABD = /PBC, ZABP = /DBC, /ADB = /PDC, ZADP = /BDC
esitliklerini yazarsak

1 2)

sin /APB sin /CPB
sin /APD sinZCPD

1 (3)

elde ederiz.

BP ile DP dogrular1 AC' yi sirasiyla X ve Y de kessin. PC ile BD, Z de kesigsin.

(3) u
sin ZAPB _ sin ZCPD _ sin ZZPD (@)
sin/APD sinZCPB sin/ZZPB

seklinde yazarsak ZAPB = ZZPD ve ZAPD = /ZPB ¢kar. Biraz diizenlemeyle

/XPC = /YPA (5)

elde edilir.
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(i) ABCD Kkirigler dortgeni ise; ZPXY = ZXBC + /ZXCB =2YCD + £YDC = ZPY X elde edlir. (5)
ile birlegtirirsek AP = CP elde edilir.

(i) AP =CPise; PX i PD = PE olacak sekilde uzatalim. APEC =2 APDA.
ACED ikizkenar yamuktur. Yani bir kirigler dértgenidir.

LCEP = LADP = /BDC oldugu igin de BDEC kirigler dortgenidir. Bu durumda ABCD Kkirigler
dortgenidir.

Not 1: ABCD kirigler dértgeni ise AP = C'P 6nermesinin aslinda daha kolay ispatlar1 var. Bundan dolay1
olmali ki, IMO istatistiklerine gore, yarigmacilarin %25 i 3 puan almis.

Not 2: Aile C noktalari, ABDP de izogonal esleniklerdir. Aslinda yukarida bunun ispat1 yapildi. Aslinda bu
durum dogrudan Trigonometrik Ceva’daki oranlarin yer degigtirmesinin bir sonucudur. Soruda nokta iiggenin

diginda oldugu igin bunun goriilmesi zor olmusg olabilir. Ben pratik olarak, nokta {iggen igerisindeymis gibi
oranlar1 yazarak ilerliyorum.

Cozim 2:

Sadece, ABCD kirigler dortgeni ise AP = C'P oldugunu gosterelim.
Ptolemy Teoremi’nin ispatinda kullanilan yoldan gidecegiz. Bunun igin ilk ¢oziimdeki sekli kullanalim.
BP ile DP dogrular ile AC' dogrusu, sirasiyla X ve Y de kesigsin.

(AA) benzerliginden AAY D ~ ABCD ve ABCX ~ ABDA.
AY AD XC BC

oranlarindan AY = XC.

BC~ BD " AD ~ BD
Az 6nceki (AA) benzerliginin bir sonucu olarak ya da basit a¢it hesaplaryla ZPY X = ZPXY oldugu igin
(K AK) benzerliginden APY A =2 APXC, dolayisiyla AP = CP.

@ Ondalik yaziliminda ardigik herhangi iki basamag teklik-ciftlik acisindan farkli olan pozitif tam sayiya

degisimli sayr diyoruz. n pozitif tam sayisinin degisimli bir tam kata sahip olmasimi saglayan tiim n pozitif
tam sayilarini bulunuz.
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46. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 2005

ABC egkenar tiggeninin BC kenar1 tizerinde A;, As; C'A kenar lizerinde By, By; AB kenan tizerinde Cf,
Cs noktalar1 Ay As By BoC1Cy digbiikey altigeninin tiim kenarlar egit olacak sekilde seciliyor. A; Bs, B1Co
ve C1 Ay dogrularinin noktadag oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Asil problemin ¢oziimiinden 6nce, bir alt problemi ¢6zelim.

iddia: ZABC = 60° olan ABC iicgeninin [AB] ve [AC] kenarlan iizerinden sirasiyla D ve E noktalar:
|BD| = |DE| = |EC| olacak sekilde seciliyor. ABC {iggeninin gevrel merkezi BE ile C'D nin kesim nok-
tasindadir.*

ispat: ZADE = 2/DBE = 2/DEB = 2a ve ZAED = 2/EDC = 2/ECD = 2§ diyelim.a + 5 = 60°
oldugu kolayca goriilebilir. BE N C'D = F olsun .Buna goére, ZDFE = 120° dir. O halde ADF'FE bir kirigler
dortgenidir. Bu dortgende ZDAF = /DEF,/EAF = /ZEDF aq esitlikleri vardir.Bu son esitlikler ile
birlikte |FA| = |FB| = |FC| oldugunu goriiyoruz. Buna gore F noktasi gevrel gemberin merkezidir.

Bu sonucu asil problemde AB,Cs, BCy As, C Ay By {iggenleri i¢in uygularsak sirasiyla B;C; N BoCs, A1C1 N
AyCs, A1 B1 N Ay By kesim noktalart bu tiggenlerin ¢evrel gember merkezlerini olugtururlar. Buradan

ABQCQBl = 401B1B2 = éAlClAg = ZAQCQAl = lAlBQAQ = 4B1A1B2 = 300
esitliklerini ve bu egitliklerin sonucunda

A1AsByCy, Ay B1C1Cy, A1 B1 B2 Cs
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dértgenlerinin birer kirigler dértgeni (ikizkenar yamuk) oldugunu gérmekteyiz. Agilar bu dortgenlere gore
incelendiginde

LA1B1Cy = LA1BoCy = LAC1 By = LACyBy = LBy A1 Cy = £B2 A Cy = 30°

seklinde yeni aci esitliklerine ulagiriz. Sonug olarak A;B1Cy ve AaBsCy licgenleri eskenar iiggenler ve
Ay Bsy, B1Cs, Cy Ay dogrular bu tiggenlerin i¢ aciortaylar: oldugundan ayni bir noktadan gegerler.

ai,as, ... tam sayilar dizisi, sonsuz coktuklukta pozitif ve sonsuz ¢oklukta negatif elemandan olugmaktadir.
Her n pozitif tam sayis1 i¢in, a1, as, ..., a, sayilarmin n ile boliintince n farkli kalan biraktigini varsayalim.
Bu durumda, aq, as, ... dizisinde her tam sayinin tam olarak bir kez gec¢tigini kanitlayiniz.

x,y, z pozitif gergel sayilar: i¢in xyz > 1 olmak iizere;
25 2 . Y5 — 2 . 25 _ 52
x5+y2+2’2 x2+y5+22 $2+y2+25_

oldugunu kanitlayiniz.
Coziim:
Bu esitsizlik;

$2+y2+22 x2+y2—|—z2 I2+y2+2’2
x5+y2+22 y5+22+1'2 25+x2+y2_

ile 6zdegtir. Bunu ispatlayalim. Cauchy-Schwarz’dan;

5
2

(° + 2+ 22 (yz + 2 + 22) > (22 (y2)? + 42 + 22)% > (2% + 2 + 22)2

biliyoruz. O halde benzer sekilde yapilip toplanirsa;

2 +y? 422 2?4y 422 2?4 y? 422 Ty +yz + 2w
.T5+y2+22 y5+22+$2 Z5+x2+y2* x2+y2+z2*

oldugundan dogrudur. Ispat biter.

Ap =2"+3"+6" -1, n>1

sonsuz dizisinin tiim terimleri ile aralarinda asal olan tiim pozitif tam sayilar1 belirleyiniz.
Coziim:

Bunu saglayan yegane saymin 1 oldugunu kanitlayalim. Bunun igin her p asal igin p | a,, olacak sekilde bir
m indisi oldugunu gostermeliyiz. m = p — 2 olarak segersek kogul saglanir. O halde ispat biter.

ABCD, BC ile DA paralel olmayacak ve BC = DA olacak gekilde sabit bir digbiikey dortgen olsun. E ve
F sirasiyla BC' ve DA kenarlar tizerinde BE = DF kogulunu saglayan hareketli noktalar olsun. AC' ile BD
dogrusu P de, BD ile EF dogrusu @ da, EF ile AC dogrusu da R de kesigiyor.

FE ve F degisirken, PQR iiggenlerinin ¢evrel ¢emberlerinin P den bagka ortak bir noktaya sahip olduklarini
kanitlayimiz.

@ Katilimcilara 6 soru yoneltilen bir matematik yarigmasinda, herhangi iki soruyu yarigmacilarin % sinden

daha fazlas1 ¢ozmiigtiir. Ayrica, 6 soruyu da ¢ozen bir yarigmaci ¢gickmamigtir. Tam olarak 5 soruyu ¢6zen en
az 2 yarigmacinin bulundugunu gosteriniz.
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47. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2006
Icteget cemberinin merkezi I olan bir ABC' {i¢geninin icinde,
m(PBA) +m(PCA) = m(PBC) +m(PCB)
olacak sekilde bir P noktasi seciliyor. |AP| > |AI| oldugunu ve esitligin ancak ve ancak P = I olmasi halinde
saglanacagini gosteriniz.
Coziim:

/LPBA+ /PCA=/ZPBC+ £ZPCB = % oldugu i¢in ZBIC = ZBPC dir.

Yani P noktalarimin geometrik yeri (BIC) ¢emberinin {iggen icerisinde kalan kismudir.

AT dogrusu (ABC) yi M noktasinda kessin. Basit ag hesaplariyla /BIM = ZIBM ve /ZMIC = ZICM
oldugu gortliir.

Bu durumda M noktasi (BIC) nin merkezidir.

A noktasinin (BIC') gemberine en yakin oldugu nokta AM ile gemberin kesigtigi nokta, yani I noktasidir. I
noktasi hari¢ noktalarin A ya uzakligt Al dan biiyiiktiir. Bu durumu tiggen esitsizliginden de gorebiliriz:

AP+ PM > AM = Al +IM = AP > Al

Bir P diizgiin 2006-geni veriliyor. P nin bir kdsegenine, uglar1 P nin cevresini, her birisi P nin tek sayida
kenarindan olusan iki pargaya ayirmasi halinde, gtzel adi veriliyor. P nin her kenar1 da giizel kabul ediliyor.

P, herhangi ikisi cokgen icinde kesigmeyen 2003 kogegeni tarafindan tiggensel bolgelere ayrildiginda, iki kenar
guizel olan en fazla kag ikizkenar iiggen olugabilecegini bulunuz.

Tim a, b, ¢ reel sayilar: i¢in
lab(a® — b%) + be(b® — ) + ca(c® — a®)| < M(a® + b + ¢*)?

esitsizligini gecerli kilan en kiiciik M reel sayisin1 bulunuz.
Coziim:

a, b, c’ler, herhangi ti¢ii farkh reel sayilar olsun. Sayet bu reellerden en az ikisi birbirine egitse M > 0 elde
ederiz fakat biz en biiyiik (iyi) degeri ariyoruz. Yani a, b, ¢, ¢oziimiin devaminda birbirlerine egit olmasin

|ab(a2 —b?) + be(b® — ) + ca(c® — a2)| =lla—b)(b—c)(c—a)(a+b+ )

a—b=x,b—c=y,c—a=z,a+ b+ c= s olsun. Genelligi bozmadan a > b > ¢ olsun. Dolayisiyla = ve y
pozitif reel sayilardir. Buna gore sag taraf

3 R R T e e

(a—b)2—|—(b—c)2—|—(c—a)2+(a—|—b—|—c)2>2_M
9

M(a2+b2+02)2=M<
Bunu egitsizlikte yerine koydugumuzda

lzyzs| < % (m2 +yP 2+ 32)2

elde ederiz. Pariteleri aym olan x,y i¢in x + y sabit iken x = y durumunu gosterirsek ispat biter ¢iinki x = y
iken sol taraftaki x7’yi maksimize ve sag taraftaki 22 +y? = (z + y)2—2xy minimize eder. Bundan 6tiiri z = y
olsun. Haliyle z = —2xz olacaktir
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M M
|zyzs| < |2x3s‘ < 9 (Gx2 + 32)2 < 9 (xQ +y? 422+ 82)2
Yani
2
% (Gx2 + 52)2 = % (23:2 + 222 + 222 + 32)2 > % (4\/4 2%632) = M.IGT\@2x33 > 2285 = |2x35‘

elde edilir.

Dolayisiyla M >

9
16v/2
1+ 2% 4 222+ = 42 egitligini saglayan tiim (z,y) tam say ikililerini belirleyiniz.

Coziim:

14 2% 4 22#+1 = 42 denklemini ¢6zerken 6ncelikle kullanish bilgiler bulalim .
Varsayalm ki (xq,yo) bir ¢oztim olsun. O halde (xg, —yo) da bir ¢oéztimdiir.

14 2% 4+ 222+ > 0 oldugundan 2 > 0 olur. O halde genelligi kaybetmeden y > 0 alabiliriz.
x = 0 igin ¢oziimleri bulalm. 1 + 1 + 2 = y? yani (0,2) ile (0, —2) ¢oziimleri bulunur.
Buradan sonra y > 0 ve x > 0 igin ¢6ziimleri bulalim.

y? —1=2%(2*"1 + 1) olur.

Simdi bu denklemi ¢6zmek icin hangi ifadenin hangi ifadeyi boldiigini bulalim.
oncelikle z’in 1 veya 2 i¢in olamayacagini gorelim.

x = 11ise 11 = y? olur , saglamaz.

x =2 ise 37 = y? olur , saglamaz.

O halde z > 3 olmalidir.

2|y—1yada2|y+1 olacag acgiktir. iki durumda da y — 1 ve y + 1 gifttirler ve ardigik olduklarindan
iclerinden biri 4 ile boliiniir.

yani x = 3 i¢in biri 4 ile digeri 2 ile boliiniir.

x = 4 i¢in yine biri 4 biri 2 ile boliindiigiinden ya biri 8 digeri 2 ya da her ikisi de 4 ile boliinmelidir. Fakat
ardigik ¢ift sayilarin ikisi birden 4 e boliinemez.

O halde iclerinden biri 23 ile digeri 2 ile béliiniir.

x > 3, x = zx i¢in bakarsak kalanlar arasi fark 2 olmasi gerektiginden dolay: iglerinden biri yalnizca 2 ile
boliiniir digeri 22! ile boliiniir.

y+1=m.2""1, y=m22 1 +k, k==41,m¢€ Z* olur. Bu bilgiyi alip ilk denkleme koyalim.

2% (22 1) = (2* 7 Lom + k)% — 1 yani 1 + 2271 = 2272.m2 + mk + k? — 1 olur. k = £1 oldugundan dolay1
k? =1 yani k%2 — 1 = 0 olur.

1425+ =222y 4 mk

1 —mk = 2%72.(m? — 8) olur.

1) k= 11igin 1 —m = 2272.(m? — 8) bu ifadenin ise m = 2 diginda ¢oéziimii yoktur. ¢iinkii m = 1 ise sag
taraf 0 dan biiyiiktir. m > 2 igin sol taraf negatifken sag taraf pozitiftir.

m = 2 i¢in ise sol taraf tek say1 olacagindan dolay1 ¢oziimii yoktur. O halde k = —1 olmaldr.

2) k= —1icin 14+m = 2*"2.(m? —8) , x > 3 oldugunu soyledigimiz igin 1+m = 272.(m? —8) > 2.(m? —8)
olur.

2m? —m — 17 < 0 esitsizligi elde edilir. m = 4 igin 32 — 4 — 17 > 0 olur. f(m) = 2m? — m — 17 seklinde
digiintirsek f/(m) = 4m — 1 yani m > 4 ic¢in f(m) > 0 ve f’(m) > 0 oldugundan daima artandir ve sifirdan
biiytiktir.
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Ayni zamanda m? — 8 > 0 oldugundan dolay1 m > 2 olmahdir. 2 < m < 4 elde edilir. yani k = —1 ,m = 3
olmaldur.

143 =2%72.1 buradan = = 4 elde edilir. y = m.2*~! 4 k ifadesinde k = —1 m = 3 ve = = 4 yerlestirilirse
y = 23 elde edilir.

O halde denklemin tiim ¢oziimleri (0, 2), (0, —2), (4, 23), (4, —23) olarak bulunur.
Katsayilar1 tam say1 ve derecesi n > 1 olan bir P(z) polinomu ile bir £ > 0 tam sayis1 veriliyor. Q(z) =

P(P(...P(P(z))...)), P nin k kez kullanilmasiyla tanimlanan polinom olmak iizere, Q(t) = ¢ esitligini
saglayan ¢ tam sayilarinin sayisinin en fazla n olacagim ispatlayiniz.

@ Digbiikey bir P ¢okgeninin her b kenarina, gokgenin digina tagmayan ve kenarlarindan birisi b olan tiggenlerin
sahip olabilecegi en biiylik alan degeri karsi tutuluyor. P nin tiim kenarlarina karsi tutulan degerler top-
laminin, P nin alanimin iki katindan kiiciik olamayacagini gosteriniz.
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a1,asg, ... ,a, gercel sayilar verilmig olsun. Her ¢ (1 < < n) igin,
d; =max{a; : 1 <j <i} —min{a; :i <j<n}

olarak tanimlayalim ve
d=max{d; : 1 <i<n}

olsun.

(a) Tim 1 < zo < --- <z, gergel sayilar igin,

N

max{|z; —a;|: 1 <i<n} > (*)
oldugunu kanitlayiniz.

(b) (%) da esitligin gerceklegsmesini saglayan x1 < zo < --- < z,, gercel sayilarimin bulundugunu gésteriniz.

A, B, C, D ve E den olugsan besg nokta, ABCD bir paralelkenar ve BCED konveks bir kirigler dortgeni
olacak bigimde verilmig olsun. A dan gegen bir ¢ dogrusu, [DC] dogru pargasim bir F' i¢ noktasinda ve BC

dogrusunu da bir G noktasinda kessin. |EF| = |EG| = |EC| oldugunu varsayalim. ¢ nin, DAB ag¢ismin agl
ortay1r oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

ACNBD = {N} ve E den [CG] ve [CF] ye ¢izilen dikme ayaklari sirasiyla K ve M olsun. K, M, N noktalari
sirasiyla [CG], [CF],[CA] dogru parcalarimin orta noktalaridir.G — F — A dogrusal noktalar oldugundan,
K — M — N noktalar1 da dogrusaldir.

E noktast BDC tiggeninin ¢evrel cemberi iizerinde EK 1 BC , EM | DC oldugundan K M, BDC iiggenine
ait simson-wallace dogrusudur.Buna gore EN L BD olacaktir. Ayrica |[BN| = |[ND| oldugundan |EB| =
|ED dir.

Bu sonug BCED kirigler dortgeni oldugundan L/FCE = ZGCE demektir. Buna gore |CF| = |CG| olup
/BAG = /DAQG dir.

Bir matematik yarismasina katilan yarigmacilardan bazilar1 arkadastir. Arkadaghk her zaman kargilikhidir.
Bir yarigmaci grubundaki her yarigmaci ¢ifti arkadagsa, bu gruba bir klik diyelim. (OZellikIe, ikiden az
yarigmacidan olugan her grup bir kliktir.) Bir kligin eleman sayisina bu kligin biyikligi diyelim.

Bu yarigmadaki kliklerin biiytikliiklerinin aldigi en biiyilik deger bir ¢ift say1 olsun. Tiim yarigmacilarin, bir
odadaki kliklerin biiyiikliiklerinin en biiyiik degeri, diger odadaki kliklerin biiyiikliiklerinin en biiyiik degerine
esit olacak bicimde iki odaya yerlestirilebilecegini kanitlayiniz.
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Bir ABC' iiggeninde, BCA agisimin agl ortayl, tiggenin gevrel gemberini ikinci kez R de, [BC] nin orta
dikmesini P de ve [AC] nin orta dikmesini de @ da kesiyor. [BC] nin orta noktast K ve [AC] nin orta
noktasi L olsun. RPK ve RQL ti¢genlerinin alanlarimin esit oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

ARBC Kkirigler dortgeninde ZACR = ZBCR = « oldugundan, AR = BR ve /BAR = ZABR = « olur.

[QL] ve [PK] kenar orta dikmeler oldugundan, ZQAC = ZQCA = Z/BCP = /PBC = « dir.

AQAR ve APBR tcgenlerinde sirasiyla ZQAR = Z/BAC ve /PBR = ZABC dir.

Buraya kadar bulunanlar ile AABC ~ AARQ ~ ARBP ve AABR ~ ABCP ~ ACAQ benzerlikleri
gorilebilir.

Sirasiyla bu benzerliklerin sagladigr orantilar: yazalim.

PR QR
bulunur.Diger taraftan
ABCP ~ pACQ = 94 _ QL (2)

PB  PK
olup, (1) ve (2) den,
QL -QR=PK- PR (3)
olur ve ZLQR = ZK PR oldugundan (3)’den dolay1 [QLR] = [PKR] dir.
a ve b pozitif tam sayilar olsun. 4ab — 1, (4a® — 1)? yi béliiyorsa, a = b oldugunu kamtlaymiz.
@ n pozitif bir tam say1 olsun. Ug boyutlu uzayda (n + 1)® — 1 noktadan olugan
S={(z,y,2) :x,y,2€{0,1,...,n},z+y+2z >0}

kiimesi veriliyor. Birlegimleri S kiimesini kapsayan, ama (0, 0,0) noktasi igermeyen diizlemlerin sayisinin
alabilecegi en kiiciik degeri belirleyiniz.
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Dar agili ABC iiggeninin diklik merkezi H olsun. Merkezi BC nin orta noktasi olup H den gecen cember BC'
dogrusunu A; ve A, noktalarinda kesiyor. Benzer sekilde, merkezi C'A nin orta noktas: olup H den gegen
gember C'A dogrusunu B; ve Bs noktalarinda ve merkezi AB nin orta noktasi olup H den gegen ¢ember
AB dogrusunu C; ve Cj noktalarinda kesiyor. Aj, Ao, B, Bo, Cq,Co noktalarimin ayni ¢ember iizerinde
bulunduklarini gésteriniz.

Coziim:

Coziim: ABC tiggeninin kenar orta noktalar1 Ay, By, Cy olsun. ABC nin ¢evrel merkezi O, ¢evrel yarigapr R
olsun. Bahsedilen alt1 nokta gembersel olacaksa, bu ¢emberin merkezi ancak O noktas: olabilir. [AH], [C H]
dogru pargalarinin orta noktalar: sirasiyla K, L olsun. OAgLBy, AKA O, HA(OK dortgenlerinin birer
paralelkenar oldugunu gorebiliriz. |[AgK| = |OA| = R dir. HA(OK da paralelkenar kanunundan,
2(1040* + [AoH[*) = |OH|* + |A K |* = |OH|* + R? (1)

olur. OApA; dik {iggeninden,

|0A1]? = [OAq* + [AgAi|? = |OAo|* + |AgH[? (2)
olup (1) ve (2) den,

|OH|? + R?

|OA|? = 5

OH|]?> + R?
elde edilir. Bu ifade ABC {i¢geni i¢in sabit oldugundan benzer sekilde |OB;|? = |OC}|? = |OHT + R elde

edilir. Boylece, A1, Ao, By, B, C1,Cy noktalar1 ¢cemberseldir ve ¢emberin merkezi O noktasi olup yarigapi

2 2
[ZIE

Kaynak: IMO ¢oziim kitapgiklar
(a) Herbiri 1 den farkli olan ve zyz = 1 kogulunu saglayan tiim x,y, z gergel sayilar1 i¢in
72 y? 52
>1
-2 -0z T o2 T

oldugunu kanitlayiniz.
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(b) Herbiri 1 den farkli olan ve zyz = 1 kosulunu saglayan sonsuz tane x,y, z rasyonel say1 tigliisii igin
yukaridaki egitsizligin esitlige doniistiigiinii gosteriniz.

Co6ziim 1:

oo

a C ...
Soruda = —,y = —,z = — doniislimii yapilirsa soru;
b a

Cl2 b2 2

@02 " -cF (c-aZ -

haline doner. Bu egitsizlik de;
b 2
( TR 3) >0
a b ¢

oldugundan dogrudur. Simdi b) béliimiine bakalim. b = ak, c = b.r = akr dersek;

1 p—

=3
rk

kE+r+

sekilde sonsuz tane rasyonel sayi ikilisi oldugunu gostermek yeterlidir. Bunu diizenlersek;

1
k2+(r—3)k—|—;=0

esitliginin ¢ simin tamkare oldugu sonsuz adet r degeri varsa dogal olarak sonsuz sayida k,r € Q bulunur.
Bunun igin;

(-3 -1 ="" 2wy

oldugundan ! tamkare olacak gekilde sonsuz sayida r € Q olmali. Buradan;

(r,y,2) = (—k(k +1), _('IZ: 1), (k—fl)2>

alirsak saglayacagini gorebiliriz. ispat biter.

Cozim 2:
x Y z . a b
=a, =, = cdersek a, b, ¢ # 1 olmak iizere x = LY = , 2=
rz—1 y—1 z—1 a—1 b—1 c—1

egitligi bize abc = (a—1)(b—1)(c—1) esitligini verir. Parantezleri agarsak a+b+c—1 = ab+bc+ca olur. Ayrica
ispatlamamiz istenen esitsizlik de a®4b%+c? > 1 bicimine doniisiir. 2(ab+bc+ca) = (a+b+c)? — (a®+b*+c?)
Ozdegliginden faydalanirsak:

2(a+b+c—1)=2(ab+ bc+ ca)
= 2(a+b+c)—2=(a+b+c)?—(a®>+b*+?)
= >+ +P=(a+b+c)?—2a+b+c)+2
= a4+ +f=(a+bt+ec—1)2+1>1
elde edilir.

Simdi esitlik durumunu inceleyelim. a?+b?+c? = 1 ise a+b+c = 1 ve ab+bc+ca = 0 olmahdir. ¢ = 1 —a—b
yazarsak ab+ (b+ ¢)(1 —a — b) = 0 olup b ye gore ikinci dereceden bir denklem olan

z olur. zyz =1

V4 (a—1b+ala—1)=0
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esitligine ulagiriz. a rasyonel iken denklemin b kokiiniin de rasyonel say1 olmasi igin gerek ve yeter sart
diskriminantin bir rasyonel saymin karesi olmasidir. A = (a — 1)? — 4a(a — 1) = (1 — a)(1 + 3a) olur. k,m
(m —k)(m + 3k)

5 olur. Eger m = k% — k + 1 secersek m > 0
m

k
tam sayilar olmak iizere a = o koyalim. A =
m—k+(k?>-1) m-1

kE—1)2(k+1)2
# olur. b yi biiylik kok olarak segerek devam edelim. b = 3 =
m m

ve A =
m

1—-k
olur. a4+ b+ ¢ =1 den dolay1 ¢ = —— bulunur. a,b, ¢ # 1 sartina uygun olmasi igin k& # 0, k # 1 almaliyiz.
m
a

O halde k > 1 tam sayilar segerek sonsuz ¢oklukta (a, b, c) rasyonel say1 tglisi elde edebiliriz. =

b
Y= T z= ¢ T esitliklerinden sonsuz ¢oklukta (z,y, z) rasyonel say1 tigliisii iiretilir.
_ c—

Kaynak: IMO ¢oziim kitapciklar

a—1’

Sonsuz tane n dogal sayisi icin n? + 1 sayisinin 2n + v/2n den biiyiik asal boleninin oldugunu kanitlayimiz.
Cozim:

Coziim: Oncelikle su iki yardimci teoremi hatirlayalim.
e p =1 (mod 4) olacak sekilde sonsuz ¢oklukta p asal sayis1 vardir.

e 72 =—1 (mod p) ve 1 <z < p— 1 olacak sekilde iki farkli x tam sayis1 vardir. Bu denkligin ¢oziimiiniin
varligi ile ilgili forumda 4n+1 asal baglikli konuya bakabilirsiniz.

Simdi p =1 (mod 4) olacak sekilde bir p asal sayisim gz oniine alalim. Yardime: teoremden dolayr 22 = —1
(mod p) denkliginin 1 < z < p—1 olacak sekilde iki farkh = tam say1 ¢6zlimii oldugunu biliyoruz. Bunlardan

-1
kiigiik olan ¢oziime n dersek, biiyiik olan ¢éziim de p — n olur. O halde 1 < n < pT dir. Boylece n? = —1

(mod p) olup p | n? + 1 elde ederiz. Simdi bu n saysi igin

p—2n>V2n (0)

-1

ana esitsizliginin saglandigini kanitlayacagiz. 1 <n < L oldugundan bir m € {1,3,...,p — 3} tek sayist

2

.. p
igin n = olup

p=2n+m (1)

2
yazilabilir. Ote yandan n? = (p — m) = —1 (mod p) = m? = —4=p—4 (mod p) elde edilir. Buna

gore

m>+/p—4 (2)

olup (1) ve (2) den

p>2n++/p—4 (3)

elde edilir. (0) ana esitsizligini ispatlayabilmek igin (3) esitsizliginde /p — 4 > 4 olacak sekilde p asal sayisi
se¢meliyiz. Yani p > 20 segmeliyiz. O halde p > 20 ve p =1 (mod 4) olan p asallarin géz 6niine aldigimizda
p|n?+1vep>2n++/2n saglanir. Bu secimin n sayilarini nasil iirettigini 6rneklendirebiliriz:

p =29 icin n? +1 = 0 (mod 29) i¢in n = 12, n = 17 saglar. Kiiciik olan n degerini se¢meliyiz. p = 29 >

24 + /24 saglanir.

p=3T7i¢inn?+1 =0 (mod 37) iginn = 6, n = 31 saglar. Kiigiik olan n degerini secmeliyiz. p = 37 > 12++/12
saglanir.

p=41liginn?+1 =0 (mod 41) iginn = 9, n = 32 saglar. Kiigiik olan n degerini secmeliyiz. p = 41 > 18++/18
saglanir.
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(6]

Bu tiir n sayilarmin kiimesini S = {12,6,9,...} ile gosterelim. S kiimesinin sonsuz elemanl oldugunu da
gostermeliyiz. Bunun i¢in, aksini varsayalim ve S = {n1,na, ..., nx}, |S| = k seklinde sonlu elemanl oldugunu
diisiinelim. Sonsuz ¢oklukta p = 1 (mod 4) asal sayist oldugu icin her i = 1,2,....k igin (p,n? +1) = 1
olacak gekilde bir p asal sayisi segebiliriz. Yine bu p asal sayisini kullanarak, yukarida acikladigimiz yontemle
p|+1vep>20+ V20 olacak sekilde bir bagka ¢ pozitif tam sayis: iiretebiliyoruz. £ ¢ S oldugundan S
kiimesi sonlu elemanli olamaz.

Kaynak: AoPS sitesinde sunulan ¢oztimden faydalanilmigtir.
wx = yz olmak iizere, tiim w, x,y, z pozitif gergel sayilar: i¢in
(f(@)* + (f(@)* _ w?+a?
Fy?) +f(z?) y?+ 22

kogulunu saglayan tiim f : (0,00) — (0,00) (diger deyisle f, pozitif gercel sayilar {izerinde tanimh ve pozitif
degerler alan bir fonksiyondur) fonksiyonlarini bulunuz.

n ve k pozitif tam say1 olmak lizere, k > n ve k —n ¢ift sayidir. 1,2, ..., 2n sayilariyla numaralandirilmig 2n
tane lambanin herbiri a¢ik veya kapale durumda olabiliyor. Baglangicta lambalarin hepsi kapali durumdadir.
Her hamlesinde bir lamba segilerek, segilen lambanin durumunu degistiren (agiktan kapaliya veya kapalidan
agiga) hamleler dizileri tanimlayalim.

Sonucunda 1 den n ye kadar olan lambalar1 agik ve n + 1 den 2n ye kadar olan lambalar1 kapali duruma
getiren ve k hamle igeren tiim hamleler dizilerinin sayis1 N olsun.

Sonucunda yine 1 den n ye kadar olan lambalar1 acik ve n+1 den 2n ye kadar olan lambalar1 kapali duruma
getiren ve k hamle igeren, fakat n + 1 den 2n ye kadar olan lambalarla hi¢ hamle yapmayan tiim hamleler
dizilerinin sayist M olsun.

N/M oranmin degerini bulunuz.
|BA| # |BC| olmak iizere, ABC'D bir konveks dortgen olsun. ABC ve ADC ii¢genlerinin icteget cemberleri
sirasiyla wy ve wo olsun. BA 1gininina A dan sonraki bir noktada ve BC' 1ginimina C' den sonraki bir noktada

teget olan ve ayn1 zamanda AD ve C'D dogrularina da teget olan bir w ¢gemberinin oldugunu varsayalim. w;
ve wo ¢emberlerinin ortak dig tegetlerinin w ¢emberi iizerinde kesigtigini kanitlayiniz.

109


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/2008_IMO_Problems/Problem_3
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3593.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3594.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3595.0

50. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 - 2009 geomania.org

50. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2009

n pozitif bir tam say1; ai,...,ar (k > 2) de, {1,...,n} kilmesine ait olan ve, her ¢ = 1,...,k — 1 igin, n
sayisinin a;(a;+1 — 1) sayisin1 bolmedigini kanitlayimiz.

O, ABC figgeninin gevrel ¢emberinin merkezi; P ve @ da, sirasiyla, [CA] ve [AB] kenarlar iistiinde,
kogelerden farkli iki nokta olsun. K, L ve M swrasiyla, [BP], [CQ] ve [PQ] dogru parcalarinin orta nok-
talar1 olmak tizere; K, L ve M sirasiyla, [BP], [CQ] ve [PQ] dogru parcalarinin orta noktalar: olmak tizere;
K, L ve M den gegen ¢embere I' diyelim. PQ dogrusu I' gcemberine teget ise, |OP| = |0OQ| oldugunu
kanitlayimniz.

Coziim:

KL; AByi R de, AC yi S de kessin.

/KIM = /QMK = ZAQP ve /MKL = /LMP = ZAPQ oldugu igin A.A dan ANAPQ ~ AMKL dir.
AP KM
AQ ~ ML
= 0A?-0Q*>=0A%2-0P?>=0Q=0P. 1

= AQ-KM = AP-ML = AQ-BQ = AP -CP

Pozitif tam sayilardan olugan ve kesin artan sp, s2, s3, ... dizisinin

531755275537 ... Ve 851+1, 552+17 553+1a .o

altdizilerinin her ikisi de birer artimetik dizi ise, s1, S9,s3,... dizisinin kendisinin de bir aritmetik dizi
oldugunu kanitlayiniz.

|AB| = |AC] olan bir ABC {iggeninde CAB ve ABC acilarinin agiortaylar: [BC| ve [C'A] kenarlarini sirasiyla,
D ve FE noktalarinda kesiyor. K, ADC {i¢geninin icteget ¢emberinin merkezi olmak tizere; m(B/E?{ ) = 45°
ise, m(C'AB) nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Coziim 1:

BE ile AD dogrular I da kesigsin. I, AABC nin igmerkezidir.
I dan AC ye inilen dikmenin ayag1 H olsun. IHCD deltoidinde ZIHK = ZIDK = 45° = /IEK dir.
E # H oldugunda I, H, E, K noktalar1 gembersel, dolayisiyla ZIHE = ZIKE = 90° olacaktir. Bu durumda

/FEIK =45°, ZIBC = 22,5°, dolayisiyla | ZBAC = 90° | olacaktar.
E = H oldugunda I aym zamanda diklik merkezi olacag igin | /ZBAC = 60° | olacaktur.

Coziim 2:

AABC nin igmerkezi I olsun. ZIBC = ZICB = ZACI = « olacaktir.
ADIC de aglortay teoreminden

ANIEK ve AEKC de Siniis Teoreminden

IK IK KE sin45®  sina
KC KE KC sin2a  sin(3a+45°)

: 450 :
z:;z = Ssllrrll S sin(;;nf45°) = sin 2« - sin(3a + 45°) = sin45° - cos a = sin 45° sin(90° — «)

= cos(a + 45°) — cos(Bar + 45°) = cos(45° — a) — cos(135° — a) = — cos(135° + ) + cos(45° + )
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= cos(ba + 45°) = cos(135° + a).

Bu durumda, ya 5a 4+ 45° = 135° + « ya da (5a + 45°) + (135° 4+ ) = 360° olacak.
Buradan, oo = 22,5° ya da o = 30° elde edilir.

O halde ZBAC = 90° ya da ZBAC = 60° dir.

Pozitif tamsayilar kiimesinden pozitif tamsayilar kiimesine tanimli olan ve tiim a ve b pozitif tamsayilar
icin, yoz olmayan ve kenar uzunluklar

a, f(b) ve f(b+ f(a) —1)

olan bir {iggenin bulunmasini saglayan biitiin f fonksiyonlarini belirleyiniz.

(Yoz tiggen, koseleri dogrudag olan tiggendir.)

@ ai,as,...,a, birbirinden farkli pozitif tamsayilar; M de, n — 1 tane pozitif tam sayidan olusan ve s =
a1 + as + -+ + a, saywisim igermeyen bir kiime olsun. Bir ¢ekirge, gergel say1 dogrusu iistiinde 0 nok-
tasindan baglayarak saga dogru, uzunluklari kendi sectigi bir sirada aq, as, ..., a, olan n sicrayig yapacaktir.
Cekirgenin si¢crayiglarinin uzunluklarinin sirasini, hicbir sigrayista M ye ait bir noktaya diismeyecek bicimde
secebilecegini kanitlayiniz.
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51. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2010

Her z,y € R igin,
fzly) = f(@) Lf(y)]
egitligini saglayan tiim f : R — R fonksiyonlar1 belirleyiniz. (Burada |z] ile, z yi asmayan en biiylik tam
sayly1 gosteriyoruz.)

Coziim:

Koydugumuz (z,y) ikililerini P(z,y) olarak gosterelim.

P(0,0) : f(0) = f(0)[f(0)] = f(0) = 0 yada |f(0)] =1
Ikinci durumda P(z,0) : f(x) = £(0) bulunur. 1 < ¢ < 2 olmak iizere f(z) = ¢ bir ¢oziimdiir. Ik duruma
bakalim.

P f() =fWLfD)] = f(1) =0 yada [f(1)] = 1.

Tk duruma bakalim.

P(1,z) : f(z) = 0. Yani her z € R icin f(z) = 0 bir ¢6ziimdiir. Tkinci durumda
P(z,1): f(l=]) = f(z) olur.

P(3,4): f(1) = 0 olur. Deminki durum tekrar eder. Sonug olarak cevap 1 < ¢ < 2 olmak iizere her z € R
i¢in f(z) = c yada her x € R igin f(z) = 0’dur.

Bir ABC iiggeninin igteget cemberinin merkezi I ve gevrel ¢emberi I' dir. AI dogrusu I' y1 ikinci kez D de
kesiyor.

m(BAF) = m(CAE) < ém@@

kogullarini saglayacak bicimde, BDC' yay tstiinde E ve [BC| kenar1 iistiinde F' noktasi aliniyor. [IF] dogru
parcasimin orta noktas1 G olsun. DG ve FI dogrularinin I' ya ait bir noktada kesistigini kanitlayiniz.

Coziim:

EINT =T, AFNT = K olsun. DT"nin IF’yi ortaladigini gosterirsek ispat biter. DT'N AL = L ol-
sun. ZLTI = ZIAE = /I AL oldugundan LIAT Xkirigler dortgenidir. /ETA = ZALI = ZAKI oldugundan

LI||KE'dir. Ayrica KE||BC oldugundan LI||BC olur. TLNBC = S olsun. “DT [l F|'m ortalar <= SILF
paralelkenardir” oldugu agiktir. Paralelkenarlig: ispatlamak soruyu bitirir. % = % oldugunu ispatla-

maliyiz. ADNBC = R olsun. |DI| = |BD| oldugunu biliyoruz. (D’nin (BIC')’nin merkezi olmas: kuralindan.)
Deminki esitlikte sagdaki ifade C'R||IL’den M’ya esittir. Yerine yazarsak ispatlanmasim istedigimiz ifade

[DI]
% = % olur. ZCBD = Z/DAC = ZDAB oldugundan ADRB ~ ADBA’dir. % = % olur. Demin
s6yledigimiz |BD| = |DI| esitliginden ifade % = %’ye doniisiir. Ispat biter.

77 ile pozitif tam sayilar kiimesini gosterelim. Her m,n € Z% igin,

(g(m) +n) (m +g(n))
sayisinin tam kare olmasini saglayan tiim g : ZT — Z% fonskiyonlarim belirleyiniz.

P, ABC ii¢geninin iginde yer alan bir nokta olsun. AP, BP ve C'P dogrulari, ABC ii¢geninin ¢evrel ¢cemberi
I' y1 ikinci kez sirasiyla, K, L ve M noktalarinda kesiyor. I' ya C' noktasinda teget olan dogru da, AB
dogrusunu S noktasinda kesiyor. |SC| = |SP)| ise, [M K| = |M L| oldugunu kamtlayimaz.
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Coziim:

AXY ile XY yaymn Ol¢lisiinii gosteriyoruz.

S noktasinin I' cemberine gore kuvvetinden SC? = SB-SA yazilabilir. SP = SC oldugundan, SP? = SB-SA
olur. Buna gére ABSP ~ APSA olup £LSPK = ZABL dir.

Ayrica ZAKL = ZABL oldugundan, Z/SPK = ZAKL ve buna gore SP || KL dir. SP dogrusunun ¢emberi
kestigi noktalar R € [SP] olmak {izere R ve T olsun, . RT || KL oldugundan,

LKR=ALT (1)
dir. {RC' + LMT =2/5PC ve LRC + AMR = 2/5CP oldugundan,

AMR = AMT (2)
dir. (1) ve (2)’den LMK = LML olup MK = ML dir.

Bi1, Ba, Bs, By, Bs, Bg ile gosterilen alt1 kutunun her birinde baglangicta birer madeni para bulunuyor. Tki
tip isleme izin veriliyor:

Tip 1: 1 < j < 5 olacak bigimde, bos olmayan bir B; kutusu seciyoruz. B; den bir madeni para ¢ikariyoruz
ve Bj1 e iki madeni para koyuyoruz.

Tip 2: 1 < k < 4 olacak bicimde, bog olmayan bir By ile B2 kutularinin iceriklerini birbiriyle degistiriyoruz.

Sonucunda, By, Bs, Bs, By, Bs kutularmm bos olmasim ve Bg kutusunda da tam olarak 20102010” madeni
para olmasini saglayan sonlu bir iglemler dizisi bulunup bulunmadigim belirleyiniz. (Burada a’ = a®) dir.)

ai,as,as,... bir pozitif gercel sayilar dizisi olsun. Her n > s i¢in,
anp =max{ar +an_; |1 <k<n-1}

olmasini saglayan bir s pozitif tam sayis1 bulundugunu varsayalim. ¢ < s ve her n > N igin a,, = ap + an—¢
olacak bicimde bir ¢ ve N pozitif tam sayilarinin bulundugunu kanitlayiniz.
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52. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2011

Dért farkh pozitif tam sayidan olugan bir A = {aq,as, a3, a4} kiimesi igin, a; + as + a3 + a4 toplamini s4
ile gosteriyoruz. 1 < i < j < 4 olmak tizere, a; + a; nin s4 y1 boldigi (4, 7) ikililerinin sayisin da n4 ile
gosterelim. Dort farkli pozitif tam sayidan olugsan ve ny nin alabilecegi en biiyiik degeri almasini saglayan
tiim A kiimelerini bulunuz.

S diizlemde en az iki noktadan olugan sonlu bir kiime olsun. § nin herhangi {i¢ noktasinin dogrudas olmadigini
varsayalim. Bir yeldegirmeni, S ye ait tek bir P noktasindan gegen bir ¢ dogrusu ile baslayan bir siirectir. Bu
dogru, donme merkezi P olmak {izere, S nin bagka bir noktasindan daha gectigi ilk ana kadar saat yoniinde
doniiyor. Bu ikinci noktaya @ dersek, bundan sonra dogru, yeni dénme merkezi @) olmak iizere, tekrar S nin
bagka bir noktasindan daha gectigi ilk ana kadar saat yoniinde donmeyi siirdiiriiyor. Bu siire¢ sonsuza kadar
devam ediyor.

Olugan yeldegirmeninin S nin her noktasim sonsuz kez doénme merkezi olarak kullanmasimi saglayacak
bigimde, S ye ait bir P noktasi ve P den gegen bir ¢ dogrusu secebilecegimizi gosteriniz.

Gergel sayilar kiimesinden kendisine tanimli bir f : R — R fonksiyonu, tiim x,y gercel sayilar: igin,

fl@+y) <yfle)+f(f(z))

kogulunu sagliyor. Her 2 < 0 i¢in, f(x) = 0 oldugunu kanitlayinz.
Coziim:

P(x,y) ifadesi f de yerine koydugumuz degerleri temsil etsin.
Lemma 1: £(f(x)) > f()
Ispat: P(z,0) =

[1(f(2) > f()]

Lemma 2: f(z) >z < f(x) >0
Ispat: P(z, f(z) — z) —

(@) —2)f(x) 2 0]

Lemma 3: f(f(z)) >0
ispat: Lemma 1 ve 2 den acik bir gekilde elde edilir.
Lemma 4: f(0) >0
fspat: P(0, /(£(0))) —
FORO))£(0) + £(£(0)) = f(f(£(0))) = f(f(0))

— f(f(0))f(0) =0

~ [0z

Lemma 5: f(0) =0
ispat: P(0, f(y)) =

FW) )+ f(£(0)) = f(f(y)) 2 0
f(0) > 0 oldugunu kullanarak P(0,y) yazarsak

(yf(0) + f(f(0)))f(0) + f(f(0)) = f(y)f(0) + f(f(0)) = 0
Ancak bu y — —oo oldugunda agik¢a yanhstir. O halde egitlik olmalidir.

f(0)=0

Lemma 6: f(z) <0
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Ispat: P(0,2) —

Lemma 7: f(f(z)) =0
ispat: 3 ve 6. lemmadan agiktir.

[size=10pt]Ana Ispat:[/size] Lemma 7 den P(z,y) koyulursa

fle+y) <yf()
elde edilir. (z, —x) koyarsak
0< —af(

x)
olur. £ <0 = f(x) > 0 olur. Ancak lemma 6 dan f(x) < 0 olur. Sonug olarak;

<0 = f(x)=0
elde edilir.

n > 0 bir tam say1 olsun. Iki kefeli bir terazimiz ve agirhiklar: 29,21, ... 2771 olan n tane agirhigimiz var. Bu
agirliklar1 n hamlede birer birer ve hicbir agamada sag kefe sol kefeden daha agir olmayacak bicimde teraziye
yerlestirmemiz gerekiyor. Tiim agirliklar teraziye konulana kadar her hamlede, teraziye heniiz konulmamig
agirliklarda birini secerek bunu sol veya sag kefeye yerlestiriyoruz. Bu hamleler dizisini kag¢ farkli bi¢imde
yapabilecegimizi belirleyiniz.

7 tam sayilar kiimesini ve ZT pozitif tam sayilar kiimesini gostermek iizere; f : Z — ZT bir fonksiyon
olsun. Ttim m, n tam sayilar1 igin, f(m)— f(n) farkinin f(m — n) ile boliindiigint varsayalim. f(m) < f(n)
kogulunu saglayan tiim m,n tam sayilar i¢in, f(n) sayisin f(m) ile boliindigini kamtlayiniz.

@ ABC, cevrel gemberi I" olan dar acgili bir iiggen olsun. ¢, I' ya teget olan bir dogru ve £ nin BC, CA ve AB
dogrularina gore yansitilmasiyla elde edilen dogrular da sirasiyla, £,, 5 ve £, olsun. £, £, ve £. dogrularinin
belirledigi liggenin gevrel gemberinin I' gemberine teget oldugunu gosteriniz.
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53.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 2012

Bir ABC iiggeninde A kosesinin karsisindaki digteget gemberin merkezi J noktas: olsun. Bu digteget cember
BC kenarma M, AB ve AC dogrularima ise sirasiyla K ve L noktalarinda tegettir. LM ve BJ dogrular
F noktasinda, KM ve CJ dogrulari ise G noktasinda kesigiyor. AF' ve BC' dogrularinin kesigim noktasi S,
AG ve BC dogrularinin kesigim noktasi ise 7" olsun. M’nin [ST] dogru pargasinin orta noktasi oldugunu
kanitlayiniz.

(ABC ftggeninin A kogesinin kargisindaki disteget cember; BC kenarina, B’nin 6tesinde [AB 1gimina ve C'nin
Otesinde [AC 1gmmina teget olan gemberdir.)

Coziim:

Agik sekilde BJ L KM ve CJ L ML.
JFG tiggeninde GM ve F'M dogrulan yiikseklik oldugu icin JM dogrusu da yiiksekliktir. Dolayisiyla JM L
FG, yani BC || FG dir.

/AB
LAJC = ¢ =/BKM = /AKG = ZAJG oldugu i¢in A, K, J, G gemberseldir.

Bu durumda /JAG = /GKB = Z/JBM = /JFG olacag i¢in J, F', A, G noktalar1 da ¢cemberseldir.

/FGA=/FJA = 4320‘4 _ 1807 - 22' BCT _g0e  spGT = JG L AG.

AACT de CG hem agiortay hem de yiikseklik oldugu icin AC = CT, benzer sekilde AB = BS dir. BC = a,
AC =b, AB = ¢ ve u yarigevre ise BM =u—c¢, CM =u—bve SM =TM = u olacaktir.

n > 3 bir tam say1 ve as,as, . . ., a, pozitif gercel sayilar olmak iizere, asas . ..a, = 1 olsun.
(1+az)?*(1+az)...(1+a,)" >n"

oldugunu gosteriniz.

Cozim:

1 1 ay
1) = RN T I N 1 A —
(ar +1) (ak-‘rk_l-f— +k—1)_k -1k

kk

:>(ak+1)kzm.

gk

oldugunu A.G.O dan biliyoruz. Bunu k = 2,3, ..., n igin uygularsak;

n

H(ak + 1)’“ > n"asaz---a, =n"
k=2

elde edilir. ispat biter. Esitlik olmasi icin aj = k% olmasi gerekir ancak bunun igin as.as...a, < 1 olur

1
geligki. Egitlik durumu yoktur.

Yalancinin sayisine tahmin etme oyunu, A ve B oyuncular1 arasinda oynanan bir oyundur. Oyun, her iki
oyuncuya da onceden bildirilen k£ ve n pozitif tam sayilarina gore oynaniyor.

Oyunun baginda A oyuncusu 1 < x < N olacak gekilde z ve N tam sayilarin seger ve N sayisinin ne
oldugunu B oyuncusuna diiriist¢e soyler, fakat = sayisi gizli tutar. Daha sonra B oyuncusu A oyuncusuna
sorular sorarak x sayisi hakkinda bilgi edinmeye caligir. Her defasinda B oyuncusu pozitif tam sayilardan
olugan bir S kiimesi belirler (bu kiime daha énceki bir soruda gecen kiime de olabilir) ve A oyuncusuna “z
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sayist S kiimesinin elemani midir?” diye sorar. B oyuncusu istedigi kadar soru sorabilir. A oyuncusu istedigi
kadar yalan sOyleyebilir, fakat herhangi ardigik k& + 1 cevabindan en az biri dogru olmak zorundadir.

B oyuncusu istedigi kadar soru sorduktan sonra en fazla n pozitif tam sayidan olugan bir X kiimesi belirle-
melidir. Eger x sayis1 X kiimesinin elemani ise B oyunu kazanir, aksi durumda kaybeder.

(a) n > 2% ise, B oyuncusunun oyunu kazanmay1 garantileyebilecegini kanitlaymiz.

(b) Yeterince, biiylik her & tam sayisi i¢in, B oyuncusunun oyunu kazanmay1 garantilemesinin miimkiin
olmadig1 bir n > 1,99% tam sayisinin bulundugunu kanitlayimiz.

a + b+ ¢ =0 olmak {izere, tiim a, b, c tam sayilar: i¢in

F@)? + f(0)* + f(e)* = 2f(a) £ (b) + 2f (b) f(c) + 2f(c) f(a)

esitligini saglayan biitlin f : Z — Z fonksiyonlarim bulunuz.

(Burada Z tam sayilar kiimesidir.)

Bir ABC iiggeninde ZBCA = 90° ve C kogesinden indirilen yiiksekligin ayagi D olsun. [C'D] dogru pargasi
tizerinde C' ve D noktalarindan farkli bir X noktasi alimiyor. [AX] dogru pargas: iizerinde |BK| = |BC|
olacak gekilde bir K noktas1 ve benzer gekilde [BX] dogru parcas: iizerinde |AL| = |AC| olacak sekilde bir
L noktasi segiliyor. AL ve BK dogrularinin kesigim noktasi M olsun. |[M K| = |M L| oldugunu gésteriniz.

Coziim:

AB ¢aph ¢ember AX ile BX dogrularim sirasiyla E ve F' noktalarinda kessin. BF 1 AF ve AE 1 BE
oldugu i¢in AF N BE = {P} ise APAB de X diklik merkezi, dolayisiyla P, C, X, D noktalar1 dogrusaldir.
BD - AB = BC? = BK? oldugu icin ZKAB = /BKD dir. Ayrica ZKAB = ZDPB oldugu icin P, B,
D, K noktalar1 ¢emberseldir. Yani Z/PKB = ZPDB = 90° dir. Diger bir ifadeyle PK, (B, BK) ¢emberine
tegettir.

Benzer sekilde ZPLA = 90° ve PL, (A, AL) cemberine tegettir.

C nin AB ye gore simetrigi C’ olsun. B merkezli BC' = BK = BC yaricaph ¢ember ile A merkezli

AC = AL = AC' yarigaph ¢emberin kuvvet ekseni C'C’ diir. Yani P kuvvet ekseni lizerinde bir noktadir. O
halde, PK = PL dir. Bu durumda PK M L dorteninde karsilikli agilar 90° oldugu i¢in M K = ML dir.

@ Hangi n pozitif tam sayilar igin,

11 112 no_,
ga Tom Tt g Tga T3e Tt ga T
egitliklerini saglayan aq, aq, ..., a, negatif olmayan tam sayilarinin bulundugunu belirleyiniz.
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54. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2013
Her k ve n pozitif tam say: ikilisi i¢in,

ok _ 1 1 1 1
1+ =(1+—=—)(1+—) - (14+—
n m1 mo mg

egitligini saglayan mq, mo, ..., my (farkhi olmalar1 gerekmeyen) pozitif tam sayilarinin bulundugunu gosteri-
niz.

Diizlem iizerindeki 4027 noktanin herhangi iicii dogrusal olmayip, 2013 tanesi kirmiz1 ve 2014 tanesi mavi
ise, bu 4027 noktaya bir Kolombiya konfigiirasyonu diyelim. Diizlemde ¢izilen birkag dogru diizlemi bolgelere
ayirir. Bir dogrular kiimesi, bir Kolombiya konfigiirasyonu icin agagidaki iki kogulu sagliyorsa, bu kiime bu
konfigiirasyon i¢in 4y kabul ediliyor.

e dogrulardan her biri, konfigiirasyonun hicbir noktasindan gegmemektedir;

e her iki rengi birden igeren bolge bulunmamaktadir.

4027 noktali herhangi bir Kolombiya konfigiirasyonu verildiginde, bu konfigiirasyon i¢in iyi olan ve k dogrudan
olusan bir kiime bulunuyorsa, k£ nin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

Bir ABC iiggeninde A kosgesinin kargisindaki digteget cember BC' kenarina A; noktasinda teget olsun. Benzer
sekilde, B ve C' koselerinin kargisindaki disteget cemberleri kullanarak C'A kenar tizerinde By ve AB kenari
iizerinde C7 noktalarimi tamimlayalim. A;B;C7 {i¢geninin g¢evrel merkezi ABC {i¢geninin g¢evrel cemberi
iizerinde ise, ABC iiggeninin bir dik tiggen oldugunu gosteriniz.

ABC di¢ggeninin A kdsesinin karsisindaki disteget cember; BC' kenarina, B ’nin étesinde AB 1sinina ve C’nin
otesinde AC' wsmmna teget olan cemberdir. B ve C koselerinin karsisindaki disteget cemberler de benzer
bicimde tanimlaniyor.

Coziim:

(A1 B1C4) in merkezine O diyelim. O, AC kiigiik yay1 lizerinde olsun.
BC =a, AC = b, AB = ¢ ve u yarigevre olsun.

BCi=CBi=u—a, CAy =AC; =u—b, AB; = BA; = u — ¢ dir.
(A1 B1C4) BC yi ikinci kez As noktasinda kessin.

/ZABO = ZOCA, OCy = OB; ve BC; = CB; oldugu i¢in sin ZC10B = sin /B;0C dir. £ZC10B +
/B10C = 180° olamayacagl i¢in ZC10B = ZB1;0C ve AOBC; = AOCB; dir. Bu durumda OB = OC' ve
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dolayisiyla B ve C' noktalarinin (A; B1C1) gemberine gore kuvvetleri esit olacag: icin BAy = A1C = u—b
dir.

BC(C; ile CB; dogrulan (A;B;Ch) i ikinci kez sirasiyla Co ve Bs noktalarinda kessin. B ve C' noktalarinin bu
gembere gore kuvvetleri esit olacagi ve BC; = C'B; oldugu i¢in C1Cy = By B3, dolayisiyla da ACy = AB; =
u — ¢ olacaktir.

Son durumda, B noktasinin A; B1C; ¢emberine gére kuvvetini yazarsak,
BA;-BA; = BCy - BCy = (u—0b)(u—c¢) = (u—a)(u)

elde ederiz.

Iki tarafi da u(u — a) ile carpip iki tarafinda da kokiinii alirsak

Vau(u —a)(u—b)(u—c) =u(u—a)=ur=u—a=r=/BAC = 90°
olacaktur.

Diklik merkezi H olan bir dar agili ABC ii¢geninde W, BC kenar iizerinde B ve C den farkli bir nokta
olsun. M ve N noktalari, sirasiyla B ve C' ye ait yiikseklik ayagi olsun. BW N nin ¢evrel ¢cemberi w; olmak
tizere; wq Uzerinde bir X noktasi, [W X] dogru pargasi w; in bir gap: olacak sekilde segiliyor. Benzer bigimde
CW M nin gevrel gemeri wy olmak {izere; wy {izerinde bir Y noktasi, [WY] dogru pargasi we nin bir ¢api
olacak sekilde segiliyor. X, Y ve H noktalarinin dogrusal oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Verilen bilgiler ile ZBNC = ZCMB = ZXBC = ZYCB = 90° goriilebilir. w; ile we ¢emberlerinin ikinci
defa kesistikleri noktaya S diyelim. ZXSW = ZY SW = 90° oldugundan X — S — Y dogrusal noktalardir.

/HAB = /ZNCB = ZNBX = ZNSX = «a oldugundan X — H — S noktalar1t ve ZHAC = ZMBC =
LMCY = ZMSY = B oldugundan da Y — S — H noktalar1 dogrusaldir.

Buna gore; X — H — S — Y noktalar1 ayni dogru iizerindedir.

Pozitif rasyonel sayilar kiimesini Q¢ ile gosterelim. Bir f : Q<o — R fonksiyonu asagidaki ii¢ kosulu
saglamaktadir:

(i) her z,y € Qo icin, f(z)f(y) > f(zy);
(ii) her z,y € Qxo icin, f(z +y) > f(z) + f(v);
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(iii) f(a) = a olacak gekilde bir a > 1 rasyonel sayisi vardir.
Her z € Qs igin f(x) = z oldugunu gosteriniz.

@ n > 3 bir tam say1 olmak iizere, bir gember iizerinde ¢cemberi esit yaylara bolen n + 1 nokta igaretlenmigtir.
0,1,...,n sayilarimin her biri tam olarak bir kez kullanilarak igaretli noktalara yazilmasina numaralandirma
diyelim. Biri digerinden ¢emberin dondiiriilmesi ile elde edilen iki numaralandirma ayni sayilmaktadir. Bir
numaralandirmada, a + d = b + ¢ kogulunu saglayan her a < b < ¢ < d igin uglarinda a ve d yazan kirig ile
uclarinda b ve ¢ yazan kirig kesigmiyorsa, bu numaralandirmaya gizel diyelim.

Giizel numaralandirmalarin sayist M, x +y < n ve obeb(x,y) = 1 kogullarini saglayan (x,y) pozitif tam say1
sirali ikililerinin sayis1 IV olsun.

M=N+1

oldugunu gosteriniz.

120


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3561.0

55. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 - 2014 geomania.org

55. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2014

ag < a; < ag < --- sonsuz pozitif tam sayilar dizisi olsun. Tam olarak bir tane n > 1 tam sayisi igin

apg+tar+---+a
an < ngan+1
n

oldugunu gosteriniz.

n > 2 bir tam say1 olmak iizere, n? birim kareden olusan n xn satrang tahtasi verilmistir. n kalenin; her satirda
ve her siitunda tam olarak bir kale olmak tizere, bu satrang tahtasina yerlesimine baris¢il konfigiirasyon
diyelim. k nin en biiyiik hangi pozitif tam say1 degeri i¢in; n kalenin her barigcil konfigiirasyonunda, iizerinde
kale olmayan bir k x k karesi bulunur (yani bu k x k karesinin toplam sayis1 k2 olan birim karelerin hi¢birinde
kale yoktur)?

Bir ABCD konveks dértgeninde ZABC = ZCDA = 90° dir. A dan BD ye gizilen dikmenin ayagi H olsun.
S ve T noktalar sirasiyla [AB] ve [AD] kenarlar iizerinde olmak {izere, H noktasi SCT {iggeninin iginde ve

ZCHS — ZCSB =90°, ZTHC — /ZDTC =90°

ise, BD dogrusunun T'SH iiggeninin ¢evrel gemberine teget oldugunu gosteriniz.
Coziim:

(CHS) ¢emberi AB yi S” noktasinda kessin. £55'C' = 180° — ZCHS = 180° —(90°+£CSB) = 90° - ZCSB
oldugu igin SS” dogru pargasi (CHS) nin capidir. (CHS) nin merkezi O; olsun.

Benzer sekilde (CHT') nin ¢evrel ¢gemberinin merkezi Oz € AD olsun.
CH bu iki gemberin ortak kirigi oldugu igin

0,05 L CH (1)

dir. 010, NCH = {M} olsun.
CM = MH (2)

ABCD Kkirigler dortgeninde AC' ¢apinin orta noktast O olsun. CO/OA = CM/MH = 1 oldugu i¢in OM ||
AH, yani OM L BD dir. O merkez oldugu i¢in OM BD nin orta dikmesidir. Bu durumda

BM =MD (3)

Z01BC = Z01MC = 90° oldugu i¢in O1, B, C, M noktalar1 ¢gemberseldir.
/BCM = ZAOM (4)

121


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4609.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4610.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4611.0

55. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 - 2014 geomania.org

Benzer gekilde ZOoMC = ZC DO = 90° oldugu i¢in M, C, O3, D noktalar1 gemberseldir.

£DCM = £LAO;M (5)
Siniis teoreminden (BMC) nin gap: B

CO, = S BCM (6)
ve (DMC') nin ¢ap1 D

0= GaZbent g

(3) nolu egitlikteki bilgiyi kullanarak (6) ile (7) yi oranlarsak

OH CO; sin/DCM  sinZAO,M  AO, ®
02H - COQ N sin /BCM o SiIlZAolM o A02

Bu durumda, ZAO; H nin agiortay: ile ZAOsH nin agiortayr AH tizerinde ayni1 O3 noktasinda kesisir.
ASO1H ile ATOyH ikizkenar tiggenler oldugu igin

TOs; = O3H = SO; (9)
Yani Os, (SHT') nin merkezidir. O3H 1 BD oldugu igin de BD dogrusu (SHT) gemberine tegettir.

Dar agih bir ABC {iggeninin [BC| kenar tizerindeki P ve @ noktalar1 igin ZPAB = ZBCA ve LCAQ =
/ABC dir. M ve N noktalar sirasiyla AP ve AQ dogrular iistiinde olmak iizere, P noktasi [AM] nin
ve @ noktasi [AN] nin orta noktasidir. BM ve CN dogrularinin ABC' {iggeninin g¢evrel gemberi iizerinde
kesigtiklerini gbsteriniz.

Coziim:

AABC ~ APBA ~ AQAC.

Once aq esitliginden ZBAC = ZBPA = ZAQC, dolayisiyla AP = AQ = PM = QN dur.

AP BP _PM BP

CQ - AQ T CQ QN

Ayrica /ZBPM = ZNQC oldugu i¢cin ABPM ~ ANQC, dolaysiyla ZPBM = ZQNC dir. BM ile CN

nin kesigimine R dersek basit ag esitliklerinden /BQN = ZBRN = /ZBAC olur ki bu da A, B, R, C
noktalariin ¢embersel oldugu anlamina gelir.

Sonra kenar oranlarindan,
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Cape Town bankasi her n pozitif tam sayisi i¢in degeri % olan madeni paralar basmaktadir. Sonlu sayida
madeni paradan olusan ve toplam degeri en fazla 99 + % olan her madeni para koleksiyonunu (koleksiyonda
degerleri ayni olan madeni paralar da bulunabilir) her birinin toplam degeri en fazla 1 olan 100 veya daha
az saylda gruba ayirabilecegimizi kanitlayiniz.

@ Diizlemde herhangi ikisi paralel olmayan ve herhangi ti¢ii noktadas olmayan dogrulara genel durum ozelligi
olan dogrular diyelim. Genel durum 6zelligi olan dogrular, diizlemi bazilarinin alanlar1 sonlu olan bélgelere
ayiriyor; alani sonlu olan her bolgeye sonlu bolge diyelim. n nin yeterince biiyiik tiim degerleri igin, genel
durum ozelligi olan herhangi n dogrunun en az y/n tanesinin mavi renge; higbir sonlu bélgenin tiim simirlar:
mavi olmayacak bi¢cimde boyanabilecegini gosteriniz.

Not: Soruyu /n yerine ¢y/n igin ¢bzenlere ¢ sabitinin degerine gore puan verilecektir.
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Diizlemin sonlu sayida noktasindan olusan bir S kiimesindeki herhangi iki farkli A ve B noktalar1 alindiginda;
|AC| = |BC| olacak gekilde, S nin elemani olan bir C' noktasi bulunabiliyorsa, & kiimesine dengeli diyelim.
S deki herhangi ti¢ birbirinden farkli A, B ve C noktalar1 alindiginda; |PA| = |PB| = |PC/| olacak sekilde,
S nin elemani olan bir P noktas1 bulunamiyorsa, S kiimesine merkezciksiz diyelim.

(a) Her n > 3 tam sayisi igin, n noktadan olugan dengeli bir kiime bulundugunu gosteriniz.

(b) Hangi n > 3 tam sayilar: i¢in, n noktadan olusan dengeli ve merkezciksiz bir kiime bulunabilir?
a, b, ¢ pozitif tam sayilar olmak tizere,
ab—c¢, bc—a, ca—>b

sayilarinin her birinin 2 nin tam kuvveti olmasini saglayan tiim (a, b, ¢) tglillerini bulunuz.

(n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere, 2" geklindeki sayilara 2 nin tam kuvveti deniyor.)
Coziim:

Eger bunlardan bir say1 1 esit olursa, genelligi bozmadan bu ¢ olsun, o halde a — b ve b — a nmin pozitif olmasi
gerekir celigki! O yiizden genelligi bozmadan @ > b > ¢ > 1 = ab— ¢ > ca — b > bc — a kabul edebiliriz.
Burada 3 durum mevcuttur:

Durum 1: Eger a bir ¢ift say1 ise; 2a —b < ca—b = obeb(ab— ¢, ca —b) < obeb(ab—c¢,a(ca—b)+ab—c) < ¢
oldugundan dolay1 a = b = ¢ olmasi gerekir. a(a — 1) = 2" olur. (a,a — 1) = 1 oldugundan a ve a — 1 ikinin
kuvveti olmali. Ancak biri tek olmali. O yiizden bu durumdan a = b = ¢ = 2 elde edilir.

Durum 2: Eger a,b, ¢ sayilar1 tekse; a > b > ¢ > 1 diyebiliriz. ca — b = obeb(ab — ¢, ca — b) < obeb(ab —
c,c(a? — 1)) < gua(a®~1) < 2a+2 < 3a —bolur. O yuzden ¢ = 3 ve a = b + 2 olmas1 gerekir. Buradan
3a—b=ca—b>2(bc—a)=06b—2avea=7T70b=5 elde edilir.

Durum 3: a tek, b ve c sayilar gift olsun. O halde bc—a=1=bc? —b—c=ca—bolur. 3 —b—c= (1 -
c?)(ab—c)+a(bc® —b—c)+(ca—b) oldugundan be? —b—c = ca—b = obeb(ab—c, ca—b) < obeb(ab—c, c*—b—c)
elde edilir. Buradan;

1. Ihtimal: ¢ —b—c # 0 olsun. b*c —b— ¢ < obeb(ab— ¢, —b—c) = |® —b—¢| > bc® —b— ¢ o yiizden
b=c=a=c—-1=ab—c=c(c*-2)=c?*-2=2=a=3,b=c=2olur

2. Ihtimal: @ —b—c=0=b=c—colsun.bc—a=1=a=c*-2—-1 oldugundan ca —b = ¢® —2¢® =
AP -2)=c2-2=2=c=2=a=11,b=6 olur.

Tiim ¢oziimler (a, b, c) = (2,2,2),(2,2,3),(2,6,11),(3,5,7) ve permiitasyonlar1 olur.
|AB| > |AC| kogulunu saglayan bir ABC' dar agili liggeninin ¢evrel gemberi I', diklik merkezi H, A dan gegen
yiiksekligin ayag: ise F' olsun. [BC] nin orta noktasina Mdiyelim. I' cemberi tizerinde ZHQA = 90° olacak

sekilde bir @ ve yine I' gemberi tizerinde ZH K = 90° olacak sekilde bir K noktasi alimiyor. A, B,C, K ve
@ noktalarinin birbirlerinden farkli olduklar: ve I' iizerinde yazildiklar: sirada bulunduklar1 varsayiliyor.

KQH ve FKM ficgenlerinin ¢evrel cemberlerinin birbirlerine teget olduklarin gosteriniz.
Coziim:

AFE dogru parcasi I nin ¢ap1 olsun. AF NT'= D ve I min merkezi O olsun.
1. Advm: Q, H, M, E noktalar1 dogrusaldir.

Kamt: BECH bir paralelkenardir dolaywsiyla E, M, H dogrusaldir. AE gap ve ZAQFE = 90 oldugundan
Q,H, M, E dogrusaldir.

2. Advm: (DHK) gemberi QF ye tegettir.

Kanit: QP dogru pargasi I' min ¢cap1 olacak gekilde P noktasi alalim. P, H, K dogrusaldir. O halde ZHKD =
/ZPQD = Z0QD = 90 — ZQBD oldugunu biliyoruz. ZQMC = ZDMC oldugundan Q BDC' harmoniktir.
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O halde ZQBD = ZQMC diyebiliriz. ZHKD = 90 — ZQMC = ZM HD oldugundan 2. Adimin ispat1 da

tamamlanir.

(K HD) nin merkezi olarak X noktasi alalm. X € [BC] idir ¢linkii BC dogrusu H D nin kenarorta dikmesidir
ve XH 1 QF idir. Buradan XK? = XH? = XF - XM olur bu da XK nm (MFK) ye teget oldugunu
gosterir. XK = XH oldugundan ve XH da (QHK) ye teget oldugundan. XK (QHK) ye teget olur.
Buradan da ispat biter.

Bir ABC iiggeninin gevrel ¢cemberi O merkezli 2 ¢gemberidir. A merkezli bir T' cemberi [BC] kenarim D ve
E noktalarinda kesiyor. B, D, E ve C noktalarinin birbirlerinden farkl olduklar1 ve BC' dogrusu iizerinde
yazildiklar1 sirada bulunduklari varsayiliyor. I' ve € ¢emberlerinin kesisim noktalar1 F' ve G olmak {izere
A, F, B,C ve G noktalarinin (Q iizerinde yazildiklar: sirada bulunduklar: varsayiliyor. BDF {iggeninin g¢evrel
gemberi [AB] kenarm ikinci kez K noktasinda kesiyor. CGE {iggeninin ¢evrel gemberi ise [C'A] kenarim
ikinci kez L noktasinda kesiyor.

FK ve GL dogrularinin farkli olduklarini ve bir X noktasinda kesistiklerini varsayalim. Bu X noktasinin
AO dogrusu iizerinde bulundugunu gésteriniz.

Gergel sayilar kiimesini R ile gosterelim. Tim x ve y gercel sayilar: igin

fla+ fle+y)+ flay) =z + fz+y) +yf(x)
kosulunu saglayan tiim f : R — R fonksiyonlarimi bulunuz.

@ Tam sayilarindan olusan ay, as, ... dizisi
(i) her j > 1i¢in 1 < a; < 2015;
(ii)her 1 <k <ligink+ar #L+ar
kogullarini sagliyor. n > m > N kosulunu saglayan tiim m ve n tam sayilar: icin

n

> (a; —b)| < 1007

j=m+1

olmasini saglayan b ve N pozitif tam sayilarinin bulunabilecegini kanitlayiniz.
Coziim:

Bu pozitif tamsayilardan olugan diziyi noktalar dizisi gibi kabul edip, her n i¢in n den basglayan ve n + a,,
de biten bir yol ¢izecegiz ve buna yolun uzunlugu diyecegiz ayrica uzunlugun degeri a,, olacak. Buna uygun
olarak, bir m # n i¢in m + a,, # n + a, olacak ayrica tam olarak bir pozitif tamsayiy1 diger bir pozitif
tamsayiya gotiiren bir yol bulunacak. Ornek olarak higbir yol ulagmayan -1 gibi- bir pozitif tamsayiya da
Baglangi¢c noktas1 adini verecegiz. Eger herhangi bir Baglangi¢ noktasindan baglayip yollar: takip edersek,
bu dizi siirekli ve artan oldugundan, tam olarak bir yol bizi sonsuz yola iletecek, biz buna 1gin diyecegiz.
uzunlugu en fazla 2015 olan bir 191 bir s noktasiyla baglayacak [n, n + 2014] kapali araligindaki tiim yollara
ugrayacak ve n > s olacak.

Celigki elde etmek i¢in, en az 2016 baglangic noktasindan olusan bir dizi diiglinelim. 2016 baglangic nok-
tasindan bilyiik bir n noktasi alabilirdik fakat suan [n,n + 2014] kapali araliginda en azindan 2016 1gmma
ugrayacak bigimde artan tabiri caizse “sagma” noktalar segecegiz. Boylece herhangi bir b sayisi igin, 1 < b <
2015 olacak gekilde baglangic noktalar: segebilecegiz. N herhangi bir tamsay1iy1 gosterir 6yleki bu tamsay: tiim
baslangic noktalarindan biiyiik olacak. Simdi boyle b ve N tamsayilarinin bulunabilecegini kanitlayacagiz.

Bunu gormek igin ilk 6nce, 2 rastgele tamsay1 alalim &yleki bunlar n > m > N kosulunu saglayan m ve
n olsun. > I 4 @i toplam1 m + 1 den n ye kadar olan yolun toplam uzunlugunu verecek. Bu uzunluklar
birlikte alindiginda 1ginlara giden b alt yollarini -ki bazilar1 bog bir yere ulagmayan yollar da olabilir- olugturur.
Simdi de ilk noktas1 m den biiyiik olan iginlarin noktalarni x1, ..., x;, seklinde isimlendirelim. ¥, ...,y de
bu siralaniga benzer olarak n deki iginlar1 temsil etsin. Bu siralamalarin farklari y; — z1,..., y» — xp benzer

olarak bir yolun uzunluklarin olusturur. Ardigik olarak

n b n
Z a1:Zy] z; = Z aifb:Z(yjfn)fZ(x]fm)
i=m-+n Jj=1 i=m-+n J=1 Jj=1
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Simdi de tiim b 1ginlar1 [m + 1, m + 2015] araligindaki baz noktalara ugrasin, béylece 1 — m, ..., 2, — m
noktalar1 da b iginlan {izerinde {1,2,...,2015} araliginda artan olsun. Dahasi m + 1 bir baglangig noktas
olmadigindan fakat yine de bir 1g1in tistiinde olmas: gerektiginden, 1 bu sayilarin baginda olmall.

b—1 b b—1
T+Y G+1) <Y (a;-m) <1 (2016 — b+ j).
Jj=1 j=1 j=1
Ayni argiiman n iizerinde y1, ..., ¥y, iizerinde uygulandiginda,
b—l b b—1
1+ Z j—m) <1+ (2016 — b+ j).
_7:1 Jj=1 j=1
Taraf tarafa gikarildiginda,
= (b— 1)+ (2015 — b)\ *
> (a; =) <> (2016 —b+4) — (j+1)) = (b—1)(2015 — b) > ( 5 ) = 10072
j=m+1 j=1

Ispat biter. O
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Bir BCF iiggeninin B agis1 diktir. C'F dogrusu iizerinde bir A noktasi |FA| = |F B| olacak ve F noktas1 A
ile C' arasinda kalacak gekilde segiliyor. D noktasi, |[DA| = |DC| olacak ve ZDAB nin agiortay1 AC olacak
sekilde segiliyor. E noktasi, |[EA| = |ED| olacak ve ZEAC nin agiortay1 AD olacak sekilde segiliyor. [C'F]
nin orta noktast M olsun. X noktasi, AMXE bir paralelkenar (AM || EX ve AE || M X) olacak sekilde
seciliyor. BD, F X, ve M E dogrularinin noktadag oldugunu gosteriniz.

n bir pozitif tamsay1 olmak tizere nn lik bir satrang tahtasinin her birim karesine I,M ve O harflerinden biri
yaziliyor;

— Her satirda ve her siitunda harflerin iigte biri I {icte biri M ve iicte biri O dur.

— Uzerindeki birim kare sayist 3 Un kati olan her kogegende harflerin tigte biri I {icte biri M ve tigte biri
O dur.

Sartlarina uygun olarak yazilabiliyorsa n nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

P = AjA;... A kordinat diizleminde bir digbiikey gokgen olsun. A, Az, ..., Ay koseleri tamsay1 kordi-
nathdir ve hepsi bir cember tizerindedir. P nin alan1 S olsun. P nin kenar uzunluklarinin her birinin karesini
tam bolen bir n pozitif tamsayis1 veriliyor. 25 nin n ile tam boliinen bir say1 oldugunu gosteriniz.

Coziim 1:

Gauss tamsayilar ile galisacagiz, Gauss Tamsayilar Kiimesini Z[g] ile gosterelim. Onbilgi olmas: agisindan
bu tamsayilar ile calisirken, a = a + bi, € Z[g] bir saymin normunu N (o) = a& = (a + bi)(a — bi) = a® + b*
seklinde tanimlayacagiz. Sorumuza gecelim.

Herhangi bir késenin kordinatlarmi 1 < ¢ < k olmak tizere, A; icin z; seklinde tamimlayalim. Kanitlamamiz
gereken bir tek asal say1 icin ve herhangi bir e sayisi i¢in, n = p® oldugu.

Simdi p = 4t + 3 olsun, p° | |z; — zi41|? ayrica f = [e/2] icgin, p/ | z; — 241 ifadeleri Z[g] iginde tamsayidir.
Boylelikle Ay, ..., A koseleri p/Z[g] ifadesinin bir altkiimesi olacak ve 25 te p?f = p® = n yi bolecektir.

Son olarak p = 4t + 1 olsun. Yukarda verdigimiz gibi Z[g] i¢inde p = ¢g gibi 2 garpan bulunur. Herhangi
bir z € Z[g] kosulunu saglayan saymim mutlak degerinin karesinin yani |z|> nin p” gibi bir sayiya (p burada
asal ve n bir tamsay1) boliinebilmesi igin gerek ve yeter sart ¢°¢"*® ifadesinin z yi bolmesini saglayan bir s
sayisinin bulunmasidir. Daha diizgiin bir ifade ile, Bir ¢okgenin {i¢ggenlenebilmesi i¢in, tiim ii¢genlerin, bir

S N—sS

0 < s < e kogulunu saglayan bir s sayisi igin, ¢°¢ ifadesinin tiim kenar vektorlerini bolmesi gerekir.
Kanitlayalim.

kolaylik i¢in ilk 6nce e = 1 kabul edelim. Bu durumda tiim kenar uzunluklari1 ¢ veya q nun kati olacaktir. Eger
iki ardigik kenarin ikisi de ¢ nun bir kati ise, bu iki kenarin tiggenlemesinden olusacak liggenlerin kenarlari
da ¢ nun bir kat1 olacaktir. Elde ettigimiz tiggenleri kesip bir kenar1 ¢ veya g nun bir kat1 olan daha kiiglik
cokgenler elde edebiliriz. Yeterince kiiglltiirsek, bir kenari ¢ olan tliggen bdlge elde edebiliriz boylece ilk
durumu kamtlamig olduk. (aym mantik ile ardigik iki kenarmn ¢ nun bir kat1 oldugunu varsayabiliriz.)

Simdi de her ikisi de g veya ¢ ile boliinen ardigik 2 kenar mevcut olmasin. Boyle kenarlar olmadigi ve ¢ nun
ve ¢ nun katlari esit miktarda olacag i¢in, (¢linkii p = ¢q) kenar sayisi ¢ift olmak zorundadir. k£ = 2! olsun.
Genelligi bozmadan ¢|z; — 22 kabul edebiliriz ¢linkii tiim kogeler bir gember iizerinde.

(21 — 22)(23 — 24) - - - (2211 — 221)
(22 — 23) - (221 — 21)

ifadesi bir tamsay1 olmak zorunda. Bu ylizden
(21 —22)(23—24) -+ (221-1—221)(Za — 23) - (Zar — 21) = (21— 22)(Z3 — Z4) - -+ (Z2r—1 — Z21) (22 — 23). . . (221 — 21).

olmali. Denklemin sol tarafi ¢ nun bir kat1 fakat sag tarafi degil , celigki!

Simdi de son olarak e > 2 olsun. Tiimevarimla ilerleyecegiz. Simdi ifade e — 1 i¢in dogru olsun. Gostermemiz
gereken tiim kenarlar icin, ¢°¢°~1~* ifadesinin bir katini icerecek iicgenlemelerin mevcut olmasi. Kanitlamak

igin, s lerin iki tiggen i¢in farkli oldugunu kabul edelim. Ayrica bu ii¢genlerin ortak kenarlarinin oldugunu
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varsayabiliriz ¢linkii bir ticgenlemede bir digerine ulagan mutlaka bir yol vardir. Bir iicgen ¢**g®~ 1! ifade-
sinin bir kat1 olsun, diger iicgen de ¢!¢®~!~%2 ifadesinin bir kat1 olsun. s; < s, kabul edelim. Ortak kenar
mutlaka ¢°2@°~ !5 bir kat1 olmas1 gerekir, ayrica bu kenar uzunlugunun karesi de ¢~ !~*2 ifadesinin bir
kat1 olacak ve p° ile boliinecektir. Cokgenimizin kogegenlerinden biri de bu kenar uzunlugudur. Bu da bize
¢okgenimizi uygun kogullar altinda 2 farkh kii¢lik cokgen meydana getirip iiggenleyebilecegimizi gosterir.

e—1—s

Eger iki tiggende ayni s degerine sahipse, tiim ¢okgen ¢°q nin bir kat1 olacak yani ¢cokgenimizi yine 2
s+1l-e—1—s

pargaya bolebiliriz bu parcalarinda ¢°g®~*® ve ¢°7 ¢ ifadelerinin bir kati oldugunu gérmek zor olmaya-
caktir.

Son olarak problemimize geri donersek, ¢okgenimizi ¢°¢°~* ifadelerinin katlar: ile tiggenlenmisg olarak ele

alabiliriz. Buradaki biitiin iiggenlerin alam da |¢°@®~*|?/2 = p¢/2 ifadesinin bir kat1 olacak yani 25 n = p®
ile tam boliintr. Bl

Koreden bir ¢oztim...
Cozim 2:

Ay = xp, yx olsun. Cokgenin herhangi bir kenar igin, |A,A,|> = (x, — 2,)% + (yp — y)? = n|(xp — 2,)% +
(yp— yr)? esitligi gegerli olacaktir. Yani bu gokgenin tiim kordinatlarmi icinde bulunduran bir E kiimesi icin,

nl > (wi— )’ + (4 — yy)°

LjeEE
olmali. Peki ya k — oo olursa ne olur ? Cokgenimiz giderek daireye benzemeye baglar. Yani aslinda

Jim. ZE<x —2;)* + (yi — y;)° = 27R = n|2wR(x)
2y

Burada R cokgenimizin dig teget ¢cemberinin yaricapi.

Sekil diizgiin bir gekle yakinsayacagi i¢in alanini herhangi iki kdgseden dig teget cembere ¢izilen 2 uzunluk
arasinda kalan agi1 olarak « y1 alabilriz

1
S =-kR?>sina= lim 25 = lim k.R%.sina = k.R%. sina
2 k—oo k—o0

(%) nin bir sonucu olarak n|2S kabul edebiliriz. B

Pozitif tamsayilardan olugan en az 2 elemanl bir alt kiimede.Her eleman en az 1 diger elemanla ortak bir
asal.bolene sahipse bu kiimeye misgibi diyelim P(n)=n[sup|2[/sup]+n + 1 olsun

P(a+1),P(a+2),...,P(a+b)

kiimesi mis gibi olacak sekilde bir a negatif olmayan tam sayis1 bulunuyorsa b nin alabilecegi en kiigiik deger
nedir?

Tahtaya
(r—1)(x—2)--(r—2016) = (x — 1)(z — 2) - - - (x — 2016)

denklemi yazilmigtir (denklemin her iki tarafinda 2016 gar lineeer garpan bulunuyor).Bu 4032 lineer garpandan
tam olarak k tanesi, her iki tarafta en az birer ¢arpan kalacak ve geriye kalan denklemin hig reel ¢6ziimii ol-
mayacak sekilde, silinebiliyorsa k nin alabilecegi en kiiciik deger nedir?
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Coziim:

Yamtlrnlz:

1008 egitsizligi alt alta yazalim.

(z—1)(z—-4) < (z—2)(xz—3)
(z=5)(z—-8) < (z—6)(z—T7)
(x—=9)(x—12) < (x—10)(x—11)

(¢ — 2013)(z — 2016) < (x — 2014)(z — 2015).

Buradaki biitiin esitsizliklerde, en fazla bir tane negatif terim yer alacak, her iki taraf birden 0 olmayacak.
Eger her iki taraftan birinde tam olarak bir negatif terim varsa, bu negatif terim egitsizliklerin sol tarafinda
olacak yani esitsizlikleri taraf tarafa garpabiliriz. Kontrol etmemiz gereken durum, z € (4m — 2,4m — 1)
(burada m m. egitsizligi ifade ediyor.) ¢linkii esitsizligin iki tarafinda da 9 garpami yer alabiliyor. O halde
Gostermemiz gereken

2016
(4k + 2)(4k + 3)
kl;[o @)@kt 4) ~°

oldugu.
Bu ifadenin esiti
016 2016
(4k + 2)(4k + 3) 1
—= 1 14— 1.
H (4k + 1)(4k + 4 =2 tog (14 Gy ) <
E>0

oldugundan ve log(1 + t) < ¢ esitsizligi gegerli oldugundan,
2016

1
;O @k Dk +d) <7

esitsizligi gecerli. O

tadag degildir. Ash her dogru parcasiin bir ucunu segip oraya bir kurbagayl yiizi dlger uca dontiik olarak,
yerlestirecektir. Daha sonra n — 1 defa el c¢irpacaktir. Elini her cirptiginda, kurbagalarin her biri hemen
ileri atlayip kendi dogru parcasi iizerindeki bir sonraki kesisim noktasina konacaktir. Bu kurbagalar atlama
yonlerini hi¢ bir zaman degigtirmezler. Ash bu kurbagalar1, herhangi iki kurbaga asla ayni1 anda ayni kesigim
noktasinda bulugsmayacak gekilde yerlestirmek istiyor.

Dogru pargalari, sartlara uygun olarak nasil verilmis olursa olsun,
(a) n tekse, Asli'min amacina ulagabilecegini gosteriniz.

(b) n giftse, Asli’'nmin amacina ulagamayacagini gosteriniz.
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Her ag > 1 tam sayisi igin ag, a1, asg, . . . dizisi su sekilde tanimlaniyor:

ege tam say1 ise
her n > 0 i¢in an41 = Van gur\/a*n m say1 i
an +3 diger durumda

ap 1n hangi degerleri icin 6yle bir A tam sayis1 vardir ki sonsuz ¢oklukta n degeri i¢in a,, = A olsun?
Coziim:

Sorudaki sart icin 3|ag olmas: gerek ve yeterlidir.

3lag olsun. ag > 9 ise serinin 3,6,9 dongiisiine girecegi agiktir. ag > 9 olsun, (3k — 3)? < ag < (3k)?
olmak iizere k > 1 ise serideki sonraki tamkare (3k)? den sonraki terim 3k < (3k — 3)? olacaktir, yani seri
her tamkareye vurduktan sonra 6nceki aldigi degerlerden daha diisiik bir degere varmaktadir, bu da pozitif
tamsayilarda sonlu kez tekrarlanabileceginden bir siire sonra k& = 1 olur, dizi 3, 6,9 dongiisiine girer.

Dizinin bir terimi 3%k + 2 formatinda olursa dizinin siirekli artmaya baslayacagi, dolayisiyla sonsuz kez gecen
bir terim bulunamayacag: aciktir. Jimdi dizide 3k + 1 formatinda bir terim varsa 3k + 2 formatinda bir terim
de bulunacagini gosterelim.

(3k)? < a; olan en biiyiik k say1sii alalm. Eger dizideki bir sonraki tamkare (3k+2)? ise sonraki terim 3k +2
olur, istenen elde edilir. Eger (3k + 1) ve k > 1 ise 3k + 1 < (3k — 3)? olur, benzer sekilde bu kiiciiltmeyi
sonlu kez uygulayabilecegimizden bir siire sonra k = 1, a, = 16, a2 = 2 olur, istenen elde edilir ve ispat
biter.

Gergel sayilar kiimesi R ile gosterilsin. Tiim z,y gergel sayilar: igin

F(f@) fy)+ flx+y) = flay)

esitligini saglayan tim f : R — R fonksiyonlarim bulunuz.

Bir ave1 ve bir gorlinmez tavsan diizlemde bir oyun oynuyorlar. Tavsanin baglama noktasi Ag ile avcinin
baglama noktasi By aynidir. Oyunun (n — 1)’inci turunun sonunda tavsan A,,_; noktasinda, avcl ise By, _;
noktasinda bulunsun. Oyunun n’inci turunda, su ii¢ islem sirayla gergeklesiyor:

(i) Tavsan A,_; noktasna tam olarak 1 birim uzaklikta bulunan bir A,, noktas: se¢ip gériinmez kalarak
A, ye yerlesiyor.

(ii) Bir takip cihaz1 avciya bir P, noktas: bildiriyor. Takip cihazinin aveciya verdigi tek garanti P, ile A,
arasindaki uzakligin 1 birimden fazla olmadigidir.

(iii) Aver B, —; noktasina tam olarak 1 birim uzaklikta bulunan bir B,, noktas: segip goriiniir kalarak B,
ye yerlegiyor.

Tavgan nasil hareket ederse etsin ve takip cihazi hangi noktalari bildirirse bildirsin, avci kendi hareketle-
rini &yle secebilir mi ki 10° tur sonunda kendisiyle tavsan arasindaki uzakhgm 100 den fazla olmayacagini
garantilesin?

Bir Q ¢emberi iizerinde birbirinden farkli R ve S noktalar1 RS c¢ap olmayacak sekilde aliniyor. 2 ya R de
teget olan dogru ¢ olsun. T noktasi, [RT] dogru parcasinin orta noktasi S olacak gekilde aliniyor. £ nin kisa
RS yay1 tlizerinde bir J noktasi, JST tiggeninin gevrel ¢emberi I' ile ¢ dogrusu iki farkli noktada kesisecek
sekilde alimiyor. T" ve £ in kesigim noktalarinin R ye daha yakin olam A olsun. AJ dogrusu 2 y1 ikinci kez K
da kessin. KT nin I' ya teget oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

Oncelikle RK / /AT oldugunu gosterelim. JST A kirigler dortgeni oldugundan ZSTA = « dersek ZKJS = «
olur. Ayni yay1 goren gevre agilar egit oldugundan /K RS = « olur. Sonug olarak RK//AT

Simdi PT//RA olacak bigimde bir P noktas: alalim. Bu durumda PT AR paralelkenar olur. S noktasinda
kosegenler kesigseceginden A, S, P noktalari1 dogrusaldir ve paralelkenarin diger kdgegenidir.

ZRKS = 3 diyecek olursak teget kirig agidan ZSRA = 3 olur. Sekil paralelkenar oldugundan /PTR = (3
olur. ZPKS = 180 — 8 oldugundan PK ST g¢emberseldir. Bu durumda ZKTS = 0 = ZKPS = LPAT
olacaktir. Bu ise ispat1 bitirir.

N > 2 verilmig bir tam say1 olsun. Herhangi ikisinin boylar1 birbirinden farklh olan N(N + 1) futbolcu bir
sekilde yan yana siraya dizilmigtir. Takimin antrenérii bu siradan N(N — 1) futbolcuyu &yle gikarmak istiyor
ki geriye kalan 2N futbolcudan olugan yeni sira asagidaki N adet sart:1 saglasin:

(1) En uzun futbolcu ile ikinci en uzun futbolcu arasinda kimse olmayacak,

(2) Ugiincii en uzun futbolcu ile dordiincii en uzun futbolcu arasinda kimse olmayacak,

(N) Ikinci en kisa futbolcu ile en kisa futbolcu arasinda kimse olmayacak.

Antrenériin bunu her zaman yapabilecegini gosteriniz.
Coziim:

Oyuncularin boy siralamalarii diiglinelim, kisadan uzuna her biri N + 1 kisi igeren N gruba ayiralim. Simdi
solda saga diziligteki ilk kigilere bakalim, ayn1 gruptan iki kisi buldugumuz anda duralim, bu iki kisiyi segelim,
geldigimiz yere kadar olan kisileri, bu iki kiginin bulundugu gruptaki kalan kisileri atalim. Gozlemleyelim ki
baz1 boy gruplarindan 1 kigi attik, bazilarindan hi¢ atmadik. Hi¢ atmadiklarimizdan da rastgele sectigimiz
bir kigiyi atalim.

Tam olarak 2N kisi atmig oluruz, ayrica basta olusturdugumuz N boy grubundan N —1 tanesi IV kisiyle hala
durmaktadir, dolayisiyla tiimevarimsal olarak ayni iglemi tekrarlarsak her boy grubundan bir ikiliyi sirada
birbiriyle kesigmeyecek gsekilde se¢mis oluruz, ispat biter.

x ve y tam sayilar1 aralarinda asalsa (x, y) siral ikilisine temel ikili diyelim. Sonlu sayida temel ikiliden olugan
herhangi bir S kiimesi verilmis olsun. Asagidaki sart1 saglayan bir n pozitif tam sayis1 ve ag, aq, ..., a, tam
sayilar1 bulunabilecegini gosteriniz:

S deki her (z,y) icin agz™ + a12™ 1y + a2y + -+ ap_12y" ! + a,y™ = 1 dir.
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Dar agili bir ABC ii¢geninin gevrel gemberi I" olsun. [AB] ve [AC] dogru parcalar iizerinde sirasiyla D ve

E noktalar1 |[AD| = |AE)| olacak sekilde alimiyor. [BD] ve [CE] nin orta dikmeleri I min kiigiik AB ve AC
yaylarini sirasiyla F' ve G noktalarinda kesiyor. DE ve F'G dogrularinin paralel olduklarin veya ayn dogru
olduklarini gosteriniz.

Coziim 1:

Cemberin merkezi O orta dikmelerin biiyiik yayalar1 kestigi noktalar F’ ve G’ olsun. |AD| = |AE| = 2z
olsun. O’dan AB ve AC’ye inen dikme ayaklar sirasiyla K, L ve FF'NAB =T,GG'NAC = R olsun. K ve
L, AB ve AC’yi ortalayacagindan |KT| = |LR| = z olur. O’dan FF’' ve GG'’ne inen dikme ayaklar1 sirasiyla
S ve @ olmak tizere SOKT ve LOQR dortgenlerinin dikdértgen oldugu agiktir. Buradan |OS| = |0Q| = =
olur. FF' N GG’ = P olsun. Deminki egitlikten APOS ve APOQ estir. |SP| = |PQ| = a olur. |PG'| = b ve
|PF'| = ¢ olsun. S ve @ sirasiyla F'F’ ve GG''nii ortaladigindan |F'P| = 2a + ¢ ve |GP| = 2a + b olur. Simdi
P’ye gore kuvvet yazarsak (2a + ¢)c = b(2a 4 b) = 2ac + ¢ = 2ab+ b*> = (¢ — b)(c+ b+ 2a) = 0 olur. Tkinci
garpan 0 olmayacagindan b = c olur. ZF PG = 2« olsun. F PG ikizkenarhgindan /PFG = /PGF = 90° —«
olur. FGN AB = X olmak lizere ZFXT = « olur. Zaten ZTAR = 180° — 2« oldugundan ADE ikizkenar
iggeninde ZADE = o’dir. Bu durumda F'G dogrusu ya DE’ye paraleldir yada bu iki dogru aymi dogrudur.

Cozim 2:

Bir 6nceki ¢éziimiin aymisim soyle ifade edebiliriz.

SOKT ve LOQR birer dikdortgendir. OS = KT = LR = OQ oldugu i¢in FF' ve GG’ kirigleri O dan eg
uzaklikta olduklar: i¢in F'/F' = GG, dolaywsiyla FP = GP.

ZFPG =2« dersek, ZAXG = ZADE = a« = DE || BC olacaktir.
Hangi n > 3 tam sayilar icin, an41 = a1 ve apy2 = ag olup her i =1,2,...,n icin
a;Git1 + 1= ait2
esitligini saglayan aq,aq, ..., anto gergel sayilart bulunur?

Egkenar tiggen seklindeki bir say1 diziliginde en alttaki satir digindaki her bir say1 kendisinin hemen altindaki
iki sayinin farkinin mutlak degerine esitse bu dizilige bir tuhaf Pascal i¢geni diyelim. Ornegin, agagida 1 den
10 a kadar tiim tam sayilar igeren dort satirh bir tuhaf Pascal {iggeni gosterilmistir.

2 6
5 7 1
8§ 3 10 9

1den 1+2+---+4 2018 sayisina kadar tiim sayilar: iceren 2018 satirli bir tuhaf Pascal tiggeni var midir?
Coziim:

iddia: n > 36 tam sayis1 i¢in 1 den 1+ 2+ ...+ n sayisina kadar tiim sayilar1 iceren n satirh bir
tuhaf Pascal tiggeni yoktur. (n = 2018 i¢in asagidaki ¢6ziim ¢ok daha kaba ve basit sinirlarla
yapilabilir)

Boyle bir iiggen bulundugunu varsayalim.

1,2,...,n sayilarina beyaz say1 diyelim.
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Gozlem 1: Beyaz sayilarin hepsi farkh satirlardadir.

Ispat: Ucgenin en iistiindeki sayiya a; diyelim. Bu saymin farki oldugu bir alttaki satirdaki biiyiik sayiya by,
kiiclik sayiya ao diyelim. Benzer sekilde ag, ..., a, ve bs,...,b, tammlayalim. Simdi gorelim ki

142+...4n>b,=a1+as+...+a,>14+2+...4+n

Dolaysiyla {a,...,a,} ={1,2,...,n} olmahdir.

Ayrica bu demektir ki b, =142+ ...+ n en alt satirda olmak zorundadir.
Simdi b,,b, —1,...,b, — n sayilarina kirmizi say1 diyelim.

Gozlem 2: n. satirda en fazla 5 + 1 kirmizi say1 bulunabilir.

Ispat: Aksini varsayalim. Bu durumda n. satirda Gyle iki yan yana say1 ¢ifti bulunur ki ikisi de kirmizi sayidir
(bu say1 ¢iftleri gakigabilir, sikint1 yok) Ayrica iki kirmizi sayimn farki beyaz say1 oldugundan, bu iki say1
ciftinin farkindan gelen bir iist satirdaki sayilar beyaz olacaktir, yalniz birinci gézlemden dolay: bir satirda
iki beyaz say1 bulunamaz, geligki.

Gozlem 3: n. satir haricindeki satirlarda en fazla iki kirmizi say1 bulunabilir.

ispat: Eger son satir harici bir satirda kirmizi say1 bulunuyorsa, bu kirmizi sayi iki saymin farki olmak
zorundadir. Gorelim ki bu iki sayidan kiigiikk olani beyaz say1 olmak zorundadir. Bir satirda tam olarak
bir beyaz say1 bulundugundan, bu satirin iist satirindaki kirmiz sayilar bu sayiya ¢aprazdan komsu olmak
zorundadir, dolayisiyla en fazla iki kirmizi say1 bulunabilir.

olur.

Gozlem 4: m. satirdaki en biiyilik say1 @, = by — @ — A1 — .. — Qa1 < by — w

Ispat: m. satirdaki en biiyiik say1y1 alip, bu sayidan baslayarak bu sayimnm fark: oldugu iki sayidan biiytik
olan1 takip edersek her seferinde sayimiz bir alt satirdaki en kiigiik say1 kadar artar. Bu en kii¢iik say1 da en
az o satirdaki beyaz say1 olacagindan yukari giktikga en biiyiik say1 bir alt satirdaki beyaz say1 kadar azalir.

Gozlemden dolay1 % > n sartmm saglayan bir m sayis1 icin m. satir ve iistiinde kirmizi say:
bulunamaz. Bu sart: saglamayan en biiylik m tam sayis1 i¢in liggende bulunabilecek kirmizi sayilarin sayisi
3n

en fazla § + 1+ 2(n — m) veya daha az olur, eger m > =t oldugunu gosterirsek tiim kirmizi sayilar:

yerlestirmeyecegimizi elde ederiz, bu da boyle bir tiggen olmadigini kanitlar.

Eger ifadede m yerine %—&—1 koydugumuzda sol taraf biiyiik oluyorsa isteneni elde etmis oluruz, koydugumuzda
ise

n? — 4n > 32n elde ederiz, n > 36 oldugu icin dogrudur, ispat tamamlanir.

Not: Daha uygun bir ispat ile sinir n > 5 e kadar gekilebiliyor, buradaki makalede ispat1 ve
baz1 tuhaf Pascal iiggenleri siralaniyor.

Koordinat diizleminde, « ve y nin 20 den kiigiik veya esit pozitif tam sayilar oldugu her (z,y) noktasina
yuva diyelim.

Baslangicta, 400 yuvanin hic biri tag icermiyor. Ik hamleyi Ash yapmak iizere Ash ve Burcu sirayla hamle
yapiyorlar. Ash her hamlesinde, tasg icermeyen bir yuvaya yeni bir kirmizi tasi, kirmizi tag iceren herhangi iki
yuvanin arasindaki uzaklik v/5 ten farkli olmak kosuluyla yerlestiriyor. Burcu her hamlesinde, tas icermeyen
bir yuvaya yeni bir mavi tag yerlegtiriyor. (Mavi tag igeren bir yuva ile diger herhangi bir yuvann arasindaki
uzaklik ile ilgili herhangi bir kogul yoktur.) Sirasi gelen kigi hamle yapamiyorsa, iki kisi de tag yerlegtirmeyi
birakiyor.

Burcu mavi taglarini nasil yerlegtirirse yerlestirsin, Ash en az K adet kirmiz1 tag yerlestirmeyi garantileye-
biliyorsa, K nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

Bir ay,as,... sonsuz pozitif tam say1 dizisi ile bir N > 1 tam sayis1 i¢in

ai a2 Gp—1 G
a2 as Gp aq

ifadesi, her n > N igin bir tam sayiya esit oluyor. Her m > M i¢in a,,, = a.,+1 olacak gekilde bir M pozitif
tam sayis1 bulundugunu gosteriniz.
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Coziim:

ifadeye S, diyelim. Her n > N igin S,11 — S, € Z olacaktir. Bu da
a1+ Gpt1 | Gpy1(@ne1 — an) — a1 - a, olmasima denktir.

Gozlem 1: ani1 | a1 - ayn oldugundan dolay: (an)n>n dizisinin elemanlarindan en az birini bélen asallarin
ktimesi sonludur.

Gozlem 2: Bir p { a1 asal sayisi aldigimizda, vp(an41) < vp(ay) olur. Dolayisiyla bu asallar igin vy, (ay,) dizisi
bir yerden sonra sabitlenmek zorundadir (sifirin altina inemez, sonlu kez azalabilir).

Iddia: Bir q | a; asah alirsak, v,(a,,) dizisi bir yerden sonra sabitlenmek zorundadir.

Ispat: Varsayalim ki bir ¢ asal icin bu dizi sabitlenmiyor olsun.

Ispatlayacagiz ki bir K tam sayist ve her n > K igin v,(a,) > v,y(a1) olur.

Oncelikle v,(ax) > vy(ar) olan bir k tam sayismin varhgm gorelim. Eger bu dizi azalmayansa ve sabitlen-
miyorsa bir yerde v,(ai) > vq(a1) olacaktir.

Eger vy(ak—1) > vg(ax) olan bir k varsa, a1 - ax | ax(ax — ar—1) — a1 - ax—1 oldugundan iki taraftaki ¢ asalimin
kuvvetlerini incelersek:

vg(ag(ar — ag—1)) = 2v4(ar) oldugundan eger vqy(ar) < vq(ar) ise

2vq4(ag) < vg(ar - ag—1) olacagmdan vy(RHS) = 2v4(ar) < vg(ar - ax) = vg(LHS) olur, ama LHS | RHS,
celigki.

Gozlemleyelim ki ayn1 zamanda burada ispatlamig oldugumuz sekilde eger dizi bir noktada azaliyorsa, o
noktada v,(aq) in altina inemez. Dolayisiyla her n > k icin v, (ai) > vq4(a1) olur, alt iddiay: ispatlamig olduk.

Son olarak n > k i¢in vy(ay,) dizisinin artmayan oldugunu gosterirsek sonlu kez azalabileceginden bir yerde
sabitlenir ve iddiay1 ispatlamisg oluruz.

Aksini varsayalim, vg(ay+1) > vq(ay) > vg(ar) olsun. Yine a; - ayq1 | Goy1(@us1 — ay) — a1 - @, ifadesinde iki
taraftaki ¢ asalimin kuvvetlerini incelersek:

vg(ar - ay) < vg(ayt1) + vg(ay) oldugundan vy (RHS) = v4(a1 - ay) < vg(ar - ayy1) = vg(LHS), celigki.

Ispatladigimiz iki gézlem ve iddiay1 birlestirdigimizde (a,) dizisinin de bir yerden sonra sabitlenmesi ge-
rektigini goriiriiz, q.e.d.

@ Bir digbitkey ABC'D dértgeninde |AB| - |CD| = |BC| - |DA| esitligi saglamyor. ABCD nin i¢ bolgesindeki
bir X noktasi
/XAB = /ZXCDve/XBC = /ZXDA

esitliklerini saghyor. ZBX A+ ZDXC = 180° oldugunu gosteriniz.
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Tam sayilar kiimesi Z ile gosterilsin. Tim a ve b tam sayilar i¢in

f(2a) +2f(b) = f(f(a+D))

kosulunu saglayan tiim f : Z — Z fonksiyonlarim bulunuz.
Coziim:

Yanit:n herhangi bir tam say1 olmak iizere f(x) =0 veya f(zr) =2z +n

a=0veb=n+1 alalhm.

FO)+2f(n+1) = f(f(n+1))

a=1ve b=n alalim.

f2)+2f(n) = f(f(n+1))

Bu iki esitlik birbirine egitlenirse

fin+1) = f(n) =
elde edilir.
f(n+1) — f(n) bir sabit olmas1 ancak ve ancak f(n) in dogrusal olmasi ile miimkiindiir.

f(n) = zn + y olsun. Yerine yazalim.

z2a+y+2.(zb+y) = f(z.(a+b)+y)=z.(x.(a+b) +y)+vy
2ax + 2bx + 3y = 2°.(a+b) + xy +y
2.(z.(a+b)+y) =z.(x.(a+b) +y)

(x—2).(z.(a+bd)+y)=0

Buradan z = 2 veya z.(a + b) +y = 0 elde edilir.
a) z=2ise f(n) =2n+y , y € Z oldugu goriilebilir.

b) a+b= Y vani a+ b sabit olmasi gerekir ancak her a, b sayisi icin ¢ozliim aradgimizdan miimkiin degildir.
x

Fakat £ = 0 durumu tammsizdir. Bunu f(n) = y koyarak incelemeliyiz.

fla) +2f(b) = f(f(a+b))

y+2y=fy)=vy

yani f(n) = 0 ¢dzlimii de goriiliir.
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Bir ABC ii¢geninde, [BC kenar {izerinde A; ve [AC] kenar tizerinde By noktalar1 aliniyor. Sirastyla [AA4]
ve [BBj] dogru parcalar iizerinde P ve @ noktalar1, PQ ile AB parallel olacak gekilde aliniyor. PB; dogrusu
iizerinde P; noktasi, By noktasi P ile P; arasinda kalacak ve ZPP,C' = ZBAC olacak gekilde aliniyor. Benzer
sekilde, QA; dogrusu iizerinde Q1 noktasi, A; noktas: Q ile @) arasinda kalacak ve ZCQ1Q = ZCBA olacak
sekilde aliniyor.

P, Q, P, ve (1 noktalarinin ¢cemberdes oldugunu gosteriniz.
Coziim 1:

Cizim: https://www.geogebra.org/graphing/hr5zsddy
QA; dogrusu AB ve AC yi sirasiyla Q2 ve Az te kessin.
PB; dogrusu AB ve BC' yi sirasiyla Py ve B3 te kessin.
QA ile PBy, S de kesigsin.

ANAPP, de @2, A1, S noktalari igin Menelaus

AQy PA, PS )
Q2P AJA SP

ANAPP, de B, Ay, B3 noktalari i¢gin Menelaus

AB PA, P,Bs
BP, A1 A B3P

ABQQ-> de Py, By, S noktalar: igin Menelaus

BP, QB; Q25
P,Q2 B1B SQ

ABQRQ2 de A, By, A3 noktalar: i¢in Menelaus

BA QB; Q243
AGs BiB A @

(1) ile (4) G (2) ile de (3) i taraf tarafa garpip egitleyelim.

AQ2 PA1 PQS BA QBl Q2A3 AB PA1 P2B3 BP2 QBl Q2S

i led — 5
Q2P; A1A SP AQ2 B1B AsQ BPy; A1A B3P P,Qo B1B SQ (5)
P. A P,B
Ayrica paralellikten ?;5 = SLI;S‘ oldugu ic¢in gerekli sadelestirmeleri yaptiktan sonra (12423 QS = 323 PB elde

ederiz. Bu da QP || A3sBs demektir.
Soruya geri donersek Z/CP,P = /BAC = ZCA3Bs oldugu icin C, Py, B3, Az cemberseldir. Benzer gekilde
0@Q1Q = LABC = ZCB3As oldugu i¢in C, @1, B3, As ¢cemberseldir. Bu durumda ¢embersellikten elde
ettigimiz ZCP1Q1 = ZC A3Q esitligini kullanarak basit ag1 hesaplariyla

/PPQ =/B1PC+ /CPQ = 4PAB; + ZQ2AA3 = /BQ2Q1 = ZQ2QP

elde edilir. Bu da P, @, P;, 1 in gembersel oldugu anlamina gelir.
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Cozim 2:

ABC {iggeninin ¢evrel cemberi w; olsun.
[BQNuwy ={W}, B# Q olacak sekilde bir W noktas: alalim.
[APNwy ={Z} , A+# Z olacak sekilde bir Z noktas: alalim.

—

m(BAC) = m(BWC) = m(PP.C)
oldugundan dolay1 By, W, Py, C' gemberdestir.

m(CBA) = m(AZC) = m(Q0:C)
oldugundan dolay1 A, Z, Q1,C' ¢emberdestir.
m(VV/C'Fl) = « olsun.

a= m(@l) = m(m) = m(m) = m(B; P,W) oldugundan dolay1 @, P, W, P; ¢cemberdestir.

m(ABC) = m(AZC) = m(QQ:;C)
oldugundan dolay1 A, Z, @1, C' ¢cemberdestir.

m(ZQ1A)) = m(ZCB) = m(BAZ) = m(QPZ)
oldugundan P, @, Z, Q1 gemberdestir.
Dikkat edersek - .
m(PQW) =m(PZW) = «
oldugundan dolay1 P, @, Z, W cemberdestir.
Dolayisiyla Pr, W, P,Q, Z, Q cemberdestir. Ispat biter.
Sekli bilgisayarda ¢izdigim zaman ekleyecegim.
Sanal alemdeki bir sosyal sebekede 2019 kullanici bulunuyor. Bu kullanicilardan bazilar1 arkadagtir. Ar-
kadaghk karsilikhidir, yani A kullanicis1 B ile arkadas ise, B kullanicisi A ile arkadastir. Bu sosyal sebekedeki

arkadaglhik durumlarin degistiren asagidaki tiirden olaylar, her defada sadece bir kere olmak tizere, ¢ok defa
meydana gelebiliyor:

Olay: A, B ve C; A hem B, hem de C ile arkadas olacak, fakat B ile C birbirleriyle arkadag olmayacak
sekilde ii¢ kullanici olmak iizere, arkadaghk durumlar degisip B ile C birbirleriyle arkadas olmaya, A ise
hem B, hem de C ile arkadas olmamaya bagliyor. Diger arkadaglik durumlar: ise degigmiyor.

Baslangicta, 1010 adet kullanicinin her birinin 1009 arkadasi, 1009 adet kullanicinin ise her birinin 1010 ar-
kadagi bulunuyor. Her kullanicinin en ¢ok 1 arkadaginin olmasiyla sonuglanacak olaylar dizisinin bulundugunu
gosteriniz.

k= (2" — 1)(2" — 2)(2" — 4) -+ (2" — 2" 1)

denklemini saglayan tiim (k,n) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.
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Coziim 1:

Bu denklemde n ifadesi icin esitsizlik kurmaya cahsalim. Oncelikle kii¢iik degerler i¢in biraz hesaplar yapalim.
n =1igin k = 1 olur.

n = 2 i¢in k = 3 olur.

n = 3 igin uygun k degeri olmaz.

Not: v,(x) ifadesi p nin issiiniin x e esit oldugunu gosterir.

Esitligin sag tarafi uzun oldugu igin kisaltma amach EST seklinde yazacagim.va(k!) = vo(EST) =0+ 1+

2+...+(n—1):W01ur.

EST = QW.(Q —1).(22 — 1)...(2" — 1) seklinde yazilabilir. 3 | 2" — 1 olacak sekilde n € Z* olmas: igin
n > 2 olmalidir.

Simdi bu tarz sayilar icin n = 2n’ dontisimi yapilabilir.

Kuvvet Kaydirma Teoremi ile v3(4”/ —1) =3 (4"1 — 1"/) =uv3(4—1)+v3(n’) =1+ v3(n') olur.

Daha sonra

va (1) = ;Lﬁij < Z} 27?3 - Z;;

Bu ifadede ise bilinen seri toplami oldugu igin kolayhkla vs(k!) < 2 olur.
De polignac formiiliinden dolay1
— k
oK) =D | =]
iz P
oldugunu biliyoruz. Bu formiilii iki esitsizlik arasina sikigtiralim.

E) <opW) < f+ &+t = bty = iy

Simdi
(n—-1
() = =Dy
2
olur. Ayni zamanda % —1<us(k!) < %" oldugundan dolay1
In
k< 22
< 1 +3
O halde ( N 9
n.(n — n

yani 2n? —11n+3 < 0 elde edilir. f(n) = 2n? —11n+3 olsun. n > 7 igin f(n) =24 > 0 ve f'(n) = 4n—11 >
17 > 0 oldugundan dolay1 daima pozitiftir. O halde n < 6 olmalidir.

Zaten n < 3 igin denemistik. O halde
n = 4 i¢in k! = 7.4 olacagindan dolay1 ¢bzlimii yoktur.

n =5 icin EST 2% — 1 = 31 asal carpanina sahip olacagindan dolay1 k! > 31! olur. buradan ise esitligin sol
tarafi 23 ile boliiniirken sag taraf boliinemez.

n = 6 igin de esitligin sol tarafi 23 ile boliiniirken EST 23 ile boliinmez.
O halde denklemin ¢oziimleri {(3,2), (1,1)} olarak bulunur.
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Cozim 2:

Yukarida elde ettigimiz <k,

n.(n —1)
2

M)! < k!

oldugunu kullanalim
(n—1
=Dy 22— 1).2n — 2). (20 — 271 < (277 = 27 Yami

on? < (n(n -1

esitsizligi gelir.
n = 6 igin yanhg oldugunu gorebiliriz .
n > 7 i¢in ispatlayalim.

(%)! = 151.16.17..... (@) > 2362

sorudan elde ettigimiz esitsizlik ile geligir.

G o g2n(n-1)-24 o gn® gn®on—24 5 gn® oldugundan

n = 6 ic¢in de egitsizligin gecerli oldugunu elle test etmistik. n < 5 olmalidir.

geri kalani diger ¢oziimle aynidir.
Cozim 3:

n > 5 sayilar igin ifade 31 ile boliinecektir.
v (EST) = Lg | tir. (3125 — 1)

n n s oS k
10 = Lgd Son(BST) = v () = X0 l5i7) < X0l 5t = 35

3n < k elde edilir.
9
1. Coztimde ispatladigimiz k < Zn + 3 esitsizlikleri birlestirilirse
12n < 9n + 12 yani n > 5 i¢in n < 4 gelir. Celigki oldugundan n < 5 olmaldir.
Geri kalani diger ¢oztimlerle aynidir.
Not: Neredeyse sececegimiz her tek p asal sayisi icin bu tarz bir esitsizlik yakalamak miimkiindiir.
Bath Bankasi1 bir yiliziinde H, diger yliziinde T yazan madeni paralar basmigtir. Bu paralardan n tanesi
soldan saga dizilmig olarak Giray’in 6niinde duruyor. Giray su iglemi tekrar tekrar uyguluyor: éniindeki
paralardan tam olarak k > 0 tanesinin H yiizi iistteyse, soldan k-inci siradaki paray1 ters geviriyor; aksi

halde, yani tiim paralarin T yiizii iistteyse, duruyor. Ornegin, n = 3 durumunda T HT dizilisiyle baglayan
stire¢ THT — HHT — HTT — TTT olarak devam edip {i¢ iglem sonunda durur.

(a) Baglangigtaki dizilis nasil olursa olsun, Giray’in sonlu sayida iglem sonunda duracagini gosteriniz.

(b) Her C baglangig diziligi igin, L(C) ile Giray’'in durana kadar yaptig islem sayisi gosterilsin. Ornegim
L(THT) =3ve L(TTT) = 0 dir. Her bir C baslangig dizilisi i¢in L(C) degerinin ayr1 ayr belirlenmesiyle
elde edilen 2™ adet saymin ortalamasini bulunuz.

@ |AB| # |AC| kogulunu saglayan dar acili bir ABC ii¢geninin i¢ teget gember merkezi I dir. ABC nin i¢ teget
gemberi w; [BC], [CA] ve [AB] kenarlarina sirasiyla D, FE ve F noktalarinda tegettir. D den gegip EF ye
dik olan dogru w ile ikinci kez R noktasinda kesigiyor. AR dogrusu w ile ikinci kez P noktasinda kesisiyor.
PCFE ve PBF iiggenlerinin gevrel gemberleri ikinci kez () noktasinda kesisiyor.

DI ve P(Q dogrularimin, A dan gecip Al ya dik olan dogru iizerinde kesigtigini gdsteriniz.
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ABCD digbiikey bir dortgen olsun. P noktasi, ABC'D nin i¢ bolgesindedir. Asagidaki oran esitlikleri
saglanmaktadir:

LPAD : /PBA: /DPA=1:2:3=/ZCBP:/ZBAP: /BPC.

ZADP agisinin i¢ agiortayinin, ZPC B agisinin ig aglortayinin ve [AB] dogru pargasinin orta dikmesinin ayni
noktadan gectigini gosteriniz.

Coziim:

Z/ADP nin agiortayi ile ZPCB nin agiortayinin kesigim noktasi @ olsun. [AD] ve [BC] iizerinden sirasiyla T
ve R noktalar1 alalim 6yle ki Z/TPA = ZTAP ve ZRPB = ZRBP olsun. Acgilar yazarak basitce PT 1 D@
ve PR 1 CQ oldugu goriilebilir. O halde DT'QP ve CRQP deltoidleri olugur. |QR| = |QP| = |QT| bulunur.

Ayni zamanda acilar isimlendirilirse

/PTA+ /PBA =180° ve ZPRB+ ZPAB = 180° olur. O halde PT'AB ve ABRP kirigler dortgenleri elde
edilir. Yani

ABRPT Kkirigler beggeni olarak bulunur. Aym zamanda |QR| = |QP| = |QT| esitliginden dolay1 @ nun
merkez olacagim sdyleyebiliriz Yani |QA| = |QB| buradan da AB ye yiikseklik ¢izilirse ortaladigi goriiliir.

a,b,c,d gergel sayilari icina >b>c>d >0 ve a+ b+ c+ d =1 saglanmaktadir.

(a+2b+ 3¢+ 4d)ab’ccd? < 1

oldugunu gosteriniz.
Co6ziim 1:
Oncelikle soruda verilen a®bPc¢d? ifadesini Agirlikli aritmetik geometrik ortalama esitsizligiyle diizenleyelim.

a.a + bb + C.C + dd Z a+b+c+m
a+b+c+d

Buradan

a? + b2+ A+ d® > a%b.ct.d?

bulunur. Verilen esitsizligin sol tarafini diizenleyelim

(a+2b+ 3¢+ 4d).a®.b°.c°.d? < (a4 2b+ 3¢+ 4d).(a* + b* + * +d*) < 1

oldugunu gostermeliyiz. Denklemi homojen yapmak icin 1 gordiigiimiiz yere (a + b+ ¢ + d)3 yazalim

(a+2b+3c+4d).(a* + > + 2 +d*) < (a+b+c+d)?
oldugunu gostermeliyiz.

(a+2b+3c+4d).(a®> +b*+ 2 +d?)—(a+b+c+d)? = —a?b+a’d— 2ab* — 6abc — 6abd — 2ac* — 6acd — 2ad?
+ b3 + b?d — be? — 6bed — bd® + 2¢* + ¢*d + 3d?
< 0

elde edilir. Esitsizligi diizenlersek:

a’d + b2 + b2d + 2¢® + Ad + 3d® < a®b + 2ab? + 6abe + 6abd + 2ac? + 6acd + 2ad? + be? + 6bed + bd?

bulunur. Asagidaki egitsizlikleri @ > b > ¢ > d > 0 veriligi yardimiyla gosterelim.
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a?b > a2d

ab® > b3

ab?® > b%d

6abc > 2¢3

2ac? > c2d

6bcd > 3d? olur ve sag tarafta hala terim kalmaya devam ettiginden bu esitsizliklerin alt alta toplanmasini
da dikkate alirsak

(a+2b+3c+4d).(a* + > + 2 +d*) < (a+b+c+d)?

esitsizligi ispatlanir ve ispat biter.
Coziim 2:
Denklemi homojen yapmak igin 1 gérdiigiimiiz yere (a + b+ ¢+ d)® yazalim.

(a+2b+3c+4d).(a*> + v+ +d*) < (a+b+c+d)?
oldugunu gostermeliyiz.

Aslinda buradan sonra AoPS forumundan bir ¢éziim yapilabilir:

(a+b+c+d+b+2c+3d) (> +0*+2+d*) = (a+b+c+d)(a® +b* 4 +d?)
+ (b+ 2c+ 3d) (a® + b* + % + d?)

(a+b+c+d) <a2+b2—|—62+d2+228ymab>

IN

= (b+2c+3d) (a®+ b+ +d°) < (a+b+c+d) <22ab>

sym

(b+2c+3d)(a.a+bb+cc+dd) < (b+2c+3d)(a.a+ba+ca+da) = (b+2c+3d)a(a+b+c+d)
oldugundan asagidaki egitsizligin ispat1 soruyu tamamlayacaktir.

(b+2c+3d)a(a+b+c+d) < (a+b+c+d) (225ymab)

= ab+ 2ac + 3ad < 2 (ab + ac + ad + be + bd + cd)

= ad < ab+ 2 (bc + bd + cd)

Bu ifade ise b > d olmasi sonucu dogrudur. Ispat biter.

Esitsizligin zayif olmasina ragmen giiglendirilebilecegini diigliniiyorum.

Agirliklar: 1,2,3,...,4n olan 4n tane tag bulunmaktadir. Her tag n renkten birine boyanmigtir ve her bir
renk ic¢in o renge boyali dort tag bulunmaktadir. Asagidaki her iki kosul ayni anda saglanacak sekilde bu
taglar iki 6bege ayirabilecegimizi gosteriniz:

o Iki Obegin toplam agirliklar1 birbirine egittir.

e Her bir 6bekte her bir renkten tam olarak iki tag vardir.

Bir n > 1 tam sayis1 verilmistir. Bir dagi yamacinda farkh yiiksekliklerde n? istasyon bulunmaktadir. A ve
B teleferik girketlerinin her biri k teleferik seferi diizenlemektedir. Her teleferik seferi bir istasyondan baslayip
daha yiiksekte bulunan basgka bir istasyona aradaki hicbir istasyonda durmadan yapilmaktadir. A sirketinin
k seferinin baglangig istasyonlar: birbirinden farklidir. A sirketinin & seferinin bitig istasyonlar1 birbirinden
farklidir. A sgirketinin iki teleferik seferinden baglangi¢ istasyonu daha yliksekte olanin bitig istasyonu da
daha yiiksektedir. Aym kosullar B sirketi icin de saglanmaktadir. Iki istasyondan alcakta olandan yiiksekte
olana, ayni girketin bir veya birden fazla seferi kullanilarak ulagilabiliyorsa, bu iki istasyona o sirketle bagl
diyelim.

Hem A sirketiyle bagli hem de B girketiyle bagh olan iki istasyonun bulunmasini garanti eden en kiiciik &
pozitif tam sayisini belirleyiniz.
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n > 1 karttan olusan bir deste verilmistir. Her kartin iizerinde bir pozitif tam say1 yazilidir. Herhangi
iki kartin iizerindeki sayilarin aritmetik ortalamasi, destedeki bir veya birkag¢ kartin iizerindeki sayilarin
geometrik ortalamasina esittir.

Hangi n tam sayilar: i¢in kartlarin iizerindeki sayilarin hepsi esit olmak zorundadir?

@ Asgagidaki 6nermeyi dogru kilan pozitif bir ¢ sabiti bulundugunu gosteriniz:

Diizlemde herhangi ikisinin arasindaki uzaklik en az 1 olan n > 1 noktadan olugan herhangi bir S kiimesi
alindiginda, S kiimesindeki her noktadan uzakligi en az cn~'/3 olan ve S deki noktalar1 ayiran bir £ dogrusu
bulunur.

(Bir ¢ dogrusu, uglar1 S de olan en az bir dogru pargasim kesiyorsa ¢ dogrusu S deki noktalar1 ayirir.)

Not. Bir a > 1/3 gergel sayist igin, en~1/3 yerine en~® icin elde edilen sonuclara a nin degerine gore puan
verilebilir.
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n > 100 bir tam say1 olsun. Ash n,n + 1,...,2n sayillarinin her birini farkli bir karta yaziyor. Daha sonra
bu n + 1 kart1 karigtirarak iki gruba ayiriyor. Bu gruplardan en az birinde, tizerindeki sayilarin toplami tam
kare olan iki kartin bulundugunu gosteriniz.

Tim x4, ...,x, gergel sayilar: icin

n n n n

DB SRV(EEETED 99 DRVIERE

i=1 j=1 i=1 j=1
egitsizliginin saglandigini gosteriniz.

|AB| > |AC| olan dar agili bir ABC' ii¢geninin i¢ bolgesinde ZDAB = ZCAD olacak sekilde bir D noktasi
aliniyor. [AC|] kenar tizerinde ZADE = ZBCD olacak gekilde bir E noktasi, [AB] kenar lizerinde ZFDA =
ZDBC olacak sekilde bir F' noktasi ve AC dogrusu tzerinde |CX| = |BX]| olacak sekilde bir X noktasi
alimyor. ADC' ve EX D {iggenlerinin ¢evrel gemberlerinin merkezleri sirasiyla O; ve Oz olsun. BC, E'F' ve
07104 dogrularimin noktadasg oldugunu gosteriniz.

I' gemberinin merkezi I olsun. ABC'D disbiikey dértgeninin [AB], [BC], [C'D] ve [DA] kenarlarinin her biri I
gemberine tegettir. AIC {iggeninin gevrel gemberi Q olsun. [BA] nin A yoniinde uzantis1 € ile X noktasinda,
[BC] nin C yo6niinde uzantis1 2 ile Z noktasinda kesigiyor. [AD] ve [CD] nin D y6niinde uzantilar1 € ile
sirasiyla Y ve T noktalarinda kesigiyor.

|AD| + |DT|+ |TX|+ |XA| =|CD|+ |DY|+|YZ|+ |ZC)|
oldugunu gosteriniz.

Tiiyli ve Ziplak isimli iki sincap kig i¢in 2021 tane ceviz toplamistir. Ziplak, cevizleri 1 den 2021 e kadar
olan sayilarla numaralandiriyor ve en sevdikleri agacin etrafinda ¢embersel bir diizende 2021 tane kiiglik
delik aciyor. Ertesi sabah Ziplak, Tiiylii'niin her delige bir ceviz yerlestirdigini, fakat yerlestirirken cevizlerin
numaralaria hi¢ dikkat etmedigini fark ediyor. Bundan mutsuz olan Ziplak, 2021 hamleden olusan bir
hamleler dizisi uygulayarak cevizlerin yerlerini degistirmeye karar veriyor. k inc1 hamlede Ziplak, £ numarali
cevizin iki komsgusunun yerlerini birbirleriyle degistiriyor. Oyle bir k sayisinin var oldugunu gosteriniz ki;
Ziplak, k mc1 hamlede a < k£ < b koguluna uyan a ve b numarali cevizlerin yerlerini degistirmis olsun.

@ m > 2 bir tam say1, A (pozitif olmak zorunda olmayan) tam sayilardan olusan bir sonlu kiime ve B;, Ba,
Bs, ..., B, kiimeleri A nmin alt kiimeleri olsun. Her k£ = 1,2,...,m i¢in By kiimesinin elemanlarinin toplami
mF dir. A kiimesinin en az m/2 eleman icerdigini gosteriniz.
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Oslo Bankasi, iki tiir madeni para basmaktadir: aliiminyum (A ile belirtilecektir) ve bronz (B ile belirtile-
cektir). n adet alliminyum ve n adet bronz parasi olan Asli, baglangigta bu paralari herhangi bir sirayla yan
yana dizmistir. Ardigik olarak dizilmis ve ayni tiir paralardan olusan diziye zincir diyelim. & < 2n verilmis
bir pozitif tam say1 olsun. Ash, agagida tamimlanan hamleyi tekrar tekrar yapmaktadir: soldan k. siradaki
paray1 iceren en uzun zinciri aliyor ve bu zincirdeki tiim paralar: dizinin en soluna tasiyor. Ornegln n=4
ve k = 4 durumunda AABBBABA siralamasiyla baglayan bir siireg agsagidaki gibi ilerler

AABBBABA — BBBAAABA — AAABBBBA - BBBBAAAA - BBBBAAAA — - .

Baslangictaki siralama nasil olursa olsun, bu siirecin bir noktasinda en soldaki n paranin ayni tiirden olmasini
saglayan tim (n, k), 1 <k < 2n ikililerini bulunuz.

R ile pozitif gercel sayilarin kiimesi gosterilmektedir. Asagidaki sart1 saglayan tiim f : RT — RT fonksi-
yonlarmi bulunuz: Her z € RY icin

zf(y) +yflz) <2

kogsulunu saglayan tam olarak bir tane y € R™ vardur.
Coziim:

R iizerinde R bagintisin1 tanimlayalim.
R={(z,y) eR" xR* [ 2f(y) +yf(z) <2}

Bu bagintinin simetrik oldugu, yani (x,y) € R ise (y,z) € R oldugu barizdir. Bununla birlikte 2Ry ve xRz
ise y = z oldugunu gorelim. Ayrica

A={(z,y) eR" xR" |z =y}

bagintisini da tanimlayalim. Iddiamiz A = R oldugudur. Aksini varsayalim. Bu durumda R — A kiimesi bog
kiime olmayacaktir glinkii fonksiyonun verilen 6zelligi geregi her z € RT igin (z,y) € R olacak sekilde bir y
vardir ve eger A # R ise en az bir tanesi igin = # y’dir. (z,y) € R — A olsun. = # y oldugundan

1
zf(zx)+axf(z) >2 = f(z)> .
. 1.
olacaktir. Benzer sekilde f(y) > —’dir. Dolayisiyla
Y

22xf<y>+yf(m>>§+§>2

olacaktir. Bu bir geligkidir. R — A bog kiimedir. Bu da A = R oldugu anlaminma gelir. Her z i¢in zRz
oldugundan, verilen egitsizlikten

1 1 1
sonuglar1 ¢ikar. Eger f(x) # - olan bir z € RT varsa f(x) = i olacak gekilde bir - > € > 0 vardir.

x # y olan herhangi bir y € R™ icin

1 _ )2 — )2
f(y)+y<e>>2 = gz:cf(y)>27g+ye = £+g*2:u>y€ = %>e
Y T y oz

Yy ry
. ) . (l‘ — y)2 _ 9 IR ) (x — y)2 3
Burada € ne olursa olsun, lim ——— = 0 oldugundan y’yi z’e ¢ok yakin segerek ——— < € olmasim
y—r  xy? xy?

saglayabiliriz. Bu bir ¢eligkidir ¢iinkii her y i¢in €’dan biiyilik olmas:1 gerekiyordu.

1 1
Bu durumda f(z) # = olan bir z olamaz. Her x € RY igin | f(z) = = | olmahdir. Bu fonksiyonun istenilen

x x

sartlar1 sagladig1 da yerine koyularak goriilebilir.
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k bir pozitif tam say1 ve S tek asal sayilardan olugan sonlu bir kiime olsun. S kiimesinin tiim elemanlarinin
bir cember etrafina, yan yana olan herhangi iki elemanin ¢arpiminin bir x pozitif tam sayisi icin 22 + x + k
formunda olmasi koguluyla en fazla bir farkh sekilde dizilebilecegini gosteriniz (rotasyon ve yansimalar sonucu
birbirinden elde edilebilen dizilimler aymi sayilmaktadir).

Bir ABCDE digbiikey besgeninde |BC| = |DE| dir. ABCDE beggeninin i¢ bélgesinde bulunan bir T' nok-
tasimin |[TB| = |T'D|, |TC| = |TE| ve ZABT = /T E A olacak gekilde alindigim varsayalim. AB dogrusunun
CD ve CT dogrulariyla kesistigi noktalar sirasiyla P ve @ olsun. P, B, A, noktalar1 bulunduklar1 dogru
iizerinde bu sirayla yer alsin. AE dogrusunun C'D ve DT dogrulariyla kesistigi noktalar sirasiyla R ve S ol-
sun. R, E, A, S noktalar1 bulunduklar: dogru tizerinde bu sirayla yer alsin. P, S, @, R noktalarinin ¢cemberdes
oldugunu gosteriniz.

a, b pozitif tam sayilar ve p asal say1 olmak lizere

a? =bl+p

denklemini saglayan tiim (a, b, p) tiglillerini bulunuz.
Coziim:

Eger b < p ise p |/a olacaktir. Ayrica bl +p = a? > 1 oldugundan a > 1’dir ve asal boleni vardir. ¢ asah a’y1
bélstin. ¢ # p oldugundan ve ¢ | bl + p oldugundan ¢ |/b! olur ve ¢ > b sonucu elde edilir. Dolayisiyla

bl+p=aP >q° >

olur. b? — b! ifadesi artandir ¢iinki

p—1
(b4+1)P —(b+1)! > — b < (b+1)pbPZ(Z>bk>pbp1 SW>b-b">b+1)! bl =0b-b
k=0

Dolayisiyla b > 2 ise p > bP — bl > 2P — 2 olacaktir. 2P iistel ama p + 2 linear oldugundan esitsizlik p > 3
i¢in saglanmayacaktir. Dolayisiyla b = 2 ise p = 2’dir ancak b < p degildir. Eger b = 1 ise ana denklemde
14 p = aP > 2P elde edilir. Bu esitsizlik ise p > 2 i¢in dogru degildir. Dolayisiyla ¢éziim yoktur.

Eger b > p ise p | b! + p olacaktir ve buradan p | @ bulunur. p > 2 oldugundan p? | a? = b! + p olacaktir.
Buradan p? |/b! elde edilir. Dolayisiyla b < 2p olmalidir.
a? =bl+p<(2p—-1)!+p<(2p)P
oldugunu iddia ediyoruz. Yukarida P — b! ifadesinin artan oldugunu gostermistik, dolayisiyla
2p)P —2p—1D!'>2p—1)P - (2p—1)! > 3P - 3|
olacaktir.
p>2 = 3F—-6>p

oldugundan (2p)? — (2p — 1)! > p olacaktir. Dolayisiyla (2p)P > a? olmahdir, aym zamanda p | a oldugundan
a = p ¢ikar. Denklem

pP —p=1"

halini alir. p = 2 ise (a,b,¢) = (2,2,2) ¢oziimiinii buluruz. p = 3 ise b = 4 ¢ikar ve (a,b,p) = (3,4,3)
¢oziimii elde edilir. p = 5 icin ¢oziim ¢ikmaz.

p > 5 ise ifadelerdeki 2 kuvvetlerine bakalim. va(p? — p) = v2(bl) > va((p + 1)!) olacaktir. Ayrica p tek
oldugundan

va(pP —p) = v2(PP = 1) Z vp((p+1)!) = vap+ 1) + v2(p!)
2 icin kuvvet kaydirma teoremi su gekildedir.

Lemma: 2 | 2 — y ve n giftse

va(x" —y") = v2(x —y) + va(x + y) +v2(n) — 1
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p — 1 ¢ift oldugundan

va(pP = 1) =va(p— 1) +v2(p+1) +va(p— 1) = 1 =202(p — 1) + v2(p+ 1) — 1 > va(p + 1) + va(p!)
= 2u(p—1)—12vp)=v(p-1!) = vp-1)-1>v(p-2)

—1
Ancak p—2 > pT > 2 oldugundan

1) =12 va(lp-2) 2 12 (P50 ) + 0@ = valp - 1)

elde edilir. Bu bir geligkidir. p > 5 igin ¢6ztim yoktur. Tiim ¢oztimler (a,b,p) = (2,2, 2), (3,4, 3) diir.

@ n pozitif bir tam say1 olsun. n X n boyutunda, 1’den n2’ye kadar olan tiim sayilar: iceren ve her birim karede
tam olarak bir tane sayinin yazildigi satrang tahtasina Iskandinav kare diyelim. Ortak kenari paylagan iki
birim kareye komsgu diyelim. Bir birim karede yazilan sayi, bu karenin tiim komsularinda yazilan sayilardan

kiigiikse bu birim kareye vadi diyelim. Agagidaki sartlar: saglayan, bir veya birkag kareden olusan birim kare
dizisine yokus yukar: yol diyelim:

(i) Bu dizideki ilk birim kare bir vadidir,
(ii) Bu dizideki her birim kare, kendinden 6nce gelen birim kare ile komgudur,
(iii) Bu dizinin birim karelerinde yazilan sayilar artan siradadir.

Bir Iskandinav tiim yokus yukar1 yollarmn toplam sayisimin alabilecegi en kiiciik degeri n cinsinden bulunuz.
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Asagidaki kogulu saglayan tiim n > 1 bilegik tam sayilarini belirleyiniz :

dy,ds, ...,d; sayilar1 n sayisinin tiim pozitif bolenleri ve 1 = dy < do < -+ < dp =niseher 1 <i <k —2
i¢in d; sayisi d; 41 + d;42 sayisini boler.

Coziim:

p asal say1 ve m > 1 bir tam say1 olmak tizere, n = p™ seklindeki sayilar sorudaki sart1 saglar.
n nin birden fazla asal béleni oldugunu varsayalim.

p ve q (p < q), n nin en kiiciik iki asal boleni olsun.

n
..., —,n olacaktir.

n
q'p
k
Sorudaki tanim geregi n | i + n T | olacaktir. Egdeger olarak (k tam say1) ¢ = P
q \p* p* p+1
durumda p | ¢ olacaktir. Bu da bagtaki kabuliimiiz ile geligir.

a > 1 tam say1 olmak iizere, n nin bolenleri sirasiyla 1,p, ..., p%, q,..., —, —,

(e%

elde ederiz. Bu

Dar agili bir ABC {iggeninde |AB| < |AC| olsun. ABC' iiggeninin gevrel gemberi Q olsun. Q ¢emberinin
A noktasim igeren C'B yayimin orta noktasi S olsun. A dan BC' ye inilen dikme BS ile D noktasinda ve
Q ile ikinci kez E # A noktasinda kesigiyor. D noktasindan gecen ve BC dogrusuna paralel olan dogru
BE dogrusu ile L noktasinda kesigiyor. BDL {iggeninin g¢evrel gemberi w olsun. w ile Q ikinci kez P # B
noktasinda kesigiyor.

w ¢emberine P noktasinda teget olan dogrunun B.S dogrusu ile ZBAC agisinin ig aciortay1 izerinde kesisgtigini
gosteriniz.

Cozim:

Kolaylik olmasi icin ¢oziim boyunca bir X noktasinin antipoduna X’ diyelim.

Gozlem: P, D, A’ dogrusaldir.

ispat: /EBC = ZEAC oldugu agiktir. Paralellikten bu agilar aym zamanda Z/BLD acisina esittir. Buda
PDBL gemberselliginden ZBPD’ye egittir. PD N Q = R olsun. A’ noktasi i¢gin ZAEA’ = 90° olacagindan

A'E||BC olur. BEA'C ikizkenar yamuk oldugundan EC yaymn 6lglisiit BA’ yaymn dlgiisiine esittir. R ve
A’ cakisiktir. O

SS'NPA" =T, AS’N BS = K olsun.

ES’ yaymm AS yaymna esit oldugu aciktir. ZABS = Z/FEAS’ olur. Buradan |KA|> = |KD| - |KB]| olur.
Eger KP PDBL cemberine tegetse ispat bitecektir ve bu dogruysa |KP|?> = |KD| - |KB| olacagidan
|KP| = |KA| olur. Bunu ispatlarsak soru biter.

Bunun varliginda OK dogrusu, [AP]'na bu dogru parcasinin orta noktasinda dik olacaktir. Dolayisiyla

OK||PD ise ispat biter. Bu dogruysa benzerlikten % = % olacaktir. ADS’S dértgeninde kelebek-
ten Ilff—][()“ = %’dir. AA'D iiggeninde OT orta taban oldugundan |AD| = 2|0T|’dir. Ayrica |SS’| = 2|0S]
oldugu agiktir. Buradan % = % elde edilir. Ispat biter.

k > 2 tam say1 olsun. Agagidaki sart1 saglayan tiim aq, as, ... sonsuz pozitif tam say1 dizilerini belirleyiniz :

ai, as, ... dizisi i¢in 6yle bir P polinomu vardir ki ¢, ¢y, ..., cx—1 negatif olmayan tam sayilar olmak tizere,
P(z) = 2% + cp_12% "1 + - + c12 + ¢p formundadir ve her n > 1 tam sayisi igin

P(an) = Qp+4+1An+2 - An+k

kosulu saglanir.
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Herhangi ikisi birbirinden farkl olan x1, xo, ...x2023 pozitif gercel sayilar: icin,

1 1 1
an =/ (®1+ 22+ +2p) ;4_;4_...4_;
1 2 n

sayist her n = 1,2, ...,2023 icin bir tam sayidir. Buna gore, asges > 3034 oldugunu gosteriniz.

Coziim:

a1 = 1 oldugu basitce goriilebilir.

1 1 1
anp = 4| (x1+ 22+ +xp) ;—F;—F"'—F;
1 2 n

Cauchy—Schwarz
=~ 1 1 1 1 1

> \/($1+$2+"-+$n2)<++"'+ )+\/($n1+$n)( +>
Z1 Z2 Tpn—2 Tn—1 In

oldugunu gosterelim

2
1 1 1 1 1

<\/x1+x2+'~~+xn2\/++~~+ +m\/7+)
T To Tp—2 Tp—1 Tn

S[(\/a:1+a:2+~~~+5€n—2)2+(m>2] ( S 1>+< ! +1>

T T2 Tp—2 Tp—1 T

1 1 1
:(I1+£E2+"'+In) —_t — 44—
T To In

oldugundan her iki tarafin da karekokiinii alip yukaridaki esitsizligi elde ederiz.

AGO

1 1\~~~
Gp—2+ ¢/ (Tpo1 + ) + — > Gp_o+2

Tn—1 LTn

Herhangi iki z; nin birbirine esit olmamas: esitlik durumunun olmamas: anlamina gelir ¢iinkii sonda aritmetik-
geometrik ortalama kullandik.
Sayet a; ler tam say1 oldugundan
Ap > Gp + 2
— Qp 2 ap—2 + 3

elde edilir. a; = 1 oldugundan n = 2023 verildiginde

e N
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n bir pozitif tam say1 olsun. Bir Japon i¢geni, 1+2+- - -4+n adet cemberin, egkenar iiggen seklinde ve her i =
1,2,...,n icin 4. satirda tam olarak bir tanesi kirmizi olan ¢ tane gember bulunacak sekilde yerlegtirilmesiyle
olusmaktadir. Japon tiggenindeki bir ninja yolu, en tepedeki cemberden baslayip her defasinda bulundugu
gemberin hemen altindaki iki ¢cemberden birine giderek en alt satirda biten, n adet gemberden olusan bir
dizidir. Asagida, n = 6 durumunda bir Japon ti¢geni ve iki adet kirmizi ¢ember igeren bir ninja yolunun
ornegi verilmigtir :

Her Japon ti¢geninde en az k adet kirmizi ¢ember igeren bir ninja yolu bulunuyorsa, k& sayisinin alabilecegi
en biiyiik degeri n cinsinden belirleyiniz.

@ ABC Dbir egkenar tiggen olsun. Ay, By, C; noktalar1 ABC' {iggeninin i¢ bolgesinde |BA;| = |A;C|, |CB;| =
IBIA|7 |A01| = |ClB‘ ve

ZBA,C + ZCB A+ LAC, B = 480°

olacak gekilde aliniyor. BCy ve C'By dogrular1 As noktasinda, CA; ve ACy dogrular1 By noktasinda, AB;
ve BA; dogrular1 Cs noktasinda kesigiyor.

Ay B, (1 cesitkenar licgen ise, dyle iki nokta bulundugunu gosteriniz ki AA; Ay, BBy Bs ve CCyCs liggenlerinin
her birinin ¢evrel ¢gemberi bu iki noktadan da geger.
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Asgagidaki sart1 saglayan tiim « gergel sayilarini bulunuz:

Her n pozitif tam sayisi igin
la + [2a] + -+ + [na]

tam sayis1 n sayismin bir katidir. (|z] ifadesi, 2z sayisindan kiigiik veya ona esit olan en biiyiik tam sayiy1
gostermektedir. Ornegin, |—7] = —4 ve [2| = |2.9] = 2.)

(Kolombiya)
Coziim 1:

o gart1 saglasin. |(a + 2)n| = 2n + [na| oldugundan a + 2’de sart1 saglar. 0 < a < 2 araliginda bulunan
¢ozlimler ve z tamsay1 olmak iizere bu ¢ozlimlerin 2z fazlasi ¢6ziimdiir. Bu araliga bakalim. o = 0 ise durumun
saglandig1 agiktir. Bunun 2z fazlasi da ¢ozlim olacagindan tiim ¢ift tamsayilar bir ¢dziimdiir. 0 < « < 1 olsun.
xa =1 ve n tamsay1 olmak iizere n < x < n+ 1 olsun. Zaten x = n € Z* oldugu durumda n|1 olur. Celigki.
Heryeri « ile garparsak na < 1 < (n+ 1) olur. |a| + [2¢] 4+ --- 4+ | (n + 1)« ifadesinde son terim harig
terimler sifir oldugundan [(n + 1)a] n + 1'in katidir. Halbuki bu ifade n 4+ 1'den kiigiiktiir. Celigki. Bu
aralikta ¢oziim yoktur. o = 1 olursa n cift oldugunda ifade n|% - (n + 1) olmasim gerektirir. Saglamaz. Son
olarak 1 < a < 2 durumuna bakalim. Bu durumun —1 < a < 0 durumuna denk oldugu aciktir. Bu araligin
¢Ozumii yontem bakimindan deminkinden farksizdir. Negatif degerler igin ayni iglemlerin simetrigi gegerlidir.

Buradan da ¢6ziim gelmez. Tek ¢6ziim deminde dedigimiz gibi ‘ ¢ift tamsayilardir.

Cozim 2:

S=la]+[2a] +-+ |na]

olsun. Tam deger fonksiyonuyla daha iligik bir ¢6ziim verelim. Benzer bir gekilde

Zi: n—l—l Z EZ la+2] (mod n)

i=1 =1

oldugunu soyleyebiliriz. O zaman « € [0, 2] araligim yani 0 < a < 2 durumunu incelemek yeterli olacaktir.
a =0 ve @ = 2 durumunda tiim n igin n | S’tir ve bu durum ¢ift tam sayilarin usteneni sagladigini ifade
eder. @ = 1 durumunda ise n { S’tir ve istenen kogulu tek tam sayilar saglamaz. Diger durumlar: inceleyelim

1 1 1 i
1) 0 < a < 1:Budurumdan = {—‘ alalim. Buna gore na = [—‘ .a > —.a = 1 oldugu agiktir. Ote taraftan
e ! !

1 1
no = [—‘ .a<a<+1> =l4+a<?2
« e
oldugunu soyleyebiliriz. Bundan dolay1 [na| = 1 olacaktir. Ayrica

n—1
no=n—-1Nat+ta<(n-1la+1<2< (n—1a< 1(:>ZLiaJ =0
i=1
elde edilir. Buna gore S = 1 olur ve her n degeri i¢in n { 1 saglanmaz. Dolayisiyla bu durum elenir.

1) 1 < a < 2: Bu durum bir 6nceki duruma déniigtiirebilir. Zira o = b+ 1 olsun.
n

S = Z i :ﬂ—i-zubj

i=1
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oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica 0 < b < 1 oldugundan Y |b] toplami ¢) durumundaki toplama denktir ve
i=1

1 n
n= [b—‘ alindiginda " [ib] = 1 elde edilir. Dolayisiyla bu durumda
i=1

=, nn+1) K~ n(n+1)
Sf;paj 7T+§Ubj ==+l
ki bu ifade her n pozitif tam sayisi tarafindan boliilnmez ve n 1 .S durumlar da elde edilir.

Sonug olarak hem (0,2) araliginda S toplami her n pozitif tam sayis1 tarafindan bolinmez. « € [0, 2] i¢in
sadece @ = 0 ve a = 2 durumlarinda, tiim ¢ift tam sayilar1 kapsamak iizere toplam n’in bir tam katidir.

Not: Problemin Hermite Ozde§li§i ile de ¢oziilebilecegine inaniyorum. Hermite (")zde§li§i (Hermite’s Identity)
herhangi bir n dogal sayis1 ve x reeli i¢in

|nx| = S {w—i— ;J

i=1
oldugunu sdyler. S toplamindaki tiim tam deger fonksiyonlar: |«]’a indirgenip (mod n)’de gétiiriilebilir.
Sonrasinda ise benzer bir durum incelemesi yapilabilir.

Asagidaki kogulu saglayan tiim (a, b) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz:
(a,b) ikilisi i¢in, dyle g ve N pozitif tam sayilar1 vardir ki, tiim n > N tam sayilar1 i¢in
ebob (a"™ +b,b" +a) =g
egitligi saglanir. (ebob(x,y) ifadesi, z ve y tam sayilarinin en biiyilik ortak bolenini gostermektedir.)
(Endonezya)

Pozitif tam sayilardan olugan aq,as,as, ... sonsuz dizisi ve N pozitif tam sayis1 verilmigtir. Bu dizide her
n > N ic¢in a, terimi; aq,aq,...,a,_1 terimlerinden a,_; terimine esit olanlarin sayisina egittir.

ai,as,as, ... ve as, a4, ag, - - - dizilerinin en az bir tanesinin bir yerden sonra periyodik oldugunu ispatlayiniz.

(b1, b2, bs, . .. sonsuz dizisi; her m > M icin by,4, = b, olacak sekilde p and M pozitif tam sayilar: varsa bir
yerden sonra periyodiktir.)

(Avustralya)

ABC ftuggeninde AB < AC < BC ve ig¢ teget cember merkezi ile i¢ teget gemberi sirasiyla [ ile w ol-
sun. BC kenan tizerinde C noktasindan farkli X noktasi, X noktasindan AC dogrusuna gizilen paralel w
cemberine teget olacak sekilde aliniyor. Benzer gekilde BC' kenar1 tizerinde B noktasindan farkli Y noktas,
Y noktasindan AB dogrusuna cizilen paralel w gemberine teget olacak sekilde alimyor. Al dogrusu, ABC
iiggeninin gevrel ¢emberini ikinci kez P # A noktasinda kesiyor. AC' ve AB kenarlarmin orta noktalar
sirasiyla K ve L olsun.

ZKIL+ /Y PX = 180° oldugunu gosteriniz.
(Polonya)

Coziim 1:

Y’den gizilen tegetin degme noktas1 Y’ olsun. (BC iizerinde olmayan teget.) AB’nin gembere degme noktasi
E olsun. EY"’niin ¢ap oldugu aciktir. Buradan I = EY' N AP olur. YY'N AP =T olsun. ATY'I ~ ANAEI
ve |EI| = |Y'I| oldugundan bu iki tiggen estir. |IT| = |AI| olur. Benzer iglem X’teki teget i¢inde yapilirsa
bu dogrununda 7”den gegtigi goriiliir. Ve deminki esitlikten 7', A’'nin [’ya gére simetrigidir. A'nin K ve L’ye
gore simetrikleri B ve C olacagindan /KIL = ZBTC olur. ZBTC+ /Y PX = 180° oldugunu ispatlamaliyiz.
Paralellikten ZXT A = ZPAC oldugunu soyleyebiliriz. Cemberde agidan /PCA = ZPBC olduguda agiktir.
Buradan ZATX = ZPBX gelir ve BXT P’nin kirigler dortgeni oldugu anlasihr. Z/TBC = ZXPT olur.
Benzer sekilde PTY C’de bir kirigler dortgenidir ve ZTPY = ZTCB olur. /YPX = /TPY + /TPX =
ZTBC + /TCB = 180° — Z/BTC olur. Ispat biter.

151


https://artofproblemsolving.com/community/c262118h1425511
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9299.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9300.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9301.0

65. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 - 2024 geomania.org

Cozim 2:

X ve Y noktalarindan w ¢emberine ¢izilen sozii edilen tegetlerin kesim noktasina Z, AB ve AC’yi kestigi
noktalara da sirasiyla D ve F diyelim. AD || EZ ve AE || DZ oldugundan ADZE bir paralelkenardir. Ayrica
bir icteget cembere de sahip oldugundan egkenar dértgendir. I noktasi igteget cemberin ve dolayisiyla egkenar
dortgenin merkezi oldugu igin A, I, Z dogrusal olur.

LAZX = /PAC = /PBC = B, P,Z, X noktalar1 cemberseldir. Bu ¢gemberden /ZBX = /ZPX
LAZY = /PAB = /PCB = C, P, Z,Y noktalar ¢emberseldir. Bu ¢gemberden /ZCY = ZZPY

Diger taraftan L, I, K noktalar [AB],[AZ],[AC] dogru pargalarimin orta noktalar1 oldugundan LI || BZ,
KI || CZ ve LK || BC dir. KIL ve CBZ fiiggenlerinin kenarlarinin paralelliginden bu iki ti¢ggenin benzer
yani agilarinin esit oldugu sonucuna variriz.

Buradan da ac1 6zellikleriyle /ZKIL + /Y PX = /KIL+ /ZPY + /ZPX = ZKIL+ /ZCY + /ZBX =
/KIL+ /ZIKL+ ZILK = 180° elde ederiz.

A

\/
P

Salyangoz Turbo, 2024 satir ve 2023 siitundan olusan bir satrang tahtasinda bir oyun oynuyor. Tahtanin
2022 adet birim karesinde birer canavar saklanmigtir. Baglangigta Turbo, hangi birim karelerde canavar
bulundugunu bilmiyor fakat ilk ve son satir disindaki her satirda tam olarak bir canavar bulundugunu ve her
siitunda en fazla bir canavar bulundugunu biliyor. Turbo, ilk satirdan son satira ulagmak icin birka¢ deneme
yapiyor. Her bir denemede, ilk satirdaki istedigi bir birim kareden bagliyor ve her adimda, bulundugu birim
kareyle ortak kenar paylagan komsu bir birim kareye ge¢iyor (Turbo’nun daha énceden ziyaret ettigi bir birim
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kareye dénme hakki vardir). Turbo, iginde canavar bulunan bir birim kareye ulagtigi an o anki denemesi
sonlaniyor ve yeni bir denemeye baglamak igin ilk satira geri iginlamiyor. Canavarlar yer degistirmiyor ve
Turbo, daha 6nceden ziyaret ettigi birim karelerde canavar olup olmadigimm aklinda tutuyor. Turbo, son
satirdaki herhangi bir kareye ulagtigl an oyun bitiyor.

n sayisinin en kiigiik hangi degeri igin Turbo, canavarlarin tahtadaki konumlar: nasil olursa olsun en fazla n
deneme yaparak oyunu bitirmeyi garantileyebilir?

(Hong Kong)

@ Rasyonel sayilarin kiimesi Q ile gosterilsin. Bir f : Q — Q fonksiyonu, her z,y € Q icin

fatfy)=fl@)+y ve  [f(fl@)+y)=a+f(y)
egitliklerinden en az birini sagliyorsa, bu f fonksiyonuna iyi diyelim.

Oyle bir ¢ tam sayisinin bulundugunu gosteriniz ki her f iyi fonksiyonu igin r rasyonel say1 olmak {izere
f(r) + f(—r) seklinde ifade edilebilen birbirinden farkli rasyonel sayilarin sayisi en fazla ¢ dir. ¢ sayisinm
alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

(Japonya)
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