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1. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1959

21n +4
14n + 3

Higbir n dogal sayist i¢in

2]

kesrinin sadelesmeyecegini gosteriniz.

Vet vie-D+y/a—var-1)=4

denkleminin gercel koklerini (a)A = v/2,(b)A = 1,(c)A = 2 iken bulunuz. (Karekdk igerisindeki ifadelerin
negatif olmadigini varsayin.)

a, b, c gergel sayilar olmak {izere,
a cos’z+b cosz+c=0

denklemi cosx e gore ikinci dereceden bir denklem olsun. a, b, ¢ sayilarini kullanarak kokleri baglangigtaki
denklemle ayni olan cos2x e gore ikinci dereceden bir denklem olusturunuz. a = 4,b = 2,¢ = —1 degerleri
igin cosx ve cos 2z tiiriinden olan denklemleri kargilagtiriniz.

Hipoteniisii ¢ = Sabit, hipoteniise ait kenarortay1 da dik kenarlarinin geometrik ortalamasina esit olan dik
icgeni ¢iziniz.

AB dogru parcasinin iizerinde bir M hareketli noktas1 alimiyor. AMCD ve M BEF kareleri, AB ye gore aym
tarafta yer alacak gekilde olusturuluyor. Bu kareleri ¢cevreleyen P ve ) merkezli cemberler, M haricinde bir
N noktasinda kesigiyor. AF ile BC' dogrularinin kesigsimi N’ ise,

(a) N ve N’ noktalarinin ¢akigtigim gosteriniz.

(b) MN dogrularimin M se¢iminden bagimsiz sabit bir S noktasindan gectigini gosteriniz.

(¢) M, A ve B arasinda degisirken, PQ dogru parcalarimin orta noktalarimin geometrik yerini bulunuz.

@ P ve @ diizlemleri bir p dogrusu boyunca kesisiyor. Hicbirisi p tizerinde yer almayan, P diizleminde bir A ve
Q diizleminde bir C' noktas1 veriliyor. AB || CD olacak sekilde ayn1 zamanda tegetler dértgeni olan ABC'D
ikizkenar yamugunu, B ve D sirasiyla P ve () diizlemlerinde olacak gekilde ¢iziniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4312.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4313.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4314.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3657.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3658.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3659.0
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2. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1960

Rakamlarimin kareleri toplaminin 11 katina esit olan tiim ii¢ basamaklh sayilar1 bulunuz.

422
(1—-+1+2z)?

esitsizligi saglayan z degerlerini bulunuz.

<2x+9

Verilen bir ABC' dik tiggeninde uzunlugu a olan BC hipoteniisii, n esit pargaya (n tek tam say1) boliiniiyor.
Hipoteniisiin orta noktasini bulunduran parcayr géren A dar agisi « olsun. Hipoteniise ait yiiksekligin

uzunlugu da h olsun.
dnh

tano = ————
an (2= Da

oldugunu gosteriniz.

hayhy (A ve B’den gegen yiikseklikler) ve A kogesinden gegen m,, kenarortay1 verilen ABC' ii¢genini ¢iziniz.
ABCDA'B'C'D' (ABCD yiizii dogruca A’B'C’'D’ yiiziinlin tstiinde olacak sekilde) kiipiinii ele alalim.

a) X ve Y, s1rasw1a AC ve B'D’ dogru pargalarlmn iizerinde rastgele noktalar olmak ﬁzere; XY dogru
pargalarlmn orta noktalarmin geometrik yerini bulunuz.

(b) (a)’da tammmlanan XY dogru pargasinin iizerinde ZY = 2XZ olacak sekilde alinan Z noktalarimin
geometrik yerini bulunuz.

@ V1 hacimli bir dik koninin i¢ine tabanina teget olacak gekilde en biiyiik hacimli kiire giziliyor. Tabani koninin
tabani iizerinde yer alacak sekilde kiireyi gevreleyen en kii¢iikk hacimli silindirin hacmi V5 dir.

(a) Vi # V5 oldugunu gosteriniz.
(b) Vi = kV; esitligi saglayan en kiigiik k& sayisin1 bulunuz. Bu durumda, koninin tepesinden koninin taban
capinl goren aglyl ¢iziniz.

Tabanlar1 a ve ¢, yiiksekligi h olan bir ikizkenar yamuk veriliyor.

(a) Yamugun simetri ekseni {izerinde yer alan ve yamugun kollarinin ikisini de (tabanlarin digindaki kenar-
lar1) dik aq ile goren tiim P noktalarimi bulunuz.

(b) P’nin tabanlardan birinden uzakligini hesaplayiniz.

(¢) Gergekte, boyle P noktalarmin hangi kogullar altinda var oldugunu belirleyiniz. (Ortaya cikabilecek
degisik halleri irdeleyiniz.)


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4315.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4316.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3660.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3661.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3662.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3663.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3664.0
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3. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1961

a ve b sabit sayilar olmak {lizere,

r+y+z = a
24y 22 = b2
ry = 2°

denklem sistemini ¢oziliniiz. Denklem sisteminin ¢oziimleri olan z, y, z 'nin farkli pozitif sayilar olmasi igin a
ve b 'nin saglamasi gereken sartlari belirtiniz.

Alam T, kenarlar1 a, b, ¢ olan bir {icgende
a® + b+ 24\/§-T
oldugunu kanitlayimiz. Hangi kogullarda egitlik saglanir?

n dogal say1 olmak iizere, cos™ z — sin” 2 = 1 denklemini ¢oziiniiz.

P, P, P, P5 iiggeni igerisinde bir noktadir. P; P, P, P, P3P dogrular1 karsi kenarlar: sirasiyla Q1, Q2, Q3 nok-

talarinda kesiyor.
PP PP P3P

PQ," PQ2’ PQs3
sayillarindan en az birinin < 2, ve en az birinin > 2 oldugunu gosteriniz.

M, BC dogru parcasimmin orta noktasi ve w < 90° olmak tizere; AC = b, AB = ¢ ve ZAMB = w verilen
ABC iiggenini ¢iziniz. Bu sekilde bir ¢izimin yapilabilmesi i¢in gerek ve yeter kogulun

btan%§c<b

oldugunu gosteriniz. Hangi halde esitlik gegerlidir?

@ Bir € diizlemi ile bu diizleme paralel olmayan bir diizlem iizerinde yer alan, €’a gbre ayni tarafta bulunan
ve dogrusal olmayan A, B, C' noktalarini ele alahm. A’, B’, C’ noktalar € tizerinde rastgele ii¢ nokta olsun.
L, M, N sirasiyla AA’, BB',CC’ dogru parcalarinin orta noktalar1 ve G de LM N {iggeninin agirhik merkezi
olsun. (L, M, N nin ii¢gen olugturmadigr A’, B, C’ noktalarini ele almiyoruz.) A’, B’, C' noktalari € iizerinde
bagimsiz olarak degisirken, G noktasinin geometrik yeri nedir?


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4317.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3665.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4318.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3666.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3667.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3668.0
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4. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1962

Asagidaki sartlari saglayan en kiigiik n dogal sayisin1 bulunuz.

(a) Ondalik yaziliminda son basamagi 6 dir.

(b) Son basamag: silinip baga yazilirsa, olugan say1 ilk bagtaki n sayisimin dort kati oluyor.

\/3—95—\/x+1>%

esitsizligini saglayan tiim x gercel sayilarini belirleyiniz.

ABCDA'B'C'D' (ABCD ve A'B'C’'D’ sirasiyla iist ve alt tabanlar, AA’, BB',CC’, DD’ kenarlar1 birbir-
lerine paralel) kiipiinii ele alalim. X noktasi sabit bir hizla ABCD karesinin gevresinde ABC'D A y6niinde
hareket ediyor. Y noktasi da aym hizla B’C’'CB karesinin gevresinde B’C'C BB’ yoniinde hareket ediyor.
X ve Y noktlar1, hareketlerine ayni anda sirasiyla A ve B’ noktasinda baghyor. Buna gore, XY dogru
parcalarinin orta noktalarinin geometrik yerini belirleyiniz ve ¢iziniz.

cos? x + cos? 2z + cos? 3x = 1 denklemini ¢oziiniiz.

K g¢emberi tizerinde ti¢ farkli nokta, A, B, C, veriliyor. K tizerinde dérdiincii bir D noktasini, olugan doértgen
tegetler dortgeni olacak gekilde (sadece cetvel ve pergel kullanarak) olugturun.

@ Cevrel cemberinin yaricapi r, igteget cemberinin yarigapi p olan bir ikizkenar iiggen veriliyor. Bu iki gemberin
merkezleri aras1 uzaklik d ise,
d=+/r(r—2p)

oldugunu gosteriniz.

Her biri SA,SB,SC, BC,CA, AB dogrularina teget olan beg kiirenin bulunabildigi SABC dortytizliisii ve-

riliyor.

(a) SABC dortytizliisiiniin diizgiin oldugunu gosteriniz.

(b) Karsit olarak, her diizgiin dortyiizlii igin bu sekilde beg kiirenin bulunabildigini kanitlayiniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4319.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4320.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3669.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4321.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3670.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3671.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3672.0
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5. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1963

p gergel bir parametre olmak iizere,

Va2 —p+2vVat—1=ux

denkleminin tiim gercel koklerini bulunuz.

A noktasit ve BC' dogru parcasi veriliyor. Uzayda, bir kolu A’dan gegen, diger kolu da BC dogru parcasini
kesen dik agilarin koselerinin geometrik yerini belirleyiniz.

Tim i¢ acilar: egit olan bir n-genin, ardisik kenarlarinin uzunluklar: arasinda

a1 > ag 2 -+ > ap

bagintisi varsa, a; = as = - - - = a, oldugunu kanitlayimiz.

y bir parametre olmak iizere,
T5 + T2 = YT

1+ T3 = Y2
To + X4 = Yx3
T3+ Ts = YTa
T4+ 21 = YTs

sistemini saglayan tim x, x2, 3, T4, T5 sayilarim bulunuz.

cos = — cos n + cos 3m = 1 oldugunu gosteriniz.
7 7 7 2

@ A, B,C, D, E 6grencileri bir yarigmaya katiliyor. Tahminlerden biri siralamanin ABC DFE seklinde olacag: idi.
Bu tahmin tutmadi. Aslinda, higbir yarigmaci tahmindeki sirada yarigmay1 bitiremedi. Dahasi, birbiri ardina
siralanir diye disiiniilen hicbir yarigmaci birbiri ardina siralanmamigtir. Bir diger tahminde, siralamanin
DAFECB seklinde olacag: idi. Bu tahmin ilkinden daha iyiydi. Yarigmacilardan tam olarak ikisi, yarigmay1
tahmin edilen sirada bitirdi. Dahasi, tahminde birbiri ardina siralanir diye diigiiniilen ¢iftlerden tam olarak
ayrik ikisi yarigmay1 birbiri ardinda bitirdi. Buna gore, yarigmanin nasil sonuglandigini belirleyiniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4322.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3673.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3674.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4323.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4324.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4325.0
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6. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1964

(a) 2™ — 1 sayisinin 7 ile boliinebildigi tiim n pozitif tam sayilarim bulunuz.

(b) 2™ + 1 sayisinin 7 ile boliinmesini saglayan bir n pozitif tam sayisinin olmadigini gésteriniz.
a, b, ¢ bir liggenin kenarlar1 olmak iizere;
a*(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*(a+b—c) < 3abe
oldugunu kanitlayiniz.

Kenarlar a, b, ¢ olan bir ABC ii¢geninin i¢teget cemberi ¢iziliyor. Bu gembere teget ve kenarlara paralel olan
dogrular AABC"den birer ti¢cgen kesiyor. Bu tiggenlerin icteget cemberleri ¢iziliyor. Bu dort igteget cemberin
alanlar1 toplamini a, b, ¢ cinsinden bulunuz.

On yedi kisi aralarinda, herkes bir digerine yazacak sekilde mektuplasiyorlar. Mektuplarda sadece ti¢ konu
iizerine, her ¢ift sadece bir konu iizerine olacak sekilde yazigiyorlar. Birbirlerine ayni1 konu tlizerine yazmaig li¢
kiginin bulunabilecegini gosteriniz.

Diizlemde beg nokta, bu noktalarin belirttigi dogrulardan herhangi ikisi birbirine paralel, dik veya gakisik
olmayacak gekilde seciliyor. Her noktadan, diger dort noktanin belirttigi dogrulara dikler ¢iziliyor. Bu dik-
melerin en fazla kag noktada kesigtigini belirleyiniz?

@ ABCD dértytizliisiinde, D kogesi AABC nin agirlik merkezi olan Dy ile birlegtiriliyor. A, B, C' noktalarimdan
DDy’a paraleller ¢iziliyor. Bu dogrular, BCD,CAD, ABD diizlemlerini sirasiyla A;, By, C7 noktalarinda
kesiyor. ABC D’nin hacminin A; B;Cy Dy’nin hacminin {i¢te biri oldugunu kamtlayimiz. Dy, AABC igerisinde
herhangi bir nokta olsa, ayni oran saglanmir mi?


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4326.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3675.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3676.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4327.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3677.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3678.0
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7. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1965

2¢cosx < |V1+sin2x — V1 —sin2z| < V2
egitsizligini saglayan 0 < x < 27 araligindaki tiim « degerlerini bulunuz.

Bilinmeyenleri 1, 3, x3 olan
a1171 + a12x2 + aizrs =0

az171 + a2 + a3z =0
az1&1 + age2 + agzrz =0
denklem sisteminin katsayilar1 asagidaki kogullar: saglamaktadir:
(a) a1, as9,ass pozitiftir,
(b) kalan katsayilar negatif,
(c) her denklemde katsayilar toplami pozitiftir.

Buna gore verilen sistemin tek ¢oziimiiniin 1 = x2 = x3 = 0 oldugunu gosteriniz.

AB ve CD ayritlarimin uzunluklar sirasiyla a ve b olan ABCD dortyiizlisii veriliyor. AB ve CD aykir
dogrular arasindaki mesafe d, aralarindaki ag1 w’dir. AB ve C'D dogrlarina paralel olan e diizlemi, ABC'D
dortytizliisiinii iki kati cisme boliiyor. € diizleminin AB ve C'D’ye olan uzakliklar orani k ya esittir. Buna
gore elde edilen iki kat1 cismin hacimleri oranini hesaplayiniz.

Herhangi biri ile, diger iigiiniin ¢arpiminin toplami 2 ye esit olan tiim z1, x2, x3, x4 gercel sayilarin1 bulunuz.

AOB agis1 dar olan AOAB yi ele alahm. M # O noktasindan OA ve OB ye ¢izilen dikmelerin ayaklar
sirasiyla P ve @ dur. AOPQ nin yiikseklikleri H de kesisiyor. M,

(a) AB kenar iizerinde
(b) AOAB igerisinde
degigirken, H'nin geometrik yeri nedir?

@ Diizlemde n nokta (n > 3) veriliyor. Her nokta ¢ifti, dogru pargalari ile birlestiriliyor. Bu dogru pargalarinin
en uzununun uzunlugu d olsun. Uzunlugu d olan dogru parcalarinin kiimesinin eleman sayisinin n’den ¢ok
olamayacagim gosteriniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4328.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4329.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3679.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4330.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3680.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4331.0
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8. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1966

25 yarigmacidan her biri A, B, C' problemlerinden en az birisini ¢6zmiigtiir. A’y1 ¢ézemeyip B’yi ¢6zenlerin
sayisi, A’y1 ¢ozemeyip C’yi ¢bzenlerin sayisinin iki katidir. Sadece A’y1 ¢dzenlerin sayisi, A’y1 ¢oziip B ve
C’den en az birini ¢ézenlerin sayisindan bir fazladir. Sadece A’y1 ¢ozenlerin sayis1 sadece B’yi ¢ozenler ile
sadece C’yi ¢ozenlerin toplamina esitse, sadece B’yi ¢ozen kag kisi vardir?

Bir liggenin kenarlar: a, b, ¢; bu kenarlarin karsilarindaki acilar da sirasiyla o, 8, dir.
_ g
a+ b= tan §(atana + btan )

ise, bu tiggenin ikizkenar oldugunu kanitlayiniz.

Bir diizgiin dortyiizliiniin koselerinin bu dortyiizliiniin cevrel kiiresinin merkezinden olan uzakliklar: top-
laminin, uzaydaki bagka bir noktanin bu kogelere olan uzakliklar: toplamindan az oldugunu kanitlayiniz.

Her n dogal sayis1 ve her z # kn/2'(t = 0,1,--- ,n;k € Z) gergel sayist igin,

1 1

- - R e
sin2x  sin4dzx sin 2"x

= cotx — cot 2"z

oldugunu gosteriniz.
ai, as, as, ay dort farkl gergel say1 olmak tizere;
|CL1 — a2|x2 + |CL1 — a3|x3 + |CL1 — a4|x4 =1
lag — ar|z1 + |as — aslas + |ag — aq]zs =1
|a3 — CL1|.T1 + |a3 — CL2|$2 + |a3 — CL4|$4 =1
lag — ar|xy + |ag — ag|xe + |ag — aslzs =1
sistemini ¢oziiniiz.

@ ABC figgeninin BC,CA, AB kenarlan iizerinde sirasiyla K, L, M noktalar1 aliniyor. AML, BKM, CLK
iiggenlerinin en az birinin alaninin ABC' {i¢geninin alaninin dértte birinden ¢ok olmadigini gosteriniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4332.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3681.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3682.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4333.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4334.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3683.0

9. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat: - 1967 geomania.org

9. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1967

Kenarlarnt AB = a ve AD =1 olan ABC D paralelkenarinda /BAD = « dir. AABD dar acilhiise, A, B,C, D
merkezli ve 1 yarigapli dort cember ile paralelkenarin kaplanabilmesi i¢in gerek ve yeter kogulun

a < cosa +V3sina

oldugunu kanitlayiniz.

Bir dortyiizliiniin sadece bir kenarimin uzunlugu 1 den biiyiikse, hacminin < 1/8 oldugunu kantlayiniz.

k,m,n dogal sayilar olmak {izere; m + k + 1 sayis1 n + 1’den biiyiik bir asal sayidir.cs = s(s + 1) olsun.Bu
durumda,
(emt1 = ck)(Cm+2 — ck) (Cman — Ck)

garpiminin cics - - - ¢, ¢arpimi ile boliindiigiinii gésteriniz.

AgBoCy ve A1 BCy tiggenleri dar agilidir. AAyB1Cy ile benzer olan (Aj, By, Cy koseleri sirasiyla A, B, C
kogeleri ile eglesiyor) ve AgByCy liggenini ¢evreleyen (Ag, By, Cp sirasiyla BC', C A, AB iizerinde yer aliyor)
tiim ABC {iggenlerini ele alalim. Bu tip iiggenler arasindan en biiyiik alanlisin1 belirleyiniz, bu tiggeni ¢iziniz.

ai,as, . ..,ag hepsi birden sifira egit olmayan gergel sayilar olmak tizere;
cL=ay+az+---+ag

2 2 2
02:a1+a2+...+a8
e =al +ay +---+ag

seklinde tanmimlanan {c¢,} dizisini ele alalim. {¢,} dizisinin sonsuz sayida teriminin sifira esit oldugunu var-
saym. ¢, = 0 olan tiim n dogal sayilarin1 bulunuz.

@ Bir spor miisabakasinda, pespese n > 1 giinde m madalya dagitiliyor. Ik glin, bir madalya ve kalan m — 1
madalyanmn 1/7’si dagitiliyor. Tkinci giin, iki madalya ve kalan madalyalarmn 1 /Tsi dagitiliyor. Bu boyle
devam ediyor. n. giin, yani sonuncu giin, geriye kalan n madalya dagitiliyor. Miisabaka ka¢ giin siirdi,
miisabakada toplamda kac¢ madalya dagitildi?


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3684.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3685.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4335.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3686.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4336.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4337.0

10. Uluslararas1t Matematik Olimpiyati - 1968 geomania.org

10. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati - 1968

Kenar uzunluklar1 ardigik tam sayilar olan ve acilarindan biri digerinin iki kat1 olan, bir ve yalnz bir iiggenin
bulundugunu kanitlayiniz.

Ondalik yazimindaki rakamlarin carpimi, 22 — 10z — 22 ye esit olan tiim x dogal sayilarmi bulunuz.

a # 0,b, c gergel sayilar olmak lizere; x1, x2, ..., Z, bilinmeyenleri icin

am% +bri+c = x9
ar? +bry+c = w3
ax%f1 +br,_1+c = x,
ax% +br,+c = x1

tanimlanan denklem sistemini ele alalm. A = (b — 1)? — 4ac olsun. Bu sistemin,

(a) A <0 ise, ¢ozimiiniin olmadigini,
(b) A =0 ise, tam olarak bir ¢6zlimiiniin oldugunu,

(¢) A >0 ise, birden fazla ¢éziimiiniin oldugunu gosteriniz.

Her dortytizliidde, uzunluklari bir {iggenin kenarlar1 olabilen, ii¢ ayritinin birlestigi bir kosenin varligini
kanitlayiniz.

Tim gergel z sayilar: i¢in tamimh, gercel degerli f fonksiyonu, bir a sabiti icin ve tiim x sayilar igin

flo+a) = 5 +/7@) - @)

esitligini sagliyor.

(a) f fonksiyonunun periyodik oldugunu (tiim z sayilar i¢in f(x + b) = f(x) olacak sekilde bir b pozitif
sayisinin bulundugu) gosteriniz.

(b) a =1 igin, gerekli sartlar: saglayan sabit olmayan bir fonksiyon 6rnegi veriniz.

@ Her n dogal sayisi igin,

= [n+2*k _|n+1 n+2 n + 2k
D e el e Bl vl I o
=0

toplamim hesaplaymiz.( [z] ile, x i agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosteriyoruz.)
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11. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati - 1969

Su 6zelligi saglayan sonsuz coklukta a dogal sayisinin oldugunu gosteriniz: z = n* 4 a sayisi, n dogal sayisinin
hi¢bir degeri i¢in asal degildir.

ai,as,...,a, gercel sabitleri ve z gergel degiskeni i¢in

1 1
f(z) =cos(a; +x) + 3 cos(as + x) + 1 cos(ag + )+ -+ cos(an + )

2n—1

seklinde tamimlanyor. f(z1) = f(z2) = 0 ise, 2 — 21 = mm olacak sekilde bir m tam sayisinm bulundugunu
gosteriniz.

Her £k =1,2,3,4,5 degeri igin, k tane ayritinin uzunlugu a ve geri kalan 6 — k£ ayritinin uzunlugu 1 olan bir
dortytizliiniin var olmasi igin; a > 0 sayist hakkinda gerek ve yeter kogullar:1 bulunuz.

AB gaph ~ yarim cemberi veriliyor. C, « iizerinde A ve B den farkh bir nokta; D de C' den AB ye ini-

len dikmenin ayagidir. Ucii de AB dogrusuna teget olan +1, v2, 3 cemberlerini ele alahm. Bunlardan ~y,
A ABC'’nin kenarlarina teget, 2 ve 3 de v ve C'D ye teget olup C'D ye gore farkh taraflarda yer almaktadir.
1, Y2 ve 3 iin ikinci bir ortak tegetinin oldugunu kanitlayiniz.

Diizlemde herhangi iigii dogrusal olmayan n > 4 nokta veriliyor. Bu noktalarin olusturdugu en az (";3)
digbiikey ¢okgenin bulunabilecegini gosteriniz.

@ 21 >0, 29 >0, 2191 — 27 > 0, 2oy2 — 25 > 0 sartim saglayan tiim 21, xo, Y1, Y2, 21, 22 gercel sayilar icin

8 1 1
< +
(r1 + 22)(y1 +y2) — (21 +22)2 ~ @11 — 27 woys — 23

esitsizliginin saglandigini gosteriniz. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kogullari veriniz.
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12. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1970

M, ANABC nin AB kenar iizerinde bir nokta olsun. r1, 7o ve r sirasiyla AMC', BMC ve ABC iiggenlerinin
igteget cemberlerinin yarigaplar: olsun. q1, g2 ve ¢ da, sirasiyla ayni iiggenlerin AC B agilari iizerinde yer alan
digteget cemberlerinin yarigaplar: olsun.

T T T

@ g p

oldugunu kanitlayiniz.

a, b ve n tam sayilar1 1 den biiyiik olup a ve b iki say1 sisteminin tabanlaridir. a tabamindaki A, _; ve A,
sayilar ile, b tabanindaki B, _1 ve B,, sayilar1 arasinda

An = TnTp-1-..-20, Anfl = Tp-1Tpn-2...20,
B, = zyTp-1...To, Bn-1 = Tp_1Tp-_2...To,
Tn 7é Oa Tn—1 7& 0.
bagintis1 vardir.
An—l Bn—l
<

a1 B, Sa>b

oldugunu gosteriniz.
ag, a1, ..., 0n, ... gergel sayilar: arasinda

Il=ay<a1<az<---<ay

IN

bagintisi vardir. by, bs, ..., by, - sayilar

seklinde tanimlaniyor.

(a) Her n igin 0 < b,, < 2 esitsizligin saglandigini gosteriniz.

(b) 0 < ¢ < 2 sartim saglayan bir ¢ sayisi verildiginde, b,, > ¢ sartim saglayan yeterince bilyiik n ler igin,
yukaridaki ozellikleri saglayana ag, a1, ... sayilarimin bulundugunu gosteriniz.

{n,n+1,n+2,n+3,n+4,n+5} kilmesinin birideki elemanlarin garpiminin, digerindeki elemanlarin ¢arpina
esit olacak gekilde iki pargaya ayrilmasini mtimkiin kilan tiim n pozitif tam sayilarini bulunuz.

ABCD dortyiizlisinde BDC agist dik acgidir. D den ABC' diizlemine inilen dikmenin ayag olan H, aym
zamanda AABC nin yiiksekliklerinin kesigim noktasidir.

(AB + BC + CA)* < 6(AD* + BD? + CD?)
oldugunu kanitlayimiz. Esitlik hangi dortyiizli igin gecerlidir?

@ Diizlemde herhangi ticli dogrusal olmayan 100 nokta veriliyor. Bu noktalar: kose kabul eden tiim iiggenleri
ele alalim. Bu tiggenlerin %70 inden daha fazlasimin dar acili olamayacagini gosteriniz.
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13. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1971

Asagidaki iddianin n = 3 ve n = 5 igin dogru, bunun haricinde her n > 2 dogal sayisi i¢in yanhs oldugunu
gosteriniz.

Her a1, a9,...,a, gergel sayilar: igin,
(a1 —az)(a1 —az) - (a1 —an) + (a2 —a1)(az —az) -~ (az — an) + - + (an —a1)(an —az) -~ (an — ap-1) > 0
esitsizligi saglanir.

Koseleri Ay, As, ..., Ag olan bir P; ¢okytizliisiinii ele alalim. i = 2,3, ..., 9 olmak iizere; P; ile, P; ¢okylizliisiiniin
Ay den As ye Stelenmesi ile elde edilen ¢okyitizliiyii gosterelim. Py, P, ..., Py ¢okylizlillerinden en az ikisinin
ortak bir i¢ noktaya sahip oldugunu kanitlayiniz.

28 — 3 (k = 2,3,...) bicimdeki tam sayilar kiimesinin herhangi iki elemani aralarinda asal olan sonsuz
elemanli bir alt kiimesinin oldugunu gosteriniz.

ABCD dortyiizliistiniin yiizlerinden her biri dar agili iggendir. X, AB kenar: iizerinde A ve B den farkli bir
noktadir. Benzer sekilde Y, Z, T sirasiyla BC, CD, DA kenarlarinin i¢ noktalaridir. Tim XY ZTX kapali
cokgensel yollarini ele alalim.

(a) £LDAB + £ZBCD # ZCDA + ZABC ise, ¢okgensel yollar arasindan en kisa yola sahip olanin bulun-
madigini gosteriniz.

(b) ZDAB+ /BCD #+ Z/CDA+ ZABC ise, sonsuz ¢oklukta en kisa gokgensel yol oldugunu, o = ZBAC +
LCAD + ZDAB olmak iizere; bu en kisa yolun uzunlugunun da 2 - AC - sin(a/2) oldugunu gésteriniz.

Her m dogal sayisi i¢in, diizlemde su 6zelligi saglayan bir S noktalar kiimesinin var oldugunu gosteriniz: S
deki her A noktasi igin, S de, A dan birim uzaklikta olan tam olarak m nokta vardir.

@ i, = 1,2...,n olmak iizere; A = (a;;) elemanlar1 negatif olmayan tam sayilar olan bir kare matris olsun.
Herhangi bir eleman a;; = 0 oldugunda -inci satir ile j-inci stitundaki elemanlarin toplaminin > n oldugunu
biliyoruz. Matristeki tiim elemanlarm toplaminin > n?/2 oldugunu gésteriniz.
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14. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1972

Onluk sistemde, iki basamakli on farkli sayidan olugan bir kiimeden, elemanlar: toplamlar1 ayni olan iki ayrik
altkiime secilebilecegini gosteriniz.

n > 4 olmak flizere; her kirigler dortgeninin her biri kirigler dortgeni olan n dértgene ayrilabilecegini
kanitlayimiz.

Negatif olmayan her m ve n tam sayilar igin,
(2m)!(2n)!
mlnl(m + n)!

kesrinin bir tam sayiya esit oldugunu gosteriniz. (0! = 1.)

1, %2, X3, X4, 5 pozitif gercel sayilar olmak iizere;

(#7 — a3w5) (23 — w375) < 0
(22 — x4:z:1)(x§ —xz4x1) < 0
(23 — z5m2) (23 — 2522) < O
(23 — myx3)(22 —2123) < 0
(22 — womq) (2 —2274) < 0

egitsizlik sisteminin saglayan tiim (z1, xs, x3, 24, T5) beglilerini bulunuz.
Tim z,y gercel sayilar i¢gin taniml gercel degerli f ve g fonksiyonlari, her x,y igin
fl+y)+ flz—y) =2f(x)g(y)

esitligini saglamaktadir. f(z) tamamiyle sifir degilse ve her x igin |f(z)| < 1 ise, her y i¢in |g(y)| < 1
oldugunu gosteriniz.

@ Dort farkli paralel diizlem veriliyor. Her bir diizlem {izerinde bir kogesi bulunan diizgiin bir dértyiizliiniin
var oldugunu kanitlayiniz.
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15. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1973

sy
g dogrusu tizerinde O noktasi; Py, Ps, ..., P, noktalar g ile ayni diizlemde, g nin ayn tarafinda ve OP;,OP, . ..

s
vektorleri birim vektor olacak gekilde aliniyor. |OM | ile OM vekotiiriintin uzunlugu gosterilmek tizere; n tek
ise,

— s

0P+ OF, +---+ 0P, 2 1

oldugunu kanitlayiniz.

M ; uzayda, hepsi birden ayni diizlemde yer almayan sonlu noktalar kiimesi olsun. M kiimesindeki herhangi
iki A ve B noktasi i¢in, AB ile C'D paralel olacak; ama c¢akigik olmayacak sekilde M kiimesinden C' ve D
noktalar1 secilebiliyorsa, bu sekilde bir M kiimesinin bulunup bulunmadigini belirleyiniz.

a ve b gergel sayilari olmak tizere;
et ard + 02’ +ar+1=0

denkleminin en az bir gercel ¢oziimii olsun. Bu sekildeki tiim (a, b) say1 cifti icin, a? + b? ifadesinin alabilecegi
en kiiciik degeri belirleyiniz.

Bir asker, eskenar tliggen seklindeki bir bolgede mayin taramasi yapiyor. Kullandigi mayin tarayici, eskenar
iiggenin yiiksekliginin yarisi kadar bir yaricapl bir dairenin igerisini tarayabiliyor. Asker licgenin koselerinden
birinden baglayarak tiim bolgeyi taramak amaciyla yola koyuluyor. Askerin gérevini en kisa mesafede ta-
mamlayabilecegi yolu bulunuz.

G; gergel x degiskeninin
f(z) = ax +b,a ve b gercel sayilar

bigimindeki sabit olmayan fonksiyonlarinin kiimesi olup, asagidaki czellikleri tasimaktadir:

(a) f ve g fonksiyonlar1 G de ise, g o f fonksiyonu da G dedir. (Burada (g o f)(z) = g [f(«)] oluyor.)
(b) f, G de ise, tersi olan f~! de G dedir. (Burada f(x) = ax + b nin tersi f~!(z) = (x — b)/a oluyor.)
(c) G deki her f icin, f(zy) = xy olacak sekilde x; gercel sayis1 vardir.

G deki her f icin f(k) = k olacak sekilde bir k gergel sayisinin var oldugunu gosteriniz.

@ ai,as,...,a, pozitif sayilar, ¢ da 0 < ¢ < 1 esitsizligini saglayan bir gercel say1 olsun. Asagidaki sartlar
saglayan by, bs, ..., b, sayilarim bulunuz:

(a) k=1,2,...,n igin a < by,
_ _ .. bk+1 1
(b) k=1,2,...,n—1igin g < =3 <y

(c) b1+b2+...bn<%Z(al—l—ag—l—---—l—an).
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16. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1974

U¢ oyuncu A, B ve C aralarinda soyle bir oyun oynuyor: Uc kartin her birine bir tam say1 yazihyor. Bu

iic p,q,r say1s1 0 < p < ¢ < r kogulunu saghyor. U¢ kart karistirildiktan sonra, her bir oyuncuya bir kart
veriliyor. Her bir oyuncu, elindeki kartta yazili say1 kadar fig aliyor.

Bu siireg (kartlarin karigtirilmasi, dagitilmas, figlerin alinmasi) en az iki tur stiriiyor. Son tur sonunda A nin
20, B nin 10 ve C nin de 9 fisi vardir. Son turda B, r fig almigtir. Buna gore, hangi oyuncu ilk turda ¢ fis
almigtir?

ABC fiiggeninin AB kenar: {izerinde bir D noktasi alindiginda, C'D nin AD ile DB nin geometrik ortasi
olmasi icin gerek ve yeter kogulun

C
sin A sin B < sin? )
oldugunu kanitlayiniz.

Higbir n > 0 tam say1s1 igin, ZZ:O (323)23’“ sayisinin 5 ile boliinmedigini kanitlayiniz.

8 x 8 bir satrang tahtasinin p adet kesigmeyen dikdortgene agagidaki kosullarda boliindiigii durumlar: ele
alalim:

(i) Her dikdortgen, siyah kareler kadar beyaz kare igeriyor.

(ii) ¢. dikdortgendeki beyaz karelerin sayisi a; ise, a1 < ag < -+ < ap.

Bu sekilde bir parcalanmay1 miimkiin kilan en biiyiik p sayisini bulunuz. Bu p degeri i¢in, miimkiin olan tiim
a1,0as,...,a, dizilerini belirleyiniz.

a, b, ¢, d rastgele secilmis pozitif sayilar olmak tizere,

a n b n c n d
a+b+d a+b+c b+c+d a+c+d
toplaminin alabilecegi tiim degerleri belirleyiniz.

S =

@ P; tam katsayili, sabit olmayan bir polinom olsun. (P(k))2 = 1 esitligini saglayan farkli k& tam sayilarinin
say1s1 n(P) ise, deg(P) ile P polinomunun derecesi gosterilmek iizere, n(P)—deg(P) < 2 oldugunu kanitlayiniz.
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17. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1975
TisYi (Z = 1,2,...,n)

T Z2T22 2Ty VEYL 2 Y2 2" 2 Yp

olacak sekilde gercel sayilar olsun. yi1, %o, ..., ¥y, nin herhangi bir permiitasyonu z1, 2o, . . ., 2, ise,
n n
Yo@i—y) <Y (i —z)
i=1 i=1

oldugunu kanitlayiniz.

ai,as, as, . . .; pozitif tam sayilarin artan sonsuz bir dizisi olsun. x, y pozitif tam sayilar ve ¢ > p olmak tizere;
her p > 1 i¢in

Um = Tap + Yag
seklinde yazilabilen sonsuz ¢oklukta a,, sayisinin bulundugu kanitlayiniz.
Keyfi bir ABC iiggeninin kenarlar1 iizerinde, {i¢genin digina dogru, ZCBP = ZCAQ = 45°, /BCP =
ZACQ =30°, ZABR = /BAR = 15° olacak sekilde ABR, BCP ve C AQ ftggenleri ¢iziliyor. ZQRP = 90°
ve QR = RP oldugunu kanitlayiniz.

4444%444 say1s1 onluk sistemde yazilirsa, rakamlar: toplami A dir. A nin rakamlar: toplami B olsun. B nin
rakamlar1 toplamin bulunuz. (A ve B, onluk sistemde yazilmigtir.)

Birim ¢ember iizerinde, herhangi ikisinin arasindaki uzaklik bir rasyonel say1 olacak sekilde 1975 nokta alinip
alinamayacagini, ispatlayarak, belirleyiniz.

@ Asagidaki Ozelliklere sahip tiim iki degiskenli P polinomlarini bulunuz:
(i) Bir n tam sayis1 ve t, z,y gergel sayilar igin P, n. dereceden homojendir. Yani
P(tz,ty) = t"P(z,y)
(ii) Tim a, b, c gergel sayilar igin
P(b+c,a)+ P(c+a,b)+ Pla+b,¢c) =0

(i) P(1,0) =1
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18. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1976

Diizlemde, alani 32 olan bir digbiikey dortgenin kargilikh iki kenari ile bir kégegeninin uzunluklar toplami
16 dir. Diger kogegenin uzunlugunun alabilecegi tiim degerleri belirleyiniz.

Pi(z) = 2> —2 ve j = 2,3,... i¢in Pj(x) = Pi(Pj_1(z)) olsun. Herhangi bir n pozitif tam sayis: igin,
P, (z) = x denkleminin tiim koklerinin gergel ve farklh oldugunu gosteriniz.

Birim kiiplerle tamamen doldurulabilen dikdértgen seklinde bir kutu veriliyor. Kenarlar: kutunun kenarlarina
paralel olacak sekilde her biri 2 hacimli kiiplerle bu kutunun en fazla tam olarak %40 1 doldurulabiliyorsa,
boyle kutularin sahip olabilecegi tiim boyutlar: belirleyiniz.

Toplamlar1 1976 olan pozitif tam sayilarin ¢arpimi geklinde ifade edilebilecek en biiyiik sayiy1 (ispatlayarak)
belirleyiniz.

g = 2p ve her a;; katsayisimin {—1, 0, 1} kiimesinin bir eleman: oldugu, x4, z2, . . ., z, bilinmeyenli p denklemli
agsagidaki denklem sistemini ele alalim:

a11r1 + 122 + -+ agry = 0
A21%1 + A22%2 + +++ + A2qTy = 0
Ap1T1 + ApaTa + -+ apgry = 0

Sistemin

(a) tim z; ler (j =1,2,...,q) birer tam say1,
(b) en az bir j degeri igin x; # 0,
(C) ‘33]| =q (] = 172,---761)

olacak gekilde bir (x1,z2,...,24) ¢éziimiiniin oldugunu kanitlayimiz.
[6] {un,} dizisi

o =2,u1 =5/2ven=1,2,... i¢in upy1 = up,(uZ_, —2)
seklinde tanmimlamyor. [z] ile < z olan en biiyiik tam say1 gosterilmek {izere; n pozitif tam sayilari igin

fu,] = 212" ~(-1)"1/3

oldugunu kanitlayiniz.
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19. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1977

ABCD karesinin igerisine ABK, BCL, CDM, DAN eskenar ti¢genleri ¢iziliyor. KL, LM, MN, NK dogru
parcalan ile AK, BK, BL, CL, CM, DM, DN, AN dogru pargalarinin orta noktalarmin diizgiin bir
onikigenin koseleri oldugunu kanitlayiniz.

Sonlu bir gergel sayilar dizisinin herhangi ardigik yedi teriminin toplami negatif, herhangi ardisik on bir
teriminin toplami ise pozitiftir. Buna gore, bu dizinin terim sayisinin en ¢ok kag olabilecegini belirleyiniz.

n > 2 olarak verilen bir tam say1 ve V,,, k = 1,2,... olmak {izere 1 4+ kn formundaki tam sayilarin kiimesi
olsun. m € V,, sayisina; pg = m olacak sekilde p, g € V;, sayilari bulunamiyorsa, V,, de bélinemez (garpanlara
ayrilamaz) denir. V,, de boliinemeyen elemanlarim carpimi olarak birden fazla seklinde ifade edilebilen bir
r € V, sayisinin bulundugunu kanitlayiniz.

a,b, A, B gergel degismezleri ve
f(@)=1—acos@ —bsinf — Acos20 — Bsin 20
veriliyor. Her 6 gergel sayisi igin f(6) > 0 ise,
a?+b2>2ve A2+ B?<1
oldugunu kanitlayiniz.

a ve b pozitif tam sayilar olsun. a® + b2 sayist a + b ile boliindiigii zaman, bdliim ¢ ve kalan 7 oluyor.
¢* +r = 1977 olmasin saglayan tiim (a,b) ciftlerini bulunuz.

@ f(n), tiim pozitif tam sayilar kiimesinde tanimli ve bu kiimedeki tiim degerleri alan bir fonksiyon olsun. Her
pozitif n tam sayis1 igin
fin+1) > f(f(n))
ise, her n icin

f(n) =mn

oldugunu kanitlayiniz.
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20. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1978

mven, 1 <m < n kosulunu saglayan dogal sayilardir. 1978 ile 1978" sayilarinin ondalik gésterimlerindeki
son ii¢ rakam esittir. m + n nin en kiiglik degerini almasini saglayan m ve n yi bulunuz.

Bir kiirenin icerisindeki bir P noktasi veriliyor. P den ¢ikan ve ikigerli olarak birbirine dik olan ii¢ 151
kiireyi U, V ve W da kesiyor. PU, PV ve PW dogrular: tarafindan belirlenmig paralelyiizliiniin P kosesinin
kosegence kargsisindaki kogesi @ olsun. Yukarida anlatildigi gibi P den cikan tiim tiglii 1smlar igin, @ nokta-
larinin geometrik yerini bulunuz.

Pozitif tam sayilar kiimesi

ve her n > 1 igin,

olacak gekilde iki ayrik {f(1), f(2),..., f(n),...}, {9(1),9(2),...,g(n),...} kiimelerinin birlegimi ise, f(240)
1 belirleyiniz.

ABC tiggeninde AB = AC dir. AB ve AC ye sirasiyla P ve @ da teget olan ¢cember, ABC' iiggeninin ¢evrel
gemberine de igten tegettir. PQ dogru pargasinin orta noktasiin ABC' iiggeninin igteget cemberinin merkezi
oldugunu gosteriniz.

{ar} (k=1,2,3...,n,...), farkli pozitif tam sayilardan olusan bir dizi olsun. Her n dogal sayis: igin,
n n
Qg 1
EED By,
k=1 k=1
oldugunu gosteriniz.

@ Uluslararast bir toplulugun iiyeleri alti farkl {ilkeden gelmistir. Uye listesi 1, 2, ...,1978 ile numaralandirilmis
1978 isim icermektedir. Numarasi kendi iilkesinden gelen iki {iyenin numaralarinin toplamina egit olan veya
numaras1 kendi iilkesinden gelen bir tiyenin numarasinin iki kat1 olan en az bir iiyenin bulundugunu ispat-
layimniz.
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21. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1979
pveq,

D 11 1 1 1
1 + -t =
q 2 3 4 1318~ 1319
kosulunu saglayan dogal sayilar olsun. p nin 1979 ile boliindiigiinii kanitlayiniz.
A1 As A3 Ay As besgenini tepe, By Bs B3 By By besgenini de taban yiizii olarak kabul eden bir prizma veriliyor.
Bu iki besgenin her kenari ile her ¢,5 = 1,...,5 i¢in tamumlanan A;B; dogru parcalar: kirmiz1 ya da yesile

boyaniyor. Kogeleri, prizmanin koseleri olan ve tiim kenarlar: boyanmis olan her liggenin farkli renge boyanmis
iki kenar1 vardir. Tepe ve taban yiizlerindeki 10 kenarin da ayni renkte oldugunu gosteriniz.

Diizlemde, iki noktada kesisen iki gemberin kesigim noktalarindan biri A olsun. Sabit hizlarla hareket eden
iki nokta, A dan ayn anda baglayarak, kendi ¢gemberlerinin {izerinde bir tam tur atarak aym anda A ya gel-
mektedir. Diizlemde, herhangi bir anda, hareket eden noktalara esit uzaklikta yer alan sabit bir P noktasinin
bulundugunu kanitlayiniz.

7 diizlemi ile, bu diizlemde bir P noktas: ile bu diizlemde yer almayan bir @ noktas veriliyor. (QP+PR)/QR
oranini en bilyiikk yapan ve 7 diizleminde yer alan tiim R noktalarimi1 bulunuz.

5 5 5
g kxp = a, g 3z, = a2, g Kz = a®
k=1 k=1 k=1

kosulunu saglayan negatif olmayan x1, x2, x3, T4, T5 sayllarinin bulunmasini saglayan tiim gergel a sayilarini
bulunuz.

@ A ve E diizgiin bir sekizgenin karsi iki kosesi olsun. Bir kurbaga, A dan baslayarak zipliyor. Kurbaga,
sekizgenin E harig her kogesinden, komsu koselerden birine ziplayabiliyor. E ye gelince ise ziplamay1 birakiyor.
an ile tam olarak n ziplama sonucu F ye gelebilmeyi miimkiin kilan farkli yollarin sayisini gosterelim.
z =242 vey=2—+/2 olmak iizere; as,_, =0 ve her n =1,2,3,... icin

1

Aop = —— wn—l _ ,n—1

oldugunu kanitlayiniz.

Not: n ziplamal bir yol, koselerden olusan bir (P, ..., P,) dizisi olup asagidaki kogullar1 saglar:
(i) Bh=A,P,=E,
(ii) her 0 <i<n—1igin, P, # E,

(iii) her 0 < ¢ < n —1 igin, P; ile P;y; komsgudur.
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22. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1981

ABC fiiggeninin igerisinde hareketli bir P noktas1 aliniyor. P den BC, C'A, AB kenarlarina inilen dikmelerin

ayaklari sirasiyla D, E, F olmak tizere;
BC CA AB

PD " PE " PF
yi en kii¢lik yapan tiim P noktalarin1 bulunuz.

1 <7 < n olmak tizere, {1,2,...,n} kiimesinin r elemanh tiim alt kiimelerini ele alalim. Bu alt kiimelerin
her birinin en kiigiik bir elemam var. Bu en kiigiik sayilarin aritmetik ortalamasim F(n,r) ile gosterirsek,

n+1
F(n’T):r—i—l

oldugunu gosteriniz.

m,n € {1,2...,1981} ve (n? —mn—m?)? = 1 kogullarii saglayan m ve n tam sayilar1 icin m?+n? ifadesinin
alabilecegi en biiytlik degeri belirleyiniz.

(a) Hangi n > 2 degerleri i¢in, en biiyiik elemam diger n — 1 elemanin en kiigiik ortak katim bolecek gekilde
n ardisik pozitif sayidan olugan bir kiime bulunur?

(b) Hangi n > 2 degerleri igin, bu 6zelligi saglayan tam olarak bir kiime vardir?

Verilen bir iiggenin igerisinde ortak bir O noktasina sahip ii¢ es cember, her biri iiggenin iki kenarina teget
olacak gekilde aliniyor. Uggenin i¢ merkezi, cevrel merkezi ve O noktasinin dogrudag oldugunu kanitlayiniz.

@ f(z,y) fonksiyonu, her negatif olmayan z,y tam sayilar1 i¢in
(1) f(0,y) =y+1,

(
(2) f(l‘—l—l,O) :f(x’l)v
B) fle+Lly+1)=fz flz+1y))

kogullarini sagliyor. f(4,1981) i belirleyiniz.
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23. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 1982

f(n), tiim pozitif n tam sayilar i¢in tanimlanmig, negatif olmayan tam say1 degerler alan bir fonksiyondur.
Ayrica, her m,n igin
f(m+n)— f(m)— f(n) =0 veya 1
£(2) =0, f(3) >0, ve £(9999) = 3333

dir. f(1982) yi belirleyiniz.

Kenarlar1 aq,a9,a3 (a;, A; nin kargisindaki kenar) olan ikizkenar olmayan A;AsAj {iggeni veriliyor. Her
1 = 1,2,3 i¢in; M; ile a; kenariin orta noktasini, 7; ile icteget cemberin a; kenarina dokundugu noktay1
gosteriyoruz. T; nin A; acisinin i¢ aglortayina gore simetrigini S; ile gosteriyoruz. M;S1, MySs ve M3Ss
dogrularinin noktadas oldugunu gosteriniz.

Asagidaki Ozelliklere sahip sonsuz pozitif gercel sayilar dizisi z,, i ele alalim:
xo =1, ve her ¢ > 0 igin, ;41 < z;
(a) Bu tipteki her dizi i¢in,

2 2 2

xr
2042y It > 3 999
1 T2 Ln

olacak sekilde bir n > 1 saymin bulundugunu kanitlayiniz.

(b)

2 2 2

T T Ty
R P S P
T T2 Tn

esitsizligini saglayan, yukarida anlatilan gekilde bir dizi bulunuz.
n pozitif tam sayisi igin,

2 =3z +y3=n
denkleminin tam sayilarda bir (z,y) ¢dziimii varsa, denklemin en az ii¢ ¢6zlimiiniin oldugunu kanmtlayiniz.
n = 2891 i¢in, denklemin ¢oziimiiniin olmadigini gosteriniz.

ABCDEF diizgiin altigeninin AC ve C'E kosegenleri tizerinde

AM _ CN
AC ~ CE

olacak gekilde sirasiyla M ve N noktalari alimyor. B, M, N noktalar1 dogrudag ise, r yi belirleyiniz.

@ S bir kenar1 100 olan bir kare olsun. L, bu kare igerisinde kendini kesmeyen ve Ag # A, olmak iizere AgA;,
A1As, ..., A1 A, dogru pargalarinin birlesiminden olugan bir yol olsun. S nin tizerindeki her P noktasi
i¢in, L nin iizerinde P ye olan uzakhigr 1/2 den biiyiik olmayan bir nokta bulunabildigini varsayalim. L
tizerinde, aralarindaki uzaklik 1 den biiyiik olmayan ve aralarindaki (L deki) yol 198 den kiigiik olmayan X
ve Y noktalarimin bulundugunu kanitlayiniz.
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24. Uluslararasi1 Matematik Olimpiyat1 - 1983

Asagidaki kogullari saglayan, pozitif gergel sayilar tizerinde tanimlanmig ve pozitif gercel degerler alan tiim
f fonksiyonlarini bulunuz.

(i) Tim pozitif x,y sayilar i¢in, f (zf(y)) = yf(x);
(ii) = — oo iken f(z) — 0.
Es olmayan, sirasiyla O; ve O merkezli diizlemdesg C; ve Cy gemberlerinin kesistigi iki farkli noktadan biri
A olsun. Bu ¢emberlerin ortak tegetlerinden biri Cy e P; de, Cy ye P» de; digeri de C7 e Q1 de, Cs ye Q2 de

dokunmaktadir. M7, P;@; in orta noktasi; My, P>@Q2 nin orta noktasi olsun. Z01 AOy = £ M7 AM, oldugunu
gosteriniz.

a, b, ¢; herhangi ikisinin 1 den biiyiik bir ortak boleni olmadig1 pozitif tam sayilar olsun. z, y, z negatif olmayan
tam sayilar olmak iizere, xbc + yca + zab seklinde ifade edilemeyen en biiyiik tam sayinin 2abc — ab — bc — ca
oldugunu gosteriniz.

ABC bir egkenar tliggen ve £ AB, BC ve C'A dogru parcalariin iizerindeki (A4, B, C dahil) tiim noktalarin
kiimesi olsun. £ nin her iki ayrik alt kiimeye pargalanigi i¢in, bu alt kiimelerden en az birinin bir dik iiggenin
kosgelerini igerip icermedigini belirleyiniz. Cevabinizi agiklayiniz.

Herhangi iicii bir aritmetik dizinin ardisik iic terimi olmayacak sekilde, her biri 10° e esit ya 10° ten kiigiik
1983 tane pozitif tam say1 bulmak miimkiin miidiir? Cevabinizi agiklayiniz.

@ a, b, ¢ bir licgenin kenar uzunluklar: olsun.
a’bla —b) +b*c(b —¢) + cfa(c —a) >0

oldugunu gosteriniz. Esitligin ne zaman saglandigini belirtiniz.
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25. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1984

x4y —+ z =1 esitligini saglayan z,y, z negatif olmayan tam sayilar igin, 0 < yz + zz + ay — 2zyz < 7/27
oldugunu kanitlayiniz.

Agagidaki o6zellikleri saglayan bir a, b pozitif tam say1 ikilisi bulunuz:

(i) ab(a + b) sayis1 7 ile boliinmez;

(ii) (a+b)7" —a” —b" says1 77 ile boliiniir.
Cevabinizi agiklayiniz.

Diizlemde farkli O ve A noktasi veriliyor. Diizlemdeki O dan farkli her X noktasi igin, a(X) ile OA ve OX
dogrular1 arasindaki, OA dan saat yoniintin tersi yondeki (0 < a(X) < 27) agun radyan cinsinden degerini
gosterelim. C'(X), O merkezli ve OX 4+ a(X)/OX uzunluktaki yaricaplh ¢cember olsun. Diizlemdeki her nokta,
sonlu sayidaki renklerden biri ile boyamyor. a(Y) > 0 olmak {izere, C(Y') ¢emberinin tizerindeki en az bir
nokta ile ayni renge sahip bir Y noktasinin bulundugunu gosteriniz.

ABCD, CD dogrusu AB capli ¢embere teget olan bir dortgen olsun. AB dogrusunun C'D capli ¢gembere
teget olmas igin gerek ve yeter kogulun BC' ile AD dogrularimin paralel olmasi oldugunu kanitlayiniz.

Diizlemde, n > 3 koseli bir digbiikey gokgenin tiim kdgegenlerinin uzunluklar1 toplami d olsun. [z] ile x i
agmayan en buyiik tam say1 gosterilmek iizere;

n—3<2?d< [g} {n;l}_2

oldugunu kanitlayiniz.

@ a,b,c,d; 0 < a <b<c<dvead= bc sartlarini saglayan tek tam sayilar olsun. Baz1 k ve m tam sayilari
icin a +d = 2% ve b+ ¢ = 2™ ise, a = 1 oldugunu kanitlayiniz.
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26. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1985
Merkezi, ABC'D kirigler dértgeninin AB kenar iizerinde bulunan ¢embere, dortgenin diger kenarlar: tegettir.
AD + BC = AB oldugunu gosteriniz.
n ve k sayllar k < n esitsizligini saglayan aralarinda asal iki dogal say1 olsun. M = {1,2,...n — 1} kiime-
sindeki her say1 ya maviye ya da beyaza boyaniyor.
(i) Her ¢ € M igin, 7 ile n — ¢ ayn1 renkte;
(ii) her i € M igin, ¢ # k olmak iizere, i ile |i — k| aym rekte

oldugu bilgisi veriliyor. M deki tiim sayilarin ayni renkte olmasi gerektigini kanitlayiniz.

Tam say1 katsayili herhangi bir P(x) = ag+ a2+ - - - + a2 polinomu igin, w(P) ile tek katsayilarm sayisin
gosterelim. i = 0,1,... igin, Q;(x) = (1 + ) olsun. iy,42,...,4,, 0 < i1 < iy < .-+ < i, seklinde tam
sayilarsa;

oldugunu kanitlayiniz.

Higbirinin 26 dan biiyiik bir asal ¢arpani olmadigi 1985 farkl pozitif tam sayidan olusan bir M kiimesi
veriliyor. M nin elemanlar1 carpimi bir tam sayinin dérdiincii kuvveti olan dort elemanl en az bir alt
kiimesinin bulundugunu kanitlayiniz.

ABC fggeninin A ve C' koselerinden gegen O merkezli gember AB ve BC' dogru parcalarim tekrardan,
sirasiyla farkli K ve N noktalarinda kesiyor. ABC' ve K BN fiiggenlerinin ¢evrel cemberleri B ve M gibi iki
farkl noktada kesigiyor. OM B agisinin dik agi oldugunu kanitlayimniz.

@ Her z1 gergel sayis1 icin, x1, x2, ... dizisini

1
her n > 1 i¢in, z,+1 = xp, (xn)
n

olacak gekilde olugturalim. Her n icin
O0<zp <xpy1 <1

olacak sekilde tek bir x; degerinin oldugunu kanitlayiniz.
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27. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1986

d; 2,5 veya 3 sayilarina egit olmayan herhangi bir pozitif tam say1 olsun. {2, 5,13, d} kiimesinde, ab — 1 bir
tam kare olmayacak gekilde farkli a, b sayilarinin bulunabilecegini gosteriniz.

AjAg Az liggeni ile aymi dizlemde bir Py noktasi veriliyor. Her s > 4 i¢in A, = A,_3 tammlamyor. (k =

0,1,2,... igin) Pgt1, P nin saat yoniinde Agy1 merkezli 120° dondiiriilmesi ile elde edilen goriintiisii olmak
tizere; Py, P, P3,... noktalar kiimesini olusturuyoruz. Pyggs = Py ise, A1 As A3 tiggeninin egkenar oldugunu
kanitlayiniz.

Diizgiin bir besgenin her koésesine, bu besg sayimin toplami pozitif olacak sekilde tam sayilar veriliyor. f](;
ardigik kogeye y < 0 olmak fizere, sirasiyla z,y, z sayilar1 verilmis ise, x,y, z sayilarinin sirasiyla x + v,
—y, z + y sayilar ile degistirimesine izin veriliyor. Bu iglem, beg sayidan en az biri negatif oluncaya kadar
tekrarlaniyor. Bu iglemin sonlu sayida adim sonunda sonlanip sonlanmayacagini belirleyiniz.

A ve B, diizlemde, O merkezli diizgiin bir n-genin (n > 5) iki ardigik kogesi olsun. OAB iiggenine es XY Z
iiggeni; baglangigta OAB {iggeni ile gakigik olup, Y ile Z gokgenin kenarlar {izerinde, X de g¢okgenin ig
bolgesinde yer alacak gekilde diizlemde hareket ediyor. X in geometrik yerini bulunuz.

Negatif olmayan gercel sayilarda tanimli, negatif olmayan gercel degerler alan ve

(i) her z,y > 0 icin f (zf(y)) f(y),
(i) f(2) =0,
(iii) 0 <z < 2icin f(z) #0

kosullarini saglayan tiim f fonksiyonlarini bulunuz.

@ Diizlemde her biri tam sayi koordinatli bir noktalar kiimesi veriliyor. Kiimedeki noktalardan bazilarini
kirmiziya geri kalanlarini da beyaza; koordinat eksenlerinden birine paralel herhangi bir diiz L dogrusu
igin L tizerindeki beyaz ve kirmizi noktalarin sayilarimin farki (mutlak degerce) 1 den biiyiikk olmayacak
sekilde boyamak her zaman miimkiin miudiir?
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28. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati - 1987

{1,2,...,n} (n > 1) kiimesinin sabit noktalarinin sayisi tam olarak k’ya esit olan permiitasyonlarinin sayisi
pr (k) olsun.

Z k- pn(k) =n!
k=0

oldugunu gosteriniz.

(Not: Bir S # () kiimesinden kendi iizerine taniml ve bire-bir olan bir f fonksiyonuna S’nin bir permiitasyonu
denir. S’nin bir ¢ elemamn i¢in f(7) = ¢ ise ¢ f’nin bir sabit noktasidir denir.)

Dar acili bir ABC iiggeninde A agisimun agiortayr BC kenarmi L’de ve daha sonra ABC' {iggeninin gevrel
gemberini N’de kesmektedir. L noktasindan AB ve AC kenarlarina cizilen dik dogrular AB kenarim K’da
ve AC kenarmm M’de kesmektedir. AKNM dortgeninin alaninin ABC' iiggeninin alanina esit oldugunu
gosteriniz.

22+ 23+ +a2 =1olan 21,79, ..., T, gercek sayilar veriliyor. Her k > 2 tam sayisi i¢in hepsi birden sifir
olmayan dyle ay,as, ..., a, tam sayilarimin varligini gosteriniz ki her i = 1,2,...,n igin |a;] <k —1 ve

(k—1)vn

jarey + apey + -+ ana| < oy

olsun.

Negatif olmayan tam sayilar kiimesinden kendi igine tanimli ve her n igin f (f(n)) = n+ 1987 sartim saglayan
bir f fonksiyonunun olmadigini ispat ediniz.

Oklid diizleminde (iki boyutlu koordinat diizlemi) her n > 3 i¢in n noktadan olusan 6yle bir kiime bulunuz ki
herhangi iki nokta arasindaki uzaklik irrasyonel olsun ve her ii¢ nokta dejenere olmayan ve alani bir rasyonel
sayiya egit olan bir iiggen belirlesin.

@ n > 2 bir tam say1 olsun. Eger 0 < k < y/n/3 sartin1 saglayan her k tam sayist icin k2 + k + n bir asal tam
saylise k =0,1,...,n — 2 icin k? 4+ k + n sayilarinin hepsinin asal oldugunu ispat ediniz.
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29. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati - 1988

Aymi diizlemde bulunan ve merkezleri ayni olan R ve r (R > r) yarigaph iki ¢ember veriliyor. P kiigiik
cember tizerinde sabit bir nokta ve B biiyiik gember tizerinde degigsken bir nokta olsun. BP dogrusu biiytik
gemberi C' noktasinda kesiyor. BP’ye P noktasinda dik olan [ dogrusu kiigiik cemberi A noktasinda kesiyor.
(Eger [, P noktasinda ¢embere teget ise A = P dir.)

(i) BC? + CA? 4+ AB? ifadesinin aldig1 degerlerin kiimesini bulunuz.
(ii) AB’nin orta noktasmin geometrik yerini bulunuz.

n bir pozitif tam say1 ve Ay, Ag, ..., Aap1 bir B kiimesinin alt kiimeleri olsun. Asagidaki kogullarin saglandigim
varsayalim:

(a) Her bir A;’nin tam 2n tane elemani vardir.
(b) Her bir A; < A; (1 <i < j <2n+ 1) yalmzca bir tek eleman icerir.
(¢) B’nin her bir eleman en az iki tane A;’de vardir.

B’nin her bir elemanini 0 veya 1 ile géstermek istiyoruz. Béyle bir gosterilimin, A;’lerin her birinin tam n
tane 0 igerecek gekilde yapilabilmesi i¢in n’nin degeri ne olmalidir?

Bir f fonksiyonu pozitif tam sayilar kiimesinden, pozitif tam sayilar kiimesine, her n pozitif tam sayisi icin
agagidaki gekilde tanimlaniyor:

fy =1, f3)=3
f@2n) = f(n)
fdn+1) = 2f(2n+1)— f(n)
fAn+3) = 3f(2n+1)—2f(n).

f(n) = n kosuluna uyan ve 1988’den kiiciik ya da 1988’e esit olan n pozitif tam sayilarini bulunuz.

NI

LU
> 52
z—k
k=1
esitsizligini saglayan z reel sayilarinin kiimesinin, uzunlulari toplami 1988 olan ayrik araliklarin birlegimi
oldugunu gosteriniz.

ABC, dik agis1 A kosesinde olan bir dik liggen ve D, A’dan gizilen yiiksekligin ayag olsun. ABD ve ACD
iiggenlerinin i¢ cemberlerinin merkezlerinin birlegtiren dogru AB ve AC kenarlarim sirasiyla K ve L nokta-
larinda kesmektedir. S ve T sirasiyla ABC ve AK L {i¢genlerinin alanlar: ise, S > 27T oldugunu gosteriniz.

2 b2

@ a ve b pozitif tam sayilar1, ab + 1 sayis1 a® + b?’yi tam olarak bolecek sekilde secilsin. a4 b1
a

ifadesinin, bir

pozitif tam sayinin karesi oldugunu gosteriniz.
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30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 1989

{1,2,...,1989} kiimesinin asagidaki ozelliklere uyan, ikiger ayrik A; (i = 1,2,...,117) altkiimelerinin

birlesimi olarak yazilabildigini ispatlayiniz.
(i) Her bir A; kiimesinde 17 tane eleman bulunsun,
(ii) A; kiimelerinin her birindeki elemanlarimin toplami aym olsun.

Dar agili bir ABC' iiggeninde, A acisinin i¢ agiortay1 ABC' {i¢geninin gevrel gemberi ile A; noktasinda
kesismektedir. B; ve Cj noktalar1 da benzer sekilde tamimlanmiyor. B ve C acilarinin dig agilortaylarinin
AA; dogrusu ile kesigme noktasit Ag olsun. By ve Cj noktalar1 da benzer sekilde tanimlansin. Asagidakileri
ispatlayiniz:

(i) ApByCy liggeninin alam, ACy BA;C B, altigeninin alaninin iki katina esittir.
(ii) AoBoCy liggeninin alanm, ABC' iiggeninin alaminin en az dort katidir.

n ve k pozitif tam sayilar olsun. S bir diizlem tizerinde bulunan ve agagidaki iki kosula uyan n tane noktanin

olugturdugu kiime olsun.
(i) S’deki herhangi ii¢ nokta ayni dogru iizerinde degildir,
(ii) S’nin her bir P noktas: i¢in, bu P noktasina olan uzakliklar1 ayni olan ve S’de bulunan en az k tane

nokta vardir.

Bu kosullar altinda
1
]ﬂ < 5 + V 2n

oldugunu ispatlayiniz.
ABCD bir konveks dortgen olsun ve |AB|, |AD|, | BC| kenar uzunluklar
|AB| = |AD| + |BC|
kogulunu saglasin. Bu dortgenin icinde agagidaki ozelliklere uyan bir P noktas1 vardir.

(i) P noktasmin C'D kenarma olan uzakhigr h kadardir.
(ii) |AP| =h+|AD| ve |BP| = h + |BC/dir.

Bu takdirde
1 1
_ >

+
vh = VAD BC

5~

oldugunu gosteriniz.

Her n pozitif tam sayisi i¢in, her biri bir asal sayinin tam kuvveti olmayan, ardigik n tane pozitif tam sayinin
var oldugunu ispatlayiniz.

@ n bir pozitif tam say1 olmak tizere {1,2,...,2n} kiimesinin bir permiitasyonu (x1,x2, ..., x2,) olsun. Eger
bu permiitasyonda en az bir i € {1,2,...,2n — 1} igin |z; — x;+1| = n kosulu saglaniyorsa, permiitasyona P
ozelligine sahiptir diyelim.

Her n igin, P 6zelligine sahip olan permiitasyonlarin sayisinin, P 6zelligine sahip olmayanlardan daha fazla
oldugunu gosteriniz.
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31. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1990

Bir cemberin AB ve C' D kirigleri, gemberin igerisindeki F noktasinda kesisiyor. M, E B dogru parcasi izerinde
bir nokta olsun. D, E; M noktalarindan gegen ¢embere E de teget olan dogru BC' ve AC' dogrularini sirasiyla
F ve G de kesiyor.
A _,
AB
ise
EG
EF
ifadesinin ¢ cinsinden degerini bulunuz.

n > 3 bir tam say1 olmak iizere; F kiimesi, bir cember iizerindeki farkli 2n—1 noktadan olugan bir kiime olsun.
Bu noktalardan tam olarak k tanesi siyaha boyaniyor. Aralarindaki yaylardan biri iizerinde E kiimesinden
tam olarak n nokta olacak sekilde en az bir ¢ift siyah noktanin bulundugu boyamalara “iyi” diyecegiz. E
nin k& noktasinin her boyamasimin iyi oldugu en kiigiik k£ degerini bulunuz.

2" +1
2

n

ifadesinin tam say1 olmasini saglayan tiim n > 1 tam sayilarini bulunuz.

Pozitif rasyonel sayilarin kiimesini Q7 ile gosterelim. Her x,y € QT icin,

kogulunu saglayan bir f : Q¥ — Q% fonksiyonu bulunuz.
Baslangicta verilmig bir ng > 1 tam sayisi igin, A ve B oyunculari, ny,ne,ns, ... sayilarim sirayla degigerek
agagida tanimlanan sekilde segiyor:
(nag sayisim bilerek) A,
nok < Mok < Ny
olacak sekilde bir nog41 sayisiny;

(nak+1 sayisi bilerek) B,
N2k+1

n2k+2

say1s1 bir asal sayiin pozitif kuvveti olacak gekilde bir ngg4 o sayisini segiyor.

A oyuncusu 1990 sayisini, B oyuncusu da 1 sayisini sectigi takdirde oyunu kazaniyor. Hangi ng sayilar: igin:

(a) A nin kazanan bir stratejisi vardir?
(b) B nin kazanan bir stratejisi vardir?

(¢) Tki oyuncunun da kazanan bir stratejisi yoktur?
@ Asgagidaki iki 6zellige sahip digbiikey bir 1990—genin bulundugunu gosteriniz:

(a) Tim agilar esittir.
b) 1990 kenarm uzunluklar: 12,22,32,...,1990? sayilarmmn bir dizilisidir.
y 8
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32. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1991

Verilen bir ABC iiggeninin i¢ teget ¢emberinin merkezi I olsun. A, B,C acilarina ait icagiortaylar karg
kenarlar sirasiyla A’, B', C' noktalarinda kesiyor.

1 < Al -BI-CI < 8
4 ~AA'-BB'-CC" — 27
oldugunu kanitlayiniz.

n > 6 bir tam say1 ve ay,as, ..., a sayilart n den kiigiik ve n ile aralarinda asal tiim dogal sayilar olsun.
a9 — a1 =a3 — Qg = -+ =ap — ap—1 >0
ise, n sayisinin ya bir asal say1 ya da 2 nin bir kuvveti olacagini kanitlayiniz.

S = {1,2,3,...,280} olsun. S nin n elemanh her altkiimesi ikigerli olarak aralarinda asal beg eleman
icerdigine gore, en kii¢iik n tam sayisin1 bulunuz.

G nin k kenarl bagl bir ¢izge oldugunu varsayalim. Kenarlari, her koge iki veya daha ¢ok kenara ait olacak
ve bu kenarlarin etiketlerinin en biiyiik ortak boleni 1 olacak gekilde, 1,2, ..., k sayilar ile etiketlendirmenin
miimkiin oldugunu kanitlayiniz.

[ Bir ¢izge, uclar diye adlandirilan noktalar kiimesi ile bu uglardan baz ¢iftleri birlestiren kenarlar kiimesin-
den olusur. Her u, v ug ¢ifti, en fazla bir kenara aittir. Her farkh z,y uglar igin, her v;, v;41 (0 < @ < m) gifti
G nin bir kenar1 tarafindan birlegtirilecek ve x = vy, v1,v2,..., v, = y olacak sekilde bir uclar dizisi varsa,
G gizgesi baghdir diyoruz.]

ABC bir iiggen ve P, ABC {i¢geninin ig bolgesinde bir nokta olsun. /PAB, /PBC, Z/PCA acilarindan en
az birinin 30° ye esit ya da 30° den kiigiik oldugunu gosteriniz.

@ Zo, X1, T2, ... gercel sayilarindan olugan sonsuz bir diziye, her i > 0 igin |z;| < C olacak gekilde bir C' sabiti
varsa, stnerly denir.

Herhangi bir a > 1 gercel sayis:1 verildiginde, her negatif olmayan farkli ¢, j tam say1 ¢ifti igin
|z —@jlli — 4" = 1

olacak gekilde bir xg, x1, 2, ... sinirh sonsuz dizisi olugturun.
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33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1992

1 < a < b < colmak lizere, abc — 1 tam sayisimn (a — 1)(b — 1)(c — 1) ile boliinmesini saglayan tiim a, b, ¢
tam sayilarini bulunuz.

R ile reel sayilar kiimesini gosterelim. Her reel x,y i¢in

F @+ 1) =y + (F(@)
bagintisini saglayan tiim f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.

Uzayda herhangi dordi ayni diizlem iistiinde bulunmayan dokuz nokta verilmig olsun. Her bir nokta cifti
bir kenar (yani bir dogru pargasi) ile birlestiriliyor ve her kenar ya mavi ya kirmiziya boyaniyor ya da hig
boyanmadan birakiliyor. Agagidaki kosulu saglayan en kiiglik n sayisim1 bulunuz:

Kenarlardan tam olarak n tanesi boyandiginda, boyali kenarlarin kiimesi i¢inde mutlaka ti¢ kenar1 da ayni
renkte olan bir tiggen bulunur.

Diizlemde, C bir ¢cember; L, C' gemberine teget olan bir dogru ve M ise L dogrusu iistiinde bir nokta olsun.
Asagidaki kogulu saglayan tiim P noktalarimin geometrik yerinin bulunuz:
L dogrusu iistiinde @ ve R gibi Oyle iki nokta vardir ki, M, QR nin orta noktas1 ve C' de PQR ti¢geninin ig

cemberi olur.

S, i¢ boyutlu uzayda sonlu sayida noktadan olusan bir kiime olsun. S, S, ve S, ile S deki noktalarin
sirasiyla yz diizlemi, zx diizlemi ve zy diizlemi iistiine dik izdiigtimlerinden olugan kiimeleri gosterelim. Bu
durumda

S < [Sz] - |Sy] - [S:]
oldugunu kanitlayiniz. Burada |A| ile sonlu bir A kiimesindeki eleman sayisi gosterilmektedir.

(Not: Bir noktanin bir diizlem iistiine dik izdiigiimii, o noktadan diizleme ¢izilen dikmenin ayagidir.)

@ Her n pozitif tam sayisi i¢in S(n) sayisin agagidaki kogulu saglayan en biiylik tam say1 olarak tanimliyoruz:

Her k < S(n) pozitif tam sayisi igin, n? sayis1 k tane pozitif tam karenin toplami olarak yazlabilir.

(a) Her n > 4 igin S(n) < n? — 14 oldugunu kamtlayimiz.
(b) S(n) = n? — 14 esitligini saglayan bir n tam sayis1 bulunuz.

(c) S(n) = n? — 14 esitligini saglayan sonsuz sayida n tam sayis1 bulundugunu kanitlayiniz.
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34. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1993

n > 1 bir tam say1 ve f(z) = 2™+ 52" "1 43 olsun. f(z) in, herbirinin derecesi en az 1 olan ve tiim katsayilari
tam sayilar olan iki polinomun ¢arpimi seklinde yazilamayacagini gosteriniz.

Daracili bir ABC ficgeni icindeki bir D noktasi, ADB = ACB + 90° ve AC - BD = AD - BC kosullarini
saglamaktadir.

AB-CD

@) e BD
(b) ACD ve BCD iiggenlerinin ¢evrel gemberlerine C' noktasinda ¢izilen tegetlerin dik olduklarini kanitlayiniz.

oraninin degerini bulunuz.

Sonsuz bir satranc tahtasi iizerinde asagidaki oyun oynaniyor. Baslangic durumunda, n? tane tas her karede
bir tag olmak iizere birbirine bitigik karelerden olusan n x n biiytikliigiindeki bir blokta bulunmaktadirlar.
Oyundaki bir hamle, dolu bir komsu kare iizerinden yatay veya diisey dogrultuda gecerek hemen ardindaki
bos kareye atlamaktadir. Uzerinden atlanan tag tahtadan kaldirilmaktadir.

Hangi n degerleri i¢in oyunun tahta iizerinde yalnizca bir tag kalacak gekilde sonuglanacagini bulunuz.
Diizlemde verilen P, Q, R gibi ii¢ nokta icin, m(PQR), PQR iicgeninin yiiksekliklerinin minimumu olarak
tammlaniyor. (P, @, R nin dogrusal olmasi durumunda m(PQR) = 0)

A, B, C diizleminde verilmig noktalar olsun. Diizlemdeki herhangi bir X noktas: i¢in
m(ABC) < m(ABX) + m(AXC)+ m(XBC)
oldugunu kanitlayiniz.

N = {1,2,3,...} olsun. f(1) = 2, ve her n € N icin, f(f(n)) = f(n) +n ven € Nicin f(n) < f(n+1)
kosullarini saglayan bir f : N — N fonksiyonunun var olup olmadigini belirleyiniz.

@ n > 1 bir tam say1 olsun. Bir ¢ember lizerine n tane lamba Lg, Lq,...,L,_1 yerlestirilmistir. Her lamba
ACIK ya da KAPALIdwr. Sy, S1,...,5;,... islemler dizisi uygulanmaktadir. Iglem S; yalnizca L;’nin
durumunu (diger tiim lambalariin durumunu koruyarak) su sekilde etkiler:

Eger L;_1 ACIK ise, S;, Ljnin durumunu ACIKtan KAPALIya ya da KAPALIdan ACIKa cevirir.
Eger Lj_1 KAPALI ise, S;, L;'nin durumunu degistirmez.

Lambalar n moduna gore goyle siralanmigtir:
L_y=Ly1,Lo=Lpn,L1 = Lpy1,vs.
Baglangicta biitiin lambalar ACIK durumdadir. Agagidakileri gosteriniz.

(a) Oyle bir pozitif tam say1 M (n) vardir ki, M(n) islemden sonra tiim lambalar tekrar ACIK duruma
gelmektedir.

b) Eger n, 2% seklindeyse, tiim lambalar n? — 1 islemden sonra ACIK duruma gelmektedir.
g y g
(c) Eger n, 2% + 1 seklindeyse, tiim lambalar n? — n + 1 islemden sonra ACIK duruma gelmektedir.
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35. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1994

m ve n pozitif tam sayilar olsun. aj,as,...,am, {1,2,...,n} kiimesinin farkli Gyle elemanlar1 olsun ki,
1 <i < j < m olmak iizere a; + a; < n oldugu her durumda, a; + a; = ay olacak sekilde bir k (1 <k < m)
bulunsun.

a1 +ax+---+anm >n+1
m -2

oldugunu kanitlayiniz.

ABC ikizkenar ii¢geninde |AB| = |AC| olsun.

(a) M, BC’nin orta noktasi; O da, AM dogrusu tstiinde bulunan ve OB’nin AB’ye dik olmasii saglayan
nokta olsun.

(b) @, BC kenarn istiinde, B ve C’den farkli herhangi bir nokta olsun.

(¢) E, Q ve F aym dogru tistiinde bulunan farkhi noktalar olmak tizere, E'nin AB dogrusu, F’nin de AC
dogrusu istiinde bulundugunu kabul edelim.

OQ'nun EF’ye dik olmasmin, |QFE| = |QF| olmas i¢in gerek ve yeter bir kogul oldugunu kanitlayimniz.

Her k pozitif tam sayisi igin, {k+1,k+2,...,2k} kiimesine ait ve 2 tabanina gore yazilimlarinda tam olarak
ii¢ tane 1’in gectigi elemanlarin sayisi f(k) olsun.

(a) Her m pozitif tam sayisi i¢in, f(k) = m olacak gekilde en az bir k pozitif tam sayisimin bulundugunu
kanitlayiniz.

(b) f(k) = m esitliginin tam olarak bir k igin saglandig1 tiim m pozitif tam sayilarini bulunuz.

3

n 1
+ 1 saysinin bir tam say1 olmasim saglayan tiim (m,n) sirali pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.
mn —

S, —1’den kesin biiyiik reel sayilarin kiimesi olsun. Agagidaki iki kogulu saglayan tiim f :.S — S fonksiyon-
larim bulunuz:

(a) S’ye ait her z,y icin, f (z + f(y) + zf(y)) =y + f(x) + yf(z) olup,
f(z)

(b) ——=, =1 < 2 < 0 ve 0 < z araliklarinin her birinde kesin artan bir fonksiyondur.
x

@ Asagidaki kosulu saglayan ve pozitif tam sayilardan olugan bir A kiimesinin var oldugunu gosteriniz:

Tim elemanlar: asal sayilar olan sonsuz her S kiimesi i¢in, m ve n sayilarindan her birinin S’ye ait k farkh
elemanin ¢arpimi olmasimi saglayacak bicimde K < 2, m € A ve n € A pozitif tam sayilar1 vardir.
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36. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1995

A, B,C, D bir dogru tstiinde belirtilen sirada dort farklh nokta olsun. AC ve BD c¢apl ¢emberler X ve Y
de kesigiyor. XY dogrusu BC yi Z de kesiyor. P, XY dogrusu lizerinde Z den farkl bir nokta olsun. CP
dogrusu AC ¢aph cemberi C' ve M de, BP dogrusu BD capli cemberi B ve N de kesiyor. AM, DN, XY
dogrularinin noktadag oldugunu kanitlayiniz.

a,b, c; abc = 1 kogulunu saglayan pozitif gercel sayilar olsun.

1 1 1
Bh+0)  Bleta)  Batb)

3
> 2
-2

oldugunu kanitlayiniz.

Diizlemde 1 <4 < j < k < nicin AA;A; A min alaninin 7; 4+ r; 4+ 7, oldugu herhangi ii¢ii dogrusal olmayan
Ay, ..., A, noktalariin ve rq,...,7, gercel sayilarinin bulunmasim saglayan tiim n > 3 tam sayilarim
bulunuz.

[4]i=1,...,1996 icin

Ti—1+

1
=2x; + —
T

Ti—1 i

ve xo = T1995 Olacak gekilde xq,z1,...,T1995 pozitif gercel sayilar dizisi bulunduguna gore, zy 1n alabilecegi
en biiyiik degeri bulunuz.

ABCDEF digbiikey altigeninde AB = BC = CD, DE=EF = FAve /BCD = /EFA = /3 olsun. G ve
H m altigenin i¢ bolgesinde LZAGB = ZDHE = 2w /3 olacak sekilde alinan noktalar oldugunu varsayalim.
AG+GB+GH + DH + HE > CF oldugunu kanmtlaymiz.

@ p tek bir asal say1 olsun. {1,2,...,2p} kiimesinin, elemanlar1 toplami p ile boliinecek gekilde p elemanh kag
A alt kiimesi vardir?
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37. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1996

Gergel r sayist ile |AB| = 20, |BC| = 12 boyutlarinda bir ABC'D dikdortgeni veriliyor. Dikdértgen, 20 x 12
birim karelik 1zgaraya boltintiyor. Bir kareden diger kareye hareket edebilmek igin, bu iki karenin merkezleri
arasindaki uzakligin /7 olmas1 gerekiyor. Gorevimiz, A kogesine sahip birim kareden baglayip B kosesine
sahip birim kareye giden bir hareketler dizisini bulmak.

(a) r, 2 veya 3 ile boliiniiyorsa; gorevin tamamlanamayacagini gosteriniz.
(b) r =73 ise, gorevin tamamlanabilecegini kanitlayimz.

(¢) =97 oldugunda, gbrev tamamlanabilir mi?
P, ABC iiggeninin i¢ bolgesinde
/APB - ZACB = ZAPC — ZABC

olacak gekilde bir nokta olsun. APB ve APC iiggenlerinin igteget cemberlerinin merkezleri sirasiyla D ve E
olsun. AP, BD, C'E nin bir noktada kesigtiklerini gosteriniz.

S, negatif olmayan tam sayilar kiimesini gostersin. S den kendisine

f(m+fn)=F(f(m)+fn) VmnesS
seklinde tanimlanan tiim f fonksiyonlarini bulunuz.

a ve b pozitif tam sayilar1 15a + 16b ve 16a — 15b sayilar1 birer pozitif tam saymin karesi olacak sekilde
alimiyor. Bu tam karelerden kiiciik olanin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

ABCDEF digbiikey altigeninde AB, DE ye paralel; BC, E'F ye paralel; CD de F' A yaparaleldir. Ry, Ro, Rg;
sirasiyla FAB, BCD, DEF iiggenlerinin gevrel yaricaplar: ve P de altigenin cevresi olsun.

P
RA+RC+REZE

oldugunu kanitlayiniz.

@ D, q,n; p+q < n olacak gekilde alinan ti¢ pozitif tam say1 olsun. (zg, z1, ..., z,), asagidaki kogullar1 saglayan
bir tam say1 (n + 1) lisi olsun:

(a) o = =0.

Tp
(b) 1 <4 < n olmak iizere, her 7 i¢in ya ©; — x;_1 = p ya da z; — ;1 = —q dur.

x; = x; olacak sekilde (4, j) # (0,n) sartim saglayan ¢ < j indislerinin bulundugunu gosteriniz.
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38. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati - 1997

Kosgeleri diizlemdeki tam say1 koordinathi noktalar olan birim karelere bakalim. Bu kareler (satrang tah-
tasindaki gibi) sirayla siyah ve beyaza boyanmig olsun. Her (m,n) pozitif tam say1 ¢ifti i¢in, kogeleri tam
say1 koordinatli noktalar olan ve m ve n uzunlugundaki dik kenarlar: yukaridaki karelerin kenarlari iistiinde
bulunan bir dik iiggen alalim. S ile bu iiggendeki siyah bdlgelerin toplam alanin; Sy ile de aymi tiggendeki
beyaz bolgelerin toplam alanini gosterelim.

f(m,n) =151 — S|

olsun.

(a) Her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift pozitif m ve n tam sayilar1 igin f(m,n) degerini hesaplayiniz.

(b) Her m ve n i¢in f(m,n) < 3 max{m,n} oldugunu kamtlayimz.

(¢) f(m,n) < C kogulunu m ve n’nin tiim degerleri i¢in saglayan bir C' sabitinin bulunmadigini gosteriniz.
A agis1t ABC ficgenindeki agilarin en kiigiigiidiir. B ve C' noktalar1 bu ii¢cgenin cevrel ¢emberini iki yaya

aywriyor. U, B ve C arasindaki, A noktasmi igermeyen yayn bir i¢ noktasi olsun. [AB] ile [AC]'nin orta

dikmeleri AU dogrusunu sirasiyla V' ve W noktlarinda kesiyor. BV ile CW dogrular1 da 7' noktasinda

kesisiyor.
|AU| = |TB|+ |TC|

oldugunu gosteriniz.

X1, T2y Xy |1+ 22+ +2p] =1vei=1,2,...,n igin

;| < 5

kogullarini saglayan gercel sayilar olsun.

T1,T3,...,T, Nin
n+1
(914 2y2 + - 4 nyn| < =5
kosulu saglanacak bicimde bir y1, 42, ..., y, permiistasyonu bulundugunu gésteriniz.

Elemanlar1 S = {1,2,...,2n—1} kiimesine ait bir nxn matrise (n stitun ve n satirdan olugan kare bi¢imindeki
bir tabloya), eger her ¢ = 1,...,n igin é-inci satir ile ¢-inci siitun birlikte S’nin tiim elemanlarini kapsiyorsa,
bir gumis matris diyoruz.

(a) n =1997 i¢in hi¢ bir giimiiy matrisin bulunmadigini;
(b) m’nin sonsuz sayida degeri i¢in giimiig matrislerin bulundugunu gosteriniz.
a>1,b>1 olmak tizere,
a,(bz) = ba
egitligini saglayan tiim (a,b) tam say1 sirah ikililerini bulunuz.

@ Her n pozitif tam sayisi i¢in, n’nin, 2’nin negatif olmayan tam say1 kuvvetlerinin toplami olarak yazilig

bigimlerinin sayisi f(n) ile gosterelim. Toplamda gegen terimlerin yalnizca sirasmin degisik oldugu yazihs

bigimlerinini ayni sayiyoruz. Ornegin 4 sayisi; 4, 2+2, 24141, 1+1+1+1 olarak dort sekilde yazilabileceginden
f(4) = 4 olur. Her n > 3 tam sayis1 i¢in

2T < f(2") < 2T

oldugunu kanitlayiniz.

38


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3713.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3625.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3714.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3715.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3716.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3717.0

39. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 - 1998 geomania.org

39. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1998

ABCD konveks dortgeninde AC' ve BD kogegenleri birbirine dik olup, AB ve DC kenarlar: paralel degildir.
AB ve DC'nin orta dikmelerinin kesigtigi P notkasimnin ABC D’nin i¢ bolgesinde yer aldigi bilinmektedir.
ABC D’nin bir kirigler dértgeni olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun ABP ve CDP iiggenlerinin alanlarimin
esit olmasi oldugunu gosteriniz.

Bir yarigmada, b > 3 bir tek say1 olmak iizere, a yarigmaci ve b hakem bulunmaktadir. Her hakem her
yarigmaciyl ya “bagarili” ya da “basarisiz” olarak degerlendiriyor. k agagidaki ozellige sahip bir say1 olsun:
Herhangi iki hakemin en ¢ok %k yarigmaci hakkindaki degerlendirmeleri cakigmaktadir.

k_b—-1
Z> - -
a~ 2b

oldugunu gosteriniz.

Her pozitif n tam sayisi igin, d(n) ile n’nin (1 ve n dahil olmak iizere) bolenlerinin sayisimi gosterelim.

olmasini saglayacak bicimde bir n sayisinin bulundugu tiim pozitif k tam sayilarini bulunuz.
ab? + b+ 7'nin a?b + a + b’yi bolmesini saglayan tiim (a,b) pozitif tam say1 ciftlerini bulunuz.

I ile, ABC tiggeninin i¢ teget gemberinin merkezini gosterelim. ABC’nin i¢ ¢emberinin BC, CA ve AB
kenarlarima teget oldugu noktalar sirasiyla K, L ve M olsun. B’den gecen ve M K’ya paralel olan dogru,
LM ve LK dogrularini sirasiyla R ve S noktalarinda kesiyor. ZRIS nin bir dar ag1 oldugunu gosteriniz.

@ N pozitif tam sayilar kiimesini gostersin. N’den N’ye giden ve N’ye ait her s, ¢ igin

F(E2F(s) = s (f(t))?

kogulunu saglayan tiim f fonksiyonlarini ele alalim. f(1998)’in alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.
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40. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 1999

Diizlemde asagidaki sart1 saglayan en az ii¢ noktal tiim .S sonlu kiimelerini belirleyiniz:

S deki herhangi iki farkli A ve B noktasi i¢in, AB dogru parcasinin orta dikmesi, S nin bir simetri eksenidir.
n > 2 sabit bir tam say1 olsun.
(a) Asagidaki esitsizligi, her x1, 22, ..., 2, > 0 gergel sayilarin i¢in saglayan en kii¢iikk C' sabitini bulunuz.
4

Z vz (z? + 1:?) <C Z x;

1<i<j<n 1<i<n

(b) Bu C sabiti igin, esitligin hangi durumda saglandigini belirleyiniz.

n sabit bir pozitif cift say1 olmak iizere; n x n kareli bir tahta ele alalim. Tahta n? birim kareden olusuyor.
Ortak kenara sahip karelere komsu kareler diyoruz.

Tahtanmin N tane birim karesini, tahtadaki her kare (igsaretli ya da degil) en az bir igaretlenmis komsu kareye
sahip olacak gekilde igaretliyoruz.

N nin alabilecegi en kiigiik degeri belirleyiniz.
Agagidaki kogullar1 saglayan tiim (n,p) pozitif tam say1 ¢iftlerini belirleyiniz:
p asal,
n < 2p,
(p — )™ + 1 say1s1 n?~! ile béliiniiyor.
(1 ve G4 gemberleri, G cemberine sirasiyla, farkli M ve N noktalarinda icten tegettir. G1, G2 nin merkezinden

gegmektedir. G; ve Gy nin kesistigi noktalardan gegen dogru G yi A ve B de kesmektedir. M A ve M B
dogrulari, G ile sirasiyla C' ve D de kesismektedir. CD nin G5 ye teget oldugunu kanitlayiniz.

@ Tim z,y gercel sayilar: icin
flae=fw)=rw) +xfy) + flz) -1

kosulunu saglayan ttim f : R — R fonksiyonlarini belirleyiniz.
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41. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2000

I’y ve I'y cemberleri M ve N de kesisiyor. £, 'y ve I'y nin M ye yakin olan ortak tegeti olsun. ¢, I'; e A da,
I’y ye de B de degmektedir. M de gecen ve ¢ ye paralel olan dogru I'; ¢emberini C' de, I'y ¢cemberini de D
de kesmektedir. C A dogrusu ile DB dogrusu E de, AN dogrusu ile CD dogrusu P de, BN dogrusu ile CD
dogrusu @ da kesigtigine gore, EP = E(Q oldugunu gosteriniz.

abc = 1 olacak sekilde alinan a, b, ¢ pozitif gercel sayilar igin
1 1 1
o) (o) (eone )
b c a

n > 2 pozitif tam say1 olmak lizere, baglangicta n adet pire, yatay bir dogru boyunca, hepsi birlikte ayni
noktada olmayacak gekilde yer almaktadir.

oldugunu gosteriniz.

A pozitif gergel sayisi icin, bir adim su sekilde tanimlaniyor:

A, B nin solunda olacak sekilde alinan A ve B noktalarindaki herhangi iki pire icin, A daki pire; dogru
tizerinde B nin saginda ve BC'/AB = X sartin saglayan C noktasia athyor.

Dogru tizerindeki herhangi bir M noktasi i¢in, baglangigtaki n pirenin dizilisi ne olursa olsun, tiim pireleri
M nin sagina tagimayl miimkiin kilan tiim A degerlerini belirleyiniz.

Bir sihirbaz 1 den 100 kadar numaralanmig yiiz karti, biri kirmizi, digeri beyaz, 6teki mavi ii¢ kutuya her
kutuda en az bir kart olacak sekilde yerlestiriyor.

izleyicilerden biri bu kutulardan ikisini sectikten sonra, her iki kutudan da bir kart gekerek, bu kartlarin
iizerinde yazan sayilarin toplamini soyliiyor. Bu toplama goére, sihirbaz iginden kart alinmayan kutuyu be-
lirleyebiliyor.

Tim kartlar bu kutulara, yukarida anlatilan numara her zaman igleyecek sekilde kag farkl bicimde dagitilabilir?
(Kartlardan en az biri farkhi bir kutuya konmussa, bu iki yol farkli sayilacak.)

n, tam olarak 2000 asal say1 tarafindan boliinecek ve 2™ + 1 sayisi n ile boliinecek gekilde bir n pozitif tam
sayisinin bulunup bulunmadigini belirleyiniz.

@ AH,, BHs, C' H3 dogru parcalar1 dar acili ABC tiggeninin yiikseklikleri olsun. ABC ti¢geninin i¢teget cemberi
BC, CA, AB kenarlarina sirasiyla 71, Ty, T3 noktalarinda dokunsun. ¢y, ¢o, ¢35 dogrular sirasiyla HoHs,
HsH,, Hi Hs dogrularimin sirasiyla ToT3, T3Ty, T1T5 dogrularina gore simetrigi olsun.

01, la, €5 1in kogeleri ABC' {iggeninin igteget cemberi tizerinde olan bir {iggen belirttigini kanitlayiniz.
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42. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2001

Dar agili ABC {i¢geninin gevrel ¢emberinin merkezi O olsun. BC iizerindeki P, A dan gegen yiiksekligin
ayagi olsun.

/BCA > ZABC + 30° oldugunu kabul edelim.
LCAB + ZCOP < 90° oldugunu kanitlayimiz.

Her pozitif gergel a, b, ¢ sayilar igin

a b c
+ + >1
VaZz+8bc Vb2 +8ca 2+ 8ab

oldugunu kanitlayiniz.

Yirmi bir kiz ile yirmi bir erkek bir matematik yarigmasina katiliyor.

e Her yarigmaci en fazla alt1 soru ¢ozmiistiir.

e Her kiz ve erkek i¢in, ikisinin de ¢6zdiigli en az bir soru vardir.

Buna gore, en az ii¢ kiz ve en az ii¢ erkek tarafindan ¢oziilen bir sorunun bulundugunu kanitlayiniz.

n, 1 den biiytik tek bir tam say1 olsun. ki, ks, ..., k, tam sayilar: verilsin. 1,2, ..., n sayilarimin her a =
(a1,as,...,a,) permiitasyonu icin

S(a) = i kﬂll
i=1

seklinde tamimlamyor. n!, S(b) — S(c) yi bolecek gekilde b ve ¢ permiitasyonlarmin (b # ¢) oldugunu
kanitlayiniz.

ABC {i¢geninde, BC {izerine P noktasi, C A iizerinde @) noktasi, AP dogrusu /BAC nin agiortayi, BQ
dogrusu da ZABC nin agiortay: olacak sekilde ahmiyor. ZBAC = 60° ve AB + BP = AQ + @B oldugunu
biliniyor. Buna gére, ABC' iiggeninin agilarinin alabilecegi degerleri bulunuz?

@ a, b, c,d tam sayilar1 a > b > ¢ > d > 0 esitsizligini saglasin.
ac+bd=0b+d+a—c)(b+d—a+c)

ise, ab + cd nin asal olmadigini kanitlayiniz.
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43. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2002

n pozitif bir tam say1 olsun. z, y * + y < n kosulunu saglayan negatif olmayan tam sayilar olmak tizere; T
ile diizlemdeki (z,y) noktalarimn kiimesini gosterelim. T deki her nokta kirmizi ya da maviye boyaniyor.
Bir (z,y) noktasi kirmizi ise, T deki 2’ < x ve 3y’ < y esitsizliklerinin ikisini de saglayan (z’,y’) noktalari da
kirmizadir. Farkli z-koordinatina sahip n mavi noktadan olugan bir kiimeye X kiimesi, farkl y-koordinatina
sahip n mavi noktadan olusan bir kiimeye Y kiimesi diyelim. X kiimelerinin sayisi ile Y kiimelerinin sayisinin
esit oldugunu kanitlayiniz.

BC, O merkezli I gemberinin bir ¢ap1 olsun. A, I {izerinde 0° < ZAOB < 120° kosulunu saglayan bir nokta
olsun. D, C yi icermeyen AB yaymin orta noktasi olsun. O dan gegen ve AD ye paralel olan dogru, AC
ile J de kesigiyor. AO nun orta dikmesi I' y1 E ve F' de kesiyor. J nin CEF {iggeninin i¢ merkezi oldugunu
kanitlayimniz.

Sonsuz sayida a pozitif tam sayisi igin
am+a—1
a”+a?—1

say1isinl tam sayl yapan tim m,n > 3 tam say1 ikililerini bulunuz.
n, 1 den biiylik bir tam say1 olsun. n nin pozitif tam bolenleri
l=di <dy<---<dp=n
ve D = didy + dads + -+ - + di—1d}, olsun.

(a) D < n? oldugunu kanitlayiniz.

(b) D nin n? nin bir béleni oldugu tiim n sayilarmi belirleyiniz.

Her x,y, 2, t gercel sayilar: icin
(f(@) + f(2) (F(y) + f() = fzy — 2t) + f(at +y2)
esitligini saglayan tim f : R — R fonksiyonlarim bulunuz.

@ n > 3 olmak iizere; diizlemde, I'1, g, ..., ', 1 yarigapli ¢cemberler olsun. Sirasiyla, O1,0,,...,0, ile bu
gemberlerin merkezlerini gosterelim. Hicbir dogrunun ikiden fazla cemberi kesmedigini varsayalim.

1 (n—Dm
> <
0:0; 4

oldugunu kanitlayiniz.
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44. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2003
A kitmesi S = {1,2,...,1000000} kiimesinin 101 elemanl bir alt kiimesi olsun.
Aj={z+t;|ze A}, j=12.,100
kiimeleri ikigerli olarak ayrik olacak sekilde S ye ait t1,to, ..., t100 sayilarinin bulundugunu kanitlayiniz.

a2

2ab? — b3 +1
sayisinin pozitif bir tam say1 olmasini saglayan tiim (a, b) pozitif tam say: ikililerini belirleyiniz.
Her kargilikli kenarlar: icin, bu iki kenarin orta noktalari arasindaki uzaklik, bu iki kenarin uzunluklar
3
toplaminin g katina esit olan digbilikey bir altigenin tiim acilarinin esit oldugunu kanitlayiniz.

(Digbiikey ABCDEF altigeninin ii¢ ¢ift kargihkh kenari vardir: AB ile DE, BC ile EF, CD ile FA)

ABCD kirigler dortgeninde, D noktasindan BC, C A, AB dogrularina inilen dikmelerin ayaklar1 sirasiyla
P,Q, R olsun. PQ = QR olmasi igin gerek ve yeter kogsulun ZABC ile ZADC agisinin aglortaylarinin AC
ile noktadag olmasi oldugunu gésteriniz.

n pozitif bir tam say1 ve z1 < x5 < --- < x,, gergel sayilar olsun.

2
n n
2(n? - 1) 9
> |z — S—5 > (wi— )
ij=1 ij=1
oldugunu kanitlayimiz. Esitligin saglanmasi icin gerek ve yeter kosulun z1, ..., z, in aritmetik bir dizi olmasi

oldugunu gosteriniz.

@ p bir asal say1 olsun. ¢ sayisi, hicbir n tam sayisi igin, n? — p sayisini bolmeyecek sekilde bir ¢ asal sayisinin
bulundugunu kanitlayiniz.
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45. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2004

ABC, kenarlar1 arasinda AB # AC' bagmtisi olan dar acili bir tiggen olsun. BC' ¢apli cember, AB ve AC
kenarlarin sirasiyla M ve N noktalarinda kesiyor. BC' kenarinin orta noktasini O ile gosterelim. ZBAC ve
ZMON agilarinin i¢ agiortaylart R de kesismektedir. BM R ve CN R tiggenlerinin gevrel gemberlerinin BC'
kenar {izerinde yer alan ortak bir noktalarinin oldugunu kanitlayiniz.

ab + bc + ca = 0 esitligini saglayan her a, b, ¢ gergel sayilar: icin
fla=b)+ f(b—c)+ f(c—a)=2f(a+b+¢)
bagintisinin saglandigi tiim gergel katsayili polinomlar: bulunuz.

Asagidaki sekilde gosterildigi gibi alt1 birim kareden olugan sekle, ya da bu seklin dondiiriillmesi ya da
yansitilmas: ile olusabilecek gekle “kanca” diyoruz.

Herhangi iki kanca st iiste binmeyecek ve higbir kanca dikdortgenin digina tasmayacak sekilde kancalar
kullanarak tamamen kaplanabilecek tiim m x n dikdortgenleri belirleyiniz.

n > 3 bir tam say1 olmak iizere; t1,ts,...,t, pozitif gercel sayilar

9 1 1 1
nS 1>ttt ) (A
1t tn
kogulunu saglasmn. 1 < ¢ < j < k < n kogulunu saglayan her i, j, k sayilan icin ¢;, ¢;, tx sayilarmin bir
iiggenin kenarlari oldugunu gosteriniz.

ABCD digbiikey dortgeninde, BD kogegeni ABC' agisinin da C' DA agisinin da aciortayr degildir. P noktast,
ABCD nin i¢ bolgesinde
/PBC =/DBA ve /ZPDC = /BDA

olacak sekilde bir noktadir. ABC'D doértgeninin kirigler dértgeni olmasi igin gerek ve yeter kogulun AP = CP
oldugunu kanitlayiniz.

@ Ondalik yaziliminda ardisik herhangi iki basamag: teklik-ciftlik acisindan farklh olan pozitif tam sayiya
degisimli sayr diyoruz. n pozitif tam sayisimin degisimli bir tam kata sahip olmasimi saglayan tiim n pozitif
tam sayilarini bulunuz.
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46. Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 2005

ABC egkenar tiggeninin BC kenar1 tizerinde A;, As; C'A kenar lizerinde By, By; AB kenan tizerinde Cf,
Cs noktalar1 Ay As By BoC1Cy digbiikey altigeninin tiim kenarlar egit olacak sekilde seciliyor. A; Bs, B1Co
ve C1 Ay dogrularinin noktadag oldugunu gosteriniz.

ay,asg, ... tam sayilar dizisi, sonsuz coktuklukta pozitif ve sonsuz ¢oklukta negatif elemandan olugmaktadir.
Her n pozitif tam sayist i¢in, a1, as, ..., a, sayilarinin n ile boliintince n farkli kalan biraktigini varsayalim.
Bu durumda, a1, as, ... dizisinde her tam sayinin tam olarak bir kez gectigini kanitlayiniz.

x,y, z pozitif gergel sayilar: i¢in xyz > 1 olmak iizere;
25— 22 . Yo — 2 N 25 52
P +y? 22wty 22 2y 5 T

oldugunu kanitlayiniz.

a, =2"+3"+6" -1, n>1
sonsuz dizisinin tiim terimleri ile aralarinda asal olan tiim pozitif tam sayilari belirleyiniz.

ABCD, BC ile DA paralel olmayacak ve BC = DA olacak sekilde sabit bir digbiikey dortgen olsun. E ve
F sirasiyla BC' ve DA kenarlar tizerinde BE = DF kogulunu saglayan hareketli noktalar olsun. AC' ile BD
dogrusu P de, BD ile EF dogrusu Q da, EF ile AC dogrusu da R de kesigiyor.

E ve F degisirken, PQR tggenlerinin cevrel cemberlerinin P den bagka ortak bir noktaya sahip olduklarini
kanitlayiniz.

@ Katilimcilara 6 soru yoneltilen bir matematik yarigmasinda, herhangi iki soruyu yarigmacilarin % sinden

daha fazlas1 ¢ozmiigtiir. Ayrica, 6 soruyu da ¢ozen bir yarigmaci ¢gtkmamigtir. Tam olarak 5 soruyu ¢6zen en
az 2 yarigmacinin bulundugunu gosteriniz.

46


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3608.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4419.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4420.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4421.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3609.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4422.0

47. Uluslararast Matematik Olimpiyati - 2006 geomania.org

47. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2006

Icteget cemberinin merkezi I olan bir ABC' {i¢geninin icinde,
m(PBA) + m(PCA) = m(PBC) + m(PCB)

olacak sekilde bir P noktasi seciliyor. |AP| > |AI| oldugunu ve esitligin ancak ve ancak P = I olmasi halinde
saglanacagini gosteriniz.

Bir P diizgiin 2006-geni veriliyor. P nin bir kosegenine, uglari P nin cevresini, her birisi P nin tek sayida
kenarindan olusan iki pargaya ayirmasi halinde, gizel adi veriliyor. P nin her kenar1 da giizel kabul ediliyor.

P, herhangi ikisi ¢cokgen iginde kesismeyen 2003 kosegeni tarafindan iiggensel bolgelere ayrildiginda, iki kenari
glizel olan en fazla kag ikizkenar iiggen olusabilecegini bulunuz.

Tim a, b, ¢ reel sayilar: igin
lab(a® — b%) + be(b® — ) + ca(c® — a®)| < M(a® + b* + ¢*)°
esitsizligini gecerli kilan en kiigiik M reel sayisin1 bulunuz.
14 2% 4 220+ = 42 esitligini saglayan tiim (x,y) tam say ikililerini belirleyiniz.

Katsayilar1 tam say1 ve derecesi n > 1 olan bir P(x) polinomu ile bir & > 0 tam sayis1 veriliyor. Q(z) =
P(P(...P(P(x))...)), P nin k kez kullamlmasiyla tanimlanan polinom olmak {izere, Q(t) = t esitligini
saglayan t tam sayilarinin sayisinin en fazla n olacagim ispatlayiniz.

@ Digbiikey bir P ¢okgeninin her b kenarina, ¢cokgenin digina tagmayan ve kenarlarindan birisi b olan {iggenlerin
sahip olabilecegi en biiyiik alan degeri kars1 tutuluyor. P nin tiim kenarlarina karsi tutulan degerler top-
laminin, P nin alanimin iki katindan kii¢iikk olamayacagini gosteriniz.
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48. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2007
a1,asg, ... ,a, gercel sayilar verilmig olsun. Her ¢ (1 < < n) igin,
d; =max{a; : 1 <j <i} —minfa; :i <j<n}

olarak tanimlayalim ve
d=max{d; : 1 <i<n}

olsun.

(a) Tim 1 < 29 < -+ <z, gergel sayilar igin,

max{|z; —a;| : 1 <i<n}>

()

VIS

oldugunu kanitlayiniz.

(b) (%) da esitligin gergeklegsmesini saglayan x1 < x5 < --- < x,, gercel sayilarmin bulundugunu gosteriniz.

A, B, C, D ve E den olugan beg nokta, ABCD bir paralelkenar ve BCED konveks bir kirigler dortgeni
olacak bigimde verilmig olsun. A dan gegen bir ¢ dogrusu, [DC|] dogru pargasini bir F' i¢ noktasinda ve BC

dogrusunu da bir G noktasinda kessin. |EF| = |EG| = |EC| oldugunu varsayalim. ¢ nin, DAB agisinin acl
ortay1 oldugunu kanitlayiniz.

Bir matematik yarismasina katilan yarigmacilardan bazilar1 arkadastir. Arkadaghk her zaman kargilikhidir.
Bir yarigmaci grubundaki her yarigmaci ¢ifti arkadagsa, bu gruba bir klik diyelim. (Ozellikle, ikiden az
yarigmacidan olugan her grup bir kliktir.) Bir kligin eleman sayisina bu kligin biyikligi diyelim.

Bu yarigmadaki kliklerin biiytikliikklerinin aldig1 en biiylik deger bir ¢ift say1 olsun. Tiim yarigmacilarin, bir
odadaki kliklerin biiyiikliiklerinin en biiyiik degeri, diger odadaki kliklerin biiyiikliiklerinin en biiyiik degerine
esit olacak bicimde iki odaya yerlestirilebilecegini kanitlayiniz.

Bir ABC' iiggeninde, BCA agisinn agl ortayi, iiggenin gevrel ¢emberini ikinci kez R de, [BC] nin orta
dikmesini P de ve [AC] nin orta dikmesini de @ da kesiyor. [BC] nin orta noktasi K ve [AC| nin orta
noktasit L olsun. RPK ve RQL tiggenlerinin alanlarimin esit oldugunu kanitlayiniz.

a ve b pozitif tam sayilar olsun. 4ab — 1, (4a® — 1)? yi béliiyorsa, a = b oldugunu kanitlaymiz.
@ n pozitif bir tam say1 olsun. U¢ boyutlu uzayda (n 4+ 1)? — 1 noktadan olusan
S={(z,y,2) :z,y,2€{0,1,...,n},z+y+ 2z >0}

kiimesi veriliyor. Birlegimleri S kiimesini kapsayan, ama (0,0,0) noktasim igermeyen diizlemlerin sayisinin
alabilecegi en kiiciik degeri belirleyiniz.
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49.

(6]

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2008

Dar agili ABC iiggeninin diklik merkezi H olsun. Merkezi BC nin orta noktasi olup H den gecen cember BC'
dogrusunu A; ve A, noktalarinda kesiyor. Benzer sekilde, merkezi C'A nin orta noktas: olup H den gegen
gember C'A dogrusunu B; ve Bs noktalarinda ve merkezi AB nin orta noktasi olup H den gegen ¢ember
AB dogrusunu C; ve Cj noktalarinda kesiyor. Aj, Ao, B, Bo, Cq,Co noktalarimin ayni ¢ember iizerinde
bulunduklarini gésteriniz.

(a) Herbiri 1 den farkli olan ve zyz = 1 kogulunu saglayan tiim z,y, z gergel sayilar igin

2 2 2
s z
Y >1

-1 -1 o12-

oldugunu kanitlayiniz.

(b) Herbiri 1 den farkli olan ve zyz = 1 kogulunu saglayan sonsuz tane x,y, z rasyonel say1 tigliisii igin
yukaridaki esitsizligin esitlige doniigtiiglinii gosteriniz.

Sonsuz tane n dogal sayis1 icin n? 4 1 sayisinin 2n + v/2n den biiyiik asal boleninin oldugunu kanitlayimiz.

wx = yz olmak iizere, tiim w, x,y, z pozitif gergel sayilar: i¢in
(F@)? + (f@)® _ w?+a?
FW)+1(2) 2+ 22

kogulunu saglayan tiim f : (0,00) — (0,00) (diger deyigle f, pozitif gergel sayilar iizerinde tanimli ve pozitif
degerler alan bir fonksiyondur) fonksiyonlarini bulunuz.

n ve k pozitif tam say1 olmak tizere, k > n ve k —n ¢ift sayidir. 1,2, ..., 2n sayilariyla numaralandirilmig 2n
tane lambanin herbiri a¢ik veya kapali durumda olabiliyor. Baglangigta lambalarin hepsi kapali durumdadir.
Her hamlesinde bir lamba segilerek, segilen lambanin durumunu degistiren (agiktan kapaliya veya kapalidan
agiga) hamleler dizileri tanimlayalim.

Sonucunda 1 den n ye kadar olan lambalar1 agik ve n 4+ 1 den 2n ye kadar olan lambalar1 kapali duruma
getiren ve k£ hamle iceren tiim hamleler dizilerinin sayis1 N olsun.

Sonucunda yine 1 den n ye kadar olan lambalar1 acik ve n 41 den 2n ye kadar olan lambalar1 kapali duruma
getiren ve k hamle iceren, fakat n + 1 den 2n ye kadar olan lambalarla hi¢ hamle yapmayan tiim hamleler
dizilerinin sayis1 M olsun.

N/M oraninin degerini bulunuz.
|BA| # |BC| olmak tizere, ABC'D bir konveks dortgen olsun. ABC ve ADC ftiggenlerinin igteget cemberleri
sirasiyla wy ve wg olsun. BA 1gininina A dan sonraki bir noktada ve BC 1ginimina C' den sonraki bir noktada

teget olan ve aym zamanda AD ve C'D dogrularina da teget olan bir w gemberinin oldugunu varsayalim. wq
ve wo cemberlerinin ortak dig tegetlerinin w ¢emberi iizerinde kesigtigini kanitlayiniz.
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50. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2009

n pozitif bir tam say1; ai,...,ar (k > 2) de, {1,...,n} kilmesine ait olan ve, her ¢ = 1,...,k — 1 igin, n
sayisinin a;(a;+1 — 1) sayisin1 bolmedigini kanitlayimiz.

O, ABC fiiggeninin gevrel ¢emberinin merkezi; P ve @ da, sirasiyla, [CA] ve [AB] kenarlar istiinde,
kogelerden farkli iki nokta olsun. K, L ve M swrasiyla, [BP], [CQ] ve [PQ] dogru parcalarinin orta nok-
talar1 olmak tizere; K, L ve M sirasiyla, [BP], [CQ)] ve [PQ] dogru parcalarinin orta noktalar1 olmak tizere;
K, L ve M den gegen gembere I' diyelim. PQ dogrusu I' gemberine teget ise, |OP| = |OQ| oldugunu
kanitlayimiz.

Pozitif tam sayilardan olugan ve kesin artan sp, s9, s3,... dizisinin

5517582, 5535+ V€ Ss1 41, Ss54+15Ss3+1y - - -

altdizilerinin her ikisi de birer artimetik dizi ise, si,S2,S3,... dizisinin kendisinin de bir aritmetik dizi
oldugunu kanitlayiniz.
|AB| = |AC] olan bir ABC {iggeninde CAB ve ABC agilarinin aglortaylar: [BC| ve [C' A] kenarlarini sirasiyla,

D ve FE noktalarinda kesiyor. K, ADC {i¢geninin icteget ¢cemberinin merkezi olmak tizere; m(B/ET( ) = 45°
ise, m(C'AB) nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Pozitif tamsayilar kiimesinden pozitif tamsayilar kiimesine taniml olan ve tiim a ve b pozitif tamsayilari
igin, yoz olmayan ve kenar uzunluklar

a, f(b) ve f(b+ f(a) = 1)

olan bir liggenin bulunmasini saglayan biittiin f fonksiyonlarini belirleyiniz.

(Yoz tiggen, koseleri dogrudasg olan iiggendir.)

@ ai,as,...,a, birbirinden farkli pozitif tamsayilar; M de, n — 1 tane pozitif tam sayidan olusan ve s =
a; + az + -+ + a, sayisinl icermeyen bir kiime olsun. Bir cekirge, gercel say1 dogrusu iistiinde 0 nok-
tasindan baglayarak saga dogru, uzunluklar: kendi sectigi bir sirada a1, as, ..., a, olan n si¢crayis yapacaktir.
Cekirgenin sigrayiglarinin uzunluklarinin sirasini, higbir sigrayigta M ye ait bir noktaya diigmeyecek bigimde
secebilecegini kanitlayiniz.
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51. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2010

Her z,y € R igin,
f(lzly) = f(=) Lf(y)]

egitligini saglayan tiim f : R — R fonksiyonlar1 belirleyiniz. (Burada |z] ile, z yi asmayan en biiylik tam
sayly1 gosteriyoruz.)

Bir ABC iiggeninin igteget ¢cemberinin merkezi I ve gevrel ¢emberi I' dir. AI dogrusu I y1 ikinci kez D de
kesiyor.
— — 1 —
m(BAF) = m(CAFE) < im(BAC)

kogullarim saglayacak bicimde, BDC' yay tstiinde E ve [BC| kenar iistiinde F' noktasi aliniyor. [IF] dogru
parcasimin orta noktas1 G olsun. DG ve FI dogrularinin I' ya ait bir noktada kesistigini kanitlayiniz.

77 ile pozitif tam sayilar kiimesini gosterelim. Her m,n € Z* igin,

(g(m) +n) (m +g(n))
say1sinin tam kare olmasini saglayan tiim g : ZT — ZT fonskiyonlarim belirleyiniz.

P, ABC iiggeninin iginde yer alan bir nokta olsun. AP, BP ve C'P dogrular1, ABC ii¢geninin ¢evrel ¢cemberi
I' y1 ikinci kez sirasiyla, K, L ve M noktalarinda kesiyor. I' ya C' noktasinda teget olan dogru da, AB
dogrusunu S noktasinda kesiyor. |SC| = |SP)| ise, [M K| = |M L| oldugunu kanmitlayimaz.

Bi1, Bs, B3, By, By, Bg ile gosterilen alti kutunun her birinde baglangigta birer madeni para bulunuyor. Iki
tip igleme izin veriliyor:

Tip 1: 1 < j < 5 olacak bigimde, bog olmayan bir B; kutusu seciyoruz. B; den bir madeni para ¢ikariyoruz
ve B; 1 e iki madeni para koyuyoruz.

Tip 2: 1 < k < 4 olacak bicimde, bog olmayan bir By ile B2 kutularinin igeriklerini birbiriyle degistiriyoruz.

Sonucunda, By, Bs, B3, By, Bs kutularinin bog olmasini ve Bg kutusunda da tam olarak 20102919*° 1nadeni

para olmasim saglayan sonlu bir iglemler dizisi bulunup bulunmadigimi belirleyiniz. (Burada a® = a®) dir.)
@ ai,as,as, ... bir pozitif gercel sayilar dizisi olsun. Her n > s igin,
anp =max{a +an_k |1 <k<n-1}

olmasini saglayan bir s pozitif tam sayisi bulundugunu varsayalim. ¢ < s ve her n > N ic¢in a,, = ag + ap_¢
olacak bicimde bir ¢ ve N pozitif tam sayilarinin bulundugunu kanitlayimiz.
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Dért farkh pozitif tam sayidan olugan bir A = {aq,as, a3, a4} kiimesi igin, a; + as + a3 + a4 toplamini s4
ile gosteriyoruz. 1 < i < j < 4 olmak tizere, a; + a; nin s4 y1 boldigi (4, 7) ikililerinin sayisin da n4 ile
gosterelim. Dort farkli pozitif tam sayidan olugsan ve ny nin alabilecegi en biiyiik degeri almasini saglayan
tiim A kiimelerini bulunuz.

S diizlemde en az iki noktadan olusan sonlu bir kiime olsun. § nin herhangi {i¢ noktasinmin dogrudas olmadigim
varsayalim. Bir yeldegirmeni, S ye ait tek bir P noktasindan gecen bir £ dogrusu ile baglayan bir siirectir. Bu
dogru, donme merkezi P olmak {izere, S nin bagka bir noktasindan daha gectigi ilk ana kadar saat yoniinde
dontiyor. Bu ikinci noktaya @ dersek, bundan sonra dogru, yeni donme merkezi @ olmak tizere, tekrar S nin
basgka bir noktasindan daha gegtigi ilk ana kadar saat yoniinde donmeyi stirdiiriiyor. Bu stire¢ sonsuza kadar
devam ediyor.

Olugan yeldegirmeninin S nin her noktasini sonsuz kez donme merkezi olarak kullanmasini saglayacak
bigimde, S ye ait bir P noktasi ve P den gegen bir ¢ dogrusu secebilecegimizi gosteriniz.

Gergel sayilar kiimesinden kendisine tanimh bir f : R — R fonksiyonu, tiim x,y gergel sayilar: icin,

fl@+y) <yfle)+ f(f(z))
kogulunu saghyor. Her 2 < 0 igin, f(z) = 0 oldugunu kanitlayiniz.

n > 0 bir tam say1 olsun. Iki kefeli bir terazimiz ve agirhiklar: 29,21, ... 2771 olan n tane agirhigimiz var. Bu
agirliklar1 n hamlede birer birer ve higbir agamada sag kefe sol kefeden daha agir olmayacak bicimde teraziye
yerlegtirmemiz gerekiyor. Tiim agirliklar teraziye konulana kadar her hamlede, teraziye heniiz konulmamig
agirliklarda birini segerek bunu sol veya sag kefeye yerlestiriyoruz. Bu hamleler dizisini ka¢ farkli bigimde
yapabilecegimizi belirleyiniz.

7 tam sayilar kiimesini ve ZT pozitif tam sayilar kiimesini gdstermek iizere; f : Z — ZT bir fonksiyon
olsun. Ttim m, n tam sayilar1 igin, f(m)— f(n) farkinin f(m — n) ile boliindiiginti varsayalim. f(m) < f(n)
kogulunu saglayan tiim m, n tam sayilar igin, f(n) sayisimm f(m) ile boliindigini kanitlayiniz.

@ ABC, cevrel gemberi I" olan dar acili bir iiggen olsun. ¢, I' ya teget olan bir dogru ve £ nin BC, CA ve AB
dogrularina gore yansitilmasiyla elde edilen dogrular da sirasiyla, £,, ¢, ve £, olsun. £, £, ve £. dogrularinin
belirledigi licgenin ¢evrel cemberinin I' gemberine teget oldugunu gosteriniz.
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53.

(6]

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 - 2012

Bir ABC iiggeninde A kosesinin karsisindaki digteget gemberin merkezi J noktas: olsun. Bu digteget cember
BC kenarma M, AB ve AC dogrularima ise sirasiyla K ve L noktalarinda tegettir. LM ve BJ dogrular
F noktasinda, KM ve CJ dogrulari ise G noktasinda kesigiyor. AF' ve BC' dogrularinin kesigim noktasi S,
AG ve BC dogrularinin kesigim noktasi ise 7" olsun. M’nin [ST] dogru pargasinin orta noktasi oldugunu
kanitlayiniz.

(ABC ftggeninin A kogesinin kargisindaki disteget cember; BC kenarina, B’nin 6tesinde [AB 1gimina ve C'nin
Otesinde [AC 1gmmina teget olan gemberdir.)

n > 3 bir tam say1 ve as,as, . . ., a, pozitif gercel sayilar olmak iizere, asas . ..a, = 1 olsun.
(14 a2)?*(1+a3)®...(1+a,)™ >n"
oldugunu gosteriniz.
Yalancinin sayisine tahmin etme oyunu, A ve B oyuncular1 arasinda oynanan bir oyundur. Oyun, her iki

oyuncuya da 6nceden bildirilen k ve n pozitif tam sayilarina gore oynaniyor.

Oyunun baginda A oyuncusu 1 < z < N olacak sekilde z ve N tam sayilarim secer ve N sayisinin ne
oldugunu B oyuncusuna diiriistge soyler, fakat = sayisini gizli tutar. Daha sonra B oyuncusu A oyuncusuna
sorular sorarak x sayisi hakkinda bilgi edinmeye caligir. Her defasinda B oyuncusu pozitif tam sayilardan
olugan bir S kiimesi belirler (bu kiime daha énceki bir soruda gecen kiime de olabilir) ve A oyuncusuna “x
sayist S kiimesinin elemani midir?” diye sorar. B oyuncusu istedigi kadar soru sorabilir. A oyuncusu istedigi
kadar yalan sOyleyebilir, fakat herhangi ardisik £ + 1 cevabindan en az biri dogru olmak zorundadar.

B oyuncusu istedigi kadar soru sorduktan sonra en fazla n pozitif tam sayidan olugan bir X kiimesi belirle-
melidir. Eger = sayis1 X kiimesinin elemani ise B oyunu kazanir, aksi durumda kaybeder.
(a) n > 2¥ ise, B oyuncusunun oyunu kazanmay1 garantileyebilecegini kanitlayimiz.

(b) Yeterince, biiyiikk her k& tam sayisi i¢in, B oyuncusunun oyunu kazanmay: garantilemesinin miimkiin
olmadigi bir n > 1,99* tam sayisinin bulundugunu kanitlayimiz.

a+ b+ ¢ =0 olmak iizere, tiim a, b, c tam sayilar1 icin

Fla)® + f(b)* + f(0)* = 2f(a) f(0) + 2f (b) f(c) + 2 () f(a)

esitligini saglayan biitlin f : Z — Z fonksiyonlarim bulunuz.

(Burada Z tam sayilar kiimesidir.)

Bir ABC figgeninde ZBCA = 90° ve C kogesinden indirilen yiiksekligin ayagi D olsun. [C' D] dogru pargasi
tizerinde C' ve D noktalarindan farkll bir X noktas: alimiyor. [AX] dogru pargas: tizerinde |BK| = |BC|

olacak gekilde bir K noktasi ve benzer sekilde [BX] dogru pargas: lizerinde |AL| = |AC| olacak sekilde bir
L noktas segiliyor. AL ve BK dogrularinin kesigim noktast M olsun. |M K| = |ML| oldugunu gosteriniz.

Hangi n pozitif tam sayilar igin,

1 1 1 1 2 no_
2a Tom Tt g Tgm T3e T ga T
egitliklerini saglayan aq,as, ..., a, negatif olmayan tam sayilarimin bulundugunu belirleyiniz.
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Her k ve n pozitif tam say: ikilisi i¢in,

ok _ 1 1 1 1
1+ =(1+—=—)(1+—) - (14+—
n m1 mo mg

egitligini saglayan mq, mo, ..., my (farkhi olmalar1 gerekmeyen) pozitif tam sayilarinin bulundugunu gosteri-
niz.

Diizlem iizerindeki 4027 noktanin herhangi iicii dogrusal olmayip, 2013 tanesi kirmiz1 ve 2014 tanesi mavi
ise, bu 4027 noktaya bir Kolombiya konfigiirasyonu diyelim. Diizlemde ¢izilen birkag dogru diizlemi bolgelere
ayirir. Bir dogrular kiimesi, bir Kolombiya konfigiirasyonu icin agagidaki iki kogulu sagliyorsa, bu kiime bu
konfigiirasyon i¢in 4y kabul ediliyor.

e dogrulardan her biri, konfigiirasyonun hicbir noktasindan gegmemektedir;

e her iki rengi birden igeren bolge bulunmamaktadir.

4027 noktali herhangi bir Kolombiya konfigiirasyonu verildiginde, bu konfigiirasyon i¢in iyi olan ve k dogrudan
olusan bir kiime bulunuyorsa, k£ nin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

Bir ABC iiggeninde A kosgesinin kargisindaki digteget cember BC' kenarina A; noktasinda teget olsun. Benzer
sekilde, B ve C' koselerinin kargisindaki disteget cemberleri kullanarak C'A kenar tizerinde By ve AB kenari
iizerinde C7 noktalarimi tamimlayalim. A;B;C7 {i¢geninin g¢evrel merkezi ABC {i¢geninin g¢evrel cemberi
iizerinde ise, ABC iiggeninin bir dik tiggen oldugunu gosteriniz.

ABC di¢ggeninin A kdsesinin karsisindaki disteget cember; BC' kenarina, B ’nin étesinde AB 1sinina ve C’nin

otesinde AC' wsmmna teget olan cemberdir. B ve C koselerinin karsisindaki disteget cemberler de benzer
bicimde tanimlaniyor.

Diklik merkezi H olan bir dar agili ABC' ii¢geninde W, BC' kenar iizerinde B ve C den farkl bir nokta
olsun. M ve N noktalari, sirasiyla B ve C ye ait yiikseklik ayagi olsun. BW N nin gevrel ¢cemberi w; olmak
tizere; wq Uzerinde bir X noktasi, [W X] dogru pargasi w; in bir gap: olacak sekilde seciliyor. Benzer bigimde
CW M nin gevrel ¢emeri we olmak lizere; wq lizerinde bir Y noktasi, [WY] dogru pargast wy nin bir gap:
olacak gekilde seciliyor. X, Y ve H noktalarinin dogrusal oldugunu gosteriniz.

Pozitif rasyonel sayilar kiimesini Q¢ ile gosterelim. Bir f : Qs¢ — R fonksiyonu asagidaki ii¢ kosulu
saglamaktadir:

(i) her z,y € Qo icin, f(x)f(y) > f(ay);
(i) her =,y € Qo i¢in, f(z +y) = f(z) + f(v);
(ili) f(a) = a olacak gekilde bir a > 1 rasyonel sayisi vardir.

Her z € Qs¢ igin f(x) = z oldugunu gosteriniz.

@ n > 3 bir tam say1 olmak fiizere, bir gember iizerinde ¢cemberi esit yaylara bolen n + 1 nokta igaretlenmigtir.
0,1,...,n sayilarimin her biri tam olarak bir kez kullanilarak igaretli noktalara yazilmasina numaralandirma
diyelim. Biri digerinden ¢emberin dondiiriilmesi ile elde edilen iki numaralandirma ayni sayilmaktadir. Bir
numaralandirmada, a + d = b + ¢ kogulunu saglayan her a < b < ¢ < d igin uglarinda a ve d yazan kirig ile
uclarinda b ve ¢ yazan kirig kesigmiyorsa, bu numaralandirmaya gizel diyelim.

Giizel numaralandirmalarin sayist M, x +y < n ve obeb(x,y) = 1 kosullarimi saglayan (x,y) pozitif tam say1
sirali ikililerinin sayis1 N olsun.
M=N-+1

oldugunu gosteriniz.
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ag < a; < ag < --- sonsuz pozitif tam sayilar dizisi olsun. Tam olarak bir tane n > 1 tam sayisi igin

apg+tar+---+a
an < ngan+1
n

oldugunu gosteriniz.

n > 2 bir tam say1 olmak iizere, n? birim kareden olusan n xn satrang tahtasi verilmistir. » kalenin; her satirda
ve her stitunda tam olarak bir kale olmak iizere, bu satran¢ tahtasina yerlesimine barisgil konfiglirasyon
diyelim. k£ nin en biiyiik hangi pozitif tam say1 degeri icin; n kalenin her barigcil konfiglirasyonunda, tizerinde
kale olmayan bir k x k karesi bulunur (yani bu k x k karesinin toplam sayis1 k2 olan birim karelerin hicbirinde
kale yoktur)?

Bir ABCD konveks dortgeninde ZABC = ZCDA = 90° dir. A dan BD ye ¢izilen dikmenin ayag H olsun.
S ve T noktalar sirasiyla [AB] ve [AD] kenarlar iizerinde olmak {izere, H noktasi SCT {i¢geninin i¢inde ve

ZCHS —ZCSB=90°, ZTHC —/4ZDTC =90°

ise, BD dogrusunun T'SH ii¢ggeninin ¢evrel gemberine teget oldugunu gosteriniz.

Dar agihh bir ABC {iggeninin [BC| kenar tizerindeki P ve @) noktalar1 igin ZPAB = ZBCA ve LCAQ =
/ZABC dir. M ve N noktalar sirasiyla AP ve AQ dogrular {iistiinde olmak iizere, P noktasi [AM] nin
ve @ noktasi [AN] nin orta noktasidir. BM ve CN dogrularinin ABC' {iggeninin g¢evrel gemberi iizerinde
kesigtiklerini gbsteriniz.

Cape Town bankasi her n pozitif tam sayisi igin degeri % olan madeni paralar basmaktadir. Sonlu sayida
madeni paradan olusan ve toplam degeri en fazla 99 + % olan her madeni para koleksiyonunu (koleksiyonda
degerleri ayn1 olan madeni paralar da bulunabilir) her birinin toplam degeri en fazla 1 olan 100 veya daha
az saylda gruba ayirabilecegimizi kanitlayiniz.

@ Diizlemde herhangi ikisi paralel olmayan ve herhangi ti¢ii noktadag olmayan dogrulara genel durum oOzelligi
olan dogrular diyelim. Genel durum 6zelligi olan dogrular, diizlemi bazilarinin alanlar1 sonlu olan bolgelere
ayirtyor; alani sonlu olan her bolgeye sonlu bdlge diyelim. n nin yeterince biiylik tiim degerleri igin, genel
durum o6zelligi olan herhangi n dogrunun en az /n tanesinin mavi renge; higbir sonlu bolgenin tiim sinirlar:
mavi olmayacak bicimde boyanabilecegini gosteriniz.

Not: Soruyu +/n yerine ¢y/n igin ¢ozenlere ¢ sabitinin degerine gore puan verilecektir.
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Diizlemin sonlu sayida noktasindan olusan bir S kiimesindeki herhangi iki farkli A ve B noktalar1 alindiginda;
|AC| = |BC| olacak gekilde, S nin elemani olan bir C' noktasi bulunabiliyorsa, & kiimesine dengeli diyelim.
S deki herhangi ti¢ birbirinden farkli A, B ve C noktalar1 alindiginda; |PA| = |PB| = |PC/| olacak sekilde,
S nin elemani olan bir P noktas1 bulunamiyorsa, S kiimesine merkezciksiz diyelim.

(a) Her n > 3 tam sayisi igin, n noktadan olugan dengeli bir kiime bulundugunu gosteriniz.

(b) Hangi n > 3 tam sayilar: i¢in, n noktadan olusan dengeli ve merkezciksiz bir kiime bulunabilir?
a, b, ¢ pozitif tam sayilar olmak tizere,
ab—c¢, bc—a, ca—>b

sayilarinin her birinin 2 nin tam kuvveti olmasini saglayan tiim (a, b, ¢) tglillerini bulunuz.
(n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere, 2" geklindeki sayilara 2 nin tam kuvveti deniyor.)

|AB| > |AC| kogulunu saglayan bir ABC' dar agili liggeninin ¢evrel gemberi I', diklik merkezi H, A dan gegen
yiiksekligin ayagi ise F' olsun. [BC] nin orta noktasina Mdiyelim. I' cemberi {izerinde ZHQA = 90° olacak

sekilde bir @ ve yine I' gemberi tlizerinde /H K (Q = 90° olacak sekilde bir K noktasi alimiyor. A, B,C, K ve
@ noktalarimin birbirlerinden farkl olduklar: ve I' iizerinde yazildiklar sirada bulunduklar1 varsayiliyor.

KQH ve FKM {icgenlerinin gevrel cemberlerinin birbirlerine teget olduklarim gosteriniz.

Bir ABC iiggeninin gevrel ¢cemberi O merkezli 2 gemberidir. A merkezli bir T' cemberi [BC] kenarin D ve
E noktalarinda kesiyor. B, D, E ve C noktalarimin birbirlerinden farkli olduklar1 ve BC' dogrusu iizerinde
yazildiklar: sirada bulunduklar: varsayiliyor. I' ve €2 ¢emberlerinin kesisim noktalar1 F' ve G olmak {izere
A, F, B,C ve G noktalarimin € iizerinde yazildiklari sirada bulunduklar varsayiliyor. BDF' iiggeninin ¢evrel

gemberi [AB] kenarm ikinci kez K noktasinda kesiyor. CGE tiggeninin gevrel gemberi ise [C'A] kenarim
ikinci kez L noktasinda kesiyor.

FK ve GL dogrularinin farklh olduklarim ve bir X noktasinda kesigtiklerini varsayalim. Bu X noktasinin
AO dogrusu tizerinde bulundugunu gosteriniz.

Gergel sayilar kiimesini R ile gosterelim. Tim x ve y gercel sayilar: i¢in

fl@+ fle+y) + flzy) =2+ flz+y) +yf(2)
kosulunu saglayan tiim f : R — R fonksiyonlarimi bulunuz.

@ Tam sayilarindan olusan a1, as, ... dizisi
(i) her j > 11ig¢in 1 < a; < 2015;
(ii) her 1 <k <ligink+ar #{+ar

kogullarini sagliyor. n > m > N kosulunu saglayan tiim m ve n tam sayilar: icin

n

> (a; —b)| <1007

j=m+1

olmasin saglayan b ve N pozitif tam sayilarinin bulunabilecegini kanitlayiniz.
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57.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 - 2016

Bir BCF iiggeninin B agis1 diktir. C'F dogrusu iizerinde bir A noktasi |FA| = |F B| olacak ve F noktas1 A
ile C' arasinda kalacak gekilde segiliyor. D noktasi, |[DA| = |DC| olacak ve ZDAB nin agiortay1 AC olacak
sekilde segiliyor. E noktasi, |[EA| = |ED| olacak ve ZEAC nin agiortay1 AD olacak sekilde segiliyor. [C'F]
nin orta noktast M olsun. X noktasi, AMXE bir paralelkenar (AM || EX ve AE || M X) olacak sekilde
seciliyor. BD, F X, ve M E dogrularinin noktadag oldugunu gosteriniz.

n bir pozitif tamsay1 olmak tizere nn lik bir satrang tahtasinin her birim karesine I,M ve O harflerinden biri
yaziliyor;
—> Her satirda ve her siitunda harflerin ticte biri I iigte biri M ve {icte biri O dur.

— Uzerindeki birim kare sayis1 3 iin kat1 olan her kigegende harflerin ticte biri I iicte biri M ve ficte biri
O dur.

Sartlarina uygun olarak yazilabiliyorsa n nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

P = AA; ... A; kordinat diizleminde bir digbiikey ¢okgen olsun. A, As, ..., Ay koseleri tamsay:1 kordi-
nathdir ve hepsi bir cember tizerindedir. P nin alan1 .S olsun. P nin kenar uzunluklarinin her birinin karesini
tam bolen bir n pozitif tamsayisi veriliyor. 25 nin n ile tam boliinen bir say1 oldugunu gosteriniz.

Pozitif tamsayilardan olugan en az 2 elemanl bir alt kiimede.Her eleman en az 1 diger elemanla ortak bir
asal.bolene sahipse bu kiimeye misgibi diyelim P(n)=n[sup|2[/sup]+n + 1 olsun
P(a+1),P(a+2),...,P(a+b)

kiimesi mis gibi olacak gekilde bir a negatif olmayan tam sayisi1 bulunuyorsa b nin alabilecegi en kiiciik deger
nedir?

Tahtaya
(x—=1)(z—2)---(x—2016) = (x — 1)(z — 2) - - - (x — 2016)

denklemi yazilmigtir (denklemin her iki tarafinda 2016 sar lineeer garpan bulunuyor).Bu 4032 lineer garpandan
tam olarak k tanesi, her iki tarafta en az birer ¢arpan kalacak ve geriye kalan denklemin hig reel ¢éziimii ol-
mayacak sekilde, silinebiliyorsa k nin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

tadag degildir. Ash her dogru parcasinin bir ucunu segip oraya bir kurbagayi, ylizli diger uca doniik olarak,
yerlestirecektir. Daha sonra n — 1 defa el girpacaktir. Elini her girptiginda, kurbagalarm her biri hemen
ileri atlayip kendi dogru parcas: tizerindeki bir sonraki kesigim noktasina konacaktir. Bu kurbagalar atlama
yonlerini hi¢ bir zaman degistirmezler. Aslh bu kurbagalari, herhangi iki kurbaga asla ayni anda ayni kesigim
noktasinda bulugmayacak sekilde yerlestirmek istiyor.

Dogru parcalari, sartlara uygun olarak nasil verilmis olursa olsun,
(a) n tekse, Asli'min amacina ulagabilecegini gosteriniz.

(b) n ¢iftse, Asli’nin amacina ulagamayacagini gosteriniz.
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Her ag > 1 tam sayisi igin ag, a1, asg, . . . dizisi su sekilde tanimlaniyor:

v/ an eger \/a, tam sayi ise

her n > 0 igin a =
= 76 Ant {an + 3 diger durumda

ap 1n hangi degerleri icin 6yle bir A tam sayis1 vardir ki sonsuz ¢oklukta n degeri i¢in a,, = A olsun?

Gergel sayilar kiimesi R ile gosterilsin. Tim z,y gercel sayilar: igin
FU@) W)+ fz+y) = fay)

esitligini saglayan tim f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.

Bir avei ve bir goriinmez tavsan diizlemde bir oyun oynuyorlar. Tavganin baglama noktasi Ay ile avcinin
baslama noktasi By aynidir. Oyunun (n — 1)’inci turunun sonunda tavsan A,,_; noktasinda, avc ise B,,_;
noktasinda bulunsun. Oyunun n’inci turunda, su ii¢ iglem sirayla gergeklesiyor:

(i) Tavsan A,,_; noktasina tam olarak 1 birim uzaklikta bulunan bir A, noktas: segip goriinmez kalarak
A,, ye yerlesiyor.

(ii) Bir takip cihaz1 avciya bir P, noktasi bildiriyor. Takip cihazinin aveiya verdigi tek garanti P, ile A,
arasindaki uzakligin 1 birimden fazla olmadigidir.

(iii) Aver B,_1 noktasina tam olarak 1 birim uzaklikta bulunan bir B, noktas: secip goriiniir kalarak B,,
ye yerlesiyor.

Tavgan nasil hareket ederse etsin ve takip cihazi hangi noktalari bildirirse bildirsin, avci kendi hareketle-
rini &yle segebilir mi ki 10° tur sonunda kendisiyle tavsan arasindaki uzakhgm 100 den fazla olmayacagini
garantilesin?

Bir Q2 gemberi iizerinde birbirinden farkli R ve S noktalar1 RS ¢ap olmayacak sekilde aliniyor. 2 ya R de
teget olan dogru ¢ olsun. T noktasi, [RT] dogru pargasiin orta noktasi S olacak gekilde aliniyor. Q nin kisa
RS yayi1 tizerinde bir J noktasi, JST iiggeninin cevrel cemberi I' ile ¢ dogrusu iki farkli noktada kesisecek
sekilde alimiyor. T" ve £ in kesigim noktalarinin R ye daha yakin olam1 A olsun. AJ dogrusu 2 y1 ikinci kez K
da kessin. KT nin I' ya teget oldugunu gosteriniz.

N > 2 verilmig bir tam say1 olsun. Herhangi ikisinin boylar1 birbirinden farklh olan N(N + 1) futbolcu bir
sekilde yan yana siraya dizilmigtir. Takimin antrenérii bu siradan N (N — 1) futbolcuyu &yle ¢ikarmak istiyor
ki geriye kalan 2N futbolcudan olusan yeni sira agagidaki N adet sart1 saglasin:

(1) En uzun futbolcu ile ikinci en uzun futbolcu arasinda kimse olmayacak,

(2) Ugiincii en uzun futboleu ile dérdiincii en uzun futboleu arasinda kimse olmayacak,

(N) Ikinci en kisa futbolcu ile en kisa futbolcu arasida kimse olmayacak.

Antrendriin bunu her zaman yapabilecegini gdsteriniz.

@ x ve y tam sayilar aralarinda asalsa (z, y) siral ikilisine temel ikili diyelim. Sonlu sayida temel ikiliden olugan
herhangi bir S kiimesi verilmis olsun. Asagidaki sart1 saglayan bir n pozitif tam sayis1 ve ag, aq, ..., a, tam
sayilar: bulunabilecegini gosteriniz:

S deki her (z,y) i¢in agz™ + a12™ 1y + asx™ 2y? + -+ ap_12y" " + a,y™ = 1 dir.
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Dar agili bir ABC ii¢geninin gevrel gemberi I" olsun. [AB] ve [AC] dogru parcalar iizerinde sirasiyla D ve

E noktalar1 |[AD| = |AE)| olacak sekilde alimiyor. [BD] ve [CE] nin orta dikmeleri I min kiigiik AB ve AC
yaylarini sirasiyla F' ve G noktalarinda kesiyor. DE ve F'G dogrularinin paralel olduklarin veya ayn dogru
olduklarini gosteriniz.

Hangi n > 3 tam sayilar i¢in, a,4+1 = a1 Ve anp42 = ag olup her ¢ =1,2,...,n icin
;i1 +1=a;12
esitligini saglayan aq,aq, ..., anto gergel sayilar: bulunur?

Eskenar tiggen seklindeki bir say1 diziliginde en alttaki satir disindaki her bir say1 kendisinin hemen altindaki

iki sayinin farkinin mutlak degerine esitse bu dizilige bir tuhaf Pascal ii¢geni diyelim. Ornegin, agsagida 1 den
10 a kadar tiim tam sayilar: igeren dort satirh bir tuhaf Pascal liggeni gosterilmigtir.

8 3 10 9

1den 142+ .-+ 2018 saywisina kadar tiim sayilar: iceren 2018 satirl bir tuhaf Pascal tiggeni var midir?

Koordinat diizleminde, x ve y nin 20 den kiigiik veya esit pozitif tam sayilar oldugu her (z,y) noktasina
yuva diyelim.

Baglangicta, 400 yuvanin hi¢ biri tag igermiyor. Ik hamleyi Ashi yapmak tizere Ash ve Burcu sirayla hamle
yapiyorlar. Asli her hamlesinde, tag igermeyen bir yuvaya yeni bir kirmiz1 tasi, kirmizi tag igeren herhangi iki
yuvanin arasindaki uzaklik v/5 ten farkli olmak kosuluyla yerlestiriyor. Burcu her hamlesinde, tag icermeyen
bir yuvaya yeni bir mavi tag yerlegtiriyor. (Mavi tag igeren bir yuva ile diger herhangi bir yuvanin arasimdaki
uzaklik ile ilgili herhangi bir kogul yoktur.) Sirasi gelen kigi hamle yapamiyorsa, iki kisi de tag yerlegtirmeyi
birakiyor.

Burcu mavi taglarini nasil yerlegtirirse yerlestirsin, Ash en az K adet kirmiz tag yerlestirmeyi garantileye-
biliyorsa, K nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

Bir ay,as, ... sonsuz pozitif tam say1 dizisi ile bir N > 1 tam sayis1 igin

a1 a2
a2 asg G a1

An—1 Qp
/4 =

ifadesi, her n > N igin bir tam sayiya esit oluyor. Her m > M i¢in a,,, = a.,,+1 olacak sekilde bir M pozitif
tam sayisi bulundugunu gosteriniz.

@ Bir digbitkey ABC'D dértgeninde |AB| - |CD| = |BC| - |DA] esitligi saglaniyor. ABCD nin i¢ bolgesindeki
bir X noktasi
/XAB=/XCDve/XBC =/XDA

esitliklerini saghyor. /ZBX A + ZDXC = 180° oldugunu gosteriniz.
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Tam sayilar kiimesi Z ile gosterilsin. Tim a ve b tam sayilar i¢in

f(2a) +2f(b) = f(f(a+1D))

kosulunu saglayan ttim f : Z — Z fonksiyonlarimi bulunuz.

Bir ABC iiggeninde, [BC| kenari iizerinde A; ve [AC] kenar iizerinde B; noktalari aliniyor. Sirasiyla [AA;]
ve [BBj] dogru parcalar iizerinde P ve @ noktalar1, PQ ile AB parallel olacak sekilde aliniyor. PB;y dogrusu
iizerinde P; noktasi, By noktasi P ile P, arasinda kalacak ve ZPP,C = ZBAC olacak sekilde aliniyor. Benzer
sekilde, QA; dogrusu iizerinde ()1 noktasi, A; noktasi @) ile Q1 arasinda kalacak ve ZCQ1Q = ZC BA olacak
sekilde aliniyor.

P, Q, P, ve @1 noktalarinin cemberdes oldugunu gosteriniz.

Sanal alemdeki bir sosyal sebekede 2019 kullanici bulunuyor. Bu kullanicilardan bazilar1 arkadagtir. Ar-
kadaghk karsiliklidir, yani A kullanicis1 B ile arkadas ise, B kullanicisi A ile arkadastir. Bu sosyal sebekedeki
arkadaglhik durumlarin degistiren asagidaki tiirden olaylar, her defada sadece bir kere olmak tizere, ¢ok defa
meydana gelebiliyor:

Olay: A, B ve C; A hem B, hem de C ile arkadas olacak, fakat B ile C birbirleriyle arkadag olmayacak
sekilde {i¢ kullanici olmak iizere, arkadaghk durumlar1 degisip B ile C birbirleriyle arkadas olmaya, A ise
hem B, hem de C ile arkadas olmamaya bagliyor. Diger arkadaglik durumlar: ise degigmiyor.

Baslangicta, 1010 adet kullanicinin her birinin 1009 arkadasi, 1009 adet kullanicinin ise her birinin 1010 ar-
kadagi bulunuyor. Her kullanicinin en ¢ok 1 arkadaginin olmasiyla sonuglanacak olaylar dizisinin bulundugunu
gosteriniz.

El=02"-1)2"-2)(2" —4)--- (2" — 2%1)
denklemini saglayan tiim (k,n) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.

Bath Bankasi bir yliziinde H, diger yliziinde 7' yazan madeni paralar basmigtir. Bu paralardan n tanesi
soldan saga dizilmis olarak Giray’in 6niinde duruyor. Giray su iglemi tekrar tekrar uyguluyor: ontindeki
paralardan tam olarak k£ > 0 tanesinin H yiizii listteyse, soldan k-inci siradaki parayi ters ceviriyor; aksi
halde, yani tiim paralarin T yiizii listteyse, duruyor. Ornegin, n = 3 durumunda THT diziligiyle baglayan
sirec THT — HHT — HTT — TTT olarak devam edip ii¢ islem sonunda durur.

(a) Baslangigtaki dizilis nasil olursa olsun, Giray’in sonlu sayida iglem sonunda duracagini gosteriniz.
L(THT) =3 ve L(TTT) = 0 dur. Her bir C baslangig dizilisi i¢in L(C') degerinin ayr1 ayr1 belirlenmesiyle
elde edilen 2™ adet sayinin ortalamasini bulunuz.

@ |AB| # |AC| kogulunu saglayan dar acih bir ABC' {i¢geninin i¢ teget gember merkezi I dir. ABC nin ig teget
gemberi w; [BC], [CA] ve [AB] kenarlarina sirasiyla D, E ve F noktalarinda tegettir. D den gegip EF ye
dik olan dogru w ile ikinci kez R noktasinda kesigiyor. AR dogrusu w ile ikinci kez P noktasinda kesisiyor.
PCFE ve PBF iiggenlerinin gevrel gemberleri ikinci kez @ noktasinda kesisiyor.

DI ve PQ dogrularimin, A dan gecip Al ya dik olan dogru tizerinde kesistigini gosteriniz.
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ABCD digbiikey bir dortgen olsun. P noktasi, ABC'D nin i¢ bolgesindedir. Asagidaki oran esitlikleri
saglanmaktadir:

/PAD : /PBA:/DPA=1:2:3=/ZCBP:/BAP: /BPC.

ZADP agisinin i¢ agiortayinin, ZPC B agisinin ig agiortayimin ve [AB] dogru par¢asinin orta dikmesinin ayni
noktadan gectigini gosteriniz.

a,b,c,d gercel sayllariigina > b>c¢>d > 0ve a+ b+ c+ d =1 saglanmaktadir.

(a+2b+ 3¢+ 4d)ab’ccd? < 1
oldugunu gosteriniz.

Agirliklar 1,23, ...,4n olan 4n tane tag bulunmaktadir. Her tag n renkten birine boyanmigtir ve her bir
renk icin o renge boyali dért tag bulunmaktadir. Agagidaki her iki kogul aymi anda saglanacak sekilde bu
taglar1 iki 6bege ayirabilecegimizi gosteriniz:

e Tki 6begin toplam agirhklar: birbirine esittir.

e Her bir obekte her bir renkten tam olarak iki tag vardir.

Bir n > 1 tam sayis1 verilmistir. Bir dagim yamacinda farkh yiiksekliklerde n? istasyon bulunmaktadir. A ve
B teleferik sirketlerinin her biri k teleferik seferi diizenlemektedir. Her teleferik seferi bir istasyondan baglayip
daha yiiksekte bulunan bagka bir istasyona aradaki hi¢bir istasyonda durmadan yapilmaktadir. A girketinin
k seferinin baglangic istasyonlar: birbirinden farklidir. A sirketinin & seferinin bitis istasyonlar: birbirinden
farkhidir. A sirketinin iki teleferik seferinden baglangic istasyonu daha yiiksekte olanin bitig istasyonu da
daha yiiksektedir. Aym kosullar B sirketi icin de saglanmaktadir. Iki istasyondan algakta olandan yiiksekte
olana, ayni sirketin bir veya birden fazla seferi kullanilarak ulagilabiliyorsa, bu iki istasyona o sirketle bagl
diyelim.

Hem A sirketiyle bagh hem de B sgirketiyle bagh olan iki istasyonun bulunmasim garanti eden en kiiciik &
pozitif tam sayisini belirleyiniz.

n > 1 karttan olusan bir deste verilmistir. Her kartin iizerinde bir pozitif tam say1 yazilidir. Herhangi
iki kartin iizerindeki sayilarin aritmetik ortalamasi, destedeki bir veya birkag kartin iizerindeki sayilarin
geometrik ortalamasina esittir.

Hangi n tam sayilar: i¢in kartlarin tizerindeki sayilarin hepsi esit olmak zorundadir?

@ Asagidaki 6nermeyi dogru kilan pozitif bir ¢ sabiti bulundugunu gosteriniz:

Diizlemde herhangi ikisinin arasindaki uzaklik en az 1 olan n > 1 noktadan olugan herhangi bir S kiimesi
alindiginda, S kiimesindeki her noktadan uzakligi en az cn~'/3 olan ve S deki noktalar1 ayiran bir £ dogrusu
bulunur.

(Bir ¢ dogrusu, uglar1 S de olan en az bir dogru parcasim kesiyorsa ¢ dogrusu S deki noktalar1 ayirir.)

—Q

Not. Bir a > 1/3 gergel sayis1 i¢in, cn~'/3 yerine en™® icin elde edilen sonuclara o nin degerine gore puan

verilebilir.
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n > 100 bir tam say1 olsun. Ash n,n + 1,...,2n sayillarinin her birini farkli bir karta yaziyor. Daha sonra
bu n + 1 kart1 karigtirarak iki gruba ayiriyor. Bu gruplardan en az birinde, tizerindeki sayilarin toplami tam
kare olan iki kartin bulundugunu gosteriniz.

Tim x4, ...,x, gergel sayilar: icin

n n n n

DB SRV(EEETED 99 DRVIERE

i=1 j=1 i=1 j=1
egitsizliginin saglandigini gosteriniz.

|AB| > |AC| olan dar agili bir ABC' ii¢geninin i¢ bolgesinde ZDAB = ZCAD olacak sekilde bir D noktasi
aliniyor. [AC|] kenar tizerinde ZADE = ZBCD olacak gekilde bir E noktasi, [AB] kenar lizerinde ZFDA =
ZDBC olacak sekilde bir F' noktasi ve AC dogrusu tzerinde |CX| = |BX]| olacak sekilde bir X noktasi
alimyor. ADC' ve EX D {iggenlerinin ¢evrel gemberlerinin merkezleri sirasiyla O; ve Oz olsun. BC, E'F' ve
07104 dogrularimin noktadasg oldugunu gosteriniz.

I' gemberinin merkezi I olsun. ABC'D disbiikey dértgeninin [AB], [BC], [C'D] ve [DA] kenarlarinin her biri I
gemberine tegettir. AIC {iggeninin gevrel gemberi Q olsun. [BA] nin A yoniinde uzantis1 € ile X noktasinda,
[BC] nin C yo6niinde uzantis1 2 ile Z noktasinda kesigiyor. [AD] ve [CD] nin D y6niinde uzantilar1 € ile
sirasiyla Y ve T noktalarinda kesigiyor.

|AD| + |DT|+ |TX|+ |XA| =|CD|+ |DY|+|YZ|+ |ZC)|
oldugunu gosteriniz.

Tiiyli ve Ziplak isimli iki sincap kig i¢in 2021 tane ceviz toplamistir. Ziplak, cevizleri 1 den 2021 e kadar
olan sayilarla numaralandiriyor ve en sevdikleri agacin etrafinda ¢embersel bir diizende 2021 tane kiiglik
delik aciyor. Ertesi sabah Ziplak, Tiiylii'niin her delige bir ceviz yerlestirdigini, fakat yerlestirirken cevizlerin
numaralaria hi¢ dikkat etmedigini fark ediyor. Bundan mutsuz olan Ziplak, 2021 hamleden olusan bir
hamleler dizisi uygulayarak cevizlerin yerlerini degistirmeye karar veriyor. k inc1 hamlede Ziplak, £ numarali
cevizin iki komsgusunun yerlerini birbirleriyle degistiriyor. Oyle bir k sayisinin var oldugunu gosteriniz ki;
Ziplak, k mc1 hamlede a < k£ < b koguluna uyan a ve b numarali cevizlerin yerlerini degistirmis olsun.

@ m > 2 bir tam say1, A (pozitif olmak zorunda olmayan) tam sayilardan olugan bir sonlu kiime ve By, Bs, Bs, ..., By,
kiimeleri A nin alt kiimeleri olsun. Her k = 1,2,...,m icin B, kiimesinin elemanlarimimn toplami m” dir. A
kiimesinin en az m/2 eleman igerdigini gosteriniz.
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Oslo Bankasi, iki tiir madeni para basmaktadir: aliiminyum (A ile belirtilecektir) ve bronz (B ile belirtile-

cektir). n adet alliminyum ve n adet bronz parasi olan Asli, baglangigta bu paralari herhangi bir sirayla yan
yana dizmistir. Ardigik olarak dizilmis ve ayni tiir paralardan olusan diziye zincir diyelim. & < 2n verilmis
bir pozitif tam say1 olsun. Ash, agagida tamimlanan hamleyi tekrar tekrar yapmaktadir: soldan k. siradaki
paray1 iceren en uzun zinciri aliyor ve bu zincirdeki tiim paralar: dizinin en soluna tasiyor. Orneg‘in, n=4
ve k = 4 durumunda AABBBABA siralamasiyla baglayan bir siireg agsagidaki gibi ilerler

AABBBABA — BBBAAABA — AAABBBBA — BBBBAAAA — BBBBAAAA — ---.

Baslangigtaki siralama nasil olursa olsun, bu siirecin bir noktasinda en soldaki n paranin ayni tiirden olmasini
saglayan tim (n, k), 1 <k < 2n ikililerini bulunuz.

RT ile pozitif gercel sayilarin kiimesi gosterilmektedir. Asagidaki sart1 saglayan tiim f : RT — R* fonksi-

yonlarini bulunuz: Her € RT igin
zf(y) +yflz) <2

kosulunu saglayan tam olarak bir tane y € R™ vardir.

k bir pozitif tam say1 ve S tek asal sayilardan olugan sonlu bir kiime olsun. S kiimesinin tiim elemanlarinin
bir cember etrafina, yan yana olan herhangi iki elemanin ¢arpiminin bir x pozitif tam sayisi i¢in 22 + = + k
formunda olmasi koguluyla en fazla bir farkh sekilde dizilebilecegini gosteriniz (rotasyon ve yansimalar sonucu
birbirinden elde edilebilen dizilimler aymi sayilmaktadir).

Bir ABCDE digbiikey besgeninde |BC| = |DE| dir. ABCDE beggeninin i¢ bolgesinde bulunan bir 7' nok-
tasimin |[TB| = |T'D|, |TC| = |TE| ve ZABT = ZTE A olacak gekilde alindigim varsayalim. AB dogrusunun
CD ve CT dogrulanyla kesigtigi noktalar sirasiyla P ve @) olsun. P, B, A, QQ noktalar1 bulunduklar1 dogru
iizerinde bu sirayla yer alsin. AE dogrusunun C'D ve DT dogrulariyla kesistigi noktalar sirasiyla R ve S ol-
sun. R, E, A, S noktalar1 bulunduklar: dogru tizerinde bu sirayla yer alsin. P, S, @, R noktalarinin ¢cemberdes
oldugunu gosteriniz.

a, b pozitif tam sayilar ve p asal say1 olmak tlizere
a? =bl+p

denklemini saglayan tiim (a, b, p) tiglilerini bulunuz.

n pozitif bir tam say1 olsun. n x n boyutunda, 1’den n?’ye kadar olan tiim sayilar1 iceren ve her birim karede

tam olarak bir tane sayinin yazildig satrang tahtasina Iskandinav kare diyelim. Ortak kenar1 paylagan iki
birim kareye komsu diyelim. Bir birim karede yazilan sayi, bu karenin tiim komsularinda yazilan sayilardan
kiigiikse bu birim kareye vadi diyelim. Agagidaki sartlar: saglayan, bir veya birkag kareden olusan birim kare
dizisine yokus yukar: yol diyelim:

(i) Bu dizideki ilk birim kare bir vadidir,
(i) Bu dizideki her birim kare, kendinden 6nce gelen birim kare ile komgudur,
(iii) Bu dizinin birim karelerinde yazilan sayilar artan siradadir.

Bir Iskandinav tiim yokusg yukar1 yollarm toplam sayismin alabilecegi en kiiciik degeri n cinsinden bulunuz.
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Asagidaki kogulu saglayan tiim n > 1 bilesik tam sayilarini belirleyiniz :

dy,ds, ...,d; sayilar1 n sayisinin tiim pozitif bolenleri ve 1 = dy < do < -+ < dp =niseher 1 <i <k —2
i¢in d; sayisi d; 41 + d;42 sayisini boler.

Dar agih bir ABC {iggeninde |AB| < |AC| olsun. ABC ii¢geninin gevrel gemberi € olsun. £ ¢emberinin
A noktasimi igeren C'B yaymin orta noktasi S olsun. A dan BC' ye inilen dikme BS ile D noktasinda ve
Q ile ikinci kez £ # A noktasinda kesigiyor. D noktasindan gegen ve BC' dogrusuna paralel olan dogru
BE dogrusu ile L noktasinda kesigiyor. BDL iiggeninin ¢evrel cemberi w olsun. w ile €2 ikinci kez P # B
noktasinda kesigiyor.

w ¢emberine P noktasida teget olan dogrunun BS dogrusu ile ZBAC agisinin i¢ agiortay: iizerinde kesigtigini
gosteriniz.

k > 2 tam say1 olsun. Asagidaki sart1 saglayan tiim ay, ag, ... sonsuz pozitif tam say1 dizilerini belirleyiniz :

ai, as, ... dizisi i¢in 6yle bir P polinomu vardir ki c¢g, c1, ..., cx—1 negatif olmayan tam sayilar olmak tizere,
P(z) = 2% + cp_128 "t + -+ + 12 + ¢o formundadir ve her n > 1 tam sayisi igin
P(an) = Qp+4+1Qn+2 " Aptk
kogulu saglanir.
Herhangi ikisi birbirinden farkli olan a1, x2, ...x2023 pozitif gercel sayilar: icin,

11 1
an = [(@14a2+ +an) | —+—+ -+ —

X1 o e

sayist her n = 1,2, ...,2023 i¢in bir tam sayidir. Buna gore, asge3 > 3034 oldugunu gosteriniz.

n bir pozitif tam say1 olsun. Bir Japon ti¢geni, 1+2+---4n adet ¢gemberin, egkenar iiggen seklinde ve her ¢ =
1,2,...,n igin 4. satirda tam olarak bir tanesi kirmizi olan 7 tane cember bulunacak sekilde yerlestirilmesiyle
olugmaktadir. Japon tiggenindeki bir ninja yolu, en tepedeki cemberden baglayip her defasinda bulundugu
cemberin hemen altindaki iki cemberden birine giderek en alt satirda biten, n adet cemberden olusan bir
dizidir. Asagida, n = 6 durumunda bir Japon licgeni ve iki adet kirmizi ¢ember iceren bir ninja yolunun
ornegi verilmistir :

Her Japon tiggeninde en az k adet kirmizi ¢cember igeren bir ninja yolu bulunuyorsa, k sayisinin alabilecegi
en biiyiik degeri n cinsinden belirleyiniz.
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@ ABC Dbir egkenar tiggen olsun. Ay, By, Cy noktalar1 ABC' {iggeninin i¢ bolgesinde |BA;| = |A;C|, |CB;| =
IBlA|, |A01| = |ClB‘ ve

£ZBA,C+ ZLCB1A+ LAC, B = 480°

olacak gekilde aliniyor. BCy ve C'By dogrular1 As noktasinda, CA; ve ACy dogrular1 By noktasinda, AB;
ve BA; dogrular1 Cs noktasinda kesigiyor.

Ay B, C cesitkenar liggen ise, dyle iki nokta bulundugunu gosteriniz ki AA; Ay, BBy By ve CCyCs liggenlerinin
her birinin gevrel gemberi bu iki noktadan da geger.
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Asgagidaki sart1 saglayan tiim « gergel sayilarini bulunuz:
Her n pozitif tam sayisi igin
la) + [2a] + -+ + [na]
tam sayis1 n sayismin bir katidir. (|z] ifadesi, 2z sayisindan kiigiik veya ona esit olan en biiyiik tam sayiy1
gostermektedir. Ornegin, |—7| = —4 ve [2| = |2.9] = 2.)
(Kolombiya)

Agagidaki kosulu saglayan tiim (a, b) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz:
(a,b) ikilisi i¢in, &yle g ve N pozitif tam sayilar: vardir ki, tiim n > N tam sayilar1 i¢in
ebob (a™ +b,0" +a) =g
esitligi saglanir. (ebob(x,y) ifadesi, x ve y tam sayilarimin en bilyiik ortak bolenini géstermektedir.)

(Endonezya)

Pozitif tam sayilardan olusan aq,as,as, ... sonsuz dizisi ve N pozitif tam sayisi verilmigtir. Bu dizide her
n > N icin a, terimi; a1, as, ..., a,—1 terimlerinden a,_; terimine egit olanlarin sayisina esittir.

ai,as,as, ... Ve ao, a4, ag, - . . dizilerinin en az bir tanesinin bir yerden sonra periyodik oldugunu ispatlayiniz.

(b1, b2, bs, . .. sonsuz dizisi; her m > M icin by,4, = by, olacak sekilde p and M pozitif tam sayilar: varsa bir
yerden sonra periyodiktir.)

(Avustralya)

ABC iiggeninde AB < AC < BC ve ig¢ teget cember merkezi ile i¢ teget gemberi sirasiyla I ile w ol-
sun. BC kenan iizerinde C noktasimdan farkli X noktasi, X noktasindan AC dogrusuna gizilen paralel w
gemberine teget olacak sekilde aliniyor. Benzer sekilde BC' kenar iizerinde B noktasindan farklh Y noktasi,
Y noktasindan AB dogrusuna cizilen paralel w ¢emberine teget olacak gekilde alimiyor. AI dogrusu, ABC
iiggeninin gevrel ¢gemberini ikinci kez P # A noktasinda kesiyor. AC ve AB kenarlarmmin orta noktalar
sirasiyla K ve L olsun.

ZKIL+ /Y PX = 180° oldugunu gosteriniz.
(Polonya)

Salyangoz Turbo, 2024 satir ve 2023 siitundan olusan bir satrang tahtasinda bir oyun oynuyor. Tahtanin
2022 adet birim karesinde birer canavar saklanmigtir. Baglangigta Turbo, hangi birim karelerde canavar
bulundugunu bilmiyor fakat ilk ve son satir digindaki her satirda tam olarak bir canavar bulundugunu ve her
stitunda en fazla bir canavar bulundugunu biliyor. Turbo, ilk satirdan son satira ulagmak i¢in birkag deneme
yapiyor. Her bir denemede, ilk satirdaki istedigi bir birim kareden bagliyor ve her adimda, bulundugu birim
kareyle ortak kenar paylagan komsu bir birim kareye geciyor (Turbo’nun daha énceden ziyaret ettigi bir birim
kareye donme hakki vardir). Turbo, i¢inde canavar bulunan bir birim kareye ulagtigi an o anki denemesi
sonlaniyor ve yeni bir denemeye baglamak igin ilk satira geri iginlaniyor. Canavarlar yer degistirmiyor ve
Turbo, daha 6nceden ziyaret ettigi birim karelerde canavar olup olmadigini aklinda tutuyor. Turbo, son
satirdaki herhangi bir kareye ulagtigi an oyun bitiyor.

n sayisinin en kiigiik hangi degeri igin Turbo, canavarlarin tahtadaki konumlar: nasil olursa olsun en fazla n
deneme yaparak oyunu bitirmeyi garantileyebilir?

(Hong Kong)

@ Rasyonel sayilarin kiimesi Q ile gosterilsin. Bir f : Q — Q fonksiyonu, her z,y € Q icin

fe+f)=f@)+y ve  f(f@)+y) =z+f(y)
esitliklerinden en az birini sagliyorsa, bu f fonksiyonuna iyi diyelim.

Oyle bir ¢ tam sayismm bulundugunu gosteriniz ki her f iyi fonksiyonu icin r rasyonel say1 olmak iizere
f(r) + f(—r) seklinde ifade edilebilen birbirinden farkli rasyonel sayilarin sayisi en fazla ¢ dir. ¢ sayisinin
alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

(Japonya)

66


https://geomania.org/forum/index.php?topic=9296.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9299.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9300.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9301.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9302.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9303.0

	1. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1959
	2. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1960
	3. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1961
	4. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1962
	5. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1963
	6. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1964
	7. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1965
	8. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1966
	9. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1967
	10. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1968
	11. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1969
	12. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1970
	13. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1971
	14. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1972
	15. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1973
	16. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1974
	17. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1975
	18. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1976
	19. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1977
	20. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1978
	21. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1979
	22. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1981
	23. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1982
	24. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1983
	25. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1984
	26. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1985
	27. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1986
	28. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1987
	29. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1988
	30. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1989
	31. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1990
	32. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1991
	33. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1992
	34. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1993
	35. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1994
	36. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1995
	37. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1996
	38. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1997
	39. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1998
	40. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 1999
	41. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2000
	42. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2001
	43. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2002
	44. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2003
	45. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2004
	46. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2005
	47. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2006
	48. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2007
	49. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2008
	50. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2009
	51. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2010
	52. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2011
	53. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2012
	54. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2013
	55. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2014
	56. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2015
	57. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2016
	58. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2017
	59. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2018
	60. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2019
	61. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2020
	62. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2021
	63. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2022
	64. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2023
	65. Uluslararası Matematik Olimpiyatı - 2024

