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ONSOZ

Lise diizeyinde olimpiyatlara hazirlanan hemen her 6grencinin sordugu bir soru vardir:
Girecegimiz ikinci agama smavinin eski yillarinin soru ve ¢oziimlerine neden ulagamiyoruz?

Gercekten de, Tkinci Agama’ya hazirlanan bir 6grencinin eski yillardaki sorularl ¢ozmesi, hem genel olimpiyat
tekniklerine hakim olmasi, hem de simnavin kendine has tarzina aligsmasi agisindan 6énemlidir.

Iste elinizdeki bu dokiiman, bu konudaki eksikligi gidermek adina ¢ok sayida tecriibeli olimpiyatct ve hocanin
sarf ettigi iki yillik titiz emek ve gayretlerinin bir sonucudur. Bu ¢aligma icin kollar1 sivadigimizda, eski yillarin
orijinal sorularina ulagmakta bile ¢ok zorluk cektik; yillar var olan kaynaklar: eskitmis, 9011 yillarin sorulari olim-
piyat argivlerinin derinliklerinde kalmisti. Sorular: elde ettikge, bir yandan geomania.org forumunda ilk yillarin
soru ve ¢Oozuimlerini toplarken, diger taraftan matematikolimpiyati.com tizerinden 2000’li yillarda yapilmig Ikinci
Asamalarin soru ve ¢oziimlerini yliklemeye yonelik bir sistemle son yillarin ¢éziimlerini derledik.

Son olarak, elimizdeki soru ve ¢oziimleri geomania.org da ag¢tigimiz “Yarigma Sorular’” boliimiine aktardik.
Dokiiman bu halini almadan 6nce, elimizdeki ¢oziimleri tecriibeli olimpiyat¢i arkadaglarimizin yardimiyla titizce
tashih ettik. Bu baglamda bagta Mehmet Efe Akengin ve geomania.org forumundan Lokman Gokce olmak tizere,
bu ¢aligmada emegi gegen tiim olimpiyatgi ve hocalarimiza gayretlerinden 6tiirii tegekkiirti bir borg biliyoruz.

Bu emek ve gayretler sonucunda, Tiirkiye matematik olimpiyatlar: camiasi, yillardir hasretini ¢ektigi bu dokiimana
kavugtu. Fakat ikinci agama seferberligimiz heniiz nihayete ermedi. Goreceginiz tizere, hala cok sayida soru-
nun ¢oziimii eksik veya geomania.org forumunda tashih edilmeyi bekliyor. Sorulara yapmig oldugunuz farklh
¢Oziimleri, ¢oziimler hakkinda diigiince, onerileri ve diizeltmelerinizi, litfen geomania.org Yarigma Forumu iize-
rinden paylagmanizi rica ediyoruz.

Bir bagka caligmada goriismek dilegiyle,

geomania.org
Yarigma Sorular1 Ekibi


https://geomania.org
http://matematikolimpiyati.com
https://geomania.org/forum/index.php?board=49.0
https://geomania.org
https://geomania.org/forum/index.php?board=49.0
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30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1989
77 porzitif tamsayilar kiimesini gostersin. Her m, k € Z% igin,

(i) f(m,m)=m
(i) f(m,k) = f(k,m)
(iii) f(m,m+k) = f(m, k)

kosullarini saglayan tiim f : ZT x ZT — Z* fonksiyonlarimi bulunuz.
Coziim:

EBOB(m, k) fonksiyonunun bu verilen sartlar1 sagladigini gérmek kolaydir. Simdi bunu ispatlayalim. Once-
likle m | & durumunu inceleyelim. Bu durumda k = ma olarak yazarsak

f(m,k) = f(m,ma) = f(m,m(a—1)) =--- = f(m,m) =m = EBOB(m, k)

olacaktir. Simdi m # k i¢in ebob’a ulagana kadar Oklit algoritmasi uygulayalim. Genelligi bozmadan m > k
kabul edebiliriz.

m = qok + ro
k=aqro+m
o = @21 + 72

1 =q3r2 + 13

Thn—2 = qnTn—1+Tn

ve 1, = EBOB(m, k) diyebiliriz. Burada i = 1,2,...,ni¢in 0 < r; < r;,_1 ve 0 < rg < k’dir. Daha fazla
devam edemedigimizden r,, | r,_1 dir (Oklit algoritmasinda en son ebob’a ulagabiliriz, devam edersek 0
kalan vermeye baglayacaktir). Simdi ikinci ve {iglincii sart: kullanalim. Agagidaki egitliklerde tigiincii sart
birden fazla defa kullaniyoruz bu yiizden direkt sonucunu yaziyorum.

fm,k) = f(k,m) = f(k,qok +ro) = f(k,r0) = f(ro,k) = f(ro,q1r0 +71) = f(ro,71)

ve bu gekilde devam edersek
coo= f(rp,rpo1) =1rn = EBOB(m, k)

olacaktir ¢iinkii 7, | r,,_1’dir. Dolayisiyla her m, k € Z¥ igin ‘ f(m,k) = EBOB(m, k) "dir.

Ornek verelim. f (12,9)’u hesaplayalim,
f(12,9) = f(9,12) = f(9,3) = f(3,9) = f(3,6) = f(3,3) =3 = EBOB(12,9)

Sifirdan farkli bir rakamla baglayan bir rakam blokunun art arda iki kez tekrarindan olugsan pozitif tamsayilara

“cift tekrarli say1” diyecegiz (Ornegin 360360 “cift tekrarl” bir say1 olup, 36036 degildir). Bir tamsayinin
karesine egit olan sonsuz sayida “cift tekrarli” say1 bulundugunu kamtlayimiz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3165.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3166.0
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Coziim:
i =1,2,...,n icin a;’ler birer rakam olsun (a; # 0). A? = aiasas - - apaiasas - - - ap olsun. Bu formatta
sonsuz tane A oldugunu gostermeye caligiyoruz. Sayiy1 diizenlersek

(10203 ApA10203 Gy = 10203 - Gy - (10" + 1)

olur. Ozel olarak n’yi 11’in kat1 olan bir tek say1 secelim. v11(m)’yi m’i bélen en biiylik 11 kuvvetinin
iissii olarak tanmimlayalim. Kuvvet Kaydirma teoreminden (LTE),

V11 (10” + 1) = ’U11(10 + 1) + vu(n) =1+ vu(n) >2

10"+1
112

olur, yani tamsayidir.
10" +1

10" 3 <
112

<102 (1)

o n n o] . .
oldugundan 1011;r1 sayist n—2 basamaklidir. 101 Jl sayisinin sonuna iki adet 0 ekleyelim ve olusan n basamakli

sayiyl aias - - - a, Olarak segelim.

(10" 4 1)2

3 -10?

a1a9a3 - -Gy - (10" +1) =

olur yani say1 tamkare olacaktir. Dolayisiyla sonsuz tane bu formatta tamkare vardir.

Not: (1) esitsizliginin 112 = 10?2 + 2 - 10 + 1 yazildiginda oldukca kolay oldugu goriilebilir.

C1, Cy verilen iki gember, A; noktasi C7 tizerinde ve As noktasi da Cs iizerinde bulunan sabit noktalardir.
Ci’'in A1 Py kirigi, Co’nin As P, kirigine paralel olduguna gére P} Po’nin orta noktasimin geometrik yerini
bulunuz.

Cozim 1:

Cemberlerin merkezleri Oy ile O, A1 Py in orta noktasi1 M7, Aa P, nin orta noktasi My olsun. A; A nin orta
noktasi A, 0104 nin orta noktas1 da M olsun. A ve M sabit noktalardir. P; P> nin orta noktasina P diyelim.
Bizden istenen P nin geometrik yeri.

A1 Ao P, P yamugunda AP orta tabandir. O; den AP ye paralel gizilen dogru ile OaM, dogrusu K da
kesigsin. M den AP ye inilen dikme, AP yi N de, A1 P; i Q da, O1K y1da L de kessin. Oo M dogrusu A; Py
yi R de, AP yi de S de kessin.

O1M = MOs oldugu icin O1L = LK = QR = QM; = NS olacaktir. M\\R =2- NS, RM; = 2 - SM; ve
LM{RMy = ZNSMs = 90° oldugu igin ANSMy ~ AM;RM, (K.A.K). Yani Ms, N, M7 noktalar1 dogrusal.
A1 A5 P, Py yamugunda M7 orta nokta ve My orta nokta oldugu i¢in N de AP nin orta noktasidir. Ayrica
MN 1 AP oldugu i¢gin AM = M P = Sabittir. Bu durumda P noktalarimin geometrik yeri M merkezli A
dan gecen cemberdir.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3167.0
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Cozim 2:

c1 in merkezi O1, ¢ nin merkezi Oy olsun. 0105 nin orta noktast M, P; P, nin orta noktasi P olsun.
A101 nAQOQ =K dlyehm

Tlibitak Lise Takim Segme 1989-3

LAsK Ay sabittir. Son olarak O1A; APy = L ve O1P,[O2P, = T diyelim. Aglar yazilinca ZA; KL =
Z01TO5 oldugu goriiliir. ¢; in yarigapimna 71, co nin yarigapia 72, P;Os nin orta noktasina N dersek,
MN = r1/2, PN = r3/2 olur. PN||P,Oy ve MN|OyP; oldugundan £/YTO; = ZPNM olur. PN, MN
ve /PN M degerleri sabit oldugundan PM de sabittir. O zaman P; P, nin orta noktasinin geometrik yeri,
merkezi 010 nin orta noktasi olan ve Py P, nin orta noktasindan gegen ¢emberdir.

n X n bir satrang tahtasinin her karesinde bir tag duruyor. n? tas toplanarak yine her kareye bir tas diigecek
sekilde tekrar dagitiliyor, 6yle ki baglangicta komsu olan taglar yine komsu kaliyorlar. En az bir kogedeki
tag yerini koruyorsa olabilecek tiim dagitimlart bulunuz (Not: Aralarinda ortak kenar bulunan karelerdeki
taglara “komsgu” diyoruz.).

Elimizde her biri pozitif bir tamsay1 agirhigindan n (n > 2) tane agirhik vardir. Bunlardan her birinin agirhig
n’den kiiciik oldugu gibi, toplam agirliklar1 da 2n’den kiiciiktiir. Bu agirliklarin, toplam agirligi n’ye esit bir
altkiimesinin bulundugunu kanitlayiniz.

Coziim:

Terimlerin karigmamasi i¢in agirlik yerine tas diyelim. Taslarin agirhiklar1 0 < a3 < ag < --- < a, < n olsun.
Bu agirliklara denk gelen taglar1 da Aq, Ao, ..., A, olarak isimlendirelim.

k
Sk = Z Qo
m=1

olarak tamimlarsak, 0 < S; < Ss < -+ < S, < 2n artan dizisini elde etmis oluruz. Eger bu sayilardan biri n’ye
béliiniiyorsa, n | Si’dan ve 0 < Sy < 2n egitsizliginden n = S oldugunu buluruz. Béylece {A1, As, ..., Ax}
kiimesindeki taglarin agirliklar: toplami n oldugunu gostermis oluruz.

Eger Si’larin higbiri n ile boliinmiiyorsa, bu sayilarin n’ye boliindiigiindeki kalanlar: 1,2,...,n — 1 olabilir
ancak n tane Sy oldugundan giivercin yuvas ilkesi geregi S; = S; (mod n) olacak sekilde 0 < i < j < n
tamsayilar1 olmaldir. Buradan n | S; — S; ve yukaridakine benzer sekilde S; — S; = n elde edilir. Yani
{Ait1,Aisa, ..., A;} taglarmm agirhiklar toplami tam olarak n olmalidir. Her durumda agirliklar: toplami
n olan taglar bulabildigimizden ispat biter.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3168.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3169.0
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@ ABC (AB = AC) ikizkenar tiggeninin gevrel gemberine digtan teget olan gember AB ve AC' dogrularina P ve
@ noktalarinda tegettir. PQ dogru pargasinin I orta noktasinin, iiggenin BC’ye digtan teget olan ¢cemberinin
(dig teget cember) merkezi oldugunu ispat ediniz.

Cozim 1:

Cevrel ¢emberin merkezi O, diger cemberin merkezi J olsun. Bu iki ¢cember birbirlerine 7" de dokunsun.
OA =r, JT = R diyelim.

O,T,J,I nin dogrusal oldugunu gormek cok zor olmasa gerek. Bu durumda ZPBI = ZIBC oldugunu
gosterince I min dig teget cemberin merkezi olacagi da agik.

/BAT = « dersek, ZTBC = ZJPQ = « olacaktir. Bu durumda, AB = 2rcosa, AP = 2(r + R)cosa
ve BP = 2R cos a olacaktir. Aymi zamanda AIPJ de PI = PJcosa = 2Rcosa = BP dir. BC || PQ ve
/PBI = /PIB oldugu i¢gin ZCBI = /PIB = ZPBI olur. Yani BI bir dig aciortay, Al da bir i¢ agiortay
oldugu icin I bir dig merkezdir.

Coziim 2:

B(C nin orta noktasim K, gevrel cemberi ¢;, AB ve AC dogrularina P ve @ noktalarinda teget olan cemberi co,
teget noktasini L ve co nin merkezini M olarak adlandiralim. A, K, L, I, M dogrusal olur. Ayrica BK = CK
ve BC' L AL oldugundan AL ¢aptir. ZAC'L = 90° olur. ZACK = 2z° dersek, Z/CLA = ZQMA = 2z° olur.
M@ = ML oldugundan /M LQ = 90 — x° olur. LC'QI kirigler dértgeninden ZILQ = ZICQ = 90 — x° olur
ve boylece ZKCI = 90 — z° olur. Al icaciortay, C'I digagiortay oldugundan, I noktasi tiggenin BC' ye ait
dig teget gcemberinin merkezidir.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3170.0

31. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 1990 geomania.org

31.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1990

Bir d dogrusuna sira ile A, B, C noktalarinda teget olan (a > ¢ > b) a, b, ¢ yarigaph ky, ko2, k3 cemberleri
veriliyor. k1 ¢emberi ko ye ve ko cemberi de k3 cemberine tegettir. k3 cemberine E noktasinda degen ve d ye
paralel olan teget, k1 cemberini D noktasinda kesiyor. EB dogrusu, d dogrusuna A da dik olan dogruyu F'
noktasinda kestigine gore, AD = AF oldugunu ispat ediniz.

Co6ziim 1:

Cemberlerin merkezleri O, Oz, O3 olsun.
0103BA dik yamugunda, AB = 2v/ab.
05,03CB dik yamugunda, BC = 2v/be.
AFAB ~ AECB (A.A) oldugu igin

FA AB

ED ile AF dogrular1 H de kesigsin. k1 ¢emberinin bir ¢cap1 Al olsun.
CE = AH = 2¢ ve Oklit’ten

Al -AH = AD?* = 2a-2¢ = AD? = AD = 2\/ac = FA

Cozim 2:

k1N ke = K, ko[ k3 = L olsun. BK dogrusu, F A ve EC dogrularin sirasiyla M ve N noktalarinda kessin.
/BKA = ZCLB = 90° olacag1 agiktir. Aym agilar isaretlenince F, A, K, L, C, N noktalarimin ¢embersel
oldugu gortiliir. AF||CN paralel kiriglerden AF = CN olur. Simdi;

AP AB ACBN ~ AABM = oN _ B

esitliklerinden AF = C'N oldugu goz éniine almrsa AF? = CE - AM olur. AM (\DE =T dersek, AADM
de cklitten:

AD? = AT - AM = CE - AM = AF? = AD = AF
olur.

x; reel sayilar icin
T1 + x9 + x3 =0 ise x1x9 + xox3 + 2301 <0

egitsizligi her zaman dogrudur; (Kanitlayimiz.)

Hangi n > 4 tam sayilar icin
1+ a2+ -+ x, =01ise 2172 + Tox3 + -+ Tp_1Ty + Tpwr <0

esitsizligi her zaman dogru olur? Yamitinizi kanitlayimiz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3171.0
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Coziim:

Ik maddeyi ispatlayalm ;

Faydali egitsizlikten,

a2 >N mae = > 2t = (Y 21)? — 2 w129 > > 2122 ve buradan da

(3" 21)? >33 x122) = 0 > > 2125 bulunur.

Ikinci madde;

n = 2k, k € Z olarak alalim , Sayilar;

z; =0veya x,_1 = —Zn

x, = —x1formunda olacaktir.(Herhangi 2’li 3’lii veya n’li birbirinin z1t isaretlisi olacaktir.)
—(>21)? = > 2129 ve 0 > —(>- 2%)oldugundan,Her

n > 4,n =2k, k € Z* igin esitsizlik saglanir.

Yanlig veya eksil yaptigim bir yer varsa liitfen diizeltin.
n, 11’den biiyiik ve egit olan bir tek, tam say1 olsun; £ € N, kK > 6, n = 2k — 1.
T={(x1,22,...,2Zn) ‘ x; €{0,1},i=1,2,...,n} ve x = (21, Z2,...,2n),y = (Y1, Y2, - - -

diyelim. T nin asagidaki sartlari saglayan bir S alt kiimesi varsa n = 23 oldugunu gosteriniz.

+Yn) € T igin

(i) |S|=2"
(ii) Her z € T igin d(z,y) < 3 olacak sekilde tam bir tane y € S vardir.

ABCD konveks dortgen ve

E,F €[AB], AE=EF=FB
G,H € [BC], BG=GH =HC
K,Le[CD], CK=KL=LD
M,N € [DA], DM =MN =NA

dir.

[NGIN[LE] = {P}, [NG] N [KF] = {Q},
[MH]N[KF] = {R},[MH| N [LE] = {S}

noktalar1 goz ontine aliniyor. Buna gore,

(a) Alan(ABCD) =9 - Alan(PQRS)
(b) NP =PQ = QG

oldugunu ispat ediniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3174.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3176.0
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Coziim 1:

AFRM bir digbiikey dortgen, AF, FR, RM, AM kenarlarinin orta noktalar sirasiyla F, @, S, N olsun.
ESNNQ = {P} olsun.

EQ| AR || SN ve QS | FM || EN oldugu i¢in EQSN bir paralelkenardir. Bu durumda
EP=PS,PQ=PN (1)
elde edilir. Yani, herhangi bir digbiikey dortgende karsilikli kenarlarin orta noktalarini birlestiren

dogru parcalarmin birbirlerini ortaladigini séyleyebiliriz.

FE nin F ye gore simetrigi B; S nin R ye gore simetrigi H olsun. BH nin orta noktasi da G olsun. F'R ile
G P birbirini ortalayacagindan ve F'QQ = QR oldugu icin G, @, P dogrusaldir.

N nin M ye gore simetrigi D, @ nun R ye gore simetrigi K; P nin S ye gore simetrigi L, G nin H ye
gore simetrigi C olsun. Elde ettigimiz sekil ile soruda verilen sekil 6zdeg olur. Bu durumda (b) sikkindaki
NP = PQ = QG yi ispatlamig olduk. B

[AEPN] = A, [EFQP] = B, [FBGQ] = C, [NPSM] = D, [PQRS] = E, [GQRH] = F, [MSLD] = G,
[SRKL] = H, [RHCK] = I olsun.

ABGN dortgeninde F(Q ile EP dogru parcalarimn belirledigi iic dortgene odaklanalim.

3[BGQ| + 3|AEN] = [BGN] + [ABN] = [ABGN] = A+ B+ C 2)
204+ B+0C)

[EBQN] + [AEN] + [BQC) = 3([AEN] + [BQG) = [£pQN) = 24T EEC) 0

([EPN] = [BPQ), [FQE| = [BFQ] = 2\BFQP| = [EBNQ| » [FFQP] = ZX02E )

Yani bir dértgende karsilikli iki kenar tiger egit parcaya yukaridaki gibi boliindugiinde, ortadaki parca dort-

genin alaninin 1/3 i oluyor. Bu durumda, [NGHM] = @ ve [PQRS] = w olacag1 i¢in
[PQRS] = [ABCD] dur. B

Cozim 2:

b) BD = e, AC = f olsun. Sekil - 1 de EN|BD||GL oldugundan EN = ¢/3, GL = 2¢/3 olur. APNE ~
APGL = PN/PG = 1/2 olur. Sekil - 2 de FG||AC||INK oldugundan FG = f/3, NK = 2f/3 olur.
AQGF ~ AQNK = QG/QN = 1/2 olur. PN/PG =1/2 ve QG/QN =1/2 = NP = PQ = QG olur.
Benzer gekilde EP = PS = SL, FQ = QR = RK, HR = RS = SM esitlikleri bulunabilir.

Tiibitak Lise Takim Segme 19904

E
Sekil -3

a) Sekil - 3 de benzer iiggenlerden rahatca goriilebilecegi lizere PR = f/3, QS = e/3 olur. Ayrica AC ve
BD kosegenleri arasindaki aciya = dersek, paralellikten PR ve QS kosegenleri arasindaki aci da x olur. O
zaman:
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Alan(ABCD) = e-f-sinx _9. (e/3) - (f2/3) -sinz

5 =9 Alan(PQRS)
olur.

m pozitif tam sayisi icin (m!) sayisindaki 2 carpanlarinin sayisini by, ile gosterelim. (Yani 20 |m! ve 20m+1 4
m!). m — b, = 1990 kogulunu saglayan en kiiglik m sayisim bulunuz.

Coziim:

Kullanmasinin daha kolay oldugunu diigtindiigiimden b,,, yerine vy(m) gosterimini kullanacagim. Buradaki
sorunun ispatindaki iki iddiay1 kullanacagiz. Burada iddialar1 tekrar gosterelim ama ispatlar1 baglantisini
verdigim gonderide bulunabilir.

. 2
Iddia 1: n pozitif tamsayis1 icin v, (< n)) =n — vy(n!)’dir.
n

. 2
Iddia 2: a1 > as > -+ > ag igin n = 2% 4+ 292 ... 4 2% jge vy <( n)) = k olacaktir.
n

Bu iki iddiay1 kullanirsak aradigimiz m’nin ajgg9g > a19g9 > -+- > ap igin m = 2% + 292 4 ... 4 291990
formatinda olmasi gerektigini gorebiliriz. En kii¢iikk m i¢in a; = ¢ — 1 olarak se¢meliyiz. Bu durumda

m=1+2" 492 ... 49198 _ 91990 _ 4

olacaktir.

k > 2 ve ny,...,ng € ZT olsun. Eger na|(2™ — 1), ng|(2"2 — 1), ..., ng|(2™-1 — 1), ny|(2™ — 1) ise,
ny = --- = ng = 1 oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Herhangi bir ¢ i¢in n; = 1 ise diger degigkenlerin de 1 olmas: gerektigi goriilebilir. O halde ny =---=n; =1
dogru degilse her i = 1,2,... k i¢in n; # 1 olmahdir. Celigki bulmak igin boliinebilmelerin dogru oldugunu

ama n; # 1 oldugunu kabul edelim. Bu durumda n;’lerin asal bélenleri vardir. Bu asallarin en kii¢ligii ¢
olsun ve ¢ | n; diyelim. g tek olmak zorundadir. Bu durumda

q| (2% =1

olacaktir (ny = ny olarak alalm). 2’nin ¢ modunda mertebesi d olsun. Bu durumda d | n;_1 ve d | ¢ — 1
olacaktir. n;_1’in en kiiciik asal boleni bile ¢’dan kiiciik olamaz. Bu yiizden d < ¢ — 1 olan d’nin asal boleni
olmasi imkansizdir. Yani d = 1 olmalidir. Bu durumda da

29 _1=1=0 (mod q)

elde edilir ki bu da ¢eligkidir. Dolayisiyla boyle bir ¢ yoktur. Demek ki higbir n;’in asal boleni yoktur. Hepsi
1 olmalidir.
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Bir ABC tggeninin AB, AC ve BC kenarlan iizerinde sirasi ile C’, B’ ve A’ noktalar isaretleniyor.

AB' BC' CA
BC CA AB

oldugu bilindigine gore, AA’, BB’ ve CC" dogrularimin simirladig iiggenin alaninin,

k

ABC iiggeni alanina oraninin
(k—1)
E2+k+1

oldugunu gosteriniz.
Coziim:

AANCC' ={K}, AANCB ={L} ve BB'NCC" = {M} olsun. CLN AB = {C"'} olsun.

AC”  AB oA,
C'B~ BC AB "

Ceva teoremine gore

CAL] _, [ALB]

[CLB] " [BCL]
Benzer sekilde [ABC] = (k* + k+ 1) - [AKC] ve [ABC] = (k* +k+1) - [BAL] elde edilir. Bu durumda
[BCM] = [BAL] = [AKC] olur. Bu durumda [KLM] = [ABC] — [BAL] — [CAK] — [CMB] = [ABC] —
3k[BCL] = [BCL] (k* — 2k + 1).

= k olduguna gore [ABC] = (k* + k + 1) - [BCL] olur.

[KLM] [BCL) (k> —2k+1)  (k—1)

[ABC]  [BCL](K2+k+1) k2+k+1

Not: Bu sorunun genel hali Routh Teoremi olarak gegiyor:
AB’ BC' cA
B0 = x, A= Vg = ? ise AA’, BB’ ve CC’ dogrularimin siirladig1 tiggenin alaninin, ABC' tiggeni
(zyz —1)°

(zy+y+1)(yz+2+1)(za+2x+1)

dir.

alanina orani

a® + b+ +d? = a®>b?c?d? denklemini saglayacak sekilde a, b, ¢, d pozitif tam sayilarmin bulunamayacagini
gosterin.

Coziim:

Sayilarin hepsi ¢ift olmali. Sayilarin hepsi tek ise; sol taraf ¢ift, sag taraf tek olur. Sayilardan en az bir tanesi
¢ift oldugunda, mod4 te sag taraf 0 olacak. Sol tarafin mod4 te alabilecegi degerler {1,2,3} kiimesinden
olabilir. Bu durumda sayilarin hepsi ¢ifttir. a, b, ¢,d > 0 oldugu i¢in a, b, c,d > 1 dir. Pozitif ¢ift sayilarda

Ll<2§x:>y<xy—x:>$+y<xy

y—
bagintis1 vardir.

a® + b < a®b? ve 2 +d* < Ad? = a? + b2+ A+ d? < a®V? 4 Pd? < a*bPPdR
Buna gore a? + b + ¢ + d? = a?b?c?d? denkliginin pozitif tamsayilarda ¢oziimii yoktur.

a; katsayilan {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinden olmak iizere |z| < 1 igin tammh f(z) = > ;2| a;z’

fonksiyonu igin f (%0) bir rasyonel sayidir. Tamsay1 katsayili uygun p(z) ve ¢(x) polinomlar: ile fonksiyonun
(Jx| < 1 icin)
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seklinde yazilabilecegini kanitlayiniz.

Coziim:
f (1—10) = 0, a1azazay . . . rasyonel olduguna gore (a;) dizisi bir yerden sonra periyodik. N-inci terimden sonra k
terimlik periyodik oldugunu varsayalim. Her n > N icin ag4, = a,, olacaktir. Ornegin 0, 12345674567456 - - - =

0, 1234567 sayis1 i¢in her n > N = 3 i¢in a44,, = a, olacaktir. g(x) ile tekrarlamayan kism h (z) ile de tek-
rarlayan kismi gosterelim.

f(@)=g)+h(x),g()=az'+ - +ayzV
ve
h(z) = an 12V + a0z T2+ Fays eV TR fan oa VTR

olacaktir. Yeniden diizenledigimizde

h(z) =ani1 (xN—O—l 4+ pNRHL o N42kH1 ) tanis (xN+2 4o pNR+2 | N42kt2 )+

et ana (xN-‘rk) LNk | N43E )

elde ederiz. (N 18 4 gN TRl 4 pNF2RHE L) (1 — o) = 2N T olacagr icin

N+2_|_. N+k

h(l‘) : (1 _xk) :aN+113N+1 + an42T AN4ET

sonlu katsayili bir polinom elde edilir.
fl@)(1—2")=g(x)(1—2") +h(z)(1—a*F

— ) esitliginde her tarafi (1 — xk) ile bolelim.
g(@) (1—a*) +h()(1-2") p(2)
q(z)

f(z)= T =~ esitliginden
p(z) = g(z) (1 —2%) + h(z)(1 —2*) ve ¢(x) = 1 — z* seklinde tam katsayil sonlu terimli iki polinom
bulunabilir.

Bir havuzun ortasinda yanyana siralanmig N-tane tasin iizerinde bir kurbaga si¢riyor. Kurbaga bulundugu
tagtan p olasilikla soldaki, 1 — p olasilikla ise sagdaki taga si¢riyor. En soldaki tagtan sola, ya da en sagdaki
tagtan saga sigrayan kurbaga suya diigiiyor. Sol bagtan k-nc1 tagta bulunan kurbaganin ilk olarak sag ugtan
suya diigme olasihigini py, ile gosterirsek; p < % igin p; > % oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

Kurbaganin ilk olarak sag ugtan suya diisme olasilig1 pg, p olasilikla sola atlayacag icin, p - pr—1; (1 — p)
olasilikla saga atlayacagi igin (1 — p) - pr41 ifadelerinin toplamina esittir. pr = ppr—1 + (1 — p) pry1 elde
edilir. Sorunun dogas1 geregi po = 0, py41 = pyy2 = --- = L dir. (1 —=p)p,.; — px + ppr—1 = 0 dogrusal

k
indirgemeli dizisinde r; = 1 ve ro = IL cikacaktir. pp = (lp) c1 + co dizisindeki sabit terimleri

k k
bulmaya ¢aligalim. pg = 0 oldugu i¢in co = —¢; dir. pg, = <1p> cg—c1 =0 ((lp) - 1) .PN+1 =1
-D -D
(1-p™*

oldugu i¢in ¢; =
pNH — (1 —p)™

T elde edilir.

Pr = 1—p)N*! (pk—(lfp)k) o (1—p)VH (2p_1)
pN+1_(1_p)N+1 (1_p)k pN+1—(1_p)N+1 -

10
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N |

elde edilir.

p yolcu, n vagondan olugan bir trene icinde yolculuk edecekleri vagonu rastgele segerek binerler. Her vagonda
en az bir yolcu bulunmasi olasiligini hesap ediniz.

Coziim:

Her yolcu igin n segenek oldugu igin toplamda nP segenek vardir.

S0:0,1,2,...n — 1 adet vagonun bos kaldig1 durumlar.

S1:1,2,...n—1 adet vagonun bos kaldig1 durumlar.

Sk k,k+1,...n—1 adet vagonun bog kaldigi durumlar.

Sn—1:mn — 1 adet vagonun bog kaldigir durumlar.

Igerme-Digarma prensibine gére S = So— S +S2— - - -4 (—1)""'S,,_1 kiimesi bog vagonun kalmadigi durum-

lar1 verir. Dagitim yapilacak vagonlar ( Z ) gekilde secilebilir. Bu a vagona p kigi aP sekilde dagitilabilir.

Bu durumda Sy = ( ) (n — k)? olacaktir. Aradigimiz deger S = Y7 (=1)" ( " ﬁ 1 ) (n—k)".

n k n
Sio -0 (" ) by
npbP
1
karidaki ifade saymada bilinen bir sayimin 6zel bir hali. Stirling sayisi, S (p,n) = — >oreo (—1)" < " 3 > (n —k)*
n!

n—
S (p,n)n!
npb

n
n—=k

Bu durumda her vagonda en az bir yolcu bulunmasi olasilig dir. Aslinda yu-

seklinde tanimlanan bir say1. Bu durumda soruda bahsi gecen olasilik P = ~ olacaktir.

@ Koseleri O, A, B,C olan bir bir dortyiizliiniin (iiggen piramidin) kenarlarmin orta noktalarmni koge kabul
eden (digbiikey) cismin hacmi V' ve biitiin kenarlarinin uzunluklar: toplami U ise

(U~ [0A] - [BC)(U — |OB| — |AC|)(U — |OC| — |AB])

V<
- 27.3

olacagimi gosteriniz.

11
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33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1992

Her terimi, 2 < p < 11 kogulunu saglayan p asal sayilarindan en az biri ile boliinen 14 ardigik pozitif tamsay1
bulunup bulunmadigini saptayiniz.

Cozim:

14 ardigik saymnin 7 tanesi tektir. Bunlardan en fazla 1 tanesi 7 ile boliiniir. En fazla 1 tanesi 11 ile boliiniir.
En fazla 2 tanesi 5 ile bolintir. En fazla 3 tanesi 3 ile boliintir. Higbiri 2 ile bolinmez. 1+1+2434+0=7
oldugu i¢in her bir sayinin sadece bir asal sayi ile boltinmesi gerekir. Aksi durumda en az bir say1 2 < p < 11
arasindaki asal sayilardan en az biri ile boliinmez. En fazla 3 tanesi 3 ile boliiniir demistik. Bu durumda en
bastaki ve en sondaki sayilar 3 ile bolinmek zorunda. En fazla 2 tanesi 5 ile boliiniir demistik. (Daha iyi
anlamak i¢in 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21, 23, 25, 27 dizisi lizerinden sayilar1 segebilirsiniz.) Bu durumda ya
ilk say1 ile sondan ikincisi, ya da ikinci sayi1 ile son say1 5 ile boliinmek zorunda. Demek ki bu sayilardan en
az bir tanesi 2 < p < 11 arasindaki asal sayilardan en az biri ile boliinmez.

ABC fiiggeninin B kogesinden gegerek AC' kenarina E noktasinda dik olan dogru, bu iiggenin O merkezli
gevrel cemberini D noktasinda kesiyor. D den BC' kenarina inilen dikmenin ayagi F' noktasi olduguna gore
BO dogrusunun E'F dogrusuna dik oldugunu ispatlayiniz.

Cozim 1:

m(@) = « olsun.O ¢evrel cemberin merkezi ve | BE| L|AC| oldugundan m(@) =90°—a, m(m) =q«
olur.

C — B — A — D gembersel oldugundan m(m) = « dir. Ayrica m(@) = m(@) = 90° oldugundan

D-C—-F—-F

gembersel olup m(ﬁ\E) =« ,m(ﬁ?\B) = 90° — « olur .Bu durumda BO dogrusunun E'F' dogrusuna dik
olur.

Coziim 2:

BO ile AC, I da; EF ile BO da H noktasinda kesigsin. EDFC dortgeni karsilikli acilar: (E ve F') toplami
180° oldugu ic¢in kirigler dértgenidir.

/EDC = /EFC = /BAC (1)
/ABO = /DBC = 90° — ZACB (2)
/BIE = /BAC + /ABO ve /HEB = /DBC + /EFC oldugu i¢in /BIE = /HEB = /EHB = 90°

olur.

12
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Not:

AC, G nin Simson dogrusu; EF, D nin Simson dogrusudur. Iki noktanm Simson dogrular: arasmdaki ac1, bu
iki noktanin belirledigi yayin oOlgiisiiniin yarisi1 kadardir. Bir bagka deyisle, bu yay1 gore gevre acinin olgiisiine
esittir. Bu durumda ZOFEH = ZGBD ve BO1LEF olacaktir.

T1,%2,...,Tpt1 pozitif reel sayilar

ORI R S
1—|—.Z‘1 1+$2 1+Z‘n+1_

kogulunu sagliyorsa

1% ... Tpyq > 0L

oldugunu gosteriniz.
Cozim:

1—y1— 1

Yi = dedigimizde soru y1 + Yo + -+ Yny1 = 1 ve x99 .. . Ty = Ll 2 . Ynt1 > pntl
T+ Y1 Y2 Yn+1

sekline doniistii.

L—yl—yp T—wynpn  (2tuys+ . Yns1) i +ys+ .. Yni1) (1 +y2+...un)

Y1 Y2 Yt Y1 Y2 Yn+1
olacaktir. n terimli y; toplamlar: i¢in A.O > GO uygularsak;

+ys+... +ys+... ny
Y2 +Ys - Yn+1 > YYays ... Ynt1 = Y2 + Y3 ; Yn+1 > \/yﬂ/; Yn+1
1 1

elde ederiz. n + 1 adet terim i¢in A.O > GO uyguladiktan sonra taraf tarafa garparsak

(Y2t ys+- Yns1) W1+ Y3+ Yni1) (Y1 +y2+---yn) S gt YiY2 - Yntt
Y1 Y2 Yn+1 B Y1y2 - - Ynt1

elde edilir.

Esitlik durumu y; = y2 =+ = Yn41 = T1 = 23 = - - - = Ty 41 oldugunda elde edilir.

ABCD konveks kirigler dértgeninin kogegenlerinin kesim noktasindan AB, BC,C' D, D A kenarlarina indirilen
dikmelerin ayaklar: sira ile P, @, R, S noktalari olduguna gore,

PQ+ RS =QR+SP

esitligini ispatlayiniz.

13
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Coziim 1:

Kosegenlerin kesigim noktasi K olsun. ABCD nin ¢emberinin yaricapt R olsun. KQCR, KPBQ, KPAS,
KSDR dortgenleri gevrel yarigaplar sirasiyla KC, KB, AK, BK olan birer kirigler dértgenidir.

ABCD dortgenin iki kosegeni, diger dért dértgenin gap olmayan kosegenleri icin Siniis Teoremini uygula-

yalim.
AC BD

= = 2R, ~ =2R = AC -sinA = BD -sin B *)
sin B sin A
RQ__ _RQ =KC = RQ=KC -sinA .
sinC sin A

Benzer sekilde PS = AK - sin A , PQ = KB-sinB ve RS = DK -sin B . Buna gore PQ+ SR = BD-sin B
ve PS4+ RQ = AC -sin A olur.

(%) e gbre PQ + RS = QR+ SP dir.
Cozim 2:

Kosegenlerin kesigim noktasi K olsun. Z/CAB = Z/CDB, /KAP = ZKSP ve /KSR = /K DR esitlikleri
/PSK = /KSR yani PQRS dortgeninde SK y1 agiortay yapar. Benzer sekilde RK, PK, QK da aciortaydir.
Bu durumda PQRS bir tegetler dortgeni yani PQ) + RS = QR + SP olur.

1 den n ye kadar numaralanmig n kutudan 1 numaral olamin kapagi acik; digerlerinin kapaklari kapali
bulunmaktadir. Birbirinin egi m toptan (m > n) bir tanesi bu agik kutuya koyulunca 2 numarali kutunun
kapag1 agiliyor. Simdi agik bulunan iki kutudan rastgele birine top koyulunca ti¢iincii kutu agiliyor. Bu sekilde
devam edilerek son kutu da agildiktan sonra geriye kalan top(lar) kutulara rastgele dagitihiyor. Bu sartlar
altinda toplarin kutulara dagitimi kag farkli gekilde yapilabilir?

Coziim:

Coziim: Once n kutuya n tane topu istenen sarta uygun olarak dagitalim. Ciinkii n inci top da uygun bir
kutuya koyulduktan sonra tiim kutular acilmis olaraktir.

n topu dagitirken herhangi bir anda agik olan kutu sayisi, kutulara dagitilmis olan top sayisindan daha az

2n
n

olmamalidir. Bu ise bizi n inci Catalan sayisina gotiirtir ve C,, = 7( ) yolla bu iglem yapilabilir.

n+1
Simdi geriye kalan m — n 6zdes topu n kutuya dagitalim. Dagilim prensibi geregince bu iglem (7::11) yolla
yapilabilir.

(*™)("~]) elde ederiz. (L. Gokee)

Carpma prensibinden Ty

+1

14


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3189.0

33. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 1992 geomania.org

@ Yarigap1 4 birim olan bir dairenin iginde 251 tane farkli nokta veriliyor. Bu noktalardan en az 11 tanesini
igeren, yaricapl bir birim olan bir daire ¢izilebilecegini gosteriniz.

Coziim:

251 noktay1 merkez kabul eden 251 tane 1 yaricapl daireleri gizelim. 5 yaricapli ve merkezi 4 yaricaph
daireyle kesigen bir daire, bu 251 dairenin hepsini i¢ine alabilir. S6z konusu biiyiik dairenin alan 257 iken
kiigiik dairelerin toplam alani 2517. Demek ki 6yle bir nokta var ki, 11 daire tarafindan da igeriliyor. Bu
noktay1 merkez kabul eden 1 yarigapl daire, s6z konusu 11 ¢emberin merkezlerini igerecegine gore soruda
bahsi gegen daire gizilebilir.

15
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Pozitif tamsayilardan olusgan, ilk terimi 16 olan ve her teriminin farkl pozitif bélenlerinin sayisi 5 ile boltinen
sonsuz bir aritmetik dizinin var oldugunu gosteriniz. Bu tiir diziler i¢inde ortak farki en kiigiik olanim
bulunuz.

Coziim:

16 = 2% sayisinin 5 pozitif boleni var. 16 dan sonra 5 bélenli en kiiciik say1 3* = 81. 10 bélenli en kiiciik
say1 24 x 3 = 48. Bu durumda ilk adaymz 16,48, ...16 + 32k dizisi. Gercekten de 16 + 32k = 16 (2k + 1) =
24(2k + 1) sayilarinin bélen sayist her zaman 5 e boliiniir. Bundan sonra bu 6zelligi saglayan dizi varsa,
ortak fark: 32 den biiyiik olacagi icin bu tarzdaki diziler arasindan en kiigiik ortak farka sahip olam 16 + 32k
dizisidir.

Dar acih ABC ftiggeninin gevrel ¢cemberinin merkezi M noktasi olup, (BM A) ¢emberi BC kenarim P, AC
kenarini ) noktasinda kesiyor. Buna gore, C M dogrusunun PQ dogrusuna dik oldugunu ispatlayiniz.

Coziim 1:

M gevrel gemberin merkezi oldugundan m(B/]W\A) = 2m(A/C’§) dir.A — Q@ — M — P cembersel oldugundan

m(@) = m(@) = 2m(@) dir.Bu durumda |[AP| = |PC| ve |BQ| = |QC| olur.
M cevrel ¢gemberin merkezi oldugundan [OM L|BC| ve [PM L|AC| olur .Bu durumda M
QPC iiggeninin diklik merkezi olup CM 1 PQ olur

Cozim 2:

4BMC =2-/BAC = ZMCB =90° — ZBAC.

AQPB kirigler dortgeninde
/BPQ@Q =180° — ZQAB = /BAC

olacagindan
ZQPC+ LPCM = £LBAC +90° — ZBAC = 90°.
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Not:

Soru ¢ok basit. Biraz terim kullanarak karmagiklagtiralim. AB ile PQ dogrular: anti-paraleldir. ABC {iggeninde
CM dogrusu C den gegen yiiksekligin izogonal eglenigidir (isogonal conjugate). Bu durumda C'M dogrusu
CQP iiggeninde yiiksekliktir.

b2 b2 b2
Her n > 1 icin b, > F + 2—3 + ...+ —% kosulunu saglayan bir (b,) pozitif reel say1 dizisi veriliyor.
n

Z brt1 o 1993
bi +ba+...+b, 1000
olacak sekilde bir K tamsayis1 bulunabilecegini gosteriniz.
Coziim:
Verilen esitsizlige faydali esitsizlik uygularsak,
B2 b b2 (bitby+ - +by)?

b2 = > = -
"*1—13+25Jr U R B

bn+1 > 1 2
by +bo+--+b, ~ VI3 +23+...+n3 7n(n+1)

elde edilir. Dolayisiyla

K K
Z bnir SR o E N -
b1+ b + bn — = n(n+1) —\n n+l K+1
olacaktir. Eger K > 285 alirsak,
K
Z brt1 S o_ 2 S 1993
b tby At by T K+1 "~ 1000

elde edilir. Dolayisiyla K > 285 olan her K tamsayisi icin istenilen esitsizlik saglanir.

Iki sehir arasinda en fazla bir yol bulunmak sart: ile, v adet sehrin kimileri bir yol ile birbirine baglanmigtir.
e, bu yollarin sayisin gostermek tizere

(a) e < v —1 olmasi halinde birinden digerine seyahat edemeyecegimiz en az bir ¢ift gehrin bulundugunu;

(b) 2e > (v—1)(v—2) olmas1 halinde herhangi iki sehir arasinda bir seyahatin miimkiin oldugunu gésteriniz.
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Coziim:

(a)

2 sehir icin en az 1 yol gerekli. 3 sehir i¢in en az 2 yol gerekli. v — 1 gehir icin en az v — 2 yol gereksin. v
sehir i¢in en az v—1 yol gerekecegini tliimevarimla gosterecegiz. Cizge kuraminda > d (v) = 2|E| geklinde
koselere ait derecelerin toplami kenar sayisinin iki katidir diye bir kural var. Buna takili kalmadan, her
sehirden gecen yol sayisina o gehrin derecesi diyelim. Her yol iki koseden gegtigine gore, derecelerin
toplami yol sayisinin iki kat1 kadar olacaktir. Tiimevarima geri donersek, her sehrin derecesi 1 den biiyiik

2
olsaydi, ?U = v yol olurdu. Demek ki en az 1 tane gehrin derecesi 1. (Derecenin 0 olmasi demek, o sehrin

diger gehirlerle baglantis1 yok demektir.) Bu gehrin baglantisin diger sehirlerden kopardigimizda, diger
sehirlerden birbirlerine gidilebilme kosulunda bir degisiklik yapmamig oluyoruz. Ciinkii gikardigimiz sehir
iizerinden bagka bir sehre gidilemiyor. Bu v—1 sehir i¢in en az v —2 yol gerekecegi tiimevarim hipotezinde
belirtildi. Simdi bu ¢ikardigimiz gehri, v — 1 gehirli yol dagitimina ekledigimizde en az (v —2)+1=v—1
yol gerekmis olacak. Bu durumda e < v — 1 icin en az bir gehir ¢ifti i¢in giizergah yoktur.

Sehirler arasinda boyle bir ulagimin olmadiginmi varsayalim. Cizge kurami tizerinden konusursak, G nin
V(G
birbirinden bagimsiz iki bilegenini ele alalm. A = VG , B CcV(G),v—12>|Bl=Fk2>1ise

B
|A| = v — k. B deki gehirler ile A nin herhangi bir gehrini baglayan yol yok. A da en fazla < v ; k )

v—kz)_k(k—l)Jr

B de de en fazla < K ) kadar yol bulunabilir. Toplamda en fazla < ]; > + < 9 5

2

— —k-1 22 2k2
Chall)) (U k—1) . U; + 2k yol bulunabilir. Bu ifade k = v — k oldugunda en kiigiik degerini,

dolaylslyla da k = 1 veya £k = v — 1 oldugunda en biiyiik degerini alacak. Demek ki baglantisiz bir

— -1 2
gizge en fazla ( ; ) + ( v 9 L ) = % adet kenar igerebiliyor. Bunun iizerine bir yol daha

(v-=1)(v=2)

sehirden digerine gitmek miimkiin olmug olacak.

ekledigimizde, e > sart1 saglanmig, c¢izge baglh olmug olacak. Bu durumda herhangi bir

AB capli, O merkezli yarim cemberin OF 1 AB olmak iizere ¢izilen OF yaricap1 bir AC kirigini yar

gemberin i¢ bolgesinde D noktasinda kesmektedir.O BC'D dortgeninin tegetler dortgeni olabilmesi i¢in CAB
agisinin alabilecegi biitiin degerleri belirleyiniz.

Coziim:

DCBO tegetler dortgeninin ¢emberi, tiggeninin icteget cemberidir.

A 2 OucT ub

at+b+ec

AB=¢, BC=a, AC=bveu= — dersek, igteget cember AB ye T' de dokunuyorsa OT =r =u—c

ve BT =u—beldeedilir. OT+TB=2u—b—c=a= g oldugundan sin

- = /CAB = 30°lur.

/CAB 1
)

@ Her z,y € QV igin,

T L)
flet 8) = f@)+ o5+ 2
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kosulunu gercekleyen tiim f : QT — QT fonksiyonlarini bulunuz.
Coziim:

k € Z* olmak iizere; y = ka? degeri ile fonksiyonel denklemi tekrar yazahm. f ((k+ 1)) = f (z) + f (kx) +
2kz?. f(kx) dizisinin genel terimi
f(ka) = kf (z) +k (k —1)2? (1)

olacaktir. (k =1,2,...k — 1 degerleri igin denklemleri alt alta toplayn). = 1 degeri igin
fk)=kf(1)+k —k (2)

elde etmis olduk. Yani en azindan tam sayilar da f nin davranigini belirledik. Ttim pozitif tam sayilarda bu

sekilde davranan bir fonksiyon, pozitif rasyonel sayilarda da bu gekilde davranir mi? Hislerimiz evet diyor;

ama matematiksel olarak heniiz bu yargiya varamiyoruz. Her rasyonel say1 iki tam sayimin boliimii geklinde

yazilabilecegi igin m € Ng ve k € Nt igin z = T degerini (1) numaral bagintida yerine yazarsak f(m) =
2

kf (%) +m? — % elde edilir. m tam say1 oldugu i¢in f(m) degerini (2) den hesaplayabiliriz.

2

f(m):mf(l)—I—mQ—m:k‘f(%)+m2—%.

2
Bu durumda f (%) = (%) — % + f(1) % elde edilir. z = % olduguna gore her z € Q* igin f (z) =

22—z + f (1) x elde edilir. f (1) =C € Q* icin
flz)=2*—2+Cx

elde edilir.
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Tamsayilar {izerinde tanimh olan bir f fonksiyonu tiim x tam sayilar i¢in f(z) + f(z + 3) = 22 esitligini
saglamaktadir. f(19) = 94 olduguna gore f(94) degerini hesaplayiniz.

Coziim:

fla+3) = 2°—f(z)

f(22) = 19— £(19) =192 — 94

f(25) = 222-19% 494

f(94) = 912 — 882 +85% —82% ... +25% — 222 4+ 19% — 94
f(94) = 3(91+88+85+ - +25+22)+19% —94
f(94) = 3-12-113+ 361 — 94 = 4335

O merkezli [AB] gaph yarim ¢emberin bu gap: tizerinde O ile B arasindaki bir E noktasindan [AB] gapina
gikilan dikme, ¢emberi D noktasinda kesiyor. [DE] ve [E'B] dogru pargalarina sira ile K ve C noktalarinda

teget olan bir ¢cember BD yayma da F' noktasinda igten tegettir. Buna gore EDC = BDC oldugunu

ispatlayiniz.
Cozim 1:

KI IF o L. o o 2
KI || OA, 04~ OF oldugu i¢in A, K, F' dogrusaldir. ZADE = ZABD = ZAFD oldugu igin AD* =
AK - AF.

N

L= — \ _ .

B

A noktasmin I merkezli cembere gére kuvvetinden AC? = AK - AF oldugu icin AD = AC elde edilir.
Bu durumda ZADC = ZACD = /ADE + /EDC = /CDB + /DBC = Z/EDC = ZBDC olur.

Cozim 2:

DE DB
OA = R ve IC =r =1 olsun. Agiortay teoreminden 70— BO elde edilecegi i¢in

DE* EC? 1

BD? ~ B(C? B(C?

oldugunu gostermemiz gerekecek.

BD? = DE? - BC? = BE? = BD® — DE® = DE? (BC* — 1) = DE? (BC — 1) (1 + BC)
=DE?*(BC —1)BE = BE =1+ BC = DE*(BC —1)

oldugunu gosterecegiz.

Ol=R-r=R-1,0C=+R?-2R=BC=R—-+R?>-2R
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DE? = OD? — OF? = R? — (\/RZ “oR - 1)2 —9V/R2 2R+ 2R — 1.
DE?. (BC —1) = (2\/32 "R+ 2R 1) (R— VR? 2R - 1)

— 2R\/R?> —2R—2(R® —2R) —2/R? —2R+2R? —2R\/R? —2R — 2R — R+ /R? —2R + 1
—R—VR?—2R+1=BC

olur.

Bir 25-genin biitiin kenarlar: ve kosegenleri kirmizi ve beyaza boyanirsa, koseleri 25-genin koselerinde bulunup

biitiin kenarlar1 ayni renk olan en az 500 ticgen bulunacagini gosteriniz.
Coziim:

Her ¢ift renkli iiggenin tam olarak 2 kogesinden ¢ikan kenarlarin biri beyaz, digeri kirmizidir. Her 4 kogesinden
a; kirmizi kenar gikiyorsa, 24 — a; beyaz kenar ¢ikar. Her kégeden a;(24 — a;) adet ¢ift renkli ticgen elde edilir.
Her c¢ift renkli liggenin tam olarak bir tane daha ¢ift renkli kogesi oldugundan toplam c¢ift renkli icgen sayisi

25
15 4i(24 — a;) olacaktir. Bu deger en ok ; 12(24 —12) = 1 . 1212 - 25 = 1800 tane cift renkli ficgen
olabilir. 25 kose (235) = 2300 ticgen belirtecegi i¢in, bunlardan en az 2300 — 1800 = 500 tanesi tek renklidir.

ABC ftiggeninin kenarlar tizerinde P € [AB],Q € [BC|, R € [CA] ve

|AP| _ |BQ| _ |CR| 1
AB| ~ |BC| _ |CA] (k<3)

olacak bi¢cimde P, @, R noktalar1 alimiyor. G, ABC figgeninin agirlik merkezi olduguna gore

Alan(PQG)
Alan(PQR)

degerini bulunuz.
Coziim:

T1+T2+T3 Y1 +Y2+ Y3

A(x1,y1), B(x2,y2), C(z3,ys) seklinde tammlansin. G ( ) olacaktr.

3 ’ 3
P (mz ;xl +x1,y2;y1 +y1>7 0 (:U3;$2 by B ;yz +y2) e R<x1 ;xg b U ;ys +y3) olur.
PQR ftggeninin agirlik merkezi G’ (ml + 1‘32 + IS, vt y32 + yg) olacag i¢in G = @ olur. Bu durumda
Alan (PQG) 1
——————~= = — olacaktur.
Alan (PQR) 3 20
lim 37— = 1 olacak sekilde n;,m; (i =1,2,3...) pozitif tamsayilarinin bulunabilecegini gosteriniz.
i—00 i
Cozim:

Once Analizde bilinen bir teoremi hatirlatalim.

Teorem: Her irrasyonel a sayisi i¢in ona yakinsayan ve her ¢ € N i¢in
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3
my

esitsizligini saglayan { }, 1 > 1 bir rasyonel say1 dizisi vardir.
Teoremden dolayi,
. un 1n3
lim — =

esitligini saglayan ver her ¢ igin
— (*)

m;

n; 1n3‘ 1

m; In2

ozelligine sahip bir rasyonel say1 dizisi {%} vardir. (%) dan:

In2 In2
[n;In2 —m;In3| < P [In2™ —In3™i| < =
i m;
‘ 2m In2
< |ln
3 qi
_In2 277'7' In2
= e ™ < <em
3Tﬂi
n2 2mi
elde edilir. lim T oldugundan, Sandwich teoreminden lim g 1 olur.
1—>00 1—00 i

Kaynak: Analiz ve Cebirde ilging Olimpiyat Problemleri ve Coztimleri, 2003, Problem 3.43 Syf. 95-96.

@ a? + b? + 3 sayisiin a - b ile béliinebilmesini saglayan tiim (a,b) tam say1 ikililerini bulunuz.
Cozim:
Ifadenin tam say1 olmasi istendiginden

a®> + b2+ 3 = abe
¢ € Z olmahdir.

Bu soruyu ¢ozerken ¢ herhangi bir tam say1 oldugu igin genelligi bozmadan pozitif tam sayilarda ¢éziimleri
bulursak geri kalan ¢oztimleri bulmak kolaydir.

a® +b°+3 I y 3l
Bu soruyu ————— € Z olarak diistinebiliriz. a = b oldugunu varsayarsak 2+ — gelir ve a = 1 olmahdur.
a

a = b =1 yerine koyulursa ¢ = 5 elde edilir.

Genelligi bozmadan a > b kabul edebiliriz.

a’? —abc+ (B* +3) =0

denkleminin diger ¢oziimii = olsun.

a+x=bc
ar =b*+3
elde edilir. Buradan = in de tam say1 olacag: goriiliir.

Genelligi bozmadan = > a olsun. O halde

a?+3>b*+3=azx>d

a > 3 i¢in

a?>b*>a*>—3> (a—1)*

oldugundan dolay1 ¢ozlim yoktur.
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a = 2 i¢in a > b kabuliinden dolay1 olasi tek ¢oztim (2,1) dir ki saglar ¢ = 4 bulunur. Geri kalan ¢oziimler
ise bunlarin igaretlerinin ve a ile b nin degerlerinin yer degistirmeleriyle gelecektir.

(1,1) ikilisinden yararlanarak (1,1,5) (—1,1,-5) ,(1,—-1,-5) , (—1,—1,5) ¢bziimii gelir.

(2,1) ikilisinden yararlanarak (2,1,4) , (1,2,4) , (2,-1,-4) , (-1,2,-4), (-2,1,—-4) , (1,

—2, —4) ¢oziimlerini
sOyleriz. Bu denklemin 10 ¢6ziimi vardir.
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b > a olmak iizere verilen a, b gercel sayilari igin agagidaki sistemin tiim ¢oziimlerini bulunuz.

a:% +2ax1 + b = x4
34+ 20w + 02 = a3
22 +2ax,_ 1+ = =,
a:fL +2ax, +02 = x

Not: Andreescu, Kedlaya, Zeitz e ait Mathematical Contests 1995-1996, Olympiad Problems and Solutions
from around the World kitabinda b > a > 0 olarak diizeltilmis.

Co6ziim 1:

Diizeltilmis versiyona gore ¢ozelim.

b > a > 0 oldugu icin b? > a? dir. Bu durumda sistemi asagidaki gibi yazabiliriz:

(x1+a)?+b2—a? = x9
(o +a)? +b*> —a® = x3
(p_1+a)?+b2—a?> = a2,
(xp+a) +0%>—a® = 2,

Bu da z; > 0 oldugu anlamina gelir. Bu durumda z; + a > 0 olacag i¢in (; mod n)+1 > 0 olmali.

x; say1larindan en biiyiigii #1 olsun. Son denklemden ilk denklemi gikarirsak (z,+a)?—(z1+a)? = 1 —29 > 0
elde ederiz. Bu durumda x,, > x1 olacagi i¢in x,, = x1 olmali. O zaman x1—x—2 = 0, dolayisiyla z; = x5 = z,,

olmali.

Ikinci denklemde r9 = x1 yazarsak x3 = ro = 7 elde edilir. Bu durumda x1 = 9 = - - - = x,, = x olacaktir.

. 1—2a 4+ V4a? —4 1—4b2
Ik denklemi yeniden yazarsak 22+ (2a—1)z+b* = 0 elde ederiz. Denklemin kékleri 0t Via 5 ot

dir.

(2a —1)? = (1 — 2a)? > 4b* oldugu i¢in 1 —2a > 2b=a +b < % elde edilir.

a+b= % iken z = % — a tek ¢oziim olacaktir.

Diger durumlarda (a + b < %) iki ¢ozlim gelecektir.

Not: a = 0 oldugunda da, yani soru b > a > 0 seklinde diizeltiginde de yukaridaki cevap gecerli oluyor.

Coziim 2:

1. Adim: (21,9, . ..,2,) gibi bir ¢6ziim varsa, herbir z; pozitiftir. Ciinkii a > 0 oldugu igin, 2% +2az+b> > 0
esitsizligi her x reel sayisi igin saglanir. Dolayisiyla, her denklemin sol tarafindaki say:1 pozitif, ve bu nedenle
sag tarafindaki say1 yani, her bir x; pozitif olmak zorundadir.

2. Adim: (21,29,...,2,) herhangi bir ¢6ziim olsun. x; ve xo agagidakilerden birini saglamak zorundadir:

1)$1Z$2; 2)x2>x1; 3)1‘2<!E1

r1 = x9 iSe, T1 = Ty = ... = T, olacaktir.

Gergekten, ikinci egitlikten birincisini taraf tarafa gikarirsak,
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T3 — Ty = (m% —x%) + 2a (xy — x1) (1)
benzer sekilde,
T4 — T3 = (23— 23) + 2a (x5 — 2) (2)
Tp—Tpo1 = (22_1 —22_5) +2a(Tp_1 — Tp_2) (n—2)
Ty — T = (a2 —a2_ ) +2a(zn —Tn_1) (n—1)
x1 = 3 olmast durumunda (1), (2),...,(n —2), (n — 1) esitliklerinden x; = 23 = ... = z,, oldugu goriiliir.

Yine (1) — (n — 1) egitliklerinden x9 > 27 veya 21 > x9 durumlarinin miimkiin olmadig goriiliir. (“)rnegin7
T9 > x1 olursa,
X3 > X2,Tg4 > X3,...,Tn > Tp—1 VET1 > Ty

esitsizlikleri ve dolayisiyla,
X1 >Tp >Tp—1>...>03>To >T] —>T1 > T

seklinde bir celigki elde edilir. Boylece, sistemin (x1, o, ...,2,) ¢dziimi varsa, 1 = x9 = ... = x, olmak
zorundadir. Bu ¢oziimii bulalim.

2?2+ 20z, + 02 =21 = 2t + (20 — D)oy +0* =0
(1 -2a)F+/(1—2a)? —4b?
2
(1—2a) F /1 —2(a+b)][1+2(b—a)
5 .

:>x1:

Karekok icindeki ifade negatif olmamalidir. Bu nedenle 1 —2(a+b) >0, a +b < % olmalidir. Buradan
1 1 1
a+a§a+b§§:>a§1:>172a2§>0

oldugu da goriiliir. Sonug olarak, a+b < % kogulunun saglanmasi halinde sistemin sadece iki ¢esit ¢oziimii vardir:

(1 —=2a)++/(1—2a)? — 4b?
2

T1 =T2 =...=2Tp =
ve
(1—2a) — /(1 —2a)% — 4b2
2

(sagdaki sayilarin pozitif oldugu aciktir). a + b > % oldugunda, sistemin ¢oztimii yoktur.

L1 =T =...=Tp =

Kaynak: Sayilar Teorisinde Ilging Olimpiyat Problemleri ve Céziimleri, 2003, Syf. 78-70.

n pozitif bir tamsay1 olmak tizere o(j) > j kogulunu saglayan tam olarak iki j nin bulundugu o : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} permiitasyonlarimin sayisini bulunuz.

Cozim 1:

Coziim (Lokman GOKCE):
Oncelikle ¢(2) # 1 durumuyla ilgilenelim.

o(2) # 1 ise 0(2) > 2 olur. Ayrica agik¢a o(1) > 1 oldugundan aranan ozellikteki iki j degeri 1 ve 2 olmug
olur. O halde o(1),0(2) degerlerinden biri n e esit olmak zorundadir. Boyle olmasa o(x) = n denklemini
saglayan x sayisi aranan Ozellikteki 3. bir j sayisi olmug olur ki bu bir celigkidir.

o(1),0(2) € {n — 1,n} olsun. 2 se¢im yapilabilir. o(3) € {1,2} olup 2 se¢im vardir. o(4) € {1,2,3} olup 2
segim vardir... o(n—1) € {1,2,...n—2} olup 2 se¢im vardir. o(n) igin 1 tek se¢im kalir. Carpma prensibiyle
2"~2 farkl fonksiyon yazabiliriz.
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a(1),0(2) € {n —2,n} olsun. Bu durumda da benzer iglemlerle 2"~3 farkh fonksiyon yazabiliriz.

Benzer iglemlere devam ederek sondan 6nceki adimda o(1),0(2) € {2,n} olup 2 se¢im vardir. ¢(3) = 1
olmak zorundadir. Bundan sonraki degerlerde o(4) =3, ... , o(n) = n — 1 elde edilir. Tek tiirlii se¢im vardur.
Carpma prensibiyle 1 -2 = 2 fonksiyon yazabiliriz.

Son adimda ise o(1),0(2) € {1,n} olsun. o(1) = 1 ve 6(2) = n olmak zorundadiwr. 0(3) =2, ..., o(n) =n—1
olacagindan yalniz 1 fonksiyon vardir.

Tim bu degerlerin toplamini hesaplayalim:
on=2 4 on=3 4 49l 41 =271 1 elde edilir.
Simdi de 0(2) = 1 durumuna bakalim.

Baslangig olarak o(1),0(3) € {2,n} olsun. o(1) = 2, 0(3) = n tek yolla belirlenebilir. Diger elemanlarin
gortintiileri igin 0(2) =1, 0(4) = 2, ... , 0(n) = n — 1 olmasi gerekir. Yani bu halde 1 fonksiyon yazlabilir.
o(1),0(3) € {3,n} durumlarim hesaplayalim. 2 fonksiyon yazilabilir. o(1),0(3) € {4,n} durumlarim hesap-
layalim. 22 fonksiyon yazilabilir...vs son adimda 2"~2 ve toplamda ise 27~2 — 1 fonksiyon vardir.

o(1),0(4) € {3,n} durumlarim hesaplayalim. 1 fonksiyon yazilabilir. o(1),0(4) € {4,n} durumlarim he-
saplayalim. 2 fonksiyon yazilabilir. son adimda 2"~ fonksiyon yazilabilir...vs toplamda 2"~3 — 1 fonksiyon
vardir.

Bu tiir alt durumlar inceleyerek toplamda 2"~! — 1 fonksiyon yazilabilecegini gosterecegiz. (Bu kisimda
kiigiik bir hata yapiyorum ama heniiz goremedim. ispatin son adimlarimi daha sonra detaylandiracagim)

Sonug olarak genel toplam 2"~1 — 1 +27~1 — 1 = 2" — 2 olmaldur.
Coziim 2:

Her permiitasyon, tek bir sekilde bagkalar: ile kesigmeyen ¢evrimlerin bir ¢arpimi olarak yazilabilir ve her
gevrimde en az bir j igin o(j) > j olacaktir (yani, ¢evrimin en kiigiik elemani). Bu nedenle o yalmizca bir
veya iki gevrim igerebilir.

Eger o iki ¢evrim igeriyorsa, her biri elemanlarini en biiyiikten baglayarak azalan sirayla icermelidir. Bu
durumda, {1,...,n}yi iki bog olmayan kiimeye ayirmanin yollarmm sayisi, basitce 2"~ — 1’dir.

Simdi, o'nin bir ¢evrim igerdigini diigiinelim. Bu ¢evrim, 1’e kadar azalan bir eleman dizisi ile baglar ve
ardindan bir k£ > 1’e kadar azalan bir dizi igerir. Elemanlar 2, ...,k —1’in ilk dizide yer almas: gerektiginden,
k+1,...,n elemanlarmi ilk veya ikinci diziyi segmek diginda bagka secenek yoktur. Bu durumda 2"~* tane
permiitasyon elde edilir. k£ her biri icin 2, ...,n olabileceginden, toplamda 1+ ---+27"2 = 27~1 —1 adet bir
cevrim igeren permiitasyon elde edilir.

Bu nedenle toplamda 2 (27! — 1) = 2" — 2 adet permiitasyon bulunur.

Kaynak: Mathematical Contests 1995-1996 Olympiad Problems and Solutions from around the World, 1997,
Syf 124-125.

Bir ABC egkenar ii¢geni veriliyor. Bu iiggenin O merkezli gevrel gemberinin AAC’ (kiigtik) yay1 iizerinde A ve
C den farkh bir D noktasi aliniyor. D den BC ve AC dogrularina indirilen dikmelerin ayaklar sirayla E ve
F olmak tizere, E'F ile OD nin kesim noktasinin geometrik yeri nedir?

Coziim:

S6z konusu nokta P olsun. BO dogrusu AC yi M de, gemberi N de kessin. Kolaylik olsun diye D yi AN kiigiik
yay1 lizerinde alalim. DF 1L AC ve BN LAC oldugu igin DF' || BN, dolayisiyla da ZDFL + ZNLF = 180°
olacaktir. DF EC dortgeninde Z/DFC = ZDEC = 90° oldugu i¢in, DF EC dortgeni bir kirigler dortgenidir,
dolaysiyla da Z/ZDFE + Z/DCE = 180° elde edilir. Bu durumda Z/ZNLF = ZDCE bagmtisi elde edilir.
Cembersel olan B,C, N, D noktalar i¢in de ZDCB = ZDNB esitligi s6z konusu oldugu i¢in ZNLF =
ZDNL elde edilic. DF || NL oldugu igin DFLN bir ikizkenar yamuktur.
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Bu durumda Z/ZFNL = ZDLN esitligi elde edilir. OM = MN oldugu icin OF = NF ve /ZFOM =

LFNM = ZDLN olacaktir. Bu durumda DL || OF elde edilir. Halihazirda DF' || OL oldugu igin, DFOL

a2 = OTN = OM olacaktir. O ve M

sabit noktalar oldugu i¢in, P noktasinin geometrik yeri, O merkezli M den gegen ¢ember, yani igteget cember
tizerindedir. N noktasi, AC kiigiik yay1 iizerinde oldugu igin, geometrik yer [AO] nun i¢teget gemberi kestigi
nokta ile [CO] nun igteget cemberi kestigi nokta arasinda kalan 120° lik icteget gember yayidir.

bir paralelkenardir. Kogegenler birbirlerini ortalayacag: i¢cin OP =

ABCD digbiikey dortgeninde m(m) = 40°, m(C/fE) = 30°, m(ﬁB\A) = 75° ve m(ﬁB\C’) = 25° dir.
m(B/l-)\C) yi bulunuz.

Co6ziim 1:

/BDA = 35°. /BAC = Z/BCA = 40° oldugu igin BA = BC dir. B merkezli | BA| yarigaph ¢ember AD
yi E de kessin. BA = BE = BC ve /ZEBC = 2- ZCAE = 60° olacaktir. BEC {i¢geni eskenar olur.
BE = EC = BC.

/EBD = /EBC — ZCBD = 60° — 25° = 35° = ZBDF oldugu i¢gin BE = ED = EC olur. Aslinda burada

/BE °
hemen F merkezli BE = EC = ED yarigaph ¢emberde Z/BDC = ¢ = 60 = 30° elde edilebilecegi

gibi; basit ag1 hesaplar ile ZCED = 50° bulunabilir. EC'B ikizkenar iiggeninde taban agis1 65°, ZBDC de
30° olarak elde edilebilir.
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Cozim 2:
BAC ikizkenar tiggeninde AC ait yiikseklik AD yi E de kessin. ZABE = ZCBE = 50° ve ZEBD =
ZCBD = 25° olacaktir. BAEC deltoid olacag igin ZAEB = /BEC = ZCED = 60°. BCFE ii¢geninde

BD bir i¢ agiortay, ED bir dig agiortay oldugu i¢in C'D de bir dig agiortaydir (D dig merkezdir.). Basit ac
hesaplariyla Z/BDC = 30° olarak bulunur.

Coziim 3:

ABD ii¢geninin digarisindaki C' noktasi i¢in Ceva Teoremi’nin Trigonometrik halini uygulayalim:

sin/CBA sin/CAD sin/CDB

. . =1
sin /CAB sin/CDA sin/ZCBD
/BDC = « dersek;
sin 100° sin 30° sina
sin40°  sin(a + 35°) sin25°
elde ederiz.
sin100° = sin80°
= 2sin40° cos 40°
= 2sin40° sin 50°
= 2sin40° - 2sin 25° cos 25°
= 4sin40° sin 25° sin 65°
degerini yerine yazarsak
sin o 1 sin 30° sin 30°

sin(a +35°)  2sin65°  sin65°  sin(30° + 35°)
esitliginden a = 30° elde edilir.
Asagidaki 6nermeyi ispatlayimiz:

[Her a pozitif tamsayisi i¢in n | a® — a] <= [n nin her p asal boleni i¢in p> fn ve p—1|n —1].
Cozim:

Her a pozitif tamsayist igin n | @™ — a’nin tanmimh olabilmesi i¢in n’nin pozitif tamsay1 olmasi gerekir. n <0
incelemesine gerek yoktur.

“=" kismiyla baglayalim. n = 1 ise n’nin asal boleni olmadigindan sag taraf her zaman dogru olacaktir.
n > 1 ve p asali i¢in p | n olsun. p’nin n’yi bolen en biiyiik kuvveti @ > 1 olsun. a = p i¢in

n|pt—p = p*|p"—p = p"=p (modp®) = ptli=1 (modpo‘_l)

olacaktir. n — 1 > 1 oldugundan a # 1 durumunda 0 = 1 (mod p) ¢eligkisi elde edilecektir. Dolayisiyla
a = 1'dir ve p? |/n olacaktir.

p bir asal say1 oldugundan p modunda ilkel kok vardir. Bunun ispati i¢in ¢esitli kaynaklar vardir ama burada
verirsem ¢ok konu digina cikacagindan dolay: eklemiyorum. Eger bagka bir gonderide paylasilirsa buraya
linkini ekleyebiliriz. a’y1 p modunda ilkel kok olarak segelim. (a,p) = 1’dir ¢’'min p modunda mertebesi
é(p) = p— 1’dir. p? |/n oldugundan p ve 2 aralarinda asaldir ve Bezout teoreminden a + pk ve Z aralarmda
asal olacak gekilde bir k£ pozitif tamsayis1 vardir. Dolayisiyla genelligi bozmadan a’y1 hem p hem de % ile

aralarinda asal segebiliriz. Bu ilkel kok a i¢in (a,n) = 1 olacagindan
a"'=1 (modn) = a" '=1 (mod p)

olacaktir. a, ilkel kok oldugundan da p — 1 | n — 1 olmak zorundadur.
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Simdi “«<=" kismini gosterelim. n = 1 veya n’nin asal say1 olmas1 durumunda kii¢iik fermat teoreminden sol
taraf dogru olacaktir. Dolayisiyla n > 4 kabul edebiliriz. Bu durumda n’nin tek asal boleni olmalidir, aksi
takdirde p? |/n kogulundan dolay1 n = 2 olacaktir. p tek asal boleni i¢in p — 1 ¢ift oldugundan 2 |n —1 ve n
tek say1 bulunur. Dolayisiyla farkli p; tek asal bolenleri igin n = pyps . . . pi olarak yazilabilir.

Eger a pozitif tamsayisi igin (a,n) = d ise d’nin (varsa) tiim asal bolenleri de p1,pa, ..., py igerisinden ve
karekalansiz olmalidir. d’nin boélenleri olan p; asallarini ¢, qo, . .., ¢ ile olmayan asallari ise 71, 7ra,...,7, ile
gosterelim. Cin kalan teoreminden

a"—a=0 (modn) < (heri=1,2,...,kigina” —a=0 (mod p;))

olacaktir. ¢i,¢qa,...,q: icin “a™ —a =0 (mod ¢;)” dogrudur ¢linkii « = 0 (mod ¢;) olacaktir. Diger asallar
i¢in (a,r;) = 1 olacagindan

n —

a"=a (modr;) < a"'=1 (modr)
olacaktir. p — 1 | n — 1 kogulundan dolay1 bu da dogrudur ¢iinkii
n—1 =l
av = (a”‘l) il =171 =1 (mod ;)
olacaktir. Dolayisiyla ¢in kalan teoreminden her a pozitif tamsayisi i¢in n | a™ — a elde edilir.

@ () gercel say1 dizisi

x =1, an:xn—i—x}/?’ (n>1)

bi¢iminde tanimlaniyor. lim x—"b = 1 olacak gekilde a ve b gergel sayilarinin varligini gosteriniz.
n—oo QN

Coziim:

¢n = z,n~%? olarak belirleyelim; ¢, — (2/3)3/2 oldugunu kamtlayacagiz. n [(1+1/n)%/2 —1] — 3/2
oldugunu hatirlayalim, bu nedenle herhangi bir € > 0 i¢in, n > N icin

3/2—e<n|(1+1/n)%?—1| <3/2+e
Simdi, n > N ve ¢, < (3/2+ €)3/2 ise, ® < (3/2+ €)=t ve bu nedenle (3/2 + €)c,, < e/? olur.

1/3
Tpyl = Ty + xn/

= cyn®/? 4 cL/3p1/2

> can®/? 4 (3/2 4 €)eant/?

> eon®/? 4 eun ((1 +1/n)%?% — 1> nt/?

= c,n2(1 4 1/n)3/?

=cn(n+1)%2
Bu nedenle ¢, 11 > ¢, dir. {¢,} dizisinin alt limitinin (limit inferior) her € > 0 icin en az (3/2+¢)~3/2 oldugu
sonucuna variriz, yani en az (2/3)%/2'dir. Benzer bir argiimanla, dizinin iist limitinin (limit superior) her

¢ > 0 igin en fazla (3/2 — ¢)~%/2 oldugunu sonucuna variriz. Sonug olarak, istedigimiz gibi, ¢, — (2/3)3/2
oldugu ortaya cikar.

Kaynak: Mathematical Contests 1995-1996 Olympiad Problems and Solutions from around the World, 1997,
Syf 126-127.
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ng% (14 nx3") carpiminin, ay, ag, ..., a,, sifirdan farkh ve k1 < ky < ... < ky,, olacak sekilde agilimim

n=1
1+ a1x® + aga® + ... + apa®m ile gosterelim. ajg96 katsayisini hesaplayimiz.

Coziim:

Anlagihrlik acisindan ilk birkag parantezi hesaplamakta fayda var. Ik bes parantezin aciimina bakalim
(14 23)(1 + 229)(1 + 3227)(1 + 4a8)

= 302282 4 302%™ + 152%™ + 152270 + 10225° + 102252 + 52246 4 55243

+ 24.%'120 + 24$117 + 12.’1)111 + 1237108 + 8.%‘93 + 8.’1,‘90 + 41.84 + 4$81

+ 623 + 6% 4 3230 + 3077 4 2212 + 22° + 2% + 1

Parantez i¢indeki z’li terimlerin kuvvetleri 3’iin kuvvetlerinden olugtugundan agilimda elde edilen z’in kuv-
vetleri de 3',32,33 3%, ... sayilarindan bazilarimin toplamindan olusmaktadir. Ornegin 2427 terimini in-
celeyelim: 117 = 3* + 33 + 32 oldugundan bu terim (1 + 22°)(1 + 3227)(1 + 428!) carpimindaki en biiyiik
dereceli terimden iiretilir. Bu ise 229 - 3227 - 428! = 24217 dir. Gercekten yukaridaki acihmdan da kontrol
edilirse 2''7'nin katsayis1 24 tiir.

Peki agihmda a’in kuvvetleri artan sirada yazilirsa (1 sabit terimini hesaba katmadan) 24217 terimi, bagtan
kaginer terimdir? Bunu aragtiralim: 117 = 3% + 3% + 32 = (11100)3 seklinde 3 liik sistemde yazabiliriz. Bu
yaziliglarin sonu daima 0 ile bitmelidir. Ciinkii 2’in kuvvetleri de 3',32,32,3%,... sayilarindan bazilarimin
toplamindan olugsmaktadir demisgtik. Diger rakamlar ise ya 1 ya da 0 olur. O halde bu sondaki sabit 0
rakamim silersek geriye kalan (1110) sayisim 2 lik tabanda yazilmig olarak diigiinebiliriz ve bu deger bize
242117 teriminin agilimdaki (1 sabit terimini hesaba katmadan) siralamasim verir: (1110)3 = 14 oldugundan
a14 = 24 tiir. Bu sonucun dogrulugu yukarida yaptigimiz agilimdan da kontrol edilebilir.

Bu diisiince ile 1996 = (11111001100) yazildiktan sonra ajggex*19% terimini elde etmek icin

(14 32%")(1 4+ 423 (1 + 723) (1 + 82%) (1 + 92%") (1 + 102*"")(1 + 1123)

acilimindaki en biiyiik dereceli terimini hesaplamaliyiz. a1996 =3-4-7-8-9-10-11 = 665280 ele edilir.
Not: Ayrica ajg9¢ terimindeki z’in kuvveti sorulursa k1996 = (111110011000)3 = 264735 bulunur.

Bir ABCD paralelkenarinda A agist dar agi olup, [AC] kosegeni ¢ap alinarak ¢izilen ¢ember CB ve C'D
dogrularmi F ve F noktalarinda kesmektedir. Bu gemberin A noktasindaki tegeti, BD dogrusunu P nok-
tasinda kesiyorsa; P, F), E noktalarinin ayni dogru tizerinde oldugunu kanitlayiniz.

Coziim 1:

BD ile AC nin kesigimi O olsun. BC ye paralel olan ve P den gegen dogru AC yi @ da kessin. C'D ye paralel
olan ve O dan gegen dogru PQ yu M de kessin.

MO dogrusu BCO fiiggeninde kenarortay, PQ || BC oldugu i¢in de PQO {iggeninde de kenarortay olacaktir.
MO ile AF, R de kesigsin. MR || CD ve AO = OC oldugu i¢in AR = RF ve MR1AF dir. Bu durumda
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MR, AF nin orta dikmesidir. Dolayisiyla M A = M F dir. ZPAQ = 90° oldugu igin PM = MQ = MA =
MF yani M nin P,Q,F, A dan gegen c¢emberin merkezi oldugu sonucu g¢ikar. Paralel dogrulardan dolay1
LCAD = /BCA = ZPQA, ECF A kirigler dortgeni oldugu i¢in ZEFA = ZBCA, PQF A kirigler dortgeni
oldugu i¢in de /PFA = ZPQA olur. Son durumda /EFA = ZPF A oldugu igin P, F, E noktalar1 dogrusal
olur.

Coziim 2:

PB dogrusuna [AK] dikmesini inelim. ZAEC = mZAFC = 90° oldugundan AEBK ve AEDK dértgenleri
birer kirigler dértgenidir.

Buna gore; LZAKE = ZABE = /ADE = ZAKF dir.

Bu agamadan sonra sekil-II deki probleme ¢oziim arayacagiz.

Problem: [PA, O merkezli gemberin tegeti ve [AT] bir kirigi olmak {izere, [OP] L [AT] ve |AK| = |KT]
dir.

Cember iizerinde aliman F ve F' noktalar i¢in, ZAKFE = ZAKF ise, P — F — E noktalar1 dogrusaldir.

OKE ve OKS figgenlerinin egliginden ZEON = ZSON olur ve ZEFS = ZFON dir. Buna gére EOKF
bir kirigler dortgenidir.
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O dan [EF] ye cizilen dikme ile KA nin kesim noktasit R olsun. |RE| = |RF| dir. KR ve OR agiortay
oldugundan OFRF bir kirigler dortgenidir. /REF = /RFE = ZROFE = ZROF oldugundan RE ve RF

gembere tegettir.

Buna gore, FF dogrusu R nin kutup dogrusudur. R noktasi P nin AK kutup dogrusu tizerinde oldugundan,
P noktasida R nin EF kutup dogrusu iizerinde olmaldir.

0=121 <22 <...< a2, < Tapt1 = 1 olacak gekilde x; gergel sayilar veriliyor. Her ¢ € {1,2,...,2n} igin

ZTit1 — x; < hise,
n

> wgi(waisr — w2i-1)

i=1
1—h 1+h
2 72

toplaminin

araliginda oldugunu kanitlayiniz.

Coziim:

2

n=2icin 0 =21 < a2 <x3 < x4 <25 =1 Ve S = Z.’ﬂgi(xgﬂ_l 7%27;_1) = l’Q(CEg — 1'1) + $4($5 — $3)
i=1

olacaktir.
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N
y=x
Iy o-—-—-— = =
2@ Q
O O >
I T XT3 Ty s

1
y=u2z,y =0, z=1 dogrularinin smirladig1 bolgenin alani 5 dir.
S toplami, kenarlar1 x3 — 1 ve x4 olan dikdortgenle kenarlar1 x5 — 3 ve x4 olan dikdortgenin alanlarinin
toplamadir.
Bu dikdortgenlerin y = x iistiinde kalan alanlarini yesil ile gésterelim. Alanlarin toplami Y olsun.

y = z altinda kalip dikdortgenler tarafindan icerilmeyen alanlari kirmizi ile gosterelim. Bu alanlarin toplami

K olsun.
n=2durumu igin S —Y + K = % veS:%—I—K—Ydir.
Biraz diizenlemeyle
%—Y—K<%+K—Y:S<%+K+Y (1)

elde ederiz.

K +Y toplami, tiim kirmizi1 ve yesil iiggensel bolgelerin toplamidir. Bu tiggenlerin her birinin yiiksekligi
h; = x;41 — x; < h olacaktir. Bu tiggenlerin diger dik kenarlarinin toplami (x2 — x1) + (23 — 22) + (24 —

h
x23)+ (x5 — 1) = x5 — 21 = L oldugu igin K +Y < 5 dir. (1) i diizenlersek

N>

<

1 1 1 h
Z_Y-K - K+Y <=4+ =
2 <S<2 2 2

(2)

N | =

elde ederiz.
Diger n degerleri i¢in de; kenarlari x9;11 — x9;—1 ve x2; olan dikdortgenlerin toplami S, y = x iistiinde kalan

iiggenlerin alan1 Y, y = « altinda kalan ti¢ggenlerin alam K seklinde tamimlandiginda S toplaminin 5 den en

h
fazla 5 kadar eksik ya da fazla olacagi goriliir.

Kaynak: Mathematical Olympiads 1996-1997: Olympiad Problems from Around the World, Andreescu,
Kedlaya, Syf 82.
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Bir ABCD digbiikey dortgeninde Alan(ABC) = Alan(ADC) olup, [AC] ve [BD] kosegenlerinin kesim
noktas1 E’dir. £

noktasindan [AD], [DC], [BC], [AB] kenarlarina ¢izilen paralel dogrular [AB], [BC], [CD], [DA] kenarlarim
sira ile K, L, M, N noktalarinda kestigine gore,

Alan(KLMN)
Alan(ABCD)

oranini hesaplayiniz.

Coziim:

) BE KB AN BL CM .
Paralellikten dolay1 ED - AK " DN IC — MD Bu durumda AKNE ve ELMC birer paralelkenar,
NM || AC || KL olur.

[ANE| = [AKE) = [NEK] = A, [EMC] = [ELC] = [EML] = C, [DNM] = D, [NEM] = B olur.
[ADC] = [ABC] oldugu igin [NEM D] = [KBLE] = B + D olacaktir.
INEM)] B AN BE  [KBL| [KBL| KB BE

[INEMD]  B+D AD BD " [KBLE] B+D AB BD
ve [DNM] = [KEL] = D olacaktir. Son durumda [KLMN]|=A+ B+ C+ D =

oldugu i¢in [KBL] = [NEM| =B
[ABCD]

elde edilir.

Her a,b € Z igin S p = {n® + an + b : n € Z} bigiminde tamimlanan kiimelerin en gok kag tanesinin ikiser
ikiger ayrik oldugunu belirleyiniz.

Coziim:
n? + an + b formatindaki polinomu diizenleyelim.
a ciftse (a = 2k ise)
n>4an+b=n>+2kn+k*+ (b—k*) = (n+k)? + (b — k?)
a tekse (a = 2k + 1 ise)
n2tan+b=n>+Ck+)n+b=n>4+2kn+k>+n+k+ OG-k —k)=n+E>+n+k)+ObO-k>—k)

olacaktir. Herhangi bir P polinomu ve sabit k tamsayis1 igin P(x + k) = Q(z) seklinde bir @ polinom
tamimlarsak P(Z) = Q(Z) olacagindan her a,b € Z i¢in o’nin tekligi ve ¢iftligine gore

Sab=S0p, veya Sgp = S1,,
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olacak sekilde b; veya by vardir. Bu yiizden sadece a = 0 ve @ = 1 durumlarin ele almamiz yeterlidir.

Eger So.. ve So,» seklinde iki tane kiime alirsak,

n+u=m?*+v = m?*—n*=(m-n)(m+n)=u—v

seklinde m ve n tamsayisi olmamasi gerekir. Bunun saglanmasi igin u — v = 2 (mod 4) olmasi gerekir. 3. bir
So,w kiimesi alamayiz ¢iinkii w, v, w’nin herhangi ikisinin farki ayni anda 2 (mod 4) olamaz. Dolayisiyla en
fazla 2 tane Sy formatinda kiime alabiliriz.

Eger S1,., ve S1,, seklinde iki tane kiime alirsak,
n4+ntu=m*+m+v = m-n)m+n—-1)=u—v

seklinde m ve m olmamasi gerekir. u — v ¢ift olursa, uygun m ve n bulacagimizdan dolay1 u — v tek say1
olmalidir. Dolayisiyla 3. bir S ,, formatinda kiime ekleyemeyiz ¢iinkii u, v, w'nin hepsi farkl paritede olmasi
gerekirdi.

Eger So,., ve S1,, seklinde iki kiimeyi birlikte alirsak,
ntu=mit+mt+v = 2m+1)? - 2n)2 =2m+2n+1)(2m —2n+1) = 4u — 4v + 1

denkleminin ¢6ziimii olmamalidir. Ancak m = n = u — v alirsak esitlik saglandigindan bu kiimeler ayrik
degildir. Yani Sy, ve S, formatindaki iki kiime aym anda alinmamalidir.
Sonug olarak en fazla iki tane Sy, veya iki tane S, formatinda kiime alabiliriz. En fazla ayrik kiime

secebiliriz. Ornek olarak S1,0 ve Si,1 kiimelerini alabiliriz. Bir tanesi sadece cift sayilardan, digeri sadece tek
sayilardan olusuyor.

@ Hangi a, b pozitif gercel sayilar icin,
lim (axp41 —bx,) =0
n—oo

egitligini saglayan her {z,} dizisinin limiti 0 olur?
Coziim 1:

Lemma: lim a, = a ve ¢t sayist [¢t| < 1 esitsizligini saglayan bir say1 olsun.
n—oo

a

lim (an+t~an_1 +t2~an_2+~~+t”*1~a1) =

n— oo 1—1¢

ispat: m < n olmak iizere, asagidakileri yazabiliriz:

an+t-an,1+t2~an,2+~~~+t"’1~a1—ﬁ

= lan+t-apa+t> ano+t - +t"ag— (T+t+2+ - +t™
+(1+t+2 4+t a— 1%

(|an —a| + [t Jap—1 —al + -+ an—mia —a|)

(1™ an ol [ a4+ [ Joal) + Jal - | 5
L+ L+ Is.

IN

Burada I ve I, sirasi ile, birinci ve ikinci parantez icinde bulunan ifadelerdir ve

L

m 1 1 |al
_ — lal -
t 1t 11—

1=t

="

1-t¢

o[

Bir yakinsak dizi olmasi nedeniyle, {a, } dizisi simirhdir ve dolayisiyla, her n > 1 igin |a,| < ¢ olacak bigimde
bir ¢ > 1 sabiti vardir.

Simdi herhangi € > 0 sayis1 verilsin; m dogal sayisini
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L+1;< |t|m e+ ‘t|m+1 e |t‘n71 ce+ |t|m . |1a|t|
_ |t|m- (C—I—C|t 4. _’_cmn—m—l + |1a|t|>
L—g=™  lal Ltla ¢
=t . (c- < c-tm. < =
4 ( o o) ST TT < g
saglanacak bicimde segelim. |t| < 1 oldugu i¢in bunu yapmak miimkiindiir. m yi boyle se¢tikten sonra sabit

tutalim.

Sabitlestirilmis bu m sayisina gore dogal mg sayisin 6yle alalim ki, her n > mg icin

_ g
1 = lan = | 1t Jan 1 — al -+ 0" ag s — ol < 2

saglansin (Toplananlar sayisi sonlu oldugundan ve toplananlarin her birisi n — oo igin sifira yaklagtigindan,
s6z konusu my sayisini segmek miimkiindiir).

Boylece, verimis herhangi € > 0 icin

I T
1—¢| 2 2

esitsizliginin her n > my i¢in saglanmasin garanti eden mg sayisini segmek miimkiindiir.

n+t-apnq1+t2 ano+--+t"tay

Bu ise, limitin tanimi geregi,

lim (an+t~an_1 +t2~an_2+~~+t”*1~a1) =

n—00 1—-1t
olmasi demektir. H
. a\"m
0 < a < b ise problemdeki esitligin saglanmas1 lim x,, = 0 olmasimi gerektirmez. Ornegin, x,, = <g) — 00
n—oo

1 . .

olmasina karsin ax,1 — bx, = a (g)m- —b (g)n = 0 olur ve dolayisiyla lim [az,11 — bx,] = 0 dir. Yani,
n—oo
sonuncu esitligin saglanmasina ragmen {z,, } dizisi sifira yakinsamiyor.
a = b ise, yine de egitligin saglanmasi lim x, = 0 olmasini gerektirmez. Ornegin, her n icin x,, = 1 dersek
n—oo

lim [ax,+1 — ax,] = a — a = 0 oluyor, fakat buna ragmen {x,} dizisi sifira yakinsamiyor.
n—oo

Nihayet, 0 < b < a olsun. £ = < 1 diyelim. lim [az,11 — bz,] = 0 <= lim [z,41 — £x,,] = 0 oldugu
n—oo n—oo

agiktir. 6, = 41 — €xy, dersek, lim 6, = 0 olur. Simdi z,, yi € ve J,, cinsinden ifade edelim:
n— oo

Tptl = €Ty + O = To = €21 + 01

T3 :€$2+52 2821'1 +€(51 +(52

Tnpr =e"w1 + "0+ " 20+ 01 + 6

0 < e < 1oldugu igin lim €™z = 0 dir. Eger
n—oo

lim [En7151 + 6”72(52 + -+ eb,_1 + 5n] =0 (*)

n—oo
oldugunu gosterirsek, lim z, = 0 esitligini kanitlamig oluruz. lim 4,, = 0 ve 0 < € < 1 oldugundan ¢6ziimiin
n—oo n— oo

basinda verilen lemmaninin hiitkmii geregi,

=0

0
lim [5”_161 + e 25y 4 01 + 5n] =

n—00 1—¢
olur.
Boylece, yalniz 0 < b < a durumunda lim (az,41 — bx,) = 0 esitligini saglayan her {z,,} dizisinin limiti
n—oo
sifir olur.

Kaynak: Analiz ve Cebirde Ilging Problemler ve Coziimleri, 2003, Problem 3.52 ve Problem 3.50, Syf 103-104
ve 101-102.
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Cozim 2:

Bu durum, yalmizca b < a oldugunda gegerlidir. Eger b > a ise, x,, = (b/a)™ dizisi sorudaki esitligi saglar;
ancak sifira gitmez. Eger b = a ise, z,, = 14+ 1/2 4+ --- 4+ 1/n dizisi aym sekilde kosulu saglar; ancak sifira
gitmez. Simdi b < a oldugunu varsayalim. Verilen dizinin alt limiti (limit inferior’u) ve st limiti (limit
superior'u) L ve M ise, sorudaki esitlik M < (b/a)L olmasim gerektirir; ¢iinkii L < M, M < (b/a)M’yi elde
ederiz ve bu da L, M > 0 anlamina gelir. Benzer gekilde, sorudaki kogul L > (b/a)M olmasim gerektirir;
¢inki M > L, L > (b/a)L’yi elde ederiz, bu da L, M < 0 anlamma gelir. Bu nedenle L = M = 0 olur ve
dizi sifira yaklagr.

Kaynak: Mathematical Olympiads 1996-1997: Problems and Solutions from Around the World, Syf. 83.
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38.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1997

A agis1dik ag1 olan ABC {i¢geninin hipoteniisiine ait yiikseklik ayagi H dir. ABC', ABH ve AHC {i¢genlerinin
i¢ teget ¢emberlerinin yarigaplar: toplaminin |AH| uzunluguna esit oldugunu gésteriniz.

Cozim:

rAapc =U—a AIT. TABC : TABH : TAHC = a: ¢ : b olacagindan

9.2
c b at+b+ec r-2u

TABc+TABH+TAHc(Ua)(1++)(Ua)< ) 2
a a a

elde edilir.

a; = a,b; = [ ve her n > 1 igin

Gnt1 = QGn — Bby , bpy1 = Ban, + aby,

seklinde tanimlanan (a,) ve (b,) dizilerinde aj997 = b1 ve bigg7 = a1 olacak bi¢imde kag («, 3) gercel say1
sirali ikilisi vardir?

Coziim:

S, = a? + b2 olarak tammlansin. S; = Sig97 = o + B2 olacaktr.

Genel terim egitliklerini, karelerini alarak toplayalim.

aiﬂ = a%% + sz% — 2aBaypby,
b2 4 B%a2 + a?b? + 2aBanb,

aZ . +b2,, (a? + %) (a2 + b2)
S7L+1 = (042 + BQ)Sn

S, dizisi; 0 < a? + % < 1 icin azalan, 1 < o? + 82 icin artan olacaktir.Bu iki durumda S; # Sig97 olacagl
i¢in buralardan ¢oziim gelmez.

a? + B2 =0 i¢in a = B = 0 bir ¢éziimdiir. (a,, = b, = 0)
a? + 42 =1 i¢in ¢oziim asil simdi baghyor diyebiliriz:
a = cosx ve = sinz olsun.

21 = cos2x ve by = 203 = 2cos zsinz = sin 2z olacaktur.

as = o — B? = cos® x — sin
a3 = €os x cos 2x — sin x sin 2x = cos 3x ve bz = sin x cos 2x + cos x sin 2z = sin 3z olur.

Sirayla devam ettirirsek a,, = cosnx ve b, = sinnz elde ederiz. Alternatif olarak, tiimevarimla a,,; =
coszcosnr — sinxsinnx = cos(n + 1)z ve b,11 = sinzcosnz + coszsinne = sin(n + 1)z iddiamiz
dogrulayabiliriz.

1997 = by = c0s1997x = sinx ve a1997 = by = sin 1997z = cos x ¢ozmemiz gereken denklemler.

cos 1997x = sinx = cos(m/2 — ) = cos(37/2 + x) (a)
1. durum: 1997z = /2 — x + 2kn = 1998z = UHHDT — , — @kt
2. durum: 1997z = 37/2 + x + 2kn = 1996z = WHEAIT 5 — k3T

sin 19972 = cosx = sin(7/2 — x) = sin(7w/2 + x) (b)

. _ _ (4k+D)m _ (4k+D)m
L. durum: 19972 = 7/2 — x + 2km = 1998z = =5~ = o = 5555
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2. durum: 1997z = 7/2 4+ x + 2km = 19962 = w =z = (4];9+912)7T

2. durumlardan ortak ¢oziim gelmez.

1. durumlar i¢in x = (4§;]16)” ortak ¢oziimdiir.
. . 419974+ 1)m . (4-199741
(v, B) € {(cos 5355, sin 5755, (cos 505, sin 272, . .., (cos ( 506 )™ gin 996 )™y}
kiimesi tam olarak 1998 elemanhdir; ¢linkii bu kiimenin herhangi iki eleman (cos (416319361 ) ,sin (41319;61 )‘") ve
(cos ket o5y ket Dy 505
3996 ° 3996 /1€
4k + 1+ 4ka + 1
oS (4’;19‘55)” = cos (4];2;;;)” olmast igin —— + 3;;)6 el _ 27 olmasi gerekir ki 4 |/4k; + 4k2 + 2 oldugu igin

bu miimkiin degildir.
O halde aradigimiz yamt; 1 + 1998 = 1999 dur.
Kaynak: Mathematical Olympiads 1997-1998 Problems and Solutions From Around The World

Bir futbol liginde x tane oyuncusu olan bir X takimindan y tane oyuncusu olan bir Y takimina bir futbolcu
transfer oldugunda, y > z ise federasyon Y takimindan y — x milyar lira aliyor, > y ise federasyon X
takimina x — y milyar lira 6diiyor. Bir sezon boyunca bir futbolcu istedigi kadar takim degistirebiliyor. 18
takimlik ligde sezona tiim takimlar 20 ser futbolcu ile baglar ve sezon sonunda bu takimlardan 12 sinde 20
ser, geri kalan 6 takimda ise sirasiyla 16, 16,21, 22, 22, 23 futbolcu bulunursa, federasyon bu sezon siiresince
en ¢ok ka¢ milyar lira kazanmig olabilir?

Coziim:

En yiiksek kazancin, bir oyuncunun daha kiiciik bir takima gitmesine asla izin verilmeyerek elde edildigini
iddia ediyoruz. Kayitlar: farkl bir sekilde tutabiliriz:  oyunculu bir takim, bir oyuncu takas edilmeden 6nce
—2’1 veya bir oyuncu alindiginda x’i yazar ve federasyonun kazanci bu sayilarin toplamidir. Simdi, siireg
sonunda n > 20 oyuncuya sahip olan bir takim tarafindan yazilan sayilar1 diigiinelim. Eger takimin siireg
boyunca maksimum boyutu k > n ise, o zaman sayilar k — 1 ve —k birbirini takip eder ve bunlar1 silmek
toplami arttirir. Bu nedenle, bu takim i¢in sayilarin toplami en az 20 + 21 + --- +n — 1 olacaktir. Benzer
sekilde, n < 20 oyuncuya sahip bir takim i¢in sayilarin toplami en az —20 — 19 — - - - — (n 4 1) olacaktir. Bu
sayilar, her zaman 20’den az oyuncuya sahip bir takimdan baglayarak daha fazlasina sahip bir takima takas
yaparak yazilanlar oldugundan, bu diizenleme en yiiksek kazanci saglar. Bu durumda, toplam su sekildedir:

(20 4 20 + 21 + 20 + 21 + 20 + 21 + 22) — 2(20 + 19 + 18 + 17) = 17

Kaynak: Mathematical Olympiads 1997-1998: Problems and Solutions from Around the World, Syf. 118-
119.

Koseleri birim gember iizerinde bulunan bir ABCDE digbiikey besgeninin [AE] kenar1 bu ¢emberin merke-
1
zinden gegmektedir. |AB| = a, |BC| = b, |CD| =¢, |DE| =d ve ab=cd = 1 ise, |AC| + |CE| toplaminin

a, b, c,d tirinden degeri ne olur?
Coziim:

AC =z ve CE = y olsun. Bu durumda, BE? = 4 — a2, AD? = 4 — d? ve 22 + y? = 4 olacaktir.

ABCE de Ptolemy’den
(ay + 2b)? = 2%(4 — a?)

a’y? + 4b% + daby = 42* — a®2?

ACDE de Ptolemy’den
(2¢ + dx)* = y*(4 — d?)

d%x? + 4% + dedx = 4y — d2y?
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Taraf tarafa topladigimizda,

40 + 4¢ + a’y? + a2? + d*a? + d?y? + daby + dedx = 4a? + 4y?

22+ y? =4, ab = cd = 1/4 degerlerini yerine yazarsak

4a? +4b* + 4 +4d> + 2 +y =16
T4y =16 —4a® — 4b* — 4c® —4d® = 4(4 — a® —b* — * — d?)
elde ederiz.
Not:

|AC| + |CE| toplami birden farkl gekilde a,b, ¢, d cinsinden yazilabilir. Bunlardan bazilar1 birkag iglemden
sonra elde edilebiliyor; ama ¢ok giizel durmuyor. Biiytlik ihtimalle, cevap olarak beklenen yukarida bulunan
ifade. Sorunun “... oldugunu gosteriniz.” seklinde bir kalipla sorulmasi daha dogru olurmus.

Her p > 7 asal sayisi icin,

af +yi = 3 (mod p)
a3 + 5 = 2} (mod p)
Tty = @ (mod p)
2 +y2 = a2 (mod p)
denklik sistemi saglanacak bigimde bir n pozitif tam sayisi ile p ye bolinmeyen z1, o, ..., Tn, Y1,Y2,- - -, Yn

tam sayilarimin bulunabilecegini gosteriniz.
Coziim:

Bir dizi inga edelim. x; = 3 segersek, p > 7 oldugundan (p,5) = (p,3) = 1'dir ve 3’in p modunda tersi
vardir. « = 5- 371 (mod p) olsun. (x1,91) = (3,4) segersek, xo = 5 diyebiliriz. (z2,y2,73) = (3a, 4a, 5a)
secebiliriz. Benzer sekilde (z3,y3,74) = (3a2,4a2,5a2) segebiliriz. Bu sekilde ilerlersek, (x,,yn,z1) =
(3a"~t 40"t 5am1) segebiliriz (bu degerlerin  (mod p) degerlerini seciyoruz). Tek yapmamiz gereken

50" 1'=3 (modp) = " '=3-5t=a"! (modp)
olmasidir. Eger n = p — 1 segersek, fermat teoreminden istenilen saglanir.

@ n > 2 verilmig bir tam say1 olsun. 2% + 3 +...+ 22 = 1 kogulunu saglayan x1, s, . ..z, pozitif sayilar igin,

af a3 x,,
+ +---+
To+ T3+ ...+, 1 +x3+ ...+, 1+ To+ ...+ Tp—1

toplaminin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.
Cozim 1:

Kesirleri z; ile genisletip, faydal esitsizlik (Bergstrom esitsizligi) uygulayalim.

3 zi (@i+as 4 +a) _ (@4t 4an)?
— g (r1+zo+-+z)2—(@2+23+--+22) (v1+z2+-+3,)2 -1

>
—ri(T @t T,) T

Kuvvet ortalama esitsizliklerinden,

i/xi’+x%+~-~+z% >\/x%+x%+-~+:c%

3 3 3
= i +ry+ - Fx, >
n n 1 2 n =

Elk
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elde edilir. Dolayisiyla,

n 6

T 1 1
7 >7.
;xi(:c1+x2+~-~+xn)—xf_n (r1+ 22+ +3,)2 -1

elde edilir. Karesel-Aritmetik ortalama esitsizliginden

—= Vn>xtat

\/x%+x%+~~+x% I T
n n

Bir iist esitsizlikte kullanirsak,

< z? 1
P (r1+20+-+2xn) —x;  nn—-1)
elde edilir. Egitlik durumu da 1 =29 = -+ = ﬁ’dir.

Cozim 2:

Diger bir ¢oziim ise yine Titu (Faydal Esitsizlik veya Bergstrom Esitsizligi) kullanarak

Ly
Z zi(z1+ 224 +x,) — 22

cyc—1t

(x%+x%+...+x%)3 1 > 1

> > >
n3—2[(;m+x2+~--+xn)2—(x%+x%+--~+x%)} n((m1+x2+-~-+xn)2—1) n(n—1)

Sondaki esitsizlik ise Karesel-Aritmetik Ortalama veya Titu ile

oldugu sonucu x1 + 2 + - - - + x,, < /n ifadesi ile olugturulmustur.
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39. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1998

|AB| = |AC| olmak iizere bir ABC ikizkenar ti¢geninin esit kenarlar {izerine, liggenin dig bolgesinde kalacak
sekilde BAX X' ve CAY'Y" kareleri ¢iziliyor. [BC] nin herhangi bir K noktasindan BY ve CX dogrularina
indirilen dikmelerin ayaklar sirasiyla E' ve F, [BC] nin orta noktasi D ile gosterilmek tizere, |DE| = |DF|
oldugunu ispatlayimiz. [EF] mn orta noktasimin geometrik yerini bulunuz.

Coziim:
/BAC =2a = LABY = LAY B = LZAXC = LXCA=45°—a= £L(XC, YB) =90°.

X Y

XCNYB = {N} olsun. ZABN = ZACN oldugu i¢cin N € AD dir. BNC {iggeni N agis1 dik a1 olan

ikizkenar bir dik ticgendir. EN F K bir dikdortgendir. EN FK dikdortgeninin ¢evrel ¢emberinin merkezi M

olacaktir. ENDK karsilikli dik agilarin toplamindan dolay: kirigler dértgeni oldugundan D de bu ¢ember

iizerindedir. N D aglortay oldugu i¢in DE = DF olur. M merkezinden N D Kkirigine inilen dikme N D kirigini
DN £ Bo

ortalar. Bu noktanin D ye uzaklig - =5 = = Sabit tir. Bu durumda M, BC paralel olan ve BC

BC
den uzakligy e olan dogru tizerindedir. M nin geometrik yerinin sinirlart K = B ve K = C oldugunda
elde edilir. Son durumda M nin geometrik yeri BN ile CN dogru parcalarimin orta noktalarini birlestiren

dogru parcasidir.

ap =tven >1ign apt1 = 4a,(l — ay,) seklinde tanmimlanan gergel sayilar dizisinde ajg9s = 0 olmasini
saglayan kag ¢t degeri oldugunu bulunuz.

Cozim:

Tersten gidelim, yani 6nce ajg97’i bulalim.
a1998 = 4a1997(1 — a1997) =0 = a1997 =0 veya ajg97 =1

Eger aj1997 = 0 ise basa doOneriz ve aiggs igin ayni iki segenegimiz cikar. Geriye giderken k defa dizinin
elemaninin 0 giktigini varsayalim (k = 0,1,...,1997 olabilir). & = 1997 ise ¢ = 0’dwr. k¥ = 1996 i¢in de
t = Ddir. Ikisi de degilse, tersten (k 4 1). dizi elemammn (aj4’i degil geriye dogru giderken elde ettigimiz
(k4 1). terimi) hesaplarken 1 bulacagiz, yani ajg97—x = 1 olacaktir.

4a(l —a) =1—(2a —1)?

oldugundan ajgos_x = % olacaktir. Amacimiz bundan sonraki her hamlede 2 adet potansiyel dizi ele-

mamni bulabilecegimizi gostermektir. 4a(1 — a) parabolunun alabilecegi degerler (—oo, 1] oldugunu gorebiliriz.
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a1996—k dan daha geriye giderken kargimiza asla 1 veya 0 ¢ikamaz ¢iinkii bu durumda o elemandan a1996_%’'ya
gelirken dizi elemani tekrar O olur ve sifir1 tekrar etmeye baglar. Dolayisiyla geriye giderken 1 ile kargilagmayiz
ve eger a; terimi 1’den biiyiik degilse a;_1’in alabilecegi tam olarak 2 deger olur. Bu iglem sirasinda asla 1'i
agamayacagimizi gosterelim. Farz edelim ki ¢ < 1996 — £ icin a; > 1 olsun. Bu durumda

A1 = 4ai(1 — ai) <0

olacaktir. Yine
Aivo =4ai1(1 —a;41) <0
olacaktir ve bu sekilde devam edersek aig996—j da negatif olacaktir. Bu bir celigkidir.
Yani aig996_’dan geriye giderken her dizi elemaninda 2 farkl ihtimalimiz olacaktir ve ai’e ulagtigimizda
21995=Fk olas1 t degeri elde ederiz. Bunlarm hepsi birbirinden farkhdir ¢iinkii ayni olup farkli yollardan gelse-

lerdi, bu t degerlerinden a1996—1'ya tek sekilde ulagabildigimizden dolay: farkli yollardan gelemezlerdi. Sonug
olarak k = 1997 ve k = 1996 icin birer, geri kalan k’lar igin 2'9%°~* olasi ¢ degeri vardir. Her k icin toplarsak

1_"_14_20_’_21_’_.”_"_21995:2+<21996_1):21996+1

adet olasi ¢t degeri vardir.

Not: Soruyu genellestirirsek n > 2 i¢in a,, = 0 olmasin saglayan 2”2 + 1 adet ¢ degeri vardir. Bunu fark
edip tiimevarim da uygulanabilir veya ¢oziim sayis1 lizerinden yeni bir indirgemeli dizi tanimlanabilir.

A = {1,2,3,4,5} olsun. Tim B,C C A kiimeleri igin f(B) € B ve f(BUC) € {f(B), f(C)} kosullarim
saglayan biitiin f : 24\ {#} — A fonksiyonlarinin sayismi bulunuz.

Coziim:

a €{1,2,3,4,5} olsun. f({a}) € {a} oldugundan f({a}) = a olmaldir. f(A) =n € A diyelim. Bu durumda
n’yi igeren herhangi bir B C A igin

n=f(A)e{f(B),f(A-B)}

olacagindan ve n ¢ A— B oldugundan f(B) = n olmalidir. Benzer sekilde A’ = A—{n} dersek ve f(A') =m
ise m’yi igeren her A’ altkiimesi i¢in f fonksiyonunun sonucu m olmalidir. Yani Ag = A ve A;11 = A; —
{f(A;)} seklinde 5 kiime olusturabiliriz ve

f(Ao), f(Ar), f(A2), f(As), f(As)

kiimelerini A’'nin farkli elemanlarina sahip olmalidir ve her permiitasyonda farkli bir tane f fonksiyonu

olugturabiliriz. Dolayisiyla farkli fonksiyon vardir.

Anlagilmasi igin 6rnek verelim. (f(Ao), f(A1), f(A2), f(As), f(A4)) = (2,1,5,3,4) igin buna kargihk gelen
fonksiyon,

eger 2 € B

eger 1€ B,2¢ B

eger 5€ B,1,2¢ B

eger 3 € B,1,2,5¢ B

eger B = {4}

~
—
S
S~—
|
S JURNS, SO )

olacaktir.

n degisik lojman n kigiye dagitilacaktir. Herkesin lojmanlara iligkin bir tercih siralamasi vardir ve hi¢ kimse
farkli iki lojman arasinda kayitsiz degildir. Dagitim yapildiktan sonra, herkesi en az bu dagitim kadar hognut
edecek ve en az bir kigiyi de bu dagitimda kendisine diigen lojmana tercih ettigi bir lojmana kavusgturacak
bagka bir dagtimin bulunmadig1 anlagilir. Yapilan dagitimda, en az bir kigiye n lojman arasinda en ¢ok tercih
ettigi lojmanin diigmiig oldugunu kanitlayiniz.
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Bir ABC {iggeninin [AB] kenarma A noktasinda teget olan ve C' noktasindan gegen ¢ember ile [AC] kenarna
yine A noktasinda teget olan ve B noktasindan gecen ¢emberin yarigaplar: farkl olup bu iki ¢ember A dan
farkh bir D noktasinda kesigiyor. F noktasi [AB 1511 iizerinde bulunan ve |AB| = | BE| kogsulunu gergekleyen
nokta olma tizere; A, D, E noktalarindan gegen gember ile [C'A 1ginin A dan farkli olan kesigim noktasi F
ise, |CF| = |AC| oldugunu ispatlayimiz.

Cozim:

Soruyu sade bir sekilde ¢izmek ¢ok 6nemli. Cevre aci ile teget-kirig agilarin esitliginden

LABD = /DAC ve LACD = ZBAD. A, D, F, E ayn1 ¢ember iizerinde bulundugundan ZAED = LZAFD

. ‘o .. AB BD BE
dir. Agi-Ag1 benzerliginden AABD ~ ACAD ve AAFD ~ ABED elde edilir. ac — ap v e 1 =

2-AB BD
17 — AD esitliklerini birlestirirsek AF =2 - AC = AC = CF ¢ikar.
@ fz1,...,x,) katsayilar1 tam sayilar ve derecesi n den kiigiik olan bir polinom olsun. N, f(x1,...,2,) =0
(mod 13) denkligini ve 1 < ¢ < n igin 0 < z; < 13 kosulunu saglayan (z1, o, ...,z,) sirali n lilerinin says1

ise, 13 | N oldugunu gosteriniz.
Coziim:

(Bu problemdeki tiim denklikler mod13 te incelenmigtir.)
iddia: 0 < k < 12 icin

12
E ¥ =0
=0

ispat: kK = 0 durumu aciktir, bu nedenle k£ > 0 durumunu ele alalim. g, mod13 te bir ilkel kok olsun; o
zaman ¢,2g, ..., 12¢g sayilar1 {1,2,...,12} kiimesini olugturur. Bu nedenle

D NBETD WE
=0

g*¥ # 1 oldugu icin Ziio z* = 0 olmalidir. Bu, iddiamizi kanitlar. W

Simdi, S = {(z1,...,2,) | 0 < z; < 12} kiimesini diiglinelim. f (z1,...,2,) #Z 0 olan n-lilerin sayisimin 13’e
boliinebilir olmas: yeterlidir, ¢iinkii |S| = 13™ sayis1 13 ile boliinebilir. Su toplami ele alalim:

Z (f(l'l,"';xn))IZ'
(Z1,...,xn)ES
Bu toplam, f(x1,...,2,) Z 0 olan n-lilerin sayisim sayar, ¢iinkii Fermat'in Kiigiik Teoremi’ne gore

1, f(z1,...,2,) Z0 ise

12 _
(f(x1,...,2n)) " = {07 f(x1,...,2,) =0 ise
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Ote yandan, (f (zq,... 7gcn))lz’yi uygun N, c;, e;; sayilar ile asagidaki gibi acabiliriz:

n

N
(f (@) = e [ 2f"

j=1 =1

f'nin toplam derecesi n’den kii¢iik oldugundan, her j icin e;; + ejo + - - + e, < 12n olmalidir, bu nedenle
her j icin e;; < 12 olan bir ¢ vardir. O halde, iddiamiza gore

n n 12
€ji __ . €ji —
g cj”xi —CJHE 9" =0
(z1,...,xn)ES =1 1=1z=0

dir; ciinkii garpimin igindeki toplamlardan biri 0’dir. Bu nedenle

N n
Z (f(mla'”axn))12: Z ZC]'HZ'?’LEO
(z1,...,xn)ES (T1,eezn)ES J=1 =1
olur. Boylece f (x1,...,2,) Z 0 olan n lilerin sayis1 13’e boliinebilir ve ¢ozlim tamamlanr.

Kaynak: Mathematical Olympiads Problems and Solutions from Around the World 1998-1999, Syf. 152-153.
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m < n seklinde pozitif sayilar ve p asal sayis1 verilmis olsun. a,,bs # 0 ve her 4, j igin 0 < a;,b; < p olmak
lzere
m = ayt+ap+...+ap"
n = by+bip+...+0bsp°

olsun. Her i = 0,1,...r igin a; < b; ise m <, n diyecegiz. p{ () olmasi igin gerek ve yeter kosulun m <, n
oldugunu gosteriniz.

Cozim:
m sayisinl da p tabaninda s basamakli hale getirelim. (Baga 0 ekleyerek)

= ag+ap+...+agp’
b0+b1p+...+bsp5
k0+k1p++ksps

S 33
Il

k,x € N olmak lizere; n! = M - p” esitligini saglayan en biiylik = sayis

Ay(n) = {ZJ + L;J bt UJ

olacaktir. Biraz diizenlemeyle

Ap(n) = b1+bz(p+1)+---+b8(p8—1+..._|_1)
(p_l)Ap(n) = bl(p—1)+b2(p2—1)_|_...+bs(ps_1)
(p—1Ap(n) = blp+b2p2+-~~+bsps—(b1+b2+...+bs)
(p—1)Ap(n) = bo+bip+bep* + - +bsp® — (bo + by + bz + -+ bs)

n nin p tabaninda rakamlar1 toplamina 0,(n) = 3 b; dersek

i=0
n — d,(n)
Ap(n) = D _pl
olur.
ol (:l) = m sartin saglayan en biiyiik z sayisi
Ap ((’::L)) = Ap(n) — Ap(n —m) — Ay(m)

_ n—=0(n) n—m-—24dm—m) m-—74(m)

- p—1 p—1 p—1

_ Op(m) +0p(n—m) —dp(n)

p—1

olacaktir.

Soruya donersek; ilk énce, m <, n = p{ () oldugunu gosterelim:

m =<, n = 6p(m) +dp(n —m) = 0,(n) = 4, ((;)) =0=pf (:L)

Simdi de p{ ( ) = m <, n oldugunu gosterelim. Bu ifadenin karsit tersi m £, n = p | ( ) olur. Bu da

n n
m m
“n — m ile m nin p tabaninda toplaminda elde varsa, p | ( )”

n
m
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Onermesi ile 6zdegtir. Aslinda daha giicliisiinii ispat edecegiz.

Kummer Teoremi: n—m ile m sayilarinin p tabaninda toplaminda, elde sayis1 A, ((" )) =
ye esittir.
ispat:

1 i+ ki > .
) Gt R 2P seklinde tanimlanir.

Her basamaktaki elde ¢; =
0, a;+k;i<p

Ayrica n nin p tabanindaki basamaklar, b; = a; + k; + ¢i—1 — p - ¢; seklinde tammlanir. Ozel olarak ¢_; = 0
alinabilir. Ayrica by hesaplanirken elde olmayacag igin ¢ = 0 dir.

5,(m) + 6,(n —m) — 6,(n) = _:ioai—i— gok - ;Ob _ _:Zs‘a(ai—i—ki —b)
= i:o(pci - Ci—l)
= i(p— I)Ci + zs:(cz —Cz’_l)
z§0 i=0
= Z::O(P* 1)ei 4+ cs — e
= i:O(P = De;
Bu durumda A, ((:L)) = Op(m) + 5p;n_—1m) — (1) = 2:0 c; i

S
mAyne Y ¢ >0=p| (™.
i=
Not:
Bu soru, Lucas Teoremi ile dogrudan ilgilidir.

ABCD Kkirigler dortgeninde L ve N sirasiyla AC' ve BD kosegenlerinin orta noktalar: olsun. ANC' agisinin

aglortayr BD ise, AC’nin BLD agisinin aclortayl oldugunu gosteriniz.
Coziim:

Kirigler dortgeninin ¢emberinin merkezi O olsun. C' nin ON f{izerindeki ¢apina gore simetrigi £ olsun. CN =
NE ve ON_LCE olacaktir. BDLON oldugu i¢in BD || CE ve /ZBNC = ZNCE = ZNEC = ZANB olur
ki, bu da A, N, E noktalarinin dogrusal oldugu anlamina gelir.

LANC = LAOC = 2-LAEC bagmtist A, N, O, C noktalarinin gembersel oldugu anlamina gelir. Bu gemberin
OL yi kestigi nokta P olsun. AP kii¢iikk yayinmn 6l¢iisi LZAOP/2 yani, ZAN B/2 kadardir. Bu durumda N B
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dogrusu s6z konusu gemberi P de keser. ZPNO = 90° oldugu i¢in ZPAO = 90°, yani PA dogrusu, (ABCD)
cemberine tegettir. PA = PC' oldugu igin de PC' dogrusu da tegettir.

Aslinda bundan sonrasi Pole-Polar gosterimi ve temel 6zellikleri ile ilgili. Biz soruya geri donelim.
PDnN AC = {F} olsun.

F noktasinin O merkezli gembere gore kuvvetinden BF - FD = AF - FC.

P noktasmin O merkezli cembere gore kuvvetinden PA%2 = PB - PD.

APAC de, Stewart’in 6zel halinden PF? = PA2 — AF - FC.

PF?>=PB-PD— BF-FD = (PD - FD)’> = PB-PD— BF -FD
= PD?>+FD?>-2.PD-FD=PD?-FD-PD—-BF-PD—-BF-FD
= BF -PD=—-FD?*+FD-PD—-FD-BF =FD(PD—-BF - FD)=FD-PB
Son elde edilen esitligi orant: seklinde yazarsak
BF _BP
FD  PD

elde ederiz. ZPLF = 90° bilgisini de dikkate aldigimizda, ABLD figgeninin i¢ agiortay1r LF, dig agiortay1
da LP cikar.

Bu son ¢ikarimimizi biraz daha teknik bir dille anlatmaya caligalim.

P ve F noktalarinin B ve D noktalarina uzakliklari orani aynmidir. Bu durumda, bu tip diger noktalarin
geometrik yeri, B ve D noktalarina ait bir Apolonyus ¢emberidir. PF', bu ¢emberin bir ¢api; dolayisiyla da
/PLF = 90° oldugu i¢in de L noktas1 da geometrik yer iizerindedir. Bu durumda

BF BP BL
FD PD LD
olur. Bu da, BLD fi¢geninde LF nin i¢ aglortay oldugu anlamina gelir.

Her z € R igin f(x — 1 — f(x)) = f(z) — 2 — 1 sartim1 saglayan ve
{f(xx):x#O}

kiimesinin sonlu oldugu tiim f : R — R fonksiyonlarin1 bulunuz.
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Coziim:
_ flog—1—f(zx))  fk=1) f(zp)—op—1 —k—-1 2
k#1ve x — f () = k olsun. 1 =1 = 1 =57 = 1 ]
k—1
olacagindan f}i T ) |k # 1} kiimesinin sonlu sayida elemani oldugu i¢in —1 — 1 ifadesi sonlu sayida

farkl deger alabilmeli, bu da ancak sonlu sayida z; — f (z1) = k oldugunda miimkiin. Yani {z — f (z) |z € R}
kiimesi sonludur. Sonlu kiimelerin en biiyiik ve en kiigiik elemanlar1 vardir. Bunlar arasidan |z— f(x)| ifadesini
en biiyiik yapan deger x = z( olsun.

y=x0—1— f(xo) degigkeni ile y — f (y) =y — (f (xo) —xo — 1) = 2(xo — f (x0)) olur. Bu da zp mn en
biiyiik sartin |zg — f (zo)| = 0 olmadikca ihlal eder. |x — f(z)| ifadesinin en biiyiik degeri |xo — f (x0)| =0
olduguna gore tiim degerleri 0 dir. Buradan da f (z) = x elde edilir. Yerine koydugumuzda f (z — 1 —z) =
x—x—1= f(—1) oldugu i¢in f (z) = x verilen denklemi saglar.

Cevresi C, alam1 Ak olan bir kirigler dortgeninin gevrel ¢cemberine bu dortgenin koselerinde teget olan

A Cr\”
tegetler dortgeninin alam1 Ap ve cevresi de Cr olmak {izere A—K > (C’K) oldugunu ispatlayiniz.
T T

Coziim:

Cemberin merkezi I, yaricapi 1, séz konusu tegetler dortgeni ABCD ve cember AB, BC', CD, D A kenarlarina
sirasiyla D, E, F, G noktalarinda dokunsun.

/GID =2a, ZDIE =28, /ZEIF =20, ZFIG = 2v olsun.
AG = AD = tana, BD = BE = tanf, CE = CF = tanf, FD = GD = tany ve GD = 2sinaq,
DFE =2sin 3, EF = 2sinf, FG = 2siny olacaktir. Bu durumda

sin 2« + sin 25 + sin 260 + sin 2

A = 5 = sin @ cos « + sin B cos B + sin 6 cos 6 + sin 7y cos ~y
Ar = tana+tan(S + tand + tan~y

Ckg = 2sina+2sinf+ 2sinf + 2sin~y

Cr = 2tana+2tanf + 2tanf + 2tan~y

olur.

sin & cos a + sin B cos 5 + sin 6 cos € + sin y cosy S 2sina 4 2sin 5 + 2sinf + 2sin~y 2
tan a + tan 8 + tan 6 + tany ~ \2tana+2tan 8 4+ 2tan 6 + 2tan~y
(sin wcos v + sin B cos 8 + sin 6 cos 6 + siny cosy) (tan « + tan S + tan 6 + tan-y)
> (sina + sin B + sin 6 + sin y)?
Vsinacosa = ay ve vtan a = by dedigimizde a1b; = sin « olacag icin esitsizlik Cauchy—Schwarz’a doniigiir.
Esitlik sin @ = sin 8 = sin § = sin y oldugunda saglanir. a+ 846+~ = 180° oldugu i¢in agilar 45° ve ABC'D
ve DEFG birer kare olacak. Yani esitlik, kirigler dortgeni kare iken saglanir.

Baslangicta her biri farklh bir parga bilgiye sahip olan A, B,C, D, E ve F, ikiser ikiser telefonla goriigiirler.
Konugmalar ayni santral {izerinden yapildig: icin, her seferinde ancak iki kisi goriigebilmektedir. Her konugmada,
iki taraf da, o ana kadar edinmis oldugu tim bilgileri karsi tarafa aktarir. Herkesin alti parca bilginin
timiini edinmesi i¢in en az ka¢ konusma yapilmasi gerektigini belirleyiniz.

Coziim:
Literatiirde Gossiping (Dedikodu Problemi) olarak gecen bir konu sorulmus:

n > 4 kigi sayisim gostermek tizere, herkesin tiim bilgiye erigmesi i¢in gerekli telefon goriigmesi sayis f(n) =
2n — 4 tur.

O halde sorunun yamt1 f(6) =2-6 —4 = 8 dir.
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Bollobéds in The Art of Mathematics kitabinda ([1]) Gossiping Dons adli problemin ¢oziimiinde anlatildig
iizere, bu soru 1970’lerde popiiler olmug bir soruymus.

Sorunun ¢oziimiinde iki temel agama var:
Birincisi, minimum telefon goriigmesi sayisinin f(n) < 2n — 4 olduguy;
Ikincisi, f (n) = 2n — 5 goriigmede tiim bilginin paylagilamadigy, yani f(n) = 2n — 4 oldugu.

Birinci asama icin birkag ¢oziim paylasacagim. Ikinci agama icin sonda verdigim kaynaklara miiracaat ede-
bilirsiniz. (Ya da birisi tiim ¢ozlimiin ¢evirisini yapip paylagabilir.)

Acgik sekilde; f(1) =0, f(2) = 1.
3 kisi i¢gin, A— B, A— C, B—C, yani f(3) = 3.
4 kigiigin, A— B,C—D, A—C, B— D, f(4) = 4.

n Kisi i¢in yapilan goriigsmeler T, listesi ile ifade edilsin. Ik goriigmedeki kigilerden biri X,,, son goriigmedeki
kisilerden biri Y;, olsun.

(n+1). kisi X, 41 olsun. Ty, 41 = [Xp+1Xn] + T + [V Xn41] seklinde bir goriisme ile n + 1 kigi tiim bilgilere
erigebilir.

Bu durumda her seferinde fazladan 2 telefon goriigmesi ile kisi sayisim artirabildigimiz ortaya cikiyor. O
halde f(n) <44 2(n—4) =2n —4.

Burada 2n — 4 konugma ile tiim bilgiyi paylagabildigimiz ortaya ¢ikiyor; ama daha az sayida konugma ile
de belki tiim bilgi paylagilabilirdi. Onun igin f(n) = 2n — 5 konugma ile tiim bilgiyi paylagamayacagimiz
gostermemiz gerekiyor. Sorunun bu kismi daha zor.

f(n) < 2n — 4 oldugu su sekilde de gosterilebilir:

n kisiden 4 i A, B, C, D olsun. A diger n — 4 kisi ile goriigsiin.

Sonra A, B, C, D kendi aralarinda goriigsiin. f(4) = 4 oldugu igin, 4 goriigme yeterli olacak.
Sonra da D diger n — 4 Kkisi ile goriigsiin.

Bu durumda (n —4) + 44 (n — 4) = 2n — 4 gortismeyle herkes tiim bilgiye sahip olabilir.
Kaynaklar:

i)

Bollobds, B. (2006). The Art of Mathematics: Coffee Time in Memphis. Cambridge: Cambridge University
Press. doi:10.1017/CB09780511816574

Sayfa 136-139.

Google Kitaplar Linki

2]

Cesitli Makaleler: https://www.math.uni-bielefeld.de/ sillke/PUZZLES/gossips.pdf

@ Diizlemin sonlu sayida paraboliin i¢ bolgelerinin birlegimi olmadigini gosteriniz. (Bir paraboliin dig bolgesi,
parabolii kesmeyen dogrularin birlesimidir. Bir paraboliin i¢ bolgesi ise, paraboliin dig bolgesinde olmayan
noktalarin olugturdugu kiimedir.)

Co6zim 1:

Diizlemde bir parabol alalim ve koordinat sistemini Oyle secelim ki, bu sistemde paraboliin denklemi y =
az?, (a > 0) olsun. Paraboliin i¢ bolgesindeki (z,y) noktalari (smirlardaki noktalar dahil) igin y > az?
saglanacaktir.

Simdi, y-eksenine paralel olmayan herhangi bir y = kx + b dogrusunu ele alalim. Bu dogrunun en fazla sonlu
bir kisminin “aydinlanabilecegini” gérelim. Aydinlanmig noktalarm birinci koordinati olan z igin kx+b > ax?
esitsizligi saglanmalidir. Buradan, az? — kx + b < 0 oldugu goriiliir. Eger P (z) = az? —kz +b (a > 0)
polinomunun diskriminant1 D = k? — 4ab negatif ise, dogru, parabolii hi¢ kesmiyor; D > 0 ise; dogru,
parabolil (z1,y1), (z2,y2) gibi, D = 0 durumunda gakigan, iki noktada keser ve dogrunun aydinlanan kismi
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bu iki noktay: birlestiren dogru parcasidir. D = 0 durumunda dogrunun bir tek noktasi aydinlanmaistir.
Boylece, paraboliin simetri eksenine paralel olmayan her dogrunun en fazla sonlu bir pargas: aydinlanabilir.

A

Simdi, sonlu sayida fener, dolayisiyla, onlarin aydinlattigi sonlu sayida parabol, diizlemde nasil yerlegtirilmis
olursa olsun, bu parabollerin hi¢ birinin simetri eksenine paralel olmayan bir dogrunun tamami aydinlanamaz.
(Boyle bir dogru var midir? Bir noktadan gegen n adet parabollerin simetri eksenlerine paralel olan n adet
dogru vardir. Bu noktadan gegen diger dogrularin higbirisi bu parabollerin simetri eksenlerinden birine paralel
degildir.) Bu nedenle diizlemin tamami aydinlanamaz.

Not:

Bu soru 2000 yilindaki 5. Antalya Matematik Olimpiyatinda da sorulmustur.
Kaynak:

Matematik Diinyas1 2000-1V

Cozim 2:

Bir paraboliin i¢ bolgesini istedigimiz kadar kiigiik bir a¢inin i¢ bolgesi icine alabiliriz.

Cunki, dizlemde koordinat sistemini, sekilde gortldiigii gibi, paraboliin tepe noktasi orijin ve simetri ekseni
y-ekseni olacak sekilde secersek; parabol tizerinde y-eksenine gore simetrik olan iki noktadan tegetler gizersek,
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bu tegetler y-eksenin tizerinde bir A noktasinda kesigirler. Boylece olusan agimin i¢ bolgesi, paraboliin ig
bolgesini icerir. Tegetleri uygun yerden c¢izerek, olusan « acisini istedigimiz kadar kiigiiltebilecegimiz agiktir.

2
Parabollerin sayis1 n olsun ver her bir parabolii kdgesi A;, 1 < i < n de olan ve il den kiiciik olan «; agisinin
n
2
icine alalim. Eger diizlem bu gekilde il den kiiciik n tane aci tarafindan oOrtiilebilseydi, koseleri ¢akigan n
n

tane I den kiiciik ag1 tarafindan oOrtiilebilmesi gerekirdi. Fakat bu miimkiin degildir; ¢iinkii s6zi edilen
ortak 1?6§eyi merkez kabul eden bir ¢gember cizilirse, gemberin bu acilarla ortiilemeyecegi goriiliir.

Kaynak:

Sabri YILMAZ

Matematik Diinyas1 2000-1V

Co6ziim 3:

Aymni soru 1996 yilinda 6. Vojtéch Jarnik Uluslararast Matematik Yarigmasi, Kategori 2 Soru 1 de sorulmus.
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41. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2000

(a)
(b)

Her n pozitif sayist i¢in, 22 — xy + y* = n denklemini saglayan (x,y) sirali tamsay1 ikililerinin sayisinin
3 ile boliinebilecegini gosteriniz.

22 — xy + 3% = 727 denklemini saglayan tiim sirali tamsay: ikililerini bulunuz.

Coziim:

(a)

y yi sabit tuttugumuzda,

fla,y) = f(b,y) ise a®> —ay+y* = b> —by+y? = (a—b)(a+b—1y) = 0 olacagl i¢gin b = y — a elde edilir.
Bu durumda (a,y) bir ¢bziim ise (y — a,y) de bir ¢dziimdiir.

Benzer sekilde z i sabit tuttugumuzda, f(z,a) = f(z,b) ise 22 —ax +a? = 22 — bz +b*> = 0 =
(a—Db)(a+b—2) ve b =2 — a elde edilecek. Bu durumda f(z,a) bir ¢bziim ise f(z,z — a) da bir ¢bziim
olacak.

Bunun haricinde simetriden dolay1 f(z,y) = f(y,z) ve kare ifadelerden dolay1 f(x,y) = f(—=z,—y)
oldugu goriiliiyor.

Tiim ¢ozlimleri birlegtirirsek:

Sabit tutma sonucu 3 tane: (z,y), (y — z,y), (z,z —y)

Yer degistirme sonucu 3 tane: (y,z), (z —y,z), (y,y — x)

Bunlarin eksileri sonucu 6 tane ¢oztim gelecegi igin, (z,y) ¢ozlimse, bunun haricinde 11 ¢6ziim daha
vardir.

(z,z) olma durumunda ¢oztimler (z,z), (—z,—xz), (0,z), (z,0), (0,—2z), (—z,0) olacak. Coziim sayisi
yine 3 ile boliintiyor.

(0,0) ¢bziim ise ¢ozlim sayist 1 olacak. Ama (0,0) ¢oztimse, n = 0 olmas1 gerekecegi ve soruda n pozitif
tam say1 dedigi igin (0,0) ¢6zlim olamaz.

727 tam kare olmadig1 i¢in 22 — 2y + y? = 727 denklemin (a,a) seklinde bir ¢dziimii yoktur.

(a,b) (—, —) seklinde bir ¢ozlim ise, bunlarin eksilileri de ¢oziim olacagi i¢in (—a, —b) seklinde bir ¢bziim
vardir. Birincisi ikincisinden kiigiik ise yer degistirdigimizde (—b, —a) seklinde bir ¢6ziim bulabilir.
a>0veb<0ise (a,b) ¢dziimken, (a,a —b) ¢dziimii (+,+) seklinde bir ¢oziim. (a — b,a) ¢éziimii de
istedigimiz sekilde ilk parametrenin ikincisinden biiyiik oldugu bir ¢oziimdiir. Ilki negatif ikincisi pozitif
ise, ters geviririz, yine ayni sekilde bir ¢oziim elde ederiz.

Bu durumda ¢6ziim varsa, ¢oztimlerinden biri @ > b > 0 olmak iizere (a,b) seklinde olmali.
a?—ab+b=a?>+bb—a)=727T<a?=27<a

a® /a2 —4(a2 —T727) a4+ 4 727 - 3a?
2

Diger taraftan b = = oldugu icin 4 - 727 > 3a? = 31 > a

2

olacaktur.

Bu durumda 27 < a < 31 elde edilir. Bu 5 deger 2908 — 3a?2 = T? denkleminde teker teker denenirse
sadece a = 31 in sagladigi goriliir.

a = 31 oldugunda, 31% — 31b + b? = 727 = b? — 31b + 234 = (b + 18)(b — 13) = 0 elde edilecek. Yani
(31, 13) bir ¢dziim.

Bu durumda tiim coziimler (31,13), (13,31), (—18,13), (18,31), (31,18), (13, —18),(—31, —13), (~13, —31),
(18,—-13), (—18,-31), (—31,—18), (—13, 18) olacaktur.

ABC iiggeninde A kosesine ait i¢ ve dig agiortaylar BC' yi sirasiyla D ve E de kesiyor. DE ¢aph ¢ember ile
AC, ikinci kez F' de kesigiyor. ABF ii¢geninin cevrel ¢cemberine A da teget olan dogru DFE ¢aph ¢ember ile
ikinci kez G de kesigiyor. |AF| = |AG| oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

F merkezli gember B, C noktalarima ait A, D, F den gecen Apolonyus ¢emberidir. Cember tizerindeki her

/BF
F noktas: icin FBC figgenlerinde DF' i¢ agiortay ve EF dig agiortaydir. ZDFC = ¢ = /BFEA ve
/DAC = £BAC = /BEF.
/BF /BA
/AEB+ /BEF = /AEF = ZAGF = ¢ + ¢ ve

2 2
LABF =180° — LBAF — Z/BF(C =180° - 2- LZAGF = LAFG = AGF = AF = AG dir.

P(x) = -1 ve Q(x) = 4+ 1 olmak iizere; (1, 1) = (1,3) ve her k igin, (241, ye1)'in ya (P(ax), Q) va
va da (Q(zk), P(yx)) ya esit oldugu ((zk, yx))ren dizilerini ele alalim. Bu dizililerden en az biri i¢in z,, = y,
ise n ye iyi say1 diyecegiz. Ttum iyi sayilar1 bulunuz.

Herhangi bir sonsuz uzunluktaki iiggen prizmanin, kesisimleri egkenar tiggen olacak sekilde bir diizlemle
kesilebilecegini gosteriniz.

Cozim 1:

Prizmanin tabam O(0,0,0), A(a,0,0), B(b,0,c) olsun.
p ve g degisken olmak iizere P(a,p,0) ve Q(b,q,c) noktalar aliniyor. AOPQ eskenar olacak sekilde (p, q)
ikilisi bulunabilirse, O PQ diizlemi aradigimiz diizlem olacak. OP = OQ = P(Q esitliginden
a+p =+ +f=0b-a)+(p-q*+
Uygun diizenlemelerle
P — ¢ Rirc2—q? = r
p? —2pqg = 2ab— a? = s

elde ederiz. ¢> = p? — r ifadesini ikinci denklemde yerine yazarsak

P’ =2p\/p* =1

= s
pPP—s = 2ppP—r
pP-s = Ar(p? 1)
p? = = deyip kare alirsak
(x—5)? = dx(x—r)
2?2+ 5% —2ws = 4a? —dar
3z2 —x(4r —2s)—s2 = 0
dr —2 dr —25)2 41252 2r — s+ /(2r — 5)2 + 352
p? = r—2s+ \/( g §)? +12s _ oSt (ST 8)* +3s > 0 oldugu icin denklem sistemini saglayan

p bulunur. Bunun yaninda ¢? = p? — r > 0 olmal.

q2:—r—s+ (ir—s)2+332 >0

& (2r — )2 + 352 > (r+s)?
4?2+ 52 —drs +3s2 > r? + 52 + 2rs
&3 +352 —6rs=3(r—s5)2>0

oldugu icin ¢ sayisi da bulunabilir.
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Cozim 2:

Bu geometrik problem, siirekli fonksiyonlar i¢in aradeger teoreminin ¢ok giizel bir uygulamasidir.

Ucgen prizmanin taban ayrit uzunluklarmmn a > b > ¢ oldugunu kabul edebiliriz. Ug¢gen prizmay: diizlemle
kestikten sonra agagidaki gibi yiizey aginimini yapalim.

Arakesitin bir ABC' egkenar {iggeni olmasini istiyoruz. Bunun igin |AB| = |BC| = |C A| = z olacak sekilde
bir x gergel sayisinin var oldugunu gostermeliyiz. Sekilde |BH| = V2?2 —a? = |KL|, |CK| = Va2 — b?,
|CL| = V2?2 — ¢2 dir. |CL| = |CK| + |K L] esitliginden

\/xQ—aQ—i—\/xQ—bQ—\/302—02:0...(1)

denklemi elde edilir. Bu denklemin bir x gercel sayis1 ¢oziimii oldugunu ispat edecegiz.

fl@)=vVa2—a2+ Va2 -2 — a2 —2...(2)

diyelim. Agikga f(a) < 0 dir. Eger f(a) = 0 ise zaten gostermek istedigimiz buydu, ispat tamamlanmig olur.
Bu ylizden f(a) < 0 olmas: halini géz 6niine alarak iglemlerimizi yapalim. Temel limit bilgilerimizle

lim f(z) =

Tr—r0o0
oldugunu gorebiliriz. Bu limit bize yeterince biiyiik bir pozitif z gergel sayisi igin f(xg) > 0 oldugunu soyler.
f fonksiyonu [c,00) arahiginda siirekli bir fonksiyondur ve f(a) - f(zo) < 0 oldugundan ara deger teoremi
geregince (1) denkleminin (a,z¢) araliginda bir x ¢éziimii vardir.

ABCD egkenar dortgeninin AB, BC,CD, DA kenarlan iizerinde MN || LK ve MN ile KL arasindaki
uzaklik ABCD nin yiiksekligine esit olacak sekilde sirasiyla M, N, K, L noktalar1 alimiyor. ALM {iggeni
ile NCK ftiggeninin cevrel cemberleri kesigirken, LDK {icgeni ile M BN iiggeninin cevrel ¢emberlerinin
kesigsmedigini gosteriniz.

Coziim:

(BMN) ¢emberi ile (DLK) ¢emberinin BD dzerindeki kiriglerinin uzunluklarinan toplaminan BD den daha
klicik oldugunu gosterecegiz. Bu mormalde ¢emberlerin kesismedikleri anlamina gelmez; ama bu soruda
cemberlerin kesigsmediklerini anlamina geldigini gosterecegiz.

Yine ayni noktadan yola ¢ikarak, (AML) cemberi ile (DLK) ¢emberinin AC iizerindeki kirislerinin uzun-
luklary toplamanan AC den ki¢iik oldugunu gdsterecegiz. Ilkinin aksine bu, iki ¢emberin kesistigi anlamaina
gelir.

(BMN) gemberinin merkezi Op, (DKL) ¢emberinin merkezi Op,
¢ de, D den gegen M N ye paralel olan dogru olsun.
B den M N ye ¢izilen dikmenin ayag1 P, KL ye ¢izilenin ayagi @Q, ¢ ye ¢izilenin de ayagi R olsun.
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BD dogrusu OgOp yi S de, MN yi X te, KL yi Y de kessin.

AB = BC =CD = DA =a, ZBMN =  ve ZBNM = 6 dersek dortgenin yiiksekligi h = asin (8 + 6)
olur. Basit ac1 hesaplariyla,

/BAD = 8 +6, /BAC = /DAC — g
/MBP =90° — g, sMBD = 2 =020 hpp_ ’52—9’

o 5_9 1.
/BOgM =20 — /MBOg =90° — 0 — ZOgBD = 5 elde edilir.

/BXM = /BYL = /KYD ve /YDK = ZXBM oldugu i¢in, ZYKD = /BMX = f, dolayisiyla da
/KLD = /ZBNM = 0 olur. Bu da ADLK ~ ABNM vyi gerektirir. BM = x ve DK = xk dersek,
benzerlikten dolay:

-0
BP =asinf, QR =xksinf8 , PQ =h ve BR=BD -sin/DBR = BD - cos ('B2>

elde edilecektir.

0 0 -0
BD = 2asin <B;r> oldugu i¢in, asin 8 + zksin 8 + asin (8 + ) = 2asin (ﬁ;) cos <ﬂ2> , biraz
diizenlemeyle
cos (M> ~ cos (W)
0 2 2
z(1+k) = 2asin(5;— ) S
_  9sin B+ 6\ 2sin (6/2) sin (6/2)
2 sin 8
elde edilir.
(BMN) ile BD nin kesigimi 7', (DKL) ile BD nin kesigimi U olsun.
/TNB=/MBT + /BNM = w +6=90°— (9_26>
xCcos (H) zkcos (H)
BT BM 2 2

= Bl =——~— 7 kil DU=———<olur.

sinZ/BNT sin /BNM = sin @ » benzer sekilde de DU sin @ ot
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(%)
COS T
BT + DU = :17(1+I<:)T
2sin (6) sin (9) cos <M>
= 2asin <B+0) 2 2 2
N 2 sin 8 sin 6

2asin <ﬁ+9) cos (9_6>
2 2
2cos (8/2) cos (6/2)
BD - cos <H)
2
cos (0 ; ﬁ) -+ cos </8 _2|_ 9)

o8
_ BT+DU _ o\ 2
BD o (0—5) <ﬂ+0>
cos | —— +cos | ——
2 2
9+ﬁ<180°:>§+g<90°:>cos (W) > 0 oldugu i¢in BT + DU < BD dir.

Bu durumda |BT| + |TU| + |UD| = BD olur.

TOp 1 MN ve UOp LKL oldugu igin OgOp dogrusu [TU] dogru parcasim kesecektir. Bu kesigim noktasina
S demistik. Bu durumda S € [TU] dur.

OpB = OpT oldugu i¢in, S noktast (BMN) digindadir. Bu durumda OgS > OpB. Benzer sekilde de
OpS > OpB dir. Buda (BMN) ile (DLK) ¢emberlerinin kesigmediklerini gosterir.l

(MAL) ile (NCK) gemberlerinin kesigtigi iddiasina gelelim.
(MAL) gemberi AC yi W da, (NCK) gemberi AC' yi Z de kessin.

AW+CZ > AC oldugunu gosterecegiz. Eger bu iddiamiz1 delillendirebilirsek, (ALM) ile (NCK') ¢emberlerinin
kesigtikleri agik.

ML MW
Elimizde WM = WL ve /ZMAL = 3+ 6 var. Bu durumda = ve Ptolemy’den

sin (8 + 0) sin <B+9)

2
(kosegenlerden biri agiortayken)

AM + AL

2cos (62—1—9)

AW - ML = MW (AM + AL) = AW =

Benzer sekilde

o7 — CN +CK
(=)
2cos | ——
2
elde edilir. Taraf tarafa toplarsak
AM + AL N K
AW + CF — + +CN+C

2cos (524-0)

Coztimiin ilk kisminda elde ettigimiz BD > BT + DU esitsizligini Ptolemy uygulayarak agarsak

olur.
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BM + BN+ DK+ DL  BM + BN + DK + DL

BD > BT + DU =

2¢c0os <W> 2¢in (M>
2 2
. +6 BM + BN + DK + DL
= 2a sin >
2 . <B+9)
2sin | ——
2
= dasin® <5‘2F9> >~ BM + BN + DK + DL
= 4a (1—(3082 (ﬂ;—@) ) > BM+ BN+ DK + DL
= 4a—(BM+ BN+ DK+ DL) > 4acos® | ——
= AM+ML+CN+CK > 2acos (6;9> 2cos <B2+9)
8+0
= AM +ML+CN+CK > AC-2cos —
N AW+ C7 - AM+AL+CN+C’K>AC

2cos (62M>

[f@x+y) = flz) = fly)l <1

olacak gekilde f : R — R fonksiyonu tammmlanmyor. Her z,y € R icin |f(z)—g(z)| < 1 ve g(xz+y) = g(z)+9(y)
olacak sekilde bir g : R — R fonksiyonun var oldugunu gosteriniz.

= (ALM) ile (NCK) kesigir.l

@ Her z,y € R igin

Coziim:

g(z) = lim 7‘72 (2"2)

n—o00 on
fonksiyonunun sorudaki sartlar1 sagladigini iddia ediyoruz.
Ik olarak, her z gercel sayisi icin limitin var oldugunu gostermeliyiz. Daha sonra ise tiim x reel sayilar igin
|f(x) — g(z)] <1 oldugunu kamitlamaliyiz. Oncelikle f icin verilen esitsizlikte x = y = 2™z yazdigimizda,
|f (2m T mg) — 2f (2Mag)| < 1 esitsizligini elde ederiz. Her iki tarafi 2m*! ile boldiigiimiizde asagidaki
esitsizligi elde ederiz:

1
- 2m+1 :

‘f (27*1zo)  f (2map)

2m+1 - am

Sabit herhangi bir z icin, sonsuz teleskopik toplami diiginelim:

00 f 2m+11, f 9m g
Z( (2m+l )_ (2m )>

m=0

Kismi toplamlarin mutlak degerini incelersek, licgen esitsizliginden,

o (f(@emte) fiem f(2mtiz)  f(em 1 1
Z ( (2m+1 ) - (2'mx)> < (2'm+1 ) - (27nx)>| S Z W =1- W < 1

m=0 m=0

n
33
m=0
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olacagindan, sonsuz teleskopik toplam yakinsiyordur. Ote yandan, tanim geregi, bu sonsuz toplam suna
egittir:

m=0

. n f 2nm+J, f om
lim 3 ( (2m+1z) 3 (me)) .
2"+1m)

Limit i¢indeki teleskopik toplam, (1‘(2n+1> — f(x)’e esittir, bu da yukaridaki limitin su sekilde yazilmasini

saglar:

n—oo

(e
lim <(2n+1) - f(x)) .

Simdi, sabit f(x) terimini limitin digina ¢ikararak su ifadeyi elde ederiz:

n+11
Qﬂ&ffw1)>‘ﬂ@'

Bu son ifadedeki dizi yakinsaktir, ayrica g(x)’i tammlamak igin kullanmak istedigimiz limitin tam olarak
kendisidir. Ayrica yukarida gordiigimiiz gibi, bu son miktar en fazla 1’dir, bu nedenle su esitsizligi elde
ederiz:

lg(z) — f(z)] <1

Simdi geriye her x,y i¢in g(z + y) = g(z) + g(y) oldugunu gostermek kaliyor. Su gozlemi yapalm:

oo+ 9) = o) = gty) = Jim ELII gy L) i LEC)
o £t ) - @)~ f @)
n— 00 2n ’

Verilen sarttan dolayi, n i¢in |f (2" (z 4+ y)) — f (2"x) — f (2"y)| < 1 oldugundan, bu ifadenin igindeki terim

f% ile QL arasinda olacaktir. lim QL = 0 oldugundan, sikigtirma kuralindan, yukaridaki ifadedeki limitin
n—oo

0 oldugu sonucuna variriz. Bu nedenle, g(z + y) = g(x) + g(y)’dir.

Kaynak: Mathematical Olympiads 2000 — 2001: Problems and Solutions from Around the World, Syf.
144-145.
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2001 gocuktan her biri pozitif bir tam say1 tutuyor ve tuttugu sayi ile kendi disindaki 2000 gocuktan is-
tediklerinin isimlerini defterine yaziyor. Defterler toplanip, her ¢ocuga, defterine isimlerini yazmig oldugu
cocuklarin tuttugu sayilarin toplamindan, kendisini listelerine dahil etmis olan ¢ocuklarin tuttugu sayilarin
toplami ¢ikartilarak elde edilen yeni bir say: veriliyor. Cocuklara verilen yeni sayilarin hepsinin birden pozitif
olup olamayacagini belirleyiniz.

Cozim 1:

Cocuklar hiicre olarak olarak diislinelim. Bir ¢; ¢cocugu, defterine ¢; cocugunun ismini yaziyorsa, ¢; den c;
ye yonli bir bag olugturalim. ¢; cocugu da ¢; yi defterinde yazmigsa, ¢ dan ¢; ye yonli bir bag olusacak.
¢; nin puani, kendisinden ¢ikan baglarin kars: taraflarindaki sayilarin toplamindan kendisine gelen baglarin
kars: taraflarindaki sayilarin toplami gikarilarak bulunuyor.

Her hiicrenin su sekilde boliindiigiinii varsayiyoruz. Bir ¢ocuk n sayisini tutmussa, onun hiicresi tutulan
sayillarin 1 oldugu n kiigiik hiicreye boliiniiyor. Baglangictaki ¢ocuk hiicresine gelen ve giden baglarin, n
kopyasi olusturulup, kiigiik hiicrelere baglaniyor. Bu kiiciik hiicrelerin puanlari, ata hiicrenin puani ile aynidir.
Cunki, gelen baglar ile giden baglar, tamamen 6nceki ile ayni. Bu durumda n sayisinin tutuldugu p puanlh
bir hiicre boliindiigiinde, 1 sayisinin tutuldugu p puanh n adet hiicre oluguyor.

Diger taraftan, bu boliinen hiicreden habersiz hiicrelerin puanlarinda da bir degisiklik olmamigtir. Boliinen
hiicrenin ¢; oldugunu, ¢; nin ¢; yi defterine yazdigini, ¢, nin da ¢; yi defterine yazdigini varsayalim. c¢; nin
puani p; hesaplanirken ¢; nin tuttugu say: ¢ikariliyordu. Simdi ¢; de tutulan say1 degil de ¢; kadar 1 sayisi
cikarilacak. Sonugta p; degismeyecek. Benzer durum py, icin de gegerli. p; hesaplanirken, ¢; de tutulan say:
toplaniyordu. Simdi bu say1 degil de bu say1 kadar 1 toplanacag: igin pi da degismeyecek. Demek ki, yukarida
anlatildig1 gibi bir boliinme islemi sonucunda, diger hiicrelerdeki puanlar degigmiyor.

Tim hiicreler boliindiigii zaman, elimizde tutulan sayilarin 1 oldugu bir siirii kiigiik hiicre olugacak. Bu
hiicrelerin puanlar1 baglangigtaki py, po, ..., p2oo1 puanlarindan farkl degil.

Her hiicrede tutulan say1 1 oldugu igin, puan hesabinin g6yle yapildigi kabul edebiliriz: Bir hiicrenin puani,
giden baglarmin sayisi ile gelen baglarinin sayisinin farkidir.

Bu durumda, bir hiicrenin puaninda (+) olarak hesaplanan giden bag, karsidaki hiicrenin puani hesaplanirken
(—) olarak igleme tutulacagindan, tiim puanlarin toplami 0 dir. Bu durumda puanlarin hepsi birden pozitif
olamaz.

Coziim 2:

a; ile 7 nolu ¢ocugun tuttugu sayiy1 gosterelim.

p; ile 7 nolu gocuga verilen sayiy1 gosterelim. Bu sayiya ¢ nolu ¢ocugun puam diyelim.

Soruda, bizden p; lerden en az birinin pozitif olmayacagini gostermemiz isteniyor.

q; = a;p; ile de 7 nolu ¢ocugun agirhklh puanmim gosterelim. a; pozitif oldugu icin ¢; ile p; nin igareti ayni
olacaktir.

i nolu cocugun j nolu ¢ocugu defterine yazdigini diigiinelim.

g=a; ((--+a+--)—(-))veg=a;((-+-)—(---+a;+---)) olacagi igin > g; = 0 olacaktur.
i=0
Bu durumda en az bir ¢; pozitif degildir. Dolayisiyla en az bir p; pozitif degildir.

O merkezli birim ¢emberin AB ¢apma, |OT| > 1 olacak gekilde segilen bir 7' noktasinda teget olan bir
cember, birim g¢emberi C' ve D ile gosterilen farkli iki noktada kesiyor. O, D ve C' noktalarindan gecen
gemberin AB dogrusunu O diginda kestigi nokta P olmak {izere,

|PT?

PA|-|PB| = —>

IPAJ- IPB| = 5o

oldugunu gosteriniz.
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Coziim 1:

(CDT) gemberinin merkezi @ olsun. OQ dogrusu (OCD) gemberini R de kessin. OR, (OCD) ¢emberinin
gapidir. Bu durumda RP 1 AB dir.

0(0,0), A(1,0) ve Q(a,r) olsun.
(0,1): 22 +y*>=1ve (Q,r): (x —a)? + (y — r)? = r? olacaktir.

2 = 2 denklemlerini saglar.

C(wx1,1) noktast 22 +y? =1 ve (v —a)? + (y1 — 1)
x%—&—aQ—QaJcl +y%+r2—2y1r:r2:>a2+1:2am1+2ry1.

OC 1 RC oldugu i¢in RC nin egimi m = e RC dogrusunun denklemi y = _n, + k olur.

Y1 W
2 .2
1
C(z1,y1) noktasini denklemde yerine yazarsak; k = y; + o T, = TEYL —.
Y1 Y1 hn
B 1
Oyleyse RC' : y = _n, + —.
Y1 Y1

r
OQ:y=--z

a

1
OQHRC:{R}:>::U<T+$1>
Y1 a Y1
2a
= a=(ry; +ary)r = 241 = .
2
Buldugumuz = degeri R noktasinin apsisi, yani OP = 2;:1.
a
2a 2a (a—1)%(a+1)?
PA-PB=(1—-——+)[(1 =
( a2+1> ( +a2+1> (a +1)?
2a
PT 7 211 2 =1 (a—1)(a+1)
Diger taraftan — = =1- = = |
iger bataltall 5 a a?+1 a?+1 a?+1
Coziim 2:
CD ile AB dogrular1 S de kesigsin.
S noktasimin ¢emberlere gore kuvvetini yazarsak
ST? =S8C-SD=SP-SO=SA-SB (1)

elde ederiz.

Noktalarin AB dogrusu tizerindeki diziligini B, O, P, A, S, T seklinde kabul edip BO = OA=r =1, OP =z,
ST =y ve OT = d diyelim.

SP=d—-y—xz,S50=d—y, SA=d—y—r, SB=d—y-+r olacaktir. (1) de yerine yazarsak

Y =d-y-2)d-y)=(d-y-r)(d-y+r) (2)
elde ederiz.
Biraz diizenlemeyle y? = (d — y)? — 2(d — y) = (d — y)? — r? elde ederiz.

B lladall - ve - elde ed]hl . yl y()k edelﬁek - 2 ) elde edeIlZ.
— — 3 —

PT? PA-PB  PT?
Bizden istenen PA - PB = —— oldugunu gostermemiz. Aslinda bizden = oldugunu goster-
OT1? r2 0712

memiz isteniyor.

Tabii gu agamada bu bir iddia.
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PA-PB=r?—-0P? =7r%—2? dir. PT = d — x oldugu icin
r2—22 9 (d—x)?
2 @2

=) 0+7)

(d—x2)? (1 37)2

esitligini gosterecegiz.

d

T 2dr T 2r2
e O e
r dZ4+r? d d241r?

r2—x2_ 1 2dr L+ 2dr _(d—r)2(d+r)2_ a2 —r2\?
r2 - d2 +r2 d2 +r2 - (d2—|—7“2)2 - d2 + 72

d— )2 92 2 d? — r2 2
Q = (1 — d2—7|ﬁ—7"2) = (dQ—i-:?> elde ederiz. Bu da iddiamizin dogru oldugu anlamina gelir.

degerlerini yerine yazarsak

Coziim 3:

CD ile AB dogrulan S noktasinda kesigsin. ST? = SD - SC.

S den AB gapli gembere ¢izilen teget cembere K da dokunsun. (Cizim kolaylig: agisindan K ile C' noktalar
AB dogrusunun farkh taraflarinda olsun.) SK? = SD - SC.

S noktasinin (O, C, D, P) ¢emberine gore kuvvettinden SP- SO = SD - SC = SK? oldugu ve ZOK S = 90°
oldugu i¢in KP 1 OS dir.

TK dogrusu ile AB ¢apli ¢cember ikinci kez L noktasinda kesigsin.

SK = ST oldugu i¢in ZSTK = ZSKT.

ZOLK = ZOKL =180° — (90° + ZSKT) = 90° — ZSKT oldugu i¢in LO L OT.

Bu durumda PK || OL olur. Benzerlikten Z—Iz = % olacaktir.

PA-PB  PT?

OL2 e olacaktir.

AB capli cemberde kuvvetten PK2 = PA - PB oldugu icin

OL =1 oldugu igin ispat biter.

Tim z,y, z tam sayilar: icin,
S(z,y,2) = (xvy — vz,y2 — yz, 22 — 2Y)
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olsun. a, b ve ¢, abc > 1 kogulunu saglayan tam sayilar olmak iizere, 0 < k < abc ve her n > ng tam sayisi
icin
S"t*(a,b,¢) = S™(a,b,¢) (mod abc)
kosgullarini saglayan ng ve k tam sayilarinin bulundugunu gosteriniz.
(S' = S ve her m > 1 tam sayis1 igin, S™+! = S o S™)
((u1,u2,us) = (v1,v2,v3) (mod M) <= u; =v; (mod M)(i =1,2,3).)

Coziim:

Soruda sorulan aslinda, belirli bir i = ng degerinden sonra S* dizisinin periyodik oldugu ve bu k periyodunun
abc den ¢ok olmadigr.

S™0 = (0,0,0) (mod abc) olursa, her k > 1 igin S™+* = (0,0,0) olacagi icin ng ve k sayilar1 bulunuyor.
Higbir ng degeri i¢in S™ = (0,0, 0) olmadigini varsayalim.

Bu durumda, S nin alabilecegi (abc)® — 1 farkh deger vardur.

S,52, ..., 8" dizisinden S' = $9 olacak sekilde iki eleman bulunabilir. |i — j| < a3b3¢® dir. §* = S ise
her k > 0 icin S™* = §7** dir. Bu durumda S nin periyodu icin 0 < k < a®b3c? esitsizligi saglanir.
Aslinda egitsizligi daha da daraltabiliriz.

St = (ab — ac, bc — ba, ca — cb) oldugunu biliyoruz. S° = (a, b, ¢) olarak tanimlayalim.

59 = (a, b, c) ise her S’ ficliisiiniin ilki a'nin bir katidir; ciinkii S* = (ab — ac, be — ba, ca — cb) (Ilk parametre
a ile boliindiigii icin bundan sonra S® nin de ilk parametresi yine a ile boliinecek).

Ayni sey ikinci ve tiglincii parametreler icin de gegerli.

modabe de, ilk parametreyi segmek icin bc segenek var. Bu durumda deger kiimemiz en fazla be - ac - ab =
a?b?c? elemanl olacaktir.

Aslinda daha iyisini yapabiliriz.

S tgliisiiniin parametreleri toplami ab — ac + bc — ba + ca — ¢b = 0 oldugu igin, S nin ilk iki parametresini
sectigimizde ticlincli parametre otomatik olarak —a — b mod abc ye denk olacaktir.

Oyleyse, deger kiimesi en fazla be - ac = abe - ¢ elemanh olacaktir. Aslinda, bu deger abc - min(a, b, ¢). Bu
¢irkin min den kurtulabilir miyiz?

Daha iyisi de var.

Ik parametre a nin bir kati, ikincisi b nin bir kati, {iglinciisii de ¢ nin bir kat1 ve toplamlar1 0; ama az 6nce
biz daha fazlasim saydik. Her (a,b) cifti igin, ¢ degerini a + b+ ¢ = 0 (mod abc) denkligi ile bulduk; ama
igiincii parametre her zaman ¢ nin bir kat1 olmadi.

Iddia:

obeb(a,b,c) = 1,0 < o < rbc ve 0 < y < rac olmak iizere; ax + by = 0 (mod ¢) denkliginin r2abc tane
¢Ozimii vardir.

ispat:

obeb(b, ¢) = d olsun. Tanim geregi, obeb(a,d) = 1.

x = 0 olsun.

by=0 (mod¢)=d-%-y=0 (mod c).

=2.9y=0 (mod £) =y =0 (mod ).

Oyleyse, z = 0 icin y lerin say1s1 22¢ = rad dir.
d

ax + by = 0 (mod d) ve b = 0 (mod d) oldugu igin, ax = 0 (mod d) dir. Ayrica obeb(a,d) =1, z =0
(mod d).
rbe

x lerin sayis1 da “3F.

C

Bu durumda (z,y) swali tam say: ikililerinin sayist, % -rad = r?abc olacaktir. W
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Soruya geri donelim. obeb(a, b, c) = r ve a = ra, b = rf, ¢ = rf. Yani obeb(a, §,6) = 1 olsun.
S% = (a,b,c) = St = (rarB — rarf,rBro — rBra, rora — rorf).
2

« nin bir kat1 olacag i¢gin, ilk parametreyi segmenin Ta’;ﬁ o — r30

abc = r3a B0 ve ilk parametre her zaman r Py

yolu vardir.
Yukaridaki iddiay:1 kullanirsak,

obeb(a, 3,0) = 1,0 < x < rB6, ve 0 < y < raf olacaktir. Bu durumda 7?a30 adet ¢oziimiimiiz vardr.
r2apl < r3apl = abe.

Sonug olarak, S? dizisi, en fazla abc farkli deger alabilir. B

5% = 1+ 4y + y* esitligini saglayan tiim (z,y) sirah tam say ikililerini bulunuz.
Coziim:

y tek olursa sag taraf ¢ift olur bu imkansiz.

y ¢ift olmali. o zaman sag taraf 8’e boliintince 1 kalanini verir ki sol taraf da ayni kalani vermeli x ¢if olmali.
sol taraf tamkare olur.

Sag taraftaki ifadeyi tamkare olmasina gore inceleyelim.

(i) y > 0ise
(> +2° >y + 4y +1> (y°)°
yt+4y+ 1= (y*> + 1)? olmal.

2% —4y =0

y=0,y=2
y=0=y'+4y+1=1=5"
x = 0 olur.

y=2=y* +4y+1=25=5"
x = 2 olur.

Buradan (z,y) = (0,0) ve (z,y) = (2,2) bulunur.
(ii) y < 0 ise a > 0 olmak lizere a = —y diyelim.
yr4dy+1l=a*—4a+1
a = 1,2 icin ¢oziim gelmez a > 2 alabiliriz.
(a2 +1)?2 >a* —4da+1> (a® — 1)?
a* —4a + 1 = (a®)? = a* olur. Buradan a tamsay1 olmaz ¢oziim gelmez.

Tiim ¢oziimler (z,y) = (0,0) ve (x,y) = (2,2) olur.

Dar agili bir ABC iiggeninin yiiksekliklerinin kesigim noktasi H, [AC] kenarinin orta noktasi1 da D olsun.

DH dogrusunun, ABC ii¢geninin gevrel gemberi ile [BH]| ¢apli cemberin bir kesigim noktasindan gegtigini
gosteriniz.
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Coziim:

BH capli cemberin merkezi E ve ABC ti¢geninin ¢evrel cemberinin ikinci kez kestigi noktaya da R diyelim.

BH
Euler bagmtisindan |OD| = 5 oldugunu biliyoruz.

OD || BH oldugundan, ODHE paralelkenardir.O halde OF || DH dur.

O ve E gemberlerin merkezi oldugundan, |OB| = |OR| ve |EB| = |ER)| esitlikleri vardir. Buna gére OE | BR
ve BH ¢ap oldugundan HR 1 BR dir. Buradan da OF | HR oldugunu gériiyoruz. OF dogrusuna H
noktasindan cizilen paralel dogrular ¢akigiktir. O halde D, H, R dogrusal noktalardir.
@ Her z gercel sayis1 icin,
x
fla—f@) =3
kogulunu saglayan stirekli bir f : R — R fonksiyonunun bulunmadigini gésteriniz.

Coziim:

g(x) =x — f(x) olsun. f(g(x)) = g ve f siirekli oldugu i¢in g de sureklidir.

) = @) -2
@) = g
() ¢
R -
_ Pw-gl) _ —r
4 4
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g artan olsun.

4 > 0
g(4) > g(0)
g*(4) > ¢*(0)
g%? > f@)

T 71

Bu durumda g azalandir.
4 > 0

g(4) < g(0)
g%? > f@)o
9(4)—5 > 9(0)—5

g(4) > g(0)+2>g(0)

oldugu icin g azalan olamaz. Bu durumda siirekli g fonksiyonu bulunmaz. Dolayisiyla da f fonksiyonu
bulunmaz.
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a ve b farkh tam sayilar olmak iizere, ab(a + b) sayist a? + ab + b? ile béliiniiyorsa,
la —b| > Vab

oldugunu gosteriniz.
Coziim:

Oncelikle a ve b'nin isaretleri ayni degilse
la—b] >0> Vab

olacagindan ispatlanacak bir sey yoktur. Isaretleri ayniyla (a,b) yerine (—a, —b) yazarsak da boliinebilme

saglanmaya devam edeceginden a, b > 0 kabul edebiliriz. Genelligi bozmadan b > a olsun. k£ > 0icin b = a+k
yazarsak,

abla+0b)  ala+k)(2a+ k)

a2+ab+b%  3a%+ 3ak + k2

ez

olmahdir. (a,k) = d diyelim. a = du ve k = dv olacak gekilde aralarinda asal u,v pozitif tamsayilar1 vardir.

Bu durumda
du(2u? + 3uv + v?)

3u? 4 3uv + v?

ez

olacaktir.
(u, 3u® + 3uv + v?) = (u,v?) =1

(2u? 4 3uv + 0%, 3u® + 3uv + v?) = (u?,3u® + 3uv +0?) =1
olacagindan 3u? + 3uv + v? | d olmalidir. Eger m pozitif tamsayisi icin d = (3u? + 3uv + v?)m yazarsak,
(a,b) = (u(3u® + 3uv + v*)m, (u + v)(3u? + 3uv + v?*)m)

olur. Ispatlamamiz gereken esitsizlik de

la —b]* > ab <= v*(3u® + 3uv + v?)*m® > u(u + v)(3u® + 3uv + v*)*m?

— v*(3u? + 3uv + vH)m > u(u + v)
olacaktir. u, v, m pozitif tamsay1 oldugundan,
03 (3u? + 3uv + v¥)m > (3u? + 3uv +v?) > 3u(u +v) > u(u +v)

olur. Esitsizlik dogrudur.

Bir ABC {i¢geninde ABC nin aglortay1 [AC| yi D de; BCA nm aglortay1 [AB] yi E de kesiyor. BD ve CE
dogrularmin kesisim noktas1 X olmak fizere, |BX| = v/3|XD| ve | XE| = (v/3 — 1)|XC| dir. ABC {icgenin
i¢ agilarinin 6Slgiilerini bulunuz.

Coziim:

I¢ merkezin aclortay1 bolme oramndan

|IBX| a+c

_— = = 3
x|~ b5 -V
ICX| a+b 1

XEl ¢ VBl
Yazilan iki denklemi birbirine egitlersek
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bulunur. Denklemlerden tekrar faydalanip a = g elde edilir.

Buna gore ABC iicgeninin kenarlarinm orani a : b:c=1:+/3:2 dir.
Bu oranlar ZA = 30°, ZB = 60°, ZC = 90° olan iiggene aittir.
ai,...,a, gergel sayilari ile n pozitif tam sayisi verildiginde,

n

m
2 ai— D ail <
i=1

1=m-+1
olacak bicimde m ve k pozitif tam sayilar: bulundugunu gosteriniz.

Tim gergel sayilar iizerinde tanimh bir f fonksiyonunun en az iki simetri merkezi varsa, bu fonksiyonun bir
dogrusal fonksiyon ile bir periyodik fonksiyonun toplami seklinde yazilabilecegini gosteriniz.

[Her = gercel sayisi igin f(a—2z)+ f(a+x) = 2f(a) olacak bigimde bir a gercel sayis1 varsa, (a, f(a)) noktasina
f fonksiyonunun bir simetri merkezi denir.]

Bir A noktasinda igten teget iki gemberden kiigiik olam iizerinde A dan farkl bir C' noktas1 aliniyor. Biiyiik
gember, kii¢iik cembere C' den ¢izilen tegeti D ve FE noktalarinda; AC dogrusunu da A ve P noktalarinda
kesiyor. PE dogrusunun A, C' ve E den gegen gembere teget oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Cemberlerin merkezleri digtan ice dogru O; ve O3 olsun. A teget noktas1 oldugundan, O; — O2 — A noktalar
dogrusaldir.

|O2A| = |02C| ve |01 A| = |01 P| oldugundan O5C || O, P dir.
Buna gore, O2C L DE oldugundan O1P L DE olup bu |PD| = |PE| oldugu anlamia gelir.
O halde , ZPAFE = /PED dir.

@ n > 1 olmak iizere, uzayda, herhangi dérdii diizlemdes olmayan 2n + 1 noktay: birbirlerine birlestiren dogru
parcalarini kirmizi, beyaz ya da maviye boyuyoruz. Bu nokta kiimesinin bir M altkiimesine, eger her a,b € M
i¢in xgx1,x122,...,2—121 dogru parcalar1 aymi renkte olacak bicimde, M ye ait a = xg,x1,...,27 = b
noktalar1 varsa, bir tek-renk baglantili altkiime diyoruz. Boyama iglemi nasil yapilirsa yapilsin, mutlaka &
elemanl tek-renk baglantih bir altkiime oluguyorsa, k nin alabilecegi en biiylik degeri bulunuz. (I > 1)
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M = {(a,b,c,d)|a,b,c,d € {1,2,3,4} ve abed > 1} olsun. Her n € {1,2,...,254} i¢in
lan+1 = an| + b1 = bn| +cn1 — cn| + |dny1 — dn| =1

kogulunu saglayan ve iginde M ye ait her elemanin tam olarak bir kez gectigi bir (a1, b1, ¢1,d1), (ag, ba, ca, ds),
.+, (@255, bass, cass, doss) dizisinde ¢; = dy = 1 ise, (a1, b1) ikilisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Kosegenleri K noktasinda kesigsen konveks bir ABC'D dértgeninde L € [AD], M € [AC], N € [BC] noktalari,
KL | AB, LM || DC, MN || AB kosullarim sagliyorsa,

Alan(KLMN) - 8
Alan(ABCD) 27

oldugunu gosteriniz.

Biitilin terimleri dogal sayilarin 1 den biliylik kuvvetleri olan

(a) 2003 terimli

(b) sonsuz

bir aritmetik dizi var midir?
Cozim:

a) Evet, boyle bir aritmetik dizi vardir. Bunun i¢in 6ncelikle 3 terimli bir dizi olugturalim, 2 terim i¢in (8, 9)
ornektir. (1,2,3) dizisiyle baglayip, her terimi k ile garparsak yine bir aritmetik dizi elde ederiz. Dolayisiyla
k,2k ve 3k'nm {iciiniin birden dogal sayilarm bir kuvveti olmasini saglamaliyiz. k = 2% - 3° dersek, (a, b),
(a+1,b) ve (a,b+ 1)’nin iigintin birden 1’den biiyiik olmas: gerekir. a = 20, b = 24 segersek,

L — 020324 _ (25 .36)4

ok = 221.3% = (27 35)°
3k — 220 . 325 _ (24 . 35)5

olacagindan 3 elemanl bir dizi bulmug oluruz. Simdi tiimevarimla bu sart1 saglayan n elemanl bir dizi varsa
n + 1 elemanl da oldugunu gosterelim.

(a1,aa2,...,a,) bu sart1 saglasin. ¢ = 1,2,...,n icin dyle t;,b; > 1 tamsayilar vardir ki a; = t?"' dir. B =
biby - -- b, icin tiim terimleri k® gibi bir say1 ile carparsak dizinin 6zelligi bozulmaz. Carpmadan énceki
aritmetik dizinin sonraki terimi a,, ;1 ise a,41k?’yi bir dogal saymin 1’den biiyiik kuvveti haline getirmeliyiz.
Gpt1 = pTipe?---pim geklinde asal carpanlarina ayrilsin (p;’ler farkli). k’y1 da p; asallarindan olugacak
sekilde secmeliyiz. Ornegin, k = p? Ip5? - - pPm segersek,

(al"_BBlan—’_BBQv"' 7am+Bﬂm) >1

olursa a,1k? de bir dogal sayimnin 1’den biiyiik kuvveti olur. a;’ler ve B ile aralarinda asal bir ¢ asali secelim
ve

a;+ BB =0 (modq) <= B =-a;B~' (mod q)

olarak B;’leri secelim. Bu durumda a, 1k sayis1 da bir dogal saymin ¢. kuvveti olur ve boylelikle, istenilen
sartlar1 saglayan n + 1 terimli bir aritmetik dizi elde etmis oluruz. Ttimevarimdan herhangi bir n pozitif
tamsayisi i¢in n elemanli ve her elemani bir dogal sayinin 1’den biiyiik kuvveti olan bir aritmetik dizi vardir.

b) Hayir, yoktur. Aksini varsayalim ve (a,,)5° ; aritmetik dizisinin her elemani bir dogal saymin 1’den biiyiik
bir kuvveti olsun. Dizinin ortak farkina d dersek, dizinin her terimi a; + nd formatindadir. Eger (a;,d) = ¢
ise a1 = cu ve d = cv olacak sekilde aralarinda asal u,v pozitif tamsayilar: vardir. Bu durumda dizinin her
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elemani ¢(u + nv) formatindadir. (u,v) = 1 oldugundan (u + nv) formatinda sonsuz asal say1 vardir. Bu Di-
richlet’in aritmetik dizilerdeki asallar teoremi olarak da bilinir. ¢ sayis1 bu asallarin hepsini igeremeyeceginden
dolay1 en az bir u + nv formatindaki p asal sayisi igin (¢,p) = 1 olacaktir. p’yi elde etmemizi saglayan n
degeri igin

Gpy1 = a1 +nd =c(u+nv) =cp

sayisi p’ye boliiniip, p?’ye boliinmediginden hicbir dogal saymin birden biiyiik bir kuvveti olamaz. Bu bir
geligkidir, boyle bir dizi yoktur.

(22 +y?)% + 2t (2% +y?) = t2y? denkleminin x,y pozitif tam sayilar olmak iizere bir ¢éziimiiniin bulunmasini
saglayan en kiigiik ¢

(a) pozitif gergel sayisim

(b) pozitif tam sayisim

bulunuz.
Coziim:

Ifadeyi tek tarafta toplayip t’ye bagl bir denklem elde edelim.

(2® +9°) £ (2° + ) V2% + o2

y2

T
t2y® —2taw(a® +y%) — (2 +y°)° =0 = tip =

olur. ¢'yi iki gikta da pozitif istedigi i¢in pozitif kabul edebiliriz. Bu durumda /22 + y? > 2 oldugundan tek
¢OzUm
(2 +y*)(z + /2% + y?)

t:
y2

olmalidir.

a) t lizerinde tamsay1 olma gibi bir kogul olmadigindan sadece ifadeyi kiigliltmemiz gerekmektedir. Ifade z’e
gore artan oldugundan, en kiiciik degerini z = 1 iken alacaktir. Dolayisiyla en kiigiik ¢ degeri igin

At +y3)(1+ /14 y?)
y2

‘nin en kiiciik degerini arayalim.

olmalidir. y? = a diyelim. f : [1,00) ve f(a) = % Vita)

ava+1-2(a+1+1)
2a2

f'(a) =

olur. f’(a) = 0 olmasi igin

ava+1—-2(vVa+1+1)=0 = a=3

olmalidir. Bu noktada f’in lokal minimum oldugu goriilebilir. Yani

Lo )0+ V1492
y2

ifadesinin en kiiciik degeri y = 1 veya y = v/3 etrafinda elde edilir ¢iinkii y = v/3 olamaz ama ifade bu degere
yaklagtikca kiigiilecektir. Dolayisiyla sadece y = 1,2 durumlarini denemeliyiz. y = 2 i¢in daha kiiclik oldugu
gosterilebilir. Dolayisiyla ¢'nin alabilecegi en kii¢iik deger x = 1 ve y = 2 igin

L _B+5Vs
mm—T

elde edilir.
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b) Bu kisimda t tamsayi olacagindan /22 + y? de tamsayr olmahdir. (z,y) = d igin © = du ve y = dv
yazarsak, u? + v? hala tamkare olacaktir ve

d(u?® + v?)(u + Vu? + v?)

v

t=

elde edilir. (u,v) = (m? —n?,2mn) veya (2mn, m? —n?) formatinda olmaldir (m ve n aralarinda asal, birisi
Gift say1.)

(u,v) = (m? — n? 2mn) ise
d(m? + n?)?
2n?
elde edilir. m? + n? tek say1 oldugundan (m? + n?)? ve 2n? aralarinda asaldir ve d = 2n?k formatinda

olmalidir. En kii¢ciik durum i¢in k£ = 1 segersek,

t:

(z,y,t) = (2n*(m? — n?),4mn®, (m* 4+ n*)?)

elde edilir. Bu durumda en kii¢iik ¢ tamsayis1 (m,n) = (2,1) igin 25 olacaktur.

(u,v) = (2mn, m? — n?) ise
. d(m? + n?)?
- (m—n)?

olur. ((m —n)2,m? + n?) = (2mn,m? + n?) = 1 oldugundan (m — n)? | d olmahdir. En kiiciik deger icin de
d = (m — n)? se¢meliyiz. Buradan da

(z,y,t) = (2mn(m —n)?, (m* — n*)(m —n)*, (m* + n*)?)
elde edilir. En kiigiik ¢ igin yine (m,n) = (2, 1) se¢meliyiz. Buradan da ¢'nin en kiigiik degeri 25 elde edilir.
Sonug olarak ¢ tamsay: ise olacaktir.

A, O merkezli bir gemberin iistiinde bir nokta ve B de [OA] nin orta noktasi olsun. C ve D, ¢cember istiinde

ve OA dogrusunun aym tarafinda, CBO = DBA kogulunu saglayan noktalar olmak {izere, [C'D] nin orta
noktasinin B ye gore simetriginin yine cember iistiinde oldugunu gosteriniz.

Co6ziim 1:

[C'B nin uzantist cemberi K da kessin. ZKBO = ZDBO oldugundan, |BK| = |BD| dir. Buna gore; OBK
tiggeni ile OBD eg iiggenler ve ZBKO = ZBDO dir. |OK| = |OC| den Z/ZBKO = ZBCO olup OBCD
dortgeninde ZBCO = ZBDO aaq iligkisinden dolayr OBCD bir kirigler dértgenidir.
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Bu dortgende Ptolemy teoremini uygulayalim.

|BC|-7+|CD| - 5 = |BD| -7 = |DE| = |BD| - |BC| (1)

bulunur.

BC'D iiggeninde kenarortay teoremini uygulayalim.

|BC|? + |BD|?* = 222 + 2|DE|? (2)

Cemberde B noktasina gore kuvvet yazarsak,

32
|BC| - |BD| = e (3)

(1) nolu denklemde iki tarafin karesini alip (2) ve (3) nolu denklemleri kullamirsak

3

|DE|* =
2

— 222 (4)
olur.
Son olarak OFEF iiggeninde OB kesenine gore Stewart teoremini yazalim.

2 xz-r?’4y-|OFE? xr? +yr? — |DE|?

4: z+y W= T+y e

(4) nolu esitligi kullanarak,

3r2
(x—y)(T+$l/)=0:>$=y

dir.

Coziim 2:
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[CB nin 1gm1 ¢emberi K da kessin. ZKBO = ZDBO oldugundan, |BK| = |BD| dir. Buna gore; OBK
tiggeni ile OBD eg iiggenler ve ZBKO = /ZBDO dir. |OK| = |OC| den ZBKO = ZBCO olup OBCD
dortgeninde ZBCO = ZBDO aq iligkisinden dolay1 OBC'D bir kirigler dortgenidir.

CD ile OA dogrusunun kesim noktasit 7' olsun. T' noktasin sirasiyla (BODC) ve (FADC) ¢emberlerine
gore kuvvetini alalim.

r
[TC|-|TD| = (ITAl + 5)(ITA| +7) (1)
ve
|TC| - |TD| = |TA|(|TA|+ 2r) (2)
(1) ve (2) den |TA| = r olur. ZOET = 90° oldugundan |OA| = |AT| = |AE| = r dir.
ABE ve FBO ficgenleri |AB| = |0B|,|AE| = |OF|,ZFBO = /ABE ve ZOFB < 90°, ZAEB < 90°
oldugundan eg iiggenlerdir. Bu eslige gore, |F'B| = |BE]| dir.

@ Her n pozitif tam sayist igin, p(n), terimleri toplami n ye esit olan ve azalmayan pozitif tam say1 dizilerinin
sayisini gostermek tlizere

14+p(1)+p@2)+---+p(n—1) < Von
p(n) -

oldugunu kanitlayiniz.
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11 x 11 satrang tahtasi bir tane [J ve kirk tane OO ile kapatilirsa, [J geklinin tahtadaki hangi karelere
gelebilecegini belirleyiniz.
P, ABC fiiggeninin i¢ bdlgesinde bir nokta ise,
min{|PA|,|PB|,|PC|} + |PA| + |PB| + |PC| < |AB| + |BC| + |CA]

oldugunu gosteriniz.
Coziim:

Digbiikey ABC'D dértgeni igerisinde bir P noktasi alalim.
AP ya [BC] yi kesecek, ya da [C'D] yi kesecek.

[BC] yi F de kesen noktalardan biri @ olsun.

AQ+QB < AQ+QF +FBLAF+FB<AC+(CB<AD+DCH+CB
AP, [CD] yi E de kessin.

AP+ BP< AP+ PE+EB=AE+EB<AD+DE+EC+CB=AD+ DC+CB
Bu durumda digbiikey ABC' D dortgeni igerisinde alinan her P noktas igin,

AP+ BP < BC+CD + DA.

D, E, F noktalan sirasiyla BC, AC, AB kenarlarinin orta noktalar: olsun. AEF {iggeni igerisinde (ya da
tizerinde fark etmez) bir P; noktasi, aym sekilde BDF ii¢geni igerisinde P5 noktasi, C DE iiggeni igerisinde
P5 noktasi, DEF tiggeni igerisinde de P4 noktasi alalim.
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P; noktasi igin ABDFE dortgeninde AP, + BP; < AE + ED + BD bagmtisi1 vardir.
Py noktasi i¢in ACDF dortgeninde AP, + CPy, < AF + F'D + DC bagmtisi vardir.
Taraf tarafa toplarsak

AP, +BP,+CP + AP, < AE+FD+AF+ED+BD+ DC < AC+ AB + BC

elde ederiz. Bu durumda

Hlln{APl,Bpl,CPl}—FAPl—FBPl+CP1SAP1+BP1—|—CP1+AP1<AC—|—AB+BC

olacaktir.
P; noktasi i¢giny ABDFE ve BCEF dortgeninde elde edilen esitsizlikler taraf tarafa toplandiginda

mlH{APQ,BPQ,CPQ}—f—APQ—FBPQ+CP2SAP2+BP2+CP2+BP2<AC—|—AB+BC

Pj noktasi igin, ACDF ve BCEF dortgeninde elde edilen egitsizlikler taraf tarafa toplandiginda

mlH{Apg,BP3,0P3}+AP3+BP3+CP3SAP3+BP3+CP3+CP3<AC+AB+BC

elde edilir.
P4 noktasi igin, ABDE, BCEF, ACDF dortgenlerinden herhangi ikisini segtigimizde,

min{AP4,BP4,CP4} +AP4+BP4+CP4 SAP4—|—BP4+CP4+H1&X{AP4,BP4,CP4} <AC+AB—|—BC

elde edilecektir.
Yani her P i¢ noktasi igin,
min {|PA|, |PB|, |PC|} + |PA|+ |PB|+ |PC| < |AB| +|BC| + |CA]

Not:
Bu soru IMO 1999 Shortlist’indeki G1 numarali sorunun aynisidir.

n pozitif bir tam say1 olsun. Hangi n + 1 < r < 3n + 2 tam sayilar igin,
arbf + agbh + ...+ anbt, =0 (1<k<n)
kosulunu saglayan tim aq,as, ..., am,b1,b2, ..., b, tam sayilarinin,
rlaib] 4+ a2by + ... + anbl,

kosulunu da saglayacagini belirleyiniz.

sina = 3/5 ve z = 52003 5in(2004«) ise, z — |« sayisinin alabilecegi biitiin degerleri bulunuz.
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Coziim:

sina = 3/5 verildiginden cos o« = 4/5 veya cosa = —4/5 olur

(i)

cosa = 4/5 igin ¢ozelim De Moivre formiiliinden
(cos a + i sin @) 299 = cos 2004 + i sin 2004

4 4 342004

(Jg#zo)zl = cos 2004« + i sin 2004«

4 4 37)2004

% = 52903052004 + 520034 sin 2004

52003 5in 2004’nin kesir kismini istiyor.

Bizden i’nin sag taraftaki katsayisi olan
Sol taraftaki ¢'nin katsayisinin kesir kisminm bulmamiz yeterli.

(44 3i) =4+ 3¢ (mod 5)

(44 3i)2 =2 +4i (mod 5)

(4+3i)2>=1+2i (mod 5)

(4+3i)* =3 +i (mod 5)

(4 +3i)> =4+ 3i (mod 5)

Buradan 5. kuvvetten itibaren kalanlar 4°lii periyodik olarak ilerler.
2004, 4’tin kat1 oldugundan

(4 + 30)%°%* =3 +4 (mod 5)

a ve b tamsayilar olmak {izere

(4 + 34)2004 L 3+
5 =a+1ib+ 5

i’nin katsayisinin kesir kismi 1/5 olur ki bu da bizden istenendi.

cosa = —4/5 ise benzer gekilde
(_4 + 37;)2004

5
sol taraftaki i’nin katsayisim1 bulalim.

—4+3i) =1+ 3i (mod 5)

—4+3i)2 =2+ (mod 5)

—4 4 3i)> =4+ 2i (mod 5)

—4 + 3i)* = 3+ 4i (mod 5)

(=4 + 3i)° =1+ 3i (mod 5)

Burdan yine 5. kuvvetten itibaren kalanlar 4’lii periyodik olarak ilerler.
2004, 4’in kat1 oldugundan

(—4 + 3i)?°%% = 3 + 44 (mod 5)

¢ ve d tamsayilar olmak tizere

4 4 3)2004 3+ 4i
%:c—i—id—&- R

i’nin katsayimin kesir kismi 4/5 olur ki bu da bizden istenendi.

= 52003 ¢05 2004 + 529934 sin 2004«

(
(
(
(

Demek ki 52003 gin 2004a’nin kesir kismini alabilecegi degerler 1/5 ve 4/5 dir

D, dar agili bir ABC iiggeninin O merkezli ¢evrel ¢emberinin kiigitk AC' yay1 iizerinde A ve C' den farkh
bir nokta olsun. [AB] kenar tizerinde ADP = OBC olacak bigimde P mnoktasi, [BC] kenar iizerinde ise
CDQ@ = OBA olacak bi¢gimde bir @) noktasi alimyor. DPQ = DOC oldugunu gosteriniz.

76


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3263.0

45. Uluslararasit Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2004 geomania.org

Coziim 1:

/Z0CB = «a, ZOAB = 3 ve ZDBC = 6 olsun.

Y
A D
a
0°-a\S
90° 14
P&
X R
9010
0
o
+(]-0
a+flo o -0
90°p
/ c
Q

/ZADP = «, Z/QDC = 8, /DAC = 0, /BAC = /BDC = 90° — o, /BCA = ZADB = 90° — 3,
/DBA=a+p—60=/LACD olur.

APD iiggeninde ZADP + ZPAC = 90° oldugu i¢in ZAPD = 90° — ZC'AD = 90° — 6 olacaktir.

Benzer sekilde, DQC tiggeninde ZDQC = 90° — (o + 8 — 6) olur.

BC ye @ da dik olan dogru BD yi X te, AB yi Y de kessin.

ZYQD =90° — /ZDQC = a+ 5 —0 = ZY BD oldugu i¢in Y, B, @, D noktalar1 ¢gemberseldir.

Aym zamanda, /Y XD = /BXQ = 90° — ZXBQ = 90° — 0 ve /YXD = LZAPD = /Y PD = 90° — 0
oldugu i¢in, Y, P, X, D noktalar1 da ¢cemberseldir.

Bu durumda ZYQB = ZY DB = 90° elde edilir. Y PXD kirigler dértgeninde /Y DX = ZYPX = 90°
olacaktir. /X PB+/BQX = 180° oldugu icin BQX P dortgeni kirigler dortgenidir. Yani /X PQ = /X PQ =
0 olacaktur.

Daha 6nce ZAPD = 90° — 6 bulmustuk. Boylelikle ZDPX = 90° — (90° — 0) = 6 gikar. Sonug olarak
/ZDPQ =20 = ZDOC elde ettik. (Dikkat edilirse, X noktasi, DP(Q {iggeninin i¢ merkezi oldu.)
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Cozim 2:

DP ile DQ nun cemberi kestigi noktalar sirasiyla £ ve F' olsun.

/ADE = /ABE = /0BC = o, /CDF = /CBF = ZOBA=p§

diyelim. ZOBE = ZOBF = «a + f§ oldugundan |EB| = |BF)| dir.

Pascal Teoremine gore ; AF ile CE dogrular1 PQ iizerindeki bir R noktasinda kesigirler. Buradan ZEAF =
/FCE = 260 ve AB ile CB bu agilarin agiortaylaridir.

Kirigler dortgenlerinden ( 6rnegin ; AEBF dortgeni ) aw + 8+ 6 = 90° oldugunu goriiyoruz. Buna gore
[CE] L [AB] ve [AF] L [BC] dir.

O halde , AEPR ve CRQF icbiikey deltoit olup |PE| = |PR| ve |QR| = |QF)| dir. Sonug olarak, ZDPQ =
2/PER = /DOC ve /DQP =2/QFR = ZDOA dur.

@ Bir simiftaki 6grencilerin her birinin elinde 0, 1, 2, 3, 4, 5 veya 6 tane geker vardir. ogretmen her adimda,
baz1 6grencileri secip, bu 6grencilere ve bu 6grencilerden herhangi biri ile arkadas olan her 6grenciye birer
seker veriyor. Elindeki seker sayis1 7 ye ulagan 6grenci bunlarim hepsini yiyor. Simiftaki herhangi iki 6grenci
icin bunlardan yalnizca biriyle arkadag olan tigiincii bir 6grenci bulunuyorsa, baglangictaki gseker sayilar: ne
olursa olsun, 6gretmenin sonlu sayida adim sonucunda her 6grencinin elinde istedigi sayida seker kalmasini
saglayabilecegini gosteriniz.
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Her z € [0, 00) igin,
4f(z) > 3z
fAf(x) —3z) ==
(f(x) + ) f(f(z)) < 22f(x)

kogullarini saglayan tiim f : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonlarini bulunuz.
Coziim:

Ikinci esitlikten fonksiyonun orten oldugu goriilebilir. Sabit bir z icin y = 4 f(z) — 3z alwsak, f(y) = =
olacagindan

(FO) + @) = @+ ) fa) = ETDETEI <o) — oy

= 3224+ —day <0 = Bx—y)(x—y) <0
— z<y<3x

elde edilir. Dolayisiyla
3z

x<4f(x) -3z <3z = ng(x)g7

elde edilir.
Bu egitsizlikten dolay1, f(z) = g(z) + = seklinde bir g : [0,00) — [0, 00) fonksiyonu vardir. Bu fonksiyon igin
0=f(4f(z) —3z) —x = g(4f(z) — 3z) + 4f (z) — 4o = g(4f (z) — 3z) + 4g(x)

elde edilir. g fonksiyonu higbir zaman negatif olamayacagindan bu egitligin saglanmasi i¢in g(«) = 0 olmahdur.
Dolayisiyla g = 0 ve m olmalidir. Yerine koyuldugunda sagladig1 goriilebilir.

-~ ~

m(A) > m(B) kosulunu saglayan bir ABC {iggeninde [AB] kenarimin orta noktast N dir. [AC g1 iistiinde

C' den sonra gelecek ve | BC| = |C D] olacak bigimde bir D noktasi; [DN 1g1m tistiinde de, m(@) = m(A)
olacak bigimde bir P noktasi aliniyor. PC' ile AB nin kesistigi nokta FE; BC ile DP nin kesistigi nokta T ise,

|BC| |EA|

ITC|  |EB|
ifadesinin degerini bulunuz.

Coziim:

Once — hesapl 517,
nce BE Ooranini nesaplayacaglz

DANBP = {F} olsun. A.A dan AABC ~ ABFC olur.

AC - FC = BC? = DC?
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AABF de P, E,C noktalar: i¢in Menelaus’tan

AFE

BE

AABF de P, N, D noktalar i¢in Menelaus’tan

AN

BN

Esitliklerini taraf tarafa oranlarsak:

BF
FP

BF

75 AD

AE _AC FD
BE FC AD

elde ederiz.

FC-AD =FC(AC+CD)=AC-FC+FC-CD=CD*+FC-CD=CD-FD

esitligini yerine yazarsak

AE _AC FD _AC
BE FC AD CD

olur.
BT
Simdi de TC yi hesaplayalim.
ANABC de N, T, D noktalar1 igin Menelaus’tan
AN
BN

olacaktir.

BT

CD

cT AD 1
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[3]

BC BT, AD , AC+CD  AC
TC TC - CD - CD - DC

Son olarak

BT AE _AC ., AC _,
TC BE DC DC

elde edilir.
Not:
Dikkat edilirse, AABF de BD bir dig agiortaydir. Son durumda ise C'P dogrusu, ZBC A nin agiortay: oluyor.

Baslangicta 1 den 2005 e kadar olan biitlin tam sayilar igaretleniyor. Ardigik tam sayilardan olugan sonlu
bir dizideki tiim tam sayilar igaretli olup, dizinin en kiic¢iik teriminin bir eksigi ile en biiyiik teriminin bir
fazlas1 isaretsiz ise, bu diziye bir blok diyoruz. Her hamlede, isaretlenmis sayilarm higbir blokun ilk ya
da son terimini icermeyen bir altkiimesini segip, bu altkiimenin elemanlarinin igaretlerini siliyor ve igaretli
en biiytik saymin iki fazlasindan baglayarak, isaretini sildigimiz sayida tam sayiy:1 yeni bir blok olugturacak
sekilde igaretliyoruz. Bu hamleleri, her biri tam olarak bir tam sayidan olugan 2005 blok elde etmek amaciyla
yaparsak, bu amaca en az ka¢ hamlede ulagabiliriz?

n > 2 olmak iizere, tim ai,as,...,a, tam sayilari icin, [[ (j—1¢) sayismun [ (a; — a;) sayisimu
1<i<j<n 1<i<j<n
boldiigiinii kanitlayiniz.

Coziim:

ArtOfMathSolving
Jordan Bolgeleri ile calisacagiz, verilen ifade yerine daha genel bir ifade ispatlayacagim.
E bir Jordan bolgesi olmak tizere, by, bo, ..., b, tamsayilar1 E bolgesinin alt agi olsun, oyleki bu ag kapali
bir n boyutlu n genin iginde olsun. E sifir-hacimli olmamak tizere,
ipsatlayacagimiz ifade, herhangi bir A, = {a;|i = 1,2,...,n} kapal yolu ile olugturulan A x A x --- x A n
boyutlu gekle -ki biz buna basitce “cokgen” diyecegiz- herhangi bir agm by, bo, ... b, herhangi bir (¢, 5) inci
kenar1 (bu kenari ¢ < j olmasi halinde j — i geklinde tamimlayacagiz.) bu gokgenin (4, j) inci kenarimi ancak
ve ancak bu aglarin tistiinde bulundugu bolgenin Jordan bélgesi oldugununda boldiigiini gosterecegiz.
A; = {a;]i = 1,2,...,n} ¢okgenini tammlamigtik simdi de E; = {b;|i = 1,2,...,n} seklinde gosterelim.
Birkac ozellik yazalim.

V(E:A)= ) Al

ENA;#0

ve

o(E;A) = 3 |4

ECA

Agm dig ve i¢ hacmini sirasiyla
Vol™ =sup(v(F; A;))

ve

Vol = inf(V(E; A;))
olarak tanimlayalim.
Simdi bu kiime iizerinde bir J iglemi/iglemcisi tanimlayalim Gyleki bu iglemci A; gokgeninin herhangi bir
ve j noktalarin1 ' alt agindaki keyfi e, u noktalarina gotiirsiin. Matematiksel olarak 6; ; — €, pt. Islemcinin
gotirdigi noktalar kiimesi F nin altagi olacak ve bir alt ve iist degerlere sahip olacak. Bu kiimeyi
6i,j,~~~€@ — 0, = {bZ|Z =1,2... ,n}

seklinde tamimlayalim. Ayrica bu iglemci bir Jordan boélgesini bagka bir Jordan bdlgesine gotiirsiin.
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Teorem: 0 < v(0; E;) < V(O; E;) esitsizligi gergeklenir.

Proof : © agindan daha ince olan E {izerinde bir I ag1 olsun. Boyle bir ag, drnegin, her j = 1,2...,n icin (P
burada bir parcalams gosteriyor.) P|(I) = P|(©) alinarak elde edilebilir. Béylece 0 < v(I; E;) < v(0, E;) <
V(©; E;) < v(I; E;) gergeklenir. O

Simdi Bir iddia ortaya atalim.

Iddia 1:
[TVe;4) —v(e; 4) >

i<n

Dikkat edin, burada © ag1 A; nin dogrudan alt ag1 degil, F altag: iizerinde bir ag. Bunu kanitlamak igin
bagka bir iddia y1 kanitlamamiz gerekiyor.

Iddia 2:

Sisnv(©;E) #£inf Y b
ONE;#£D

Proof : Her iki tarafta limit alalim.

hm 0i—nv(0; E) = lim inf Z b;
o ONE;#0

= Gimn | lim > |©:] — lim inf > =0

Her iki tarafin i¢ toplamini alalim.
Vol ™ §zﬁn(hm Z |©;| — inf Z b)) | =Voltk
"ocE; OCE;

burada x sifir hacimli bir Jordan bolgesidir. Islemcimizin tanim geregi §;_,.,, (imy—n Yo B, |©;|—inf ) "o B, b;)
ifadesinin tersi, 6, i = lim; ., Y g g |©i| —inf Y g p bi) olmahdir. Fakat bu miimkiin degildir ¢iinkii # ag1
sifir hacimli Jordan bolgesi fakat E kiimesini tanimlarken sifir hacimli olmayan bir kiime olarak tanimlamigtik.
Celigki! O halde

0i—nv(0; E;) = sup Z bi = 6,5,V (0; E;) = inf Z b;
OCE; OCE;

kogullar1 gerceklenir. O
Ispatimiz1 tamamlamak icin son kez ortaya bir iddia daha atalim.

Iddia 2:
6i<jén(j —i) — Z (bj —b;) — Z (aj —b;)

oenE; en4;

Proof : 6;n(j — i) = V(05 E;) — V(©; E;) oldugunu gosterelim.

SisnV(0; E;) =inf > b;

OCE;

0;—nv(0; E;) = sup Z b;
@ﬁEj

@ﬂEj OCE; ONA;

kabul edebiliriz yani j — 4 kenar1 a; — a; nin bir alt ag1 olarak kabul edilir. Clinkii infimum ve supremum
iglemleri Jordan bolgesinde esit kabul edilir. Ispat biter U

Hatam olduysa liitfen bildirin, iyi caligmalar...
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m(zzl\) = 90° ve m(a) > m(é) kogullarini saglayan bir ABC' {iggeninde, A noktasindan bu tiggenin I' gevrel
¢emberine ¢izilen teget, BC' dogrusunu D noktasinda kesiyor. A noktasinin BC' dogrusuna gore simetrigi F;
A noktasindan BE ye gizilen dikmenin ayagi X; [AX] nin orta noktast Y; I' cemberinin BY dogrusunu B
diginda kestigi nokta Z olsun. BD dogrusunun ADZ {i¢geninin gevrel gemberine teget oldugunu gosteriniz.

Cozim:

AENBC = {H} olsun. E; A nmin BC ye gore simetrigi oldugu i¢in AE1 BC ve AH = HE dir.

AY =YX ve AH = HE oldugu i¢in HY || EX yani HF LAY dir. Bu durumda ZAHY = ZAEX =
ZLAZB oldugu i¢in AZHY dortgeni kirigler dortgenidir. ZAY H = 90° oldugu i¢in AH bu dortgenin cevrel
gemberinin bir ¢apidir. AH 1 CB oldugu i¢in de DH dogrusu bu ¢embere H de tegettir. Yani /ZAH =
/ZHD.

Ote yandan DE de (ABC) cemberine tegettir. ZDEZ = /ZAE = /ZHD olacaktir. Bu da DEHZ dort-
geninin kirigler dértgeni olmasi demektir. /ZZDH = /ZEA = ZZAD oldugu i¢in de BD dogrusu (AZD)
cemberine tegettir.

@ Elimizde, her renkten ayni sayida top olacak bigimde, k farkl renkte 5040 tane top var. Toplari, her torbaya
farkli renkte iki top diisecek bigimde, 2520 torbaya koyuyoruz. Toplarin torbalara dagilimi nasil olursa
olsun, bu torbalar1 bir gember iistiine, herhangi ardigik iki tanesinde ayni renkte iki top olmayacak bigcimde
yerlegtirebiliyorsak, k en az kag olabilir?
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47. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2006

Koseleri 1 yarigapinda bir ¢cember tistiinde bulunan ve kégegenlerinden ikisi dik kesigen bir yedigenin alaninin
alabilecegi en biuytik degeri bulunuz.

Coziim:

Cemberin merkezi O ve yedigenin kosgeleri sirasiyla Aq, As, Az, Ay, As, Ag, A7 olsun.
a; = ZAZOAH_l olsun (047 = ZA7OA1)
Dik kesigen kogegenlerin gordiigii karsilikhi yaylarin toplami 180° olacak.

Dik kesisen kosegenleri koordinat sistemine, kesigtikleri nokta orijin olacak sekilde yerlestirelim. Bu durumda
a; agilarmi her kiimedeki elemanlarin toplami 7 = 180° olacak sekilde iki ayrik kiimeye ayirabiliriz. Bu
kiimelerin eleman sayilar (1,6), (2,5) ya da (3,4) seklinde olabilir (digerleri simetrik). §; ile bu kiimelerin
elemanlarini gosterelim.

(1,6) durumu igin B =7, B2 + B3 + B4+ B5 + B + 87 = 7 olacaktir.
(2,5) durumu i¢in fy + B2 =7, B3 + Ba + Ps + B6 + 7 = m olacaktir.
(3,4) durumu igin f1 + B2 + B3 =7, Ba+ Ps + Bs + 87 = 7 olacaktir.

1
Yedigenin alani 3 R-R 23:1 sin B; oldugundan acilarin siniisleri toplamini maksimize etmek istiyoruz.

Jensen Esitsizligine gore

n

sinay; +sinag + -+ +sina, . a1 +as+ -+ ap,
< sin
n

> olacag icin,

(1,6) durumu igin,

B2+ Bz + Ba+ Bs + Bs + Br ~ sinn +651nz:0+6-1:3

7
Z sin8; <sinf; + 6sin

i=1 6 6 2
(2,5) durumu igin,
7
Y sing < 2sin# +5sin63+ﬂ4+ﬁ55+56+57 :QSing +5sin§ — 2 4 5sin36°
=1

(3,4) durumu igin,

3
4sinﬂ4+ﬂ5:ﬁ6+’87 :3sing —|—4sin% - N v

7
Z sin B; < 3si11761 + iz + s +

i=1

3v3 +4V2
2
Sekildeki gibi 36° — 36° — 108° iiggenini kuralim.

AB = AC =z, AD = DC =1 olsun. /BAD = /BAC — ZDAC = 72° = /BDA oldugu i¢in, BD = z
1
olacaktir. AADC ~ ABAC oldugu i¢in *
x

3 <24 5sin36° < oldugunu gostermeye calisacagiz.

=—=22-2-1=0.
+1 =
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AC x  sin108° sin 72°

AADC de, DC = 1= sm36° — sm3e 2c0836° = x dir. Denklemi ¢6zersek;
1+45 1+45 . x 1445 .
T12 = 5 =>x = 2 = cos36° = 5= 1 elde ederiz.

2
o <1+\/5> V10 — 2¢/5
sind6° = 4|1 — = Y-

4 4

10-2v4  8+5V6
4 4

2+ 5sin36° <2+5- elde edilir.

3v3+4v2
2

2+ 58in 36° < iddiasinin dogrulugunu sinamak icin her iki tarafin karesini alalim.

8+5v6
%ﬁ <3V3 4 4v2 = 64+ 150 + 80v/6 < 108 + 128 + 96v/6 = 0 < 22 + 166

oldugu icin, (3,4) durumda, yani f1+82+053 = 7, Ba+pPs5+P6+F7 = m oldugu zaman yedigenin alani en biyiik
degerini alacak. Jensen’deki esitlik durumundan, 81 = B = B3 = g = 60° ve By = f5 = B = Br = % = 45°
elde edilir.

3v3
4

1
Alani hesaplarsak, 3 1-1-(4-sin45° +3-sin60° ) = —— + /2 elde ederiz.

n pozitif bir tam say1 olmak iizere, 2 X n lik bir dikdortgeni, kenar uzunluklar: tam sayilar olan dikdortgenlere
kag farkh bicimde ayirabiliriz?

x,y, z pozitif gergel sayilar olmak lizere, xy + yz + zx = 1 ise,

%(x-i-y)(y—l—z)(z—l—x)Z(\/x+y+\/y+z+\/z+x)226\/§

oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

Ik olarak sol tarafi ispatlayalim. Cauchy-Schwarz’dan

(I+14+)(@+y+y+zt+z4+z)>(V2Fy+VyTz+Vz+x)

6+y+z)>(rTy+VyTz+vzta)?

27z +y)(y + 2)(z + )
4

xy 4+ yz + zx = 1 oldugunu kullanarak.egitsizlik suna doniisiir.

21z +y)(y+2)(z + )
4

27z + y)(y + 2)(z + x) > 24(x + y + 2)(zy + yz + 2x) esitsizligini diizenleyip sadelestirirsek

> 6(x 4+ y + z) esitsizligini ispatlamak yeterli.

> 6(z +y+2)(zy +yz + 22)

22y +xy? + e +y2?2 + 222+ 222 > 6zyz olur ki bu A.O-G.O esitsizliginin sonucudur.ispat biter sag tarafin
ispat1 icin

Wz+y+Vy+z++z+z)=.S5 diyelim.

S? > 64/3 oldugunu gostermeliyiz.

(@ +0b+c)? > 3(ab+ ac + be) esitsizligini kullanarak

S?>3(Vr+y Syt e+ Vytav/rte+ Vrty/z+a) (1)
VetyJytz+Vytzvz+az+ VT +yvz+ax =M diyelim.

(a+b+c)? > 3(ab+ ac + be) esitsizligini tekrar kullanarak.

M2 >3/ (z+y)(y+2)z+a)(VZFy+VyTz+vz+a)

M?>3\/(x+y)(y+2)(z+x).5

esitsizligin sol tarafinda

482
(x+y)y+2)(z+z)> -7 oldugunu ispatlamistik.

652
M?>3/(x+ +2)(z+2).8 > —
VE+y)y+2)(z+a) e
(1)’den
2
S4z9M22ﬁ:6\/§SQ

3v3
52 > 6+/3 olur ve ispat biter.

n

a1 bir pozitif tam say1 olmak iizere, her n > 1 tam sayis1 igin z, 11 = > xi ise, 2006 sayisinin 2006 ile
k=1
boliinmesini saglayan en kii¢iikk 27 sayisini bulunuz.

Coziim:

T9 = a3

n>2ise x, = x2_; + x,_1 olur. p x1’i bolerse x2’yi béler.

P Tp—1’1 boliiyorsa x,,’i boler.

Buna gore p xx’y1 boliiyorsa m > k i¢in x,,’i de bdler.

2006 = 2.17.59

x1 ciftse tiim terimler cifttir.

x1 tekse ilk iki terim harig¢ hepsi ¢ifttir.

o006 her zaman cifttir. Simdi 17 ve 59’a boliinme durumlarina bakalim.

Once bir yardimer teorem ispatlayalim:
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Yardima1 teorem: p = 3k + 2 formunda bir asal sayiysa 22 + x = —1 (mod p) denkliginin ¢oziimii yoktur.
Ispat: Diyelim ki ¢6ztim olsun.

22+ 2+1=0 (mod p)

2> —1=0 (mod p)

2> =1 (mod p)

3% =1 (mod p)

Ayni zamanda fermat teoreminden

231 =1 (mod p) buradan z = 1 olur ki 2 = —1 (mod p), 3=0 (mod p). Ki bu olamaz. Ispat biter.
Simdi 17’e boliinme durumunu inceleyelim.

1 17’ye boliiniiyorsa durum saglanir.z; boliinmiiyorsa xo 17’ye boliinen en kiiciik sayiysa 7 de boluntr ki
bu olamaz.

x3 17’ye boliinen en kiiciik say1ysa 23 + x2 = 0 (mod 17)
xo = —1 (mod 17)
2?2 = —1 (mod 17)
x1 =4,13 (mod 17)
m > 3 i¢in z,, 17’ye boliinen en kiiciik say1 olsun.
T =22, |+ Tp_1 =0 (mod 17)
22 o+ T2 = Tym_1 = —1 (mod 17)
22 o+ Tpm_o=—1 (mod 17)
17 = 3.5 4+ 2 oldugundan yardimci teoreme gore denkligin ¢oziimii yoktur.
x1 =0,4,13 (mod 17) (1)
59’a boliinme durumuna bakalim.benzer sekilde
1 59’ye boliiniiyorsa durum saglanir.z; boliinmiiyorsa
9 59’ye boliinen en kiiciik sayiysa x; de boliiniir ki bu olamaz.
x3 59’ye boliinen en kiigiik sayiysa 23 + 2 = 0 (mod 59)
29 = —1 (mod 59)
2?2 = —1 (mod 59)
59, 4k + 3 formunda oldugundan bu denkligin ¢6ziimii yoktur
m > 3 i¢in x,,, 59’a bdliinen en kiiciik say1 olsun
Tm =221 + Tpm—1 =0 (mod 59)
22 o+ T2 =Tm_1 =—1 (mod 59)
22 o+ Tym_o = —1 (mod 59)
59 = 3.19 4 2 oldugundan yardimci teoreme gore denkligin ¢oziimii yoktur.
1 =0 (mod 59) (2)
(1) ve (2)’yi birlegtirirsek
1 = 8.59,9.59,17.59 (mod 17.59)
x1 = 8.59 = 472 en kiigiik porzitif degerdir.
[AB] gaph bir ¢emberin stiindeki A ve B den farkl herhangi bir @ noktasindan [AB] ¢apma, H € [AB]

olmak iizere, [Q H] dikmesi iniliyor. @ merkezli ve |QH | yaricapli cemberin [AB] ¢apli cemberi kestigi noktalar
C ve D ise, CD dogrusunun [QH]| m iki esit pargaya boldiigiinii gosteriniz.

87


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3275.0

47. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2006 geomania.org

Coziim:

CD ile QH dogrular1 M de kesigsin.

QD = QC = /QDC = /QCD = ZQRC oldugu icin QC? = QM -QR = QM -2QH = QH? = 2QM = QH

@ 2006000 ogrencinin katildig bir Universite Girig Sinavi'nda, her 6grenci 2006 boliim arasindan 12 boltimliik
bir liste yapiyor. Herhangi 6 6grenciyi aldigimizda, bu 6grencilerden her birinin en az birini kendi listesine
dahil etmis oldugu iki boliimiin bulundugu goézleniyor. Her 6grencinin listesinden en az bir boliim igeren bir
boliim listesine, kapsamli bir liste diyoruz.

Ogrencilerin verdikleri listeler ne olursa olsun, 12 elemanl bir kapsaml liste olusturulabilecegini kanitlaymiz.

Daha kiiciik bir listenin kendilerine gore kapsamli olmadigi 6grenci listelerinin bulundugunu gosteriniz.
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Bir havayolu sirketi A, B,C, D, E ve F kentlerinden bazilari1 arasinda kargilikli ucak seferleri baglatacaktir.
Bu alt1 kentten herhangi ikisi arasinda yalnizca bu sirketin seferlerini kullanarak ulagimi miimkiin kilacak
bigimde, bu seferlerin kag farkli bicimde diizenlenebilecegini belirleyiniz.

(Okan Tekman)
Coziim:

Bu problem, igerme - digarma prensibinin giizel bir uygulamasidir.

Coziim: 6 sehri noktalarla gosterelim. Bunlar arasinda ugak seferleri olanlar1 da dogru parcalariyla birlegtirelim.
(S) = 15 dogru parcas: olusabilir. Simdi bu 15 dogru pargasin kullanp kullanmama durumuna gore 215 yolla
secebiliriz. Bu bize tiim durumlarin sayisim veriyor. Ancak diger sehirlerle hi¢cbir baglantisi olmayan bir sehir
varsa, bu istenmeyen bir durumdur. Béyle bir sehri (?) yolla seceriz. Geriye kalan 5 gehir i¢in kendi ara-
larinda (g) = 10 dogru parcasi cizilebilir. Bu 10 dogru parcasini kullanip kullanmama durumuna gore 210
yolla se¢im yapabiliriz. Carparsak (‘13)210 olur.

Hem A, hem de B gibi iki sehrin de, diger sehirlerle ve birbirleriyle hi¢bir baglantisi olmamasi durumlarini
eklemeliyiz. Bunlarin sayis1 (g) 26 dir. Bu sekilde devam edilirse icerme - digarma prensibinden istenen:
2;’1_— (9210 + (5)20 — (9)2% + (5)2t — (9)2° + ()20 = 32768 — 6144 + 960 — 160 + 30 — 6 + 1 = 27449 elde
edilir.

(L. Gokee)

Farkli A ve B noktalar: ile bu noktalardan gegen bir I' cemberi verilmis olsun. P, I iistiinde A ve B den

farkli, degisen bir nokta olmak {izere, APB nm acilortayinin P noktasindan I' gemberinin digina dogru uzantisi
iistiinde yer alan ve |M P| = |AP| + |PB| kogulunu saglayan M noktasinin geometrik yerini belirleyiniz.

(Mehmet Tagiyev)
Coziim:

Elimizde PA 4+ PB, agiortay ve gevrel gember var. Bu ii¢ bilgi, Ptolemy’nin 6zel halini hatirlatiyor. ZAPB
nin aglortay1 cemberi N de kessin.

Ptolemy’den PA- BN + PB- AN = PN - AB olacaktir. Biraz diizenlersek,
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PA+PB AB .
T = H = Sabit

MP
olarak elde edilir. [NA iizerinde ([NA] disinda) A’ noktasi, AA" = AB olacak sekilde alinsin. N =
PA+PB AB A'A ,

PN~ AN~ an ~PAlMA
olacaktir. Bu da ZNMA’' = /NPA = Sabit olmasini gerektirir.
Benzer sekilde B’ noktas1 aldigimizda, /NM B’ = /N PB = Sabit olacaktir.
Bu durumda ZA'MB' = ZAPB = Sabit olur. A’ ve B’ noktalar1 sabit oldugundan, M noktasi bir A’B’
yayl tizerindedir. Yaym tanimini biraz daha diizgiin yazmaya caligalim. A’N = B’N oldugu i¢in /BA'N =

/BAN = /ZB’MN olur. Bu durumda N, A’, B’ ve M noktalar1 cemberseldir. A’, B’, N noktalar sabit
oldugundan M noktasi (A’NB’) gemberinin N yi icermeyen A’B’ yay1 tizerindedir.

P noktasi, AB yanmn diger kisminda da olabilecegi i¢in, bu yayin orta noktasi N’ olsun. A’ ve B’ ne benzer
sekilde A" ve B’ noktalarim tanimlayalim. M noktasi, (A" N'B’") ¢gemberinin N’ yii icermeyen A"’ B" yay1
tizerindedir.

Yani, M noktalarinin geometrik yeri bir ¢ift cember yayidir.

Not:

MP — Sabit = MP+ PN  MN
PN~ o PN PN
homoteti uygulamig olduk.

= Sabit olacag: icin, Ptolemy’yi uyguladiktan, aslinda N merkezli bir

a, b, ¢ pozitif gercel sayilari, a + b+ ¢ = 1 kosulunu saghyorsa,

1 1 1 1
>
ab+202+20+bc+2a2+2a+ca+2b2+2b_ ab 4+ bc + ca

oldugunu kanitlayiniz.
(Selim Bahadir)

Coziim:

Esitsizligin ispati icin,
ab + ac + be ab + ac + be ab + ac + be
+ + >1
ab+2c24+2¢c  bec+2a%2+2a  ca+2b%2+2b

oldugunu gosterecegiz. Bunun igin, énce

ab + ac + be S ab
ab+2c24+2¢c — ab+bc+ ac

oldugunu gosterelim.Bu egitsizlik
a®b? + b2c* + *a® 4 2abc(a + b + ¢) > a®b? + 2abc® + 2abe
egitsizligine denktir. (a + b+ ¢) = 1 oldugundan dolay1,bu esitsizligi de
b2c? + 2a? > 2abc?

bi¢iminde yazabiliriz. A.O. > G.O. esitsizligine gore

b2c? + %a?
% > Vb2c2c2a2

oldugundan bu egitsizlik dogrudur.

Benzer sekilde,
ab + ac + be S be

be +2a? 4+ 2a — ab+ bc + ac

90


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3279.0

48. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2007 geomania.org

ab + ac + be S ca
ca+2b24+2b — ab+bc+ ac

oldugu gosterilerek, bulunan bu ti¢ egitsizlik taraf tarafa toplanirsa, istenilen esitsizlik elde edilecektir.

Kaynak:
Dog. Dr. Mustafa Ozdemir (Matematik Olimpiyatlarina Hazirlik 5 sayfa 319)

Dar agih bir ABC {iggeniyle; bu tiggenin diginda ve sirasiyla [AC, [BA ve [CB igmnlan iistiinde yer alan
By, Cy ve Ay noktalarinin olugturdugu A; B;Cy tiggeni benzerdir. A; B;Cy tiggeninin diklik merkezi ile ABC
iiggeninin gevrel cemberinin merkezinin ¢akistigini kanitlayiniz.

(Mehmet Tagiyev)

Coziim:

Ucgenin acilarma /A = a, /B = 8 ve ZC = 6 dersek, ZA,CB; = 180° — 0 ve /By AC; = 180° — « olur.

H noktasi, AA; B1C; nin diklik merkezi olsun. ZC; = 6 oldugu i¢in £ A1 HB; = 180° — 6§ olacaktir. Benzer
sekilde ZA; = « oldugu igin ZC1HB; = 180° — « dir.

AH B, (4 dortgeninde Z/CyAB; = ZC1H By = 180° — « oldugu i¢in, dortgen kirigler dortgenidir. Dolayisiyla,
/HC{By = /HAB; =90° — /B;.

Benzer sekilde, Ay HC By dortgeni, ZA1HB; = ZA;CB; = 180° — 0 oldugu igin, bir kirigler dortgenidir.
Dolayisiyla, /ZHA1B; = ZHCA =90° — /B;.

Bu durumda AH = HC ve ZAHC = 180° — 2(90° — £By) = 24B; = 2/B oldugu i¢in, H noktasi, AABC
nin ¢evrel merkezidir.

Hangi n pozitif tek sayilar: igin,
x%+x§+...+xi:n4
esitligini saglayan x1, s, ..., , tek sayilarinin bulundugunu belirleyiniz.

(Ozgiir Kisisel)
Cozim:

x;’ler tek oldugundan z;> =1 (mod 8) ve n tek oldugundan n? =1 (mod 8).
Bunlar birlestirirsek 23 + 23+ ...22 =n=n*=1 (mod 8).

Aymi zamanda n = 8k + 1 i¢in (8k + 1)* = ((8k + 1)2 — 2)2 + (16k + 1) + k- 52 + (Tk — 1) - 12 oldugundan
n = 8k + 1 formunda olmalidir.
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Kaynak:
http://www.artofproblemsolving.com/Forum/viewtopic.php?t=142325?ml=1
@ 2007 x 2007 bir satrang tahtasinin her birim karesine 1 veya —1 yaziyoruz. Bu yazimin, tahtanin birim

karelerinden olugan her karenin icindeki sayilarin toplamimin mutlak degeri 1 i agmayacak bigimde, kag farkh
sekilde gergeklestirilebilecegini belirleyiniz.

(Selim Bahadir)
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49.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2008

m(g ) > m(é’) olan bir ABC iiggeninde, A agisinin i¢ ve dig aglortaylar1 BC' yi sirasiyla D ve E noktalarinda

kesiyor. [FA 11 iistiinde, A ya gore E ile farkli tarafta bir P noktasi alimyor. DP ve AC dogrularn M
noktasinda, M F ile AD ise, ) noktasinda kesigiyor. P noktasi degigirken elde edilen PQ dogrularinin hepsinin
bir noktada kesigtigini gosteriniz.

Coziim:

I¢ ve dis aqiortay teoremlerinden

EB _BD EC _EB
EC  DC DC  BD’

APED de A, M, C noktalar1 i¢in Menelaus’tan

PA EC DM _,
AE CD MP
E—C = —B egitligini yerine yazarsak
DC — BD s1tliging yi yaz
PA EB DM
AE BD MP

elde edilir. Bu da, Ceva Teoreminin tersinden dolayi, PB, DA, EM dogrularimin tek noktada kesistigi an-
lamina gelir. Yani tiim PQ dogrular1 B den geger.
30 kosesi ve 105 kenar1 bulunan bir gizgede, ortak bir kogesi bulunmayan sirali kenar ikililerinin sayis1 4822
ise, bu cizgideki iki kégenin dereceleri arasindaki fark en gok kag olur?
2% — ax? 4+ bx — ¢ = 0 denkleminin biitiin koklerinin pozitif gercel sayilar olmasmi saglayan a,b, ¢ gercel
sayilari icin

l+a+b+c ¢

3+2a+0 b

ifadesinin en kii¢lik degerini bulunuz.
Cozim:

1
Biz ifadenin > 3 oldugunu gosterelim. a = x+y+2,b = zy+yz+ 2z, c = xyz oldugunu Vieta Formiillerinden

biliyoruz. O halde ispatlamamiz gereken sey (zy+yz+x2)(z+y+2)+2(xy+yz+21)? > 9zyz+6zyz(r+y+2)
idir. Bunu da x pozitif oldugundan A.G.O yaparak kolayca elde edebiliriz. Esitlik = y = z i¢in saglanir.

1
Yamt —.
3

() dizisi, 1 = a, x2 = b ve her n > 1 tam sayis1 icin

Tyt = 2008z,41 — xy
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bagintilar1 araciligiyla tanimlaniyor. Her n > 1 tam sayisi igin,
1+ 20062, 2n+1

ifadesini tam kare yapan a ve b pozitif tam sayilarinin bulundugunu gosteriniz.

|BDJ? [CD?

Bir ABC tggeninin [BC| kenar iistiinde |AD| = AB[+ | AD) = TAC| + | AD]

olacak sekilde bir D noktasi

DE|?
ile D € [AE] ve |CD| = |CD|+||CE olacak sekilde bir F noktas1 ahniyor. |AE| = |AB| + |AC| oldugunu
gosteriniz.
Coziim:
Elimizde AD BD? = AB-AD = BD? — AD? va
imiz =— . = — var.
© AB + AD

D merkezli, DA yaricapli cember BA y1 X te kessin. B nin bu ¢embere gore kuvveti, BD?—DA? = BA-BX
oldugu i¢cin BX = AD = XD = /BAD =2-/ZABD = 2a.

Benzer sekilde, /DAC =2 - ZACD = 20.
Ucgenin acilarim toplarsak, o 4 3 + 2c + 20 = 180° = o+ 3 = 60° ve ZBAC = 120° elde edilir.

Yine ayni sekilde, ZEDC = ZBDA oldugu i¢in ZDCE =2 - /DEC = 2« olacak. /BCE = /BAFE =2«
oldugu icin de, B, A, C, E noktalar1 ¢gembersel olacaktir.

H noktasi, B den EC ye inilen dikmenin ayagi olsun. BH ile AF dogrular1 F' de kesigsin. ZBAC = 120° =
/BEH = 60° olur. EC iizerinde ABEG eskenar {iggen olacak sekilde bir G noktasi alahm. AG ile AE
dogrular: I da kesigsin. F' noktasi, AFEBG iiggeninin agiortay: tizerinde oldugu i¢in FG = FE ve ZIFG =
2. /FEG = 2« elde edilir. Dolayisiyla, FG || AB elde edilir.

ET wmi, (BEQG) gevrel cemberini J de kessin. ZJBG = LJEG = ZABC = a ve ZBJG = BAC = 120°
o e . .. .. AB BJ BI
oldugu igin, A.A dan AJBG = AABC elde edilir. JI, Z/BJG nin agiortay: oldugu icin iC =TI - 10
olur.
AB _ BI_ AB
FG IG AC
elde ederiz. /BAF = 2a ve /EFH = /BFA = 90° — ZAEC = 90° — « oldugu i¢in AB = AF dir. Son
durumda AE = AF + FE = AB + AC elde etmis olduk.

AB || FG = = FG=AC =EF

@ m,n > 2 tam sayilar olmak tizere, N = {1,2,...,n} toplulugu, m elemanh bir A kiimesinin bir altkiimesini
segecektir. N toplulugunun bir tercih profili, her i € N se¢gmeninin A kiimesindeki segeneklere iligkin bir
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kesin tercih siralamasindan olugmaktadir. k € {1,2,...,m} olmak iizere, k-¢ogulcu secim sisteminde, her
se¢men, ilk k sirada tercih ettigi k adaya, sirasini belirtmeksizin esit agirlikli oy vermekte ve en ¢ok sayida
toplam oy alan adaylar secilmektedir. R ve R’, N toplulugunun iki tercih profili ve a € A olmak {izere,
eger her ¢ € N, R profilindeki tercihine gore a dan kétii buldugu biitiin adaylar:, R’ profilindeki tercihine
gore de a dan kotii buluyorsa, “R’ profili, R profiline a-listiindiir” diyoruz. k-gogulcu segim sistemine gore

R profilinde segilen her a € A, R ye a-lstiin olan her R’ profilinde de secilmeye devam ediyorsa, k-cogulcu

. m(n —1 o o . . .
se¢im sistemine tekdiize diyoruz. k > g olmasinin, k-gogulcu sec¢im sisteminin tekdize olmasi igin
n

gerek ve yeter oldugunu gosteriniz.
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Q7 tiim pozitif rasyonel sayilarin, Z ise tiim tam sayilarm kiimesini géstermek iizere, x > 1 olan her x € QT
icin, f(1/z) = f(z) ve (x + 1)f(x — 1) = zf(x) bagmtilari saglayan biitiin f : QT — Z fonksiyonlarim
bulunuz.

(Serhat Dogan)

Bir ABCD tegetler dortgeninin i¢ teget cemberinin merkezi O, yaricap: ise r dir. AB ve C'D dogrularn P;
AD ve BC dogrulart Q; AC ve BD kosegenleri ise, K noktasinda kesigiyor. O noktasindan P@Q dogrusuna
olan uzaklik d ise, |OK]| - d = r? oldugunu gosteriniz.

(Mehmet Hamidoglu)
Cozim 1:

Harmonik Béliim: Bir dogru tizerinde A ve B gibi iki nokta alalim. [AB] yi igten bolen P noktas: ile

AP BP

710 = B0 oluyorsa P ve @ noktalari [AB] yi harmonik olarak boler. P ve Q
noktalarinin [AB] yi harmonik olarak boliigii (ABPQ) seklinde gosterilir. Ayrica P ve @ noktalarina A ve
B noktalarimin, kargit olarakta A ve B noktalarima P ve () noktalarinin harmonik eglenikleri denir.

digtan bolen @ noktasi igin

o=
=]
§ 0

3

Kutup Dogrusu: Bir daire ve bir P noktasi veriliyor. Bu noktadan gegen ve daireyi A ve B noktalarinda
kesen degigken bir dogru c¢iziliyor. P noktasinin A, B noktalarina gére harmonik eglenigi olan () noktas
aliniyor. @ noktasimin geometrik yeri bir dogru olup, bu dogruya P noktasinin daireye gore kutup dogrusu
denir.

P noktasimndan daireye ¢izilen tegetlerin degme noktalar1 C' ve D olmak iizere, C'D dogrusu P nin kutup
dogrusudur ve OP dogrusuna diktir. ( O dairenin merkezi)

Buradan su sonucu ¢ikarabiliriz. Dairenin yaricap R ve P ile M eslenik noktalar olmak iizere ; R? = |OM]| -

|OP]| dir.
.-"".
Cl~—_B
.--"". — N
-~ >
-l
|
e
P = | 1 o R |
"""-H | M 0 |
o
-
e
-,
.,
iy
B~
M
"'\-.__\
kutup dogrusu

Eslenik Noktalar : Eger bir A noktasinin kutup dogrusu B noktasindan gecerse, karsit olarak B noktasinin
kutup dogrusuda A noktasinda gecger.

A nin kutup dogrusu (A) ve bu dogru OA ya A’ noktasinda dik olsun. R dairenin yaricap: olmak iizere,
|OA|-|0A’| = R? dir.

(A) nin herhangi bir noktasi B olsun. OB ye AB’ dikmesini ¢izelim. ZAA'B = ZAB'B = 90° oldugundan
A, A’, B, B’ noktalar1 bir daire lizerindedir. Bu takdirde,

|OA|.|OA"| = |OB|.|OB'| = R?
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bulunur. Bu gosterir ki AB’, B noktasinin kutup dogrusudur. O halde bu kutup dogrusu A noktasindan
geger.

e
1
|
.- -"ll
— ¥
T J
. B L
P 3
/ T A
o A
&

Eslenik Dogrular: Eger bir (D) dogrusu (A) dogrusunun kutbundan gegerse, kargit olarak (A) dogrusu
da (D) dogrusunun kutbundan geger.

(A) dogrusunun kutbu A olsun. OA4, (A) ya dik olup (A) y1 A’ noktasinda kestigine gore, R? = |OA| - |OA/|
dir.

(A) nmin kutbundan gegen herhangi bir dogru (D) olsun. (A) nin (D) nin kutbundan gegtigini gosterelim.
(D) ye indirilen OB’ dikmesinin (A) y1 kesigi nokta B olsun. A, A’, B, B’ noktalar1 ¢embersel oldugundan
|OB| - |OB'| = |0A| - |OA'| = R?

olur. Bu bagint1 (D) nin kutbunun B oldugunu gésterir. Boylece (A) min (D) dogrusunun kutbundan gectigi
goriiliir

-
- 'y
0™, - ]
e
e
/fﬂ'\\
/ "
.-fz "l
r o
' "
i ,
-/._ \\.
., ;
-,
¥ B
A

Asil problemin ¢éziimiinde faydalanacagimiz bir alt probleme ¢éziim arayalim

Problem : Bir tegetler dortgeninde, kosegenlerin kesim noktasi ile kargilikli kenarlarin degme noktalar:
dogrusaldir.

Coziim: AKDL ve AKBL nin alanlarinin inceleyelim.
/LKD = /N K B oldugundan,

Alan(KDL) _ |KD|-|KL|
Alan(KBN) ~ |[KB|- |[KN|
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N ve L teget degme noktalar1 oldugundan, /K LD = ZKNC = 180° — ZK N B dir. O halde,

Alan(KDL _ |KL|-|LD|

Alan(KBN)  |KN|-|NB|
Bulunan iki egitlikten,
BN| ~ |KB]
[BD)] iizerindeki herhangi bir T noktas: i¢in
ATBS ve ATDM inin alanlarim inceleyelim.
/BTS = ZDTM oldugundan,

Alan(TBS)  |T'B|-|TS]
Alan(TDM) — |TD|-|TM|
/BST ile ZDMT bitiinler oldugundan,

Alan(TBS) |BS| - |TS|

Alan(TDM) ~ |TM]|-|MD]

Bulunan iki egitlikten,
|MD| |TD| dir
|BS| |TB|

geomania.org

|MD| = |DL| ve |BS| = |BN| oldugundan, T ve K noktalarmmin [BD] aym oranda bdlen noktalar oldugunu

buluyoruz.

O halde T noktasi ashinda K dir.

Demek ki tegetler dortgeninde degme kirigleri bir kogegenin {izerinde kesigiyorlar.[AC] kogegenini segerek

baglasaydik K noktasi bu kogegeninde tizerinde bulunacakti.

A
A
rd
&
L
r
/ I
&
¢ I
r
/ I
rd
r
’ |
F
/ I
P
i’/ |
* I
A
& L]
B,/ v 0 AL
. :
lr___; -\.m
™ ___-— ™
'\.H -____..:_- |
s R

K noktasimin NL ve M S dogrular: iizerinde bulundugunu géstermis olduk. M .S, P noktasimin daireye gore
kutup dogrusu , NL de @ noktasimin daireye gore kutup dogrusudur. O halde P ile K ve @Q ile K eglenik
noktalar olup K nin kutup dogrusu da P ve ) noktalarindan gecen PQ dogrusu olacaktir. Buna gére OK

dogrusu PQ dogrusuna diktir.
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Dairenin ON ve OL yaricaplarimin kenarlara dik oldugunu biliyoruz. Bu halde O, N, H, Q, L noktalar

gemberseldir. QO nun aglortay olmas: bilgisini de kullanarak ¢embersellikten gelen egit agilar ile AONK ile
AOHN nin benzerligini gorebiliriz. Bu benzerlige gore;

ON] _ [0K|
|OH|  |ON|
yani, |ON| = r,|OH| = d olup
r? = |OK|-d
dir.
Ay
|
I
[
|
|
7 |
.'. |
B Q oL
B |
|
[
a n"-l_l
N g
b e
QGZﬁm 2:

Cember AB, BC, CD, DA kenarlarina sirasiyla S, N, M, L noktalarinda dokunsun.
LN ile SM dogrular1 R de kesigsin.

ARDM ve ARLD de Siniis teoreminden

RD simnZRMD  sin/RLD

DM — sin/DRM  sin ZLRD (1)
ARBN ve ARBS de Sinis teoreminden

RB sin/RNB sin/ZRSB

BN  sin/BRN sin/SRB (2)

Ayricasin ZRM D = sin ZRSB ve sin ZRLD = sin ZRN B oldugu i¢in (1) ile (2) yi taraf tarafa carptigimizda
sinZSRB  sin ZDRM

sin/BRN ~ sin ZLRD ®)
elde ederiz. Buradan da ZSRB = ZDRM elde edilir. Yani D, R, B dogrusaldir.
Benzer sekilde A, R, C' de dogrusaldir. Bu durumda R = K dir.

Ikizkenar AQLN de Stewart’tan

QN? - KL-KN = QK?
Ikizkenar APM S de Stewart’tan

PM? - KM - KS = PK”®
K noktasmim kuvvetinden KL - KN = KS - KM olacag: igin (4) ten (5) i gikartirsak

QK? — PK? = QN? — PM?
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elde edilir. QN? = 0Q? — ON? ve OP? = OP? — OM? esitliklerini yerine yazarsak
QK? — PK? = 0Q? — OP? (7)

elde ederiz. Bu da PQ L OK demektir. OK N PQ = {H} olsun.
/ZOPM = ZKMO ve HPMO Kkirigler dértgeninde ZOPM = ZM HO oldugu igin ZOHM = ZKMO elde
edilir. Bu da OK - OH = OM? demektir. B

2009 kisilik toplulukta, hangi iki kisiyi alirsak alalim, bunlarin ikisiyle birden tanigik olan tam olarak bir kisi
bulunuyor. Bbyle bir toplulukta en gok tanidig olan ve en az tanidig1 olan kisilerin tanidik sayilar: arasindaki
farkin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

(Azer Kerimov)
2p—2

Hangi p asal sayilar icin, 1 +p+ [] Q(2%) polinomunun en az bir tam say1 kokii olacak bigimde, tam say1
i=1

katsayili bir Q(z) polinomunun bulandugunu belirleyiniz.
(Sahin Emrah)

Cozim:

Q(z") = Q(z**?~1) (mod p) oldugu icin:
2p—2

1+p+ [[ Q@) =1+ pl:[l Q(x")? (mod p) bulunur.
i=1 i=1

Dolayisiyla eger bir z; i¢in bu x; tamsay1 kok ise:
2p—2 ) p—1 )

L+p+ [[ Qi) =1+ [[ Qz9)?=0 (mod p) = p = 4k + 1 formatinda veya p = 2
i=1 i=1

p =4k + 1 i¢in eger x; polinomun bir kokii ise:

Q(z") = Q(z*) = Q(2'*P~1) (mod 4) oldugundan:

2p—2 ) p—1 )
L+p+ [ Q) =1+1+ [] Qz)?*=0 (mod 4)
i=1 i=1

p—1 _
[T Q(x*)? =2 (mod 4) olur; ama bu imkansizdir.
i=1

O zaman p = 2 olmali. p = 2 i¢in polinomumuz 3 + Q(z)Q(x?) sekinde olur.
Q(z) =2z 4+ 1 ve z1 = —1 segersek: 3+ Q(—1)Q(1) = 3+ (—1)3 = 0 bulunur.
Kaynak:

Okan TEKMAN (2009 Yaz Kamp: Biiyiik Smuf Notlari)

Bir ABC iiggeninde, Ay, By ve C1, i¢ teget cemberin sirasiyla, BC, AC' ve BC kenarlarina degdigi noktalar
olmak iizere,

|AB,| |BC | CA _ 3
|AB| |BO| |CAl — V2

oldugunu kanitlayiniz.
(Semih Yavuz)
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Coziim:

ACy; = AB; =z,BC; = BA; = y,CA; = CB; = z olsun. Soru z,y, z pozitif gergel sayilar igin;

e
cyc

haline doner. Buradan da;

V(zy +22)(z + ) V20wy +yz+z0)\/2@+y+2) Yz 3
DY i Dy e e Ty R e R ey _2\/1+(w+y)(y+z)(z+x)§\/§

cyc

diyerek soruyu bitirebiliriz. Ispat biter.
NOT: (z+ y)(y + 2)(z + z) > 8zyz oldugunu A.G.O dan kolayca elde edebiliriz.
@ Bir simiftaki n > 4 6grenciden bazilar1 arkadagtir. Bu simiftaki herhangi n — 1 6grenci, her birinin her iki

yaninda da birer arkadagi bulunacak bigimde bir ¢gember olugturabilirken, n 6grenciyle bu kosulu saglayan
bir gember olusturulamiyorsa, n nin alabilecegi en kii¢iik degerin 10 oldugunu gosteriniz.

(Okan Tekman)
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51. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2010

ABC figgeninin sirasiyla [AB], [BC], [CA] kenarlar iistiinde yer alan D, E, F noktalari, |AD| = |AF]|,
|BD| = |BE| ve |DE| = |DF| kosullarim saglhyor. I, ABC ii¢geninin i¢ merkezi olmak iizere; ABIT ii¢geninin
gevrel cemberine A noktasinda teget olan dogru ile BI dogrusu K noktasinda kesigiyor. |AK| = |AD| ise,
|AK| = |KE| oldugunu kamtlayiniz.

(Sahin Emrah)

Coziim:

AK, (AIB) ¢emberine teget oldugundan /KAl = ZABK dir.
Buradan, Z/ZKAD = ZKIA olur.

|DE| = |DF| ve [AI] ile [BI] bu uzunluklarin orta dikmeleri oldugundan ID , AIB agsin aglortayidir.
LKAD +2/AKD = /KIA+2/AID = /AKD = ZAID dir.

Buna gore ; AKID bir kirigler doértgenidir. Bu dortgenden Z/KIA = ZADK = ZAKD bulunur.

Yani AK D bir egkenar ti¢gen olup, |AK| = |K D| dir. BK, [DE] nin orta dikmesi oldugundan |KD| = |KE|
olur. Sonug olarak , |AK| = |KE| dir.

Tum a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: icin,

o (@ +b%)(a® —ab+b%) (b2—|—c)(b —be +c?) 2 +a?)(c? —ca+a)
i o !

2 1
(a® +0* + ¢?) < + >
b+c c+a

<

OJ\[\D

oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

1 1 1
Cauchy-Schwarz’dan (a + b+ ¢) (a + 3 + c) > 9 oldugundan

a+b+b+c+c+a -

212 2 2,12 2
g(a2+b2+02) 1 1 1 >6(a +b +c)_3(a +0b7+¢?)
3 2a+b+c) a+b+c

oldugunu soyleyebiliriz. A.G.O dan;
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(a?+b?) 2 2
af (@ 4 b%)(a? — ab + b?) =+ (a? — ab + b?)
Z\/ 2 <2 2 =5

cyc cyc

oldugunu biliyoruz. Buradan;

2 _ 2 2 12 4+ 2) —
S:Z\/3a 2ab + 3b S\/3(6(@ + b2+ ¢?) — 2(ab + be + ca))
4 4

cyc

elde edilir. Buradan sonra ispatlamamiz gereken sey;

3(a? 4+ b2+ 2) — (ab+ be + ca)
6

a2+b2+022(a+b+c)\/

oldugudur. Bunun igin;

2(a+b+c)?(9(a2 + b2 + ) — 3(ab + be + ca
aZMQHQZW 2 (o : ) — 3( )

olmahdir. A.G.O dan;

11(a® + b? + ) + ab + be + ca
12

M < <a®+b*+

oldugundan esitsizlik saglanir ispat biter.

Y1l boyunca yaptigr sinavlarda 2010 tane soru sormusg olan bir 6gretmen, bu sorular1 her biri 670 tane soru
igeren ii¢ dosyaya ayirarak, her dosyay: o dosyadaki sorularin hepsini ¢6zmiig olan bir 6grenciye vermek
istiyor. Herhangi bir soruyu ¢ozemeyen en ¢ok iki 6grenci olmasi koguluyla; hangi soru hangi 6grenciler
tarafindan ¢oziilmiig olursa olsun, 6gretmenin bunu yapmasinin olanakli olmasi i¢in toplam 6grenci sayisinin
en az kag olmasi gerektigini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
0 <k < n tam sayillar ve A= {a:a =k (mod n)} olmak iizere, higbir (a,m) € A x Z* igin,
a'm, + 3777.
a?—3a+1
ifadesinin degeri tam say1 degilse, n nin alabilecegi en kii¢tik degeri bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan, Okan Tekman)
ABC ftggeninin ig bolgesinde yer alan bir D noktasi iginy BDNAC = {E} ve CDNAB = {F} olmak iizere;

A, E, D, F noktalar1 gemberdes ise, bu noktalardan gecen cemberi I'p ile gosterelim. Tiim I'p ¢emberlerinin
A dan farkli bir ortak noktadan gectigini gosteriniz.

(Serhat Dogan)

@ A diizlemdeki kafes noktalarimin kiimesi ve F de, A dan {—1,1} kiimesine fonksiyonlarin kiimesi olsun. F
deki bir f fonksiyonu, F ye ait olan ve f den farkli deger aldigi kafes noktalarinin sayisi sonlu olan her g

fonksiyonu icin, (P)f(Q) (P)g(Q)
f(P)f(Q) —g(P)g(Q
> Q| =

P,QeA
0<|PQ|<2010

kosulunu saghyorsa, f ye sahane diyelim. Birbirinin 6telemesi olmayan sonsuz coklukta sahane fonksiyon
bulundugunu kanitlayiniz.

(Azer Kerimov)
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Coziim:

(Stiha Bardake)
Ik olarak, f ve g fonksiyonlar1 F iizerinde integrallenebilirdir. Buna bagh olarak bir iddia ortaya atalim.

Tanim:Alttan integral, bir fonksiyonun z ekseninin altinda kalan alani, istten integral ise x ekseninin
iistiinde kalan alani ifade etmektedir.

iddia: Sahane f fonksiyonunun, lim A = oo kogulunu saglayan herhangi bir A bolgesi icin, alttan ve tistten
integralleri birbirlerinin ters isaretlisidir. Yani [ Fure fdA=—[ Faut fdA esitligi gecerlidir.

ispat: Vektorel olarak z; kafes noktalar kiimesi ve k, m € A noktalar: icin,

klgf)lo Z($2k+1 — Toy) / ) fdA

keA

seklinde tanimlayalim.

Tamim geregi, Alt toplami da

im Z (Tom—1 — Tam) = /; JdA
meA alt
seklinde tammlamaliy1z. Bu iki esitligi taraf tarafa toplarsak, istedigimizi elde etmis oluruz. Ispat biter. W

O halde f fonksiyonunun integrali, alt ve iist integrallerin toplami olacagindan, bu deger 0 a esit olur. bunu
kullanarak, soruda verilen egitsizlikte her iki tarafta integral alirsak,

[z DMQ-aPn@),

Poea |PQ| -
0<|PQ\<2010
/ 3 f(P)f(Q) / 3 9(P)g(Q)
o o St IP@
0<|PQ\<2010 O<|PQ|<2010

f sahane ise zaten esitsizliginin sol tarafi 0 olacagindan, ispatlamamlz gereken,

4(P)g(Q)
0= / > Tpg)

P,QeA
0<|PQ\<2010

esitsizligini saglayan f den farkli sonsuz sayida kafes noktasi olan sonsuz tane g fonksiyonu oldugunu goster-
mek. |PQ| degeri pozitif olacagindan, g(P)g(Q) ifadesi sonsuz sayida f den farkh kafes noktasi i¢in negatif
deger alabilir. O halde Sonsuz tane Sahane fonksiyon bu kosullar saglayabilir.
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52. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2011

QT pozitif rasyonel sayilar kiimesini gostermek iizere; her x € QT igin

()= A e ()5

kogullarini saglayan tiim f : Q* — QT fonksiyonlarini bulunuz.

(Serhat Dogan)

ABC figgeninin cevrel cemberinin A noktasindan gecen ¢apimin diger ucu D ve igteget cemberinin merkezi

T olsun. Swrasiyla [BA ve [C'A 1gimlan iistiinde yer alan E ve F noktalar

|AB| + |BC| + |CA]

|BE| = |CF| = >

kosulunu sagliyorsa, EF' ve DI dogrularimin dik oldugunu gosteriniz.

(Mehmet Hamidoglu)

Cozim:

u, 7, R bilinen gésterimler olmak tizere ; |BE| = |CF| = u,|AD| = 2R dir.
Icteget cemberin [AB] ve [AC] ye degme noktalar: sirasiyla K ve T olsun.
|BT| =u —b,|CK| = u — ¢ oldugundan, |[TE|=b,|KF| = c dir.

AITE ‘de,
[IE]* = b* +r?
AIKF “de,
|[TF]? = c? +r?
ACDF “de,
IDF? = u? + |DC|* = v? + 4R* - b?
ABDE 'de,

|DE|?> = u® 4+ |BD|? = u® + 4R? — ¢

(1) 4+ (3) = (2) 4 (4) oldugundan, I FDE icbiikey dortgeninin kogegenleri olan ID ile EF birbirine diktir.

A ve B, srasiyla 20112 ve 2010 elemanli birer kiime olsun. Her (z,y) € A x A i¢in, f(z,y) = f(y, x) kosulunu
ve her g : A — B fonksiyonu i¢in, g(a1) = f(a1,a2) = g(az) ve a1 # as olacak bigimde bir (a;,a2) € A x A

bulunmasi saglayan bir f : A x A — B fonksiyonunun bulundugunu kanitlayiniz.

(Azer Kerimov)

D, ABC figgeninin [BC] kenar iistiinde kogelerden farkl bir nokta olmak tizere; ABC, ABD ve ADC
iiggenlerinin icteget gemberlerinin merkezleri sirasiyla, I, Iy ve I dir. AI;I ve ADIs iiggenlerinin gevrel
gemberleri A dan farkli bir £ noktasinda, AIls ve Al D tiggenlerinin gevrel gemberleri de A dan farkli bir

F noktasinda kesigiyor. |Al1| = |Al| ise,

|EI| |ED| _ |ELJ
\FI| |FD|  |FLJ?

oldugunu kanitlayiniz.

(Sahin Emrah)

105


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3301.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3302.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3303.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3304.0

52. Uluslararasi Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2011 geomania.org

Coziim:

AF

/AL = ZADI, ve /ZIAI = Z/DAI, oldugundan, ANAIL I ile AADI5 nin cevrel ¢emberleri ikinci kez Io1
ve DI; dogrularinin kesim noktasinda kesigirler.

Benzer sekilde, ZADI, = LAl I ve ZIyAD = /I Al oldugundan, AAII5 ile AAI D nin de cevrel cemberleri
de ikinci kez I1I ve DIs dogrularinin kesim noktasinda kesigirler.

Bu noktalar sirasiyla F ve F' olarak bilinmektedir.

Agilar incelendiginde agsagidaki benzerliklere ulagabiliriz.

|EL| _ |AB] _ |AL] |EL* _ |AE|
|FL|  |AL|  |AF| © |[FL]*  [AF|

AE|  |EI

AAIB ~ DAFD = (35 = (o0
AD| _ |ED|

AAED ~ AATF = 220 _ IED]
AR T [F]

Bulunan son iki orantidan,

|AE| |EI| |ED|
|AF|  |FI| |FD|

elde edilir.
a® + b2 + ¢® > 3 kosulunu saglayan tiim pozitif a, b, ¢ gercel sayilari icin,

(a+1)(b+2) n (b+1)(c+2) n (c+1)(a+2)
G+1)(b+5)  (c+1D(c+5) (a+1)(a+5)

>3
-2

oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

b+1)(b+5) <

[SCRIE

(b + 2)? oldugunu ifadeyi acarak kolayca gorebiliriz. O halde bizim;

(a+1)? (b+1) (c+1)°
(a+1D)B+2)  b+D(c+2) (c+1D(a+2)

gostermemiz yeterli olacaktir. Faydali Esitsizlikten dolayz;
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(6]

(a+1)2 (b+1)2 (c+1)2 - (a+b+c+3)?
(a+1)b+2) Gb+1D(c+2) (c+1)(a+2) " ab+bc+ca+3(a+b+c)+6

idir. Bundan sonra bizim;

(a+b+c+3)?=a®+b*+c*+2(ab+be+ca) +6(a+b+c)+9>2(ab+be+ca) +6(a+b+c)+12

gostermemiz yeterlidir. Bu da a? + b + ¢? > 3 oldugundan dogrudur. ispat biter.

n pozitif tam sayisiin iki tabanmna gore yazilimindaki rakamlarin toplamini ¢(n) ile gosterelim. & > 2 bir
tam say1 olsun.

a. Tim m > N tam sayilari i¢in, ¢(3-5---(2m + 1)) > k olmasi saglayan bir N tam sayis1 bulundugunu
gosteriniz.

b. Her m porzitif tam sayist i¢in, a,, > 3 bir tek say1 ve t(ajaz - - anm) = k olacak bicimde bir (a;)$2; tam
sayilar dizisi bulundugunu gésteriniz.

(Okan Tekman)

K, dar agili bir ABC ii¢geninin i¢ bolgesinde yer alan bir nokta ve ARBPCQ), kogeleri ABC' ii¢geninin ¢evrel
cemberi I' min istiinde bulunan digbiikey bir altigen olsun. K den gecen ve I' ya A da teget olan cemberin
AP dogrusunu ikinci kez kestigi nokta A, K den gecen ve I' ya B de teget olan ¢emberin BQ dogrusunu
ikinci kez kestigi nokta By, K den gegen ve I' ya C de teget olan ¢emberin C'R dogrusunu ikinci kez kestigi

nokta C' ise,
min{'PA1| |QB: | RCl|} <1
|AA1|" BBy |CCy| | —

oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)

2011 kentin bulundugu Cizgistan’daki her kent ikilisi i¢in, Cizge Hava Yollar1 (CHY) tarafindan bu kentler-
den yalnizca birinden digerine tek yonlii olarak ucgak seferleri diizenlenmektedir. Her kentin kalkig noktasi
oldugu seferlerin sayisi ile varig noktasi oldugu seferlerin sayisinin farkinin mutlak degeri k£ yi agmamak
koguluyla bu seferler nasil diizenlenirse diizenlensin, Cizgistan’in herhangi bir kentinden herhangi bagka bir
kentine yalnizca CHY seferlerini kullanarak ulagmak miimkiin olmaktadir. £ nin alabilecegi en biiyiik degeri
belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

@ p bir asal say1, n bir pozitif tam say1 olsun ve Z,» = {0,1,...,p" —1} olsun. Her a,b € Z,» igin, (a+ b+ pab,

a + b+ pab nin p" ye bolimiinden kalan gostermek {izere),
fla) + f(b) = fla+b+pab) (mod p")
kogsulunu saglayan ka¢ f : Zy» — Z,» fonksiyonunun bulundugunu belirleyiniz.
(Okan Tekman)

Coziim:

Resmi Co6ziim:

1 i1
iZOiginaiz%

kabul edelim. Ttimevarimla f(a;) =7 - f(1) (mod p™) elde ederiz.
Eger p > 2 veya p =2 ve n =1 ise,

ai=a; (modp") = (1+p)J"=1 (modp"™') = i=j (modp").
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olacak ve a; + a;j + pa;a; = a;; esitligi gerceklenecektir. 4,5 > 0 icin fonksiyon f(a;) = ic (mod p™), (0 <
i < p"), seklinde tamml olacak ve ¢ € Z,n. gibi p™ farkh sekilde segilebilecek.

Eger p =2 ve n > 1 ise,

ai=a; (mod?2") = 3""=1 (mod2"™') = i=j (mod2" ).

Zpn ={a; :0<i<2m b U{—aq;—1:0<i<2" '} aynca2f(-1)= f(-1)+ f(-1) = f((-1)+ (-1) +
2(=1)(—-1)) = f(0) =0 (mod 2™). esitligi de olacaktur.

Ayni gekilde 7,5 > 0 igin, a; + a; + 2a;a; = a4, a; + (—aj — 1) + Zai(—aj — 1) = —a;+; — 1, ve (—ai —
1)+ (—a; — 1)+ 2(—a; — 1)(—a; — 1) = a;4+; oldugundan fonksiyon f(a;) = ic (mod 2") geklinde olacak ve
f(—a; — 1) =ic+d (mod 2"), (0 <i < 2"1), ifadesi de dogru olacaktir.

O
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53.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2012

A=1{1,2,...,2012}, B={1,2,...,19} ve S de A nin tiim altkiimelerinin kiimesi olsun. Her A;, A3 € S igin,
f(A1 N Ay) =min{f (A1), f(A2)} kogulunu saglayan tiim f : .S — B fonksiyonlarinin sayisim belirleyiniz.

(Selim Bahadir)
D, dar agili bir ABC {iggeninin [BC] kenar iistiinde kogelerden farkh bir nokta olmak tizere; My, Ms, Ms,
My, Ms sirasiyla, [AD], [AB], [AC], [BD], [CD] dogru pargalarinin orta noktalari; Oy, O, O3, Oy sirasiyla,

ABD, ACD, M1 MsMy, My MsMj5 tiggenlerinin gevrel gemberlerinin merkezleri; S ve T de sirasiyla, AO; ve
AQOs3 dogru pargalarinin orta noktalar: olsun. SO304T dértgeninin bir ikizkenar yamuk oldugunu kanitlayiniz.

(Selim Bahadir)
Coziim:

M7 M> nin orta noktasi P; M7 M3 iin orta noktasi R olsun.

Acik sekilde O1 My || POs ve AMyMy Mo ~ AABD benzerliginden OsP = O1 M.

AP = PMy ve AS = SO; oldugundan SP || O1 My, dolaysiyla da S, P, O3 dogrusal ve SP = POs.

Ay iglemleri Os ve Oy i¢in yaptigimizda, TR = ROy ve T, R, O4 dogrusal olacak. O3P || O4R oldugu igin
S0O304T bir yamuk; RP, bu yamugun simetri ekseni oldugu i¢in de ikizkenar bir yamuktur.

ab 4+ bc + ca < 1 kogulunu saglayan tim a, b, ¢ pozitif gercel sayilar: igin,

1 1 1
a+b+c+\/§28abc( + )

a2+1+b2—|—1 2+1
oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Cozim:

1 1 1 2(a+b+c)
a?+1 + b2 +1 + 2+17 (a+b)(b+c)(c+a)
Lemma: 9(a +b)(b+c¢)(c+a) > 8(a+ b+ c)(ab+ be+ ca)
ispat: (a + b)(b+ ¢)(c + a) + abe = (a + b+ ¢)(ab + be + ca) oldugunu biliyoruz. Yerine koyarsak 9(a + b +

¢)(ab + be + ca) — 9abe > 8(a + b+ ¢)(ab + be + ca) ve (a + b+ ¢)(ab+ be + ca) > Yabe gbstermemiz yeterli
olur. Bu da A.G.O dan barizdir.

1 1 1
O halde biz 8abc + < 6abc(a+b+c) < 18abc
(a+b)(b+c)(c+a) ab + be + ca

olur.

(a+b)(a+c)=a?+ab+bc+ ca < a?+1 dir.

p 1+ T + il @ oldugunu gosterdik.
Bundan sonra;

18abe
ab+bc+ca
(a+b+c)(ab+be+ ca) +/3(ab+be+ ca) > 18abe gostermeliyiz. A.G.O dan (a+ b+ c)(ab+ be+ ca) > 9abe
dir. O halde v/3(ab + bc + ca) > 9abe gostermemiz yeterlidir.

a+b+c++V3> gostermemiz yeterli olacaktir. Diizenlersek;

b+b 1
abtbetca > Va2b2c? olur ve ——= > abe
3 3V3

olur. Buradan da v/3(ab + bc + ca) > 9abe elde ederiz. Ispat biter. Esitlik a =b=c¢ = % igin saglanir.

Bir ABC ftiggeninin igteget gemberi [BC], [C' 4], [AB] kenarlarina sirasiyla, D, E, F noktalarinda degiyor. A
noktasinda gegen ve BC' dogrusuna D de teget olan ¢ember ise, [BF| ve [CE] dogru pargalarim sirasiyla, K
ve L noktalarinda kesiyor. E den gegen ve DL ye paralel olan dogru ile F' den gegen ve DK ye paralel olan
dogru da P noktasinda kesisiyor. Ry, Ro, Rs, Ry swrasiyla, AFD, AED, FPD, EPD f{iggenlerinin cevrel
¢emberlerinin yarigaplar: olmak tizere, Ry Ry = RsR3 oldugunu kanitlayiniz.

1
A.G.O dan ab + bc + ca > 3v/a2b2c? idir. Verilen bilgiden 3 >

(Fehmi Emre Kadan)
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Coziim:

u yarigevre olmak iizere; BD = BF =u—b, CD=EC=u—c¢, AF = AF =u —a.

_ 2
B nin (AKDL) gemberine gore kuvvetinden BK = M ve C' nin ayni gembere gore kuvvetinden
c
(u—c)?
CL=-—"
b
_p)2 2
Bu durumda KF = (u —b) — % ve EL = (u—c)— (u=c) . Biraz aritmetikle
KF _ b(u —b)
EL  c(u—c)
KD BD —b DL
%gDK ~ ABAD oldugu igin 1D — 4B — UT, aym sekilde ACDL ~ ACAD oldugu igin D =
Tl ? Taraf tarafa oranlarsak;
KD_b(u—b)_E 0
DL  c¢lu—c) FEL
. AD AD
(AFD) nin yangapt B = 52755 = 55 ZKFD’
. PD PD
(FPD) nin yangapt Bs = 5 2 50D = 55 ZFDE
Taraf tarafa oranlarsak
Ry AD-sin/FDK AD KF @)
R; PD-sin/KFD PD KD
. AD AD
(ABD) nin yarigapt B2 = 52 = 0D = 25in ZDEL’
PD PD
EPD) ni = = .
(EPD) nin yarapt Ba = 5 0 5 e D = 25n ZEDL
Taraf tarafa oranlarsak )
Ry AD-sin/EDL AD EL 3)
R, PD-sin/DEL PD DL

(2) ile (3) oranlayip (1) deki esitligi yerine yazarsak R1 R4 = RoR3 esitligini elde ederiz.

Hangi n pozitif tam sayilar1 i¢in, her biri n ile boliinen n tane tam sayimin karelerinin toplami olarak
yazilabilen her pozitif tam sayinin, hicbiri n ile bolinmeyen n tane tam sayinin karelerinin toplami olarak
da yazilabilecegini belirleyiniz.

(Sahin Emrah)
Coziim:

Resmi Coziim: Bu sartlari saglayan pozitif tamsayilarina iyi say1 diyelim. Her n iyi sayisinin tiim katlarinin
iyi say1 oldugunu gosterelim. m = nk olmak tizere, her 1 < i < m igin m | x; olsun. n | ; ve n bir iyi say1
olduguna gore, her 0 <[ < k — 1 indisi i¢in

n(l+1) n(l+1)
> wi= ) W
i=nl+1 i=nl+1
olacak gekilde hicbiri n ile tam boliinmeyen y1,ys, . . . , ¥ sayilart bulunur. Buna gore,

nk nk

2 2
§ Ly = E Yi
i=1 i=1
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ve tiim 1 < ¢ < m indisleri i¢in m = nk 1 y; olur. Simdi tiim pozitif tek tam sayilarn iyi say1 oldugunu
gosterelim.

Lemma: n bir pozitif tek tam say1 olmak tizere, x1, zo, .. ., z, tam sayillarindan en az biri n ile tam boliinme-

yen say1 olsun. O zaman
n

n
Z(”xz)z = Z Z/zz
i=1 i=1
olacak sekilde higbiri n ile tam boliinmeyen y1,ys,. . ., y, tam sayilar: vardir.

Lemmanin ispatl: Genelligi bozmadan n { z; kabul edelim. X = 2 Z?:l x; olsun. n | X ise x1 yerine —xq
yazarsak n { 1 ve n tek oldugundan n { 4x; olur. Sonug olarak yine genelligi bozmadan n { X alabiliriz.
Simdi

n n
Z(nxl)Q = Z(X — nx;)?
i=1 i=1
esitliginde her 1 <14 < n i¢in y; = X — nx; alirsak lemmanin ispati tamamlanmaig olur.

n bir pozitif tam say1 olmak {izere, bir a sayisi1 her biri n ile tam boliinen n tam sayinin karelerinin toplamina
esitse, a = >, (n"z;)*> ve her 1 < i < n i¢in n { z; olacak gekilde x1,xa,...,z, tam sayilar1 bulunur.
Lemmay1 r kez kullanarak, a = Y. | y? ve her 1 <i < n i¢in n { y; olacak sekilde y1,ys, ..., y, tam sayilarn
elde edilir.

Simdi 8 sayisinin iyi say1 oldugunu gosterelim. Bir a sayisi her biri 8 ile tam boliinen 8 tam sayinin karelerinin
toplamina esitse 64 | a ve a > 64 olur. O zaman Lagrange’ in 4 kare teoremine gore, x1, 2, 3, T4 tam sayilar
olmak iizere, a = 12 + 42 + 42 + 4% + 22 + 22 + 23 + 23 olur. Bu durumda 2% + 23 + 23 + 23 = 7 (mod 8)
ve 7 sayisimn (mod 8) de sadece 1+ 1+ 1+ 4 geklinde gosterildigine gore, tiim 1 <4 < 4 indisleri i¢in 8 1 x;
elde edilir.

4 sayist iyi say1 degildir, ciinkii 32 = 42 + 4% + 02 4 02 sayis1 hicbiri 4 ile béliinmeyen 4 sayinin karesinin
toplami geklinde gosterilemez. iyi saymin tim katlari da iyi say1 olduguna gore, 1 ve 2 sayilari da iyi say1
degildir. Dolayisiyla sart1 saglayan sayilar, 1,2,4 haricindeki tiim pozitif tam sayilardir.

@ Arda ile Bagak 1 x m bir satrang tahtasi ve iizerlerinde 1 den 2012 ye kadar tam sayilarin yazih oldugu
2012 tagla bir oyun oynuyorlar. Her hamlede Arda bir tag segiyor ve Bagak bunu tahtanin istedigi bos
bir karesine yerlegtiriyor. Bu bicimde yapilan k£ hamle sonucunda secilen taglar tahtaya artan bir sirada
yerlegtirilmigse, oyunu Bagak; degilse, Arda kazaniyor. Hangi (m, k) ikilileri igin Bagak’in oyunu kazanmay1
garantileyebilecegini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
Bir r rasyonel sayisi ve bir n pozitif tam sayisi igin, S.(n) = 1" + 2" + - -+ + n” olsun. Sonsuz ¢oklukta n

pozitif tam sayisi igin, S,(n) = (Sp(n))® olmasim saglayan biitiin a, b pozitif rasyonel sayilarini ve ¢ pozitif
tam sayilarini belirleyiniz.

(Omer Faruk Tekin)
Coziim:

Cevap:a=3;b=1;c=2vea=bc Q" ;c=1.

Kosulda n tstiinde Bernoulli Esitsizligi uygularsak tiim pozitif n tamsayilar1 ve pozitif rasyonel r sayilari
igin;

nr+1 (7’L+ 1)7‘+1
<585 < —
r+1 = T(n) - r+1

elde ederiz. S,(n) = (Sp(n))¢ esitliginde benzer bigimde r = a, b igin Bernoulli egitsizligi uygularsak;

natl - (n+1)0t1\° (n+1)“+1> nb+1\“
a+1-\ bt1 Y Tar1 T\t
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elde edilir. Buradan;

n(bJrl)c (b+ 1)c - (TL+ 1)(b+1)c
(n+1)ett = a+1 — notl

esitsizliginin sonsuz sayida n pozitif tamsayisi igin saglandigini elde ederiz. Son egitsizlikte n e sonsuza yakin
bir deger verdigimizde (b+1)c = a+1 ve (b+1)¢ = a+1 olmas: gerektigini elde ederiz. ¢ = 1 ise a = b saglar.
c>1lisec= (b+1)tvebe Zolur. b > 1 den ¢ > 27! olmaldir. Yani ¢ = 2 dir. Buradan a = 3,b = 1
gelir ve ispat biter.

ABC = A’B'C’ olacak bigimde diizlemde yer alan birbirinden farkh A, B, C, A’, B’, C’ noktalar igin,
ABC {iggeninin agirlik merkezi G noktasi olsun. G den gegen A’ merkezli gember ile [AA’] ¢capli gember A;
noktasinda, G den gegen B’ merkezli gember ile [BB’] ¢apli cember B; noktasinda, G den gegen C’ merkezli
gember ile [CC’] gapl ¢ember de C; noktasinda kesigiyorsa,

|AAL | + |BB,|? +|CC1|? < |AB|? + |BC)? + |CAJ?

oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

@ Tiim pozitif tam sayilarin kiimesinin Z7 ile, tiim asal sayilarin kiimesini de P ile gosterelim.

Ave S, ZT nn altkiimeleri olmak iizere; A nin tiim a elemanlar: ve 0 < b < a kosulunu saglayan tiim b tam
sayllar igin, b = s1 + s2 + -+ + 8, (mod a) ve 1 < n < N olacak bigimde S ye ait s1,82,..., S, sayilarmin
bulunmasim saglayan bir N pozitif tam sayis1 varsa, A kiimesine S-uygun diyelim.

P kiimesi S-uygun olacak ve Z* kiimesi S-uygun olmayacak bicimde ZT mmn bir S altkiimesini bulunuz.

(Umut Varolgiines)
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Bir n pozitif tam says1 igin, n den kii¢iik ve n ile arasinda asal olan pozitif tam sayilarin sayis1 ¢(n) ile
gosterilmek tizere,

2"+ (n—9¢(n)—N!'=n"+1
egitligini saglayan tim (m,n) pozitif tam sayi ikililerini bulunuz.
(Vefa Goksel)

2013 x 2013 bir satranc¢ tahtasinin birim karelerine, her birim karede en ¢ok bir tag olacak ve birim karelerden
olusan her 19 x 19 karede de en az 21 tag olacak bicimde en az kag tag yerlestirilebilecegini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

BveC acilariin olgiileri farkli olan dar acili bir ABC ii¢geninin ¢evrel gemberinin merkezi O ve i¢ teget
gemberinin merkezi de I dir. [BC], [C 4], [AB] kenarlarinin orta noktalar: sirasiyla, D, E, F' ve I dan [AB]
ye inilen dikmenin ayag1 T olsun. DEF ii¢geninin ¢evrel cemberinin merkezi P ve [OI] dogru pargasinin orta
noktast @) olmak iizere, A, P, () noktalar1 dogrudag ise,

[A0| _ |BC| _

OD|  |AT|
oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

mb = n"t 4 n — 1 egitligini saglayan tiim (m,n) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

Coziim:

ntl

Eger n bir tek say1 ise (n 2 =N

2 4 1) oldugundan eger n > 2 ise buradan ¢oziim

2
<n"lin-1< (n
gelmeyecegini soyleyebiliriz. n = 1 icin saglar.

n+1

a1\ 3 3
Eger n = —1 (mod 3) ise n%) <n"l4n-1< (n T+ 1) oldugundan buradan da n > 2 igin ¢éziim

gelmeyecegini sOyleyebiliriz. n = 1 i saymusgtik.
Eger n =0 (mod 3) ise m® = —1 (mod 3) olur ve buradan da ¢éziim gelmez.
O halde n = 4 (mod 6) diyelim. n + 1|n"*! +n + 2 = y° + 3 oldugunu sdyleyebiliriz. Buradan n +1 =5
(mod 6) olur. Buradan n + 1 i bolecek sekilde bir p = 2 (mod 3) olacak gekilde bir p asalinin varhigim
bilebiliriz. ¥® = —3 (mod n + 1) idir. O halde y® = —3 (mod p) olur. Ancak bir tamkare p = 2 (mod 3)
olmak {izere (mod p) de —3 kalanimi veremez. p > 2 idir.
Ispat: Diyelim ki bir z icin 22 = —3 (mod p) olsun. Simdi de 2y + 1 = z (mod p) olacak sekilde bir y
secelim. Buradan 2> +y +1=0 (mod p) = > =1 (mod p) olur. O halde y nin (mod p) deki mertebesi d
olmak tizere (d,3) = 1,3 olabilir. = 1 ise y = 1 (mod p) olur. p = 3 olmas1 gerekir. Celigki! = 3 olsa 3|d|p—1
olmasi gerekir. Celigki! Kabul yanhgtir ve boyle x ler yoktur.
O halde bu durumdan da ¢6ziim gelmez ve ispat biter. Yalnizca n = 1 saglar.

Bir ABC' {iggeninin i¢ teget cemberinin [BC| kenarma teget oldugu nokta D ve merkezi I; [ID] dogru
parcasinin orta noktasi ise T olsun. I dan AD dogrusuna cizilen dikme AB ve AC' dogrularim sirasiyla,

K ve L noktalarinda; T' den AD ye ¢izilen dikme de bu dogrular: sirasiyla, M ve N noktalarinda kesiyor.
|KM|-|LN|=|BM|-|CN| oldugunu gésteriniz.

(Selim Bahadir)
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Coziim:

AABC de, AI dogrusu BC yi W kessin. I dan BC' ye ¢izilen paralel AD yi P de kessin. u yarigevre olmak

uzere;
iddia:
PI:(u—a)(bfc)
a+b+ec
ispat:
CD—u—ewe=-" _ py_=ab=9
b+c b+c
Al AC B b _ b+ec
AW — AC+CW ab  a+b+c
b+
b+c
PI Al B Al (u—a)(b—c)
ow o aw PPN T e

Soruya geri donelim.

KL, AD yi R de; MN, AD yi S de kessin.

B den AD ye inilen dikmenin ayagi X; C' den AD ye inilen dikmenin ayag1 Y olsun.
KM RS LN RS
BM  SX CCN_ SY

Bu durumda,
KM-LN

BM-CN
olacaktir. ZXBD = 0 dersek, ZADI = ZDCY =6 ve XD = (u—b)sinf and DY = (u — ¢) sin § olacaktir.

SX=8SD—-—XD=RS—XDveSY =58D+ DY =RS+DY
SX-SY = (RS — XD)(RS + DY) = RS? + RS(DY — XD) — XD - DY
oldugu igin amacimiz RS(DY — XD) = XD - DY oldugunu gostermek.
ID =r dersek, RS = g - cos 6.

1< RS?=5X.-5Y

RS(DY — XD)= XD DY <~ g -cosO(b— c)sinf = (u — b)(u — c)sin?

~ 2(u—10b)(u—c)
@T—W“canﬁ

<~ (u—a)(b—c) =2ur-tanf

@W:r.tane
2u

PI— (u—a)(b—rc)
a+b+c
son ifadesi dogrudur. Bu durumda RS(DY — XD) = XD - DY olacaktir. B

oldugunu gostermistik. Ayni zamanda PI = r tan 8 oldugu i¢in ¢ift yonli gerektirmenin
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@ —2<z,y,2 < 2ve 22+ y? + 22 + zyz = 4 kosullarini saglayan tiim z, vy, z gercel sayilari icin,

Aeztyzty) _ o
zy+y?+224+1 "
olmasini saglayan en kiiglik K gergel sayisini belirleyiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

Coziim (Fehmi Emre Kadan):

|z| ifadesi 2 ye esit olmasin. O halde ;

2 2
x4 22 4 — g2 z2(xz +2 4— g2 —y? — 22 — gyz)z?
oyty?+2 -z (wztyzty) = (2 +y - + - 2y) ( i v
2 4 4—x 4—-z

1 5 1—-+5
oldugundan K en az 1 dir. Egitlik x = +2\f, y=z= 2\[ iken saglanir.

|z| = 2 ise bu durumun incelenmesi kolaydir. Buradan geligki ¢ikmaz.

Sonug olarak K = 1 saglar.

—

Digbiikey bir ABC'D dortgeninde kiogegenlerin kesigim noktast E olmak tizere, m(EDC) = m(DEC) =

—

m(@) kogulu saglaniyor. [BC| kenar: tstiindeki bir F' noktas igin, m(@) +m(@) = m(BFE) ise,
A, B, F, D noktalariin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)
Coziim:

(ABD) gemberi BC yi G de kessin. ZBAD = /DGC = ZCED oldugu i¢in E,G,C, D gemberseldir. Bu

durumda
BE -BD = BG - BC (1)
olacaktir. /ZBAD = ZAEB oldugu igin
BE-BD = AB? (2)
dir. (1) ile (2) yi birlegtirirsek
BG - BC = AB? (3)
elde edilir. Bu da
/ZBAF = /BCA (4)
ile egdegerdir. ZBAD = ZBDC oldugu i¢in CD dogrusu (ABD) ¢emberine tegettir. Dolayisiyla,
ZCBD = ZGDC (5)
Bu durumda EGCD kirigler dortgeninde ZGEC = ZGDC = ZCBD olacaktir. Bunu (4) ile birlegtirirsek
/EGB=/GEC+ /BCA=/FEBF+ /BAF =/EFB (6)

elde ederiz. Bu da F' = G anlamima gelir. Yani A, B, F, D noktalar1 gemberseldir.

Tim z,y gercel sayilar: icin,

f@?) = f(x)? = 22f ()
fl=z) = f(z - 1)
l<z<y= f(z) < f(y)

kosullarini saglayan biitiin f : R — R™ fonksiyonlarim belirleyiniz.
(Selim Bahadir)
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@ Bir iilkedeki n kentten bazilari arasinda, herhangi iki kent arasinda ulagimi olanakli kilacak ve her kentten
en az k sefer olacak bigimde kargilikli ugak seferleri yapilmaktadir. Bu seferlerin, nasil diizenlenmis olurlarsa
olsunlar, n — k hava yolu girketi arasinda, herhangi bir kentten bir digerine ayni1 hava yolu sirketini birden
fazla kere kullanmadan gitmek miimkiin olacak bicimde paylagtirilabilecegini kanitlayiniz.

(Azer Kerimov)
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(1,2,...,2014) 2014-liisiiniin, her 1 <4 < j < 2014 i¢in, 7 + a; < j + a; kogulunu saglayan (a1, as, . .., azo14)
permiitasyonlarinin sayisini belirleyiniz.

(Selim Bahadir)
Coziim:

Ik olarak 2014 sayisimi nereye yerlestirecegimize bakahm;

a1 = 2014 olsun. Bu durumda a; + 1 = 2014 + 1 = 2015 olur.

2015 < as + 2 2013 < ag a1 = 2014 oldugundan = as = 2013.

Ayni sekilde; 2015 < a3 + 3 2012 < a3 a; = 2014 ve ay = 2013 oldugundan=—- a3 = 2012.
Bu sekilde asg14’e kadar gidersek (2014,2013,2012...2, 1) permiitasyonu elde edilir.

Simdi en biiyiik sayidan (Bu durumda 2014) sonraki siralamanin belirli oldugunu gosterelim:
a, = 2014 olsun.

2014 +n <apy1+n+12013 <apy1 = aps+1 = 2013

Bu yukaridaki gibi permiitasyonun sonuna kadar gider ve (...,2014,2013,2012,...,n + 1,n) geklinde olur
(biitlin permiitasyonlarda).

Simdi n’den 6nceki sayilar: siralayalim ve sonuna az 6nceki permiitasyonu ekleyelim. Yani (1,2,3,...,n—1)"in
permiitasyonlarini bulalim.

Bunun i¢in de n — 1 sayisim yerlegtirelim. Az once gosterdigimiz gibi n — 1’den sonraki sayilarin siralamasi
belirlidir.

an, =n — 1 olsun. O zaman permiitasyon (...,n—1,n—2 n —3,... a,,) seklinde olur.

Bu durumda yine kalan sayilar1 siralariz ve bu sgekilde giderek sonlu hamle sonra bir grubu siralamayi
biraktigimizda permiitasyonumuz olusur.

X hamle sonunda kalan sayilarin en biiyiiglinii n, ile gosterelim.Permiitasyonlarin genel gekli
ng <Ng—1 <ng—2 < ... <Ng
olacak sekilde agagidaki gibidir:
(ng,meg — 1, .., Ling—1,ng—1 — L,ng—1—2,...,ng + 1,...,n9,n0 — L,mg — 2,...,m1 + 1)

Ornek durum ny = 2014,n1 = 35,2 = 3 olacak sekilde (3,2,1,35,34,...,5,4,2014,2013,...,37,36) dur.

Bu siralamay1 (ng, ng—1, nk—2, - . ., no) sayilariin ne oldugu belirler. ng = 2014 oldugu barizdir. Biz kalanlar:
kag farkli sekilde segebilecegimizii nceleyelim:

. 2013 )
k = 2013 icin kalan sayilar <2013) sekilde,

2013
= 2012 ici 1 1 kil
k 012 igin kalan sayilar (2012) sekilde,
Bu sekilde giderek,

201
k =1 icin kalan sayilar ( 01 3) sekilde,

201
k = 0 icin kalan sayilir ( 00 3) sekilde seceriz.

Hepsini toplarsak » ;" > = 22013 permiitasyonlarin sayisini elde ederiz.
i

Cevap: 22013
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Tim z,y gercel sayilar: icin,
FU@) +a® +1) + 20 =y + (f(a + 1)

kogulunu saglayan biittin f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:
Tk esitlik

FU@) +2? + 1) + 20 =y + (flz +1))> ..(1)

olsun. f fonksiyonun birebir ve orten oldugu barizdir. f(0) = a, f(1) = b olsun. Esitlikte # — 0 koyarsak
Yy € R i¢in

y=f(fly) +1) = b ..(2)

idir. ...(2) yi ...(1) de yerine koyalim.

F(f) +1+2) +22+0° = fF(f(y) +1) + f2@+1) ...(3)

olur. f in birebirligi biliyoruz o halde;

f@4+y)+2e+0*=fy)+ fAx+1) ..(4)

elde edilir. Burada yerine y — 0 koyarsak;

fPlz+1)=f@)+20+b*—a ..(5)

elde edilir. Bunu ...(4) te yerine koyarsak;

f@®+y) = f@®) + fly) —a

elde edilir. Buradan da Vz, y € R, x > 0 i¢in;

flz+y)=fl@)+ f(y) —a ..(6)

elde edilir. Bu esitligin < 0 i¢in de sagladigini kolayca gorebiliriz. O ylizden;

flx+y)=f@)+fy) —a .(7)

elde edilir. ...(7) de z = y = 1 koyarsak f(2) = 2b— a buluruz. ...(5) te = 1 koyarsak f2(2) =b*+b+2—a
elde ederiz. O yiizden;

(2b—a)?!=b>+b+2—a ..(8)

elde edilir. ...(5) te z = —1 koyarsak;

a>+a=b0"+b-2 ..(9

elde edilir. ...(8) ve ...(9) u da ¢6zeriz ve buradan a = 0,b = 1 gelir. ...(5) ve ...(7) yeniden diizenlenirse;

fAa+1)=f@*) +22+1 ..(10)

118


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3793.0

55. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2014 geomania.org

flet+y) = f@)+fly) (1)
elde edilir. ...(10) u f(1) = 1 oldugunu kullanarak ...(5) te yerine koyarsak;

F@) = fa)+2- f@) =20 ..(12)

elde edilir. Burada © — —x koyarsak esitlik bozulmaz ve f in ¢ift fonksiyon oldugunu bilebiliriz. O ytizden
ayrica;

f@?) = f2(x) +2x -2 f(x) ..(13)

oldugunu da biliyoruz. ...(12) ve ...(13) ten tiim z gercel sayilar icin f(z) = z elde edilir. Ispat biter. (kaynak:
AoPS)

|AC| > |AB| olan bir ABC ii¢geninin i¢ teget ¢cemberinin merkezi I noktasi ve yarigapi r, ¢evrel cemberinin

merkezi O noktasi ve yaricapt R, [BC| kenarma ait dig teget gemberinin merkezi J4 ve yarigap r, dir. i(;
teget cemberin [BC| kenarina degme noktasi D olmak iizere, B ile D arasinda yer alan bir E noktasi

Alan(IEJ4) =2 - Alan(IEO)
kogulunu sagliyorsa,
|[ED| = |AC| —|AB| < R=2r+r,
oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

Soruda 2r + r, = R olmasi isteniyor. Bu durumda, ¢izim yaparken, dig teget ¢cemberi miimkiin oldugunca
kiiciik tutmak gerekiyor. Bunun i¢in ideal ¢izimlerden biri, B agisinin genis agili oldugu bir AABC' ¢izmek.

Yazimda kolaylik saglamasi i¢in J = J4 diyelim.
AT cevrel gemberi M de kessin. Cok bilinen bir 6zellik olsa da IJ nin orta noktasinin M oldugunu goste-
recegiz.

/IBM = /IBC + Z/CBM = /IBA+ /MAC = ZIBA+ /MAB = /BIM

AIBJ acik sekilde bir dik {iggen bu durumda M noktasi1 IM = M B sartim sagladigi i¢in IJ nin orta
noktasidir.

[IEJ] =2-[IEO] = [IEM] = [EIO] oldugu i¢in ET ile OM nin kesigimine K dedigimizde [EM K| = [FOK],
dolayisiyla da M K = KO olacaktir.

I nin O noktasma gore simetrigi I’ noktasi olsun. IM = MJ ve I0 = OI' oldugu i¢in OM || I'J dir. M,
BC yaymm orta noktasi oldugu i¢in OM L BC dir. Bu durumda ID || OM || I'J olacaktir.

AIJI' de paralellikten dolayr benzerlik yazildiginda I'J = 2 - OM = 2R olur. I'J nin orta noktasma L
dersek, acgik sekilde I, K, L dogrusal ve JL = R olacaktir. Daha 6nce F, I, K dogrusalligim gostermistik. O
halde F, I, K, L noktalar1 dogrusaldir.

Su ana kadar geldigimiz nokta, ID =r, LD’ =R —r, ve ID || LD'.

JLNBC ={D'} olsun. JL 1 BC oldugu i¢in D'J = r, oldugu i¢in LD’ = R — r, dir. Paralellikten dolay:

benzerlik uygularsak,
ED 1D r

DD’ LD —ID R—1,—r

elde ederiz.
Ucgenin kenarlarma a, b, ¢ ve yaricevreye u dersek, BD = CD' = u—bve DD’ =a—2(u—b) =b—c =
AC — AB olacaktir. Yukaridaki benzerlik oraninda yerine yazarsak

ED B r
AC—AB R—-r,—r
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elde ederiz. Bu durumda
ED=AC-AB&r=R—-r,—r< R=2r+r,
olacaktir. H

n | 3m + 1 ve m | n? + 3 kogullarin saglayan tiim (m,n) pozitif tek say1 ikililerini bulunuz.
(Sahin Emrah)
Bir ABC iiggeninin i¢ bolgesindeki bir P noktasini merkez alan bir ¢gember [BC|, [CA], [AB] kenarlarim
sirasiyla, A; ve Ay, By ve By, C7 ve Cy noktalarinda kesiyor. A;, Ay, P noktalarindan gegen ¢gemberin merkezi

A’ noktasi; By, By, P noktalarindan gegen cemberin merkezi B’ noktasi; Cq, Cs, P noktalarindan gecen
¢emberin merkezi de C’ noktas1 olmak tizere, AA’, BB’, CC’ dogrularimin noktadag oldugunu kanitlayimz.

(Mehmet Eren Durlanik)
Coziim:

iddia:
[ABP]  [CBP]

[ABA']  [CBC']
Iddia dogruysa

[ABA') [ACC'| [BCB'] _ [ABP] [ACP] [BCP] _
[ACA’] [BCC'] [ABB'|  [ACP] [CBP] [ABP]

olacag i¢in AA’, BB’, CC" dogrular1 noktadas olacaktir.

Iddiamizin dogrulugunu gosterelim:

A1 A5 nin orta noktas:1 Az olsun. A3 € PA’ diir. Benzer sekilde B3z, C3 noktalarimi tanimlayalim.
PAj ile AB dogrular1 X noktasinda, PCj ile BC dogrular1 Y noktasinda kesigsin.
C’ den BC ye inilen dikmenin ayag1 Z, A’ den AB ye inilen dikmenin ayag1 W olsun.

A’ merkezli cember ile C’ ¢emberin merkezlerini birlegtiren dogru bu iki ¢emberin BP kuvvet eksenine dik
olacaktir. A’C’ 1. BP.

XP YP
BXY figgeninde P noktas1 diklik merkezidir. Bu durumda XY 1 BP ve A'C’ || XY, yani XA = vo
olacaktr.

XP PC; [ABP]
XA~ AW ~ [ABA/|
YP PA; [CBP]
YC' ~ C'Z  [CBC]
[ABP]  [CBP]

[ABA’] — [CBC']’ "
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@ a? + b% 4 ¢ = 1 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ negatif olmayan gercel sayilari icin,

Va+b+Vb+c+ e+ a> babe+ 2

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

1>a>b>c>0oldugunu kabul edelim. (a +b)(a + ¢) = a® + ab+ bc + ca > a? + b + ¢? = 1 oldugundan

Va+b+Va+c>2idir. ... (1)
Vb +c > V2vVbe = Vibe = S olsun. S > babe oldugunu gosterirsek ispat biter. a, b, ¢ pozitif gercel sayilar

olsun. a*b3c® < = oldugunu goéstermeliyiz. £ = a?,y = b%,2 = ¢ olsun. = + y + z = 1 idir. A.G.O dan

» 2\ 10 49393
phyts? = 4ty (3) (1) (5)° < it (Vrgeoa) " A0

[44.36 4
1o < 71 olur. Eger biri 0 a esit olsa da esitsizligin saglandigim biliyoruz. O halde vb+ ¢ > S > babc
elde ederiz. ... (2)
..(1)ile ...(2) yi toplarsak ispat biter. Egitlik a = 1,b = ¢ = 0 i¢in saglanir.

oldugunu bilebiliriz. Buradan a*b?c? <

Dar agili bir ABC {iggeninin iginde yer alan bir P noktasi m(]fﬁl\C) = m(ﬁ) kogulunu sagliyor. [PC]|
dogru parcasimin orta noktasi D ve AP dogrusu ile BC' dogrusunun kesigim noktasi E olmak {izere, BP ve
DE dogrular1 Q noktasinda kesigiyor. m(BCQ) + m(BAP) = 180° oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)
Coziim:

Lemma: ABC ii¢geninde [BC| nin orta noktas1 D olsun. AD {izerinde bir P noktasi alimyor. BPNAC = {E}
ve CPNAB = {F} olsun. EF || BC dir.

ispat:
AABD de C, P, F noktalarinin dogrusalligi i¢cin Menelaus uygulayalim:

AF BC DP | AF _CD.PA
FB CD PA FB BC-DP

AACD de B, E, P noktalarinin dogrusalligi i¢in Menelaus uygulayalim:

AE CB DP 1 AE  BD-PA

EC BD PA - EC _ CB DP
BD = DC oldugu i¢in % = %, buradan da EF || BC ¢ikar. B
Dikkat ederseniz, yukaridaki lemmadaki P noktasi icin AD dogrusu iizerinde dedik. P nin iiggenin igerisinde
oldugu durum genellikle kolay fark edilirken, disarisinda oldugu durumu gérmek zor olabiliyor. Yukaridaki
ispat, P noktasimin her iki durumu igin de gecerli. Soruya donelim.

Soruda, @ noktasi i¢in iki durum mevcut:

(1) ZDEC > /PBC
(2) ZDEC < /PBC

Ik durum icin, [BPN[ED = {Q} olacaktir. APNCQ = {R} dersek, AQPC ti¢geninde D, R, B noktalar1 i¢in
Lemma’daki durum soz konusu. Bu durumda, PC' || BR. /ZPAC = /PCE = ZCBR oldugu i¢in A, B,R,C
noktalar1 gemberseldir. Bu durumda, /BAP = /BCR = 180° — /BCQ = /BCQ + £BAP = 180° olur.
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Tkinci durum icin, [PBN[DE = {Q} olacaktir. APNCQ = {R} dersek, AQPC ii¢geninde D, R, B noktalar:
i¢in Lemma’daki durum s6z konusu. Bu durumda, PC || BR. ZPAC = /PCE = ZCBR oldugu igin
A, B, R, C noktalar1 ¢gemberseldir. Bu durumda, /BAP = /BCR = /BCQ = Z/BAP olur.

Ozetle, sin /BCQ = sin ZBAP seklinde bir ifadenin gésterilmesinin istenmesi daha dogru olurmus.
(a,)2, dizisi, a1 = —5, ag = —6 ve n > 2 icin,
Uni1 = ap + (a1 +1)(2a2 + 1)(3az +1) - ((n — Dap_1 + D) ((n* +n)a, +2n + 1)

kosullarim saglasin. Bir n pozitif tam say1s1 icin, p asal sayis1 na, + 1 tam sayisinm boliiyorsa, m? =5 (mod p)
denkligini saglayan bir m tam sayisi bulundugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)
Coziim:

bn, = na, + 1 ve B, = [[/—, b; olsun. 2 | By | B, oldugu agiktir. Ayrica n > 1 i¢in a,4+1 = a, (mod 2)
oldugundan n > 1 ise 2 | a,, olur. Esitligimizi diizenlersek;

Gpt1 = ap + Bp—1((n+ )b, +n) =an, + (n+1)B, + nBy_1

ve bunu (n + 1) le carpip 1 eklersek;

b1 =M+ Dan+1+(n+1)°B, + (n?+n)B,_,

elde ederiz. Bunu da B,, le garparsak;

. 1
Bny1 = (n+1)?B2+(n*+n)B,Bu_1+(n+1)a, B,+ B, = [(n+1)Bn+an_1+%]2+Bn—Z(an_l +ay,)?
elde ederiz. Buradan da;
Bpi1 — i((n +1)B, +ans1)? = Bpyi — %(Z(n +1)B,, + an +nB,_1)?

Bn+1 — [(n + 1)Bn + %Bn—l + %]2
= Bn — i(an—l + an)2

elde edilir. Buradan B,, — i(an_l +ap)?=---=By— %(2B1 +az)? = —5,¥n > 1 oldugunu biliyoruz. Bu
kisaca B, ifadesini x € Z icin 2% — 5 seklinde ifade edebildigimizi gosterir. na,, + 1 = b, | B, oldugundan
dolay: ispat biter.

@ Basglangicta 2014 x 2014 bir satrang tahtasinin sol alt kogesindeki birim karede bulunan yesil tirtillardan
her biri herhangi bir anda bulundugu birim karenin sagindaki veya tistiindeki birim kareye, baglangicta bu
tahtanin sol {ist birim karesinde bulunan kahverengi tirtillardan her biri de herhangi bir anda bulundugu birim
karenin sagindaki veya altindaki birim kareye gegebiliyor. Tim tirtillar yolculuklarini tamamladiklarinda
tahtanin her birim karesinden en az bir tirtilin ge¢mis oldugu gozleniyorsa, tahtadaki toplam tirtil sayisinin
en az kag olabilecegini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
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l,m,n pozitif tam sayilar ve p bir asal say1 olmak tizere,

P Im(mn + 1)% 4+ m?
bir tam kare ise, m nin de bir tam kare oldugunu gosteriniz.
(Sahin Emrah, Melih Ucer)

Cozim 1:

(Mehmet Utku Ozbek)

Ifadeyi m parantezine alalim.

= m[p* Y (mn +1)? + m] = 22

Eger m tam kare degilse m in ikinci parantezi bolmesi gerekir. m ile (mn + 1)? aralarmda asal oldugu icin
m | p?=1 olmahdir. O zaman m = p® formundadir. Eger a nin tek olmamasi gerektigini gosterirsek ispat
biter. Simdi ifadede m = p® yazalim.

— m[ p2l71(mn + 1)2 +m} :pa[ p2lfl(pan 4 1)2 +pa] :p2a[ p2l7a71(pan+ 1)2 + 1} — 172

Dolayisiyla son ifadedeki ikinci parantez de tam kare olmalidir.

— p2l7a71(pan 4 1)2 +1= y2

2l—a—1
Eger a tek olursa 2] — a — 1 ¢ift olacagindan ifade aslinda ¢ = p~ 2 (p®n + 1) olmak iizere ¢ + 1 = 3?2

halindedir. Bunun da pozitif tamsayilarda ¢oziimii yoktur. Yani a tek olamaz. Ispat biter.
Cozim 2:

m[ p?=Y(mn + 1)2 + m] = 22 ifadesinde ¢ bir asal olsun, m’yi bélsiin ve ¢ # p olsun, ¢ koseli parantezle
aralarinda asaldir yani ¢'nun ussi ¢ifttir, simdi incelenmesi gereken p asalinin tssudiir.

Eger p’nin iissii ¢ift ise kanit biter, m tamkaredir.
Eger p'nin iissii tek ise m, m = p?**1. A2, OBEB(p, A) = 1 seklinde yazlabilir. A2-p?**+1[ p2~1(mn+1)2+m)|
ifadesinin tam kare olabilmesi icin p? (mn + 1)% + pm = (p'(mn + 1))? + pm ifadesinin tam kare olabilmesi

gerekir fakat (p'(mn+1)+1)2 > (p'(mn+1))%2+pm > (p'(mn+1))? yani ifade tam kare olamaz, gosterilmek
istenen de buydu. B

Diizlemde herhangi ikisi arasindaki uzaklik birbirinden farkli olan 2015 nokta verilmistir. Bir noktaya en
yakin 22 noktanin her biri bu noktanin komsusu ise, bir nokta en fazla kag noktanin komsgusu olabilir?
(Selim Bahadir)

m,n pozitif tam sayilar olmak tizere, 0 ve 1 lerden olusan ve her ardigik m elemaninin en az biri 0 olan
dizilerin sayis1 S(n,m) olsun.

S(2015n,n) - S(2015m, m) > S(2015n, m) - S(2015m,n)

oldugunu gosteriniz.
(Melih Uger)

|AB| = |AC| kosulunu saglayan bir ABC' {iggeninin gevrel gemberinin kiigiik AB ve AC' yaylar tizerinde
sirasiyla liggenin koselerinden farkli D ve E noktalar1 alimiyor. AD ve BC dogrularinin kesisme noktasi F,
AFE dogrusunun FDEFE ii¢geninin gevrel gemberini ikinci kez kestigi nokta ise G olsun. AC' dogrusunun ECG
liggeninin ¢evrel gemberine teget oldugunu gosteriniz.

(Sahin Emrah)
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6]

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Ispatlamamiz gereken |AC|? = |AE|-|AG)| oldugudur. F, D, E , G gemberseldi. Dolayisiyla |AE|- |AG| =
|AD| - |AF| dir. |AB| = |AC| oldugu icin |AB|* = |AD| - |AF| oldugunu ispatlarsak soru biter. Yani AB

dogrusunun F'DB ftiggeninin cevrel cemberine teget oldugunu ispatlamahyiz. /DFB = o« , ZDBA =
B, LDAB = 0 olsun. a = 8 oldugunu ispatlamaliy1iz. ZABC = ZACB = « + 6 olur. Ayni yay1 gordiikleri

icin ZDAB = ZDEB = 6 olur. Benzer sekilde ZDBA = ZDEA = 3 olur. Yani ZAEB = 3+ 0 olur. Yine
aym yay1 gordiikleri igin ZACB = ZAEB olur. Yani a+ 60 = 8+ 0 olur. Dolayisiyla o = 8 olur. Ispat biter.

2015x 2015 satrang tahtasinin birim kareleri; ikisi aymi siitunda ve ti¢iinciisii bu iki kareden daha yukaridakiyle
ayn satirda ve ondan sagda veya bu iki kareden daha agagidakiyle ayni satirda ve ondan solda olan herhangi
i¢ii ayn1 renge boyanmayacak kosuluyla k renge boyanabiliyorsa, £ nin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

(Azer Kerimov)
Coziim:

Yamt k£ = 1008.

2015 x 2015 satrang tahtasinin birim karelerinden olugan (uq, us, uz) tglisiine; u; ve ug ayni siitunda, u;
karesi us den daha yukarida, us karesi uo ile ayni satirda ve us den sagda ise L-iigliisii diyelim.

Renklerden biri kirmizi olsun. Kirmiz renge boyali birim karelerin sayisinin en fazla 4029 oldugunu gostere-
lim. Her satirin kirmizi birim karelerinin en sagdakini igsaretleyelim. O zaman L-iigliisiiniin olusmamasi igin
her siitunda en fazla bir igaretlenmemis kirmiz1 birim kare olabilir (sonuncu stitunda igaretlenmemis kare za-
ten olamaz). Demek ki en fazla 2015 igaretlenmis ve 2014 igaretlenmemis kirmiz birim kare olabilir. Buradan

k> 2015022815 > 1007. k£ = 1008 i¢in ornek: satirlar1 yukaridan asagiya, siitunlar1 soldan saga 1,2,...,2015
(i+j) (mod 2016)J
2

sayilariyla numaralandiralim ve 4. satirla j. siitunun kesigiminde bulunan (¢, j) karesini | ile
boyarsak saglar.

Sonsuz tane n pozitif tam sayist icin (n!)"T2015 nin (n?)! sayism boldiigiinii gosteriniz.

(Melih Uger)
Tim z,y gercel sayilar: icin,

f@) + 42 f(y) = (fl@—y) + ) (F@+y) + f(y)

kogulunu saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarin1 bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan)

Cozim:

(0, —z) ve (0, z) koyulursa f(z) = f(—z) olur. z = 0 koyup f(y) = f(—y) kallamrsak 4y2 f(y) = 2f(y).(f(y )
y?) olur. f(y) = 0 sabit fonksiyonu saglar. f(y) # 0 icin y? = f(y) olur. Sonug olarak f(x) = 0, f(x) =
saglar.

Ancak incelenmesi gereken bir sey daha vardir: Baz1 z ler i¢in f(z) = 0 bazilar igin f(z) = 22 olabilir.
f(u) # u? olanlar icin f(x + 2u) = f(x) oldugunu biliyoruz. (0,x) ve (0, + 2u) koyulursa (z + u) f(x) =
elde edilir. Vo # —u igin f(z) = 0 elde edilir. f(u) = 0 oldugundan ve bagtaki bulgulardan f(—u) = 0 olur.
O halde her v i¢in f(u) = 0 olmalidir.

f(x) =0, f(z) = x2 saglar.

I¢ teget cemberinin merkezi I, cevrel cemberinin merkezi O olan ve [AC| > |BC| > |AB| kosulunu saglayan

bir ABC f{iggeninde i¢ teget ¢ember BC,CA, AB kenarlarina sirasiyla D, E, F' noktalarinda tegettir. A
noktasinin F' ve F ye gore simetrikleri sirasiyla Fy ve Fq olmak iizere; BC' dogrusuna D de teget olan ve Fj
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den gegen ¢ember AB dogrusunu ikinci kez F» de, BC' dogrusuna D de teget olan ve F; den gecen ¢ember
ise AC dogrusunu ikinci kez Fo de kesiyor. OF ve I'F dogru pargalarimin orta noktalari sirasiyla P ve @
olmak tizere,

oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

@ Bir {ilkedeki 2015 kentten herhangi ikisi arasinda tam olarak bir kargilikhi ugak seferi yapilmaktadir. Herhangi
i¢ kent arasindaki direkt seferler en fazla iki girket tarafindan yapilacak koguluyla seferler birkac¢ hava yolu
sirketi arasinda nasil paylagilmig olursa olsun, ayni hava yolu tarafindan k sefer yapilan bir kent bulunuyorsa,
k nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

(Azer Kerimov)
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Dar agilhi bir ABC {i¢geninde A kdosesinden gegen yiikseklik iizerinde bir P noktasi aliniyor. BP ve C'P
dogrular1 AC ve AB kenarlarini sirasiyla D ve E noktalarinda kesiyor. D be E noktalarindan B PC ii¢geninin
gevrel cemberine ¢izilen tegetler ABC tiggeninin i¢ bolgesinde kalacak gekilde sirasiyla K ve L noktalarinda
gembere tegettir. KD dogrusu AKC {iggeninin ¢evrel ¢cemberini ikinci kez M noktasinda, LE dogrusu ALB
iiggeninin gevrel cemberini ikinci kez N noktasinda kesiyor. Buna gore

KD LE .. N -
YD - NE <= P noktas1 ABC {iggeninin diklik merkezidir

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

23 6grenciden olugam bir sinifta her 6grenci ikilisi birlikte bir film izledi. Her 6grencinin izledigi tiim filmlerin
kiimesi onun film koleksiyonu olsun. Her 6grenci her filmi en fazla bir kez izlediyse, simiftaki 6grencilerin en
az kag farkli film koleksiyonu olabilir?

(Azer Kerimov)
a® + b2 + ¢® < 3 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ negatif olmayan gercel sayilar1 icin
(a+b+c)(a+b+c—abe) > 2(a®b + b*c + c*a)
oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)
Coziim 1:

(a+b+c)(a®+ b+ c?)

a+b+c</3@*+b?+c?)<3vea+b+c> > 3abc oldugundan;

3
sbelatbte) = aC(a; H)*ac(a; +C>§2abc+w

elde edilir. O halde;

2
(a+b+c) 59

9 (a®b+b*c + c*a)

(a+b+c)* — 2abc —
oldugunu yani;

4(a+b+c)?

9 > a?b + b%c + c2a + abe

4(a+b+c)? S 4la+b+c)?

9 > o7 oldugundan son olarak gosterilmesi gereken;

oldugunu gostermemiz gerekir.

4(a+b+c)?

o > a?b + b%c + 2a + abe

oldugudur. Genelligi bozmaksizin a = min{a,b,c} olsun. b =  + a,¢ = y + a ve x,y > 0 olsun. Yerine
yazarsak;

9a(z? —zy+y?) + (22 —y)*(da +y) > 0

oldugundan dogrudur. Ispat biter. Esitlik (1,1,1) ve (0,0,0) icin saglanir.
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Cozim 2:

Ikinci ve daha estetik bir ¢oziim verelim.

Oncelikle a2b+b%c+c?a = S olsun. 3 > a24024c2 > 2ab+c? > 2ab+2c—1 = ab+¢ < 2 = ab’c+ac® < 2ac
biliyoruz. Taraf tarafa toplanirsa abc(a+b+c)+S < 2(ab+bc+ca) elde edilir. O halde gostermemiz gereken son
sey S < a?+b%+c? oldugudur. 1 > qbc biliyoruz. S = a?b+b%c+c?a < asbsc3+b5c3as +esasbs < a?4-b%* 4>
oldugunu Muirhead’den biliyoruz. Ispat biter.

Bir ag, a1, -+ gergel say1 dizisi yeterince biiyiik tiim m pozitif tamsayilar: igin

S ()=

sartini saglyorsa, tim n > 0 i¢in a,, = P(n) kogulunu saglayan bir P polinomunun bulundugunu gosteriniz.
(Melih Uger)

Coziim:

Bu soru direkt bu haliye IMO 2007 Shortlist sayfa 23, A7 sorusunda ¢6ziimde bir lemma olarak kullanihip
ispatlanmaistir.

https://www.imo-official.org/problems/IMO2007SL.pdf

Her m,n € N i¢in f(mn) = f(m)f(n) ve m +n | f(m)+ f(n) kosullarim saglayan tim f : N — N
fonksiyonlarin1 bulunuz.

(Melih Uger)

@ AB = AC kogulunu saglayan bir ABC ii¢geninde [BC|] nin orta noktast D olsun. D den gegen bir dogru
AB yi K de, AC yi L de kesiyor. [BC] kenar {izerinde D den farkh bir E noktasi ve AFE nin E tarafindaki
uzantisi tizerinde /K PL = 90° — %AK AL olacak sekilde bir P noktasi aliniyor. PDFE nin ¢evrel ¢emberinin
PK yi ikinci defa kestigi nokta X, PL yi ikinci defa kestigi nokta Y olmak lizere DX ve AB dogrular1 M
de, DY ve AC dogrular: ise N de kesigiyor. P, M, A, N noktalarinin ¢emberdeg oldugunu gosteriniz.

(Melih Uger)

Ai, Ag, . A {1,2,...,2016} kiimesinin farkl alt kiimeleri olmak tizere her 1 < i < j < k i¢in A; N A; bir
aritmetik dizi olugturuyorsa, k£ nin alabilecegi en biiyilik deger nedir?

(Azer Kerimov)

n > 5 olmak iizere A1A5--- A, digbiikey n-geninin tiim i¢ acilar1 genig acidir. Her 1 < i < n i¢in Oy,
A;—1A; A1 tggeninin (Ag = A, ve A, = A; kabul ediliyor) gevrel cember merkezi olarak tanimlaniyor.
0104 - - - O, kapali yolunun bir digbiikey n-gen belirtmedigini kanitlayimniz.

(Melih Uger)

@ p bir asal sayisi olmak iizere, katsayilar1 {0,1,---p — 1} kiimesine ait olan ve derecesi p den kiigiik olan
polinomlarin kiimesini K, ile gdsterelim. Tim n tamsayilar: icin P(Q(n)) = n (mod p) kosulunu saglayan
K, ye ait her P, Q polinom ikilisinin derecesinin esit oldugu biitiin p asal sayilarim belirleyiniz.

(Okan Tekman)

127


https://geomania.org/forum/index.php?topic=5695.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=5696.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=5697.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=5698.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=5699.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=5700.0

58. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2017 geomania.org
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m,n pozitif tam say1 ve p asal say1 olmak tizere;

(m® +n)(n® +m) = p*

ifadesini saglayan tiim (m, n,p) tglilerini bulunuz.
Coziim:

m,n > 1 oldugundan m?+mn,n®+m > 1 olacaktir. Dolayisiyla (m3 +n,n3+m) = (p?, p) veya (p, p?) olabilir.
Eger m = n ise (m3 +m)? = p3 elde edilir fakat sag taraf tamkare olmadigindan ¢oziim gelmez. Genelligi
bozmadan m > n olsun. Bu durumda m? +n > n® + m olacaktir ¢iinkii f(z) = 2® — o fonksiyonu = > 1 icin
artandir. Yani (m?® +n,n3 +m) = (p?,p) olmahdir.

m = p — n> yazarsak,

m*4+n=p-n*P+n=p> = ' —n=0 (mod p)

elde edilir. p | n ise n® + m > p olacagindan celigki olacaktir. Yani n® =1 (mod p)’dir.

n*—1=m-1n+1)n*+1)n*+1)=0 (mod p)

olacaktir. p = n® + m > n? oldugundan n = 1 veya p | n* + 1 olacaktir.

n* = —1 (mod p) ise

nn®+m)=n*4+mn=mn—1 (mod p)
elde edilir. mn > 1 oldugundan mn — 1 > p olmalidir.

3

p> = (m® +n)(n® +m) >m3n?

P = p>mn>p+1

celigkisi elde edilir.

Kalan tek durum n = 1 olmasidir. Bu durumda m = p — 1 olacagindan
mP4n=p-1P+1=p> = plp—1(p-3)=0 = p=3

elde edilir. Yani (m,n,p) = (2,1, 3) olacaktir. Simetriden dolay1 tiim ¢oziimler (m,n,p) = (2,1,3),(1,2,3)
bulunur.

Bir iilkedeki 2017 gehir arasinda, herhangi iki sehirden birbirine ulagmanin miimkiin oldugu karsilikh seferler
diizenleniyor. Seferler nasil diizenlenirse diizenlensin, her sehirden en az bir “Gzel sehre” dogrudan sefer
olacak gekilde k£ “6zel gehir” bulmak miimkiindiir. £ nin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

ABC fggeninde BC, AC, AB kenarlarinin orta noktalar1 sirasiyla D, E, F' olup iiggenin i¢ teget cemberi
bu kenarlara sirasiyla G, H, I noktalarinda dokunmaktadir. AD kenarmin orta noktasi J olsun. BJ ve AG
dogrular1 K noktasinda kesigsin. A noktasindan gegen ve C' merkezli gember [C'B 1gmim X noktasinda
kesiyor. K noktasindan gecen ve BC' ye paralel olan dogru ile AX dogrusu U noktasinda kesisiyor. U
ve BC dogrular1 P noktasinda kesigsin. PY dogrusu i¢ teget cembere Y mnoktasinda tegettir. D, E, F|Y
noktalarinin gemberdes oldugunu kanitlayiniz.

Bir etkinlige katilan n 6grenciden hicbiri ayn1 yagta degildir. Her 6grencinin en az bir 6grenci ile el sikigtig ve
bu 6grencinin digerlerinden kiiciik yagta olan higbir 6grenci ile el sikismadigr bilinmektedir. n’nin alabilecegi
tiim olasi degerleri bulunuz.

a, b, c reel sayilar ve a 4+ b + ¢ = 3 saglaniyorsa

a3b+b3c+ Ba+9 > 4(ab+ be + ca)

oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

a*b+b3c+ cPa+9 > 4(ab+ be + ca)

oldugunu gostermek igin

ABb+b+b+bc+ctet+cata+a+3>3(ab+be+ ca)+ 3> 4(ab+ be+ ca)

esitsizliklerini gostermek yeterlidir. Sol taraftaki esitsizlikler i¢in, aritmetik-geometrik ortalama egitsizliginden
a3b+b+b > 3ab, b3c+c+c > 3be, cCa+a+a > 3ca yazlabilir. Sag taraftaki 3(ab+bc+ca)+3 > 4(ab+be+ca)
esitsizligini ispatlamak icin de

ab+bc+ca <3

esitsizligini géstermemiz yeterlidir.

Ote yandan
b 2
ab + be + ca < w =3
oldugundan, son esitsizlik dogrudur.
4m?n? — 1
(m? — n?)2

ifadesini tam say1 yapan farkli (m,n) pozitif tamsay ikilisinin bulunmayacagini gosteriniz.
a gergel bir say1 olmak {izere; her =,y € R icin f(ay + f(y)) = f(z)y + a esitligini saglayan f : R — R
fonksiyonlarinin sayisini a ya bagh olarak bulunuz.

Coziim:

a # 0 ise y = 0 yazarsak, f(f(0)) = a elde edilir. Bu durumda f(0) # 0 olmalidir. Eger « = 0 yazilirsa,
f(fW) = f0)y+a

olacaktir. f(y1) = f(ya) ise
f(f) =F(f(y2)) = fO)yr+a=[f0)y2+a = y1=1y2
clde edilir. Yani f birebirdir. y yerine f(y) yazalm.
faf) + 1(fW) = fl2)f(y) +a

Ff(@) + f(f(2) = f(@)f(y) +a
= «f(y) + [(f(y) = yf(x) + F(f(z)) (1)
elde edilir. (1)’de y = 1 yazarsak
zf(1) + f(f(1) = f(x) + f(f(z)) = f(z) + f0)z +a
= fle) ==(f(1) - f(0) + f(f(1) —a

elde edilir. Yani f fonksiyonu lineerdir. f(z) = mz + n yazarsak,

mzy+my+n)+n=mz+ny+a = m*y+mn+n=ny+a = m?’=n ve mn+n=a
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Buradan m?® +m? = a i¢in f(z) = ma + m? ¢oziimii bulunur.

a=0ise f(zy+ f(y)) = f(x)y olur. z = 0 igin f(f(y)) = f(0)y elde edilir. f(0) # 0 ise f yine birebirdir ve
yukaridaki durumu ayni gekilde uygulayabiliriz. Buradan gelecek ¢6ziim yukaridakinin aynisidir.

a=0ve f(0) =0ise f(f(x)) = 0 olacaktir. f(zg) # 0 olacak sekilde bir xy varsa = zy ve y — % igin

f(f@i) *f(féo))) B

olur. Yani f ortendir. Dolayisiyla f(z) = z¢ olacak gekilde bir « vardir ancak f(f(z)) = f(zo) = 0 celigkisi
elde edilir. Dolayisiyla, her z i¢in f(z) = 0 olmahdur.

Simdi asil sorulan, fonksiyon sayisi durumunu inceleyelim. ¢ = 0 durumunda f = 0 ve f(z) = 1 — x olmak
iizere 2 fonksiyon vardir. a # 0 icin m3 +m? = a denkleminin her ¢éziimii icin bir tane f fonksiyonu bulunur.

Plx)=2>4+2>—a = P'(z)=32>+2

olur. Yani lokal ekstremumlar x = 0 ve z = —% noktalarinda alimir. P’nin bagkatsayisi pozitif oldugundan

T = —%’de yerel maksimum, x = 0 noktasinda yerel minimum vardir.

P(2) ok p

Eger bunlardan biri 0 ise polinomun 2 kokii, ayni isaretliyse 1 koki, farkliysa 3 kokii vardir. Bu yiizden

2, azO,Qi7
#f=143, a€(-00,0)U(5,00)
1, ac(0,2)

olur. ¢ = 0 durumunu ayr1 ayr1 incelememize ragmen ayni sonug ¢iktig: i¢in bu sekilde yazabiliriz.

ABC figgeninde, B ve C noktalarindan gegen agiortaylar sirasiyla [AC] ve [AB] kenarlarini D ve E nokta-
larinda kesiyor. I.., [AB] kenarina teget olan dig teget gemberin merkezi olsun ve F' [BI.] nin orta noktasi
olsun. |CF|* = |CE)* + |DF|? ise, ABC {icgeninin eskenar iicgen oldugunu gosteriniz.

@ S, diizlemde herhangi ii¢li dogrusal olmayan ve herhangi dérdii gemberdeg olmayan sonlu sayidaki nokta
kiimesi olsun. Biitiin kirmiz1 noktalari igeren ve higbir beyaz noktay igermeyen bir gember varsa, S kiimesinin
biitiin noktalar: i¢in yapilan kirmiz ve beyaz renklendirmeye ayrik renklendirme diyelim. Her bir S kiimesi
igin ayrik renklendirmelerin sayisin belirleyiniz.
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Her a,b tam sayis1 icin n? + an + b sayisiin en az 2018 farkh pozitif béleni olacak sekilde bir n pozitif tam
sayisinin bulundugunu gosteriniz.

Her z,y gercel sayilar igin
flafy) +y*) = f((e+y)?) —af(x)
kogulunu saglayan tiim f : R — R orten fonksiyonlar: bulunuz.
Bir emekli dil bilimci (E.D.B.), ilk hamlede tamamen farkli n harften olugan bir kelime yazar. Her hamlede,

son kelimenin ilk ¢ harfini ters g¢evirerek elde edilen kelimenin daha 6nce yazilmamig oldugu durumu kontrol
eder ve bu yeni kelimeyi yazar. E.D.B.’nin n! hamle yapabilecegini kanitlayiniz.

Dar agih cesgitkenar ABC' iiggeninde, [BC] kenarimin orta noktast D dir. E ve F sirasiyla, [AC] ve [AB]
tizerinde noktalar olmak iizere; CDE ve AEF iiggenlerinin ¢evrel gemberleri [AD] iizerindeki P nok-
tasinda kesigmektedir. EF P {iggeninin P deki agiortay1, EF yi @ noktasinda kesiyor. AQ P {i¢geninin ¢evrel
gemberine A noktasinda teget olan dogrunun BC' ye dik oldugunu kanitlayin.

Coziim:

LACD = LZAPE = ZAFFE dir. Bu durumda BCEF bir kirigler dortgenidir.

LABC = LZAEF = /FPA dir. Bu durumda BFPD de bir kirigler dortgenidir.

Benzerlikleri yazarsak, (AAFP ~ AADB ve AAEP ~ AADC),
AP _FP AE_PE "
AD DB ' AD  CD

elde ederiz. Egitlikleri taraf tarafa oranlarsak

AF FP
— 2
AE PE 2)
F F F
olur. Aciortay teoreminden PE = Q—g oldugu i¢in ok Q—g, dolayisiyla AQ da Z/F AFE nin aciortayidir.

AAQP nin gevrel cemberine A da teget olan dogru BC yi H de kessin. AH nin AABC nin yiiksekligi
oldugunu gostermemiz isteniyor.

Teget-Kirig acidan /PAQ = ZQAH dir.

/ABC = /FPA=ve ZACB = ZAPFE = 0 dersek, ZFPA = |0 — 3] olacaktir.

180° — 28 — 26

LFAQ = LQAE = :

=90—-p3—-0.
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/ZC > /Bise ZHAE = ZQAE — ZQAH =90° — 58— 0 — (6 — B) = 90° — 260 = 90° — LAC B, dolayisiyla
AH 1 BC olur.

/B> /Cise ZHAE = ZQAE + ZQAH =90° — 38— 0+ (8 —0) = 90° — 20 = 90° — LACB, dolayisiyla
AH 1 BC olur.

Not: Teknik terimlerle biraz kafa karigtiralim:
AD, ANABC de bir kenarortay oldugu igin AAEF de bir kenarortaysidir. Kenarortaysinin c¢evrel gemberi
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AF FP
kestigi nokta (burada P oluyor) i¢in 15 — PR esitligini gostermisg olduk. (PAQ) gevrel ¢emberinin A

PE
noktasindaki tegetinin (AF E) ¢evrel gemberinin merkezinden gegtigini gostermis oldu. AAFE de, merkezden

gecen dogru, AACB de yiikseklik olacaktir. (Izogonal Eslenikler).

25 ogrenciden olusan bir gruptaki herhangi iki ogrenci arkadagsa, bu gruba takim diyelim. Bir okuldaki
herhangi bir 6grencinin en az bir takima ait oldugu bilinmektedir, ancak herhangi iki 6grenci arkadagliklarini
sonlandirirsa en az bir 6grenci hi¢bir takima dahil degildir. Bir takimdaki en az bir 6grencinin takim diginda
hi¢ arkadas1 yoksa bu takima dzel diyelim. Herhangi iki arkadagin mutlaka bir 6zel takima dahil oldugunu
gosteriniz.

@ ap,ai, . .-,a100 ve by, ba, ..., bigo gergel sayilar dizileri her n =0,1,...,99 igin, ya

QA 1
Un+1 = o ve bpy1 = 9

— Gnp,
yva da
Opt1 = 2a3l ve bpy1 =ay,
ozelligini saglar.
a1p0 < ag ise, by + by + - - - + bygp ifadesinin alabilecegi en biiyiik deger nedir?
a,b tam sayilar icin, obeb(a,b) = 1 ise (a,b) koordinatlarina sahip olan noktaya temel diyelim. Kogeleri
temel noktalardan olusan bir ¢izgenin kenarlar1 su gekilde ciziliyor:

(a1,b1) ve (asz,bs) arasinda bir kenar olmasi icin gerek ve yeter kosul, (2a7 = 2as € {by — by, ba — b1} veya
2b1 = 2by € {(Zl — a2,a — (11}) dir.

Geriye kalan ¢izge bir orman olacak gekilde ¢izgenin baz1 kenarlar: siliniyor. En az kag kenar silinmelidir ki
bu orman elde edilsin? Boyle bir ormanda en az kag¢ agag vardir?

m > 3, n ve x1,Ta,...,T, tam sayilar olmak iizere; her 2 < ¢ < m — 1 sayisi igin x;41 — ; = x; — Tj—1
(mod n) ise, (z1, xa, ..., T, ) m-lisine modn de bir aritmetik dizi diyelim. p > 5 asal birsayive 1 < a < p—1
bir tamsay1 olsun. a nin pozitif tislerinin p ye boliinmesi sonucu elde edilen kalanlarin kiimesi aq, ao, ..., ax
olsun. ay, as, ..., a; kiimesinin bir permiitasyonu (mod p) iizerinde bir aritmetik dizi ise, k = p— 1 oldugunu
gosteriniz.

Coziim:

a’nmin mertebesi d olsun. a # 1,p — 1 oldugundan d > 2’dir. a’nin kuvvetlerinin olusturdugu farklh kalanlar
kiimesi 1,a,a?,...,a% ! oldugundan k = d’dir. Genelligi bozmadan a1, as, . .., a; sirasin aritmetik diziyi
olusturan sira oldugunu varsayabiliriz. Dolayisiyla, m ortak fark ve “=” ile p modundaki denkligi gostermek
lizere, a; = ay + (¢ — 1)m olacaktir. Bu sayilar1 toplarsak,

k k
. mk(k —1
;aizkal +mi_zl(z—1)zka1+(2)

k k-1

” ab —1
;ai:nzzoalzafl =0
olacaktir. k | p — 1 oldugundan (k, p) = 1’dir. Dolayisiyla,
kE—1 k-1
a1+%50 = alz—%

bulunur. Terimler

-m(k—=1) m(k—-23) m(k—1)
2 2 T 9
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olur. Bu sayilarin kareleri toplami k'nin tek veya ¢ift olmasi durumunda ayr1 ayri incelesek bile,

Ek:“? _ m?k(k = 1)(k + 1)

, 12
i=1

k k—1 2%k

a*" —1
ZG?EZCL2"E o =0
i=1 n=0

bulunur. p > 5 ve (k,p) = 1 oldugundan

m?*(k—1)(k+1)=0 (mod p)

elde edilir.
Eger p | m ise a; terimlerinin hepsi p modunda aym olurdu, celigki.
Eger p | k — 1 ise k > 3 oldugundan k — 1 > p olurdu ancak bu da p — 1 > k olmas: ile celigir.

Dolayisiyla p | k + 1 olmalidir. Buradan k + 1 > p bulunur. Ayrica k | p — 1 oldugundan p > k + 1’dir.
Buradan bulunur. Gergekten de a’y1 ilkel kok alirsak, ortak fark 1 olan, p — 1 uzunlugunda bir
aritmetik dizi elde ederiz.

@ Bir T ticgeni ve bir d dogrusu icin, diizlemde bir noktadan 7' nin kenarlarina ¢izilen dikmelerin ayaklarinin
hepsi d tizerindeyse, bu durumda d, T yi odaklar deriz. T} i odaklayan dogrular kiimesi ile T5 yi odaklayan
dogrular kiimesi ayniysa, bu durumda 77 ve T» denktir diyelim. Herhangi bir ii¢gen i¢in, diizlemde ona denk
olan tam olarak bir egkenar iiggen oldugunu kanitlayiniz.
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60. Uluslararas1t Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2019

2019 torbanin her birinde 1,2,...,2019 sayilariyla numaralandirilmig ve toplam agirliklar1 1kg olan 2019
tag bulunuyor. Bu kosgullar1 saglayan her durumda agiliklar1 toplami en az 1kg olan ve herhangi ikisi farkl
numaral ve farkli kutlularda bulunan birkac tas en az k farkli sekilde secilebiliyorsa, knin alabilecegi en
biiyiik deger nedir?

Bir (a,)22; tam say1 dizisi, a1 = 1, az = 2 ve her n > 1 i¢in

2 2
Anyo = p g + (N +2)any1 — a; —nay

esitligini saghiyor. Buna gore
a) Bu dizinin en az bir terimini bolen asal sayilar kiimesinin sonlu olmadigimi kanitlayimiz.
b) Bu dizinin hicbir terimini bolmeyen 3 farkli asal say1 bulunuz.
|AB| > |AC| olan bir ABC iiggeninde A dan BC ye indirilen yiiksekligin ayag1 D, B ye ait ig agiortaym AD
yi kestigi nokta K, B den C'K ye indirilen dikmenin ayagi M ve BM ile AK nin kesigim noktasi N olsun. N

den gegip DM ye paralel olan dogru AC yi T' de kestigine gore BM nin TBC aglsinin i¢ aglortayl oldugunu
gosteriniz.

Cozim 1:

BK ile NC dogrularn E de, BA ile NC dogrular1 F' de kesigsin.

ANBC de, ND ve CM yiikseklik oldugu i¢in K diklik merkezi ve BE diger yiiksekliktir.
/ABK = /KBD = (8 dersek, /BKN = /BFN = 90° + 3 olacaktur.
LTNM =/ZDMN = 180° — ZDMB = 180° — ZBKD = 90° + (8 dir.

Bu durumda, Z/TNB = ZBFN = ZBKN oldugu i¢in BKFN kirigler dortgenidir ve bu dortgenin gevrel
cemberi TN ye N de tegettir.

C nin BN ye gore simetrigi L olsun.

ZLBN = Z/NBC = ZM KN oldugu i¢in L noktas1 da BK F N Kkirigler dértgeninin ¢evrel ¢cemberi {izerinde-
dir.

BL ile TN dogrusu P de kesigsin. P =T oldugunu gosterecegiz.

BLKNF Kkirigler beggeni, egdeger olarak BLKNNF dejenere kirigler altigeni i¢in Pascal Teoremi uygu-
ladigimizda C, A, P noktalarinin dogrusal oldugu sonucuna variriz. CA ile TN, P de yani sorudaki tanim
geregi T' de kesigir.

Yani ZTBN = ZPBN = ZNBC dir.
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Cozim 2:

Bir 6nceki ¢oztimdeki gibi bir yol izleyip, Pascal Teoremi kullanmadan (aslinda ispatini yaparak) bir ¢éziim
yapacagiz.

BK ile NC dogrulart E de, BA ile NC dogrular1 F' de kesigsin.

ANBC de, ND ve CM yiikseklik oldugu i¢cin K diklik merkezi ve BE diger ytiksekliktir.
/ABK = /KBD = § dersek, /ZBKN = /BFN = 90° + (3 olacaktir.

LTNM =/ZDMN =180° — ZDMB = 180° — ZBK D = 90° + g dur.

Bu durumda, /TNB = /BFN = Z/BKN oldugu i¢cin BKFN Kkirigler doértgenidir ve bu dértgenin cevrel
cemberi TN ye N de tegettir.

C nin BN ye gore simetrigi L olsun.

/LBN = Z/NBC = ZM KN oldugu i¢in L noktas1 da BK F' N Kkirigler dértgeninin gevrel ¢cemberi iizerinde-
dir.

BL ile TN dogrusu P de kesigsin. P =T oldugunu gosterecegiz.
/LBN = ZNBC = « olsun.

Basit agi hesaplanyla, /PLN = 90° + 8, /PNL = «, Z/ZPLC = 90° + a, /ZPNC = 180° — a + 23,
/AKF =a—28, ZAKC =180° — a, ZAFK = 90° — a ve ZAFC = 90° — 3 olarak bulunur.

Ceva Teoremi’nin Trigonometrik halini 6nce ACKF' de tiggen digindaki A noktasi igin, sonra da ACLN de
iiggen digindaki P noktasi icin uygulayacagiz.

/KCA=x, /FCA=y, ZLCP =2x', /ZNCP =y olsun.
ACKF de A noktas icin:

sin /KCA sin/AKF sin/AFC  sinz  sin(a—23) sin(90° — 3)
sin LACF sinZAKC sinZAFK  siny sin(180° — a) sin(90° — )

=1 (1)
ACLN de P noktasi igin:

sin /LCP sin/PLN sin/PNC  sinz’ sin(90° 4 ) sin(1800° —a + 273)
sin /PCN sin/PLC sin/PNL  siny’ sin(90° + «) sin «

=1 2)

si sin 2’

Bu durumda %nx = %nix” dolayisiyla x = 2’ ve y = ¢/ olur. Bu durumda C, A, P dogrusaldir. Yani P =T
siny  siny

dir.

Bir n pozitif tamsayisi igin, n’nin basamak sayis1 b olmak iizere r + [ < b kogulunu saglayan herhangi r ve
I negatif olmayan tamsayilar: i¢in n’nin en soldaki [ basamaginin be en sagdaki r basamaginin silinmesiyle
elde edilen saymn her bir pozitif bélenine n'nin alt béleni deniyor.(Ornegin 143 sayisim alt bolenleri
1,2,3,4,7,11,13,14, 43 ve 143’tiir.) d bir pozitif tam say1 olmak {izere, d yi alt bolen olarak kabul etmeyen
tam sayilarin kiimesi Ag ile gosterilsin. A4 ’nin sonlu bir kiimesi olmasini saglayan tiim d pozitif tam sayilarini
bulunuz.

Gergel katsayili ve sabit olmayan bir P(z) polinomunun tiim kokleri gergel sayilardur.

esitliginin her z gergel sayis1 igin saglayan gergel katsayili bir Q(z) polinomu bulunuyorsa, P(z) polinomunun
tiim koklerinin ayni oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

(Dogan Dénmez):

derP?(z) = 2-derP(z) ve derP(Q(z)) = derP(z) - derQ(z) tir. Bu iki ifade esitlenirse derQ(x) = 2 bulunur.
derP(x) = n diyelim.

a1,asg, . ..,a; sayllart P(z) in farkh kokleri olsun (1 < k < n). Tiim kokleri gergel oldugu i¢in bir ¢ # 0 gergel
sayisi ve baz1 m; > 1 tam sayilar: icin,

P(z) =c(z —a1)™(x —ag)™ - (x —ax)™

seklinde olur.

(P(2))* = (z — a1)*™ (z — az)*™* - (x — a)*™*

olup onun da kokleri gerceldir ve k tane farkh gercel kokii vardir. (Ve kokler ay,ag, ..., a; sayilaridir ama
bunu kullanmayacagiz.)

(P(2))* = P(Q(x)) = c(Q(x) — a1)™ (Q(x) — a)™ - - (Q(z) — ap)™

Bu polinomun da tiim kékleri gergel oldugu igin, her bir Q(z) — a; carpammin da kokleri gergeldir (diskrimi-
nati: A > 0). Bu, her bir a; sayisiin, ) nun goriintiisiinde olmasina egdegerdir.

Q(z) — a; polinomlarmin en ¢ok bir tanesi igin A = 0 olabilir. Ciinkii geometrik olarak, Q(x) — a; tiirii poli-
nomlar Q(z) polinomunun y eksenine paralel olarak kaydirilmasi ile elde edilmistir ve Q(z) — a; polinomlar
arasimnda x eksenine teget olan varsa, en fazla bir tanesi teget olabilir. (Ayni gergek cebirsel olarak da kolayca
ifade edilebilir.) Diger ¢arpanlarin (A > 0 olanlar igin) 2 farkl gergel kokii var olacaktir. Ayrica, i # j igin,
a; — aj # 0 oldugundan Q(x) — a; ve Q(x) — a; polinomlarimin ortak kokii olamaz. Eger boyle bir ortak xg
kokii olsaydi Q(xo) — a; =0, Q(zo) — a; = 0 olup a; = a; geligkisi elde edilirdi.

Buradan su sonuca variriz:

Eger Q(x) — a; ¢arpanlarindan tam olarak birisi igin A = 0 ise P(Q(x)) in 2(k — 1) +1 = 2k — 1 farkh gergel
kokii vardir.

Eger Q(x) — a; carpanlarindan hepsi i¢in A > 0 ise P(Q(z)) in 2k farkh gergel kokii vardir.

P(x)? nin k tane farkl gercel kokii oldugu icin, her iki tarafin farkl gercel kék sayisi aymi olmasi, sadece
kE=1ve Q(z) — a; igin A = 0 iken olacaktir.
Boyle bir durum 6rnegi bulmak da zor degil: Her n > 1 i¢in P(x) = z™ nin tiim kdokleri gercel olup, farkh

koklerin sayist 1 dir. Q(z) = x? igin esitlik saglanir.

@ k bir pozitif say1 tam say1 olmak tizere,

n=2kise R, ={-k,—(k—-1),...,—1,1,... .k —1,k}

n=2k+1ise Ry ={—k,—(k—1),...,-1,0,1,... .k —1,k}

olsun.Bir diizenek birkag¢ bilyeden ve bazi bilye ikililerini birlegtiren kirmizi veya beyaz iplerden oluguyor.
Her bir bilye R,, kiimesindeki sayilardan birinin, iple birlestirilmis herhangi iki bilyenin sayilar1 farkli olacak
bicimde yazilmasina 2y etiketleme diyelim. Her bir bilyeye R,, kiimesindeki sayilardan birinin, beyaz bir
iple birlegtirilmig herhangi iki bilyenin sayilar farkhi olacak, kirmizi iple birlegtirilmig herhangi iki bilyenin
sayilarinin toplami 0 olmayacak sekilde yazilmasina hassas etiketleme diyelim.

n > 3 olmak lizere, R, ile iyi etiketlenebilen her diizenek R,, ile hassas etiketlenebiliyorsa, m nin alabilecegi
en kiiciik deger nedir?
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ZACB = 90° olan bir ABC dik ii¢geninde C' ye ait yiikseklik ayagi D olsun. D noktasinin AC' ve BC
dogrularina gore yansimasi sirasiyla F ve F olsun. EC' B ve F'C' A tiggenlerinin ¢evrel cemberlerinin merkezleri
sirasiyla O ve Oy olmak tizere,

2|/0102| = |AB|

oldugunu gosteriniz.
Coziim 1:

[EDIN[AC] =Y ve [DF]N[BC] = X olsun. |YD| =2 |[DX| =y |XB| =t |AY| = z olsun. Yansimadan
dolay1 |[EY| = |YD| = z ve |DX| = |XF| = y olur. /YDA = a ve ZCAB = § olsun. ZCDF = «a ve
ZCDE = g olur. ADY, DX B ve CDX iiggenlerinde tan(«) degerlerini birbirine esitlersek

r Yy

z
T Yy t

elde edilir. Yansimalar nedeniyle ZCFD = « ve ZDEC = § olur. Buradan ZECD + ZFCD = 360 — 2.(a+
B) = 180 bulunur. Bu ise bize E,C, F noktalarmin dogrusal oldugunu verir. Diger taraftan yansimadan
dolay1 |[EC| = |CD| = |CF| oldugunu séyleyebiliriz ve bunlarin her biri m birim olsun. EY'C {iggeninde
pisagor teoreminden

22 442 = m?
oldugu elde edilir. Cevre agi- merkez ag bagtisi yardimiyla 2/CAF = ZCOF = 2¢ ve 2/ECB =
ZEO5C = 20 olsun. E noktasindan BC' dogrusuna dikme ¢izelim ve £ N BC = G olsun. Benzer sekilde F'
noktasindan AC' ye dikme ¢izelim ve kesistikleri nokta H olsun. GBE ve HF A {i¢genlerinden yardim alarak
cot ¢ ve cot 8 degerlerini bulabiliriz.

2 t

cotf = vt

Y

ve o +
cot ¢ = yr=

olur. Oo EC tiggenin Os noktasindan , O, CF {licgeninde ise O noktasindan yiikseklik inersek tabani ikizkenar
iggen oldugu icin iki es parcaya boler. O den inen yiiksekligi @), Os den inen yiiksekligin ayagi R olsun.

2
% = L_H olur buradan ise
2
m.(2x +t
0, = "EEED
Y
olur.
Benzer sekilde
m.(2y + z
08| = 2012
T

olur. QRO;105 dortgenin dik yamuk olduguna dikkat edersek ve |QR| = m olduguna dikkat edersek
0102 = m? + (|02Q| — |01 R))?
esitligi yazilabilir. (|02Q| — |O1R|)? ifadesini sadelestirelim.

m2(2:17+t 2y+z)27m2(2x2+mt72y27yz
4 Y T 4 Ty

(102Q] — |01 R|)* = )?

olur. En bagta G- % oldugunu soylemistik. Buradan xt = y? ve yz = 22 elde edilebilir. Yerine koyarsak
€z Y

w2t =y,

2 _
(102Q1 = 01 7))* = " (*—
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olur. O halde . 9 9 4 2 (2 | 2\2 6
01002 = 22 A (@) m
4 $2y2 4 : $2y2 41:2y2

elde edilir. Diger taraftan AY' D ve DX B tiggenlerinde pisagor teoremleri yardimiyla

|AB? = (Va2 + 22 + V2 +12)2 = 22 + 4% + 22 + 1% + 2./22y% + 2212 + 222 + 222

olur. 22 = yz, y? = xt ve xy = 2t esitliklerini kullanarak

\/x2y2 + 2282 + 2292 + 2212 = \/xzyz +yt 4t + a2y = 2% 4+ 42

elde edilir. Buradan

|AB|? = 3.(2% + ¢?) + 22 +

olur.
4 4 2 24(,.4 2,2 4 2 2y(,.4 2,2 4 6
2 _ o, oy, T Yt Lo o (@Y (@t 2yt +yt) (2P +yt)(@t + 227  +yt) m
AB? = 3. 4+ 5+ = 3w+ o = o - 7
olur. Buradan ise
ABP
01022

elde edilir ve ispat biter.
Coziim 2:

ACBG dikdortgenini kuralim.

/ABC = /GCB = ZLACD = LZACE

LACG =90° — LGCB = 90° — ZACFE oldugu igin ZECG = 90° dir.

/BCF = /DCB =90° — ZABC = 90° — ZGCB oldugu igin ZGCF = 90°.

Bu durumda E, C, F dogrusal ve AE || CG || BF dir.

EC nin orta dikmesi, AG nin orta noktasindan geger.

BC nin orta dikmesi de AG nin orta noktasindan geger. Bu durumda O;, AG nin orta noktasidir.

Benzer gekilde O5 de BG nin orta noktasidir.
AB
AABG de benzerlikten - = 0104 olacaktir.

mpP" — 1
p > 2 bir asal say1, m > 1 ve n pozitif tam sayilar olmak tizere, pera—— bir asal say1 ise,
m

pnl(p—1)" +1
oldugunu gosteriniz.

@ x,y, z gercel sayilar olmak iizere y > 2z > 4z ve

2(2® + y3 + 2%) + 15(wy? + y22 + 22°) > 16(2y + y?2 + 2%2) + 2xy2

kosullar: saglaniyorsa 4x + y > 4z oldugunu kamtlayimiz.
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Coziim:
y =4x +a ve z = 2r + b diyelim. a > 2b > 0 olur ve bizden ispatlamamiz istenen esitsizlik a > 4b haline
doniigtir. Ikinci sart1 yeni doniigtimlerle yazip diizenlersek,

—492%b + 2(7a* — 70ab + 56b%) + (2a® — 16a%b + 15ab? + 2b) > 0 (1)

bulunur.

(1)'deki ifadeyi x’e bagh ikinci dereceden bir fonksiyon olarak diigiiniirsek bag katsay1 negatif oldugundan bu
sart1 saglayan bir x olmasi i¢in ifadenin tam iki kokii olmasi gerekir. Boylece iki kok arasi i¢in ifade pozitif
olacaktir. (Tek kokii olursa alabilecegi en biiyiik deger 0 olur) Dolayisiyla A > 0 olmalidir.

A
A>0= o (a® — 10ab 4 8b%)* + 4b(2a> — 16a%b + 15ab* + 2b) > 0

olmali. Esitsizligin iki tarafini da b*’e bolersek ve 4 _ k dersek

(k? — 10k + 8)% + 4(2k® — 16k* + 15k + 2) = (k — 2)(k* — 10k* + 32k — 36) > 0
olmalidir. @ > 2b oldugundan k > 2’dir. Dolayisiyla
k* — 10k% + 32k — 36 > 0
olmahdir. f(z) = 23 — 1022 + 32z — 36 i¢in

f'(z) = 32% — 202 + 32 = (32 — 8)(x — 4)

8
olur. f fonksiyonunun tiirevini 0’a egitlersek x = 4 ve x = 3 degerleri ekstremum noktalari bulunur. f

8
fonksiyonu —oo’den geldigi i¢in x = 3 yerel maksimum, x = 4 yerel minimumdur. Yani fonksiyon (—oo, g)
8
ve (4, 00) araliginda artan (574) araliginda azalandir.

8 76
f (g) =g Ve f(4) = —4 oldugundan (—o0,4) araliginda her zaman negatiftir. Fonksiyonun pozitif olmas:

icin > 4 olmalidir. Buradan da k = % > 4 bulunur.
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Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2020

a® +b°
ab+4

egitligini saglayan tiim (a,b) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.

= 2020

(Selim Bahadir)
Coziim 1:

Eger a ve b’den birisi ¢ift ise ab+ 4 ¢ift olacagindan a ve b’nin ikisi birden ¢ift olmasi gerekir. Dolayisiyla ya
ikisi birden tektir ya da ikisi birden ¢ifttir.

p = 3k + 2 formatinda tek bir asal say1 olsun. a® + % =0 (mod p) ise
a+0=(a+0b)(a® —ab+b*) =0 (mod p)

Eger a® —ab+b? =0 (mod p) ise

2
(2a —b)* = —3b*> (mod p) = (2ab_ b) = -3 (mod p)

olur, yani —3, p modunda karekalandir. <a) lagrange sembolii olmak tizere,
p

() @)-cre-(2)-(2)-0) ) -0 ) -6

fakat p, 3k + 2 formunda oldugundan
(5)-G
2)-(2)--
D 3

bulunur. Dolayisiyla a® + b3 = 0 (mod p) ise a® +b*> = a+ b =0 (mod p) olmaldir.
i) a ve b tek ise

Her tek a sayist igin a® —a = 0 (mod 4) oldugundan a® + b®> = a + b (mod 4) olmahdir. 2020 = 4 -5 - 101
oldugundan
a4+ =a+b=0 (mod 2020)
olmalidir.
a® — ab + b?

b) - ———— =2020
(a+) ab+4

oldugundan,

Eger a? —ab+ b%> > ab + 4 ise a + b = 2020 ve a® — ab + b?> = ab + 4 olmalidir. Buradan a — b = 2 veya
a —b = —2 elde ederiz. Buradan (a,b) = (1009, 1011), (1011, 1009) ¢6éztimleri bulunur.

Eger a? — ab+ b? < ab+ 4 ise (a — b)2 = 0 veya (a — b)? = 1 olur. Eger (a — b)? = 1 ise a ve b'nin biri tek
digeri cift olur fakat toplamlar1 4’e boliinemez. Celigki. Eger (a — b)? = 0 ise ana denklemde a = b yazarsak
a® = 1010(a? + 4) olur fakat buradan tamsay1 ¢oziim gelmez.

i1) Eger a ve b ¢iftse a = 2m ve b = 2n diyelim. Denklem

m3+n3

= 1010
mn + 1

olur. m34+n? = m+n (mod 2) oldugundan m?+n3 = m+n =0 (mod 1010) olur. Eger m?+n%—mn > mn+1
ise m + n > 1010 oldugundan
24 2
(m+n)- w > 1010
mn +1
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olur. Dolayisiyla
m2+n2—mn§mn+1:>(m—n)2§ 1

olmalidir. Eger (m —n)? = 0 ise m = n olur ve yerine yazarsak m?® = 505(m? + 1) olur fakat ¢oziim gelmez.
(m —n)? = 1 ise m + n ¢ift oldugundan (1010’a béliindiigiinden) m ve n tamsay1 olamaz. Buradan ¢oziim
gelmez.

Tim ¢oziimler (a,b) = (1011, 1009), (1009, 1011) bulunur.
Cozim 2:

(Selim BAHADIR)
Verilen esitligi

(a+0b)(a* —ab+b*) =4-5-101- (ab+ 4) (1)

olarak yazalim. p € {5,101} olsun. O halde p = 6k + 5 olan k tam sayis1 vardir. p | ab ise, p | a® + b3
oldugundan p | @ ve p | b dir. O zaman (1) de sol taraf p? ile boliiniir, ancak sag taraf boliinmez. Demek
ki p { ab dir. b nin (mod p) deki tersi b~ olmak iizere ¢ = ab~! (mod p) olsun. p | a® + b oldugundan
¢ = —1 (mod p) elde edilir. Fermat Teoremi’nden dolay1 ¢®*+4 =1 (mod p) dir. Buradan ¢ = —1 (mod p),
yani p | a + b sonucu gikar ve 505 | a + b olur.

Diger taraftan, a ve b’nin ya her ikisi de tektir ya da ikisi de ¢ifttir.
1. Durum: a ve b tektir.

(1) den 4 | a + b dir. O halde 2020 | a + b ve 2020 < a + b elde edilir. (1) den a? — ab + b* < ab + 4 sonucu
cikar. (a —b)2 <4 = |a—b| = 0 veya 2 dir. a = b igin ¢dziim olmadig1 kolayca goriiliir. |a — b| = 2 icin
a + b= 2020 olur ve (1011,1009) ve (1009,1011) ¢6zlimleri bulunur.

2. Durum: a ve b ¢ifttir.
a = 2x, b =2y olur. (1) de yerine yazarsak

(x+y)(2* — 2y +y*) =2-5-101- (zy + 1) (2)
esitligi elde edilir. = ve y nin ya her ikisi de cifttir ya da ikisi de tektir. 2 |  + y olur. 505 | a + b = 2(z + y)
oldugundan 505 | z + y oldugunu biliyoruz. Sonug olarak 1010 | z + y ve 1010 < x 4+ y ede edilir. (2) den

2?2 —xy+y? <azy+1dir. (z—y)? <1 = |z—y| <1 = 2z =y olur. Ancak bu durumda (2) yi saglayan
tam sayilar bulunmadigr kolayca goriiliir.

Tim ¢oziimler, (1011, 1009) ve (1009, 1011) olarak bulunur.

A1 A A3 Ay tegetler dortgeninin cevre uzunlugu pp, kosegenlerinin uzunluklar1 toplami k1 ve ByBoBs3By
tegetler dortgeninin gevre uzunlugu po, kogegenlerinin uzunluklar: toplami ks olmak tizere

pr+pd = (k1 + ko)?

ise A1 AyA3A4 ve B1BoB3B, dortgenlerinin eg kareler oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

A1 A A3 Ay dortgeni igin Ptolemy esitsizliginden
| A1 Ag| - [A3As| + |A1Ay| - |[AzAs| = |A1 Ag| - | Az Ay (1)
olur. Ayrica paralelkenar esitsizliginden

| AL Ao |? + |AsAs|? + |AsAg|® + |A4AL)? > |ALAs]? + | A Ayl? (2)
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oldugunu biliyoruz. (1) no’lu esitsizligi 2 ile ¢arpip (2) no’lu esitsizlikle toplarsak

(|A1 o] + [A3A4])® + (| A1 Ag] + |A245)) > (|A1A5] + [A2A4])°

elde ederiz. A1 A3A3A4 dortgeni, tegetler dortgeni oldugundan Ay As| + |AzAs] = |A144] + |A2A43] = %

egitligi saglanir. |A; As| + |A2A4| = k1 oldugundan
P
o = ki = pi > 2K

elde edilir. Ayn iglemleri By B,B3sBy tegetler dortgenine uygularsak, benzer sekilde p3 > 2k3 elde ederiz.
Elde ettigimiz esitsizlikleri toplayalim.

PApE>2(k + k) = (ki +k2)? > 2k +k3) = 0> (k1 — k2)*> = k1 = ko

bulunur. Elde ettigimiz son esitsizlikte esitlik durumu oldugundan 6nceki tiim esitsizliklerde de esitlik du-
rumu saglanmalidir. Ptolemy esitsizliginin esitlik durumu kirigler dértgeni olmak ve paralelkenar esitsizliginin
esitlik durumunun paralelkenar olmak oldugundan A AsA3A4 ve By By BsB, dortgenlerinin dikdortgen ol-
mas1 gerekir ve bu dortgenler ayrica tegetler dortgeni olduklarindan dolay1 kare olmak zorundadirlar. ky = ko
elde ettigimiz i¢in bu karelerin kdgegen uzunluklar: birbirlerine esittir. Dolayisiyla A; As A3 A4 ve B1Bo B3 By
teget dortgenleri eg karelerdir.

66 cilicenin toplam 111 kavugu vardir. Kavuklardan her biri bir ciiceye aittir ve belirli 66 renkten birine
boyalidir. Bu clicelerin her birinin kendine ait bir kavugu giyerek katildigi senlikler diizenleniyor. Senliklerin
hi¢birinde ayni renkli kavuk giyen iki clice bulunmamaktadir. Senliklerin herhangi ikisi i¢in bu genliklerde
farkl renkte kavuk giyen en az bir clice bulunmaktadir. Diizenlenen senlik sayisinin alabilecegi en biiytik
degeri bulunuz.

(Azer Kerimov)

77 ile pozitif tam sayilar kiimesi gosteriliyor. f : ZT — Z™ bir fonksiyon olmak iizere her £ € Z™T icin f, ile

fo fo---o f bilegke fonksiyonu gosteriliyor. Her n € Z™T igin,
—_—

£ tane
2020
(n_ 1)2020 < H fé(n) < n2020+n2019
(=1

esitsizligini saglayan tiim f : ZT — Z* fonksiyonlarimi bulunuz.
(Sahin Emrah)

Coziim:

n =1 igin
2020 2020

o< [ £y <2= ] £1) =1
=1 =1

olur. Fonksiyon pozitif tamsayilardan pozitif tamsayilara tammlandigindan f(1) = 1 olmalidir. f(n) = n
oldugunu tiimevarim ile gosterelim. n = 1 igin dogru oldugunu gosterdik. n = 1,2,...,k — 1 i¢in f(n) =n
saglasin. f(k) = k oldugunu gosterelim. Aksini kabul edelim.

i) f(k) < kise f(k) = iicin f(f(k)) = f(i) = i olur. Benzer sekilde (f o f o ---o f)(k) = i olur. [[;22 fo(k) =

¢ tane

2020 olur. Soruda verilen esitsizlikten

2020
(k _ 1)2020 < H fz(k) _ ,L-2020 < (k‘ _ 1)2020
=1

olur. Celigki.
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1) f(k) > k ise herhangi bir ¢ i¢in (f o fo---o f)(k) < k degilse f(k) > k + 1 oldugundan
—_—

t

2020
H ff(k) Z (lﬂ"— 1) . k2019 — k2020 + k2019
(=1

olur fakat [[7°% fo(k) < k2020 4 k2019 oldugundan celiski elde edilir. Dolayisiyla Gyle bir ¢ pozitif tamsayisi
vardir ki (f o fo---o f)(k) < k olsun. Bu esitsizligi saglayan en kiigiik ¢’yi ele alahm. (fo fo---o f)(k) =m
—— ——
t t—1
olsun. k < m fakat f(m) = fi(k) < k < m ve dolayisiyla f(m) < m — 1 olur. Ana esitsizlikte n = m igin

112020 F 112020
(m — 1?2 < I fe(m) < (m—1)
=1

olur. Celigki. Dolayisiyla tiimevarimla gostermis olduk ki her n pozitif tamsayisi icin m olmaldir.

Farkh isimli 6grencilerden olugan bir smifta en az bir arkadas ikilisi bulunmaktadir. Ogrencilerin bazilarmdan
olusan bir sirali listedeki 6grenciler sirayla kalkip baslangigta bos olan tahtaya o an tahtada yazili olmayan
biitiin simif arkadaglarinin isimlerini yaziyor. Listedeki her 6grenci en az bir ismi tahtaya yazdiysa ve en az
bir arkadaga sahip her 6grencinin ismi siire¢ sonunda tahtada yaziliysa, bu sirali listeye bir altin liste diyelim.
Cift sayida ogrenciden olusan bir altin listenin bulundugunu gosteriniz.

(Selim Bahadir)

@ ABC {iggeninin AB kenar lizerinde D ve AC kenari tlizerinde E noktalar1 DE || BC olacak sekilde veriliyor.
BE ile C'D nin kesistigi nokta P, (APD) nin (BCD) yi ikinci kez kestigi nokta M, (APE) nin (BCE) yi
ikinci kez kestigi nokta N olsun. M ve N den gecip BC ye teget olan ¢ember w olsun. w ya M de ve N de
teget olan dogrularin AP tizerinde kesistiklerini gdsteriniz.

Not: (XY Z) ile XYZ diggeninin ¢evrel ¢emberi géosteriliyor.
(Melih Uger)
Bir gember iizerinde A;, Ay, By, By, C1,Cy noktalart A1 A5 || B1Bs2 || C1C5 olacak sekilde veriliyor. Aym

gember ilizerindeki bir M noktasi i¢in M A; ile BoCs nin kesigimi X, M Bj ile A3Cs nin kesigimi Y, M CY ile
Ao Bs nin kesigimi Z olsun. X, Y, Z nin dogrusal oldugunu gosteriniz.

(Melih Uger)
Coziim:

Ay M By B>C5 Ay noktalarinda Pascal Teoremi uygularsak,

XY || A1 Az gelir. Bunu benzer sekilde 2 defa daha uygularsak XY || YZ || ZX bulunur ve bu da soruyu
bitirir.

0 < z,y,z < 1 egitsizligini saglayan x,y, z gergel sayilari icin

zyz(z +y+ 2) + (zy + yz + 22)(1 — zy2)
ryz/1 — zyz

ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

(Fehmi Emre Kadan)
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Cozim 1:

Cevap: @

Sirasiyla Aritmetik-Geometrik ve Aritmetik-Harmonik ortalama esitsizlikleri ile,

zyz(z +y+2) + (zy + yz + 22)(1 — zy2) T+y+z 1 1 1
= ——— +(—+ -+ -)/1-—
ryz/1 — zyz V1—ayz (x+y+z) e
1 1 1
> Qf(@+y+2)(=+-+-)
x Yy oz

V

> 2/9=6

buluruz. Esgitlik durumunu inceleyelim. Aritmetik-Harmonik esitsizligin esitlik durumu igin, z = y = z ol-

3 3W1l—ua3
V1—a3 T
diizenlersek, 23 + 22 — 1 = 0. Bu denklemin (0, 1) araligida kokii oldugunu gostermek esitlik durumunun
saglandigini gostermeye yeterli olacaktir. x = 0 noktasinda polinom —1 degerini alir. x = 1 noktasinda
ise 1 degerini aldigindan, stirekli fonksiyonlar igin ara deger teoremi geregince, polinomun (0,1) araliginda
kokii vardir.

malidir. Bunu Aritmetik-Geometrik esitsizlige giren terimlere yazip esitlersek, . Buray1

Coziim 2:
Farkli bir cevap verelim. Iki defa aritmetik-geometrik ortalama esitsizligi uygularak

wyz(x +y+2) + (ey +yz +2x)(1 —2yz) x+y+z +xy+yz+zxm

xyz/1 — xyz V1—zyz TYZ

Z2\/(at—|—y—|—z)(ajy—|—yz—|—zar;) >0 [9xyz _6
TYz TYz

elde ederiz. 6 nin minimum deger oldugunu gostermek icin, esitlik durumu analizi yapmaliyiz. Bunun icin,
onceki ¢oziimde oldugu gibi
3x 3vV1— a3

\/1—323: T

denkleminin (0,1) araliginda kokii oldugunu goéstermek yeterlidir.

@ a,n pozitif tam sayilar: icin
T1To - 210 =a (mod n)

denkligini saglayan n modunda farkh (z1,zs,...,219) tam say1 10-lularimn sayis1 f(a, n) ile gosteriliyor. a
ve b verilmig pozitif tam sayilar olmak iizere,

fla,cen)
(a) Z=—
f(b,cn)

bulundugunu gosteriniz.

oraninin her n pozitif tam sayisi igin ayn1 degere esit olmasin saglayan bir ¢ pozitif tam sayisi

(b) Béyle en kiiciik ¢ nin 27 olmasim saglayan tiim (a, b) ikililerini bulunuz.
(Melih Uger)
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n bir pozitif tam say1 olmak tizere,
20-5™ —2
3" +47

ifadesinin tam say1 olmadigini gosteriniz.
Cozim:

Teklik-¢iftlik durumlarini inceleyelim,
1) n ¢ift say1 ise
3" +47=(-1)"+47=48=0 (mod 4)

olur fakat 20 - 5" — 2 =2 (mod 4) oldugundan ifade tamsay1 olamaz.
1) n tek sayiysa ya 4k + 1 formundadir ya da 4k + 3 formundadir.
tia) n =4k + 1 ise

3+ 4 47=3.81"+47=50=0 (mod 5)
olur. Dolayisiyla 5 | (20 - 5™ — 2) olmaldir fakat bariz bir sekilde bu durum saglanilmaz.
iib) n = 4k + 3 ise 20 - 5*3 — 2 = (10- 52k+1)2 — 2 olacaktir. 3*+3 4+ 47 = (—1)%+3 + 47 = 2 (mod 4)
oldugundan 2’nin bir kuvveti olamaz. Dolayisiyla tek bir asal boleni vardir. Bu bélenlerden biri p olsun.

D | (10 . 52’”1)2 — 2 oldugundan 2, p modunda karekalandir. 2’nin karekalan olmasi i¢in p'nin 8m + 1 veya

8m + 7 formatinda olmasi gerekir. Aksi halde karekalan olamaz. 3" + 47’nin 2 haricindeki tiim bdélenleri
n

8m £ 1 formatinda oldugundan de bu asal sayilarin ¢arpimindan dolay1 8¢ + 1 formatinda olmalidir.

Yani 3" + 47 = £2 (mod 16) olmalidir.
33 L 47 =927.81F +47=274+47=74=10 (mod 16)
elde edilir. Bu da bir celigkidir. Yani hi¢bir n sayisi i¢in ifade tamsay1 olamaz.

Bir okuldaki 6grencilerin herhangi ti¢ii i¢in bu ii¢ 6grenci ile de arkadas olan en az bir 6grenci bulunmaktadir.
Arkadag olan herhangi iki 6grencinin herhangi iki ortak arkadasi da arkadagtir. Bu okuldaki 6grencileri bos
olmayan iki gruba, farkli gruplarda yer alan herhangi iki 6grenci arkadas olacak sekilde ayirmak miimkiin
degildir. Buna gore, bu okulda arkadasg olmayan iki 6grencinin hep ayni sayida ortak arkadasa sahip oldugunu
gosteriniz.

(Not: Bir 6grenci kendisi ile arkadasg sayilmaktadir.)

Bir ABC ii¢geninin ¢evrel ¢cemberi iizerinde, BC' dogrusuna gore A ile farkh tarafta yer alan bir D noktas: ve-

rilmigtir. ABC ve ADC {iggenlerinin i¢ bolgelerinin kesigiminde bulunan bir E noktasi m(@) = m(B/@)
olacak sekilde alimiyor. ADFE {i¢cgeninin ¢evrel cemberinin AB dogrusu ile ikinci kesisim noktasi K olsun. EK
ve BC dogrularimin kesisimi L noktasi, EC ve AD dogrularinin kesigimi M noktasi, BM ve DL dogrularimin
kesigimi ise N noktasi olsun.

m(NEL) = m(NDE)

oldugunu gosteriniz.

28 tiir baligin satildigr bir balik pazarinda 28 balik saticisi vardir. Her saticida her balik tiiriintin sadece
Akdeniz’den geleni ya da Karadeniz’den geleni bulunmaktadir. & kigiden her biri, her tiirden bir balik olmak
iizere her saticidan bir balik almigtir. Herhangi iki kigi en az bir balik tiirii i¢in o tiirtin farkli denizlerden
gelen baliklarim aldiysa, k en fazla kag olabilir?

Cesitkenar bir ABC {iggeninin ¢evrel ¢emberi ile [BC] nin orta dikmesinin kesigim noktalar1 M ve N olmak
tizere, [AM] ve [AN] nin orta noktalar1 K ve L olsun. ABK ve ABL iiggenlerinin ¢evrel gemberlerinin AC
dogrusu ile ikinci kesigim noktalar sirasiyla D ve F, ACK ve ACL figgenlerinin cevrel ¢cemberlerinin AB
dogrusu ile ikinci kesigim noktalar: sirasiyla F' ve G olsun. DF', EG ve M N dogrularimin noktadag oldugunu
ispatlayimniz.
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@ Hangi n pozitif tam sayilar igin,

o+ a3+ a2l _ 27
(x1 4+ 2z9+ - +nzy,)?  dn(n+1)(2n+1)
ve her i =1,2,--- ,nicin i < x; < 27 kogullarim saglayan xq, o, - - , x, gergel sayilar: vardir?
Cozim:

124224 4n?= w oldugundan denklemi diizenlersek,
8(12 + 22+ ) (@2 + 23+ +22) = 9(2y + 220 + - + nxy)?
elde edilir. i < z; < 2i oldugundan (z; — i)(z; — 2i) < 0 olur. Yani z? + 2i? < 3iz; olur. i = 1,2,...,n icin
doa?42) <3y i
i=1 i=1 i=1

AGO egitsizliginden,

3271:1'331» > ix? +2ii2 >2,(2 (iaﬂ) <i22>
=1 i=1 i=1 =1 i=1

=o(5) =+(24) (%)

olur. Egitlik durumu igin (z; — i)(x; — 2i) = 0 ve >, a7 = 25" | i? olmahdir. z;’ler arasinda i’yi kul-

landiklarimiz ;) ler, 2i’yi kullandiklarimiz z,.(;)’ler olsun. Bu durumda

S 2= 20 a2 = 3 4 = 33 =30
=1 i=1 =1

ZTQ(/f) _ n(n+1)(2n + 1)

18
Eger n(n+1)(2n+1) = 0 (mod 18) denkligini incelersek (aslinda (mod 9)’da incelememiz yeterlidir ¢linkii bu
ifade her zaman cifttir),

n=0,4,8 (mod9)
bulunur.
n=4icin > r3(k) = 10 = 12 + 32 olur. Yani (21, 2,23, 74) = (2,2,6,4) saglar.
n = 8i¢in Y r?(k) = 68 = 22 + 82 olur. Yani (z1,22,...,78) = (1,4,3,4,5,6,7,16) istenileni saglar.
n =9 icin Y. r?(k) = 95 = 12 + 22 4 32 4 92 olur. Yani (21, 2,...,279) = (2,4,6,4,5,6,7,8,18) istenileni
saglar.
n =13 i¢in Y r?(k) = 273 = 22 + 102 + 132 olur. Yani (z1,22,...,713) = (1,4,3,4,5,6,7,8,9,20,11, 12, 26)
olur. Simdi ise n saglyorsa n + 9’un da sagladigini géstermeliyiz.
nicin 3" r2(k) = a2 4 a4+ -+ a2, olsun (1 < a; < ag < -+ < apy < n). Simdi 2" r2(k) — S22 (k)
degerinin+1,n+2,...,n+9 kullanarak tamkarelerin toplami olarak yazmaya ¢aligalim. Boylece n + 9 icin
hangi sayilar1 2¢ segmemiz gerektigini bulmug oluruz.

k)
k)

ni:gﬂ(k) *irQ(la) _ (49 +10)@n+19) nln+1)2n+1) =3n? +30n + 95

18 18

=n+1)*+n+22+n+3)*+n+9)?2—-n?

olur. Yani n i¢in r(k)’lar arasindan n’yi ¢ikartip n 4+ 1,n + 2,n 4+ 3,n + 9 eklersek n 4+ 9 i¢in hangi sayilari
2i segmemiz gerektigini bulmug oluruz. Fakat bunun i¢in r(k)’lar arasinda n’yi kullanmig olmak gerekir ki
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[9]

n = 8,9,13 i¢in kullandigimizdan ve tiimevarim sonucu n + 9’da da (n + 9)’u kullanacagimizdan bu iglemi
n + 9 igin de uygulayarak sonsuza kadar gidebiliriz. Yani n > 8 ve n = 0,4,8 (mod 9) igin tiimevarimdan
dolay: verilen esitligi saglayan x;’ler vardir. n = 4’1 de ayrica gosterdigimizden kisaca

n=0,4,8 (mod 9)‘

olan tiim pozitif tamsayilar i¢in esitligi saglayan x; sayilar: vardir diyebiliriz.

Bir ABC ii¢geninin gevrel cemberi w ve i¢ teget gemberinin merkezi I olsun. A ya ait dig agiortayin w y1
ikinci kez kestigi noktadan ve I noktasindan gegen dogrununun I BC nin ¢evrel ¢cemberini ikinci kez kestigi
nokta T4 olsun. Tz ve T noktalar1 da benzer gekilde tanimlaniyor. TAoTpT¢ iiggeninin gevrel cemberinin
yari¢gapinin w nin yarigapinin iki kat1 oldugunu gosteriniz.

¢ bir gercel say1 olmak iizere, tiim = ve y gergel sayilar: i¢in

[l = f(y) = fle—y)+c(f(2) = fy)

egitligini saglayan ve sabit olmayan bir f : R — R fonksiyonu bulunuyorsa,
(a) ¢ nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

(b) f fonksiyonu periyodik olabilir mi?
Coziim:

a) Ana egitlikte o yerine y yazarsak f (y — f(y)) = f(0) elde edilir.

x yerine x — f(y); y yerine énce y — f(y), sonra 0 yazalim,

flx—fly)—fly—fW)) = flz—y)+c(flz—fy)— fly—fy)

f@—fly) = f0) = fl@—fy)+c(flz— fly) - f(0))
Buradan f(y — f(y)) = f(0) oldugundan her z € R i¢in f(z —y) = f(z — f(y)) oldugu goriiliir.

Ana esitlikte bu bulguyu yazarsak c(f(z) — f(y)) = 0 elde edilir. ¢ # 0 ise f(x) = f(y) olacaktir. Yani f
sabit fonksiyondur. ¢ = 0 ise f(z) = « istenileni saglar. Dolayisiyla f sabit olmak zorunda degildir. Istenileni
saglayan tek c¢ degeri 0’dir.

b) f(z) = z — | x| fonksiyonu periyodiktir ({x} de diyebiliriz) ve ¢ = 0 igin verilen sart1 saglar (Burada |z],
2’1 agmayan en blylk tamsayiy1 gosterir).

Hangi (k,n) pozitif tam say ikilileri igin

Han:1<a< (nk)!, obeb<(z>,n> _ 1}‘ _ ("é“)!

esitligi saglanir?
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2P = 2172 4 ¢!

esitligini saglayan tiim (p, ¢) asal say1 ikililerini bulunuz.
Coziim:

Soruya basglamadan &nce, f(n) ile n’in binary halindeki 1’lerin sayisim gostermek iizere, n! igindeki 2
garpanlarimin sayisinin n — f(n) oldugunu gosterelim. Burada ve(n), n’yi bolen en biiyiik 2’nin kuvveti-
nin issiinii gostersin (Yani m tek sayisi i¢in v (2%m) = a olacaktir).

Lemma: a3 > ag > -+ > ag igin n = 29 4 2% ... 4 2% jge vg (n!) = n — k olacaktir.

Ispat: n = 2% 4292 4 ... 4 29 jcin va(nl) = >, {%J oldugundan a; > ¢ > a;41 igin

n 201 4 ... 4205 4 905+1 | ... |} 0k e woq 2 4. 4 20k
9i 9i A
. ) . 205+ 4 ... 2% 2 -1
1> a4 oldugundan 2%+t 4 ... 4 2% < 2071 4 2972 L ... 41 =20 — 1 ve +2i + < 5 <1
elde edilir. Yani n .
{QZJ 207 4. 20l

olacaktir.

’U2(n!):i {21J Z Z (2“1_i+...+2aj—i)

i=1 j=li=ajt1+1
k a;j—1 k
:E 2 = E 2% —1)=n—k
Jj=1 =0 Jj=1

elde edilir.

Buradan, va(n!) = n — f(n) bulunur. Soruya gegecek olursak, ¢ = 2 igin ¢ozlim gelmez, g tektir. p > ¢ — 2
oldugu bariz oldugundan
gl =2972 (20792 1)

ve ¢! igerisindeki 2 garpani sayisi ¢ — 2 olmalhdir. Buradan v2(q!) = ¢ — 2 = ¢ — f(q) ve f(¢) = 2 bulunur.
q tek oldugundan ¢ = 2% + 1 formatinda olmahdir. k'nin birden biiyiik tek boleni varsa, bu tek bélene m
dersek 2¥/™ 41| q olacagimdan ¢ asal olamaz. Dolayisiyla k da 2'nin kuvvetidir.

q = 22" + 1 formatimdadir. n = 0 icin ¢ = 3 elde edilir, yerine yazilirsa p = 3 bulunur. n = 1 icin ¢ = 5 elde
edilir. Yerine koyulursa p = 7 bulunur.

n > 2 ig¢in ¢ > 7’dir ve ¢ = 2 (mod 3) olacaktir. Eger esitligi 7 modunda incelersek,

q—2
20 =2172 4 ¢l = (2°) B (mod 7)

olur. 7 modunda 2’nin sadece 3’lin kati olan fisleri 1 kalani verir. Dolayisiyla p = 3 olmalidir. Ancak p >

q — 2 > 3 oldugundan bu bir geligkidir. n > 2 i¢in ¢6ziim yoktur.

Tim ¢oziimler (p, q) = (3,3), (7,5) elde edilir.

Her z,y € Q* igin

)+ 1) = (et + 5 ) (L= o+ )

esitligini saglayan tiim f : QT — Q fonksiyonlarmi bulunuz.
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ABC figgeninde I merkezli i¢ teget cemberin BC, AC, AB kenarlarina degme noktalar sirasiyla D, E, F
dir. I dan gecen bir ¢ dogrusuna A, B, C' den indirilen dikmelerin ayaklar sirasiyla X, Y, Z olsun. DX,
EY, FZ dogrularinin noktadag oldugunu gosteriniz.

Kesigmeyen ve farkli biiyiikliikte olan w; ve we ¢emberi ¢ dogrusuna sirasiyla K ve L noktalarinda, I’
gemberine ise sirasiyla M ve N noktalarinda tegettir ve ii¢ gember de £ nin ayni tarafinda yer almaktadir. K
ve L den gecen bir ¢cemberin I' ile kesisim noktalar1 A ve B; M ve N nin £ ye gore yansimalari ise sirasiyla
R ve S olsun. A, B, R, S noktalariin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.

Coziim:

[s][/s]w1 ve wa nin merkezleri sirasiyla Oy ve O olsun. m(]\TK\L) =ave m(]ﬁ?() = 0 olsun. I"nin merkezi
O3 olmak {izere O2L||O1K’den yararlanarak m(K/]W\N ) = 180° — 6 bulunur. KLMN g¢emberseldir. Bu
cember w3 olsun. Ayrica ABK L c¢emberinede w, diyelim. ws, ws ve I'min kuvvet eksenleri M N, KL, M N
noktadagtir. M ve N nin £’e gore yansimalarinin K L ile kesisimlerinin bu nokta oldugu agiktir. Dolayisiyla
AB, KL ve RS noktadastir. Kuvvet ekseni kuralindan ABRS ¢embersel olur. Ispat biter.

Bir ¢ember lizerinde egit aralikli 2022 nokta igsaretlenmigtir. U¢ noktalar:1 igaretlenmis noktalar olan farkl
uzunluktaki k£ yayin hi¢biri bir digerinin i¢inde olmadigina gore, k yayin hicbiri bir digerinin iginde olmadigina
gore, k nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

@ P tam katsayili bir polinom ve p bir asal olmak iizere p | P(n) olmasim saglayan bir n tam sayisi yoksa
P polinomu p asalimy dishyor diyelim. Tam olarak bir asali diglayan ve rasyonel koki bulunmayan besinci
dereceden tam katsayili bir polinom var midir?

Coziim:

Higbir asali diglamayan bir polinom bulduktan sonra, o polinomdan tek asali diglayan bulmak kolaydir.
Ornegin, P(z) polinomu hicbir asali dislamasin ve rasyonel kékii olmasm. p |[/P(0) olan bir asal icin Q(z) =
P(pz) polinomunu ele alirsak p # ¢ olan asallar icin x yerine ¢ modunda p~'y yazabilecegimizden ¢ asali
bu polinomda da diglanmaz. Ancak p |/P(0) oldugundan p asali diglanacaktir ve «, @Q(z)’in kokiiyse pa da
P(z)’in kokii olacagindan Q(z)’in rasyonel kokii bulunmayacaktir.

Direkt olarak 5. dereceden bir polinomu elde etmek zor olacagindan 2. ve 3. dereceden iki polinom elde edip
carpmaliyiz. Ikinci dereceden olanlar i¢in karekalanligin devreye girecegi barizdir. 3. dereceden olanlar iginse
kiipkalan (cubic reciprocity) biiylik olasilikla kargimiza ¢ikacagindan 3 moduna gore asallari bélmek mantikh
olacaktir. Ciinkii eger ¢ = 2 (mod 3) ise her a igin

3=a (mod q)

olacak sekilde bir z vardir. ¢ = 3n + 2 ise * = a?**! almarak bu denklik saglanilabilir. Dolaysiyla 3.
dereceden polinomu z? + 2 olarak secebiliriz. Bu sekilde 3n + 2 modundaki asallar1 diglamamis oluruz.
2. dereceden kisim iginse 3n + 1 formatindaki asallari diglamamamiz gerekiyor. (5) ile Legendre sem-

boliinii gostermek iizere, bunun ic¢in de her asal igin

-3 p) -3 P
( p ) <3 ( p ) <3
olmasim kullanabiliriz. Yani —3’{in karekalan olmasi igin gerek ve yeterli sart p = 1 (mod 3) olmasidir.

Dolayisiyla 22 + 3 polinomunu ele alirsak, bu polinom 3n + 1 formatindaki hicbir asali diglamaz. Ayrica
x = 0 icin 3 | 22 + 3 olacagindan 3’ii de diglamaz.

Sonug olarak P(x) = (2? + 3)(2® + 2) polinomu rasyonel kékii olmayan ve hicbir asali diglamayan bir 5.
dereceden polinomdur. p # 2,3 i¢in P(px) alirsak, artik bu polinom sadece p’yi diglayacaktir. Net bir 6rnek
vermek gerekirse, P(5x) = (2522 + 3)(12522 + 2) polinomu 5 diginda hicbir asali diglamaz.
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x,y, z pozitif gergel sayilar olmak tizere,

1 2 5
rytyz+ze+ —+ -+ -
r Yy =z

ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

|AB| < |BC| < |CA]| olan bir ABC {iggeninde i¢ teget gemberin merkezi I olmak iizere IBC, IAC, IAB
iggenlerinin diklik merkezleri sirasiyla Ha, Hp, Hc olsun. HgHe nin BC' ile kesisimi K 4; I dan gecip
HpH¢ ye dik olan dogrunun BC ile kesigimi ise L4 olsun. Kp, Lp, K¢, Lo noktalar: da benzer sekilde
tanimlandiginda gore,

|KALA| = |KBLB‘ + |KcLC‘

oldugunu gosteriniz.

@ Dongii igermeyen, 2022 koseli her ¢izgede kogelerden k tanesi 6yle segilebiliyor ki secilen herhangi bir kogseden
secilen en ¢ok iki koseye kenar bulunuyor. Buna gore k nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
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64. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2023

AB || €D olan bir ABC'D yamugunun i¢ bolgesindeki bir T noktasi i¢in ZATD = ZCTB dir. AT dogrusu
ACD nin gevrel gemberini ikinci kez K de, BT dogrusu BCD nin gevrel ¢gemberini ikinci kez L de kesiyor.
KL || AB oldugunu gosteriniz.

n ogrencinin bulundugu bir okulda her 6grencinin tam olarak 2023 arkadas: olup birbiriyle arkadag olmayan
herhangi iki 6grencinin tam olarak 2022 ortak arkadagi vardir. Buna gore, n nin alabilecegi tiim degerlerini
bulunuz.

Her n > 1 tam sayis1 i¢in, n nin kendisi digindaki en biiyiik boleni f(n) olsun. Bir & pozitif tam sayist igin
n—f(n)=k
esitligini saglayan n tam sayilarinin sayisi 2023 olabilir mi?

k bir pozitif tamsay1 olmak tizere, S kiimesinin her elemani k elemanli bir kiimedir. Her A, B € Sve A # B
icin AAB € S oldugu biliniyor. |S| = 1023 ve |S| = 2023 durumlarimin her birinde & nin alabilecegi tiim
degerleri bulunuz.

Not: AAB = (A\B) U (B\A) dir.

Bir cgesitkenar ABC {i¢geninde cevrel gemberin merkezi O, i¢ teget cemberin merkezi I, diklik merkezi H
olsun. O dan gegip IH ye I da teget olan cember ile H den gegip IO ya I da teget olan ¢emberin ikinci
kesigimi M olsun. M noktasimin ABC nin gevrel gemberi tizerinde oldugunu gosteriniz.

Cozim:

IMNHO =T olsun. ZHIM = ZIOM oldugu agiktir (Tegetlikten). Bu ag1 « olsun. Yine tegetlikten
/MIO = /IHM oldugu sdylenebilir. Bu acida 6 olsun. AHMI ~ AIMO oldugundan [IM|* = |MO| -

|M H|dur. Ayrica ZHMI = ZIMO oldugundan AH MO’nde agiortay teoreminden |[MT|? = |[MO|-|M H|—

|HT|-|TO|'dur. |MO|-|MH| = |[IM|? oldugunu séylemistik. Buradan |[HT|-|TO| = [IM|>—|MT|* = (|[IM|+
|MT|)- ([ IM|—|MT)|) elde edilir. I'nin M’ye gore simetrigi L olsun. Az 6nceki bilgi bize, kuvvet vasitasiyla
HIOL g¢emberselligini gosterir. HIOL ¢emberseldir. ZOHI = z1 ve ZHOI = x5 olsun. Cembersellikten
/HOL = « oldugundan /MOL = x5 olur. Benzer gekilde /MHL = x, olur. ZIHO = /LHM = x;

oldugundan [HT], AIHL’nde simedyandir. Buradan “7{?‘ = “gﬁz olur. Benzer sekilde \|<I)2||22 = % olur ve
bu iki denklem birlegtirilerek JHOI‘; = % elde edilir. ZHLI = x5 ve ZILO = x; oldugundan AMHL ~
AMLO olur. Buradan ‘lgﬂ ‘I%f/fl = ||J\AZ(L)|| elde edilir. Bu ytizden Ilgi‘lz = ‘lﬁfﬁl‘ olur. Buradan ‘lfﬁl‘i = %
olur. AHMO’nde ig agiortay teoreminden ‘lgﬁﬂ = #?g‘ elde edilir. Yani || HOI|; = JTE‘l olur. Bu ytizden [IT],

AHIO’nde simedyan olur. Buradan [O H]'nin orta noktasi R ise ZRIO = o ve ZHRI = 0 gelir. R’den gegip
1 H’ye paralel olan dogrunun 70 ile kesigimi @) olmak iizere /I RQ) = 0 oldugu aciktur. Ayrlca orta tabanliktan

lo1]
nin orta noktasidir. enzerligi ve az onceki orta tabanliktan = elde edilir.
Q. [10) ktasidir. ATRQ ~ AOMI benzerlig ki banlik \OMl "O’}} 1de edili
Buradanda ‘2(‘)]1};‘ |OM | olur. Feurebach ve euler teoremlerinden |OI| = VRZ — 2Rr ve |[IR| = & —r = £22¢

oldugunu biliyoruz. Bunlar son denklemde yerine yazarsak |OM| = R elde edilir. M noktasi merkeze yaricap
kadar uzakliktadir. Dolayisiyla cemberin iizerindedir. Ispat biter.

@ a, b, ¢, d pozitif gergel sayilar olmak tizere,

(a® + b* + 2¢ + 3d?)(2a% + 3b2 + 6¢* + 6d?)
(a+b)%(c+ d)?

ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger kactir?
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Coziim:

Biraz incelendiginde paydaki iki parantezin de igerisinde 6’nin ¢arpanlar1 var katsayilarmin ¢arpmin 6 olan
teeimler gruplanabiliyor. Ayrica minimum deger sordugundan Cauchy-Schwarz’in ters hali olabilir. Ikinci
denklemdeki terimleri dedigimiz gibi grup yapacak sekilde siralayalim ve Ters Cauchy uygulayalim:

(a® + b2 + 2¢2 + 3d?)(6d% + 6¢% + 3a? + 2b?)
(a+b)2(c+d)?

(v/6ad + \/6bc + v/6ac + \/6bd)?
(a+b)*(c+d)?

>

_ 6(a+b)*(c+a)?
~ (a+b)2(c+d)?

=6
elde edilir.
Bir {ai,as, ...} tam say1 dizisi, bir f : ZT < ZT fonksiyonu ve tiim i, j, n pozitif tam sayilar igin
a;=a; (modn) < i=j (mod f(n))

olmasini saghyorsa, bu diziye iyi dizi diyelim. Tlim iyi dizileri bulunuz.

Tahtada baglangicta
1 1 1 1

v 1 z-2 z_4 Tty _o20m
yazilidir. Ash baglamak tizere, Ash ve Zehra sirayla tahtadaki yildizlardan birini silip yerine + veya —

isaretlerinden birini yaziyor. Aslh, tiim yildizlarin yerine isaretler konulduktan sonra olugsan denklemin gergel
¢Oziimlerinin sayisinin en ¢ok kac olmasini grantileyebilir?

=0

*

@ Bir I' gemberi iizerinde verilen sirada yer alan A, B, K, L, X noktalar1 i¢in B,}( ve Ig\ L yaylari esit olglidedir.
A dan gecip BK ye B de teget olan ¢gember KX dogru pargasimi P ve @ da kesiyor. A dan gecip BL ye B
de teget olan ¢ember ise BX dogru pargasini ikinci kez T' de kesiyor. ZPTB = ZXT(@ oldugunu gosteriniz.

Co6ziim:

T noktasi, [BK] lizerinde ZTAB = /X BC' olmasi saglayan noktadir. Bu ag « olsun. BC' N (AQP) = R
olsun. Tegetlikten /ZRBK = ZRAB gelir. BX N (AQP) = S # B olsun. ZSAR = o’dir. ZSAT = /ZRAB =
ZRBK oldugu aciktir. Bu a1 8 olsun. Ayrica CK yay1 KB yayina esit oldugundan /K X B = 8 olmalidir.
/XKB =180—-28 — a oldugundan /X AB = 2 + « olur. Buradan /X AS = 8 gelir. ASN XK = Z olsun.
XAZT Kirigler dértgeni oldugundan |ZT| = |ZX| olur. AZ AT 'nde benzerlikten |ZT|? = |ZS| - |SA] olur.
Bu, Z'nin (AQP)’ye kuvvetidir ve |ZP| - |ZQ|'ya esittir. Yani |ZT|?> = |ZP|-|ZQ| olur. m/ZTP = /ZQT
oldugu anlagihr. ZQTB = ZZQT + £/ XQT olur. Zaten /PTX = /ZTX + £ZTP’dir. ZZTP = £ZQT ve
/QXT = /ZTX oldugundan /PXT = /QTB olur. Ispat biter.
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I¢ merkezi I, cevrel merkezi O olan bir ABC ii¢geninde, AI'nin ABC’nin ¢evrel ¢emberi ile ikinci kesigimi
P olsun. I’dan gegip Al’ya dik olan dogrunun BC ile kesigimi X olsun. X’ten /O’ya inen dikme ayag1 Y
olmak {izere, A, P, X ve Y’nin gembersel oldugunu gésteriniz.

Coziim:

XY N AP = L olsun. I¢ agiortay aq kuralimdan Z/XIB = ZXCI oldugunu biliyoruz. Benzerlikten | X1? =
|XB| - |XC| elde edilir. |LP| - |LA| = |LI|? ise, kuvvet vasitasiyla ispat biter. (Oklitten |LI|?> = |[LY] - |LX]|
oldugunu biliyoruz.) I noktasinda noktasal bir gember oldugunu diigiinelim. Bu ¢embere X ten ¢izilen teget
X T oldugundan X’in bu ¢embere kuvveti | X I|?’dir. Bunun, | X B| - | X C|’ye esit oldugunu sdylemistik. Yani,
X noktas1 (ABC') ve az énce bahsi gegen gemberin kuvvet ekseni tizerindedir. Ayrica bu eksen IO’ya dik
olacagindan XY’dir. L noktasi eksen iizerinde oldugundan |LI|?> = |LP|-|LA| olur. Ispat biter.

Not

AX N (ABC) = R ve I’dan BC’ye inen dikme ayagindan gecen dogrunun P’den gegtigi goriilerekte ¢oziim
yapilabilir. Ayrica ZPY R agisimin agiortayinin O dogrusu oldugunu ispatlamakta ¢éztimii bitirir. O noktasi
bu aglortayin iizerinde olacagindan hog birkag durum var ama net bir ¢6ziim elde edemedim. Yapan olursa
paylasabilir.

Tim z,y € R gergel sayilar igin
(fz+9)° = (x+2y) f(2?) + f(f () (=® + 3zy +y°)

denklemini saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarini1 bulunuz.
Cozim:

Yazdigimiz (x,y) ikililerini P(x,y) olarak gosterelim.

P(0,0) : f3(0)=0= f(0)=0
P(2,0) : f(z)=uxf(2?)
P(0,z) : fx)=2"f(f())

Buradan her z # 0  reel sayist icin o f(f(z)) = f(2?) elde ederiz. Ayrica f(0) = 0 oldugundan z = 0 iginde
durum saglanir. Yani tiim reel sayilar i¢in z f(f(z)) = f(2?)’dir. Denklemin sol tarafi igin P(x,y) = P(y, )
oldugu agiktir. Dolayisi ile sag taraf icinde aynisi gegerlidir. Buradan

(z+2y) f (@) + f(f () (@® + 32y + y°) = 2z +y) f(y°) + F(f(2))(z® + 3zy + 1)

elde edilir. Demin buldugumuz zf(f(z)) = f(2?) esitliginden f(2?) gordiigiimiiz yere f(f(z))x yazarsak
ve diizenlersek (vy — 22)f(f(y)) = f(f(z))(x — 1) elde ederiz. y = 1 segelim. Buradan (z — 22)f(f(1)) =
(x = 1)f(f(x)) elde ederiz. x # 1 olmak iizere f(f(x)) = —f(f(1))z elde ederiz. Dolayisi ile a bir gergel
say1 olmak iizere f(f(x)) = aa’dir. Ilk denklemde yerine koyup duzenlersek f3(z +y) = a(z + y)* ve
fx+y) = Ja(z +y) ve Ja.a = a elde edilir. Yani @ = 0 veya a = 1’dir. Ik durumda ilk denklemde

P(1,2) ve P(1,3)%e bakilirsa f(1) = 0 elde edilir. Yani tiim z reel sayilar icin | f(z) = 0[dir. Tkincide ise
P(z,1—z)’e bakilirsa (x # 0,1) f(1) =1 elde edilir. Yani tiim « reel sayilar i¢in m’dir.

S, 12 elemandan olugan bir kiime olsun. a,b € S ve g bir asal say1 olacak gekilde en fazla kag (a,b) ikilisi
olabilir?

a, b pozitif tamsayilar olmak tizere,
109 —3°+1
2(1
ifadesinin tamkare olmasim saglayan tiim (a,b) ¢iftlerini bulunuz.
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Coziim:

Her a pozitif tamsayisi icin a! > a oldugundan 2¢ | 10%"dir. Dolayisiyla 2% | 3% —1 olmalidir. @ = 1’i denersek,

ifade 112;31) olacaktir. 11 > 3% olmas: gerektiginden b = 1 veya b = 2 bulunur. Yerine yazarsak, iki durum da
ifadeyi tamkare yapacaktir. Buradan (a,b) = (1,1), (1,2) ¢oziimleri elde edilir. Simdi a > 2 oldugunu kabul
edelim. Kuvvet kaldirma teoreminden, b tekse

(3" —1) =w(3—-1)>1(2%) =a = a=1

bulunur. Bu da a > 2 kabuluyle celisir.
b ¢ift ise
02(3° = 1) = wp(3 — 1) +wa(3+1) +va(b) — 1 =wa(b) +2 > 1p(2%) =a
= ) >a—-2 = 272
bulunur. @ > 4 ise 4 | b olacaktir. Yani 3 — 1 =0 (mod 5) olacaktir. Buradan

10 —3°4+1=0 (mod 5)

elde edilir. ifade tamkare oldugundan 25 | 10% — 3% 4+ 1 olmalidir. 25 | 10* oldugu barizdir, dolayisiyla 3° = 1
(mod 25) olacaktir. Bunu gérmenin birka¢ yolu olmasiyla beraber, 3’iin 25 modunda ilkel kok oldugunu
soyleyebiliriz ¢iinkii 3, 5 modunda ilkel kéktiir ve 251 3* — 1’dir. Bu aslinda bir lemmanin sonucudur,

Lemma: g, p modunda bir ilkel kék olsun, eger p? { g?~! — 1 ise, g aynmi zamanda p’nin tiim kuvvetlerinde
de ilkel koktiir. p? | g?~! — 1 ise g + p sayist p’nin tiim kuvvetlerinde ilkel koktiir.

Yani 3’tin mertebesi ¢(25) = 20’dir. Buradan da 20 | b bulunur. Simdi de b = 20k yazip, 11 modunu
kullanirsak, Fermat teoreminden

10 =3 +1=(-1)¥4+1-3%=14+1-1=1 (mod 11)

elde edilir. Sunu unutmayalim ki 104 — 3% + 1 ifadesi, bir saymmn karesi carpr 2¢’dir. Yani, ya bir tamkaredir
(a ciftse), ya da bir tamkarenin iki katidir (a tekse). Bir tamkarenin iki kat1 olamaz ¢linkii

2n° =1 (mod 11) = (2n)> =2 (mod 11)
olacaktir ancak 2 bir karekalan degildir. Dolayisiyla 10* — 3% + 1 bir tamkaredir. Ancak bu ifade tamkare ise
10 —3*+1=2 (mod 3)

celigkisi elde edilir. Dolayisiyla, a > 4 durumundan ¢6ziim gelmez.

a = 2 ise ifade 10147_31) olacaktir. b cift ve 101 > 3% oldugundan b = 2 veya b = 4 olabilir ancak bu durumlardan
¢Ozlim gelmez.

a = 3 ise ifade 1°41=3" Glacaktir. Belki bazi modlarda inceleme yapilarak iglem yiikii azaltilabilir fakat b’nin

cift olmas1 kullanmilirsa, b = 2m icin 10% +1 > 9™ elde edilir. Buradan 6 > m sonucu bulunur ciinkii 97 sayisi
7 basamaklidir. Eger m = 1,2,...,6 igin incelenirse, buradan da ¢oziim gelmedigi goriiliir. Tiim ¢oziimler,
(a,b) = (1,1),(1,2)dir.

Cesitkenar bir ABC' {iggenin diklik merkezi H ve agirlik merkezi G’dir. Bu iiggenin sirasiyla AB ve AC
kenarlar {izerinde, B,C, Ay, A. noktalar1 ¢gembersel ve Ay, A., H noktalar1 dogrusal olacak sekilde A, ve
A, noktalar1 alimiyor. A, A.A liggeninin ¢evrel merkezi O, olsun. O, ve O, de benzer sekilde tanimlaniyor.
0,040, tiggeninin agirlik merkezinin HG dogrusu iizerinde oldugunu gosteriniz.

@ Bir n pozitif tamsayis1 ve ai,as--- ,a, reel sayilar icin by, by - -+ ,b,41 sayilary, 1 < k < n tamsayis: igin
b = ar + max(agt1,ak+2) ve by11 = by olacak gekilde tamimlaniyor. a,4+1 = a1 ve a,y2 = ag olmak lizere
tim n, a1, as,- - - ,a, sayilari igin

n n
- |: (ai _ ai+1)2024:| Z Z (bz _ bi+1)2024
i=1 i=1

olmasini saglayan, en kiicik A degerini bulunuz.
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r > 2 bir pozitif tamsay1 olmak tizere, tiim pozitif tamsayilar r farkl renkten birine boyaniyor. (a,b) bir
renk cifti olmak tizere, herhangi bir n pozitif tamsayisi i¢in bu tamsaymin a rengine boyanmig pozitif tam
bolenlerinin sayisi ile b rengine boyanmig pozitif tam bélenlerinin sayis1 arasindaki farkin en fazla 1 olmasini
saglayan tiim mimkiin r degerlerini bulunuz.

Coziim:

r > 4 i¢in boyamanin miimkiin olmadigini gosterelim. Kullanilan renkler a,b, ¢, d olsun. p ve ¢ farkh asal
olmak fiizere, n = pq ise 1, p, q, pq pozitif bolenlerinin her biri farklh renkte olmahdir. Aksi taktirde, bir renk
en az iki defa kullanilacak, bir renkse hi¢ kullanilmayacaktir. Yani farkli asal sayilar farkli renkte olmalidir,
bu da sadece 4 renk olmasiyla gelisir.

Simdi r = 2 ve r = 3 i¢in 6rnek durum bulalim.

r = 2 i¢in a ve b renklerini ele alalim. Genelligi bozmadan 1’i a’ya boyayalim. Bu durumda, n asal say1
secilirse, n’nin kendisi b’ye boyanmak zorundadir. Yani tiim asal sayilar b rengindedir. Eger farkl p, ¢ asallar:
icin n = pq formatinda ise 1,p, q,pq bolenlerinden pg da a’ya boyanmalidir, aksi takdirde istenilen sart
saglanmaz. Bir 6rnek boyama bulmamiz yeterli oldugundan, tahmin yiirtitebiliriz. Eger n’nin asal boélenlerinin
sayisi (tekrarlari da sayarak) giftse a’ya, tekse b’ye boyayalim. Yani 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 seklinde boyayalim.
Bu boyama ige yarayacaktir. Yaradigini gostermek igin ©(n) fonksiyonunu kullanabiliriz. Bu fonksiyon n’nin
tekrarli asal bolenlerinin sayisini verir.

fln) = Z(fl)g(d) = “g rengine boyanan pozitif bolen sayis1 — b rengine boyanan pozitif bolen sayisi ”
d|n

seklinde tamimlayalim. 2 toplamsal bir aritmetik fonksiyon oldugundan, (—I)Q(') da carpimsal bir fonksi-
yondur. Dolayisiyla, f de garpimsaldir.

a a

J*) =31 = 3D =Y )F = 1oL e (1)

d|p® k=0 k=0
olacaktir. Bu toplam ya 0’dir, ya da +1’dir. Dolayisiyla, n = p{*p5? - - - pm seklinde ¢arpanlarina ayriliyorsa,

fn) = fi")f(p3?) -+ f(p) = 0,1, -1
olacaktir. Yani istenilen gsart saglanmaktadir.
r = 3 i¢in yine benzer bir boyama yapabiliriz. Eger Q(n) = 0 (mod 3) ise a’ya, Q(n) = 1 (mod 3) ise b’ye,
Q(n) = 2 (mod 3) ise c’ye boyariz. Bu boyamanimn ise yaradigimi gostermek icin n’yi w(™) ile egleyelim,
burada w # 1 ve w3 = 1’dir. Yani tamsay1 cikanlar a’ya, bir tamsayinin w kat1 cikanlar bye w? kati cikanlar
ise c’ye boyanacaktir.
o) = 3
d|n
toplami = + yw + zw? formatinda olacaktir, burada z, y, z sayilar da sirasiyla, a,b,c rengine boyanmig bélen
sayilaridir. w?() carpimsal oldugundan g de carpimsaldir.
g(0") = WD 4 @ 4 2@ 4200

=l+w+w+-- +w”

=0,1,1+w.

Dolayisiyla,
g(n) = g(pi")g(ps>) -~ g(pm)

garpimi sonucunda ya 0, ya 1, ya da (1 + w)’nin bir kuvvetini elde ederiz. (1 + w)’nin kuvvetleri, 1 4+ w, w, 1
oldugundan bir N tamsayisi i¢in

gn)=z+yw+ 20> = Nw? +w+1),1+ Nw? +w+1),w+ Nw? +w+1),w+1+ Nw? +w+1)

formatlarindadir. Bu da bu boyamanin istenilen sart1 sagladigini gosterir.
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Bir n tamsayisi i¢in o(n), bu tamsayimin pozitif tam bdélenlerinin toplamini gosterir. Pozitif tamsayilardan
olusan bir (ai)‘()fzo) dizisi, ag = 1 ve a,, sayisi

o(apay - an—1)lo(agas - - ay)

olmasini saglayan 1’den biiyiik en kiiciik pozitif tamsay1 olacak sekilde tanimlaniyor. Dizinin 20242924 sayisin1
tam bolen elemanlarinin sayisini bulunuz.

@ i¢ merkezi I ve c¢evrel merkezi O olan c¢esitkenar bir ABC {i¢geninde IO dogrusu BC, AC, AB dogrularim
sirasiyla D, | F' noktalarinda kesiyor. BE ve CF noktalarimin kesigimi A; olsun. B; ve Cp noktalarida
benzer gekilde tanimlaniyor. ABC' ii¢geninin i¢ teget ¢cemberinin BC, AC, AB kenarlarina degme noktalar
sirasiyla XY, Z olsun. X A1,Y By ve ZB; dogrularimin IO dogrusuyla kesigimleri sirasiyla Ao, By ve Co
olsun. AAs, BBy ve C'Cy capl ¢emberlerin ortak bir kesigim noktasi oldugunu gosteriniz.
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