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ONSOZ

Lise diizeyinde olimpiyatlara hazirlanan hemen her 6grencinin sordugu bir soru vardir:
Girecegimiz ikinci agama smavinin eski yillarinin soru ve ¢oziimlerine neden ulagamiyoruz?

Gercekten de, Tkinci Agama’ya hazirlanan bir 6grencinin eski yillardaki sorularl ¢ozmesi, hem genel olimpiyat
tekniklerine hakim olmasi, hem de simnavin kendine has tarzina aligsmasi agisindan 6énemlidir.

Iste elinizdeki bu dokiiman, bu konudaki eksikligi gidermek adina ¢ok sayida tecriibeli olimpiyatct ve hocanin
sarf ettigi iki yillik titiz emek ve gayretlerinin bir sonucudur. Bu ¢aligma icin kollar1 sivadigimizda, eski yillarin
orijinal sorularina ulagmakta bile ¢ok zorluk cektik; yillar var olan kaynaklar: eskitmis, 9011 yillarin sorulari olim-
piyat argivlerinin derinliklerinde kalmisti. Sorular: elde ettikge, bir yandan geomania.org forumunda ilk yillarin
soru ve ¢Oozuimlerini toplarken, diger taraftan matematikolimpiyati.com tizerinden 2000’li yillarda yapilmig Ikinci
Asamalarin soru ve ¢oziimlerini yliklemeye yonelik bir sistemle son yillarin ¢éziimlerini derledik.

Son olarak, elimizdeki soru ve ¢oziimleri geomania.org da ag¢tigimiz “Yarigma Sorular’” boliimiine aktardik.
Dokiiman bu halini almadan 6nce, elimizdeki ¢oziimleri tecriibeli olimpiyat¢i arkadaglarimizin yardimiyla titizce
tashih ettik. Bu baglamda bagta Mehmet Efe Akengin ve geomania.org forumundan Lokman Gokce olmak tizere,
bu ¢aligmada emegi gegen tiim olimpiyatgi ve hocalarimiza gayretlerinden 6tiirii tegekkiirti bir borg biliyoruz.

Bu emek ve gayretler sonucunda, Tiirkiye matematik olimpiyatlar: camiasi, yillardir hasretini ¢ektigi bu dokiimana
kavugtu. Fakat ikinci agama seferberligimiz heniiz nihayete ermedi. Goreceginiz tizere, hala cok sayida soru-
nun ¢oziimii eksik veya geomania.org forumunda tashih edilmeyi bekliyor. Sorulara yapmig oldugunuz farklh
¢Oziimleri, ¢oziimler hakkinda diigiince, onerileri ve diizeltmelerinizi, litfen geomania.org Yarigma Forumu iize-
rinden paylagmanizi rica ediyoruz.

Bir bagka caligmada goriismek dilegiyle,

geomania.org
Yarigma Sorular1 Ekibi


https://geomania.org
http://matematikolimpiyati.com
https://geomania.org/forum/index.php?board=49.0
https://geomania.org
https://geomania.org/forum/index.php?board=49.0
https://geomania.org
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30. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 1989 geomania.org

30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1989
77 porzitif tamsayilar kiimesini gostersin. Her m, k € Z% igin,

(i) f(m,m)=m
(i) f(m,k) = f(k,m)
(iii) f(m,m+k) = f(m, k)

kosullarini saglayan tiim f : ZT x ZT — Z* fonksiyonlarimi bulunuz.

Sifirdan farkli bir rakamla baslayan bir rakam blokunun art arda iki kez tekrarindan olusan pozitif tamsayilara
“cift tekrarh sayr” diyecegiz (Ornegin 360360 “cift tekrarh” bir say1 olup, 36036 degildir). Bir tamsayimin
karesine esit olan sonsuz sayida “cift tekrarli” say1 bulundugunu kanitlayiniz.

C1, Cs verilen iki gember, A; noktasi C; lizerinde ve Ay noktasi da Cs iizerinde bulunan sabit noktalardir.
C1’in Ay Py kirigi, Co'nin As Py kirigine paralel olduguna gore P;Py’nin orta noktasinin geometrik yerini
bulunuz.

n X n bir satrang tahtasinin her karesinde bir tag duruyor. n? tas toplanarak yine her kareye bir tas diigecek
sekilde tekrar dagitiliyor, 6yle ki basglangicta komsu olan taglar yine komsu kalhiyorlar. En az bir kogedeki
tag yerini koruyorsa olabilecek tiim dagitimlari bulunuz (Not: Aralarinda ortak kenar bulunan karelerdeki
taglara “komgu” diyoruz.).

Elimizde her biri pozitif bir tamsay1 agirhigindan n (n > 2) tane agirhk vardir. Bunlardan her birinin agirhig:
n’den kiiciik oldugu gibi, toplam agirliklar: da 2n’den kiiciiktiir. Bu agirliklarin, toplam agirligi n’ye esit bir
altkiimesinin bulundugunu kanitlayiniz.

@ ABC (AB = AC) ikizkenar liggeninin gevrel cemberine digtan teget olan gember AB ve AC dogrularina P ve
Q@ noktalarinda tegettir. PQ dogru pargasinin I orta noktasinin, iiggenin BC’ye digtan teget olan ¢cemberinin
(dig teget cember) merkezi oldugunu ispat ediniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3165.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3166.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3167.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3168.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3169.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3170.0
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31. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1990

Bir d dogrusuna sira ile A, B, C noktalarinda teget olan (a > ¢ > b) a, b, ¢ yarigaph ky, ko2, k3 cemberleri
veriliyor. k1 ¢emberi ko ye ve ko cemberi de k3 cemberine tegettir. k3 cemberine E noktasinda degen ve d ye
paralel olan teget, k1 cemberini D noktasinda kesiyor. EB dogrusu, d dogrusuna A da dik olan dogruyu F'
noktasinda kestigine gore, AD = AF oldugunu ispat ediniz.

x; reel sayilari igin
T1 4+ o+ x3 =0ise x122 + 2223 + 2321 <0

esitsizligi her zaman dogrudur; (Kamtlayimiz.)
Hangi n > 4 tam sayilar1 igin
T+ T+ - +x, =0ise x120 + Tox3+ - + Tp_1xy + 1 <0
esitsizligi her zaman dogru olur? Yanitinizi kanitlayiniz.
n, 11’den biiyiik ve egit olan bir tek, tam say1 olsun; kK € N, k£ > 6, n = 2k — 1.
T={(x1,22,...,2,) ‘ z; €{0,1},i=1,2,...,n} ve x = (21,22, ..., Zn), ¥y = (Y1,Y2,.--,Yn) € T i¢in
d(z,y) = ‘{z €{1,2,...,n} ’ T; # yl}|
diyelim. T nin agagidaki sartlar: saglayan bir S alt kiimesi varsa n = 23 oldugunu gosteriniz.
(i) 15| =2
(ii) Her z € T igin d(z,y) < 3 olacak sekilde tam bir tane y € S vardir.
ABCD konveks dortgen ve

E,F €[AB], AE=FEF =FB

]
G,H € [BC], BG=GH = HC
K,L€[CD], CK=KL=LD
M,N € [DA], DM =MN =NA

dir.

ING] N [LE] = {P},ING] 1 [KF] = {Q),
(MH] A [KF) = {R},[MH] N [LE] = {S}

noktalar1 gbz 6niine aliniyor. Buna gore,
(a) Alan(ABCD) =9- Alan(PQRS)
(b) NP = PQ = QG

oldugunu ispat ediniz.

m pozitif tam sayist i¢in (m!) sayisidaki 2 ¢arpanlariim sayisini by, ile gosterelim. (Yani 20 |m! ve 20m+1 ¢
m!). m — by, = 1990 kogulunu saglayan en kiiglik m sayisim bulunuz.

@ k > 2 ve ny,...,np € ZT olsun. Eger na|(2™ — 1), ng|(2"2 — 1), ..., ng|(2™-1 — 1), ny|(2™ — 1) ise,
ny = --- = ng = 1 oldugunu gosteriniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3171.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3172.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3174.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3176.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3177.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3178.0
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32. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1991
Bir ABC tggeninin AB, AC ve BC kenarlan iizerinde sirasi ile C’, B’ ve A’ noktalar isaretleniyor.

AB' BC' CA
BC CA AB

oldugu bilindigine gore, AA’, BB’ ve CC" dogrularimin simirladig iiggenin alaninin,

k

ABC iiggeni alanina oraninin
(k—1)
E2+k+1

oldugunu gosteriniz.

a? 4+ b2+ c? + d? = a’b?c?d? denklemini saglayacak sekilde a, b, c, d pozitif tam sayilariin bulunamayacagini
gosterin.

a; katsayilan {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinden olmak iizere |z| < 1 igin tammh f(z) = > ;2| a;z’

1

ﬁ) bir rasyonel sayidir. Tamsay1 katsayilh uygun p(z) ve ¢(z) polinomlari ile fonksiyonun

fonksiyonu icin f (
(Jx| < 1 igin)

seklinde yazilabilecegini kanitlayiniz.

Bir havuzun ortasinda yanyana siralanmig N-tane tasin iizerinde bir kurbaga si¢riyor. Kurbaga bulundugu
tagtan p olasilikla soldaki, 1 — p olasilikla ise sagdaki taga sigriyor. En soldaki tagtan sola, ya da en sagdaki
tagtan saga sigrayan kurbaga suya diigiiyor. Sol bagtan k-nc1 tagta bulunan kurbaganin ilk olarak sag ugtan
suya diigme olasihigini py, ile gosterirsek; p < % igin p; > % oldugunu kanitlayiniz.

p yolcu, n vagondan olugan bir trene icinde yolculuk edecekleri vagonu rastgele segerek binerler. Her vagonda
en az bir yolcu bulunmasi olasiligini hesap ediniz.

@ Koseleri O, A, B,C olan bir bir dértyiizliiniin (iiggen piramidin) kenarlariin orta noktalarmi kége kabul
eden (digbiikey) cismin hacmi V' ve biitiin kenarlarimin uzunluklar: toplami U ise

(U~ |0A] - |BC)(U — |OB| — |AC)(U — |0C| — |AB])

<
Vs 273

olacagini gosteriniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3179.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3180.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3181.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3182.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3183.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3184.0
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33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1992

Her terimi, 2 < p < 11 kogulunu saglayan p asal sayilarindan en az biri ile boliinen 14 ardigik pozitif tamsay1
bulunup bulunmadigini saptayiniz.

ABC {iggeninin B kogesinden gegerek AC' kenarina E noktasinda dik olan dogru, bu tiggenin O merkezli
gevrel cemberini D noktasinda kesiyor. D den BC' kenarina inilen dikmenin ayagi F' noktasi olduguna gore
BO dogrusunun E'F dogrusuna dik oldugunu ispatlayiniz.

T1,%2,...,Tpt1 pozitif reel sayilar

Lo L v
1+$1 1+l’2 1+£En+1_

kosulunu sagliyorsa

T1L2 ... Tpt1 2 n”“

oldugunu gosteriniz.

ABC D konveks kirigler dortgeninin kdgegenlerinin kesim noktasindan AB, BC, C D, D A kenarlarina indirilen
dikmelerin ayaklar: sira ile P, @, R, S noktalar1 olduguna gore,

PQ+RS=QR+SP
esitligini ispatlayiniz.

1 den n ye kadar numaralanmig n kutudan 1 numarali olanin kapagi agik; digerlerinin kapaklar: kapali
bulunmaktadir. Birbirinin esi m toptan (m > n) bir tanesi bu ac¢ik kutuya koyulunca 2 numarali kutunun
kapag1 aciliyor. Simdi acik bulunan iki kutudan rastgele birine top koyulunca ti¢iincii kutu aciliyor. Bu sekilde
devam edilerek son kutu da agildiktan sonra geriye kalan top(lar) kutulara rastgele dagitiliyor. Bu sartlar
altinda toplarin kutulara dagitimi kag farkl sekilde yapilabilir?

@ Yarigap1 4 birim olan bir dairenin iginde 251 tane farkli nokta veriliyor. Bu noktalardan en az 11 tanesini
igeren, yaricapi bir birim olan bir daire ¢izilebilecegini gosteriniz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3185.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3186.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3187.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3188.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3189.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3190.0
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34. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1993

Pozitif tamsayilardan olusgan, ilk terimi 16 olan ve her teriminin farkl pozitif bélenlerinin sayisi 5 ile boltinen
sonsuz bir aritmetik dizinin var oldugunu gosteriniz. Bu tiir diziler i¢inde ortak farki en kiigiik olanim
bulunuz.

Dar acih ABC ftggeninin ¢evrel ¢emberinin merkezi M noktasi olup, (BM A) ¢emberi BC kenarim P, AC
kenarini ) noktasinda kesiyor. Buna gore, CM dogrusunun P(Q) dogrusuna dik oldugunu ispatlayiniz.

2 b2 b2
Her n > 1 icin b2 ., > 1—; + 2—3 + ...+ — kosulunu saglayan bir (b,) pozitif reel say1 dizisi veriliyor.
n

i byt _ 1993
n:1b1+b2+...+bn 1000
olacak sekilde bir K tamsayist bulunabilecegini gosteriniz.

Iki sehir arasinda en fazla bir yol bulunmak sart1 ile, v adet sehrin kimileri bir yol ile birbirine baglanmigtir.
e, bu yollarin sayisim gostermek tizere

(a) e < v —1 olmasi halinde birinden digerine seyahat edemeyecegimiz en az bir ¢ift gehrin bulundugunu;

(b) 2e > (v—1)(v—2) olmas: halinde herhangi iki sehir arasinda bir seyahatin miimkiin oldugunu gésteriniz.

AB capli, O merkezli yarim ¢emberin OF 1 AB olmak iizere cizilen OF yarigapr bir AC kirigini yar

gemberin i¢ bolgesinde D noktasinda kesmektedir.O BC'D dortgeninin tegetler dortgeni olabilmesi i¢in CAB
agisinin alabilecegi biitiin degerleri belirleyiniz.

@ Her z,y € Q7 icin,
Yy _ f(y)

kosulunu gercekleyen tiim f : QT — QT fonksiyonlarin1 bulunuz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3191.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3192.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3193.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3194.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3195.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3196.0
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35. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat: Takim Se¢cme Sinavi - 1994

Tamsayilar {izerinde tanimh olan bir f fonksiyonu tiim x tam sayilar i¢in f(z) + f(z + 3) = 22 esitligini
saglamaktadir. f(19) = 94 olduguna gore f(94) degerini hesaplayiniz.

O merkezli [AB] gaph yarim ¢emberin bu gap: lizerinde O ile B arasindaki bir E noktasindan [AB] gapina
gikilan dikme, ¢emberi D noktasinda kesiyor. [DE] ve [EB] dogru pargalarina sira ile K ve C noktalarinda

teget olan bir cember BD yayina da F' noktasinda icten tegettir. Buna goére EDC = BDC oldugunu
ispatlayiniz.

Bir 25-genin biitiin kenarlar1 ve kogegenleri kirmizi ve beyaza boyanirsa, koseleri 25-genin koselerinde bulunup
biitiin kenarlar1 ayni renk olan en az 500 {iggen bulunacagini gosteriniz.

ABC {iggeninin kenarlan iizerinde P € [AB],Q € [BC], R € [CA] ve

|[AP| _ |BQ| _ [CR| _ 1
AB| ~|Bo| —jca —F k<3)

olacak bicimde P, @, R noktalar1 alimiyor. G, ABC' {i¢geninin agirlik merkezi olduguna gore

Alan(PQG)
Alan(PQR)

degerini bulunuz.

2mi
lim - = 1 olacak sekilde n;,m; (i =1,2,3...) pozitif tamsayilarimin bulunabilecegini gosteriniz.

i—o00 JMi

@ a? + b% + 3 sayisinin a - b ile béliinebilmesini saglayan tiim (a,b) tam say1 ikililerini bulunuz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3197.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3198.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3199.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3200.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3201.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3202.0
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36. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1995

b > a olmak iizere verilen a, b gercel sayilari igin agagidaki sistemin tiim ¢oziimlerini bulunuz.

a:% +2ax1 + b = x4
34+ 20w + 02 = a3
22 +2ax,_ 1+ = =,
a:fL +2ax, +02 = x

Not: Andreescu, Kedlaya, Zeitz e ait Mathematical Contests 1995-1996, Olympiad Problems and Solutions
from around the World kitabinda b > a > 0 olarak diizeltilmis.

n pozitif bir tamsay1 olmak lizere o(j) > j kogulunu saglayan tam olarak iki j nin bulundugu o : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} permiitasyonlarmin sayisini bulunuz.

Bir ABC' egkenar {icgeni veriliyor. Bu tiggenin O merkezli gevrel cemberinin AAC (kiigiik) yay1 tizerinde A ve
C den farkh bir D noktasi aliniyor. D den BC ve AC dogrularina indirilen dikmelerin ayaklar1 sirayla E ve
F olmak lizere, EF' ile OD nin kesim noktasinin geometrik yeri nedir?

ABCD disbiikey dortgeninde m(CAB) = 40°, m(CAD) = 30°, m(DBA) = 75° ve m(DBC) = 25° dir.
m(@) yi bulunuz.

Agagidaki 6nermeyi ispatlayimiz:

[Her a pozitif tamsayisi i¢in n | a™ — a] <= [n nin her p asal béleni i¢in p? fnve p—1|n —1].

@ (z,,) gercel say1 dizisi
T =1, an:azn—i—m}/B (n>1)
Tp

bigiminde tamimlaniyor. lim —

; = 1 olacak sekilde a ve b gergel sayilarimin varhgim gosteriniz.
n—o00 AN


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3203.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3204.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3205.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3206.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3207.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3208.0
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ng% (14 nx3") carpiminin, ay, ag, ..., a,, sifirdan farkh ve k1 < ky < ... < ky,, olacak sekilde agilimim

n=1
1+ a1x® + aga® + ... + apa®m ile gosterelim. ajg96 katsayisini hesaplayimiz.

Bir ABCD paralelkenarinda A agist dar agi olup, [AC] kosegeni ¢ap alinarak ¢izilen ¢ember CB ve C'D
dogrularim E' ve F' noktalarinda kesmektedir. Bu ¢cemberin A noktasindaki tegeti, BD dogrusunu P nok-
tasinda kesiyorsa; P, F, E' noktalarimin ayni dogru iizerinde oldugunu kanitlayiniz.

0=x1 <29 <...< o, < Zopt1 = 1 olacak sekilde x; gergel sayilar1 veriliyor. Her ¢ € {1,2,...,2n} igin
ZTit1 — x; < hise,

n
Z 172i(£21:+1 - Izi—l)
i=1

1—-h 1+h
2 72

Bir ABCD digbiikey dortgeninde Alan(ABC) = Alan(ADC) olup, [AC] ve [BD] kosegenlerinin kesim
noktas1 E’dir. B

noktasindan [AD], [DC], [BC], [AB] kenarlarina ¢izilen paralel dogrular [AB], [BC], [CD], [DA] kenarlarin
sira ile K, L, M, N noktalarinda kestigine gore,

toplaminin

araliginda oldugunu kanitlayiniz.

Alan(KLMN)
Alan(ABCD)

oranini hesaplayiniz.

Her a,b € Z igin Sqp = {n® + an + b : n € Z} bigiminde tammlanan kiimelerin en ¢ok kag tanesinin ikiser
ikiger ayrik oldugunu belirleyiniz.

@ Hangi a, b pozitif gergel sayilar: igin,

lim (axp41 —bxy,) =0
n—oo

egitligini saglayan her {z,} dizisinin limiti 0 olur?
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A agis1dik ag1 olan ABC {i¢geninin hipoteniisiine ait yiikseklik ayagi H dir. ABC', ABH ve AHC {i¢genlerinin
i¢ teget ¢emberlerinin yarigaplar: toplaminin |AH| uzunluguna esit oldugunu gésteriniz.

a1 = a,b; = B ve her n > 1 icin
Ap4+1 = QGp — 5bn y bvz+1 = Ban + ab,
seklinde tanimlanan (a,) ve (b,) dizilerinde a1997 = b1 ve bigg7 = a1 olacak bi¢imde ka¢ («, 3) gercel say1
sirali ikilisi vardir?

Bir futbol liginde x tane oyuncusu olan bir X takimindan y tane oyuncusu olan bir Y takimina bir futbolcu
transfer oldugunda, y > x ise federasyon Y takimindan y — z milyar lira aliyor, x > y ise federasyon X
takimina x — y milyar lira 6diiyor. Bir sezon boyunca bir futbolcu istedigi kadar takim degistirebiliyor. 18
takimlik ligde sezona tiim takimlar 20 ser futbolcu ile baglar ve sezon sonunda bu takimlardan 12 sinde 20
ser, geri kalan 6 takimda ise sirasiyla 16, 16,21, 22, 22, 23 futbolcu bulunursa, federasyon bu sezon siiresince
en ¢ok ka¢ milyar lira kazanmig olabilir?

Koseleri birim gember iizerinde bulunan bir ABCDE digbiikey besgeninin [AE] kenar1 bu ¢emberin merke-
1
zinden gegmektedir. |AB| = a, |BC| = b, |CD|=¢, |DE| =d ve ab=cd = I ise, |AC| + |CE| toplaminin

a, b, c,d tiirinden degeri ne olur?

Her p > 7 asal sayisi icin,

ot +yi = a3 (mod p)
3+ y3 = a3 (mod p)
Thoatyna = @ (mod p)
xy +yn = af (mod p)
denklik sistemi saglanacak bigimde bir n pozitif tam sayisi ile p ye boliinmeyen z1, o, ..., Tn, Y1, Y2, - - -, Yn

tam sayilarinin bulunabilecegini gosteriniz.

@ n > 2 verilmig bir tam say1 olsun. 2% + 3 + ...+ 22 = 1 kogulunu saglayan x1,xs, . ..z, pozitif sayilar igin,

5 5

T
! + ot &
To+2T3+ ...+ Ty 1 +2x3+... 1+, Ty +Tog+ ...+ Ty

=

5
x5 x

toplaminin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.
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|AB| = |AC| olmak iizere bir ABC ikizkenar ti¢geninin esit kenarlar {izerine, liggenin dig bolgesinde kalacak
sekilde BAX X' ve CAY'Y" kareleri ¢iziliyor. [BC] nin herhangi bir K noktasindan BY ve CX dogrularina
indirilen dikmelerin ayaklar sirasiyla E' ve F, [BC] nin orta noktasi D ile gosterilmek tizere, |DE| = |DF|
oldugunu ispatlayimiz. [EF] mn orta noktasimin geometrik yerini bulunuz.

ap =tven >1ign apt1 = 4a,(l — ay,) seklinde tanmimlanan gergel sayilar dizisinde ajg9s = 0 olmasini
saglayan kag t degeri oldugunu bulunuz.

A ={1,2,3,4,5} olsun. Tim B,C C A kiimeleri i¢gin f(B) € B ve f(BUC) € {f(B), f(C)} kogullarim
saglayan biitiin f : 24\ {#} — A fonksiyonlarinin sayismi bulunuz.

n degisik lojman n kigiye dagitilacaktir. Herkesin lojmanlara iligkin bir tercih siralamasi vardir ve hi¢ kimse
farkli iki lojman arasinda kayitsiz degildir. Dagitim yapildiktan sonra, herkesi en az bu dagitim kadar hognut
edecek ve en az bir kisiyi de bu dagitimda kendisine diigen lojmana tercih ettigi bir lojmana kavusturacak
bagka bir dagtimin bulunmadig1 anlagilir. Yapilan dagitimda, en az bir kisiye n lojman arasinda en ¢ok tercih
ettigi lojmanmin diigmiis oldugunu kanitlayiniz.

Bir ABC iiggeninin [AB] kenarina A noktasinda teget olan ve C noktasindan gegen gember ile [AC] kenarina
yine A noktasinda teget olan ve B noktasindan gecen ¢emberin yarigaplar: farkli olup bu iki cember A dan
farklh bir D noktasinda kesigiyor. F noktasi [AB 1511 iizerinde bulunan ve |AB| = | BE| kogulunu gergekleyen
nokta olma iizere; A, D, E noktalarindan gegen ¢ember ile [C'A 1gmmin A dan farklh olan kesigim noktasi F'
ise, |CF| = |AC| oldugunu ispatlayimiz.

@ f(z1,...,z,) katsayilar1 tam sayilar ve derecesi n den kiigiik olan bir polinom olsun. N, f(z1,...,2,) =0
(mod 13) denkligini ve 1 < ¢ < n igin 0 < z; < 13 kogulunu saglayan (z1,z2,...,z,) sirall n lilerinin sayisi
ise, 13 | N oldugunu gosteriniz.
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m < n seklinde pozitif sayilar ve p asal sayis1 verilmis olsun. a,,bs # 0 ve her 4, j igin 0 < a;,b; < p olmak
lzere
m = ayt+ap+...+ap"
n = by+bip+...+0bsp°

olsun. Her ¢ = 0,1,...7 igin a; < b; ise m <, n diyecegiz. p { (Z) olmas: i¢in gerek ve yeter kogulun m <, n
oldugunu gosteriniz.
ABCD kirigler dortgeninde L ve N sirasiyla AC ve BD kogegenlerinin orta noktalar: olsun. ANC' agisinin

aglortaylr BD ise, AC’nin BLD acisinin aclortayl oldugunu gosteriniz.

Her z € R igin f(z — 1 — f(z)) = f(z) — x — 1 sartim saglayan ve

12004

kiimesinin sonlu oldugu tiim f : R — R fonksiyonlarimi bulunuz.

Cevresi C'i, alam1 A olan bir kirigler dortgeninin gevrel ¢cemberine bu dortgenin koselerinde teget olan
A Cr\”
tegetler dortgeninin alam1 Ap ve cevresi de Cp olmak {izere A—K > <K> oldugunu ispatlayiniz.
T T

Baslangicta her biri farkli bir parca bilgiye sahip olan A, B,C, D, E ve F, ikiser ikiser telefonla goriisiirler.
Konusmalar ayni santral tizerinden yapildigi icin, her seferinde ancak iki kisi goriigebilmektedir. Her konugmada,
iki taraf da, o ana kadar edinmig oldugu tiim bilgileri kars1 tarafa aktarir. Herkesin alt1 parca bilginin
tlimiinii edinmesi i¢in en az kag konugma yapilmasi gerektigini belirleyiniz.

@ Diizlemin sonlu sayida paraboliin ig bolgelerinin birlegimi olmadigini gosteriniz. (Bir paraboliin dig bolgesi,
parabolii kesmeyen dogrularin birlesimidir. Bir paraboliin i¢ bolgesi ise, paraboliin dig bélgesinde olmayan
noktalarin olugturdugu kiimedir.)
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(a) Her n pozitif sayist i¢in, 22 — 2y + y*> = n denklemini saglayan (x,y) sirali tamsay1 ikililerinin sayisinin

3 ile boliinebilecegini gosteriniz.

(b) 2% — zy + y? = 727 denklemini saglayan tiim sirali tamsay ikililerini bulunuz.

ABC ftggeninde A kosesine ait i¢ ve dig agiortaylar BC' yi sirasiyla D ve E de kesiyor. DE ¢aph gember ile
AC, ikinci kez F' de kesisiyor. ABF {i¢cgeninin ¢evrel gemberine A da teget olan dogru DE ¢aph ¢ember ile
ikinci kez G de kesigiyor. |AF| = |AG| oldugunu gosteriniz.

P(w) = 5-+1 ve Q(z) = 22 +1 olmak fizere; (1, 1) = (1,3) ve her k igin, (4.1, gos1)'in ya (P(zx), Q) ya
ya da (Q(zk), P(yk)) yva esit oldugu ((x, yx))ren dizilerini ele alalim. Bu dizililerden en az biri i¢in &, = yp,
ise n ye iyi say1 diyecegiz. Ttm iyi sayilar1 bulunuz.

Herhangi bir sonsuz uzunluktaki tliggen prizmanin, kesigimleri eskenar tiggen olacak sekilde bir diizlemle
kesilebilecegini gosteriniz.

ABCD esgkenar dértgeninin AB, BC,CD, DA kenarlar iizerinde MN || LK ve MN ile KL arasmdaki
uzaklik ABCD nin yiiksekligine esit olacak sekilde sirasiyla M, N, K, L noktalar1 alimyor. ALM iiggeni
ile NCK ftiggeninin cevrel cemberleri kesigirken, LDK {i¢geni ile M BN fiiggeninin cevrel ¢emberlerinin
kesigmedigini gosteriniz.

@ Her z,y € R igin
[f(z+y) = fle) = fly) <1

olacak gekilde f : R — R fonksiyonu tamimlanmyor. Her z,y € R i¢in |f(z)—g(z)| < 1 ve g(z+y) = g(z)+9(y)
olacak sekilde bir g : R — R fonksiyonun var oldugunu gosteriniz.
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2001 gocuktan her biri pozitif bir tam say1 tutuyor ve tuttugu sayi ile kendi disindaki 2000 gocuktan is-
tediklerinin isimlerini defterine yaziyor. Defterler toplanip, her ¢ocuga, defterine isimlerini yazmig oldugu
cocuklarin tuttugu sayilarin toplamindan, kendisini listelerine dahil etmis olan ¢ocuklarin tuttugu sayilarin
toplami ¢ikartilarak elde edilen yeni bir say: veriliyor. Cocuklara verilen yeni sayilarin hepsinin birden pozitif
olup olamayacagini belirleyiniz.

O merkezli birim ¢emberin AB ¢apma, |OT| > 1 olacak sekilde segilen bir T noktasinda teget olan bir
¢ember, birim gemberi C' ve D ile gosterilen farkli iki noktada kesiyor. O, D ve C noktalarindan gecen
gemberin AB dogrusunu O diginda kestigi nokta P olmak {izere,

|PA|-|PB| = |PTI?
o2

oldugunu gosteriniz.
Tim z,y, z tam sayilar: i¢in,
S(x,y,2) = (xy — v2,y2 — ya, 22 — 2y)
olsun. a, b ve ¢, abc > 1 kogulunu saglayan tam sayilar olmak tizere, 0 < k < abc ve her n > ng tam sayisi
icin
S"*t*(a,b,¢) = S™(a,b,¢) (mod abc)
kogullarini saglayan ng ve k tam sayilarinin bulundugunu gosteriniz.
(S = S ve her m > 1 tam sayis1 igin, S™*H!1 = § o §™)
((u1,ug,u3) = (v1,v2,v3) (mod M) <= u; =v; (mod M)(i =1,2,3).)

5% = 1+ 4y + y* esitligini saglayan tiim (z,y) sirah tam say ikililerini bulunuz.

Dar agili bir ABC iiggeninin yiiksekliklerinin kesigim noktasi H, [AC] kenarinin orta noktasi1 da D olsun.
DH dogrusunun, ABC ii¢geninin gevrel gemberi ile [BH| ¢apli cemberin bir kesisim noktasindan gegtigini
gosteriniz.

@ Her x gercel sayisi igin,
fle—fz) =35

kosulunu saglayan stirekli bir f : R — R fonksiyonunun bulunmadigini gosteriniz.
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a ve b farkh tam sayilar olmak iizere, ab(a + b) sayist a? + ab + b? ile béliiniiyorsa,
la —b| > Vab
oldugunu gosteriniz.

Bir ABC {i¢geninde ABC nin agiortay1 [AC| yi D de; BCA nm agiortay1 [AB] yi E de kesiyor. BD ve CE
dogrularmin kesisim noktas1 X olmak fizere, |BX| = v/3|XD| ve | XE| = (v/3 — 1)|XC| dir. ABC {icgenin
i¢ agilarinin oSlgiilerini bulunuz.

ay,...,a, gercel sayilari ile n pozitif tam sayisi verildiginde,

m n
2 ai= D ail <l
i=1 i=m—+1

olacak bicimde m ve k pozitif tam sayilar1 bulundugunu gosteriniz.

Tim gergel sayilar izerinde tanimh bir f fonksiyonunun en az iki simetri merkezi varsa, bu fonksiyonun bir
dogrusal fonksiyon ile bir periyodik fonksiyonun toplami seklinde yazilabilecegini gosteriniz.

[Her x gercel sayist i¢in f(a—x)+ f(a+z) = 2f(a) olacak bigimde bir a gergel sayis1 varsa, (a, f(a)) noktasmna
f fonksiyonunun bir simetri merkezi denir.]

Bir A noktasinda igten teget iki gemberden kiigiik olani {izerinde A dan farkl bir C' noktas1 aliniyor. Biiyiik
gember, kiiciik cembere C' den cizilen tegeti D ve E noktalarinda; AC' dogrusunu da A ve P noktalarinda
kesiyor. PE dogrusunun A, C' ve E den gecen cembere teget oldugunu gosteriniz.

@ n > 1 olmak iizere, uzayda, herhangi dordii diizlemdes olmayan 2n + 1 noktay1 birbirlerine birlegtiren dogru
parcalarim kirmizi, beyaz ya da maviye boyuyoruz. Bu nokta kiimesinin bir M altkiimesine, eger her a,b € M
igin xgxy,x122,...,x;—1x1 dogru parcalari ayni renkte olacak bigimde, M ye ait a = xg,x1,...,2; = b
noktalar1 varsa, bir tek-renk baglantili altkiime diyoruz. Boyama islemi nasil yapilirsa yapilsin, mutlaka k
elemanl tek-renk baglantili bir altkiime olusuyorsa, k& nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz. (I > 1)
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M = {(a,b,c,d)|a,b,c,d € {1,2,3,4} ve abed > 1} olsun. Her n € {1,2,...,254} i¢in
lan+1 = an| + b1 = bn| +cn1 — cn| + |dny1 — dn| =1

kogulunu saglayan ve iginde M ye ait her elemanin tam olarak bir kez gectigi bir (a1, b1, ¢1,d1), (ag, ba, ca, ds),
.+, (@255, bass, cass, doss) dizisinde ¢; = dy = 1 ise, (a1, b1) ikilisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Kosegenleri K noktasinda kesigsen konveks bir ABC'D dértgeninde L € [AD], M € [AC], N € [BC] noktalari,
KL | AB, LM || DC, MN || AB kosullarim sagliyorsa,

Alan(KLMN) - 8
Alan(ABCD) 27

oldugunu gosteriniz.

Biitilin terimleri dogal sayilarin 1 den biliylik kuvvetleri olan

(a) 2003 terimli
(b) sonsuz
bir aritmetik dizi var midir?

(2% +y?)? + 2tz (22 +y?) = t?y? denkleminin x, y pozitif tam sayilar olmak iizere bir ¢dziimiiniin bulunmasimi
saglayan en kiiclik ¢
(a) pozitif gergel sayisin

(b) pozitif tam sayisin

bulunuz.

A, O merkezli bir gemberin iistiinde bir nokta ve B de [OA] nin orta noktasi olsun. C' ve D, ¢cember iistiinde
ve OA dogrusunun ayni tarafinda, CBO = DBA kogulunu saglayan noktalar olmak tizere, [C'D] nin orta
noktasinin B ye gére simetriginin yine ¢ember ustiinde oldugunu gosteriniz.

@ Her n porzitif tam sayist igin, p(n), terimleri toplami n ye esit olan ve azalmayan pozitif tam say1 dizilerinin
sayisini gostermek tlizere

L+p(M) +p@) +---+pn-1) _ Jan
p(n) -

oldugunu kanitlayiniz.
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11 x 11 satrang tahtasi bir tane [J ve kirk tane OO ile kapatilirsa, [J geklinin tahtadaki hangi karelere
gelebilecegini belirleyiniz.

P, ABC figgeninin i¢ bolgesinde bir nokta ise,
min{|PA|,|PB|,|PC|} + |PA| + |PB| + |PC| < |AB| + |BC| + |CA4]
oldugunu gosteriniz.

n pozitif bir tam say1 olsun. Hangi n + 1 < r < 3n + 2 tam sayilar: icin,
a1b1f+a2b§+...+amblﬁn:0 (1<k<n)
kosulunu saglayan tim a1, as, ..., am,b1,b2, ..., b, tam sayilarinin,
rla1b] + a2bh + ... + anby,

kogulunu da saglayacagini belirleyiniz.

sina = 3/5 ve x = 52093 5in(2004) ise, z — || sayisinin alabilecegi biitiin degerleri bulunuz.

D, dar agili bir ABC ii¢geninin O merkezli ¢evrel cemberinin kiigiik AC' yay1 {izerinde A ve C' den farklh
bir nokta olsun. [AB] kenar: tizerinde ADP = OBC olacak bigimde P mnoktasi, [BC] kenar iizerinde ise
CDQ@ = OBA olacak bi¢gimde bir @) noktasi alimiyor. DPQ = DOC oldugunu gosteriniz.

@ Bir simftaki 6grencilerin her birinin elinde 0, 1, 2, 3, 4, 5 veya 6 tane seker vardir. Ogretmen her adimda,
baz1 6grencileri secip, bu 6grencilere ve bu 6grencilerden herhangi biri ile arkadas olan her 6grenciye birer
seker veriyor. Elindeki gseker sayisi 7 ye ulagan 6grenci bunlarin hepsini yiyor. Siniftaki herhangi iki 6grenci
i¢in bunlardan yalnizca biriyle arkadag olan iigiincii bir 6grenci bulunuyorsa, baglangictaki seker sayilar: ne
olursa olsun, 6gretmenin sonlu sayida adim sonucunda her 6grencinin elinde istedigi sayida geker kalmasini
saglayabilecegini gosteriniz.
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46. Uluslararas1i Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2005

Her z € [0, 00) igin,
4f(z) > 3z
f(4f(z) —3z) ==
(f(x) +2)f(f(z)) < 22f(z)

kogullarini saglayan tiim f : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonlarini bulunuz.

m(A) > m(B) kogulunu saglayan bir ABC ii¢geninde [AB] kenarmm orta noktas: N dir. [AC 1gm1 iistiinde

C' den sonra gelecek ve | BC| = |C D] olacak bigimde bir D noktasi; [DN 11 iistiinde de, m(@) = m(A)
olacak bigimde bir P noktasi aliniyor. PC' ile AB nin kesistigi nokta F; BC' ile D P nin kesistigi nokta T ise,

|BC| |EA|

|TC| |EB|
ifadesinin degerini bulunuz.

Baslangicta 1 den 2005 e kadar olan biitiin tam sayilar igaretleniyor. Ardigik tam sayilardan olusan sonlu
bir dizideki tiim tam sayilar isaretli olup, dizinin en kii¢iik teriminin bir eksigi ile en biiyiik teriminin bir
fazlas: isaretsiz ise, bu diziye bir blok diyoruz. Her hamlede, igaretlenmis sayilarin hicbir blokun ilk ya
da son terimini igermeyen bir altkiimesini secip, bu altkiimenin elemanlarinin igaretlerini siliyor ve igaretli
en biiyiik saymin iki fazlasindan baglayarak, isaretini sildigimiz sayida tam sayiy1 yeni bir blok olugturacak
sekilde igaretliyoruz. Bu hamleleri, her biri tam olarak bir tam sayidan olusan 2005 blok elde etmek amaciyla
yaparsak, bu amaca en az kag hamlede ulagabiliriz?

n > 2 olmak lizere, tim ai,as,...,a, tam sayilar i¢gin, [[ (5 —¢) sayismmm  [[  (a; — a;) sayisi
1<i<j<n 1<i<j<n
boldiigiinii kanitlayiniz.

m(ﬁ) = 90° ve m(@) > m(E) kogullarini saglayan bir ABC' {iggeninde, A noktasindan bu tiggenin I' gevrel
cemberine gizilen teget, BC' dogrusunu D noktasinda kesiyor. A noktasinin BC' dogrusuna gore simetrigi F;
A noktasindan BE ye gizilen dikmenin ayagi X; [AX] nin orta noktas: Y; I' cemberinin BY dogrusunu B
diginda kestigi nokta Z olsun. BD dogrusunun ADZ iiggeninin ¢evrel gemberine teget oldugunu goésteriniz.

@ Elimizde, her renkten ayni sayida top olacak bicimde, k farkli renkte 5040 tane top var. Toplari, her torbaya
farkli renkte iki top diisecek bicimde, 2520 torbaya koyuyoruz. Toplarin torbalara dagilimi nasil olursa
olsun, bu torbalar1 bir gember iistiine, herhangi ardigik iki tanesinde ayni renkte iki top olmayacak bigimde
yerlegtirebiliyorsak, k en az kac olabilir?
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47. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2006

Koseleri 1 yarigapinda bir ¢cember tistiinde bulunan ve kégegenlerinden ikisi dik kesigen bir yedigenin alaninin
alabilecegi en biuytik degeri bulunuz.

n pozitif bir tam say1 olmak tizere, 2 X n lik bir dikdortgeni, kenar uzunluklar: tam sayilar olan dikdortgenlere
kag farkli bicimde ayirabiliriz?

x,y, z pozitif gergel sayilar olmak tlizere, xy + yz + zx = 1 ise,

217(90+y)(y+z)(2+x)Z(\/x+y+\/y+z+\/z+x)226\/§

oldugunu gosteriniz.

n
x1 bir pozitif tam say1 olmak iizere, her n > 1 tam sayisi igin z,41 = Y 77 ise, X006 saysin 2006 ile
k=1
boliinmesini saglayan en kiigiik 27 sayisini bulunuz.

[AB] capli bir cemberin tistiindeki A ve B den farkli herhangi bir ) noktasindan [AB] capma, H € [AB]
olmak tizere, [QH| dikmesi iniliyor. @ merkezli ve |QH| yarigaph gemberin [AB] gaplh ¢emberi kestigi noktalar
C ve D ise, CD dogrusunun [QH]| m iki esit parcaya boldiigiinii gosteriniz.

@ 2006000 6grencinin katildigi bir Universite Giris Smavi’nda, her 6grenci 2006 béliim arasmdan 12 boliimliik
bir liste yapiyor. Herhangi 6 6grenciyi aldigimizda, bu 6grencilerden her birinin en az birini kendi listesine
dahil etmig oldugu iki boliimiin bulundugu gozleniyor. Her 6grencinin listesinden en az bir béliim igeren bir
boliim listesine, kapsamli bir liste diyoruz.

Ogrencilerin verdikleri listeler ne olursa olsun, 12 elemanl bir kapsamh liste olugturulabilecegini kanitlaymiz.

Daha kiigiik bir listenin kendilerine gore kapsamli olmadigr 6grenci listelerinin bulundugunu gosteriniz.
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48. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2007

Bir havayolu sirketi A, B,C, D, E ve F kentlerinden bazilari1 arasinda kargilikli ucak seferleri baglatacaktir.
Bu alt1 kentten herhangi ikisi arasinda yalnizca bu sirketin seferlerini kullanarak ulagimi miimkiin kilacak
bigimde, bu seferlerin kag farkli bicimde diizenlenebilecegini belirleyiniz.

(Okan Tekman)

Farkli A ve B noktalar: ile bu noktalardan gecen bir I' gemberi verilmisg olsun. P, T" {istiinde A ve B den

farkli, degisen bir nokta olmak {izere, APB nm acilortayinin P noktasindan I' gemberinin digina dogru uzantisi
iistiinde yer alan ve |M P| = |AP| + |PB| kogulunu saglayan M noktasinin geometrik yerini belirleyiniz.

(Mehmet Tagiyev)
a, b, ¢ pozitif gercel sayilari, a + b+ ¢ = 1 kosulunu saghyorsa,

1 1 1 1
>
ab+2c2+20+bc+2a2+2a+ca+2b2+2b_ ab 4+ bc + ca

oldugunu kanitlayiniz.
(Selim Bahadir)

Dar agih bir ABC {iggeniyle; bu tiggenin diginda ve sirasiyla [AC, [BA ve [CB iginlan iistiinde yer alan
By, C7 ve Aj noktalarimin olugturdugu A; B;C; licgeni benzerdir. A; B tiggeninin diklik merkezi ile ABC'
iiggeninin ¢evrel gemberinin merkezinin gakigtigini kanitlayiniz.

(Mehmet Tagiyev)
Hangi n pozitif tek sayilar: i¢in,
m%—i—x%—&—...—&—xi:n‘l
esitligini saglayan z1, xa,. .., 2, tek sayilarinin bulundugunu belirleyiniz.
(Ozgiir Kisisel)
@ 2007 x 2007 bir satrang tahtasinin her birim karesine 1 veya —1 yaziyoruz. Bu yazimin, tahtanin birim

karelerinden olusan her karenin i¢indeki sayilarin toplaminin mutlak degeri 1 i agmayacak bigimde, kag farkli
sekilde gergeklegtirilebilecegini belirleyiniz.

(Selim Bahadir)
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49. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2008

m(g ) > m(é’) olan bir ABC iiggeninde, A agisinin i¢ ve dig aglortaylar1 BC' yi sirasiyla D ve E noktalarinda
kesiyor. [FA 11 iistiinde, A ya gore E ile farkli tarafta bir P noktasi alimyor. DP ve AC dogrularn M
noktasinda, M F ile AD ise, ) noktasinda kesigiyor. P noktasi degigirken elde edilen PQ dogrularinin hepsinin
bir noktada kesigtigini gosteriniz.

30 kosesi ve 105 kenar1 bulunan bir gizgede, ortak bir kogesi bulunmayan sirali kenar ikililerinin sayis1 4822
ise, bu ¢izgideki iki kdgenin dereceleri arasindaki fark en ¢ok kag olur?

2% — ax? 4+ bx — ¢ = 0 denkleminin biitiin koklerinin pozitif gercel sayilar olmasimni saglayan a,b, ¢ gercel
sayilar: icin
1+a+bdb+c ¢

3+2a+b b

ifadesinin en kiigiik degerini bulunuz.
(xy,) dizisi, 1 = a, x3 = b ve her n > 1 tam sayisi igin
Tnto = 2008241 — 2y
bagintilar araciligiyla tanimlaniyor. Her n > 1 tam sayisi igin,
1+ 20062, 2n41

ifadesini tam kare yapan a ve b pozitif tam sayilarinin bulundugunu goésteriniz.

|[BD]>  |CDP?
|AB| +|AD|  |AC|+ |AD|

olacak sekilde bir F noktas1 ahniyor. |AE| = |AB| + |AC| oldugunu

Bir ABC ii¢geninin [BC] kenar iistiinde |AD| =

|DE|?
|CD| + |CE|

olacak sekilde bir D noktasi

ile D € [AE] ve |CD| =
gosteriniz.

@ m,n > 2 tam sayilar olmak tizere, N = {1,2,...,n} toplulugu, m elemanl bir A kiimesinin bir altkiimesini
sececektir. NV toplulugunun bir tercih profili, her i € N se¢meninin A kiimesindeki segeneklere iligkin bir
kesin tercih siralamasindan olugmaktadir. k € {1,2,...,m} olmak iizere, k-¢ogulcu secim sisteminde, her
se¢men, ilk k sirada tercih ettigi k£ adaya, sirasini belirtmeksizin esit agirlikli oy vermekte ve en ¢ok sayida
toplam oy alan adaylar secilmektedir. R ve R’, N toplulugunun iki tercih profili ve a € A olmak {izere,
eger her ¢ € N, R profilindeki tercihine gore a dan kotii buldugu biitiin adaylari, R’ profilindeki tercihine
gore de a dan kotii buluyorsa, “R’ profili, R profiline a-listiindiir” diyoruz. k-cogulcu secim sistemine gore
R profilinde secilen her a € A, R ye a-ustiin olan her R’ profilinde de se¢ilmeye devam ediyorsa, k-¢cogulcu

m(n—1)

secim sistemine tekdiize diyoruz. k > olmasinin, k-cogulcu segim sisteminin tekdiize olmasi igin

gerek ve yeter oldugunu gosteriniz.
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50. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2009

Q7 tiim pozitif rasyonel sayilarin, Z ise tiim tam sayilarm kiimesini géstermek iizere, x > 1 olan her x € QT
icin, f(1/z) = f(z) ve (x + 1)f(x — 1) = zf(x) bagmtilari saglayan biitiin f : QT — Z fonksiyonlarim
bulunuz.

(Serhat Dogan)

Bir ABCD tegetler dortgeninin ig teget cemberinin merkezi O, yaricapi ise r dir. AB ve C'D dogrularn P;
AD ve BC dogrulart @Q; AC ve BD kogegenleri ise, K noktasinda kesigiyor. O noktasindan PQ dogrusuna
olan uzaklik d ise, |OK]| - d = r? oldugunu gosteriniz.

(Mehmet Hamidoglu)

2009 kisilik toplulukta, hangi iki kisiyi alirsak alalim, bunlarin ikisiyle birden tanigik olan tam olarak bir kisi
bulunuyor. Boyle bir toplulukta en cok tanidigi olan ve en az tanidigi olan kigilerin tanidik sayilar: arasindaki
farkin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

(Azer Kerimov)
2p—2 )

Hangi p asal sayilar1 igin, 1 +p+ [] Q(z*) polinomunun en az bir tam say1 kékii olacak bigimde, tam say1

i=1
katsayil bir Q(z) polinomunun bulundugunu belirleyiniz.

(Sahin Emrah)

Bir ABC iiggeninde, Ay, By ve C1, i¢ teget cemberin sirasiyla, BC, AC' ve BC kenarlarina degdigi noktalar
olmak iizere,

\ABH+ |Bcl\+ CA| _ 3
as \TBor T\ oAl < v

oldugunu kanitlayiniz.
(Semih Yavuz)

@ Bir simiftaki n > 4 6grenciden bazilari arkadagtir. Bu smftaki herhangi n — 1 &grenci, her birinin her iki
yaninda da birer arkadagi bulunacak bigimde bir ¢ember olugturabilirken, n 6grenciyle bu kogulu saglayan
bir gember olusturulamiyorsa, n nin alabilecegi en kiiciik degerin 10 oldugunu gosteriniz.

(Okan Tekman)
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51. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2010

ABC figgeninin sirasiyla [AB], [BC], [CA] kenarlar iistiinde yer alan D, E, F noktalari, |AD| = |AF]|,
|BD| = |BE| ve |DE| = |DF| kosullarim saglhyor. I, ABC ii¢geninin i¢ merkezi olmak iizere; ABIT ii¢geninin
gevrel cemberine A noktasinda teget olan dogru ile BI dogrusu K noktasinda kesigiyor. |AK| = |AD| ise,
|AK| = |KE| oldugunu kamtlayiniz.

(Sahin Emrah)

Tim a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: icin,

</(a2+b2)(a2—ab+b2) N </<b2+0)(b —be+c?) \/ 2 +a?)(c® — ca+a?)
2

1
b2
(a® 405+ <a+b b+c+c—|—a>

<

CO\[\.')

oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)

Y1l boyunca yaptig sinavlarda 2010 tane soru sormusg olan bir 6gretmen, bu sorular: her biri 670 tane soru
iceren ili¢ dosyaya ayirarak, her dosyayi o dosyadaki sorularin hepsini ¢ozmiig olan bir 6grenciye vermek
istiyor. Herhangi bir soruyu ¢ozemeyen en cok iki ogrenci olmasi koguluyla; hangi soru hangi 6grenciler
tarafindan ¢6ziilmiis olursa olsun, 6gretmenin bunu yapmasinin olanakli olmasi i¢in toplam 6grenci sayisinin
en az kag olmasi gerektigini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
0 <k < n tam sayilar ve A= {a:a =k (mod n)} olmak iizere, higbir (a,m) € A x Z™ igin,
a™+ 3™
a’?—3a+1
ifadesinin degeri tam say1 degilse, n nin alabilecegi en kii¢lik degeri bulunuz.

(Fehmi Emre Kadan, Okan Tekman)

ABC iiggeninin i¢ bdlgesinde yer alan bir D noktasi igin, BDNAC = {E} ve CDN AB = {F'} olmak tizere;
A, E, D, F noktalar1 gemberdes ise, bu noktalardan gegen ¢emberi I'p ile gosterelim. Tiim I'p gemberlerinin
A dan farkli bir ortak noktadan gectigini gosteriniz.

(Serhat Dogan)

@ A diizlemdeki kafes noktalarimin kiimesi ve F de, A dan {—1,1} kiimesine fonksiyonlarmn kiimesi olsun. F
deki bir f fonksiyonu, F ye ait olan ve f den farkli deger aldig1 kafes noktalariin sayisi sonlu olan her g

fonksiyonu igin,
fP)f(Q) = 9(P)g(Q)
2 Q) =

P,QeA
0<|PQ|<2010

kosulunu saghyorsa, f ye sahane diyelim. Birbirinin 6telemesi olmayan sonsuz coklukta sahane fonksiyon
bulundugunu kanitlayiniz.

(Azer Kerimov)
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52. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2011

QT pozitif rasyonel sayilar kiimesini gostermek iizere; her x € QT igin

()2 ()12

kosullarini saglayan tiim f : Q™ — Q7 fonksiyonlarini bulunuz.

(Serhat Dogan)

ABC fiiggeninin gevrel gemberinin A noktasindan gegen ¢apinin diger ucu D ve icteget ¢cemberinin merkezi
I olsun. Swrasiyla [BA ve [C' A 1ginlan iistiinde yer alan E ve F' noktalar
|AB| + |BC| + |CA]
2
kogulunu saghyorsa, EF' ve DI dogrularinin dik oldugunu gosteriniz.

|BE| = |CF| =

(Mehmet Hamidoglu)

A ve B, srasiyla 20112 ve 2010 elemanli birer kiime olsun. Her (x,y) € A x A i¢in, f(z,y) = f(y, x) kosulunu
ve her g : A — B fonksiyonu igin, g(a;) = f(a1,a2) = g(az) ve a1 # as olacak bi¢imde bir (a1,a2) € A x A
bulunmasimi saglayan bir f : A x A — B fonksiyonunun bulundugunu kanitlayiniz.

(Azer Kerimov)

D, ABC fggeninin [BC] kenar1 iistliinde kogelerden farkli bir nokta olmak tizere; ABC, ABD ve ADC
iggenlerinin igteget ¢emberlerinin merkezleri sirasiyla, I, I1 ve Iy dir. AI1I ve ADI5 tiggenlerinin gevrel
gemberleri A dan farkli bir E noktasinda, AIly ve Al D tiggenlerinin ¢evrel ¢cemberleri de A dan farkl bir
F noktasinda kesigiyor. |AlL| = |Al| ise,

|EI| |ED| _ |EL[?
[FI[ |FD|  [FL]?

oldugunu kanitlayiniz.
(Sahin Emrah)
a? + b% 4 ¢® > 3 kosulunu saglayan tiim pozitif a, b, ¢ gercel sayilar: icin,

(a+1)(b+2) (B+1D(c+2) (c+1)(a+2)
G+1)(b+5)  (¢c+1)(c+5) (a+1)(a+5)

3
> 2
-2

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

@ n pozitif tam sayisimin iki tabanina gore yazilimindaki rakamlarin toplamim ¢(n) ile gosterelim. & > 2 bir
tam say1 olsun.

a. Tim m > N tam sayilari i¢in, ¢(3-5---(2m + 1)) > k olmasi saglayan bir N tam sayis1 bulundugunu
gosteriniz.
b. Her m porzitif tam sayist i¢in, a,, > 3 bir tek say1 ve t(a1az - - anm) = k olacak bicimde bir (a;)$2; tam
sayilar dizisi bulundugunu gosteriniz.

(Okan Tekman)

K, dar agih bir ABC iiggeninin i¢ bolgesinde yer alan bir nokta ve ARBPCQ, koseleri ABC' tiggeninin gevrel
gemberi I nin distiinde bulunan digbiikey bir altigen olsun. K den gegen ve I" ya A da teget olan gemberin
AP dogrusunu ikinci kez kestigi nokta A;, K den gegen ve I' ya B de teget olan ¢emberin B@ dogrusunu
ikinci kez kestigi nokta By, K den gegen ve I' ya C de teget olan ¢cemberin C'R dogrusunu ikinci kez kestigi

nokta C ise,
min{|PA1| |QB1| RCl|} <1
|AA;|" |BB:| |CCy| ) —

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)
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2011 kentin bulundugu Cizgistan’daki her kent ikilisi i¢in, Cizge Hava Yollar1 (CHY) tarafindan bu kentler-
den yalnizca birinden digerine tek yonlii olarak ugak seferleri diizenlenmektedir. Her kentin kalkig noktasi
oldugu seferlerin sayisi ile varig noktasi oldugu seferlerin sayisinin farkinin mutlak degeri £ yi agsmamak
koguluyla bu seferler nasil diizenlenirse diizenlensin, Cizgistan’in herhangi bir kentinden herhangi bagka bir
kentine yalmzca CHY seferlerini kullanarak ulagmak miimkiin olmaktadir. k£ nin alabilecegi en biiyiik degeri
belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

@ p bir asal say1, n bir pozitif tam say1 olsun ve Zy» = {0,1,...,p" —1} olsun. Her a,b € Z,» icin, (a+ b+ pab,
a + b+ pab nin p” ye bolimiinden kalani gostermek iizere),

fla) + f(b) = f(a+b+pab) (mod p")

kogulunu saglayan kac f : Zy» — Z,» fonksiyonunun bulundugunu belirleyiniz.
(Okan Tekman)
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A=1{1,2,...,2012}, B={1,2,...,19} ve S de A nin tiim altkiimelerinin kiimesi olsun. Her A;, A3 € S igin,
f(A1 N Ay) =min{f (A1), f(A2)} kogulunu saglayan tiim f : .S — B fonksiyonlarinin sayisim belirleyiniz.

(Selim Bahadir)

D, dar agili bir ABC {iggeninin [BC| kenar iistiinde kogelerden farkl bir nokta olmak iizere; My, My, Ms,
My, Ms sirasiyla, [AD], [AB], [AC], [BD], [CD] dogru pargalarinin orta noktalari; Oy, O, O3, Oy sirasiyla,
ABD, ACD, My MyM,, My MsMs; tiggenlerinin gevrel cemberlerinin merkezleri; S ve T de sirasiyla, AO; ve
AO4 dogru parcalarimin orta noktalari olsun. SO304T dortgeninin bir ikizkenar yamuk oldugunu kanitlayiniz.

(Selim Bahadir)

ab+ bc + ca < 1 kogulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel sayilar: igin,

1 1 1
b > 8ab
a+ +c+\/§8ac(a2+1+b2+1+62+1)

oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Bir ABC ftiggeninin igteget gemberi [BC], [C' A], [AB] kenarlarina sirasiyla, D, E, F noktalarinda degiyor. A
noktasinda gegen ve BC' dogrusuna D de teget olan ¢ember ise, [BF| ve [CE] dogru pargalarin sirasiyla, K
ve L noktalarinda kesiyor. E den gegen ve DL ye paralel olan dogru ile F' den gecen ve DK ye paralel olan
dogru da P noktasinda kesisiyor. Ry, Ro, R3, Ry swrasiyla, AFD, AED, FPD, EPD f{iggenlerinin gevrel
cemberlerinin yaricaplar: olmak tizere, Ry Ry = RoR3 oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)

Hangi n pozitif tam sayilar1 i¢in, her biri n ile boliinen n tane tam saymin karelerinin toplami olarak
yazilabilen her pozitif tam sayinin, hicbiri n ile bolinmeyen n tane tam sayinin karelerinin toplami olarak
da yazilabilecegini belirleyiniz.

(Sahin Emrah)

@ Arda ile Bagak 1 x m bir satranc tahtasi ve tlizerlerinde 1 den 2012 ye kadar tam sayilarin yazili oldugu
2012 tagla bir oyun oynuyorlar. Her hamlede Arda bir tas seciyor ve Bagak bunu tahtanin istedigi bos
bir karesine yerlesgtiriyor. Bu bicimde yapilan k& hamle sonucunda secilen taglar tahtaya artan bir sirada
yerlegtirilmigse, oyunu Bagak; degilse, Arda kazamyor. Hangi (m, k) ikilileri i¢in Bagak’in oyunu kazanmay1
garantileyebilecegini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
Bir r rasyonel sayisi ve bir n pozitif tam sayisi i¢in, S,.(n) = 1" + 2" + - -+ + n” olsun. Sonsuz ¢oklukta n

pozitif tam sayisi igin, S,(n) = (Sp(n))® olmasim saglayan biitiin a, b pozitif rasyonel sayilarini ve ¢ pozitif
tam sayilarini belirleyiniz.

(Omer Faruk Tekin)

ABC = A’B’'C’ olacak bigimde diizlemde yer alan birbirinden farkh A, B, C, A’, B’, C’ noktalan igin,
ABC {iggeninin agirhik merkezi G noktasi olsun. G den gecen A’ merkezli gember ile [AA’] ¢apli gember A
noktasinda, G den gecen B’ merkezli cember ile [BB’] ¢apli gember B; noktasinda, G den gegen C’ merkezli
gember ile [CC’] ¢apl cember de C; noktasinda kesigiyorsa,

|AA;|? + |BB1|? + |CC1|? < |AB|* 4 |BC|* + |CA|?

oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)
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@ Tiim pozitif tam sayilarin kiimesinin Z7 ile, tiim asal sayilarin kiimesini de P ile gdsterelim.

Ave S, ZT nm altkiimeleri olmak iizere; A nin tiim a elemanlar: ve 0 < b < a kosulunu saglayan tiim b tam
sayilarl igin, b = s1 + s2 + -+ + 8, (mod a) ve 1 <n < N olacak bicimde S ye ait s1, 89, ..., s, sayllarinn
bulunmasim saglayan bir N pozitif tam sayis1 varsa, A kiimesine S-uygun diyelim.

P kiimesi S-uygun olacak ve Z* kiimesi S-uygun olmayacak bicimde ZT nin bir S altkiimesini bulunuz.

(Umut Varolgiines)
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Bir n pozitif tam says1 igin, n den kii¢iik ve n ile arasinda asal olan pozitif tam sayilarin sayis1 ¢(n) ile
gosterilmek tizere,

2"+ (n—9¢(n)—N!'=n"+1
egitligini saglayan tim (m,n) pozitif tam sayi ikililerini bulunuz.
(Vefa Goksel)

2013 x 2013 bir satranc¢ tahtasinin birim karelerine, her birim karede en ¢ok bir tag olacak ve birim karelerden
olusan her 19 x 19 karede de en az 21 tag olacak bicimde en az kag tag yerlestirilebilecegini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

BveC acilariin olgiileri farkli olan dar acili bir ABC ii¢geninin ¢evrel gemberinin merkezi O ve i¢ teget
gemberinin merkezi de I dir. [BC], [C 4], [AB] kenarlarinin orta noktalar: sirasiyla, D, E, F' ve I dan [AB]
ye inilen dikmenin ayag1 T olsun. DEF ii¢geninin ¢evrel cemberinin merkezi P ve [OI] dogru pargasinin orta
noktast @) olmak iizere, A, P, () noktalar1 dogrudag ise,

[A0| _ |BC| _

|OD|  |AT|

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

mb = n"t 4 n — 1 egitligini saglayan tiim (m,n) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan)

Bir ABC' {iggeninin i¢ teget gemberinin [BC| kenarina teget oldugu nokta D ve merkezi I; [ID] dogru
pargasinin orta noktasi ise 7' olsun. I dan AD dogrusuna ¢izilen dikme AB ve AC dogrularini sirasiyla,
K ve L noktalarinda; T' den AD ye ¢izilen dikme de bu dogrular sirasiyla, M ve N noktalarinda kesiyor.
|KM|-|LN|=|BM|-|CN| oldugunu gésteriniz.

(Selim Bahadir)
@ —2<z,y,2 < 2ve 22+ y? + 2% + zyz = 4 kosullarini saglayan tiim z, vy, z gercel sayilar1 icin,

Aeztyzty) _ o
xy+y?+22+1 "

olmasini saglayan en kiiciik K gercel sayisini belirleyiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

—

Digbiikey bir ABC'D dortgeninde kogegenlerin kesigim noktast E olmak tizere, m(EDC) = m(DEC) =

—

m(@) kogulu saglaniyor. [BC| kenar: tstiindeki bir F' noktas igin, m(@) + m(@) = m(BFE) ise,
A, B, F, D noktalariin cemberdes oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)
Tim z,y gergel sayilar: icin,
f@?) = f(2)* = 22f ()

fl=z) = f(z —1)
l<z<y= f(z) < f(y)

kosullarini saglayan biitiin f : R — R™ fonksiyonlarim belirleyiniz.
(Selim Bahadir)
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@ Bir iilkedeki n kentten bazilari arasinda, herhangi iki kent arasinda ulagimi olanakli kilacak ve her kentten
en az k sefer olacak bigimde kargilikli ugak seferleri yapilmaktadir. Bu seferlerin, nasil diizenlenmis olurlarsa
olsunlar, n — k hava yolu girketi arasinda, herhangi bir kentten bir digerine ayni1 hava yolu sirketini birden
fazla kere kullanmadan gitmek miimkiin olacak bicimde paylagtirilabilecegini kanitlayiniz.

(Azer Kerimov)
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(1,2,...,2014) 2014-liisiiniin, her 1 < i < j < 2014 i¢in, i + a; < j 4 a; kosulunu saglayan (a1, as, . . ., ago14)
permiitasyonlarinin sayisini belirleyiniz.

(Selim Bahadir)

Tim z,y gercel sayilar igin,
P ) +2* +1) + 20 =y + (f(e+1))*
kosulunu saglayan biittin f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan)

|AC| > |AB]| olan bir ABC {iggeninin i¢ teget gemberinin merkezi I noktasi ve yarigap: r, ¢evrel gemberinin

merkezi O noktasi ve yarigapt R, [BC] kenarma ait dig teget cemberinin merkezi J4 ve yarigap: r, dir. Ic
teget cemberin [BC| kenarina degme noktasi D olmak tizere, B ile D arasinda yer alan bir E noktasi

Alan(IEJ4) =2 - Alan(IEO)
kogulunu sagliyorsa,
|[ED| = |AC|—|AB| & R=2r+r,
oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

n | 3m + 1 ve m | n? + 3 kogullarini saglayan tiim (m,n) pozitif tek say1 ikililerini bulunuz.
(Sahin Emrah)

Bir ABC iiggeninin i¢ bolgesindeki bir P noktasini merkez alan bir ¢ember [BC], [C'A], [AB] kenarlarin
sirasiyla, Ay ve As, By ve By, Cy ve Cy noktalarinda kesiyor. Ay, Ao, P noktalarindan gegen gemberin merkezi
A’ noktasi; By, By, P noktalarindan gegen ¢emberin merkezi B’ noktasi; Cy, Co, P noktalarindan gegen
gemberin merkezi de C’ noktas: olmak tizere, AA’, BB’, CC’ dogrularimin noktadag oldugunu kanitlayimiz.

(Mehmet Eren Durlanik)

@ a? + b% + ¢ = 1 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ negatif olmayan gercel sayilar1 icin,

Va+b+Vb+c+ e+ a> babe+ 2

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Dar acili bir ABC {iggeninin iginde yer alan bir P noktas m(P/A\C’) = m(@) kogulunu sagliyor. [PC]|
dogru parcasinin orta noktasi D ve AP dogrusu ile BC' dogrusunun kesigim noktasi E olmak {izere, BP ve
DE dogrular: @ noktasinda kesigiyor. m(BCQ) + m(BAP) = 180° oldugunu kanitlayimiz.

(Fehmi Emre Kadan)
(a,)2, dizisi, a3 = —5, ay = —6 ve n > 2 icin,
Uni1 = ap + (a1 +1)(2a2 + 1) (3az + 1) - ((n — Dap_1 + D) ((n* +n)a, +2n + 1)
kosullarini saglasin. Bir n pozitif tam sayisi icin, p asal sayist na, + 1 tam sayisin boliiyorsa, m? =5 (mod p)

denkligini saglayan bir m tam sayisi bulundugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

@ Basglangicta 2014 x 2014 bir satrang tahtasinin sol alt kogesindeki birim karede bulunan yesil tirtillardan
her biri herhangi bir anda bulundugu birim karenin sagindaki veya tistiindeki birim kareye, baglangicta bu
tahtanin sol {ist birim karesinde bulunan kahverengi tirtillardan her biri de herhangi bir anda bulundugu birim
karenin sagindaki veya altindaki birim kareye gegebiliyor. Tim tirtillar yolculuklarini tamamladiklarinda
tahtanin her birim karesinden en az bir tirtilin ge¢mis oldugu gozleniyorsa, tahtadaki toplam tirtil sayisinin
en az kag olabilecegini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
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l,m,n pozitif tam sayilar ve p bir asal say1 olmak tizere,

p2l71m(mn+ 1)2 +m2

bir tam kare ise, m nin de bir tam kare oldugunu gosteriniz.

(Sahin Emrah, Melih Ucer)

Diizlemde herhangi ikisi arasindaki uzaklik birbirinden farkli olan 2015 nokta verilmistir. Bir noktaya en
yakin 22 noktanin her biri bu noktanin komsusu ise, bir nokta en fazla ka¢ noktanin komsusu olabilir?

(Selim Bahadir)

m,n pozitif tam sayilar olmak {izere, 0 ve 1 lerden olugan ve her ardigtk m elemaninin en az biri 0 olan
dizilerin sayis1 S(n, m) olsun.

S(2015n,n) - S(2015m,m) > S(2015n,m) - S(2015m, n)

oldugunu gosteriniz.
(Melih Uger)

|AB| = |AC| kosulunu saglayan bir ABC' {iggeninin gevrel gemberinin kiigiik AB ve AC' yaylar tizerinde
sirastyla liggenin koselerinden farkli D ve E noktalar1 alimiyor. AD ve BC dogrularinin kesisme noktasi F,
AFE dogrusunun F'DE {i¢geninin ¢evrel gemberini ikinci kez kestigi nokta ise G olsun. AC' dogrusunun EFCG
iicgeninin gevrel cemberine teget oldugunu gosteriniz.

(Sahin Emrah)

2015x 2015 satrang tahtasinin birim kareleri; ikisi ayni siitunda ve {i¢iinciisii bu iki kareden daha yukaridakiyle
ayni satirda ve ondan sagda veya bu iki kareden daha agagidakiyle ayni satirda ve ondan solda olan herhangi
i¢ii ayn1 renge boyanmayacak kosuluyla k renge boyanabiliyorsa, & nin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

(Azer Kerimov)

n+2015

@ Sonsuz tane n pozitif tam sayisi igin (n!) nin (n?)! sayisi boldiigiinii gosteriniz.

(Melih Uger)
Tim z,y gercel sayilar igin,

F@®) + 4y f(y) = (f(@ —y) +y*)(f(z +y) + f(y))
kosulunu saglayan biittiin f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan)

I¢ teget cemberinin merkezi I, cevrel cemberinin merkezi O olan ve |AC| > |BC| > | AB| kogulunu saglayan
bir ABC f{iggeninde i¢ teget cember BC,CA, AB kenarlarina sirasiyla D, E, F' noktalarinda tegettir. A
noktasinin F' ve F ye gore simetrikleri sirasiyla F) ve F4 olmak iizere; BC' dogrusuna D de teget olan ve F}
den gegen gember AB dogrusunu ikinci kez F» de, BC' dogrusuna D de teget olan ve F; den gecen ¢ember
ise AC dogrusunu ikinci kez Fs de kesiyor. OF ve I'F dogru pargalarimin orta noktalari sirasiyla P ve @
olmak tizere,
oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)

@ Bir {ilkedeki 2015 kentten herhangi ikisi arasinda tam olarak bir kargilikli ugak seferi yapilmaktadir. Herhangi
ii¢ kent arasindaki direkt seferler en fazla iki sirket tarafindan yapilacak koguluyla seferler birkac hava yolu

sirketi arasinda nasil paylasilmig olursa olsun, ayni hava yolu tarafindan k sefer yapilan bir kent bulunuyorsa,
k nmin alabilecegi en biiylik deger nedir?

(Azer Kerimov)
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Dar agilhi bir ABC {i¢geninde A kdosesinden gegen yiikseklik iizerinde bir P noktasi aliniyor. BP ve C'P
dogrular1 AC ve AB kenarlarini sirasiyla D ve E noktalarinda kesiyor. D be E noktalarindan B PC ii¢geninin
gevrel cemberine ¢izilen tegetler ABC tiggeninin i¢ bolgesinde kalacak gekilde sirasiyla K ve L noktalarinda
gembere tegettir. KD dogrusu AKC {iggeninin ¢evrel ¢cemberini ikinci kez M noktasinda, LE dogrusu ALB
iiggeninin gevrel cemberini ikinci kez N noktasinda kesiyor. Buna gore

KD LE
VD - NE <= P noktasi ABC {i¢geninin diklik merkezidir
oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

23 6grenciden olugam bir sinifta her 6grenci ikilisi birlikte bir film izledi. Her 6grencinin izledigi tiim filmlerin
kiimesi onun film koleksiyonu olsun. Her 6grenci her filmi en fazla bir kez izlediyse, simiftaki 6grencilerin en
az kag farkl film koleksiyonu olabilir?

(Azer Kerimov)
a? + b% 4 ¢® < 3 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ negatif olmayan gercel sayilar icin
(a4 b+ c)(a+b+c—abc) > 2(a®b+ b*c + a)

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Bir ag, a1, -+ gergel say1 dizisi yeterince biiyik tiim m pozitif tamsayilar: igin

gan-(—l)”- (’;) —0

sartini saghyorsa, tim n > 0 i¢in a,, = P(n) kogulunu saglayan bir P polinomunun bulundugunu gosteriniz.

(Melih Uger)

Her m,n € N igin f(mn) = f(m)f(n) ve m +n | f(m) + f(n) kogullarimi saglayan tim f : N — N
fonksiyonlarin1 bulunuz.

(Melih Uger)

@ AB = AC kosulunu saglayan bir ABC' {iggeninde [BC] nin orta noktasi D olsun. D den gegen bir dogru
AB yi K de, AC yi L de kesiyor. [BC] kenar iizerinde D den farkli bir E noktasi ve AE nin F tarafindaki
uzantisi tizerinde ZK PL = 90° — %ZK AL olacak gekilde bir P noktasi aliniyor. PDFE nin ¢evrel ¢gemberinin
PK yi ikinci defa kestigi nokta X, PL yi ikinci defa kestigi nokta Y olmak tizere DX ve AB dogrular1 M
de, DY ve AC dogrular ise N de kesigiyor. P, M, A, N noktalarinin ¢emberdes oldugunu gésteriniz.

(Melih Uger)

Ay, Ay, .. Ay {1,2,...,2016} kiimesinin farkh alt kiimeleri olmak fizere her 1 <4 < j < k igin A; N A; bir
aritmetik dizi olusturuyorsa, k£ min alabilecegi en biiyiik deger nedir?

(Azer Kerimov)

n > 5 olmak iizere AjAsy--- A, digbiikey n-geninin tiim i¢ acilar1 genig acidir. Her 1 < i < n i¢in Oy,

A;_1A;A;11 tggeninin (Ag = A4, ve A,+1 = A; kabul ediliyor) cevrel gember merkezi olarak tanimlaniyor.
0103 - - - O, kapali yolunun bir digbilikey n-gen belirtmedigini kanitlayimiz.

(Melih Uger)
@ p bir asal sayisi olmak ftizere, katsayilar1 {0,1,---p — 1} kiimesine ait olan ve derecesi p den kiigiik olan

polinomlarin kiimesini K, ile gdsterelim. Tim n tamsayilar: icin P(Q(n)) = n (mod p) kosulunu saglayan
K, ye ait her P, Q polinom ikilisinin derecesinin esit oldugu biitiin p asal sayilarim belirleyiniz.

(Okan Tekman)
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m,n pozitif tam say1 ve p asal say1 olmak tizere;
(m® +n)(n® +m) = p’
ifadesini saglayan tim (m,n, p) tglilerini bulunuz.

Bir iilkedeki 2017 gehir arasinda, herhangi iki sehirden birbirine ulagmanin miimkiin oldugu karsilikh seferler
diizenleniyor. Seferler nasil diizenlenirse diizenlensin, her sehirden en az bir “Gzel sehre” dogrudan sefer
olacak gekilde k£ “6zel gehir” bulmak miimkiindiir. £ nin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

ABC iiggeninde BC, AC, AB kenarlarimin orta noktalar1 sirasiyla D, E, F' olup tliggenin i¢ teget cemberi
bu kenarlara sirasiyla G, H, I noktalarinda dokunmaktadir. AD kenarimin orta noktasi J olsun. BJ ve AG
dogrular1 K noktasinda kesigsin. A noktasmndan gegen ve C' merkezli gember [C'B 1gmim X noktasinda
kesiyor. K noktasindan gegen ve BC' ye paralel olan dogru ile AX dogrusu U noktasinda kesigiyor. IU
ve BC dogrular1 P noktasinda kesigsin. PY dogrusu i¢ teget gembere Y noktasinda tegettir. D, E, F|Y
noktalarinin ¢emberdes oldugunu kanitlayiniz.

Bir etkinlige katilan n 6grenciden hicbiri ayni yagta degildir. Her 6grencinin en az bir 6grenci ile el sikigtigi ve
bu 6grencinin digerlerinden kiiciik yagta olan hicbir ogrenci ile el sikigmadigr bilinmektedir. n’nin alabilecegi
tiim olas1 degerleri bulunuz.

a, b, c reel sayilar ve a + b+ ¢ = 3 saglaniyorsa

a®b+ b3 c+ cPa+9 > 4(ab + be + ca)

oldugunu gosteriniz.

(6]

A4m2n? — 1
(m? — n2)2

ifadesini tam say1 yapan farkli (m,n) pozitif tamsay: ikilisinin bulunmayacagin gosteriniz.

a gergel bir say1 olmak iizere; her x,y € R icin f(zy + f(y)) = f(z)y + a esitligini saglayan f : R — R
fonksiyonlarinin sayisini a ya bagh olarak bulunuz.

ABC figgeninde, B ve C noktalarindan gegen agiortaylar sirasiyla [AC] ve [AB] kenarlarimi D ve E nokta-
larinda kesiyor. I., [AB] kenarma teget olan dig teget gemberin merkezi olsun ve F' [BI.] nin orta noktasi
olsun. |CF|2 = |C’E|2 + |DF\2 ise, ABC fi¢geninin egkenar {iggen oldugunu gosteriniz.

@ S, diizlemde herhangi ticii dogrusal olmayan ve herhangi dérdii gemberdes olmayan sonlu sayidaki nokta
kiimesi olsun. Biitiin kirmizi noktalari igeren ve higbir beyaz noktay1 igermeyen bir gember varsa, S kiimesinin
biitiin noktalar: i¢in yapilan kirmiz ve beyaz renklendirmeye ayrik renklendirme diyelim. Her bir S kiimesi
icin ayrik renklendirmelerin sayisini belirleyiniz.
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Her a,b tam sayis1 icin n? + an + b sayisiin en az 2018 farkh pozitif béleni olacak sekilde bir n pozitif tam
sayisinin bulundugunu gosteriniz.

Her z,y gercel sayilar igin
F@f@y) +y*) = [z +y)*) — 2f(2)

kogulunu saglayan tiim f : R — R orten fonksiyonlar: bulunuz.

Bir emekli dil bilimci (E.D.B.), ilk hamlede tamamen farkli n harften olugan bir kelime yazar. Her hamlede,
son kelimenin ilk ¢ harfini ters g¢evirerek elde edilen kelimenin daha 6nce yazilmamig oldugu durumu kontrol
eder ve bu yeni kelimeyi yazar. E.D.B.’nin n! hamle yapabilecegini kanitlayiniz.

Dar agih cesgitkenar ABC' iiggeninde, [BC] kenarimin orta noktast D dir. E ve F sirasiyla, [AC] ve [AB]
tizerinde noktalar olmak iizere; CDE ve AEF iiggenlerinin ¢evrel gemberleri [AD] iizerindeki P nok-
tasinda kesigmektedir. EF P {iggeninin P deki agiortay1, EF yi @ noktasinda kesiyor. AQ P {i¢geninin ¢evrel
gemberine A noktasinda teget olan dogrunun BC' ye dik oldugunu kanitlayin.

25 ogrenciden olusan bir gruptaki herhangi iki 6grenci arkadagsa, bu gruba takim diyelim. Bir okuldaki
herhangi bir 6grencinin en az bir takima ait oldugu bilinmektedir, ancak herhangi iki 6grenci arkadasliklarini
sonlandirirsa en az bir 6grenci higbir takima dahil degildir. Bir takimdaki en az bir 6grencinin takim diginda
hi¢ arkadagi yoksa bu takima ozel diyelim. Herhangi iki arkadagin mutlaka bir 6zel takima dahil oldugunu
gosteriniz.

@ ag,G1,---,a100 Ve b1, ba, ..., bigo gergel sayilar dizileri her n =0,1,...,99 i¢in, ya

Gy
ap41 = 7 ve bn+1 = 5 — Gnp,
ya da

Opt1 = 2ai ve bpi1=an
ozelligini saglar.
a100 < ag ise, by + by + - - - + bygp ifadesinin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

a,b tam sayilar icin, obeb(a,b) = 1 ise (a,b) koordinatlarina sahip olan noktaya temel diyelim. Kogeleri
temel noktalardan olusan bir ¢izgenin kenarlar: su sekilde ciziliyor:

(a1,b1) ve (az2,bs) arasinda bir kenar olmasi igin gerek ve yeter kogul, (2a; = 2a2 € {by — ba,ba — b1} veya
2by = 2by € {a1 — a2,02 — al}) dir.

Geriye kalan ¢izge bir orman olacak sekilde ¢izgenin baz1 kenarlar: siliniyor. En az kag kenar silinmelidir ki
bu orman elde edilsin? B&yle bir ormanda en az ka¢ aga¢ vardir?

m > 3, n ve T1,Za,...,Ty, tam sayilar olmak {izere; her 2 < ¢ < m — 1 sayis1 igin z;11 — x; = ©; — T;—1
(mod n) ise, (z1, 2, ..., Tm) m-lisine mod n de bir aritmetik dizi diyelim. p > 5 asal bir say1ve 1 < a < p—1
bir tamsay1 olsun. a nin pozitif tislerinin p ye boliinmesi sonucu elde edilen kalanlarin kiimesi aq, as, ..., ax
olsun. ay, as, ..., a; kiimesinin bir permiitasyonu (mod p) lizerinde bir aritmetik dizi ise, K = p — 1 oldugunu
gosteriniz.

@ Bir T iiggeni ve bir d dogrusu igin, diizlemde bir noktadan 7T nin kenarlarina c¢izilen dikmelerin ayaklarinin
hepsi d iizerindeyse, bu durumda d, T' yi odaklar deriz. T} i odaklayan dogrular kiimesi ile T5 yi odaklayan
dogrular kiimesi ayniysa, bu durumda 77 ve 75 denktir diyelim. Herhangi bir {icgen i¢in, diizlemde ona denk
olan tam olarak bir eskenar iiggen oldugunu kanitlayiniz.
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2019 torbanin her birinde 1,2,...,2019 sayilariyla numaralandirilmig ve toplam agirliklar1 1kg olan 2019
tag bulunuyor. Bu kosgullar1 saglayan her durumda agiliklar1 toplami en az 1kg olan ve herhangi ikisi farkl
numaral ve farkli kutlularda bulunan birkac tas en az k farkli sekilde secilebiliyorsa, knin alabilecegi en
biiyiik deger nedir?

Bir (a,)22; tam say1 dizisi, a1 = 1, az = 2 ve her n > 1 i¢in

2 2
Anyo = p g + (N +2)any1 — a; —nay

esitligini saghiyor. Buna gore
a) Bu dizinin en az bir terimini bolen asal sayilar kiimesinin sonlu olmadigimi kanitlayimiz.
b) Bu dizinin hicbir terimini bolmeyen 3 farkli asal say1 bulunuz.
|AB| > |AC| olan bir ABC iiggeninde A dan BC ye indirilen yiiksekligin ayag1 D, B ye ait ig agiortaym AD
yi kestigi nokta K, B den C'K ye indirilen dikmenin ayagi M ve BM ile AK nin kesigim noktasi N olsun. N

den gegip DM ye paralel olan dogru AC yi T' de kestigine gore BM nin TBC aglsinin i¢ aglortayl oldugunu
gosteriniz.

Bir n porzitif tamsayist icin, n’nin basamak sayisi b olmak tizere r + [ < b kogulunu saglayan herhangi r ve
[ negatif olmayan tamsayilar: i¢in n’nin en soldaki [ basamaginin be en sagdaki r basamaginin silinmesiyle
elde edilen saymim her bir pozitif bolenine n’'nin alt boleni deniyor.((jrneéin 143 sayisinin alt bolenleri
1,2,3,4,7,11,13,14,43 ve 143’tiir.) d bir pozitif tam say1 olmak {izere, d yi alt bdlen olarak kabul etmeyen
tam sayilarin kiimesi Aq ile gosterilsin. A4 'nin sonlu bir kiimesi olmasini saglayan tiim d pozitif tam sayilarim
bulunuz.

Gergel katsayili ve sabit olmayan bir P(z) polinomunun tiim kokleri gergel sayilardir.

egitliginin her = gercel sayisi icin saglayan gergel katsayili bir Q(z) polinomu bulunuyorsa, P(x) polinomunun
tiim koklerinin ayni oldugunu gosteriniz.

@ k bir pozitif say1 tam say1 olmak iizere,

n=2kise R, ={-k,—(k—1),...,—-1,1,...,k—1,k}

n=2k+1ise Ry ={—k,—(k—1),...,-1,0,1,... .k —1,k}

olsun.Bir diizenek birkag bilyeden ve baz bilye ikililerini birlestiren kirmizi veya beyaz iplerden olusuyor.
Her bir bilye R,, kiimesindeki sayilardan birinin, iple birlegtirilmig herhangi iki bilyenin sayilar: farkli olacak
bi¢imde yazilmasina iyi etiketleme diyelim. Her bir bilyeye R,, kiimesindeki sayilardan birinin, beyaz bir
iple birlegtirilmis herhangi iki bilyenin sayilar1 farkl olacak, kirmizi iple birlegtirilmis herhangi iki bilyenin
sayilarinin toplami 0 olmayacak gekilde yazilmasina hassas etiketleme diyelim.

n > 3 olmak tizere, R, ile iyi etiketlenebilen her diizenek R,, ile hassas etiketlenebiliyorsa, m nin alabilecegi
en kiiciik deger nedir?

ZACB = 90° olan bir ABC dik ii¢geninde C' ye ait yiikseklik ayagi D olsun. D noktasinin AC' ve BC
dogrularina gore yansimasi sirasiyla E ve F olsun. EC' B ve F'C A liggenlerinin ¢evrel cemberlerinin merkezleri
sirasiyla O ve Oy olmak tlizere,

2/0,0,| = |AB]

oldugunu gosteriniz.

34


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6376.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6377.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6378.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6379.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6380.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6381.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6382.0

60. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢gme Sinavi - 2019 geomania.org

mP™ — 1
p > 2 bir asal say1, m > 1 ve n pozitif tam sayilar olmak {izere, per— bir asal say ise,
m

prl(p — 1" +1
oldugunu gosteriniz.

@ x,y, z gercel sayillar olmak tizere y > 2z > 4z ve

2(z® +y3 + 2°) + 15(wy? + y2? + 227%) > 16(2y + y?2 + 2%2) + 22y2

kosullar: saglaniyorsa 4x + y > 4z oldugunu kanitlayiniz.
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a® + b3
ab+4

egitligini saglayan tiim (a,b) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.

= 2020

(Selim Bahadir)

A1 Ay A3 Ay tegetler dortgeninin gevre uzunlugu p;, kdgegenlerinin uzunluklar1 toplami ky; ve By ByB3By
tegetler dortgeninin g¢evre uzunlugu po, kogsegenlerinin uzunluklar: toplami ko olmak iizere

pi+pd = (k1 +k2)®

ise A1 A3A3A4 ve By BsB3B, dortgenlerinin eg kareler oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

66 ciicenin toplam 111 kavugu vardir. Kavuklardan her biri bir ciiceye aittir ve belirli 66 renkten birine
boyalidir. Bu clicelerin her birinin kendine ait bir kavugu giyerek katildig: senlikler diizenleniyor. Senliklerin
higbirinde ayni renkli kavuk giyen iki clice bulunmamaktadir. Senliklerin herhangi ikisi i¢in bu senliklerde
farkl renkte kavuk giyen en az bir cilice bulunmaktadir. Diizenlenen senlik sayisimin alabilecegi en biiyiik
degeri bulunuz.

(Azer Kerimov)

Z7 ile pozitif tam sayilar kiimesi gosteriliyor. f : ZT — ZT bir fonksiyon olmak iizere her £ € Z™T icin f, ile
fo fo---o f bilegke fonksiyonu gosteriliyor. Her n € Z™T icin,
—_—
£ tane

2020
(Tl* 1)2020 < H fg(n) < n2020 +n2019
=1

esitsizligini saglayan tiim f : ZT — Z* fonksiyonlarini bulunuz.
(Sahin Emrah)

Farkli isimli 6grencilerden olugan bir sinifta en az bir arkadag ikilisi bulunmaktadir. Ogrencilerin bazilarindan
olusan bir sirali listedeki ogrenciler sirayla kalkip basglangicta bog olan tahtaya o an tahtada yazili olmayan
biitiin simif arkadaglarinin isimlerini yaziyor. Listedeki her 6grenci en az bir ismi tahtaya yazdiysa ve en az
bir arkadasa sahip her 6grencinin ismi siire¢ sonunda tahtada yaziliysa, bu sirali listeye bir altin liste diyelim.
Cift sayida 6grenciden olugan bir altin listenin bulundugunu gosteriniz.

(Selim Bahadir)

@ ABC ftiggeninin AB kenar tizerinde D ve AC kenari tizerinde E noktalar1 DE || BC olacak sekilde veriliyor.
BE ile CD nin kesistigi nokta P, (APD) nin (BCD) yi ikinci kez kestigi nokta M, (APE) nin (BCE) yi
ikinci kez kestigi nokta N olsun. M ve N den gecip BC ye teget olan ¢ember w olsun. w ya M de ve N de
teget olan dogrularin AP tizerinde kesistiklerini gdsteriniz.

Not: (XY Z) ile XYZ di¢geninin cevrel gemberi gosteriliyor.

(Melih Uger)

Bir gember tlzerinde A;, A, By, B, C1,Cy noktalarn A1 Ay || B1 By || C1C5 olacak sekilde veriliyor. Aymi
cember tizerindeki bir M noktasi i¢in M A; ile BoCs nin kesigimi X, M B; ile A3Cy nin kesigsimi Y, M ile
Ao By nin kesigimi Z olsun. X, Y, Z nin dogrusal oldugunu gosteriniz.

(Melih Uger)
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0 < x,y, 2z < 1 egitsizligini saglayan x,y, z gercel sayilar1 icin

ayz(e +y+2) + (ay +yz + 22)(1 —ay2)
zyz/1 — zyz

ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

(Fehmi Emre Kadan)

@ a,n pozitif tam sayilar: icin
T1T2 - w10 =a (mod n)

denkligini saglayan n modunda farkli (zq, za,...,210) tam say1 10-lularinmn sayiis1 f(a,n) ile gosteriliyor. a
ve b verilmis pozitif tam sayilar olmak iizere,

f(a,cn) . - y : y : .
(a) =———= orammn her n pozitif tam sayisi i¢gin ayni degere esit olmasim saglayan bir ¢ pozitif tam sayisi

f(b,cn)

bulundugunu gosteriniz.
(b) Boyle en kiiciik ¢ nin 27 olmasim saglayan tiim (a, b) ikililerini bulunuz.

(Melih Uger)
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n bir pozitif tam say1 olmak tizere,
20-5™" —2
3" +47
ifadesinin tam say1 olmadigini gosteriniz.

Bir okuldaki 6grencilerin herhangi ii¢ii igin bu ii¢ 6grenci ile de arkadag olan en az bir 6grenci bulunmaktadir.
Arkadag olan herhangi iki 6grencinin herhangi iki ortak arkadagi da arkadastir. Bu okuldaki 6grencileri bog
olmayan iki gruba, farkli gruplarda yer alan herhangi iki 6grenci arkadag olacak sekilde ayirmak miimkiin
degildir. Buna gore, bu okulda arkadag olmayan iki 6grencinin hep ayni sayida ortak arkadaga sahip oldugunu
gosteriniz.

(Not: Bir dgrenci kendisi ile arkadag sayilmaktadir.)

Bir ABC ii¢geninin ¢evrel ¢cemberi tizerinde, BC dogrusuna gore A ile farkh tarafta yer alan bir D noktas ve-
rilmigtir. ABC ve ADC fig¢genlerinin i¢ bolgelerinin kesigiminde bulunan bir F noktasi m(A/B\E) = m(ﬁC'\E)
olacak sekilde aliniyor. ADFE {i¢geninin ¢evrel cemberinin AB dogrusu ile ikinci kesigim noktasi1 K olsun. EK
ve BC dogrularimin kesigimi L noktasi, EC ve AD dogrularinin kesigimi M noktasi, BM ve DL dogrularimin
kesigimi ise N noktasi olsun.

m(NEL) =m(NDE)
oldugunu gosteriniz.

28 tiir baligin satildigr bir balik pazarinda 28 balik saticisi vardir. Her saticida her balik tiiriiniin sadece
Akdeniz’den geleni ya da Karadeniz’den geleni bulunmaktadir. & kigiden her biri, her tiirden bir balik olmak
iizere her saticidan bir balik almistir. Herhangi iki kisi en az bir balik tiirti i¢in o tilirtin farkli denizlerden
gelen baliklarim aldiysa, k en fazla kag olabilir?

Cesitkenar bir ABC {iggeninin gevrel cemberi ile [BC] nin orta dikmesinin kesigim noktalar1 M ve N olmak
tizere, [AM] ve [AN] nin orta noktalar1 K ve L olsun. ABK ve ABL iiggenlerinin ¢evrel gemberlerinin AC
dogrusu ile ikinci kesigim noktalar sirasiyla D ve E, ACK ve ACL iiggenlerinin ¢evrel ¢emberlerinin AB
dogrusu ile ikinci kesigim noktalar: sirasiyla F' ve G olsun. DF', EG ve M N dogrularinin noktadag oldugunu
ispatlayiniz.

@ Hangi n pozitif tam sayilar igin,

3 +ai4 a2 - 27
(r1 + 229 + -+ +nxy)2  4dn(n+1)(2n+1)

ve her i =1,2,--- nigin i < x; < 2¢ kogullarini saglayan 1, xs,- - - , x, gercel sayilar1 vardir?

Bir ABC iiggeninin gevrel ¢emberi w ve i¢ teget ¢emberinin merkezi I olsun. A ya ait dig agiortaym w y1
ikinci kez kestigi noktadan ve I noktasindan gecen dogrununun I BC nin cevrel ¢emberini ikinci kez kestigi
nokta T4 olsun. Ts ve T noktalar1 da benzer gekilde tanimlaniyor. TATpT¢ iiggeninin ¢evrel cemberinin
yarigapinin w nin yarigapinin iki kati oldugunu gosteriniz.

¢ bir gercel say1 olmak iizere, tiim = ve y gercgel sayilar: igin
f@=f) = flx—y)+c(f(z) = fy))
esitligini saglayan ve sabit olmayan bir f : R — R fonksiyonu bulunuyorsa,

(a) ¢ nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

(b) f fonksiyonu periyodik olabilir mi?

@ Hangi (k,n) pozitif tam say: ikilileri igin

|{a€Z:1§a§ (nk)!, obeb((:>,n> = 1}| — (ng)!

esitligi saglanir?
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2P = 2172 4 ¢!

esitligini saglayan tiim (p, ¢) asal say1 ikililerini bulunuz.

Her z,y € Q* igin

)+ 1) = () + 4 ) (o s )

esitligini saglayan tiim f : QT — Q fonksiyonlarmi bulunuz.

ABC ftggeninde I merkezli i¢ teget cemberin BC, AC, AB kenarlarina degme noktalar sirasiyla D, E, F
dir. I dan gegen bir ¢ dogrusuna A, B, C den indirilen dikmelerin ayaklar1 sirasiyla X, Y, Z olsun. DX,
EY, FZ dogrularinin noktadas oldugunu gosteriniz.

Kesismeyen ve farkl biiyiikliikte olan w; ve wo c¢emberi ¢ dogrusuna sirasiyla K ve L noktalarinda, T’
cemberine ise sirasiyla M ve N noktalarinda tegettir ve ii¢ cember de ¢ nin aym tarafinda yer almaktadir. K
ve L den gegen bir ¢cemberin I' ile kesigim noktalar1 A ve B; M ve N nin ¢ ye gore yansimalari ise sirasiyla
R ve S olsun. A, B, R, S noktalarimin ¢gemberdes oldugunu gosteriniz.

Bir ¢ember iizerinde esit aralikli 2022 nokta isaretlenmigtir. Ug noktalar: isaretlenmis noktalar olan farkh
uzunluktaki k yayin hicbiri bir digerinin i¢inde olmadigina gore, k yayin hicbiri bir digerinin i¢inde olmadigina
gore, k nin alabilecegi en biiylik degeri bulunuz.

@ P tam katsayili bir polinom ve p bir asal olmak iizere p | P(n) olmasin saglayan bir n tam sayisi yoksa
P polinomu p asalini dishiyor diyelim. Tam olarak bir asali diglayan ve rasyonel kokii bulunmayan beginci
dereceden tam katsayili bir polinom var midir?

x,y, z pozitif gergel sayilar olmak tizere,

1 2 5
rYy+yz+ze+ —+ -+ -
r Yy =z

ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

|AB| < |BC| < |CA] olan bir ABC tiggeninde i¢ teget gemberin merkezi I olmak {izere IBC, IAC, IAB
iiggenlerinin diklik merkezleri sirasiyla Hs, Hg, Hc olsun. HgHe nin BC' ile kesisimi K4; I dan gegip
HpHe ye dik olan dogrunun BC ile kesigimi ise L4 olsun. Kg, Lg, K¢, Lo noktalar da benzer sekilde
tanimlandiginda gore,
|KaLa|=|KpLgp|+ |KcLcl

oldugunu gosteriniz.

@ Dongii igermeyen, 2022 koseli her cizgede koselerden k tanesi 6yle secilebiliyor ki secilen herhangi bir kogseden
secilen en ¢ok iki kogeye kenar bulunuyor. Buna gore k nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
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AB || €D olan bir ABC'D yamugunun i¢ bolgesindeki bir T noktasi i¢in ZATD = ZCTB dir. AT dogrusu
ACD nin gevrel gemberini ikinci kez K de, BT dogrusu BCD nin gevrel ¢gemberini ikinci kez L de kesiyor.
KL || AB oldugunu gosteriniz.

n ogrencinin bulundugu bir okulda her 6grencinin tam olarak 2023 arkadas: olup birbiriyle arkadag olmayan
herhangi iki 6grencinin tam olarak 2022 ortak arkadagi vardir. Buna gore, n nin alabilecegi tiim degerlerini
bulunuz.

Her n > 1 tam sayis1 i¢in, n nin kendisi digindaki en biiyiik boleni f(n) olsun. Bir & pozitif tam sayist igin
n—f(n)=k
esitligini saglayan n tam sayilarinin sayisi 2023 olabilir mi?

k bir pozitif tamsay1 olmak tizere, S kiimesinin her elemani k elemanli bir kiimedir. Her A, B € Sve A # B
icin AAB € S oldugu biliniyor. |S| = 1023 ve |S| = 2023 durumlarimin her birinde & nin alabilecegi tiim
degerleri bulunuz.

Not: AAB = (A\B) U (B\A) dir.

Bir cgesitkenar ABC {i¢geninde cevrel gemberin merkezi O, i¢ teget cemberin merkezi I, diklik merkezi H
olsun. O dan gegip IH ye I da teget olan cember ile H den gegip IO ya I da teget olan ¢emberin ikinci
kesigimi M olsun. M noktasimin ABC nin gevrel gemberi tizerinde oldugunu gosteriniz.

@ a, b, ¢, d pozitif gergel sayilar olmak tizere,

(a? + b + 2¢2 + 3d?)(2a? + 3b% + 6¢% + 6d2)
(a+0)*(c+d)?

ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger kactir?
Bir {a1,as, ...} tam say1 dizisi, bir f: Z* < ZT fonksiyonu ve tiim 4, j, n pozitif tam sayilar i¢in
a;,=a; (modn) <« i=j (mod f(n))
olmasini sagliyorsa, bu diziye iyi dizi diyelim. Tim iyi dizileri bulunuz.

Tahtada baglangicta
1 1 1 1

s—1 z-2 z—4 " g— 2202
yazilidir. Ash baglamak {izere, Ash ve Zehra sirayla tahtadaki yildizlardan birini silip yerine + veya —

igsaretlerinden birini yaziyor. Asli, tiim yildizlarin yerine isaretler konulduktan sonra olusan denklemin gercel
¢Ozlimlerinin sayisinin en ¢ok kag olmasini grantileyebilir?

=0

ES

@ Bir I" cemberi tizerinde verilen sirada yer alan A, B, K, L, X noktalar1 i¢in BAK ve KA L yaylari esit olciidedir.
A dan gecip BK ye B de teget olan cember KX dogru parcasim P ve @ da kesiyor. A dan gecip BL ye B
de teget olan cember ise BX dogru pargasim ikinci kez T' de kesiyor. Z/PTB = ZXT(Q oldugunu gosteriniz.
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I¢ merkezi I, cevrel merkezi O olan bir ABC ii¢geninde, AI'nin ABC’nin ¢evrel ¢emberi ile ikinci kesigimi
P olsun. I’dan gegip Al’ya dik olan dogrunun BC ile kesigimi X olsun. X’ten /O’ya inen dikme ayag1 Y
olmak {izere, A, P, X ve Y’nin gembersel oldugunu gésteriniz.

Tim z,y € R gercel sayilar igin

(fz+9)® = (@ +20)f (%) + F(f)(&® + 32y + )

denklemini saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarimi bulunuz.

S, 12 elemandan olusan bir kiime olsun. a,b € S ve g bir asal say1 olacak gekilde en fazla kag (a,b) ikilisi
olabilir?

a, b pozitif tamsayilar olmak tizere,
107 — 3% +1
2(1

ifadesinin tamkare olmasim saglayan tiim (a,b) ¢iftlerini bulunuz.

Cesitkenar bir ABC' {iggenin diklik merkezi H ve agirlik merkezi G’dir. Bu iiggenin sirasiyla AB ve AC
kenarlar lizerinde, B, C, Ay, A, noktalar1 cembersel ve Ay, A., H noktalar1 dogrusal olacak gekilde A ve
A, noktalar1 alimiyor. A, A.A liggeninin cevrel merkezi O, olsun. O, ve O, de benzer sekilde tanimlaniyor.
0,040, tiggeninin agirlik merkezinin HG dogrusu iizerinde oldugunu gosteriniz.

@ Bir n pozitif tamsayis1 ve aj,as--- ,a, reel sayilar icin by, by - -+ ,by41 sayilary, 1 < k < n tamsayis: igin
b = a + max(agt1,ak+2) ve b1 = by olacak gekilde tamimlaniyor. a,4+1 = a1 ve a,y2 = ag olmak lizere
tim n, a1, as,- - - ,a, sayilari igin

n n
2024 2024
A [Z (a; — ait1) } > (bi = bis1)
i=1 i=1

olmasini saglayan, en kiigiik A degerini bulunuz.

r > 2 bir pozitif tamsay1 olmak tizere, tiim pozitif tamsayilar r farkl renkten birine boyaniyor. (a,b) bir
renk cifti olmak tizere, herhangi bir n pozitif tamsayisi icin bu tamsaymnin a rengine boyanmig pozitif tam
bolenlerinin sayisi ile b rengine boyanmig pozitif tam bolenlerinin sayis1 arasindaki farkin en fazla 1 olmasini
saglayan tiim mimkiin r degerlerini bulunuz.

Bir n tamsayisi i¢in o(n), bu tamsaymin pozitif tam boélenlerinin toplamini gosterir. Pozitif tamsayilardan
olusan bir (a;)(i_, dizisi, ag =1 ve a;, saysi

o(apay « - an—1)|o(agay - - ay)

olmasini saglayan 1’den biiyiik en kiiciik pozitif tamsay1 olacak sekilde tanimlaniyor. Dizinin 20242924 sayisin1
tam bolen elemanlarinin sayisin1 bulunuz.

@ i¢ merkezi I ve gevrel merkezi O olan cegitkenar bir ABC {i¢geninde IO dogrusu BC, AC, AB dogrularini
sirasiyla D, E, F' noktalarinda kesiyor. BE ve CF noktalarinin kesisimi A; olsun. By ve C; noktalarida
benzer sekilde tammmlaniyor. ABC' {iggeninin ig teget gemberinin BC, AC, AB kenarlarina degme noktalar:
sirasiyla XY, Z olsun. XA, Y B; ve ZB; dogrularinin 10O dogrusuyla kesigimleri sirasiyla Ao, By ve Co
olsun. AAs, BBy ve CCy caph gemberlerin ortak bir kesigim noktasi oldugunu gosteriniz.
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