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ONSOZ

Lise diizeyinde olimpiyatlara hazirlanan hemen her 6grencinin sordugu bir soru vardir:
Girecegimiz ikinci agama smavinin eski yillarinin soru ve ¢oziimlerine neden ulagamiyoruz?

Gercekten de, Tkinci Agama’ya hazirlanan bir 6grencinin eski yillardaki sorularl ¢ozmesi, hem genel olimpiyat
tekniklerine hakim olmasi, hem de simnavin kendine has tarzina aligsmasi agisindan 6énemlidir.

Iste elinizdeki bu dokiiman, bu konudaki eksikligi gidermek adina ¢ok sayida tecriibeli olimpiyatct ve hocanin
sarf ettigi iki yillik titiz emek ve gayretlerinin bir sonucudur. Bu ¢aligma icin kollar1 sivadigimizda, eski yillarin
orijinal sorularina ulagmakta bile ¢ok zorluk cektik; yillar var olan kaynaklar: eskitmis, 9011 yillarin sorulari olim-
piyat argivlerinin derinliklerinde kalmisti. Sorular: elde ettikge, bir yandan geomania.org forumunda ilk yillarin
soru ve ¢Oozuimlerini toplarken, diger taraftan matematikolimpiyati.com tizerinden 2000’li yillarda yapilmig Ikinci
Asamalarin soru ve ¢oziimlerini yliklemeye yonelik bir sistemle son yillarin ¢éziimlerini derledik.

Son olarak, elimizdeki soru ve ¢oziimleri geomania.org da ag¢tigimiz “Yarigma Sorular’” boliimiine aktardik.
Dokiiman bu halini almadan 6nce, elimizdeki ¢oziimleri tecriibeli olimpiyat¢i arkadaglarimizin yardimiyla titizce
tashih ettik. Bu baglamda bagta Mehmet Efe Akengin ve geomania.org forumundan Lokman Gokce olmak tizere,
bu ¢aligmada emegi gegen tiim olimpiyatgi ve hocalarimiza gayretlerinden 6tiirii tegekkiirti bir borg biliyoruz.

Bu emek ve gayretler sonucunda, Tiirkiye matematik olimpiyatlar: camiasi, yillardir hasretini ¢ektigi bu dokiimana
kavugtu. Fakat ikinci agama seferberligimiz heniiz nihayete ermedi. Goreceginiz tizere, hala cok sayida soru-
nun ¢oziimii eksik veya geomania.org forumunda tashih edilmeyi bekliyor. Sorulara yapmig oldugunuz farklh
¢Oziimleri, ¢oziimler hakkinda diigiince, onerileri ve diizeltmelerinizi, litfen geomania.org Yarigma Forumu iize-
rinden paylagmanizi rica ediyoruz.

Bir bagka caligmada goriismek dilegiyle,

geomania.org
Yarigma Sorular1 Ekibi
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http://matematikolimpiyati.com
https://geomania.org/forum/index.php?board=27.0
https://geomania.org
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30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Secme Sinavi -
1988

Ardigik ii¢ pozitif tamsaymin ¢arpiminin higbir zaman bir tamsayimin birden biiyiik bir kuvvetine esit ola-
mayacagini gosteriniz.

Coziim:

Sayilar1 n, n+1 ve n+2 ile gosterelim ve varsayalim ki bu sayilarin ¢arpimi bir tam kuvvete esit olsun.Ardigik
sayilar aralarinda asal olduklarindan (n,n + 1) = (n 4+ 1,n + 2) = 1 ve dolaywisiyla (n + 1,n(n 4+ 2)) =1
dir.Sayilarin ¢arpimi tam kuvvete esit olacagindan n + 1 ve n(n + 2) sayilar tam kuvvete egit olmahdir.

n+1l=a"venn+2)=0", (a,b,m € Z,m > 2) olsun.
(@®>)™ —b™ = (n+1)%2 —n(n +2)? = 1 veya a? = t dersek
t™ — 0™ = 1 elde edilir.Ancak pozitif iki tam kuvvetin farki daima 1 den biiyiik olacagindan bu miimkiin

degildir.O halde ardigik ii¢ tam sayinin ¢arpimi tam kuvvet olamaz.

ABCD Kkirigler dértgeni ve |[AE| = |AD|, |BC| = |BF| dir. Buna gore, EF || AB oldugunu gésteriniz.

Coziim:

m(W) = m(@) ve DAE, FBC ikizkenar iicgenlerinden m(A/D\E) = m(ﬁ) olur. m(A/D\B) =
m(ACB) ve m(ADE) = m(BCF) = m(EDF) = m(ECF) olur. Son buldugumuz esitlik bize EDCF
dortgeninin kirigler dértgeni oldugunu soyler. Boylece m(CDF) = m(CEF) = m(CAB) = EF||AB olur.

45
0 < g < 200 ve % < B < 6L kogullarimi saglayan bir (p,q) tamsay1 ¢ifti bulunuz ve boyle tek bir (p, q)

tamsay1 ¢ifti oldugunu gosterlmz


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3155.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3157.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3158.0
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Coziim:

Once sunu fark edelim:

a+c<g
b+d d

2 <
b

Once soldaki esitsizligi taraf tarafa garpinca ab + ad < ab + bc = ad < be,

Sonra sagdaki esitsizligi taraf tarafa ¢arptigimizda ad + c¢d < be + ¢d = ad < be elde ederiz ki bu da % <<

d

den dolay1 agik.

Bu mantikla — <

59 _59+45 106 < 45 olacaktir
80 T 80+61 141 = 61 '

iddia: bc — ad = 1 kosulunu saglayan a, b, ¢, d, p, ¢ pozitif tam sayilar: icin

a p c
b q d

olabilmesi i¢in

(a) g >b+d
(b)y ¢g=b+d=p=a+c
(¢) ¢>b+d=q>b+d+min(b,d)

olmasi gerekir.

ispat:

(a)

bp — 1
Soldaki esitsizlik 0 < g - % =2 bg = seklinde yazilabilir. Paydas: bg olan en kiiciik kesir b oldugu

bp—aq p a

igin bir onceki esitsizligi 0 < — < = — — — olacaktir.
bq bq qg b
—d 1
Aynilarim sag taraf igin yaparsak 0 < 2 _br_ ) p’ paydasi dq olan en kiigiik kesirden 0 < p <
q q q
cg—dp _ c_r olur
dg d ¢ ’
1 1 be — ad 1
Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak % + d—q < g — % = 5 da = v elde ederiz. Biraz diizenlemeyle
b+d 1
b—g—q < ¥ = b+ d < g olacaktir.

a(b+d) cb+d
— - <r<

seklinde sag taraf i¢in de bc = ad + 1 seklinde degisken degistirirsek

q = b+d yazip esitsizlikleri p ye gore ) seklinde diizenleyip sol taraf icin ad = bc—1

ab+bc—1 1 ad +1+cd 1
f—a+c—g<p<T—a+c+E

elde ederiz. Son esitsizligi soyle yeniden yazabiliriz:
1 1
a+cfl<a+cfg <p<a+c+g <a+c+1.
a+c—1ile a+ c+ 1 arasindaki tek tam say1 a + ¢ olacagindan ¢ = b+ d = p = a + ¢ bulunur.
% kesrini yine tam sayili kesir olmasi igin en 2 ile genigletmemiz gerekir. Bu durumda ¢ = b + d ise,
genigletildiginde ¢’ = 2b + 2d olacaktir. Bu kesrin haricinde % ile 2 arasinda bagka kesirler de var.
a _p a+c  p2 c

< < < —< =
b q1 b+d q2 d
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b+dc—(a+c)d=1ve (a+c)b — (b+ d)a = 1 oldugu icin (a) sikk: geregi ¢ > b+ (b + d) ve
g2 > d+ (b+ d) olacaktir.
Bu durumda ¢’, ¢1, g2 sayilarindan en kiigiigii ¢ = b + d + min(b, d) olacag i¢in ¢ > b + d ise bir sonraki
¢ tam sayist b + d 4+ min(b, d) ye esit olacaktur.
|
Bu durumda a = 59, b = 80, ¢ = 45, d = 61 igin bc — ad = 3600 — 3599 = 1 oldugu igin s6z konusu iki kesrin
arasindaki % kesrinde g en az 80 + 61 = 141 oluyor. ¢ = 141 oldugunda da p = 59 + 45 = 106 oluyor. Bir

sonraki bu sartlar1 saglayan en kiiciik ¢ degeri ¢ = 80 + 61 + 61 = 202 olacagindan 0 < ¢ < 200 araliginda
tek ¢Oztim (141,106) dur.

Not:

Soruda uyguladigimiz lemma IberoAmerican 1988/2’de kargimiza gikiyor.

Biraz farklisimin daha genel hali de Lise 2. Asama 1991 /4’te sorulmus.

7 arkadag1 olan bir kimse, bir hafta boyunca her aksam 3 arkadagim yemege cagirir. Farkli iki aksam yemege

cagrilan gruplar birbirlerinden farkl olup; 7 arkadastan her biri en az bir aksam yemege ¢agrilmaktadir. Bu
kosullar: saglayan kag degigik gagr1 programi yapilabilecegini bulunuz.

Coziim:

7 kigiden 3 li gruplar (;) = 35 farkl gekilde olugturulur.

Bu 35 gruptan her giin biri ¢agirilirsa, siray1 gézetmeksizin (375) farkl sekilde arkadas gruplar1 yemege
cagirilabilir.

Bu 7 1i gruptan bazilar1 7 arkadagin hepsini birden igermeyebilir.

1 arkadasin igerilmedigi 7 1i gruplarin sayisin1 hesaplayalim:

Icerilmeyecek arkadasg (I) farkli gekilde segilir.

Kalan 6 arkadas, (g) = 20 farkli grup olusturabilir. Bu 20 gruptan 7 grup (270) farkl gekilde segilir.
2 arkadasin icerilmedigi 7 li gruplarin sayisini hesaplayalim:

Icerilmeyecek arkadaglar (;) farkl sekilde segilir.

Kalan 5 arkadas, (g) = 10 farkli grup olusturabilir. Bu 10 gruptan 7 grup (170 ) farkli gekilde segilir.

3 veya daha ¢ok arkadagin igerilmedigi durumda, kalan 4 veya daha az arkadas (g) = 4 veya daha az grup
olusturacag i¢in bunlardan 7 li grup olusturulamasz.

O halde, igerme—D@arma ilkesine gore, sira gozetmeksizin 7 arkadag 3 lii gruplar halinde 7 giin boyunca her

biri en az 1 kez ¢agrilmak iizere,
35\ (7 20 . 7 10
7 1 7 2 7
Cagirilan gruplar kendi aralarinda 7! sekilde giinlere dagitilacagindan, cevabimiz
. 35\ [T\ (20 N 7\ (10
’ 7 1 7 2 7)1
O merkezli gemberin yarigapt R’'dir. A merkezli | AB| yarigaph gember ile B merkezli |BA| yarigapli gemberin

D kesim noktas1 aliniyor. C'D dogrusu, O merkezli gemberi E noktasinda kestigine gore |ED| uzunlugunu R
cinsinden hesaplayiniz.

farkli gekilde gagirilabilir.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h382228p2118102
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3146.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3159.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3161.0
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Coziim:

ABD egkenar tiggen ve B merkezli gemberden m(A/BB) =60° = m(A/C—’B) = 30° olur. m(A/C’\E) =30° =

m(m) = 60° olur ve AOFE eskenar tiggen olur. ABD egkenar iiggen ve BE agiortay oldugundan AEDB
deltoid olur ki bu bize |[ED| = R oldugunu soyler.

¢x_1987+¢x_1988+¢$_1989_%_Mww_wwx_w
14 13 12 1987 1988 1989

denkleminin tiim reel ¢oztimlerini bulunuz.

(6]

Coziim:

\/ 1987 _ \/ 14
YT T 1087

\/ 1988 \/ 13
T— — <\(\/T— —=%
13 1988

\/ 1989 \/ 12
T— —— <@\/T— —==
12 1989

Taraf tarafa topladigimizda sol taraf sag taraftan hep kiigiik olacagi i¢in, denklemin ¢oziim kiimesi bos
kiimedir.

Iki kiginin bir keki paylagsmasinin her iki tarafi da hosnut eden ve adil bir yontemi sudur: Biri keki iki parcaya
ayrir, digeri pargalardan birini kendine seger. Diger bir deyisle keki [0, 1] araligi gibi diigtiniirsek, birinci kisi
x1 € [0, 1] seger; ikinci kisi ise 21 ve 1 — z1 sayilarindan birini seger. (Burada her iki tarafin da “keksever”
oldugu varsayildigindan, ikinci kiginin x; ve 1 — x; sayilarindan daha biiytik olanini segecegi ve dolayisiyla


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3162.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3163.0

30. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Se¢gme Sinavi - 1988 geomania.org

birincinin de z1 = 3 secimini yapacag kolaylikla goriliir.) U keksever kisi icin benzer bir paylagma yontemi

bulabilir misiniz?
Cozim:

Cake Cutting Problem diye bilinen soru sorulmus. Literatiirde bu konu Fair Division (Adil Paylasim)
olarak gegiyor.

Sorudaki érnege, Divide and Choose (B6l ve Seg) yontemi deniyor. Bol ve Se¢ yontemi, adil paylagimin
birden fazla gesidini barmdiriyor. Birincisi, Proportional Fair Division (Orantili Adil Paylagim) ya da diger
ismiyle Simple Fair Division (Basit Adil Paylagim). Ikincisi, Envy-free (Kiskanilacak bir durumun olmadig)
paylagim.

Sorudaki 6rnekte, keki bolen kisi, pargalarin esit oldugunu diigtintiyor. Kendisi hangi pargay alirsa alsin, kekin
yarisini aldigini diigiiniiyor. Diger parcanin kendisinin alacag1 pargadan biiylik olmadigini da diisiindiigii i¢in
bir kiskanclik duymuyor.

Ikinei kisi ise, sectigi parcanin se¢medigi parcadan kiiciik olmadigimi disiindiigi igin adil bir paylasim
oldugunu disiiniiyor.

U(; kisilik durumda ise igler biraz karigiyor. Orantili paylagima gore, bir kisi kekin ti¢te birini aldigin
diiginmeli. Kiskanilacak bir durumun olmadigi paylagima gore ise, bir kisi, kendisindekinden daha biiytik
bir kekin olmadigina ikna olmali. Acgik sekilde, kiskanilacak bir durumun olmadig paylagimin ayn zamanda
orantili oldugu goriilebilir.

Ug kisilik kek problemi icin ii¢ temel yaklagim var:

(1) The Lone Divider (Tek Boliicii) Yontemi: Orantih paylagim
(2) The Last Diminisher (Son Eksiltici) Yéntemi: Orantili paylagim

(3) Selfridge-Conway Yontemi: Kiskamlacak bir durumun olmadigr paylagim (hem de orantil)

Selfridge-Conway Yontemi ile ¢ozelim.

Ahmet, Burak, Can keki paylagan gocuklar olsun.

(1) Ahmet, keki kendisine gore A, B, C gibi 3 egit pargaya bolstin.
(2) Burak, en biiyiik parganin A, ondan sonraki en biiyiik parganin B oldugunu diiglinsiin.

(a) Eger 2 tane en biiyiik varsa, Can 3 pargadan birini seger. Burak en biiyiik oldugunu diigiindiigiinii seger,
Ahmet de son kalan parcay: seger.
(3) Burak, A ile B yi yapigtirip, kendince, A— B parcasin iki egit parcaya boler. A nin daha biiyiik oldugunu
diigiindiigi i¢in, A dan B ile esit olan parcaya Al, geri kalan A parcasima da A2 diyelim.
(4) Can, Al — B — C parcalarindan istedigini alir.
(5) Burak, Can Al i almadiysa, Al i almak zorunda olacak sekilde geri kalan pargalardan birini alir.
(6) Boylelikle Ahmet, Burak’in kesmedigi parcalardan birini alir.

Buraya kadar, Ahmet, kendi boldiigii parcalardan birini aldig: i¢in, hakkini aldigini diigiiniiyor. A2 parcasi
da heniiz paylagilmadig) igin, kimsenin kendisinden daha fazla almadigindan emin. Can da, A1 — B — C
parcalarindan ilk secimi yapan kendisi oldugu igin, en biiytigiini aldigini diigliniiyor. Burak da en biiyiik
iki parga oldugunu diisiindiigii i¢in ve ikisinden birini aldig1 i¢in, o da kimsenin kendisinden biiyiik parcaya
sahip olmadigimi diigiiniiyor. Kiskanilacak bir durum yok, yani. Ama herkesin gozii, Burak’in boldigi A2

pargasinda.

(1) Burak ile Can’dan, Al pargasim almamig olan, A2 parcasin ii¢ esit parcaya boler.
(2) Burak ile Can’dan, Al pargasim almig olani, ilk se¢imi yapar.

(3) Ahmet, ikinci se¢imi yapar.

(4) A2 yi bdlen son pargay: alir.


http://en.wikipedia.org/wiki/Divide_and_choose
http://en.wikipedia.org/wiki/Proportional_(fair_division)
http://en.wikipedia.org/wiki/Envy-free
http://en.wikipedia.org/wiki/Selfridge%E2%80%93Conway_discrete_procedure
http://en.wikipedia.org/wiki/Selfridge%E2%80%93Conway_discrete_procedure
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Can, A1 4+ A2 = B = C oldugunu diigiiniiyordu. Onun igin, A2 paylasilirken, ilk se¢imi A1 parcasini alanin
yapmasina ses etmiyor. Clinkii A2 nin tamamini alsaydi bile, A1+ A2 toplaminin kendisinin payindan kiiglik
olacagim biliyor. A2 yi bolen kisi, ilk turda en biiyiik parcalardan birini aldig: igin, A2 yi de {i¢ esit pargaya
boldiigii icin ikinci tur sonunda kimsenin kendisinden daha fazla kek almadigindan emin. Herkes, kendisinin
en biiyiikk parcay1 aldigini diisiinliyorsa, o zaman kiskanilacak bir durumun olmadig bir paylagim yapmig
olduk.

Kaynak:
Fair Division-wikipedia
Adil Paylagim-eksi sozliik

Fair share-youtube


http://en.wikipedia.org/wiki/Fair_division
https://eksisozluk.com/fair-division--228885
http://www.youtube.com/watch?v=3avEE3TXCBE&list=PLEA12CF1D59C128E6
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33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Secme Sinavi -
1991

Beg ardigik tamsayimin karelerinin toplaminin bir tam kare olamayacagini gosteriniz.
Coziim 1:

(Lokman GOKCE)

Ardigik tam sayilar v —2,x— 1,2, 2+ 1, 2+2 olsun. (x—2)?+(x—1)?> 422+ (2+1)?+ (2+2)? = y? denklemini
saglayan (z,y) tamsayi ciftlerinin olmadigin gostermeliyiz. (z—2)2+(x—1)2 422+ (x+1)2+(2+2)? = 522410

oldugundan 3% = 522 4 10 olup y = 5n seklindedir. Buna gére denklem 5n% = 22 + 2 haline doniisiir. Bu

denklemi mod5 de inceleyelim. 2 = 3 (mod 5) olur. Halbuki herhangi bir saymin karesinin mod5 deki

degerleri 0,1,4 olabilir. 3 degeri, mod5 de bir kare kalan olmadigindan 5n% = z2 + 2 denkleminin tam
sayillarda ¢oziimi yoktur.

Sonug olarak, 5 ardigik tam sayinin kareleri toplami asla bir tam sayimin karesi olarak yazilamaz.
Coziim 2:

Cok benzer bir ¢oziim...
Ardigik tam sayilar x — 2,2 — 1, z, 2+ 1,2+ 2 olsun. (x —2)2 4+ (x —1)2 + 22+ (x +1)2 + (2 +2)? = 5(2% + 2)

Bu saymim tam kare olabilmesi icin 22 + 2 sayismm icinde 5 carpani bulunmalidir.Yani 22 + 2 sayisimin
birler basamagi 0 veya 5 tir.Dolayisiyla 22 sayisinin birler basamagimin 3 veya 8 olmasi gerekir fakat kare bir
sayinin birler basamagi 3 veya 8 olamaz.

Sonug olarak, 5 ardigik tam sayimin kareleri toplami asla bir tam sayimin karesi olarak yazilamaz.

Her terimi A = {1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesinin bir alt kiimesine esit olan ve agagidaki kosullar1 saglayan
By, ..., Bk dizisi olugturuyoruz.

(1) i#j= B; #£ B,
(2) Her 4,5 € {1,...,K} icin B; N B; # 0.

K nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
Coziim:

(Lokman GOKCE)
Soyle basit bir ¢oziim verebiliriz:

A kiimesinin 1 i iceren alt kiimelerinin sayisim bulalim. {2, 3,4, 5,6, 7,8} kiimesinin 27 = 128 tane alt kiimesi
vardir. Bu alt kiimelerin her birinin icine 1 i eleman olarak eklersek, iginde 1 olan 128 farkli alt kiime elde
etmig oluruz. Bu kiimelerin hangi ikisini alirsak alalim kesisimlerinin bog kiimeden farkl olacagi aciktir.
Dolayisiyla K = 128 durumuna ornek bulmus olduk.

Simdi de daima K < 128 olacagim gosterelim. A kiimesinin 28 = 256 alt kiimesi vardir. Herhangi bir B
alt kiimesini ve B nin tiimleyeni olan B = A — B kiimesini géz 6niine alahm. Bu iki kiimenin kesigimi bog
kiime oldugundan, B ile B kiimelerinden en fazla biri By, ..., Bi dizisinde goriilebilir. Ornegin B = {1, 2, 3}

kiimesi B; listesindeyse B = {4,5,6,7,8} kiimesi bu listede bulunmamalidir. Dolaysiyla K < 2% =128
dir.
Sonug olarak, K nin en biiyiik degerinin 128 olabilecegini anlariz.
x,y, z reel sayilari,
r+y=2z-1
ry=22—Tz+14
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denklemlerini sagliyorsa

2% + 32 < 8 oldugunu gosteriniz.
Cozim 1:

(Lokman GOKCE)

Degisken sayisini azaltmak icin ikinci denklemde 2z = x +y + 1 koyahm: zy = (x +y+1)?> = T(x +y+1) + 14
olup buradan
2+ —5@x+y)+ry+8=0 (1)

denklemine ulagiriz. Burada = a + b, y = a — b degisken degistirmesi yaparsak z2 + y? = 2(a? + b?),
xy = a® — b? ve ¥ + y = 2a olur. Bu degerleri (1) denkleminde yazarsak

3a® +b* +10a +8 =0 (2)

buluruz. Problemin bu agsamadan sonrasini analitik diizlemde diiginelim:

(2) denklemi bir elips belirtir. Bu elipsin simetri merkezi a ekseni {izerindedir ve asal-yedek eksenleri koordinat
eksenlerine paraleldir. 3 < a < 2 oldugunu gormek kolaydir. (elipsin yatay a eksenini kestigi noktalar
saptamak i¢in b = 0 yazin) Biz a? + b? toplaminin max degerini ariyoruz. a + b?> = —2a? + 10a — 8 dersek
3 < a < 2 arahginda f(a) = —2a® + 10a — 8 parabolii artandir ve ay = 2 icin x = y = 2 olup 22 +y? =8 en

biiyiik degerine ulagir.

4 4 32
NOT: 22 + y? toplaminin en kiiciik degeri istenseydi a; = 3 icinz =y = 3 olup 2%+ 9% = n elde edilirdi.

Cozim 2:

(Burak VARICI)

x+y=2z—1vexy=22—Tz+ 14 verilerinden 2% + y? < 8 ifadesini ispatlamamiz isteniyor.
(z+y)? =22 — 22+ 1 > day = 427 — 282 + 56

=322 —262+55= (32— 11)( = 5) <0

ifadesinden z € [4,5] buluruz. (z + y)? — 2zy = 2% + y* = —22 + 122 — 27 = (9 — 2)(z — 3) esitliginde
z = 6 — k seklinde degisken degistirirsek (! < 2 <5=k>1)a2?+y> =B -k)B3+k) =9—k* <38
bulunur.

a;, b; sayilar1 pozitif ve
al an Qp,
b1 b bn,
ise;
ay ay+as+---+an an
bl b1+b2++bn bn

esitsizliklerini kanitlayiniz.
Coziim:

(Lokman GOKCE)

Tiimevarim yontemini kullanarak bu probleme basit bir ¢oziim verecegiz:

Oncelikle n = 2 i¢in “u < a2 iken “u < a1+ az < a2 oldugunu gosterelim. “u < a2 esitsizligi a1bs < asby
bi b b1 bi+ba by by b
egitsizligine denktir.
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ay a1 + az
— <
by bi+b

<= a1b1 + a1bs < a1by + asby <= a1bs < ashy
oldugundan esitsizligin sol kismi dogrudur.

a a a
1+ 02 < =2 <= agby + a1by < agbs + asb; <= a1by < asb;
by + bo ba

oldugundan egitsizligin sag kismi da dogrudur. Dolayisiyla n = 2 i¢in iddia dogrudur.

Simdi belli bir n = k pozitif tamsayist igin iddianin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

a;, b; sayilar1 pozitif ve “u < a2 < < 9k iken
bi b by

ap _ap+ag+---+ap _ ag
— < — 1
b1 b1 +by+---+ b by, (1)
. o o . . . a1 az Ak+1
esitsizliklerinin saglandigini kabul edelim. n = k£ + 1 i¢in iddiamiz1 ispatlayalim. Yani ™ < R
1 2 k+1

iken$< a1 +ag+---+agy1 Qg1
by bi4+ba+ -+ b br+1

Gz G2+ a3+ -+ app1  Grgl

by bo + b3+ -+ brt1 br+1
esitsizligi de dogrudur. a = as + a3z + --- + agy1, b = by + b3 + - - - 4 b1 diyelim.

oldugunu ispat edecegiz. Bunun i¢in (1) deki kabuliimiizden dolay:

(2)

n = 2 durumundaki esitsizlikten dolay:

ay a1+a_a1+az+"'+ak+1<

= — _a2+ag+-~-+ak+1<ak+1
by bi+b  bitbet o+ bt

a
b batbyt-+brsr  ben

olup iddiamiz n = k + 1 igin de dogrudur. Dolayisiyla tiimevarim prensibi geregi her n > 2 tamsayisi igin
esitsizlik dogrudur.

A, B ve C yarigapr R olan bir gember iizerinde bulunan ii¢ noktadir. ABC {i¢geninin A agisina ait i¢ agiortay
uzunlugu ile dig agiortay uzunlugu ayni ise

|AB* + |AC|? = 4R?

olacagini gosteriniz.
Coziim:

(Lokman GOKCE)

Genelligi bozmaksizin |AB| > |AC| kabul edebiliriz. A acisina ait i¢ agirtay ve dig agiortay BC' dogrusunu
sirastyla D ve E noktalarinda kessin. |[AD| = |AE)| verildiginden ve AD 1 AFE oldugundan m(ACB) =
m(ABC) + 90° dir. Dolayisiyla sin C = — cos B olur. Simdi ABC' ii¢geninde siniis teoremi yazilirsa

|AC|  |AB]

— =-—=2R
sin B sinC

olup |AB|? + |AC|? = 4R? - (sin? B + cos? B) yazilir. sin? B + cos? B = 1 temel trigonometrik 6zdesliginden
|AB|? + |AC)? = 4R?

sonucuna ulaglrlz .

@ ABC {iggeni A tepe agisit 80° olan bir ikizkenar tiggendir. [BC| tabam {izerinde bir D noktasi ve [AC] yan

kenar tizerinde bir F noktasi o gsekilde aliniyor ki m(A/D§) = 80° ve m(@) = 70° oluyor. m(B/-E\D) agis1
kag derece olur?
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Cozim 1:

(Halil Tbrahim AYANA)

AADE iiggeninin AC kenarima gore simetrigi AD'E ti¢geni olsun. ZADD’ = 60° ve AD = AD’ oldugundan
ANADD’ eskenardir. BD = AD = DD’ oldugundan merkezi D olan ve B — A — D’ noktalarindan gecen
bir ¢gember vardir. Ayrica 2/ABE = ZADD’ = 60° oldugundan B — F — D’ dogrusaldir. Bu durumda
/ED'D = /EDD’ = 20° olup ZBED = 40° bulunur.

Cozim 2:

(Lokman GOKCE)

Dis teget cember merkezinin 6zelliginden faydalanarak bir sentetik ¢dziim verelim:

Taban agilarimin esitliginden dolay1 ABD figgeni ikizkenardir ve |DA| = |DB| olur. BDA nm agilortay: ile
BE nin kesigimi F' olsun. m(DAF) = m(DBF) = 20° ve m(FAB) = m(FBA) = 30° dir. Sekildeki gibi G
ve H noktalarii igaretleyelim. A¢i hesabindan kolayca m(GFA) = m(AFE) = m(EFD) = 60° bulunur.
Simdi ¢oziimiin kritik agsamasina geldik. A noktasinin D E'F' {iggeninin dig teget gemberinin merkezi oldugunu
gormeliyiz. Bunun igin
(i) FA dis agiortay
. —— DFE
(ii) DFE ile DAFE arasmda m(DAE) = % bagintisi saglaniyor

oldugunu gozlemlemek yeterlidir. Dolayisiyla DEF' {i¢geninde DA bir i¢ agiortay olup m(@) = 40°
bulunur.

Coziim 3:

Ek cizimleri bulmakta zorluk yasayanlar i¢in trigonometrik bir ¢oziim verebiliriz.
Co6zum [Lokman G(")KQE]: Once iki yardimer teorem verelim.

V3

Lemma 1. sin 20° - sin40° - sin 80° = ry dir.

10
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Lemma 2 [Trigonometrik Bir Hile]. z,y,a,b > 0° ve 2 +y = a + b < 180° olsun.

sinx sina

siny sinb

esitligi saglaniyorsa © = a ve y = b dir.
Bunlarin ispatlarimin yapmak zor degildir. Simdi ana

m(A/D\E) = y olsun. ABD ii¢geni ve digindaki E noktasi igin trigonometrik Ceva teoremini uygulayalim.

sin FAD sin EBA sinEDB

. . -1
sin FAB sin EBD sin EDA
in(80° in 20° - sin 80°
olup sin( - +y) = S?n s?n olur. Sag taraftaki ifadenin pay kismina bakinca Lemma 1’deki esitligi
siny sin 30° - sin 30°
kullanabilecegimiz akla geliyor. Buna gore,
sin(80° +y)  V3/8  V/3/2  sin120°
siny © (1/4)sin40°  sin40°  sin40°

elde edilir. Artik Lemma 2’de verdigimiz trigonometrik hileyi kullanarak y = 40° elde edilir. Boylelikle,
m(BED) = x = 40° sonucuna ulagiriz.

Coziim 4:

ADFE fiiggeninin gevrel cemberi [BE] yi F de kessin.
Buradaki hesap makinesine gére bu soru hem 4.6 nolu nolu, hem de 3.7 nolu Ceva Modeline aittir.

Dolayisiyla sorunun iki farkli genel hali vardir:

(1) ZDAE = ZABE = 30°, /ZDBE = /BAD — 30° =t ise ZBED = 2/DBE = 2t oldugunu gosteriniz.

(2) LABE = 3t, ZDBE = 60° — 4t, ZBAD = 30° 4+ 2t ve LZACB = 5t ise ZBED = 30° + t oldugunu
gosteriniz.

Lokman Hoca’nin ilk ¢6ztimiindeki adimlar: uygulayarak 1. soruyu ¢ozebiliriz. Halil Ibrahim Hoca’nin ¢oziimii so-
runun genel hali i¢in ¢caligmamaktadir.

Burada Model 4.6’ ya ait ¢oziimler yer almakta. Linkte 6rneklenen soru, buradaki sorudaki baz1 agilarin yer
degistirilmig hali.

Trigonometrik ¢oziim, ag1 yer degistirmelerini 6nemsemedigi icin, bu soru i¢in de dogrudan uygulanabilir.

Sentetik ¢oziimdeki mantik bu soru igin de uygulanabilir duruyor.
Coziim 5:

Genel haline trigonometrik ¢oztimler verelim:
/DAFE = ZABFE = 30°, ZDBE = /BAD — 30° =t ise /ZBED = 2/DBFE = 2t oldugunu gosteriniz.
ABDE dértgenine Trigonometrik Ceva birden farkl gekilde uygulanabilir.

Yontem 1: (4 trigonometrik oran icerir)

sin /ABE sin/BDA sin/DEB sin/EAD
sin /EBD sin/ADE sin/BEA sin/DAB

1 1)

/BED = « diyelim.
sin30°  sin(120° — 2t) sin o sin 30°
sint  sin(60° +t — ) sin(90° —¢) sin(30° + ¢)

11
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1 sin(60° + 2t)  sina 1 B
2sint sin(60° +t —a) cost 2sin(30° +t)
sin v sin 2t sin 2t

— = =
sin(60° +t —«)  cos(30°+t)  sin(60° +t — 2t)
Son esitlikten o = 2t oldugu kolayca goriilebilir.

Yontem 2: (3 trigonometrik oran igerir)

sin/ABE sin/BDE sin/DAE
sin/EBD sin/EDA sin/EAB

1 (2)

sin30° sin(180° — ¢ — «) sin 30°
sint  sin(60° +¢—a) sin(60° 4 t)
sin(t + «)
sin(60° + ¢ — )

= 4sintsin(60° +t)
4 sintsin(60° + t) sin(60° — t)
sin(60° — t)
2sint(cos 2t — cos 120°)
sin(60° — )
sint(2cos 2t + 1)

sin(60° — t)
sin3t —sint +sint

sin§600 —t)

sin 3t

sin(60° — t)
sin(t + 2t)

sin(60° + ¢t — 2t)

Son egitlikten a = 2t elde edilir.

Not:

Yontem 1 daha fazla trigonometrik oran icerse de daha basit bir ¢oztime sahip.

12
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34. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Secme Sinavi -
1992

Bes ¢iftin katildigi bir partide, katilanlarin bir boliimii birbirleriyle el sikisirlar. Hi¢ kimse dogal olarak ne
kendi kendisiyle ne de egiyle el sikigir. Partiye katilanlardan biri, kendi digindaki (esi de dahil olmak tizere)
dokuz kisiye kag kigiyle el sikismig olduklarimi sorar. Aldig1 yanitlara bakinca, bu dokuz kisi icinde esit sayida
kigiyle el sikigmig herhangi iki kiginin bulunmadigini goriir. Digerlerine kag kigiyle sikigtiklarini soran kiginin
esinin kag kisiyle el sikigmig oldugunu bulunuz.

Coziim:

(Lokman COKCE)
Cok hog bir sonlu matematik sorusu. Coztimiinti yapalim:

Kendi digindaki kisilere kag kisiyle tokalagtiklarim soran kigi X olsun. Diger dokuz kisi de (tokalagma sayilari
itibariyle kiigiikten biiytige) Ai, Ag, ..., Ag olsun. Bu 10 kisinin tokalagma sayilar sirasiyla x, a1, as, ..., ag
olsun. 7 # j iken a; # a; oldugu veriliyor. Ayrica her ¢ = 1,2,...,9 i¢in 0 < a; < 8 dir. Bu esitsizliklerden
dolay1 a; = i — 1 olmak zorundadr.

ag = 8 ve a; = 0 oldugundan Ag’un elini siktig1 kigiler X, A, ..., Ag dir. Bu durumda Ag, A; hari¢ herkesle
tokalagmigtir. Dolayisiyla Ag ile A; birbirinin esidir.

as = 1 dir. A ile tokalasan bu 1 kigi de Ag oldugundan A, ile, Ag dan bagka tokalasan kimse olmamuistir.
ag = 7 dir. Dolayisiyla Ag, Ay, As (ve kendi kendiyle) tokalagmamig oldugundan bu 2 kisi digindaki herkesle
tokalagmigtir. Ag in esi A; olamayacagina gore A olmak zorundadir. Ag ile A, birbirinin esidir.

Benzer diigtince ile devam edilirse A7 ile Az, Ag ile A4 birbirinin esidir. Dolayisiyla X ile A5 birbirinin esi
olmak zorundadir. Bizden istenen X in eginin el sikigma sayisi yani, a5 = 4 degeridir.

111t
a b ¢ d

a, b, ¢, d pozitif reel sayilar: icin

12 <1+1+1+1+1+1
a+b+c+d " a+b a+c a+d b+c b+d c+d

IA
|

esitsizliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.
Coziim:

(Lokman GOKCE)
Aritmetik - harmonik ortalama esitsizligini kullanacagiz

Ik olarak esitsizligin sol tarafinin ispatini yapalim:
(a+0b)+ (c+d) 2 1 1 4
> 1 >
2 -1 T O3 b  crd - atbrerd

a+b+c+d

1 n 1 S 4 1 . 1 S 4
a+c b+d_a+b+c+dvea+d b+c " a+b+c+

12<1+1+1+1+1+1
a+b+c+d " a+b a+c a+d b+ec b+d c+d

yazilir. Benzer gekilde

7 yazip bu 3 esitsizligi taraf tarafa toplarsak

elde edilir.

Simdi esgitsizligin sag tarafinin ispatini yapalim:

b 2 1
a—2|- > i oldugundan - + 5 > P dir. Benzer sekilde
a

b

13
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1+1> 4 1+1> 4 1+1> 4 1+1> 4 1+1> 4 olup bu 6 esitsizligi taraf
-4 = -4+ = -+ = -4 => —, -+ = up bu itsizligi tar
a ¢ a+c a d T a+d b ¢ " b+c’b dTb+d ¢ dTc+d P ? &
tarafa toplarsak

Lyttt sl

a+b a+c a+d b+c b+d c+d " 4\a b ¢ d

sonucuna ulagilir.

22 4+y? 4+ 22 = 361
1 1 1

- 4+—-4+- =0
T Yy =z
r—y+z = 11

denklemlerinin tiim (x,y, z) reel ¢6ziimlerini bulunuz.
Coziim:

(Lokman COKCE)

ryz # 0 oldugundan ikinci denklemi zy + yz + 2z = 0 seklinde yazabiliriz. (z +y + 2)? = 22 + y? + 22 +
2(zy + yz + zx) tam kare 6zdesliginden (x + y + 2)? = 361 = 192 olur. Problemi iki durumda inceleyelim:

1. Durum: z +y + 2z = 19 olsun. x — y + 2z = 11 denkleminden y = 4 ve x 4+ z = 15 bulunur. Bu
degerleri y(z + z) + 2z = 0 denkleminde yazarsak xz = —60 bulunur. Dolayisiyla kokleri z ve z olan ikinci

1

dereceden denklem ¢?> — 15t — 60 = 0 dir. Bu denklemi ¢ozersek kokler 5(15 + +/465) bulunur. z ile z yer
1 1

degigtirebildigi igin iki tane (z,y, z) ¢oziim tigliisii elde edilir. Bunlar (2(15 + Vv/465),4, 5(15 -V 465)) ve

(;(15 — V/465), 4, %(15 + m>)

2. Durum: z+y+2z = —19 olsun. x —y+z = 11 denkleminden y = —15 ve £+ 2z = —4 bulunur. Bu degerleri
y(z + 2z) + 2z = 0 denkleminde yazarsak zz = —60 olur. Dolayisiyla kokleri « ve z olan ikinci dereceden
denklem #2 + 4t — 60 = 0 dir. Bu denklemi ¢ozersek kikler —10 ve 6 bulunur. Buradan elde edilen (x,y, 2)
¢oziim tgliileri (—10,—15,6) ve (6, —15, —10) olur.

Sonug olarak denklem sisteminin 4 tane ¢oziim reel {icliisii vardir.

Bir ABC iiggeninin B agisiin i¢ agiortayima C'E dikmesi, C' a¢isinin igagiortayma da BD dikmesi indiriliyor.
DE dogrusu, [AB] kenarim P noktasinda ve [AC] kenarim @) noktasinda kestigine gore

|AP| = |AQ)|

oldugunu ispatlayiniz.

14
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Coziim:

/BDC = /BEC = 90° oldugundan B — D — E — C ¢emberseldir./PBD = a, ZDBE=( ve ZQCE =0
dersek cemberselikten; /DCE = 8, /DEB = 0+ 3, ZEDC = «a + B olur. Buradan ZAPQ = ZAQP =
a+ 28 + 0 olup

|AP| = |AQ)|

bulunur.

Bir ABC iiggeninin [BC| kenarina paralel olan d dogrusu, AB ve AC dogrularini sira ile D ve E noktalarinda
kesiyor. BE dogrusu ile C'D dogrusunun kesim noktasi P olduguna gore, P noktasimmin geometrik yerini
bulunuz.

Coziim:

DE || BC oldugundan
AD AE

ﬁ*E—CﬁAD~EC:AE-DB (1)

15
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ABC iiggeninde Ceva teoreminden
AD-BK-EC=AFE-CK-DB (2)

bulunur.
(1) ve (2) esitliklerinden BK = BC bulunur.Bu durumda P noktalarinin geometrik yeri ABC' ti¢geninin BC
kenariinin kenarortayidir.
@ Higbir n pozitif tam sayisi igin
n* +3n? +1

sayisinin bir tam kare olmadigini gosteriniz.
Coziim:

(Lokman COKCE)

Sikigtirma yontemiyle problemi kolayca c¢ozebiliriz. Baglayalim: n ve m birer pozitif tamsay: olmak iizere
n* +3n% + 1 = m? oldugunu varsayalim.

M2+ 12 =nt+2n2+1 < nt+3n%+1ve (n?+2)?% =n*+4n%2 +4 > n* + 3n? + 1 oldugundan
(n?+1)2 <n?+3n?+1 < (n?+2)% yazalir. (n? +1)% < m? < (n? +2)? esitsizliginden n? +1 < m < n? +2
bulunur. n? + 1 ve n? + 2 ardigik tamsayilarmin arasindan bir bagka m tamsayist olamaz.

Sonug olarak, hicbir n pozitif tamsayisi icin n* + 3n2 + 1 sayis1 bir tam kare olamaz.

16
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1. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1993

On tabanina gore yazilisi 1994 ile biten ve bir n > 1 tamsayisi igin 1994 - 1993™ seklinde olan bir tamsayinin

varligini gosteriniz.
Coziim:

(Lokman COKCE)

Son dort basamagin 1994 olmasi i¢in 1994-1993™ = 1994 (mod 10000) gerekli ve yeterlidir. (1993, 10000) = 1
oldugundan Euler Teoremi'ni uygulayabiliriz.

#(10000) = (5* — 53) - (2* — 23) = 4000 oldugundan n = 4000 icin 1993" = 199340 = 1 (mod 10000) elde
edilir. Bu denkligin her iki yan1 1994 ile ¢arpilirsa 1994 - 1993%°%0 = 1994 (mod 10000) bulunur.

NOT: k bir pozitif tamsay1 olmak tizere n = 4000k seklindeki her tamsay: icin 1994 - 1993" = 1994
(mod 10000) oldugundan, aranan ozellikte sonsuz goklukta n degeri oldugunu séyleyebiliriz.

Bir ABC (m(é) = 90°) tiggeninin I merkezli i¢ teget cemberi, [BC], [C A] ve [AB] kenarlarma sirasi ile
D, E ve F noktalarinda degiyor. [CI N[EF] = L ve [DLN[AB] = N olduguna gore |AI| = |ND| oldugunu
gosteriniz.

Coziim:

(Lokman GOKCE)

|CD| = |CE| ve CI ig agortay oldugundan ADCL = AECL (K-A-K esgligi) olup bu eglikten dolay1
m(ZVb\B) = m(@) olur. Ayrica |[AE| = |AF| oldugundan m(A/F\E) = m(@) dir. Bu aq esitliklerinden
dolay1 m(Zﬁ)\B) = m(A/F-’\E) olup BDLF bir kirigler doértgenidir. Dolayisiyla ND L FE dir. Acgik olarak
AF'FE ikizkenar tiggeninde AI | F'E dir. Boylece

AI'| ND
bulunur. Diger taraftan AN 1 BC ve ID 1 BC oldugundan
AN || ID

dir. AIDN dorgeninde kargilikli kenarlar paralel oldugundan bu dortgen bir paralelkenardir ve paralel olan
bu kenarlar esit uzunluktadir.

Sonug olarak, |AI| = |[N D] elde edilir.
n pozitif bir tamsay1 ve A = {1,...,n} olsun. f : A - A ve o : A — A gibi iki permiitasyon igin, eger

(foo)(),...,(foo)(k) artan ve (f o o)(k),...,(f oo)(n) azalan bir dizi olacak sekilde bir k € A var ise,
f,o 'va gore “tek tepeli”dir diyecegiz. S, ile o’ya gore tek tepeli permiitasyonlarin kiimesini gosterelim.

n >4 ise, S, NS, = ¢ olacak gekilde o ve m permutasyonlarinin var oldugunu gosterelim.
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Coziim:

o (} g gj M) ver (; f i §g ... ") olsun. (f oo) nm ilk dért elemam tek tepeli bir dizilig gésterecek. Bu
dort sayiy1 a < b < ¢ < d ile gostermek yerine 1 < 2 < 3 < 4 ile gosterirsek, tek tepelilik 6zelligini takip
daha kolay olacaktir.

(1,4,3,2)(2,4,3,1) (3,4,2,1) (1,2,4,3) (1,3,4,2) (2,3,4,1) (1,2,3,4) (4,3,2,1)

Goriildiigt gibi 4 elemanla 8 farkli sekilde tek tepeli bir dizilis olugturabiliyor.

(f o) fonksiyonunun bu ilk dort elemani

(4,3,2,3) (4,2,1,3) (4,3,1,2) (2,1,3,4) (3,1,2,4) (3,2,1,4) (2,1,4,3) (3,4, 1,2) seklinde olacaktir. Bu du-
rumda f, o’ya gore tek tepeli iken; 7’ye gore tek tepeli degildir. Bu durumda S, kiimesinin hi¢bir elemani
S kiimesinde yer almaz. Yani S, NS, = @ dir.

Her n > 1 igin 0 < apy1 — an < /G, kogulunu saglayan bir (a,) pozitif tamsayilar dizisi veriliyor. 0 < z <
y < 1 kosulunu saglayan herhangi z,y reel sayilari i¢in

ak
r< — <y
am

olacak sekilde ay ve a,, terimleri bulundugunu gosteriniz.

Digbiikey bir dortgeni alanca iki egit bolgeye ayiran ve dortgenin bir kogesinden gegen dogrunun pergel ve
cetvelle nasil ¢izilebilecegini belirleyiniz.

Cozim:

BD kosegenini cizelim. A dan gecen BD ye paralel olan dogru CD yi E de kessin.

B

BDFEA yamugunda [BAD] = [BED] olacagindan

[ABC| = [BAD| + [BDC] = [BED] + [BDC] = [BEC] olacaktir. F', [EC] nin orta noktas: olsun. [BFC| =
[BEC] [ABC]

5 = 5 olacagindan BF' dogrusu dortgeni alanca iki egit parcaya boler.

Peki ya F' € [DE] olsaydi?
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Bu durumda ¢izim yontemimizi soyle degistirelim: BD kogegenini ¢izelim. A dan gegen BD ye paralel olan
dogru CD yi E de kessin. C' den gegen BD ye paralel olan dogru AB yi G de kessin. F' ve H sirasiyla [CE]
ve [AG] nin orta noktalari olsun. FH || BD || AE || GC olacaktir. AE ile CG dogrularindan BD ye uzakhg
az olam aldigimizda, ornegin sekilde AFE, ¢izimi miimkiin kilan orta nokta licgen icerisinde kalacaktir.

@ Asagidaki kogullar: saglayan ni,ne,...ny ve a pozitif tamsayilar: veriliyor.
(i) Her i # j i¢in (n;,n;) =1
(ii) Her 7 igin a™ =1 (mod n;).
(iii) Her ¢ igin n; fa — 1
Bu durumda a® = 1 (mod ) denkliginin gerceklestigi en az 2¥*1 — 2 tane x > 1 tamsayismin bulundugunu
gosteriniz.

Coziim:

a’® =1 (mod b), a® = 1 (mod ¢) ve (b,c) = 1 oldugunda b | a®® — 1 ve ¢ | a®® — 1, dolayisiyla be | a®® — 1
olacaktir.

x, herhangi 1 < m < k tane farkli n; sayisinin ¢arpimi oldugunda n; ler aralarinda asal oldugu igin a® = 1
(mod z) olacaktir.

ave B8, 1,2,...,k kiimesinin sirasiyla r ve s elemanh permiitasyonu olmak iizere;

Pa(1) " Ma(2) "+ Ma(r) = Tp(1) " 1B(2) ** " TB(s)

olmasi igin 7 = s ve a = 3 olmasi gerekir. Aksi halde sol ve sag taraftaki ayni olan n; ler sadelestirildikten
sonra geri kalan n; lerden herhangi biri diger taraftaki farkli garpimi bélmek zorunda oldugundan aralarinda
asallik durumu bozulmug olur.

O halde, n; lerin garpimlarindan olugan kiimenin her eleman: z in bir degeri olabilir. Bu gekilde, (bog kiimeyi
cikartalim) 2% — 1 adet 2 degeri vardir.

Bu kiimenin bir eleman1 b olsun. [a — 1,b] = £ ile (a — 1) ile ¢ sayilarmin okek ini gosterelim. (a — 1) | a* — 1
ve b | a’ — 1 oldugu igin ¢ | a* — 1 dir.

[a — 1,n;] = £; olsun. ¢; sayilarimi Onceki kiimedeki elemanlarla ve kendi aralarinda farkhihk agisindan
kargilagtiracagiz.

Bu kiimenin ¢ = ¢ olacak sekilde bir ¢ elemani bulunamaz. Clinkii ¢ nin n; { b olan n; ¢arpani igin n; f (a — 1)
dolayisiyla da n; 1 £ olacaktir.

Bu kiimenin bir d elemamni igin [a — 1, d] = w olsun. b # d oldugunda ¢ = u olamaz. Yine benzer sekilde d nin
n; 1 b olan ¢arpam igin n; 1 £ olacaktir.

Bu durumda 2 - (28 — 1) = 2¥*1 — 2 adet o tam sayis1 bulmusg olduk.
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Her n € N i¢in /n sayisina en yakin tam sayiya a,, diyelim. Buna gore
>
a3
n=1 an

toplamini hesaplayiniz.
Coziim:

(k=12 (k=1)%+1,...,(k—=1)%+r ...,k ... dizisinin kokiinii alahm.
(k—1)+0.5 < \/(k —1)® +r esitsizligini saglayan en kiigiik r sayism bulalm.

1
kz—k—i—z <K2-2k+1+7r= k—g < r =k < relde edilir. Bu durumda k? —k+1 den k?+k ya kadar tim

0 0 K24k 1
terimlerin karekokii k olacaktir. Soruda verilen ifadeyi yeniden diizenlersek > — = > > — =
n=1 Gy, k=1n=k2—k+1 On

x 2k x> 1 2 2 1
> i 2.3 i 2- % < 4. Serinin degeri %; fakat integral ile en azindan 1 + floo Pl 2 den kiigiik
k=1 k=1
oldugunu bulabiliriz.
> 1
Not: Literatiirde ) 7z = % serisine Basel Problemi denmektedir.
k=1

Bir ABCD kirisler dértgeninde, m(BAD) < 90°, m(BCA) = m(DCA) dir. [DA] iizerinde |BD| = 2|DE|
kogulunu saglayan E noktasindan gegen ve [C'D] kenarina paralel olan dogru [AC] kogegenini F' noktasinda

kestigine gore,
|AC|-|BD|

|AB|-|FC|

oldugunu gosteriniz.
Coziim 1:

Bir ABCD kirigler dortgeni ve m(ﬁ) = m(@) oldugundan |AB| = |AD| dir.ABC ii¢geninde Thales
teoremini uygularsak;

|AE|  |AF| |AE|  |AF|

= = (1
AD| ~ |AC| ~ |AB| _ JAC| (1)
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bulunur.(1) esitliginden yararlanarak

DE| _ | |FC|

— = DE|.|AC| = |AB|.|FC|...(2
A5 =1~ [ag] = \DEIIACI = 14BI1FC)..(2)

bulunur.(2) esitligi ile birlikte |BD| = 2| DE| oldugundan

|AC|-|BD| _

L e
|AB[- [FC)|

olur.

Coziim 2:
BD

FC ED 5 . AC-BD

Agk geldlde - = = 775 = - = 2= s

oldugu goriiliir.

Diizlemde ikiger kesigen ve herhangi ii¢li ayn1 noktadan gegmeyen n tane mavi dogru ¢iziliyor. Bu dogrularin
n
kesistigi noktalara “mavi nokta” dersek, ( 2) tane mavi noktamiz olur. Daha sonra bir mavi dogru ile

birlestirilmemis olan biitiin mavi nokta ciftlerinden gecen kirmizi dogrular ciziliyor. Iki kirmz dogrunun
kesigtigi noktaya “kirmizi nokta”; bir mavi ve bir kirmizi1 dogrunun kesistigi noktaya da “mor nokta” diyelim.
Bu islemden sonra en fazla kac tane mavi, kirmizi ve mor nokta olur?

f:RT — RT artan bir fonksiyon olsun. Her v € R* igin {f(¢) + % :t > 0} kiimesinin en biiyiik alt sinirma
g(u) diyelim.
(a) = < g(ay) ise z < 2f(2y)
(b) @ < f(y) ise x < g(ay)

Coziim:

Tamimlanan kiimeye A, diyelim.

a) g(u), verilen kiimenin alt siir1 oldugundan her ¢ > 0 igin

olacaktir. Dolayisiyla eger g(xy) > x ise her ¢ > 0 igin

0+ 2 gloy) 2w

olmalidir. ¢t = 2y alirsak
x
fey)+5ze = 2f(2y) 2=
bulunur.
b) Aksini kabul edelim. Yani z < f(y) ve g(xy) < z olsun. g(xy) alt simrlarin en biiyiigi oldugundan x

sayist A,’nun bir alt sinir1 olamaz. Yani dyle bir to vardir ki

X
f(to) + 7y <x
to

Eger ty > y ise f artan oldugundan,

x x
xﬁf(y)+£§f(to)+£<x
to to
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celigkisi ortaya gikacaktir. Eger y > ¢y ise

T xT
v < fl0)+ 2 < flto) + 5 <
0

geligkisi olacaktir. Her durumda celigki giktigindan bagtaki kabuliimiiz yanhgtir. Eger < f(y) ise z < g(ay)
olmahdir.

s >1vet>1 olmak tizere
t?+1=s(s+1)

esitligini saglayan tiim (s,t) sirali tam say1 ikililerini bulunuz.

Cozim 1:

sP+s—(P+1)=0=>A=1+4(t*+1)=T>
=T? 4t =5= (T -2t)(T+2t)=5
s ve t pozitif oldugu igin
TH+2t=56veT -2t=1
St=1=>s545-2=(s+2)(s—1)=0

= (s,8) = (1, 1)

Coziim 2:

t2 +1 = s.(s + 1) ifadesini t? = 5% + s — 1 seklinde diisiiniirsek s < s> +s— 1 olmasiicin 0 < s—1,1< s
olmalidir.

52+ s5—1< 5% +2s+1 olmasi i¢in ise s — 1 < 25+ 1, yani —2 < s olmaldur. O halde s > 1 igin

2 <s?4+5—1<s?24+2s+1, yani (s)? < t? < (s + 1)? olacagidan ardigik iki tam saymin karesi arasinda
basgka bir tam sayimin karesi bulunamaz. O halde s < 1 olmalidir. Soruda verilen s > 1 ifadesinden dolay1
s =1 olur.

t2+1=1-2. Yani t> = 1, buradan ise t > 1 oldugu icin ¢éziim kiimemiz {(1,1)} olarak bulunur.

@ Bir ABC ti¢geninin i¢ teget cemberi [BC] ve [C A] kenarlarina sira ile D ve E noktalarinda degmektedir. [C'B]
tizerinde |CK| = |BD|, [CA] iizerinde |AE| = |CL| kogulunu saglayan K ve L noktalar i¢cin AKNBL = {P}
dir. Ig teget cemberin merkezi I, [BC|] nin orta noktasi @ ve ABC t¢geninin agirlik merkezi G olduguna
gore
(a) 1Q || AK,

(b) Alan(AIG) = Alan(QPQ)

oldugunu ispatlayiniz.
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Coziim:

AN ﬁcgenin i¢ acirotay1 olsun. BK =CD =u—¢, AE =CL=u—a,

|c — b ab a ab lac —ab|  alc—1]
K f ‘: _CN = QN =2 - - lacaktur.
Q=|;-(u—0) B) bte Q 9 brec 2(b+0) 2(b+c)oaca ir
lc — bl
Al A b b K b
Aciortay teoreminden N = Cg b = ZC Q]g |c2— ol _2te oldugu i¢in IQ || AK dir.
b+c 2(b+c)
AP KB CL AP —
AI(( C ug)gemnde P, LAf; noktalar1 i¢in Menelaus uygulaf:;k K BC TA = 1 olacagindan PR 1;5 ¢
u—a a u—c a
1= 2= — . = :>—:fld dilir. T AK oldugu i¢gin — =
b—(u—a) PK u—c u—a u-—a AK elde edilir. 1Q | CICUST I U
QN a

KN atbtec 2u olur. Bu durumda AP = 2 - I(Q elde edilir.

3-[PGQ|=[APQ]=2-[AQI]| =2 (
Not:

i(; teget cemberin degme noktalarim kdselerle birlestiren dogrular iiggenin Gergonne noktasinda kesigir. Dig
teget gcemberlerin kenarlara degme noktalarini kogelerle birlegtiren dogrular icgenin Nagel noktasinda kesisir.
I¢ teget cemberin bir kenara degdigi noktanmn o kenarm orta noktasma gore simetrigi dig teget cemberin o
kenara degdigi noktadir. Yani sorudaki P noktasi, iiggenin Nagel noktasidir. Nagel noktasi, agirlik merkezi

3. [AIG]

5 ) = [PQG] = [AGI] elde edilir.

1
ve i¢ merkez dogrusaldir. Bu dogruya Nagel dogrusu denir. IG = fGP bagintisi1 vardir. Bu bilgiler egliginde
G 1 IG

AC-3-Cp = I1Q | AP ve yamuktaki alan ozelliginden [PQG] = [AIG] olacaktur.
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my,Ma, ..., Mk, 2 < myq ve 2m; < myp1 (1 = 1,2,...,k — 1) kogullarim saglayan tamsayilar olsun. Bu
durumda, ai,ae,...,a; tamsayilar olmak tizere
x = a1 (modmy)
x = az (mod mg)

T ar,  (mod my)

bagintilarindan hicbirini gergeklemeyen sonsuz sayida x tamsayisinin bulundugunu gosteriniz.
Coziim:

M =mimgy---my olsun. 1,2,..., M kiimesinin elemanlarindan

— tanesi = a1 (mod my) denkligini saglar.
my

— tanesi = az (mod ms) denkligini saglar.
ma

— tanesi z = a; (mod my) denkligini saglar.
my,

1,2,..., M kiimesinin elemanlarindan en az bir denkligi saglayanlarin sayis1 S olsun.
k
M 1 M 1 1 1 2M
S < — < M- —=—1l4+=+-+ -+t | <— <M
S MY o= (g i)

Budurumda S < M elde edildigiicin 1,2, ..., M kiimesinden en az bir eleman denkliklerin hi¢birini saglamaz.
Bu elemana x( dersek, ¢ =0,1,2,... icin x; = M - i + x¢ sayilarindan higbiri denklikleri saglamayacak. B

Dar agili bir ABC {iggeni ile bu {iggenin diizleminde, tiggenin [BC, [C'A], [AB] kenarlarin sirasiyla ¢ap kabul
eden ki, ko, k3 gemberleri ¢iziliyor. Qemberlerln kuvvet merkem K, [AK]N k:1 = {D}, [BK]N k;2 = {E} ve

[CK]Nks = {F} olmak iizere, AZcm(ABC) =u Alcm(DBC) =z, AZcm(ECA) =y ve Alan(FAB) = z ise,

u2=x2+y2+z2

oldugunu ispatlayiniz.
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Cozim 1:

Kenarlar1 gap kabul eden gemberler yiiksekliklerin ayaklarindan geger. Yiikseklikler bu ¢emberlerin ikiserli
kuvvet eksenidir. Ug ¢emberin ikigerli kuvvet eksenleri tek bir noktada kesisir. Sorudaki kuvvet eksenleri
yiikseklik oldugu i¢in K noktasi da tiggenin diklik merkezidir.

22 _p2 2 2 _ 2
BC|,[CA], [AB] kenarlarina ait yiikseklik ayaklar1 X,Y, Z olsun. BX = et - ve CX = a—l—ic.
2 2
. a a
Oklid teoreminden
BC?.DX?
DX? = BX - XC = [BDC? = P DX i
_ BC?-BX-XC  (a®+0>—c?) (a®+c*—b?)

4 16
= 16 [BDC]? = a* — (1* — *)°.
Benzer sekilde 16 - [ECA]* = b* — (a® — 02)2 ve 16 - [FAB]” = ¢* — (a® — b2)2 elde edilir. 16-[ABC]* =
16 - [BDC)? + 16 - [ECA]* + 16 - [FAB]” oldugunu gosterecegiz.
16 - [ABC)* =16 - u (u — a) (u — ¢) (u — b)

=(a+b+c)-(at+b—c)-(a+c—b)-(b+c—a)

= ((a +b)% - 02> (02 —(b— a)2>
=(a+b> - = (a+b)>*(b—a)’+A(b—a)
=c? (a2—|—b2—|—2ab+a2—|—b2—2ab) —ct - (b2 —a2)2
=2a%c? + 20%c% + 2a%b* — a* — bt — &

elde edilir. Diger taraftan
16 - [BDC)* + 16 - [ECA]* + 16 - [FAB)?

=a*— (b2 — 02)2 +vt — (a2 — 02)2 +ct— (a2 — b2)2
= 2a%c? 4+ 26°% + 240 —a* — vt — &4

cikar. Bu durumda u? = 22 + y? + 22 esitligi saglanmig olur.
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Cozim 2:

[BC],[CA],[AB] kenarlarina ait yiikseklik ayaklar1 XY, Z olsun. A, B, C den gegen yiikseklikler (ABC') yi
sirasiyla A’, B’, ¢’ noktalarinda kessin.

KX = XA’ olmas1 gerektigi bilinen bir 6zellik (degilse, /CBA' = Z/CAX = /KBC = BK = BA' =
KX = XA"). X noktasinin (ABC') gemberine gore kuvveti BX - XC = AX - XA’ = AX - KX olacaktir.
Aym zamanda Oklid teoreminden BX - XC' = DX? oldugunu biliyoruz. DX? = AX - KX esitligini elde
etmis olduk.

[BDC]? DX?. BC? DX? 2 .
ABCI[BKC] ~ AX . BC KX BC ~ AX KX = [BDC] [ABC] - [BKC] elde edilir. Benzer
sekilde

[ECA]® = [ABC] - [AKC] ve [FAB)® = [ABC] - [BK A] olacagmdan taraf tarafa topladigimizda
2?2 +y? + 22 = [ABC] - ([AKC] + [ABK] + [BCK]) = [ABC] - [ABC] = u? elde edilir.

N ile pozitif tamsayilar kiimesini gosterelim. Bir A gercel sayisi ile a; = 1 ve her n € N igin,

a
1<L+1SA
Qp

kogulunu saglayan, tistten sinirh olmayan bir (a,)52; gercel say1 dizisi verliyor.

(a) Her n € N igin
AFk(n)

1< <A

Qn
esitsizliklerini saglayan tek bir k : N — N fonksiyonunun bulundugunu ve k’nin azalmayan ve orten bir
fonksiyon oldugunu gosteriniz.

(b) Yukaridaki k fonksiyonu her degeri en fazla m kez aliyorsa, her n € N i¢in C™ < Aa,, olacak sekilde bir
C > 1 gercel sayisinin var oldugunu gosteriniz.

Bir ABC (|AB| # |AC)|) liggeninin A agisinin i¢ ve dig agiortaylar1 BC' dogrusunu sirayla D ve E noktalarinda
kesiyor. [DE] caph (ve iiggenin diizleminde bulunan) gemberin herhangi bir F' noktasindan BC,CA, AB
dogrularina indirilen dikmelerin ayaklar sirayla K, L, M ise, |K L| = | K M| oldugunu ispatlayiniz.

Coziim 1:

. DB EB .
S6z konusu ¢ember B ve C' noktalarina olan uzakliklar: orani AC - D0 - RO - k sabit olan noktalar

FB
kiimesi, diger bir adiyla Apollonius (Apolonyus) ¢emberidir. Cember iizerindeki her F' noktasi igin FC =
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AB DB EB
—— = k saglanir. Diger bir deyisle FBC' tiggeninde F'D bir i¢ aciortay ve FE bir dig

AC T DC.~ EC .
aclortaydir. Bunu fark ettikten sonra sorunun geri kalani i¢in birgok farkli ¢oziim yapilabilir. Bu sorunun

benzerleri IMO 1996/2, IMO 2010/4 da karsimiza gikiyor.

/BAF = 2a, LFAC = 2b, /FBC = 2¢, /ZFCB = 2d olsun. F'E dig agiortay oldugu icin Z/CFE =

2c+ 2d
c—|2— =c+d=LFEB=2d— (d+¢) =d— colur.

LFAD = (a+b)—2a = b—a. AFDE kirigler dortgeninde /FED = ZFAD = b—a oldugundan a+d = b+c
elde edilir. Simdi de soruda verilen dikmeleri indirelim. KBMF, KCLF ve LAMF dortgenleri birer kirigler

dortgenidir.

/MLF = /MAF =2a, /FLK =/FCK =2d= /MLK = 2a + 2d. Benzer sekilde /LMF = /LAF =
2b, /FMK =/FBK =2c= /LMK = 2b+ 2c elde edilir.

a+ d = b+ c oldugunu daha once gostermistik. Bu durumda
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/LMK = /MLK = KL = KM olarak bulunur.
Coziim 2:

KFLC Kkirigler dortgeninde

KL .

, benzer sekilde K FM B kirigler dortgeninde

KM =FB -sin ZABC

elde edilir. Bu durumda
KL 7FC-sinéBCA7E A73
KM FB-sin/ABC FB AC

B BF . .. KL -
ac = Fo oldugu icin M 1 elde edilir.

elde edilir. A ile F' nin geometrik yerinden

A, bog olmayan sonlu bir tamsay1 kiimesi ise, A’ya ait elemanlar1 toplamin ¢(A) ile gosterelim ve t(¢) = 0
olarak tanimlayalim. Pozitif tamsayilardan olugan 6yle bir X kiimesi bulunuz ki, her k£ tamsayis1 icin, Ay
ve By, X’in sonlu altkiimeleri olmak {izere, Ay N By, = ¢ ve t(Ag) — t(Bg) = k kogullarini saglayan tek bir
(Ag, By) swrali ikilisi bulunsun.

@ N ile pozitif tamsayilar kiimesini gosterelim. Her m,n € N i¢in

mln <= f(m)|f(n)

kogulunu saglayan ve orten olan tim f : N — N fonksiyonlarimi bulunuz.
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4. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1996

(A,)22, ve (an)22, birer pozitif tam say1 dizisi olsun. Eger her x pozitif tam sayis1 i¢in

N
T = ZmnAn, 0<z,<a, (n=12,....N)vexny #0
n=1
olacak sekilde tek bir N pozitif tam sayis1 ve tek bir (z1,z9,...,zy) tam say1 siralh N lisi varsa, (4,)52,

dizisinin agagidaki kogullar1 sagladigini gosteriniz:
(i) Bir ng igin, A,, = 1 dir.
(i) k # jise, Ay # A; dir.
(lll) Ak < A]‘ ise, Ak, Aj yi béler.
Kenar uzunlugu 2 olan ABCD karesinin, AB ve C'D kenarlar iizerinde sirasiyla M ve N noktalar1 aliniyor.

CM ve BN dogrular1 P noktasinda, AN ve M D dogrular1 @) noktasinda kesigiyor. |PQ| > 1 oldugunu
gosteriniz.

Coziim:
(Lokman GOKCE)
@ nun AB fizerindeki izdigimi E, CD f{izerideki izdiigimi F'; P nin AB iizerindeki izdigimi G, CD

iizerindeki izdiigimii H olsun. AE = DF = a, EM =b, MG = ¢, BG = HC = d olsun.

A a E b Mc¢cG d B

Q D

G JC

D a F xN y H d

DF FN a FN a? HC NH d NH d?
_— = — - = — FN = — —_— = — - = — NH = — olur. B
Foi0i 17 = b . = 5 ve UG BG = - 7 = . olur. Buradan da

2 2
EG=FH=0b+c= @ + — elde edilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden
c

b

(a+d)? = <;5'\/B+jé'ﬁ)2§ (‘l;#f) (b+c)=(b+c)’=>a+d<b+c

=a+d+b+c<2(b+c¢)=>1<b+c<PQ

Gergel eksen iizerinde n tane tam sayiy1 boyuyoruz. k& nin hangi pozitif tamsay: degerleri igin agagidaki
sartlar1 saglayan bir K kapali araliklar kiimesinin bulundugunu belirleyiniz:

(i) K ya ait kapali araliklarin birlegimi tiim boyal tam sayilar: igerir.

(ii) K ya ait farkl iki kapali arahgin kesigimi bostur.
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b
(iii) Her I € K i¢in ay ile I ya ait tiim tam sayilarin sayisini, by ile de boyal olanlar1 gosterirsek, i R

ar k
olur.

Bir ABCD dértgeninin [AD], [DC] ve [C'B] kenarlarna teget olan ¢emberin degme noktalar1 sirasiyla K,
L, M ile gosteriliyor. L noktasindan gegen ve AD dogrusuna paralel olan dogrunun; [K M] m kestigi nokta
N ve [LN] ile [KC] nin kesigtigi nokta P ise,
PL| = |PN|

oldugunu ispatlayiniz.
Cozim:

KM fiizerinde CQ || LN || DK olacak gekilde @ noktasi alahm. /DKM = ZCMK oldugu agikar (Degilse
dogrular1 uzatin, ikizkenar liggeni goriin.).

CQ || DK oldugu i¢in ZDKM = Z0QM = ZCMQ olacagindan CM = CQ olur.
DK = DL = ave LC = CM = CQ = b olsun. CDK ve CKQ fggenlerinde paralelligin gerektirdigi

L LC PL b b
benzerlikleri yazarsak DK~ DL = o T ath = PL = a(:— 5 ve
ﬂ——KN—%:ﬂ— a = PN = ab olur
CQ KQ DC = b a+b Ca+b

Her n pozitif tam sayisi igin
n—1
k=0

sayisinin n! ile boliindiigiinii gosteriniz.

Coziim:

n—1
n! sayisidaki 2 lerin sayis1 ile M = [] 2* (2""“ — 1) sayisindaki 2 sayisini kargilagtiralim.
k=0

nl=z-2"=max(r)= %]+ 2]+ <n(3

n—1
M = H 2k (2n7k — 1) —r-2" = max(r) _ k= n(nfl).
k=0
n = 3o, % > n olacaktir. Yani n > 3 igin, M sayisinda n! dekinden daha fazla (ya da esit) 2 carpam
var.

Mu—1 =1=1|1ve Mu—2 =6 = 2!| 6 oldugu igin, n! sayisinda M dekinden daha fazla 2 garpam yoktur.
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Diger p > 2 asal sayilar1 igin de aym sonuca varabiliyorsak n! | M diyebiliriz.

p > 2 bir asal say1 olsun.

n!l=x-p" = max(r) =

Il
_

8
SE

n—1
Euler’in ¢ sinden, 2°~! = 1 (mod p) oldugu i¢in M = (2" —1)- (2"~ ' —1)..- (2! = 1) 2F sayisiim
k=0
carpanlarindan LP%IJ tanesi p ile boltinecek.

Benzer sekilde p' | M durumunu incelersek: ¢ (pz) =ptp-1)= op'p=1) = | (mod p?) oldugu igin M

sayisinin ¢arpanlarindan {% tanesi p* ile boliinecek.
(o)

Bu durumda M =z - p" = max(r) = > Lmj olacaktur.
i=1

Her ¢ = 1,2,... igin L%J > lﬁJ oldugu i¢in M sayisindaki p carpanlarimin sayisi n! sayisindaki p
garpanlarinin sayisindan az olmayacaktir. Bu durumda n! | M dir.

@ R ile gercel sayilar kiimesini gosterelim. Tlim x, y pozitif gercel sayilar: igin

flz+y) > flo) 1+ yf(2))

esitsizligini saglayan bir f : Rt — R¥ fonksiyonunun bulunmadigimi gosteriniz.

31


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3067.0

5. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Smavi - 1997 geomania.org

5. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1997

522 — 6xy + Ty? = 383 esitligini saglayan tiim (z,y) tam say1 ciftlerini bulunuz.
Coziim:

5 ile genisletirsek

2522 — 30zy + 3592 = 1915
2522 — 30y + 9y% +26y? = 1915 — 263>
(5 — 3y)? = 1915 — 26y°

Esitligi mod3 te incelersek y = 0 (mod 3) elde ederiz.

Ayrica (5x — 3y)? = 1915 — 26y? > 0 olacag icin 8 > |y| > 0 dir. O halde deneyecegimiz sayilar y €
{-6,-3,0,3,6} dan ibaret. mod4 te inceledigimizde geriye sadece |y| = 3 ihtimali kaliyor.

y = 3 icin, (5 — 9)? = 1915 — 26 -9 = 1681 = |5z — 9| = 41 mutlak denkleminden cikan sonuglardan sadece
biri tam say1. O halde x = 10.

y = —31icin, (5 +9)% = 1915—26-9 = 1681 = |5z + 9| = 41 mutlak denkleminden ¢ikan sonuglardan sadece
biri tam say1. O halde z = —10.

Sonug olarak denklemin ¢6ztim kiimesi {(—10, —3), (10,3)}.

Bir digbiikey ABCDE besgeninin i¢ bolgesindeki herhangi bir F' noktasinin AB, BC, CD, DE ve EFA
dogrularina uzakhg: sirasiyla aq, as, as, ag ve as ile gosteriliyor. Bu besgenin A, B, C, D ve E agilarinin
icagiortaylar tizerinde, |AFy| = |AF|, |BFy| = |BF|, |CF;| = |CF|, |DFy| = |DF| ve |EF5| = |EF)| esitlikleri
saglanacak Iy, Fs, F3, Fy ve F5 noktalar1 alimyor. Fy in FA, F5 nin AB, F3 iin BC, Fy iin CD ve Fj in
DFE dogrusuna uzakhig: sirasiyla by, b, bs, by ve b5 ise

a1 +az+az+ag+as < by + by + b3+ by + b5

oldugunu ispatlayiniz.
Coziim:

/EAB =2a ve /ZFAE = (8 olsun.

a5 = AF -sinf8, a; = AF -sin(2a — ) ve by = AF - sin « olacaktur.

a1+ as = AF - (sin 8 +sin(2a — 8)) = AF - (2 - sina - cos(a — 8)) = 2by cos(ar — ) < 2by.
Benzer gekilde 1 < i <4 i¢in de a; + a;41 < 2b;41 olacag i¢in taraf tarafa topladigimizda

2(a1+a2—|—a3—|—a4+a5)§2(bl+b2+b3+b4+b5)

elde ederiz. B

n > 1 tek, k de pozitif bir tam say1 olsun. n se¢gmen, k& adaydan olugan A kiimesine ait bir tiyeyi segerken
agagida tanimlanan “gogunlukcu uzlag1” sistemini kullanmaktadir. Buna gore, her segmen, adaylar1 kendi
tercihine gore bir siitun halinde yukaridan asagiya dogru siralar. Bu “oy siitunlar” (herhangi bir sirayla)
yan yana yazilarak k x n bir “oy matrisi” elde edilir.

L n
a € A adaymin oy matrisinin . sirasinda kag kez gectigini a; sayisi ile gosterelim; I, tam sayis1 da > a; > 5
i=1
esitsizligini saglayan en kiiciik [ sayis1 olsun. [ = mig l, olmak iizere; {a € A|l, = [} kiimesinin tek elemanh
ac
olmasina yol agan oy matrislerine gecerli oy matrisleri diyecegiz ve bdyle her matris igin, gogunlukgu uzlagiya
gore yukaridaki kiimeye ait tek aday segilmisg olacaktir.

Ote yandan, wy > we > ... > wy > 0 kosulunu saglayan wq,ws,...,w, gercel sayilarina bir agirhik sistemi;
k

her gegerli oy matrisi igin de, > w;a; sayisina a adaymin toplam agirlikli puani diyelim. Bir wy,ws, ..., wg
i=1
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agirlik sistemi, tiim gecerli oy matrisleri i¢in, cogunlukcu uzlagiya gore secilen adayin toplam agirlikli puaninin
diger biitlin adaylarinkinden biiyiik olmasina yol aciyorsa, bu agirlik sistemi cogunlukgu uzlasiy: temsil ediyor
diyecegiz.

(a) k= 3 igin, ¢ogunlukgu uzlagiy1 temsil eden bir agirlik sisteminin bulunup bulunmadigim belirleyiniz.

(b) k > 3 ise, boyle bir agirlik sisteminin bulunmadigini gosteriniz.

Coziim:

n = 2m + 1 olsun.
Her aday, oy matrisinde 2m + 1 kez gegecektir.
a.

k = 3 icin, | = 2 oldugunda, a adaymmn birinci geldigini, b adaymin da ikinci oldugunu varsayalim. Tanim
geregi I, = 2 dir. Ilk 2 sirada toplamda 4m + 2 tercih yer alacagl ve a adaym en fazla 2m + 1 oyu bu sirada
yer alacagindan, geri kalan 2 adaya ilk sirada 4m +2 — (2m + 1) = 2m + 1 oy kalacaktir. Giivercin yuvasina
gore, bu adaylardan cok oy alani, b, en az {#1 = m+ 1 oy alacaktir. Bu durumda, bu aday i¢in de I, = 2
olacaktir. Bu durumda [/ tanimh degildir. Demek ki, 3 aday oldugunda, [ < 2 olmali.

1 =1 icin, a aday1 birinci, b aday1 da ikinci olsun.

21... 0m|m+1|m+2]|... |2m+1
wy |lalal a | a a b b b
wy | b|b| b | Db b
w3 a a a

a adaymin alabilecegi en kiigiik toplam agirhik; (m + 1) w; + mws olacaktir.
b adayinin alabilecegi en biiyiik toplam agirhik; mw; + (m + 1) we olacaktir.

Bu oy matrisinin ¢cogunlukg¢u uzlasiy: temsil etmesi igin;

(m+ 1) wy + mws > mwy + (m+ 1) ws

olmali. Biraz dizenlersek

w1 — we > m (we — w3)

elde ederiz. w; > ws = ws sectigimizde, yukaridaki esitsizlik her zaman saglanir. Demek ki, ¥ = 3 icin,
cogunlukcu uzlagiy1 temsil eden bir agirlik sistemi bulunabiliyor.

b.

k > 3 igin,

1 =1 oldugunda

2]... ' m|m+1|{m+2|... |2m+1
wy lalal a | a a b b b
we | b|b| b | D b
w3
Wi a a a

(m+ 1) w1 + mwg, > mwy + (m+ 1) wy = w1 — way > m (we — wg)

| = 2 oldugunda,
k = 4 igin:
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Ik iki sirada yer alan toplam 4m + 2 oyun en fazla 3m tanesi birinci gelemeyen adaylara ait olmali. Bu
durumda, birinci gelen a adayinin en az m + 2 oyu ilk iki sirada yer almali.

1|12]...0m|m+1 | m+2]|... |2m—+1
wi | b|b| b b c d d d
we la|al|l a | a a a c c
w3 b b b b
Wy a a

a aday1 icin en kiig¢iik toplam agirlik ile, b aday: igin en biiyiik toplam agirligi karsilagtirirsak,

(m+2)ws + (m — 1) wg > mwy + (m+ 1) we = we — wy > m (w1 — wy)

elde ederiz. [ = 1 ve k = 4 durumunda wy —ws > m (we — wy) oldugu i¢in, bu iki esitsizligi birlegtirdigimizde,
W1 — W wi, —w 2 . « e . . v
R > we —wy >m (w1 —wg) = 12> ﬁ > m~ olur. Bu da m > 1 olan oy matrisleri i¢in bir agirlik
sisteminin bulunmadigini gosterir.

k > 4 igin:
1]2 m|{m+1l|{m+2|... 2m+1
w1 bl b b c d d
we |alal a a c c
w3 b b b b
W a a

(m+ 1) wy + mw, > mwy + (m~+ 1) ws = m (wy —wsz) > m (w; —wy) — (we — ws)
olacaktir. [ = 1 i¢in daha &nce elde ettigimiz esitsizlik ile bu esitsizligi birlestirirsek w; —wy > m (wz — wy) >

m (we —ws) >m (wy —wg) — (wy — ws)

wip — w3
= w; —wy +we — w3z >m(w; —wg) =>wy —wg >m(wy —wg) =>1>—=>m
w1 — Wk

elde ederiz ki, bu da m > 1 olan oy matrisleri icin bir agirlik sisteminin bulunmadigini gosterir.
Tim a,b, c,d ve pozitif e gergel sayilar: i¢in
(a® + 0+ +d) <e2(a® + 0%+ 2+ d?) + fle)(a* +b* +c* +d*)

egitsizligini dogru kilan en kiiciik f(e) degerini e cinsinden bulunuz.

Coziim:

16¢6 1
a=0b=c=d=2e? oldugunda 32¢5 < 16€° + f(e) - 64e® = 6?1768 < f(e). Bu durumda f(e) > 102
e e

4 1
fle) = 1 oldugunda AO > GO dan % + a%e? > 24/ % -a2e?2 = a? elde edilir. Digerleri icin de aym
e e e
esitsizligi uygulayip taraf tarafa topladigimizda

. . 1
(a3+b3+03+d3)S62(a2+b2+02+d2)+4—2(a4+b4+c4+d4)
e

1
elde ederiz. O halde en kiiciik f(e) degeri o2 dir.
e
Bir ABC iiggeninin A agisinin i¢ ve dig agiortaylarimin BC' dogrusunu kestigi noktalar D ve E ile gosteril-
mek tizere, [DE] ¢apli F' merkezli cember ile ABC ii¢geninin O merkezli ¢evrel ¢emberi ve bu iki gembere

distam teget olan bir d dogrusu ¢iziliyor. d dogrusunun ¢cembere degdigi noktalardan F'O dogrusuna indirilen
dikmelerin ayaklar1 P, @) ve bu iki cemberin ortak kiriginin uzunlugu m ise, |PQ| = m oldugunu ispatlayiniz.
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Coziim:

F merkezli DE ¢aph ¢ember BC' ye ait A dan gegen Apolonyus cemberidir. Gergi Apolonyus gemberine has
bir 6zellik kullanmayacagiz.

Ik énce cevrel cember ile Apolonyus cemberinin dik kesistigini gosterelim.

AF = DF = /ADF = /DAF = /ABC + Z/BAD = /DAC + ZCAF olur. ZBAD = ZDAC oldugu igin
/CAF = ZABC olacagindan AF, (ABC) ¢emberine tegettir (teget kirig aci ile ¢evre agiin esitligi). Yani
ZOAF = 90° cepte.

Ortak teget dogrusu cevrel gembere S de, diger cembere de T de degsin. AM, bu iki ¢cemberin ortak kirisi
olsun. AM bu iki gemberin kuvvet eksenidir. (AM nin ST ile kesistigi noktanin gemberlere gore kuvveti
esit olacagindan AM ST yi ortalar.) OF dogrusuna diktir (APMF deltoid oldugu i¢in késegenler diktir ve
birbirini ortalar). Ortak teget dogru parcasi ST yi iki esit pargaya boler. Bu durumda SPQT dik yamugunda
AM orta taban dogrusu olacagindan PA = AQ ve AM ile PQ, N de kesigiyorsa PN = NQ@Q esitlikleri
elimizde var. APMF deltoidinde AN = AM oldugunda gére AN = PN = NQ yani ZPAQ = 90° oldugunu
gosterecegiz. Iki cemberin dik kesistigini daha énce gostermistik.

/PAQ = LOAF & /FAQ = ZOAP oldugunu gosterecegiz. OS || TF ve SP || TQ oldugu igin ZPSO =

0]

orP 0S
ZQTF. Dolayisiyla da AOSP ~ AFTQ olacaktir. @ T FA orantisi elde edilir. O nun AN ye gore

simetrigi O’ olsun. AP = AQ oldugu i¢in AQAO’ =2 APAO olacaktir. Bu durumda AO’ = AO, O'Q = OP
o’

P O A
COQ i3 F?’ ? 1 oldugu igin % A orantisim elde ederiz. Bu da O’ AF ii¢geninde AQ nun aglortay

oldugu gosterir.
Z0'AQ = LQAF = ZOAP = Z/OAF = ZQAP = AN = PN = NQ = PQ = AM = m elde edilir.

@ Ug boyutlu uzayda, her biri, kenarlar1 x, y ve z eksenlerine paralel bir dikdortgenler prizmasi biciminde olan
D1, Do, ..., D, bolgeleri verilmig olsun. Her D; bolgesinin x eksenine, y eksenine ve z eksenine paralel olan
kenarlarmin uzunluklarini sirasiyla x;, y; ve z; ile gosterelim. Tim D; ve D; boélgeleri icin, z; < x; veya
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Y < y; veya z; < zjise, x; < x; vey; < yj ve z; < zj dir. U D; bolgesinin hacmi 1997 ise, {D1, D3, ..., Dy}
D.

kiimesinin agagidaki kogullar1 saglayan bir {D;,, D,,, ..

i1 Dlm} altkiimesinin bulundugunu gosteriniz.

(i) k#£1l=D; ND;, #0
(ii) Hacim ( U D, ) > T73.

k=1
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6. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1998

Tkizkenar ABC' ii¢geninin (|AB| = |AC|) [BC] tabam iizerinde |BD| : |[DC| = 2 : 1 olacak bigimde bir
D noktasi, [AD] tizerinde ise m(@) = m(B/P\D) olacak bigimde bir P noktasi aliniyor. m(ﬁP\C) =
m(BAC)/2 oldugunu gosteriniz.

Cozim 1:

C noktasinin AD dogrusuna gore simetrigi Cy, B noktasindan AD dogrusuna indirilen dikmenin ayagi Q;
A noktasinndan [BC| ye ¢izilen yiiksekligin ayag1 @ olsun. (Sekilden izleyiniz.)

CC, || BQ, |BD| : |DC| =|BQ| : |CR| = 2 : 1 oldugu igin BQCC} bir paralelkenardir ve |BC4| = |QC| =
|C1 Q) dur.

Simdi, /BAC = 2« olsun. Bu takdirde, /BPD = 2a, /ZBAO = « olur ve B, 0, @, A noktalar1 ¢gembersel
oldugu i¢in ZBQO = ZQBC1 = ZQCCy = « olur. Diger yandan,

/BC1Q = 180 — 2« ve /BPQ = 2a oldugundan, B, P, @, C; noktalarinin ¢cembersel oldugu ve boylece,
/ZQPCy = QBCy, = a oldugu goriiliir. Sonug olarak,

LCPD = /ZCPD = ZQPC) = a = %ABAC

Kaynak:
Matematik Diinyas1 1999-I11
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Cozim 2:

m(@) = m(B/PB) = m(@) = m(lﬂ\C) olur. [AD iizerinde AABP = ACAK olacak sekilde K
noktasi alalim. Tekrar [AD tizerinde |BP| = |BL| olacak sekilde L noktasi alalim. CK|| LB oldugundan
|AP| = |CK| = b dersek |BL| = |BP| = 2b olur. AABP = ACAK oldugundan |BP| = |AK| = 2b olur ve

|PK| = b bulunur. PKC ikizkenar ii¢geninden m(D/P\C’) = m(D/K\C)/2 = m(@)/Q oldugu goriiliir.

Cozim 3:
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ABC {iggeninin gevrel cemberi ile AD nin kesigimi F olsun. |AB| = |AC| oldugundan m(@) = m(@) =
m(ABC) = m(ACB) dir. Dolayisiyla BEC {iggeninde ED i¢ aciortay olur. Aciortay teoreminden dolayi
EB BD — —

:EC’|| = |DC: = 2 olur. Aq esitliklerinden m(PBE) = m(PEB) oldugunu gérmek kolaydir. PBE ikizkenar
tiggeninde [BE] nin orta noktasit H olsun. |BH| = |[HE| = |EC| ve PH1BE dir. PHE = PCE (K-A-K
esligi) oldugundan m(PCE) = 90° olur. PHEC deltoidinde m(HPE) = m(CPE) olur. Bu ise, m(DPC) =
m(BAC)/2 esitligine denktir.

Coziim 4:

Basit ag1 hesabiyla, ZABP = /BPD — /BAP = /BAC — /BAP = /PAC = a.

Alan kenar oranlarimdan [ABP]: [ACP| = BD : DC =2 :1 elde edilir.

BP nin orta noktast M olsun. [ABM] = [APC] olacaktir.

Siniis Alan formiiliinden % -AB-BM -sina = % -AC - AP -sina ve AP = BM = M P olur.
AB =CA, BM = AP ve ZABM = ZCAP oldugu igin AABM = ACAP.

/BAM = /ZACP = (8 dersek ZAMP = Z/CPD = «a + 8 olur.

AP = MP oldugu i¢cin ZM AP =a+  ve ZBAC =2a+25=2-/ZCPD.

Tim 0 < a < b < ¢ gercel sayilari igin
(a+ 3b)(b+ 4c)(c + 2a) > 60abe

oldugunu gosteriniz.

39


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3086.0

6. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Smavi - 1998 geomania.org

Cozim 1:

(a+3b) (b+ 4c) (c+ 2a) — (a+ 3b) (b+ 2a) (c + 4c)
= (a+3b) ((b+4c) (c+2a) — (b+2a) (c + 4¢c))
=(a+3b)(b—c)(2a —4c) >0 ve
<0 <0
(a+3b) (b+2a) — (a+ 2a) (b+ 3b)
= (a —b) (2a — 3b) > 0 oldugu goriiliir. Dolayisiyla,
—_—— ——

<0 <o
(a+3b) (b+4c) (c+ 2a) > (a+3b) (b+ 2a) (5¢) > (3a) (4d) (5¢) = 60abe 'dir.
Kaynak:

Matematik Diinyas1 1999-111
Cozim 2:
Aritmetik-geometrik ortalamalar esitsizliginden,

a+b+b+b>4Vab3,
b+c+c+c+e>5Vbed,
c+a+a>3Vca?

"dir. Taraf tarafa carparsak,

(a+3b) (b+4c) (c+ 2a) > 60aibibscsciai = 60aT2b20 c15 = 60abe ill;i
aiz2bz0
FIES
ci2 c20
= 60abc——— > 60abc (1) (1) = 60abe.
aiz bzo

Co6ziim 3:

b nin bir kismini a olarak, ¢ nin bir kismini da b olarak yazarsak esitsizlikten daha kiigiik bir deger elde etmis
oluruz.

(a+3b) (b+4c) (¢ + 2a) > <a+;a+§b> (b+§b+ 130c> (c+2a)

_ g(a+2b)~§(b+2c)(c+2a)

elde edilir.
a+b+b>3Vab2, b+ c+c> 3Vbe2 ve c+a + a > 3v/ca2 oldugu icin
1 8 2 10
(a+3b) (b+4c) (c+ 2a) > a—i—ga—i—gb b—ﬁ—gb—I—?c (c+ 2a)

4 2
:§(a+2b)-g(b+26)(c+2a) > 50-27abc=60abc

elde edilir.
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Cozim 4:

b=a+kvec=b+m=a+k+ m olsun.

Tamim geregi k£ > 0 ve m > 0 olacaktur.

(4a + 3k)(5a + 5k + 4m)(3a + k + m) > 60a(a + k)(a + k + m) oldugunu gostermemiz gerekiyor.
(4a + 3k)(5a + 5k + 4m)(3a + k + m) > 60a® + 120a%k + 60a’*m + 60akm

Bu asamadan sonra sag taraftaki her terime karsilik sol taraftaki benzer terimin katsayisini kargilagtirdigimizda,
sol taraftakilerin daha biiylik veya sag taraftakilere egit oldugunu gorecegiz. Sol taraftaki biitiin terimler
sifirdan biiytlik veya sifira esit oldugu igin esitsizlik dogru olacaktir.

Yinede tiim terimleri acarak bunun dogrulugunu gosterelim.

60a® 4 125a%k + 68a®m + 80ak? + 87akm + 16am? + 15k3 4 27k?*m + 12km?
> 60a® + 120a2k + 60a?m + 60akm

= 5a%k + 8a?m + 20ak? + 27akm + 16am? + 15k% + 27k*m + 12km?2 > 0.

Bir ¢emberin iistiindeki noktalar li¢c renge boyaniyorlar. Koselerini ¢gember iistiinde ayni renge boyanmig
noktalarin olugturdugu sonsuz sayida ikizkenar iiggenin bulundugunu gosteriniz.

Coziim 1:

Koseleri gember iistiinde bulunan herhangi bir diizgiin 13-gen alalim. Bu 13-genin ayni renge boyanmig en
az bes kosesi vardir. Bu beg kégeden en az tigiiniin ikizkenar bir iiggen olusturdugunu gosterecegiz. Bu ise
Zy3 = {1,...,13} kiimesinin 5 elemanh herhangi bir P altkiimesinde = # y, * + y = 2z (mod 13) olacak
bigimde z,y, z € P bulundugunu gostermeye egdegerdir. Son énermenin dogru olmadigini varsayalim.

S={z+y (mod13)lz,y € P, z#y}

dersek, S’nin en az 9 degisik elemammnin oldugu goriilir. ( P = {z,vy, z, u,v} olsun ve x +y = z +u oldugunu
varsayalim. Bunun diginda P’den alinan iki degisik ¢iftin toplamlar1 (mod 13) esitse, genelligi yitirmeden,
bunun z + y = x + v bi¢iminde olacag: goriilir. O zaman da, varsayimimizin aksine u + v = 2y olur.) Ancak
bu durumda da, S’ye ait en az bir eleman {2x, 2y, 2z, 2u, 2v} kiimesine aittir.

Kaynak:
Matematik Diinyas1 1999-111

Coziim 2:

Van der Waerden teoremi geregi, 1,2,...,n dizisinde 3 renkli 3 terimli aritmetik alt dizi bulunabilir. Bu
sekildeki en kiigiik n sayist W (3,3) = 27 dir. Bu da diizgiin 27—gende tek renkli bir ikizkenar ticgen olacag:
anlamina gelir.

Bizim sorumuzda aritmetik dizi modn ye gore gembersel olabilecegi icin daha az koseli bir n—gen buluna-
bilir. (Bir énceki ¢éziimde n = 13 iin sagladig1 gosterilmisti.)

Wikipedia’daki makalede Van der Waerden Teoremi’nin 3 renkli 3 terimli aritmetik alt dizi i¢in ispat1 verilmis.
Ornek olarak da n = 7(2-37+1)(2-37(237+1) 4 1) terimli bir dizi secilmis. Yani Van der Waerden teoreminden
cikan sonug, yeterince biiyiik n ler icin aritmetik alt dizi bulunabilecegi. Wikipedia’daki W (3,3) < 7(2-37 +
1)(2- 37(237+1) 1) igin verilen ispat bu sorunun ¢oéziimii i¢in verilebilir.
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Cozim 3:

Matematik Diinyasi’'nda yer alan resmi ¢oziimden faydalanarak sonuca gidebildigimi diigiiniiyorum; ama
resmi ¢oziimdeki her 6nermeyi dogrulayamiyorum. O yiizden resmi ¢oziimden faydalanarak yaptigim kendi
¢Ozlimiimii (anlayigimi) paylagiyorum.

Diizgiin 13-geni ele alalim. Giivercin Yuvas: Ilkesi geregi aym renkte [?W = 5 kose vardir.

Koseleri 1,2, ..., 13 olarak numaralandiralim. Herhangi ti¢ koge arasinda mod 13 te aritmetik dizi oluguyorsa
bu {i¢ koge ikizkenar liggen olugturur. Bu da z — x = y — z (mod 13), esdeger bigimde z + y = 2z (mod 13)
anlamina gelir.

Aymi renkli 5 koge arasinda ikizkenar iiggenin varligini ispatlarsak, diizgiin 13-geni merkezi etrafinda o €

[O, %) dondiirerek sonsuz sayida ¢okgen elde ederiz. Dolayisiyla sonsuz sayida ikizkenar tiggen elde ederiz.

olmadigini varsayalim.

5 sayl, (g) = 10 ikili belirtir: z + y,x + 2z, + v,z + v,y + 2,y + v,y + v, 2 + u, 2 + v, u + v. Bu sayilardan
bazilar1 birbirine esit olabilir. Bu sayilarin olugturdugu kiimeye S diyelim. S nin herhangi bir elemam S’ =
{2z, 2y,2z,2u,2v} kiimesinde yer almamali. 2z = 2y < x =y (mod 13) olacag i¢in ve |P| = 5 oldugu igin
S’ kiimesi tam olarak 5 elemanhdir. |S|+ |S’| < 13 olacag: igin |S| < 8 dir.

Bu da S nin (bazilar tekrarl) 10 eleman aday: arasindan ii¢ tanesi arasinda a = b = ¢ (mod 13) bagintisi
yadaa=b A ¢=d (mod 13) bagintis1 saglayan 4 farkh eleman adayi olmasi gerektigi anlamina gelir.
Once a = b = ¢ (mod 13) olamayacagm, sonra da a =b A ¢ = d (mod 13) seklindeki sayilarm varhgmin
varsayimimiz iizerinde bir celigki olusturacagini gosterecegiz.

x4y =y+ 2z (mod 13) olamaz; ¢iinkii bu = z (mod 13) anlamina gelir. Bu durumda |P| = 5 oldugu igin
ti¢ ayrik ¢ift bulamayiz. (Bunun igin en az 6 eleman gerekirdi.)

Diger duruma gegelim: a =b A ¢ =d (mod 13)

a=x+y,b= 24 u olsun.

c=x+zised=y+uyadad=y+vyadad=u+ v olabilir.

d =y + u olamaz; gliinkii a + c=b+d den 2z =2u = x =y (mod 13).

d=y+voldugunda a + ¢ = b+ d den 2z = u + v (mod 13) olacag i¢in bu varsayimimiz ile geligir.
d=u+voldugunda b+ x =a+d den 2z =y + v (mod 13) olacag i¢in bu varsayimimiz ile geligir.

Bu durumda S kiimesi S’ kiimesinden en az bir eleman igerir. Yani diizgiin 13-gende her zaman en az bir
tek renkli ikizkenar iiggen elde ederiz.

Not: Burada verilen ¢6ziim, resmi ¢oziim ile neredeyse ayni. Resmi ¢oziimde bence “S’nin en az 9 degisik
elemaninin oldugu goriiliir.” yerine “S’nin en fazla 8 degisik elemaninin oldugu goriiliir.” denmeliydi.

Co6zim 4:

Cember iizerindeki noktalari sonsuz sayida dizgin 13—genlere bolelim. Her 13—gen igin, Giivercin Yu-
vasl Prensibi’ne gore en az 5 ayni renkte koge bulunur: bu renk kirmizi olsun. Bu 5 kogenin herhangi bir
dagiliminda tek renkli ikizkenar iiggen olugacagini gosterecegiz. Bu nedenle her 13—gen icinde tek renkli
ikizkenar iiggen bulunacak. Sonsuz sayida 13— gen i¢in sonsuz sayida tek renkli ikizkenar {iggen olacaktur.

iddia: Diizgiin bir 13—genin 5 kogesi kirmizi renkli ise, bu 5 kogeden 3 1 ikizkenar tiggen olacak sekilde
secilebilir..

ispat: Bu 5 kosgenin hicbirinin ikizkenar iiggen olusturmadigini varsayalim. Koseleri Fy,..., P2 olarak
adlandiralim. mod13 te alinan indislerle, oncelikle P; ve P;yo'nin her ikisinin de kirmizi olamayacagini
kanitlayalim. Aksini varsayalim. Genelligi yitirmeden, Pys ve P; kirmizi olsun; o zaman Py, Py ve P3 kirmiz
olamaz. Ayrica, (Pi1, Py), (Py, P7) ve (Pr, Pg) ciftlerinden her birinden en fazla bir kdge kirmizi olabilir; aksi
halde her biri P, ile ikizkenar {iggen olugturur. Benzer sekilde, (Py, Py), (Py, Ps) ve (Ps, P5) ciftlerinden her
birinden en fazla bir koge kirmiz1 olabilir. Bu durumda {Py1, Py, P7, Ps} U { P2, Py, Ps, Ps} kiimesinden {ig
koge kirmizidir; genelligi yitirmeden iki kogenin {Pyq, Py, Py, Ps} kiimesinden geldigini varsayalim. P, ve Py
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koselerinin her ikisi de kirmizi olamaz; ¢iinkii Pjs ile ikizkenar {iggen olugtururlar. Benzer sekilde P;; ve
Ps ikisi birden kirmizi olamaz; ¢iinkii P; ile ikizkenar iiggen olustururlar. Bu nedenle P;; ve P; koseleri
kirmizi olmalidir. Ancak sonra kalan Py, Ps, Ps, Py kogelerinden herhangi bir kége, Py, Py, P11, P1o’den ikisi
ile ikizkenar tiggen olusturur. Celigkiden dolay1 P; ve P12 her ikisi birden kirmizi olamaz.

Simdi P; ve P;41’in kirmizi olamayacagini kanitlamamiz gerekiyor. Varsayalim ki 6yle. Genelligi yitirmeden
Ps ve P; kirmizi olsun. O zaman son paragraftaki sonug nedeniyle Py, Ps, Py ve Py kirmizi olamaz. PyPsP;
ticgeninin ikizkenar olmasi nedeniyle Py da kirmizi olamaz. (Ps, Pi1) ve (P11, Py) ciftlerinden her biri en fazla
bir kirmiz kose icerebilir; ¢iinkii P3Py Py1 ve Py Pg Py licgenleri ikizkenar olur. Ayrica, bir 6nceki paragraftaki
sonug nedeniyle P; ve P koselerinin ikisi birden kirmizi olamaz. Bu nedenle {P;, Ps, P11} kiimesinden en
fazla biri kirmiz1 olabilir. Benzer sekilde, {Pja, Pio, P>} kiimesinden en fazla biri kirmizi olabilir. Ancak o
zaman en fazla dort kirmizi kégemiz olur, yine bir geligki olugur.

Bu nedenle eger P; kirmizi ise, P;_o, P;_1, P11, P;1o kirmizi olamaz; o zaman en fazla dort kirmizi kégemiz
olur, yine bir geligki olugur.

Kaynak: Mathematical Olympiads 1999-2000: Problems and Solutions from Around the World, Syf. 192-
193.

22 + 3367 = 2" esitligini saglayan tiim x ve n pozitif tamsayilarmi bulunuz.
Coziim:

3367 nin asal arpanlara ayrilis1 3367 = 7 - 13 - 37 dir. Eger 23 = 2" (mod 7) ise, uygun bir m € N igin
n = 3m olur. Boylece, 3367 = 2" — 2% = (2" — ) (2°™ + 22 + 2%), a* < b ve ab=T- 13- 37 oldugu i¢in
———

a b
agagidakilerden biri dogrudur:
(i) a=1,b=7-13-37,
(i) a=7,b=13-37,
(iii) a=13,b =737,
b—a?=3-2™.2 2™ > /3367 > 14 oldugu icin
(i) b—a? =3-2-561 ve

(iii) b —a®> = 90 = 2 - 3 - 15 gegerli olamaz; ancak (ii) durumu sézkonusu olabilir. Bu durumda b — a® =
481 — 49 = 432 = 3 - 2% . 32 oldugunda n = 12, z = 9 olmali. Gercekten 9% + 3367 = 212 "dir.

Kaynak:
Matematik Diinyas1 1999-111

XOY agisinin [OX ve [OY 1ginlan iizerinde sirasiyla M ve N degigken noktalar: alindiginda |[OM| + |ON|
sabit ise, [M N] nin orta noktasimin geometrik yerini belirleyiniz.

Cozim 1:

[M N]'nin bir konumu gekildeki gibi olsun ve |OM| = m, |ON| = n, |[MN| = a diyelim. OM N ii¢geninin
gevrel cemberi ile MON agisinin agilortayinin kesigim noktas1 B ile gosterilmek tizere, ZM OB = 2« ise,

£ (MB) = £(BN) = 2a

dir. Buradan |M B| = |BN]| elde edilir. OM BN dortgeninde Ptolemy Teoremi uygulandiginda, |BM| = b
olmak iizere,
|OM|-|BN|+ |ON|-|MB|=|OB|-|MN|
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ya da mb+ nb = |OB]| - a elde edilir. Buradan
b(m+n)=|0B|-a, b-k=|0OB|-a (1)
[M N]'nin orta noktasi A ile gosterilmek tizere, ZMAB = 90° ve BON agis1 ile aym yay1 gordiikleri igin

/M N B = a olur. Bu dik ii¢ggende, cos a0 = ng , @ =2bcosa dir. Bu deger (1) ‘de yazilarak

= sabit

bk = |OB| 2bcosa = |OB| = 50080

elde edilir. O noktasi, |OB| ve aglortay sabit oldugundan B noktasi sabittir. OM N {iggeninde [O A] kenarortay

olup,
2 2 2
+n a
Ap="TE T 2
oA =" )
M BN figgeninde
2
[BAP =b* - = (3)
tir.
(2) ve (3)‘ten
24 .2
04 - |BAP = " 7 (4)

i 2
2cosa) M cosa

cosa ,

OM B iicgeninde, b = m? + (

ko k
ON B iiggeninde, b* = n? + ( ) — 2n2 cosa dir (Kosiniis Teoremi). Bu iki esitlik taraf tarafa
cos &

2cos «
toplanarak,
i 2
2b2:m2+n2+2( ) — k2,
2cos o

2 m? + n? Eo’ K
- 2 2cos o 2

2 2 k2 k 2

me - = — = sabit

2 2 2cos o

bulunur. O halde (4) ifadesi
|OA|* — |BAJ? = sabittir.

“Sabit iki noktaya uzakliklarinin kareleri farkli sabit olan noktalarin geometrik yeri, bu sabit noktalar
birlegtiren dogruya dik bir dogrudur.”

Dolayisiyla, A noktasinin geometrik yeri, OB dogrusuna dik bir dogrudur.
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Tersine |OM| = |ON| = &, Oz agiortay, MN 1Oz, A € [M,N] olsun. OM; N, {i¢geninin [M; N;] kenarmmn
orta noktasi A ise, |[OMp| + |ON;| = k olur. Ciinkii A’y1 orta nokta kabul edecek [M7N;]’in ¢izimi, O’nun
A’ya gore simetrigi olan O’ bulunup O M;0’N; paralelkenarinin olugturulmasi ile miimkiindiir. Bu durumda
O'Ny || OMy, ZOMN = ZN1ZN ve OM N figgeni ikizkenar oldugundan,

|OM;| = |OM|+ |MM'| ve AM1MA = AN;ZA oldugundan
[MM| = |N:1Z| = [N1N]|,

|ONy| = |ON| — |NNy| dir.
Bu esitliklerden,
|OM;| 4+ |ONy |
= |OM| + |MM;|+ |ON| — |M M|
=|OM]|+ |ON| = k bulunur.
Kaynak:
Matematik Diinyas1 1999-111

Coziim 2:

Geometrik yer ile ilgili soru ¢oziimlerinde sonuca gotiiren yollardan biri de iki 6rneklem almak. Ozellikle bu
orneklemden biri sabit ise ona bagh bircok sey sabit olacaktir.

k
OM +ON = k oldugu i¢cin OM’ = ON' = 5 sartin1 saglayan M’, N’ noktalarim birlegtiren dogru parcasinin

k
orta noktasi da geometrik yer lizerindedir. Bu arada OM’ = ON’ = 5= Sabit ve ZM'ON' = Sabit oldugu
icin M'N’ dogrusu da, dogru parcasi da sabittir.
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MM’ = NN’ oldugu agikar (degilse k dan MM’ kadar almip NN’ kadar veriliyor, yine k elde ediliyor).
M'N’ile MN, P de kesissin. N den M'M ye cizilen paralel M'N’ yii ) da kessin.

QN PN

OM' = ON’' = QN = NN’ = MM’ olacaktir. Paralellikten UM - PM - 1 olacaktir. Yani M N dogru

parcalarimin orta noktalar1 P € M’'N' diir. Geometrik yer M’ N’ dogru parcasidir.

Bu paralel ¢ekmeli ¢oziim ashinda Menelaus’tan bagka bir sey degil. AMN ftiggeninde M’, P, N’ noktalari
igin Menelaus uyguladigimizda da PM = PN esitligini elde edecegiz.

Tersinin ispat: da diiziinden farksiz. Aym sekilde OM + ON = k oldugunu gosterecegiz. Ister Menealus

k
uygulayn, isterse tekrardan NQ || OM dogrusunu ¢izin. NN’ = M M’', dolayisiyla da OM + ON = 5 +

k
MM + 5 NN’ = k elde edeceksiniz.

@ n X n bir satrang tahtasindaki karelerin kogelerinden bazilari, bu satrang tahtasinin karelerinden olugan her
kxk (1<k<n)karenin en az bir kenarimin tistiinde boyanmig bir nokta olacak bi¢imde boyaniyor. Eger
bu kogulu saglamak icin boyanmasi gereken en az nokta sayisim £(n) ile gosterirsek,

i (M) 2

n—oo n2 7

oldugunu kanitlayiniz.

Cozim:

Sekilde goriilen boyanmig parcay:r kaydirarak boyama iglemini stirdiriirsek n = 7k + 6, £ > 0, icin
L(n) < 2(n+1)

=7

| L

oldugunu goriirtiz. Eger n =7k +s5,0<s <6ise,n=7(k—1)+6+(s+1) vem =7(k—1)+ 6 yazahm.
Bu takdirde, n x n karenin icinde m x m karenin diginda kalan tiim noktalarin boyandigi varsayilsa dahi
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l(n)<l(m)+(s+1)n+(s+1)m <l(m)+ 12n,
I(n) < %(m+1)2+ 12n < %(n+1)2+12n

oldugu gortliir. Dolayisiyla her n > 6 igin,

2 *
S? + — *)

dir.
Simdi, bir kare alalim. (Bak: Sekil 1). Bir 1 x 1 karenin kenarlar: iizerindeki boyanmig nokta sayisi ¢ olsun.

1
Problemin kogulu geregi ¢ > 1 dir. Her 1 x 1 kare i¢in — sayisina o karenin agirligyr diyelim. Boyanmig

bir nokta alalim. Bu nokta ile kesigen tiim 1 x 1 karelerin agirliklar toplamina o noktanin puani diyelim.
Bu takdirde, boyanmig her bir noktanin puani, nokta tam kosede ise (Bak: Sekil 2), < 1; nokta bir kenar

7
tizerinde ise (Bak: Sekil 3), < 2 ve eger nokta karenin iginde ise (Bak: Sekil 4), o noktanin puam < 5 dir.
(Son durumda, eger dort kareden tigiiniin agirligr 1 ise, 2 x 2 karenin kenarinda en az bir boyanmig nokta

bulunacagindan, dordiincii karenin puan1 < 3-1+ 3<% esitsizligini saglamalidir. )

sekil 1 sekil 2

I

sekil 3 sekil 4

Diger yandan, her biri 1 x 1 karenin boyanmis noktalarin puanina yaptig1 katkilarin toplami 1 dir. Ciinkii,
bir 1 x 1 kare tizerinde t adet boyanmig nokta varsa, karenin puanlara yapmig oldugu katki

! + ot L t L 1
t t ot
olur. Demek ki, boyanmis noktalarin puan toplami n2dir.

7
Simdi I(n) tane boyanmig nokta ve her boyanmig noktanin puam < 5 olduguna gore,

7 I(n) _ 2
2
oldugunu goriiriiz. () ile (x) birlegtirilirse,
2
g<l(n)<2(n+1) 12
T n?2 T 7  n? n
elde edilir ve Sandvig teoremi ile
. 1l(n)
hm 5 = =
n—oo n 7

oldugu goriliir.
Kaynak:
Matematik Diinyas1 1999-111
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7. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1999

0 < z,y,z,w < 36 olmak iizere,
2 +y? =2+ w® (mod 37)

denkligini saglayan (z,y, z, w) sirali tamsay1 dortliilerinin sayisini bulunuz.
Coziim:

Once a bir tamsay1 olmak iizere; 22 4+ 32 = a (mod 37) denkligini saglayan (z,y) sirall tamsay ikililerinin
sayisim1 bulalim. @ = 0 (mod 37) ise, z2 + 2 = 0 (mod 37) denkligi, y*> = (6z)> (mod 37) e dolayisiyla
y = +6x (mod 37) denkliklerine egdeger oldugu igin, ¢dziim olarak 2 -36 + 1 = 73 (x,y) swrali ikilisi elde
edilir.

Simdi de @ # 0 (mod 37) durumuna bakalm. 22 + y? = 22 — 36y? = (z — 6y) (r + 6y) (mod 37) oldugu
icin, aradigimz say1 (z — 6y) (z + 6y) = a (mod 37) denkligini saglayan (x,y) siral ikililerinin sayisidir. Ote
yandan, a # 0 (mod 37) oldugundan, her 1 < u < 36 tamsayisi i¢in, uv = a (mod 37) ve 1 < v < 36
kogullarini saglayan tam olarak bir v tamsayisi bulunur. Boyle (u,v) siral ikilileri ile u = x — 6y, v = x + 6y,
0 < z,y < 36 kosullarm saglayan (z,y) siral ikilileri arasinda bire-bir bir egleme bulundugundan, bu
durumda, 22 + y? = a (mod 37) bagmtisinin ¢oziimii olan 36 (z,y) ikilisi bulunur.

Diger taraftan z® +w® = 0 (mod 37) denkligi, w3 = —2z® (mod 37), dolayisiyla da w = —z veya 11z veya
—10z (mod 37) bagmtilarina egdegerdir. Yani z* +w? = 0 (mod 37), 0 < z,w < 36 kosullarin1 saglayan
36-3+1 =109 (z,w) sirali tamsay1 ikilisi vardir. Sonug olarak, (z,w) ikililerinin alabilecegi toplam 372
degerden 109 u icin, istenen kosulu saglayan 73 (x,%) ikilisi, 37% — 109 tanesi icin de 36 (x,y) ikilisi vardir.
Aranan say,

109 - 73 + (372 - 109) -36 = 53317

dir.
Kaynak:
Matematik Diinyasi1 2000-11
O merkezli bir gembere, digindaki bir .S noktasindan ¢izilen tegetlerin degme noktalar1 P ve @); SO dogrusunun

gemberle kesigim noktalar1 A ve B; PB (kiiciik) yaymin herhangi bir i¢ noktas1 X; QX ve PX dogrularinin
OS dogrusu ile kesigim noktalar1 C' ve D ile gosterilmek iizere,

S S
|AC| " JAD] ~ |AB|

oldugunu ispatlayiniz.
Cozim:

SPQ iiggeni (SP = SQ) ikizkenar iiggen olup, A noktas1 PQ yaymn orta noktasi ve dolayisiyla
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XA, PXQ acgisimn aciortayidir. Diger taraftan, AX B agis1 AB ¢apim goren bir ¢evre aci oldugundan bir
dik acidir. Bu nedenle X B, QX D acisinin agiortayidir. C X D tiggeninde X B ve X A acgiortay olduklarindan,
aglortay teoremi geregince,

CB_AC (_AC_AD _CB_DBY _ CB_DB
BD AD CB BD AC  AD AC  AD
N ¢cB DB iABfAC’iADfAB
AB-AC  AB-AD AB-AC  AB-AD
N 1 1 1 1 n 2
AC AB AB AD _AC " AD 4B
bulunur.
Kaynak:

Matematik Diinyas1 2000-11
n ve p pozitif tamsayilar olmak tizere, i,7 € {1,2,...,n} i¢in |f(z) — f(j)] < p sartin saglayan

fAL2,...,n} > {-p,—p+1,....p—1,p}

fonksiyonlarinin sayisiin (p + 1)+t — p"*+1 oldugunu gosteriniz.
Cozim 1:

Verilen kosullar: saglayan ve aldig1 en yiiksek deger ¢ olan fonksiyonlarin sayisini Q(q) ile gosterelim. Once
q € {0,...,p} oldugu duruma bakalim. Her 4,5 € {0,...,n} i¢in |f (i) — f (§)| < p kosulu nedeniyle, bu
durumda, her k& € {0,...,n} icin f(k) € {¢—p, g—p+1,...,q} olur. Aldig1 tiim degerler bu kiimeye
ait olan (p + 1)" tane fonksiyon bulunup, bunlardan ¢ degerini hi¢ alamayanlarin sayisi1 p" dir. Dolayisiyla,
Q(p)=(p+1)" —polu.

Eger ¢ € {1,...,p} ise, benzer bigimde Q (—¢) = (p — ¢+ 1)" — (p — ¢)" bulunur. Verilen kogullar1 saglayan
fonksiyonlarin toplam sayisi,

M=

P+ ((p+D)"=p")+ ) (p—q¢+1)" = (p—q)")

Il
-

q

=+ )" =@+ )P +p" = (p+ )" =
olur.
Kaynak:
Matematik Diinyas1 2000-11
Coziim 2:
f:A{L2,...;,n} > {-p,—p+1,...,—1,0} seklinde (p + 1)™ fonsksiyon yazilabilir. Agiktir ki bu fonksiyon-

lardan birinin herhangi iki elemam arasindaki fark p den fazla olamaz.

f:A{L2,...,n} > {-p+1,—p+1,...,0,1} fonksiyonlarmmdan goriintii kiimesinde 1’i icermeyenleri yu-
karida saydik. O halde bu fonksiyonlardan 1’i igerenleri genel toplamimiza ekleyecegiz. Toplam (p+ 1)™ tane
fonksiyondan, p™ tanesi 1 icermez. O halde (p + 1)™ — p™ tanesi 1 igerir.

Bu son yaptigimizi 1 den baglayip p ye kadar devam ettirmemiz gerekiyor.
O halde aradigimiz yanit
P+ +((p+1)" =p") - p=(p+ )" —p"Fh
1 2000
Her n > 1 i¢in a, = ap—1(2 — an-1), 3 <a; <1lve > a,=1999 kosullarini saglayan tiim (a,) gercel say1

n=1
dizilerini bulunuz.
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Cozim 1:

Her n > 1 icin,
l—ap,=1-ap-12—an-1)=(1- an,l)Q;

dolayisiyla da

l—a,=(1- a1)2n71

olur. (a,) verilen kogular1 saglayan bir gergel say1 dizisi ise,

2000 2000
1=2000 — 1999 = 2000 — > a, = »_ (1 —ay)
n=1 n=1
2000 2n ) o] 1— a
= 1— (1— = <1
RS MR

I
—
H

n
olacag i¢in, boyle bir dizinin bulunmadig1 gosterilmis olur.
Kaynak:

Matematik Diinyast 2000-I1

Coziim 2:

Benzer bir ¢ozlimii dizinin genel terimini bulmadan yapacagiz.
l—apn=1-an 12—an_1)=(1—an_1)?

b, =1 — a, olsun.

1
by =b2_1ve 0 <b < 3 olacaktir.

1 XD 1 1 1 1
bn = bn—lbn—l < 5 . bn—l Olacagl 1(;111 ngl bn < 5 —+ Z + g + 4+ — 2000 < 1 olacaktar.
2000 2000 2000
Z an =Y (1=by)=2000— Y by, > 1999 olacaktir. Dolayisiyla esitligi saglayan dizi yoktur.
n=1 n=1

Cevrel cemberinin yarigapt R olan dar agih bir A; As A3 licgeninde, A;, As ve Az noktalarindan gegen yiiksek-
liklerin ayaklar sirasiyla Y7, Ya veYs, |A1Y1]| = hq, |A2Ya| = ha, |AsYs| = hs; A1, A2 ve As noktalarindan
(Y1Y2Y3) gemberine gizilen tegetlerin uzunluklar: da sirasiyla t1, to ve t3 ile gdsterilmek {izere,

> (k) <

i=1

3
-R
2

oldugunu ispatlayiniz.
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Cozim 1:

[e]

X2

Cevrel cemberin merkezi O, (Y1Y2Y3) gemberi ile yiiksekliklerin kesigim noktalar1 Py, P, ve Pj ile gosterilmek
tizere A1 noktasinin (Y1Y2Y3) cemberine gore kuvveti: A; den ¢izilen tegetin uzunlugu ¢; oldugundan,

2= AP - A\,

t2
t% = A1P1 . hl = hfl = A1P1
1

ve benzer bigimde t5, t3 icin de bu esitlikler yazilarak,

CHRDIE

i=1

bulunur. Yiikseklik ayaklarindan gegen gember, ayni zamanda kenarlarin orta noktalar: olan A}, A5, A% den
ve HAy, HAy, HAj3 iin orta noktalar1 olan Py, Ps, P53 den geger ve A; P; = OA. esitligi saglanir. Bu nedenle

3 3
S AP =Y 04
i=1 i=1

olur. (ikinci tarafi hesaplayalim.) A; A50 A kirigler dortgeni oldugundan Ptolemy Teoremi geregince,

OA; - AL AL = OAL - Aj AL + OA% - AL A (1)
ve benzer bicimde A AOA%, A3 ALOA] dortgenlerinden de,

OAy - AA] = OA) - Ay AL + OAL - AR Al (2)
OA; - A1 A, = OA| - A3AL + OAL - A3 A (3)
"diir. Bu (1), (2), (3) esitlikleri taraf tarafa toplanarak; OA; = OAs = OAs = 1 oldugu goz 6niinde tutulup,
b
AsAs = a, AsA) = b, A1 Ay = ¢ alindiginda, A5A), = %, ALAL = 2 AL AL = g olacagindan,

a+b+c ,{c b , (C a , (a b
. OA1<2+2>+OA2(2+2)+0A3 S +2
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_ Ay (otbtc a s (atbt+c b s (atbt+c ¢
= 0A] (2 2)+OA2 (2 5 + OAS s 5

2

B at+b+e
N 2

. / . / . /
)(0A3+0A’2+0Ag)<“ OA, +b-04) +c OA3>

a+b+c >
_ <2) ;OA; — Alan (A1 A2A3) .

Alan (A1 A2 A3) = <a—|—;+c> r (r: ig yarigap) yazildiginda,

3
b b b
a+0o+c a+2+CZOAI¢—a+ +cT

2 : 2
=1

3 3
=R=)Y OAj—r=) OAj=R+r

i=1 i=1

Her iiggende gevrel yaricap (R) ile i¢ yarigap (r) arasimnda R > 2r bagintist vardir. O halde R > 2r = r <

R

R

2
3R

ve R+r <R+ 5= olur. Buradan

. / : > t; 2 3R
Soa=Yar=3(7) <%

bulunur.
Kaynak:
Matematik Diinyas1 2000-11

Cozim 2:

Dokuz nokta ¢emberinin 6zelliklerini kullandiktan sonra Erdos-Mordell esitsizligine gore
3BR=0A+ 0B+ 0C >2(0A| + OA, + OAY)

sonucu elde edilebilir. Ashinda ilk ¢6ztimde bunun ispat1 yapiliyor bize.

Ya da
OA"'=R-cos ZA,OB' = R-cos ZB ve OC' = R - cos ZC

esitlikleri yazilarak problem

cos/ A+ cos /LB +cos ZC <

| W

ye indirgenebilir (Jensen).
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Cozim 3:

Cevrel gemberin merkezi O, (Y1Y2Y3) cemberi ile yiiksekliklerin kesigim noktalar1 Py, P» ve Ps ile gosterilmek
tizere A; noktasinin (Y1Y2Y3) cemberine gore kuvveti: A; den gizilen tegetin uzunlugu ¢; oldugundan,

t2 = AP - Ay
2

t
t%:Alpl'hlihill:Alpl

ve benzer bigimde 5, t3 igin de bu egitlikler yazlarak,

3 £\ 2 3

bulunur.

Carnot teoremine gore;

i=1 \/E i=1

dir. Euler esitsizligini (R > 2r) de gbz oniine alirsak

APy + APy + AsP3 < =R

N w

bulunur.

2 3
t;
Z( ) :ZAiPi:A1P1+A2P2+A3P3:R+T

@ 40 saymin toplamini, 8 “iglemci” kullanarak bulmak istiyoruz. Baglangigta, her iglemcinin ekraninda 0 sayisi
bulunuyor. Herhangi bir iglemci, kendisine digaridan verilen ya da bagka bir iglemciden aktarilan sayiyi,
ekranindaki mevcut sayiyla bir birim zamanda toplayarak, elde ettigi sonucu ekranina yaziyor. Ekranindaki
say1y1 bagka bir iglemciye aktaran bir islemcinin ekrani karariyor. Verilen 40 sayidan istediklerimizi istedigimiz
islemciye girerek ve iglemcilerin elde ettigi kismi toplamlar: da istedigimiz islemciye aktararak, bu 40 sayiy1

en az kag birim zamanda toplayabiliriz?

Cozim 1:

Belli bir anda, herhangi bir iglemciye girilmemig sayilarla, iglemcilerin ekranlarindaki sayilara “iglem gorecek
kalem” diyelim. n (c) ile, ¢ zaman birimi sonundaki iglem gérecek kalem sayisini gosterelim. n (0) = 40+-8 = 48
dir. ¢ zaman sonunda istenen toplam elde edilmigse n (¢) = 1 olur. (Burada genelligi yitirmeden her iglemcinin
kullanildigini varsayiyoruz.) Bir zaman biriminde en fazla 8 iglem yapilabilir; ayrica yine bir zaman biriminde,

islem gorecek kalem sayisi, en fazla yariya indirilebilir. Dolayisiyla,
. [n(c)
n(c) —n(c+1) <min T’S ,

yva da egdeger bigimde,

n(c+1) Zmax{ngc),n(c)—S}

olur. Simdi M (0) = 48; M (c+1) = max{ [MQ(C)—‘ , M (c) — 8} sistemine bakalim. ([z] := z’ten biyiik

ya da z’e esit olan en kiiciik tamsayidir.)
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C,M (@) = 1 kosulunu saglayan en kiiciik tamsayz; C da aranan yanit ise; C>C dir. C y1 bulalim:

M (0) = 48; M (1) = max {[4],40} =40 ;
M (2) =max {[9],32} =32; M (3) =max{[32],24} =24;
M (1) = max {[%],16} =16 ;M (5) = max {[ %] 8} =
M(6) =max{[§].0} =4;  M(1)=max{[4].~4} =2
M (8) =max{[3],—6} =1.

Yani C = 8 dir. Aranan sayl1 C > 8 olur.

Agagidaki gizelgede, koseler iglemcileri; tiggenler ilk beg zaman biriminde iglemcilere girilen sayiy1; yonli ke-
narlar da, hangi islemcinin kismi toplaminin hangi iglemciye aktarildigim gostermek tizere; istenen toplamin
8 zaman biriminde elde edilebilecegi goriilmektedir. Yani C' = 8 dir.

Kaynak:
Matematik Diinyas1 2000-11

Cozim 2:

Ekrani kararan iglemcinin bir daha kullanilmadigini diigiinerek sonuca gitmeye caligacagim. Boyle diigiinmem-
deki neden, soruda aktarma yapan iglemcinin ekraninda 0 yazar seklinde bir ifade olmamasi.

Biiyiik ihtimalle ¢6ziim igin iglemcilerin ekraninin kararmasina gerek yok; ama soruda boyle verdigi i¢in buna
gore bir ¢oziim yapacagim.

Bir islemciye digaridan bir say1 verildiyse o iglemci Y (yiikleme) iglemi, bagka bir islemciden say1 alan iglemci
T (toplama) iglemi, baska bir islemciye say1 veren iglemci A (aktarma) iglemi, bogta duran islemci de B
(bosta) islemi yapmig olsun.

8 iglemci ile 8 birim zamanda (adimda) soyle bir toplama gergeklestirilebilir:
Ik 5 siirede, 40 say1 iglemcilere yiiklenir.

Sonra 2 — 1,4 — 3, 6 — 5, 8 — 7 seklinde aktarma yapilir.

Sonra 3 — 1, 7 — 5 seklinde aktarma yapilir.

Sonra da 5 — 1 geklinde aktarma yapilir.
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Daha az sayida siirede bu toplama igleminin yapilamayacagini gosterecegiz.
40 40
p < 5 iglemci ile sadece yiiklemeler (en az) {-‘ > 5= 8 birim zamanda yapilabilir.
p
Bu durumda; 8 den az siirede tamamlamak icin p = 6, p = 7 ya da p = 8 iglemci kullanilabilir. Hig
kullanilmayan islemcileri yok gibi diigiinecegiz, yani onlar icin B, yani bosta demeyecegiz.

p = 6 iglemci kullanildigini varsayalim. 40 tane Y yapilacag i¢in, 7 birim zamanda tamamlamaya calisacagiz.
Toplamda 7 x 6 = 42 iglem yapilmasi gerek. 6 iglemcinin toplamlarini birbirine aktarmak icin sadece ilk kismi
toplam hesaplari igin bile 37", 3A yani 6 iglem gerekecek. 40 4+ 6 > 42 oldugu i¢in; p = 6 iglemci ile 7 birim
zamanda bu toplama iglemi yapilamaz.

p = 7 islemci kullanildigini varsayalim. 7 x 7 = 49 islem yapilmasi gerek. 40Y" iglemi yiiklemeler icin gerekli.
7 islemcinin kismi toplamlar: igin 67" ve 6A iglem gerekli. 40 4+ 12 > 49 oldugu igin; p = 7 iglemci ile 7 birim
zamanda bu toplama iglemi yapilamaz.

p = 8 islemci kullandigimiz1 varsayalim. 7 x 8 = 56 islem yapilmasi gerek. 40Y islemi yiiklemeler i¢in gerekli. 8
iglemcinin kismi toplamlari i¢in 77" ve 7A iglem gerekli. Toplamda 40 4+ 14 = 54 iglem oldu. 3 tane B durumu
(iglemi) bulursak; p = 8 iglemci ile 7 birim zamanda bu toplama igleminin yapilamayacagimi gostermis
olacagiz. Ik aktarma igleminin ¢, ikinci aktarma igleminin ¢5 > ¢1, son aktarma igleminin ¢; de yapildigim
varsayalim. Bir adimda en fazla 4 aktarim yapilabilecegi ve son aktarimin gerceklestigi siirede bagka aktarim
yapilamayacag igin (aksi halde iki aktarimin kismi toplamlar tekrardan aktarilmal) t7; — t1 > t7 — to > 2
olmali. Bu da ilk iki aktarimda kullanilan iglemcilerin en az 2 ger kez B durumunda kalacagi anlamina gelir.
En az 4 tane B durumu elde etmis olduk. (40 + 14) + 4 = 58 > 56 oldugu i¢in p = 8 iglemci ile 7 birim
zamanda bu toplama iglemi yapilamaz.

Not: p = 6,7 islemci i¢in B durumunu kullanmamiza gerek kalmadi. Yani aktarma yapan islemcinin ka-
rarinca bir daha kullanilmadigi varsayimini yapmamiza gerek kalmadi.

p = 8 iglemci i¢in 3B durumunu aktarma yapan iglemcinin bir daha kullanilabilecegi sekilde bulabilirsek;
¢Ozlimiin bagindaki kabulii yapmamiza gerek olmayacaktir.

Coziim 3:

Ekrani kararan iglemcinin bir daha kullanilabildigi durum i¢in de bir ¢6ziim vermeye caligacagim.
Amacimiz, 40 sayimin toplamim 8 iglemci kullanarak minimum siirede hesaplamak. Her iglemci, bir zaman
biriminde su islemlerden birini gergeklegtirebilir:

e bir sayiy1 yiikleme (Y),

e iki sayiy1 toplama (7),

e Dbir sayiy1 bagka bir iglemciye aktarma (A), veya

e bogta kalma (B).

8 Islemci ile 8 Birim Zamanda Cdziim

(1) Yiikleme Asamasi (5 birim zaman)
- 40 say1, 8 iglemciye dagitilir ve yiiklenir. Her iglemci bir zaman biriminde bir say1 yiikleyebilir.
- 8 islemci ile her bir zaman biriminde 8 say1 yiiklenebilir.

- Bu nedenle, tiim 40 sayimin yiiklenmesi i¢in gereken siire:
[40/8] = 5 birim zaman.

(2) Aktarim Asamasi (3 birim zaman.)
-Adim 1: P, - Py, Py — P35, Ps — P ve Py — Px.
- Adim 2: P3 — P, ve P, — P5 aktarilir.
- Adim 3: Ps — P;. P; islemcisi toplam sonucu barindirir.

Bu aktarim agamasi 3 zaman birimi siirer.
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Yiikleme ve aktarim agamalarini toplarsak:

5 (yikleme) + 3 (aktarim) = 8 birim zaman.

8 Zaman Biriminden Daha Az Siirenin Imkansiz Oldugunun Kaniti

8 zaman biriminden daha az siirede iglemi tamamlamanin imkansiz oldugunu kanitlamak i¢in gereken mini-
mum iglem sayisini hesaplayacagiz ve bu iglemlerin mevcut iglemcilerle 8 birimden az stirede gergeklestirilemeyecegini
gosterecegiz.

t ile toplam birim zamani, p ile de tliim iglemler yapilirken kullanilan farkl iglemci sayisini ifade edelim.
Her islemci ¢t zaman biriminde ¢ islem gergeklestirebilir. 8 islemci ile toplam 8t iglem yapilabilir.
Toplam I§ Yiikiiniin Ana Bilesenleri

1. Yiikleme i§lemleri:

40 saymin yiiklenmesi tam olarak 40 islem gerektirir.

2. Aktarim ve Toplama i§lemleri:

p iglemci kullamldigr durumda en az (p — 1) aktarim ve (p — 1) toplama iglemi gerekir, toplamda 2(p — 1)
iglem.

3. Bosta Kalma i§1emleri:
- Eger bir adimda en ¢ok p islemci aktifse, kalan en az 8 — p iglemci o adinda bogta kalir.

- Son adimda, en az 6 iglemci bosta kalir; ¢linkii sadece ya bir islemciye yiikleme yapilabilir ya da birer
islemci toplama ve aktarimda yer alir.

Toplam bosgta kalma iglemleri:
t—1)8—p)+6
Toplam Is Yiikii Denklemi

Toplam iglem sayis1 su kogulu saglamalidir:

Yiikleme Islemleri + Aktarim + Toplama Islemleri + Bogta Kalma Islemleri < 8¢

Yerine koyarsak:
04+2(p—1)+{t—-—1)(8—p)+6 <8t

Terimleri agip:
404+2p—24+8—-8—pt+p+6 <8t

Diizenlersek:
p(t—3) > 36
elde ederiz.

t =17 ise:
p(7T—3)=4p>36 = p>9

olacaktir. Mevcut islemci sayis1 8 oldugu i¢in bu imkansizdir.
Bu nedenle, t > 8.
Sonug:

8 iglemci ile 40 sayinin toplamini hesaplamak icin gereken minimum siire:

8 birim zaman.
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8. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2000

Merkezi O ile gosterilen bir cember ve bu ¢emberin i¢ bolgesinde bir A noktasi aliniyor. B noktasi ¢gemberin
tizerinde ve O A dogrusunun diginda olmak tizere, AO B acisinin i¢ agiortay: ile [AB] nin kesigiminin geometrik
yerini bulunuz.

Cozim 1:

B degistikce degisen bu nokta Pg olsun. Pg den OB ye ¢izilen paralel OA y1 M de kesin.

Paralellikten ve i¢ agiortay teoreminden

MPg APp OA OA-OB
= = = MPgp=——-—
OB ~ PgB OB+O0A PT0B+04A
elde edilir. Paralellikten dolay1
OA-OB
MO =MPg = ——————— = Sabit
P=0oB+o04a """
olacagi icin M noktas1 sabit bir noktadir. Pg nin M ye uzaklig1 da sabit oldugu i¢in Pg, M merkezli OOIIS’AJ'rOOi

yarigapli cember iizerindedir. Soruda B ¢ OA dedigi i¢in geometrik yer M merkezli gemberin O dan gegen
¢ap1 hari¢ kismdir.

Not:

Burada es gegsek de, geometrik yer problemlerinde prensip geregi tersi de gosterilir. Yani bulunan geometrik
yer iizerinde bir nokta alinip, sorudaki garti1 sagladigi simnanir. Bu, sunun igin yapilir. Belki buldugumuz
kiime bir cember degil, yaydir. Dogru degil dogru parcasidir. Dogru parcgasi degil, dogru parcasina ait bir alt
kiimedir.

57


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3025.0

8. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Smavi - 2000 geomania.org

Cozim 2:

[OA ¢emberi B’ de kessin.

OA AO AP, AP
PpB = PpB’. Agortay teoreminden 0B — 0B~ ﬁg = KBB’
larma olan uzakliklar: orani sabit (%) olan noktalardir. Oyleyse Pg, A ve B’ noktalarina ait O dan gegen
Apolonyus cemberi iizerindedir.

elde edilir. P ile O, A ve B’ nokta-

Her n pozitif tamsayisi igin
Puz)=a"" 42" 242" 3+t +1

seklinde tanimlaniyor. Her a pozitif tamsayis: icin,
Pu(w) = (1 + az + 22 R(@))Q(x)

olacak gekilde bir n pozitif tam sayisi ile, katsayilar1 tam sayilar olan R(x) ve Q(x) polinomlarimin bu-
lundugunu gosteriniz.

Coziim 1:

n, ilk k£ asal sayimin ¢arpimi olsun.

k =2 igin, n = 6 dir.

Pi(z)(z—1)=2a—1=(z-1)(z+1) (2®+a+1) (2* —2+1).

z?2R(z)+2z+1 Q(x)

a=2i¢inn =6, R(x) =2 +2 ve Q(x) =22 — x + 1 olarak bulunabiliyor.
Genel olarak (---+ x + 1) seklinde a ifadeyi yan yana garpasak, az 1i bir terim elde ederiz.
k=3i¢in,n=2-3-5=30.

P30($)($L‘—1):$30—1

polinomunun x2 — 1, 2% — 1, 2'° — 1 polinomlar: ayr1 ayr1 boler. Ama hep birlikte bélmez.

Benzer sekilde x — 1, z + 1, 23 — 1, 23 4+ 1, 2° — 1, 2° 4+ 1 polinomlar: da £3° — 1 i ayr ayr1 boler. Ama hep
birlikte bolmez.

Bu durumda z2 + z + 1 ile 2* + 2% + 22 +  + 1 polinomlar1 da z3° — 1 i ayr1 ayr1 boler. Bu iki polinomun
ebob lar1 1 ise 239 — 1 i ikisi birlikteyken béler. Yani

(®+z+1) (2" +2° +2> +2+1) 2% -1
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Bu iki polinomun aralarinda asal oldugu
dt+at+lta+l=2 (P +a+ 1)+ +a+1-2’= (2P +a+1) (z+1) —2?
seklinde gosterilebilir. Bu durumda

0 -1=Q()(z—1)(z+1) (2®+z+1) (2 +2° + 2> + 2+ 1)

-43z+1

seklinde n sayisi ile R (z) ve @ (z) polinomlar: bulunabilir.
Iddia:
p > q asal sayilar icin,
ebob (2P — 1,29 — 1) =z —1
ispat:

(p,q) = 1 oldugu igin, Oklid algoritmas: uyguladigimizda (2P — 1,29 — 1) = (aP modd 1 29 1) =... =
(z" —1,2°P°P(P9) — 1) = 2 — 1 olacaktir. B

Soruya geri donersek,
k = a icin, n sayist ilk a asal saymin ¢arpimi olacak.
Her p|n asal sayist icin 2P — 1|2" — 1 olacag1 asikar. Bu durumda 1 + 2 + -+ - + 2P~ 1[z" — 1.

Bu sekilde asal sayilardan a tane oldugu igin, en az a tane (1 4+ x + ...) seklinde bdlen vardir. Bu a bélenin
hepsinin ikigerli olarak aralarinda asal oldugunu yukaridaki iddiada gosterdik. Bu durumda bu a boélenin
hepsi birlikte carpandir. Bu durumda

2" —1=(@-1_...(1+ax+ _...)

Q(x) z2R(x)
elde edilir.
Not:
n asalken P(z) = 2"~ 1 + 272+ ... + 2 + 1 polinomlarmm indirgenemez oldugunu Eisenstein Kriteri ile de
gosterebiliriz.
Cozim 2:
Pn(n+1)(1') = I‘n2+n71 —+ xn2+n72 [ |
xn(nJrl) -1
- T o1
" —1

= T (lHan o)

= P,(x): Pyy1(z™)
iddia: P, 1(z) | Poyi(a")
Ispat: P, 1(2")(z — 1) = (2"*! — 1)S(x) + 0 oldugunu géstermemiz isteniyor.
(42" +- 42" )z —1) = (z+ 2" 4 a20F gt (1 g a2 g2,
Pyi1(2™)(z — 1) sayisinm 2" — 1 ile boliimiinden kalani bulmak icin 2" ™! = 1 yazacagz.

(n,n+1) = 1 oldugu igin 0-n, 1-n,...,n-n sayilart mod (n + 1) de tam kalan sistemi olugturur. Yani, 0 dan
n ye tim kalanlari alir. (Ispat: en = yn (mod n+1) = (z—y)n =0 (mod n+1) = z =y (mod n+1))

Dolayisiyla bunlarin 1 fazlalari da, 1 +0-n,1+1-n,...,1 4+ n - n sayillarn da, mod(n 4+ 1) de tam kalan
sistemi olugturur.

O halde P,11(z")(z — 1) polinomu 2! — 1 ile kalansiz boliiniir.H
Iddianm sonucu olarak da Prns1) () = Po(x) - Pry1(2™) = Pyu(z) - Pog1(2)Q(2) elde edilir.

Simdi de sorunun ¢oztimi igin tiimevarim uygulayalim.
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a=1ic¢in n=2, R(z) =0, Q(x) =1 bulunur.
a i¢in n, Q(z), R(x) bulundugunu varsayalim.
O halde;

Pty = Pul@) - Py (2)Q' ()
= (I+azx+2°R(@)1+x+ - +2™Q'(x)
= (I+(a+Dz+ R(2)Q (z)

olacag i¢in a + 1 i¢in de n(n + 1) sayisi, R'(x), Q'(z) polinomlar: bulunur.

Asagidaki tabloda a sayisina karsilik gelen n sayisim1 gézlemleyebiliriz:
a|1]2]3]4]
n{1]2]6]42]...

Kaynak: Barig Koyuncu'nun AoPS deki ¢6zliimii biraz degistirilerek buraya tagmmigtar.

Tim z,y € {1,2,...,2000} i¢in tamimlanmig ve en ¢ok n swrali (x,y) ikilisinde farkhi degerler alan her
f(z,y), g(z,y) fonksiyon ¢ifti igin « € X ve y € Y iken f(z,y) = g(x,y) olmasim saglayacak bigimde, her
biri 1000 elemanh X, Y C {1,2,...,2000} kiimeleri bulunabiliyorsa, n tamsayisinin en ¢ok kag olabilecegini

belirleyiniz.
Cozim 1:
Tanim:
17 b = )
h(z,y) = f(@,y) = g(z,y
0, flz,y)# g(x,y)
olsun.

x; sayis1 verildiginde, y bilinmeyeni igin h(z;,y) = 1 denkleminin ¢6ziim kiimesi .S; olsun.

Z1,Ta, ..., o000 dizisi; {1,2,...,2000} kiimesinin
2000 > |S1]| > [S2| > -+ > [S2000] > 0

seklinde bir permiitasyonu olsun.

Gozlem:
1000
() Si| = 1000
i=1
1000
oldugunda, S; kiimesinin herhangi 1000 elemani, y1,y2, . . ., Y1000 Olsun.
i=1

X = {1001, Z1002; - - - » L2000} Ve Y = {y1001, Y1002, - - - , Y2000 } Olarak secildiginde, x ¢ X ve y ¢ Y iken, yani
x € {x1,22,...,%10000} Ve ¥ € {y1,Y2,---,Y1000} iken, 1 < i,j < 1000 olmak iizere; her (z;,y;) ¢ifti igin
h(z;,y;) = 1 olacag1 tanmimda belirtilmigti.

1000
N Si
i=1
kiimeleri bulunabiliyor.

iddia 1:

n = 3000 oldugunda, herhangi bir h(z,y) igin bahsedilen sekilde X ve Y kiimeleri bulunabilir.

Demek ki, > 1000 oldugunda, her h(z,y) igin, her biri 1000 er elemanh X,Y C {1,2,...,2000}

ispat:
Si={1,2,...,2000} — S; olsun.

Tamm geregi,
2000 > |S1]| > [Sa| > -+ > [S2000] > 0
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oldugu icin,
0 < |81 < [85] < -+ < [S3000] < 2000
olacaktr.

y € S! ise h(z;,y) = 0 olacag1 tanmimda verilmisti. Bu durumda h(x,y) = 0 olan ikililerin sayis1 n = 3000
oldugu icin,

2000
> 1S < n = 3000
1=1
dir. |S1p00] > 2 olsayda,
999 2000 999
n=3000>> [S]+ > S>> |Si|+3-1001 > 3003
=1 1=1000 =1
olacakt1. Demek ki, |S7pp0] < 2.
|S1000] = 2 oldugunda,
1000 2000 1000 1000
n=3000= Y [S]+ > IS] =D |SiI+2-1000 = > || <1000
=1 1=1001 i=1 =1

olacaktir. [S]g00| < 2 oldugunda, 0 < |S]| < |S5] < - < [S1pe0] < 1 oldugu igin, yine

1000

> 18] < 1000
i=1
olacaktir.
1000 1000
Her iki durumda da Y |S/| < 1000 oldugu icin, | |S}| kiimesi en fazla 1000 elemanli olabilir. Diger
i=1 i=1
1000
bir deyigle, |J |5} kiimesinin eleman: olmayan en az 1000 tane ay € 1,2,...2000 eleman bulunabilir. ay,
i=1
1000
eleman1 |J |S!| kiimesinin diginda oldugu igin, ay & S}, yani ai € S; dir. Demek oluyor ki, bu en az 1000
i=1
eleman S1, S5, ..., S1000 kiimelerinin hepsi tarafindan igeriliyor. Yani
1000
(1 Si| > 1000
i=1

dir. Bu sart saglandiginda, her h(z,y) igin, her biri 1000 er elemanh XY < {1,2,...,2000} kiimeleri
bulunabildigini gozlem boéliimiinde gostermistik. l

iddia 2:
3001 (z,y) cifti i¢in 0 degeri alan asagidaki h(x,y) fonksiyonu i¢in, bahsedilen gekilde X ve Y kiimelerini
bulmak miimkiin degildir.

Her a € {1,2,...,2000} i¢in h(a,a) =0,

h(1,2) = h(2,3) = - -- = h(1000,1001) = ~(1001,1) = 0,
aksi takdirde h(z,y) = 1.
ispat:

X ve Y kiimelerinin bulunabildigini varsayalim.
X' ={1,2,...,2000} — X ve Y/ ={1,2,...,2000} — Y olsun. | X'| = |Y’| = 1000 dir.

Herhangi a € {1,2,...,2000} sayist igin, a € X’ ise, a € Y’ olmak zorunda. Aksi takdirde, a € X’ ve a € Y’
iken h(a,a) = 1 olmas: gerekecek ki, bu da h(z,y) fonksiyonunun tammina aykir:.

Demek ki X’ ve Y’ kiimeleri ayrik. | X'| = [Y'| = 1000 oldugu i¢in de X’ € Y/ = {1,2,...,2000} dir.
1 € X’ oldugunu varsayalim. h(1,2) = 0 oldugu i¢in, 2 ¢ Y’ olmali. Bu durumda 2 € X’ diir.
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Bunu boyle devam ettirirsek, 1000 € X’ = 1001 ¢ Y’ = 1001 € X’ elde edilir. Halbu ki, |X’| = 1000
elemanli, 1001 elemanli degil.

Benzer sekilde, 1 € Y’ oldugunu varsayalim. h(1001,1) = 0 oldugu igin, 1001 ¢ X’ olmal. Bu durumda
1001 € Y’ diir.

Bunu bdyle devam ettirirsek, 3 € Y/ = 2 ¢ X’ = 2 € Y’ elde edilir. Halbu ki, |Y’| = 1000 elemanli, 1001
elemanli degil.

Demek ki, n = 3001 oldugunda, soruda bahsedilen sekilde X ve Y kiimeleri bulmak her zaman mtmkiin
olmayabiliyor. B

Sonug:

n tam sayisi en ¢ok 3000 olabilir. H
Not:

Bu soru agagidaki soruyla 6zdegtir.

2m X 2m bir matrisin n elemani 0, digerleri 1 dir. Bu sekilde herhangi bir matrisin tam olarak m satirim
ve m siitununu sildigimizde tiim elemanlar1 1 olan m x m bir matris elde edilebiliyorsa, n nin alabilecegi en
biiyiik degerin 3m oldugunu gosteriniz.

Bu problemin genel hali literatiirde Zarankiewicz problemi olarak gegiyor. Bizim sorumuzdaki 6zel hali igin
On the Half-Half Case of the Zarankiewicz Problem makalesine miiracaat edebilirsiniz.

Cozim 2:

Bir 6nceki ¢oziimiin not kisminda belirtilen matris dontigiimiinii yaparak, soruyu daha sozel bir dille ¢ozelim:

olsun.

Sorudaki tamim geregi; h(z,y) fonksiyonu en ¢ok n ikili i¢in 0 degerini alabiliyor. Bu fonksiyona egdeger
gosterim, elemanlarimin en gok n tanesi 0, gerisi 1 olan 2000 x 2000 bir matris olacaktir.

Bu durumda sorumuz, asagidaki soruya dontisiir:
Yeni Soru:

0 — 1 lerden olugan 2000 x 2000 matris nasil verilirse verilsin, 6yle 1000 satir ve 6yle 1000 siitun silindiginde
geride sadece 1 lerden olugan 1000 x 1000 matris kalabiliyorsa; bu matristeki 0 larin sayisi en ¢ok kag olabilir?

Biraz inceleme yapalim.

n = 0 ise matriste sadece 1 ler vardir. Bu durumda hangi 1000 satir ve 1000 siitunu silersek silelim geriye 1
lerden olugan 1000 x 1000 bir matris kalir.

n = 1 ise matriste bu tek 0 degerini iceren siitunun yer aldigi 1000 siitunu ve herhangi 1000 satir1 silersek;
yine sadece 1 lerden olugan 1000 x 1000 lik bir matris elde ederiz.

Soru bizden n yi kaca kadar artirabilecegimizi bulmamiz istiyor.

M, matirisinden bazi siitunlarin yerini degistirerek M, matrisini elde edelim. M; den 1000 satir ve 1000
siitun silerek istedigimiz 1000 x 1000 matrisi elde ettigimizi diigiinelim. Ayni satirlar: ve M; deki siitunlarin
M, deki kargiliklarim silersek de My matrisinden sadece 1 lerden olugan 1000 x 1000 matrisi elde ederiz. O
halde; ¢oziime giderken siitunlarin yerini degistirebiliriz.

Simdi de, stitunlar: igerdikleri 0 sayisina gore azalan sirada siraladigimiz yeni bir matris diigtinelim.

n = 3000 degerini inceleyelim.

e 1001. siitunda 2 den fazla sayida 0 olamaz. Aksi halde, ilk 1000 siitunda 3000 den fazla 0 olur.

e 1001. siitunda tam olarak 2 tane 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda ilk 1000 stitunda en az 2000 tane 0
olacaktir. n = 3000 oldugu igin de ikinci 1000 siitunda en fazla 1000 tane O olabilir.
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e 1001. siitunda tam olarak 1 tane 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda ikinci 1000 siitunda yine en fazla
1000 tane 0 olacaktir.

Her durumda, ikinci 1000 siitunda en fazla 1000 tane 0 olacaktir.

Tk 1000 siitunu sildigimizi varsayalm. Tkinci 1000 siitundan 0 lar1 iceren satirlar silelim. Toplamda en fazla
1000 tane 0 olacag: igin silinecek satirlarin sayisi da en fazla 1000 olacaktir. 1000 e tamamlamak icin geriye
kalanlardan istedigimiz (rastgele) satirlar1 da silerek sadece 1 lerden olugan 1000 x 1000 bir matris elde ederiz.

O halde, n = 3000 igin de sorudaki sart saglaniyor.

n = 3001 durumu igin; asagidaki gibi bir matris olusturalim:

e Tlk 1000 satir igin; 4. satirm 7. ve (i + 1). elemanlar1 0 olsun.
e 1001. satirin 1. ve 1001. elemanlar1 0 olsun.

e Diger satirlar icin de; ¢. satirin ¢. elemani 0 olsun.

Dikkat edilirse, 1000 x 2 + 2 + 999 = 3001 tane O var.
Silinecek siitunlar1 X kiimesi ile, silinecek satirlar1 da Y kiimesi ile ifade edelim.

Kosegendeki tiim elemanlar 0 oldugu ve |X| + Y] = 2000 oldugu igin | X NY| = 0 olmal. Yani k. siitunu
silersek, k. satir1 silmememiz lazim. Aksi halde kogegenin tizerinde 0 lardan biri silinmemis olur.

1. stitunun silindigini varsayalim. 1. satir silinemeyecegi i¢in 2. siitundaki ilk eleman, bir stitun silme iglemi
ile silinmeli. O halde, 1. siitun silindiyse, 2. siitun da silinmeli.

Bu boyle devam ettiginde 999. siitundan dolay1 1000. siitun; 1000. siitundan dolay: da 1001. stitun silinmeli.
Halbuki; silinebilecek siitun sayisi 1000. Bu durumda bir geligki elde etmis olduk.

Simdi de 1. satirin silindigi durumdan baglayalim. 1. satir silindigi i¢in, 1. siitun silinemez. 1. siitun 1001.
satirdaki 0 1n silinmesi i¢in 1001. satirin da silinmesi gerekir.

1001. satirdan dolayi, 1000. satir; 1000. satirdan dolayi, 999. satir silinmeli. Bu boyle devam ettiginde 3.
satirdan dolayi; 2. satir da silinecek. Bu durumda silinmesi gereken satir sayisi 1001 olacak. Yine geligki elde
etmig olduk.

O halde; n = 0,1,...,3000 degerleri i¢in s6z konusu X ve Y kiimeleri bulunabiliyor. n = 3001 i¢in; oyle
kotii bir 6rnek verilebiliyor ki, 1000 er elemanli X ve Y kiimeleri bulunamiyor.

Bu durumda aradigimiz yanit, en ¢ok | 3000 | dir.

p asal bir say1 olsun. Derecesi p’den kiigiik olan, katsayilar1 {0,1,...,p — 1} kiimesinde yer alan ve tiim m,
n tam sayilar igin
T(n)=T(m) (modp)=n=m (modp)

kogulunu saglayan bir T'(z) polinomunun derecesinin en ¢ok kag olabilecegini belirleyiniz.
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Coziim:

p = 2 i¢in T(x) = = polinomu verilen denkligi saglar. Bu durumda p = 2 ise maxdeg(T)=1=p— 1.
p > 2 asal says1 i¢in T'(z) = 2P~2 polinomunu ele alalim.
m,n #0 (mod p) ve T(n) = T(m) =nP~2 = mP~2 (mod p) olsun.
Her iki tarafi mn ile carpalim.

mnP~t =nmP~t  (mod p)
ve Fermat’in Kiigiikk Teoreminden

nPl=mP7 1 =1 (mod p)
olacagi i¢in

n=m (mod p)

elde edilir.

Yani her p > 2 asal says1 i¢in derecesi p — 2 olan ve sorudaki gerektirmeyi saglayan bir T'(x) polinomu
bulunabiliyor. Geriye kontrol edilmesi gereken tek bir say1 kaliyor: p — 1.

T(x) = ap—12P~ 4+ - -4ag polinomu verilen sart1 saglasin. i # j oldugunda T'(¢) = T'(j) olamaz. Bu durumda
tim T'(¢) sayilar farkhidir. Yani T'(z) birebir ve ortendir.

p—1
> T(i) toplamim iki yoldan sayalim.
i=0

p—1 p—1 -1
Birincisi birebir ve ortenlikten > T(i) = > i = w elde ederiz. p asal sayisi tek oldugu igin sonug
i=0 i=0

p—1 -1
olarak Y T(i) = pT -p=0 (mod p) elde ederiz.
i=0

Diger yoldan saydigimizda da T'(7) lerin toplaminin p ye boliinmesi gerekecek.
T(O) = Qg
T(1) = ap—1 - 1P~ 4 g

=

Tp—1)=ap1-(p—1)" "+ +a
polinomlarini alt alta toplarsak

p—1

ST = apr (1774 (p - 1)
i=0

Fap_p (172 4 (p— 1)P7?)
+otar(14+24--+(p—-1)+p-ap

Fermat’in Kii¢iik teoreminden a,_; in parantezinde olan tiim sayilar 1 e denk olacag icin

p—1
S T()=ap1(p—1)4ap 2 (1P 2+ +(p—1)P2)+ - 4a; (1+2+--+(p—1))+ p-ag eldeede-
i=0 ——

——
#0 (mod p) =0 (mod p) =0 (mod p)
riz.
iddia:
p—1 p—1
0<a<p-1ligin > i*= > il =0 (mod p).
i=1 i=1
ispat:

Her p asal sayis igin bir g ilkel kokii vardir. (Bunun ispat1 i¢in internete bakiniz.)

Ilkel kok tanim geregi j = 1,...,p—1igin ¢7 sayilar1 {1,2,...,p— 1} kiimesini 6rter. Bu durumda herhangi
bir i = 1,2,...,p — 1 sayis1 icin buna denk ¢’ sayis1 bulabiliriz.

p—1 p—1 p—1 pa __ .a
=3 =Y =g g g =T I oa )
=1 Jj=1 Jj=1 Geometrik Seri g
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gpa _ ga

a # p—1oldugu i¢in g* # 1 (mod p) ve Fermat’in Kiiglik Teoremince gP* = (¢*)P = g olacag: igin r—
go —

sayis1 p ile bolinir. B

Soruya geri donersek,

pr(z’):a,,,l(p—1)+ap,2(1p—2+--~+(p—1)"—2)+~--+a1(1+2+-~-+(p—1))+ p-ag # 0
i=0 —~—

#0 (mod p) =0 (mod p) =0 (mod p) =0 (mod p)

(mod p).
Bu durumda diger yoldan saydigimizin tersi bir durumla karsilastik. Yani celigki elde ettik.
Sonug olarak, max deg(T) = max(1,p — 2) elde etmis olduk.

Bir a pozitif gergel sayisi ve tepesi A noktasinda bulunan bir aci verilmis olsun. A dan gegen ve bu aginin
kenarlarim |AB| + |AC| = a kogulunu saglayan B ve C noktalarinda kesen tiim gemberlerin A nmin diginda
bir ortak noktasinin daha bulundugunu gosteriniz.

Cozim 1:

B’ € [AB ve C' € [AC olmak tizere AB’ + AC' = AB + AC = k olsun. B'B = C'C’ oldugu asikar.

Bu iki tiggenin gevrel gcemberleri A disinda A’ noktasinda kesigsin.

AB'A’C’ kirigler dortgeninde ZA'B'B = ZA'C'C ve ABA’C kirigler dortgeninde ZA'CC' = ZABB'
oldugundan AA'BB’ ~ AA’C’'C olur.

BB’ = CC’ oldugundan ANA’BB’ = NA'C'C yani A’B = A'C ve A’B’ = A’C’. Yani AA’, BAC agisimin
aglortayidir.

AB' = AC' = g almdiginda A’ noktas1 sabit bir tiggende agiortayin c¢evrel gemberi kestigi nokta, yani sabit
bir nokta olacaktir.

Demek ki (ABC') gemberlerinin hepsi A’ noktasindan geger.

65


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3037.0

8. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Smavi - 2000 geomania.org

Cozim 2:

/ZBAC = « olsun. (ABC) ile A agisinin agiortayr P noktasinda kesigsin. Ptolemy teoreminden
(AB+ AC)-BP = AP - BC.

BC BP
- 5 = o elde edilir.
sin (180° — «) sin —

2

BC'P {iggeninde Siniis teoreminden

Iki esitligi birlegtirirsek
AP = —% _ = Sabit

2 —
COSs B)

elde ederiz. AP sabit ve |AP| sabit olduguna goére P noktasi da sabittir. Tiim ABC iiggenlerinin ¢evrel
gembeleri sabit P noktasindan gecer.

@ Her z € [0,1] igin f™(x) = x olacak gekilde bir n pozitif tam sayimin bulunmasim olanakh kilan tiim
f:]0,1] — [0, 1] siirekli fonksiyonlarini bulunuz.
(z € [0,1] olmak iizere, f(z); f!(z) = f(z) ve her k pozitif tam sayisi i¢in f*™!(z) = f (f*(z)) bagmtilan
araciligiyla tanimlaniyor.)

Coziim:

fla) = f(b) = f*(a) = f™(b) = a = b olacag: i¢in f birebir ve értendir. Bu durumda siirekli f fonksiyonu
ya artandir ya azalandir. (Aksi durumda, en az iki nokta i¢in f aym degeri alird1.)

(a) f azalan olsun.
f(0) =1 ve f(1) = 0 olmal. Bu durumda fonksiyon y = = dogrusunu bir 0 < k& < 1 noktasinda kesmeli.
Bu noktada f(k) = k dur.
0 < a < k geklinde bir say1 alalim. Bu say1 i¢in f(a) = b, f(b) = ¢ olsun.
(i) f2(a) = ¢ > a olarak kabul edelim.
b >k > c> aoldugu icin f(a) > f2(a) > a dir.
Her iki tarafin f sini alirsak, (f azalan bir fonksiyon oldugu igin) esitsizlik yon degigtirecektir.
Bu durumda f?(a) < f3(a) < f(a) olur. Bir énceki esitsizligimizdeki a < f2?(a) ifadesini de bu yeni
esitsizlige eklemlersek a < f2(a) < f3(a) < f(a) ele ederiz.
Her tarafin tekrar f sini alirsak, f(a) > f3(a) > f*(a) > f%(a) > a elde edecegiz.
Sonug olarak f"(a) siirekli f(a) ile f2(a) arasinda yer aliyor. Bu durumda ¢ > a igin f"(a) # a oldugunu
gozlemlemis olduk.
(i) f?(a) = ¢ < a olarak kabul edelim.
b>k > a > coldugu igin f(a) > a > f*(a).
Her iki tarafin f sini alirsak f?(a) < f(a) < f3(a). Elde edilen esitsizligi f?(a) < a < f(a) ile birlegtirirsek
f2(a) < a< f(a) < f3(a) elde edecegiz.
f almaya devam edersek;
fa) < fa) < f2(a) < f(a) = f3(a) < fa) < a < f?(a) < f*(a), dolaywsiyla da f* & [f(a), f*(a)]
elde edecegiz. a € (f(a), f?(a)) oldugu i¢in de ¢ < a i¢in f"(a) # a elde etmis olduk.
Geriye sadece bir ihtimal kaliyor.
(iii) f2(a) =c=a.
Bu durumda her x igin f2(z) = x olacaktir. Bu tarzda fonksiyonlarin genel tanimin ise soyle yapabiliriz.
g fonksiyonu; 0 < k < 1 igin g : [0,k] — [k, 1], g(0) = 1, g(k) = k olacak sekilde siirekli ve azalan bir
fonksiyon olarak tanimlansin.
Bu durumda soruda aradigimiz azalan f fonksiyonlari

seklinde olacaktir.
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(b) f artan olsun.
f(0) =0 ve f(1) = 1 olacaktur.
(i) f(a) > a = f(f(@)) > f(a) > a = f"(a) > a
ve
(i) fla) <a= f(f(a)) < fla) <a= f"(a) <a
oldugu i¢in geriye sadece
(iii) f(a) = a
kaliyor.
Bu durumda tek artan f fonksiyonu f(z) = z.

Not:

Bu sorunun benzeri, Analiz ve Cebirde Ilging Olimpiyat Problemleri ve Coziimleri kitabinda (5. Basim -
2003, Syf. 220, Problem 6.19) ge¢mektedir.
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9. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Sinavi - 2001
Konveks bir ABC'D dértgeninin [AD] ve [BC| kenarlarmin orta dikmeleri bu dortgenin i¢ bolgesindeki bir P

noktasinda; [AB] ve [C D] kenarlarinin orta dikmeleri de dértgenin ig bolgesindeki bir @ noktasinda kesigiyor.
APD = BPC ise, AQB = C@QD oldugunu gosteriniz.

Coziim:

BP _ PD
PC  PA

/ZAPD = /BPC oldugu i¢gin /ZBPD = ZAPC ve
APDB elde edilir. Yani AC = BD dir.

= 1 oldugu i¢in de K.A. K dan APAC =

Benzer mantikla g—i = g—g = % = 1 oldugu i¢in K.K.K dan AQBD = AQAC esligi elde edilir. Bu
durumda ZAQC = ZBQ@QD elde edilir. Buradan da

/ZAQC — /BQC = /BQD — /BQC = L/AQB = /CQD
elde edilir.
Bir (2,,) —co<n<oo gercel say1 dizisi, her n tam sayisi igin,

z2 +10

LTp+1 = 7

bagintisini sagliyor. Biitiin n tam sayilar1 icin x, < M olmasin saglayan bir M gergel sayis1 varsa, xg
teriminin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Coziim:

Iddia: 2o € [0, 5] icin bir M sayisi bulunabilir.

ispat:
2
. +10
xlf > 0 oldugundan z( negatif olamaz, aslinda her n i¢in x,, > 0’dr.
2110 2 Tz, +10 n—9)(x, —2
Tpyl — Tp = Tn 0 T, = In L; + = (2 )7(:10 ), ZTn ¢ [2,5] i¢in sifirdan bityiiktiir yani

Ty ¢ [2,5] igin dizi artandir.
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o > b icin x, < M olmasini saglayan bir M gercel sayisinin varligi igin dizinin iistten limiti var olmalidir,

L2+ 10
L =1lim,_,, x, dersek L = % icin L = 2 veya L = 5 elde edilir fakat dizinin artanhigindan bu miimkiin
degildir.
5> xg > 2 igin x, > 0 oldugundan 5 > xy > 2 <= 25233(2)24 <— 352963—1—10214 <~ 5>
m% + 10 22,4+ 10

= x1 > 2 elde edilir tlimevarimdan tiim n > 0 i¢in 5 > x,, > 2’dir. 5 > > 2 aym sekilde
5> x_1 > 2 elde edilir tiimevarimdan n < 0 igin 5 > z,, > 2 olur.

3 +10

2 > xg i¢in x, > 0 oldugundan 2 > zy <= 4>x(2) <= 14>l‘(2)+10 = 2>

2, 410

= x1 elde edilir

timevarimdan n > 0 icin z,, < 2 elde edilir. 2 > ‘den ayni sekilde 2 > z_; elde edilir tiimevarimdan

n < 0 i¢in z,, < 2 elde edilir, kanit1 bitirdigi agiktir.

Aymni biiyiikliikteki n parcadan olusan bir keki, her parcay: en gok bir kez keserek, k kisi arasinda egit olarak
paylagtirmak istiyoruz. n nin pozitif bolenlerinin sayisi d(n) ile gosterilmek tizere; k nin boyle bir paylagimi
olanakl kilan degerlerinin sayisinin n + d(n) oldugunu gosteriniz.

Coziim:

[z] ile & i agmayan en biiyiik tamsay1y1 gosterelim.

k < n i¢in kisi bagina diigen kek bir parcadan az olmadigindan, kekleri 1 den n ye kadar numaralandirdigimizi
diigiintirsek, her 1 <14 < k i¢in sadece [z%] numarali kekleri bir kez kesmemiz yeterli olacaktir. Dolayisiyla
boyle bir paylagimin yapilabilecegi acgiktir.

Simdi k£ > n durumunu inceleyelim. &k istenen sekilde bir paylagimi olanakli kilsin. Kigi bagi diigen kek bir
parcadan az olacagindan hi¢ kesilmemis bir kek olamaz. Demek ki her kek tam olarak bir kez kesilmig ve
bu parcalar iki kisi arasinda paylagtirilmigtir. Kosgeleri Ay, As, ..., Ag ile isimlendirilmis bir graf diigiine-
lim. Ay, As, ..., Ax burada kekleri boliigtiirecegimiz k kisiyi temsil ediyor. n parga kekten her biri igin o
kek 4. kisi ile j. kisi arasinda boliigtiiriilmiisse A;A; kenarim cizelim. Her kek tam olarak iki kisi arasinda
bolistiriildiigiinden grafimizda tam olarak n kenar bulunmaktadir.

Ik olarak, bu grafta hi¢ ¢evrim bulunmadigim gosterelim. Genelligi bozmadan, diyelim ki grafta A1Ay . A Ay
grafta yer alan bir cevrim olsun. Bu durumda bu m kisi kendi aralarinda en az m kek paylagmis olur. Oyleyse
bu m kigiden 6yle birisi vardir ki en az 1 kek almigtir. Fakat k¥ > n oldugundan, kisi basg1 diigen kek miktar:

1 den az olmalidir ki bu celigkidir. Demek ki grafimizda ¢evrim yoktur.

Lemma: Icerisinde hi¢ ¢evrim bulundurmayan bir grafin koseleri kesigmeyen baglantih agaclarn bir birlegimi
olarak ifade edilebilir. Yani grafin koseleri her bir grup baglantili agag olusturacak sekilde gruplara ayiracagiz
ve kenarlar sadece ayni grup icerisinde yer alan koseler arasinda olacaktir.

Ispat: Bir kége alalm ve bu kégeden ulagabilecegimiz tiim koseleri bu kése ile aym gruba dahil edelim. Eger
disaridan bu gruba kenar olamaz, yoksa biz ilk sectigimiz kogeden ulagabilecegimiz tiim koseleri o koge ile ayni
gruba dahil etmig olmazdik. Ayrica grafta hi¢ ¢evrim bulunmadigindan ilk grup baglantil bir agactir. Her
defasinda kalan koseler icinden bir tane secip aym islemi tekrarlarsak, grafin koselerini kesismeyen baglantili
agaclarin birlegimi olarak ifade etmis oluruz, Lemma’nin ispat1 tamamlandi.

Simdi sorumuza donelim.

Baslangictaki grafimizi G ile isimlendirelim. Bu grafi ayirdigimiz kesigmeyen baglantili agaglar: da G1, G, . . ., G
ile isimlendirelim. G; deki koge sayis1 v;, kenar sayisi da e; olsun.

Teorem: Baglantili bir agacin kenar sayisi koge sayisindan bir eksiktir.

Yukaridaki teoremden e; = v; — 1 diyebiliriz. Ote yandan G grafi k kise ve n kenara sahip oldugundan
v1+ve+---+vs =kvee;+es+---+e; =n bulunur. Son egitlikte e; = v; — 1 yazarsak v +vo+...vs—s=n
buluruz ve dolayisiyla k—s = n yani s = k—n elde ederiz. Her bir G; grafi i¢in o grafta toplam eZ kenar vardir,
yvani e; kek dagitilmistir. Herkesin esgit miktarda kek almasi gerektiginden, bu grafta her koge — kek almistir.

Yy 1
:1——

Uj (%

Dolayisiyla e; = v; — 1 oldugundan ve herkesin egit miktarda kek almasi gerektiginden Yi
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ifadelerinin her biri egit olmahdir. Yani v; = vo = -+ = v; olmahdir. vy +vo +---+vs =k ves=k—n

oldugundan v; = olmali. Oyleyse k — n|k yani k — n|n olmalidir. Bu da ancak, uygun bir d|n icin

—-n
k = n + d saglanirken miimkiindiir. Boyle d lerin sayisi da d(n) oldugundan k larin sayisi en fazla n + d(n)
dir.

Geriye sadece, her d|n igin k = n+ d degerlerinin sagladigin gostermek kaldi. n = dm olsun. Kisi bagi diigen

kek miktar: % = % parga olmali. n parca keki yan yana dizip biitiin bir kek gibi diistinelim. Ve bu keki
m
en soldan baglayarak, her n parcanin m i biiytikliigiinde parcalara ayiralim. m ve am tamsay1
m+1 m+1 m+1

pm 1] # [ am ] oldugunu ispatlarsak, zaten ifadesi p < m+1 i¢in tamsay1 olmadigindan,
m

degilken |
m +1 m—+
her kek tam olarak bir parcaya ayrilmig olur ve ispat biter.
] = ]
. m+1" ‘m+1
olsun. Oyleyse km + k < pm, gm < km + k+m olur. Genelligi bozmadan p < ¢ kabul edelim. gm > pm+m
olacagindan km+k+m < gm < km+k+m olur, yani ¢gm = km+k-+m olmahdir. pm < ¢gm—m olacagindan
pm

km + k < pm < km + k olur, yani pmoy k= olmalidir. Fakat bu durumda da
m-+1 m+1 m+

nfrj:l ve qul tamsay1 degilken [nle] # [qul] olur.

Boylece 6rnegimiz istenen garti saglar, tam olarak n + d(n) tane k degeri i¢in uygun bir kesim miimkiindiir.

Aksini varsayalim, bir (p, q) ikilisi ve tam say1 olmayan bir k rasyonel sayisi i¢in k = |

tamsay1

olur ki bu varsayimimizla geligkidir. Demek ki

3% + 11Y = 22 esitligini saglayan tiim (z,y, z) sirali pozitif tam say1 iicliilerini bulunuz.
Coziim:

Denklemi mod8’de inceleyelim: 3% + 11¥ = 2,4,6 (mod 8)

mod8’de karekalanlar 0,1, 4 olabilir. O zaman 3* + 11¥ = 4 (mod 8) olmali. Buradan z ¢ift, y tek veya x
tek, y cift olur.

1.

x = 2k olsun.
(z=38)(z+3%) =11v
z—3F=11m

z+43F = 11mtn

11m+n — 11™ = 2.3 (Sol taraf her zaman 10’a boliiniir; fakat sag taraf hichir zaman béliinmez. Coziim
gelmez.)

ii.

y =2m olsun. 3% = (z — 11™)(z + 11™)
z—11m = 3°

z411m = 3bte

3%(3¢ — 1) = 2.11™ (Sag taraf 3’e boliinmez. b = 0 olmali. Ayn1 zamanda, soruda z,y, z pozitif verildiginden
ve y = 2m oldugundan, m pozitiftir. Sag taraf 11’e boliintir.)

3¢=1 (mod 11) = ¢ = 5t olmal.

(Bt —1)(3M" 4+ 3% + 32+ 3" +1) =2.11™

3 —1=211%ve 3% + 3% + 32t + 3t + 1 =117
d=0iset=1,c=5,2=5m=2,y=2m=4, z=112+1=122
d>1ise3'=1 (mod 11)

31 433 + 3% + 3" + 1 =5 (mod 11) ¢éziim gelmez.

Tek pozitif tam say1 ¢oziim tigliisii (5, 4, 122).

70


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3050.0

9. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Tkinci Asama Smavi - 2001 geomania.org

A noktasindan gecen ve biribirine dik olmayan iki dogru ile bu dogrulardan birinin {istiinde A dan farkli bir
F noktasi verilmig olsun. A ve F' noktalarindan gegen ve ikinci dogruyu A dan farkl bir G noktasinda daha
kesen cemberin F' ve G deki tegetlerinin kesigim noktasi Pg ise, Pg nin geometrik yerini bulunuz.

Coziim:

FA ya F de dik olan dogru AG yi C de kessin.

Teget-Kirig agilardan /FGPg = LPgFG = LFAG = o, ZFPgG = 180° — 2ae ve ZFCA = 90° — « elde
edilecektir. PoF' = PG ve LF PG =2 - ZFCA oldugu igin C noktasi Pg merkezli PoF' = PgG yarigaph
cember iizerindedir. Bu durumda PgC = PgF elde edilir. FC nin orta noktast M olsun. P M LFC ve

FC
PcM || AF olacaktir. Bu durumda Pg nin AF dogrusuna uzakligi > dir. AFC dik ti¢ggeninde FC =

AF -t
AF -tana oldugu icin Pg nin AF ye uzaklhigi L7 de edilir. AF sabit, tan o sabit oldugu icin Pg

noktasmin AF' den uzaklig: sabittir. Bu durumda Pg noktalarinin geometrik yeri AF ye paralel bir dogrudur.
Simdi de tersini ispatlayalim. Geometrik yer {izerindeki her Pg noktasi i¢in, A ve F' den gecen cembere Pg
noktasindan c¢izilen tegetlerin cembere F' de ve diger dogru iizerinde bir noktada teget olacagi G noktasinin
bulunabilecegini gosterecegiz.

AF -t
Pg nin AF ye uzakliginin % oldugunu biliyoruz. FF'A ya F de dik olan dogru diger dogruyu C'

de kessin. F'C = AF -tana olacag igin Py den FC ye inilen dikme F'C yi ortalayacaktir. Bu durumda
PoC = PgF olur. Pg merkezli, PoF = PgC yaricaph ¢cember AC yi G de kessin. ZGPgF =2 /FCG
olacag i¢in /PcGF = /PoFG = /FAG olacaktir. Bu durumda PG ile P F dogrulart AAFG nin gevrel
cemberine teget olacaktir.

@ n X n bir santrang tahtasinin birim karelerini, her ¢ € {1,2,...,n} i¢in 7 inci satir ve ¢ inci siitundaki toplam
2n — 1 kare farkli renklerde olacak bicimde, k renk kullanarak boyamak istiyoruz.

(a)
(b)

n = 2001 ise, k = 4001 i¢in boyle bir boyama igleminin yapilamayacagini gosteriniz.
n=2m—1ise, k=21 — 1 icin bu islemin gerceklestirilebilecegini kanitlayiniz.
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10. Ulusal Matematik Olimpiyati1 ikinci Asama Sinavi - 2002

n > 2 bir tam say1 ve (a1,as9,...,a,), 1,2,...,n sayilarinin bir permiitasyonu olmak tizere, gergel eksen
istiinde 1,2, ...,n noktalarina sirasiyla aq,as, ..., a, elma yerlestiriliyor. A, B, C' isimli ¢ocuklara sirasiyla
xa,xp,xc € {1,2,...,n} noktalan veriliyor. Her k € {1,2,...,n} igin, kendilerine verilen noktalar k

ye en yakin olan gocuklar aj elmay:r paylagiyor. (Elmalar istenildigi kadar kii¢iikk parcalara ayrilabiliyor.)
Qocuklardan hicbiri, diger ikisinin noktalar: aym kalmak iizere, topladig: elma miktar: eskisine gore kesin ar-
tacak bigimde kendisine {1, 2, ..., n} kiimesinde yeni bir nokta segemiyorsa, (x4, 5, x¢) ye bir denge konumu
diyoruz. n nin hangi degerleri igin, bir denge konumunun var olmasim saglayan uygun bir (a1, as,...,a,)
dagiliminin bulundugunu belirleyiniz.

Bir A noktasinda digtan teget olan iki ¢ember, bir I' cemberine B ve C noktalarinda igten tegettir. T’
cemberinin kiiciik gemberlere A noktasinda teget olan kiriginin orta noktast D dir. Cemberlerin merkezleri
dogrudag degilse, BC'D ti¢geninin igteget gemberinin merkezinin A oldugunu gosteriniz.

Coziim 1:

I' gemberinin B ve C' noktalarindaki tegetleri P de kesigsin. OP ¢aph ¢ember, B, C' ve D noktalarimdan
gegecegi i¢in O, B, C, D noktalar1 ¢gemberseldir. Bu durumda Z/BDP = /BOP = /ZPOC = ZPDC oldugu
i¢in, DA dogrusu BCD ii¢geninde bir i¢ aciortaydir.

PD dogrusu cemberi sekildeki gibi @ ve R noktalarinda kessin.

2-/BRC = /BOC = /BDC = ZQDC = ZBRC ve ZBRQ = ZQCB = /ZQDC = ZQCB + ZQRC =
ZDCR+ LQRC = ZDCR = ZBCQ elde edilir. Bu durumda CA nin ZBCD nin agiortay: olmasi i¢in C'A
nin ZQCR nin agiortay: olmas: gerekir. Bu da aslinda bilindik bir problem. Ispatlayalim.

CQ ile CR, cemberi sirasiyla Y ve X noktalarinda kessin.
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Teget-Kirig agilarin esitliginden ZPRC = ZQCP = £Y XC oldugu igin XY || RQ elde ettik. Bu durumda
LACX = LZRAX = LZAXY = LACY olur ki, bu da CA nin ZQCR nin agiortay: oldugu anlamina gelir.
Cozim 2:

B
/x B o H\\\
// ,// C
/ Ve
- /
4 e \\
B = N I\
\
I \ | \
) B
i p— \ ) / ITF
\ N S
\\ \_ - " //
/
\. Y,
\\ b /’/
\\\\

orta noktalaridir. *

BA ve CA nmin gemberi kestigi noktalar sirasiyla P ve R olsun. P ve R noktalar: kirigin ayirdig1 yaylarin

Buradan [RP] gap olup D noktasinda kirige diktir ( P — D — R dogrusal noktalardir ) . [RP] ¢ap oldugundan
m (@) =90° ve m (P/C\R> = 90° olur. Diger taraftan [AD] L [RP] bulundugundan ABRD ile ACPD
dortgenleri birer kirigler dortgenidir. O merkezli gembere gore; m BCR) = m (BPR) ve m (5B\P =

m (CRP , ACPD ve ABRD dortgenlerine gore de m (A/CB) =m (A/P\D) ve m (A/BB) =m (A/}E)
olup AB ve AD, BDC figgeni i¢in birer i¢ aciortay oldugundan A i¢ merkezdir.
* ispati: burada

Cizge Hava Yollar1 (CHY), Cizge Cumhuriyeti’nin bazi kentleri arasinda ugak seferleri diizenlemektedir. Her

kentten en az ii¢ farkli kente sefer vardir ve yalnizca CHY seferlerini kullanarak, Cizge Cumhuriyeti’nin
73


http://geomania.org/forum/fantezi-geometri/1992-imo-shortlist/
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3059.0

10. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Simavi - 2002 geomania.org

herhangi bir kentinden bagka bir kentine ulasmak miimkiindiir. Bunu, yalmizca CHY seferlerini kullanarak

2
herhangi bir kentten bir digerine ulagmanin hala miimkiin kalacagi, ancak kentlerin en az 9 undan sadece
bir seferin olacag: bir gekilde yapmanin olanakli oldugunu kanitlayiniz.

0<z,y<pvey?=2z3—x (mod p) kogullarim saglayan (z,y) sirali tam say1 ikililerinin sayisinin p olmasina
yol acan tiim p asal sayilarin1 bulunuz.

Coziim:

p = 2 durumunu aradan gikaralim. {(0,0), (1,0)} oldugu icin p = 2 saglar.

Simdi (x,y) ikililerinin sayis1 tek oldugu i¢in denkligin y = 0 ken ¢6ztimii olmali. Aksi halde ¢bziim sayis,
(—z,y) de bir ¢éziim oldugundan ¢ift olurdu. Bu durumda 0 = 2% —  (mod p) = = = 0,1,—1 (mod p)
seklinde 3 ¢Oziim garanti bulunur. Demek ki geriye kaldi p — 3 ¢oziim. Bu ¢oziimler ¢iftler halinde oldugu

icin L daha x degeri icin denkligin saglanmas1 gerekecek.
Euler kriteri: y?> = a (mod p) < a"= =1 (mod p)

(Fermat’in Kiigiik Teoreminden rahatga ispatlanabilir.)

p =4k + 1 olsun. P9 _ 9k —1adet = degeri ariyoruz.

a'T =a? =1 (mod p) denkligini a saghyorsa, —a da saglar. Ya da tam tersi.

Bu durumda f(z) = 2% — 2 = y? polinomu a degeri i¢in bir kuadratik kalana esit oluyorsa, f(a) = —f(—a)
oldugu i¢in —a degeri i¢in de bir kuadratik kalana egittir. Yani (a, y;) bir ¢dziimse (a, —y1), (—a, y2), (—a, —y2)
ler diger ¢oziimlerdir. Yani ¢ift sayida = degeri vardir; halbuki 2k — 1 adet bekliyorduk. Celigki.

p = 4k + 3 olsun. L

= 2k adet x degeri ariyoruz.

a2 =a?*t! =1 (mod p) oldugu igin a bir kuadratik kalan ise —a bir kuadratik kalan olamaz. Ya da tam
tersi.

Bu durumda f(2), f(—=2), f(3), f(=3), ..., f(2k+1), f(—(2k+1)) ciftlerinden tam olarak bir tanesi kuadratik
kalan olmali. Bunlarin adedi de 2k.

Sonug olarak p = 2 ve p = 4k + 3 formundaki asal sayilar igin (z,y) ikililerinin sayis1 p tanedir.
Kenar uzunluklan |BC| < |AC| < |AB| kosulunu saglayan dar ach bir ABC {iggeninin AB ve AC kenarlari
tizerinde sirasiyla |BD| = |BC| = |CE] olacak bigimde D ve E noktalar1 alimyor. ADE ii¢geninin ¢evrel

gemberinin yarigapimin, ABC {i¢geninin igteget gemberinin merkezi ile ¢evrel cemberinin merkezi arasindaki
uzakliga esit oldugunu gosteriniz.
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Cozim 1:

i(; teget cember AB ye N de dokunsun. AB nin orta noktasi M, AF nin orta noktas1 P olsun.

b—a

b— NM
BN =u—b, BM = g = MN = %—(u —-b) = 5 % olarak bulunur. Bu durumda sin ZOIN = oI = %

olur.

AQP liggeninde
b—a
AP 9

sin ZAQP =

AQ ~ TAQ

ve
2. /ADE = /EQA = /AQP = /ADE
b—a

oldugu icin de sin ZADE = A2Q olarak bulunur.

Bu durumda,

ZADE = ZAQP = Ol = AQ
olacag i¢in, ZADE = ZAQP oldugunu gosterecegiz.
Ol ile ED yi kesigtirirsek, ZADE = ZOIN < DFE10OI olur.

OFE? — OD? farkiyla O nun DE iizerindeki izdiigiimiiniin yerini tespit edebiliriz.
IE? — ID? farkiyla da I min DE iizerindeki izdiisiimiiniin yerini tespit edebiliriz.
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Bu iki fark esitse, bu durumda OI L DE olacaktir.

Bu farklar1 hesaplamaya calisalim. Ucgenlerde Stewart Teoremini uygulayacagiz.
Stewart’mn Ozel Halinden OE? = OC? — AE - EC' = R?> — (b—a) a,

Stewart’m Ozel Halinden OD? = OB? — AD - DB = R? — (¢ — a) a olacag i¢in

OE? —-0OD*=a(c—a)—a(b—a)=a(c—1D)

elde ederiz.

I noktasi i¢in her gey bu kadar kolay olmayacak tabii ki.
IC?-AE + AI*-CE

Stewart’tan [E? = aC — AE - CE,

TE2 — ICz(b—a2+AI2-a_a(b_a)
Benzer sekilde I1D? = 1B ADA;Alz BD — AD - BD,

ID? — IB?(c—a)+ Al -a —a(c—a)

C

elde ederiz. Bu durumda

IC?(b—a)+ AI*-a  IB’(c—a)+ A’ -a

IE*> —ID?>=a(c—a) —a(b—a)+

b c
IC%?-c(b—a)+ AI? -ac—IB? - b(c—a) — AI*-ab
_ E2_ D2
(0] OD* + b
_OB? 0D2+ICQ-c(b—a)+IA2-a(c—b)+IB2-b(a—c)
N B be

elde ederiz. Yani IC? - ¢(b—a) +ITA%*-a(c—b)+IB?-b(a—c¢) =0 oldugunu géstermeye calisacagiz.
I dan AC ye inilen dikme, kenar1 b = (u — ¢) + (v — a) seklinde bolecegi igin,

CI?P— AP =(u—c¢)’—(u—a)’=Qu—-a—c)(u—c—u-+a)=b(a—c)

elde ettik.
Benzer sekilde, BI? — CI? = a(c —b) ve AI? — BI? = ¢ (b — a) elde edilir.

IC? -¢c(b—a)+ 1A% -a(c—b)+IB* b(a—c)

=IC? (AI’ — BI?) + IA* (BI* — CI?) + IB* (CI* — AI*) =0
elde ederiz.
Demek ki, IE? — ID? = OE? — OD?.
Oyleyse, OI LDE dir.
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Cozim 2:

AB nin orta noktast M, AC nin orta noktasi K olsun.

Icteget cember AB ye N de, AC ye L de dokunsun.

b—a
2

BMz%,BN:u—b:MN:

Benzer gekilde,
c—a

2

KL=

elde edilir.

OI gaph ¢ember, IN yi R de, OK y1 S de kessin. Cember tizerinde OS || RT olacak sekilde T" noktas1 alalim.

ST—Oor=""¢_AF g_c—¢

2 2 2

= olacaktir.

Ayni zamanda

OS || RT = SILRT = L/TRI + ZRIS = LTSI+ ZRIS =90° = ZRIS = 90° — LT S1I.
ANIL Kkirigler dortgeninde,
ZBAC + ZNIL =180° = ZRIS = ZNIL —90° = 90° — ZLBAC

elde edilir.
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ST ST

1
Bu durumda Z/BAC = /TSI ve A5 -~ AD — 3 oldugu icin K.A.K dan ATSI ~ AEAD olacaktir.

Benzerlik oranlar: % dir. Bu durumda AADE nin ¢evrel gemberinin yarigapi, AT'ST nin g¢evrel ¢emberinin
yarigapimin iki kati, yani AT'ST nin ¢api kadar olacaktir. Bu durumda, AADFE nin gevrel gemberinin yarigap:
OI ya esittir.

Coziim 3:

ABC figgeninde [ ; i¢ cemberin merkezi ve I, I, I, de ilgili kenarlarin dig teget gemberlerinin merkezleri
olsun.

1. A-1-1,,B—1—-1,,C—1I— I. noktalar1 dogrusaldir.
2. I, 11, tiggeninde I diklik merkezidir.

3. ABC figgeninin gevrel cemberi, I, 11, icgeninin dokuz nokta gemberi oldugundan, [I,I], [I1], [I.I] dogru
parcalarinin orta noktalarindan gecer.

4. Bu orta noktalar sirasiyla IBC, IC'A, I AB ii¢genlerinin cevrel merkezleridir

|BE| = |BC| ve BI agiortay oldugundan |IE| = |IC| dir. Buna gére AEIC kirigler doértgenidir.

Benzer sekilde,|ID| = |IB| ve ADIB de kirigler dortgenidir.

BI nin (ABC') gemberini kestigi P noktasi AIC' tiggeninin ¢evrel ¢gember merkezidir.

Benzer gekilde,CT nin (ABC') ¢emberi ile kesim noktasi olan @) da AIB ti¢geninin gevrel gember merkezidir.
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T; (ADE) ¢emberinin merkezi olsun.

Kesigen ¢emberlerde merkezler dogrusu, kuvvet eksenlerine dik oldugundan, OP 1 AC,QT L AC,0Q L
AB,PT 1 AB dir.

Buna gore OP || QT ve OQ || PT dir. Ayrica |OP| = |0OQ)| oldugundan OPTQ bir eskenar dortgendir yani,
|PT| = |PO| esitligi vardur.

/BAC = /BPC ve ZCAP = ZACP oldugundan , ZAPT = ZOPI dir.

Son olarak; |AP| = |AI|,|PT| = |PO] esitliklerinide g6z ¢niine alirsak AT P ti¢geni ile IOP tiggenlerinin
egligi s6z konusudur.

O halde; |OI| = |AT| dir.

@ n pozitif bir tam say1 olsun ve R" ile sirali gercel say1 n lilerinin kiimesini gosterelim. 1,2, ..., n sayilarinin,
her i € {1,2,...,n — 1} igin, x,(;) — Zy(i41) > 1 esitsizligini saglayan bir o permiitasyonunun bulundugu
R™ ye ait (21, x2,...,2,) elemanlarinin kiimesini de T ile gosterelim. Agagidaki kogulu saglayan bir d gergel

sayisinin bulundugunu kanitlayiniz:

Her (a1,as,...,a,) € R™ igin,

1
aizi(bi—i-ci), |ai—bi| Sd, \ai—ci| <d (1§’L§TL)

kogullarini yerine getiren (by,...,b,), (c1,...,¢,) € T vardir.
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11. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2003

n > 2 arabanmin katildig: bir yarigta, 1 den n ye kadar numaralanmig arabalar, baglangi¢ noktasindan numara
sirasina gore belli araliklarla ayriliyor. Yarig boyunca bir araba bir bagkasini en ¢ok bir kez gegiyor ve her
araba toplam olarak ayni sayida araba tarafindan geciliyor. Ayrica herhangi farkli iki arabanin yarig boyunca
gectikleri arabalarin sayilar: birbirinden farkh olup, arabalar bitis noktasina farkli zamanlarda variyor. n nin
bu durumu olanakl kilan tiim degerlerini bulunuz.

Cozim:

(Burak VARICI, Mehmet Efe AKENGIN)
Tim n > 3 tek tamsayilar1 bu durumu olanakl kilar.

Arabalara Aj, Ag, .., A, diyelim ve A; yariga i. sirada baglamig olsun. 1 < ¢ < n i¢in A; yans x;.sirada
bitirmis olsun ve k; farkl arabay1 ge¢mis olsun. Herhangi arabanin gecildigi araba sayisina k diyelim.

1 <i < nigin k; ler farkh ve 0 dan biiyiik esit oldugundan Oyle j var ki k; > n — 1. Diger taraftan bir
araba bagka bir arabay1 en fazla 1 kez gecebilecegi igin, k; < n — 1. Dolayisiyla k; = n — 1 olur ve esitlik
durumunun saglanmast igin (k1, ko, ..., k), (0,1,...,n) in bir permiitasyonu olmalidir.

Gegme ve gecilme sayilari egittir ve her araba k kez gegilmistir. Bu nedenle: nk =0+1+---4+n—-1=

@ = k= "T_l € Z", demek ki n tek tamsay1 olmalidir.

Simdi her n > 3 tek tamsayisi i¢in bdyle bir yarigin miimkiin oldugunu ispatlayalm.A;, — A4;, — --- — A;
ile , A1, As, .., Ap arabalarinin yarig sirasindaki pozisyonlarini gosterelim dyle ki i, en énde ve i; en arkada
olsun. Ornegi sdyle kuracagiz:

Yarisa A, — A,_1 — --- — A; seklinde baglanmg olsun. Once A#, A% ile A%i arasina, ardindan
A nis, A na ile A n_s arasma, ardindan ..., son olarak benzer gsekilde A, araci Ay ile A arasina yerlegsin.

Boylece 1 < k < ”T_l icin AHT-H+k aracit 2k — 1 ara¢ ge¢mig olur. 1 < k < "T_l icin Ay araci da k — 1 kez

gecilmis olur. Yine 0 < k < "7“ igin A,,_ araci k kez gegilmis olur ve su durum elde edilir:

Angr =5 Angs 5> Anct — Angs — - — Ay — A, — Ay
2 2 2 2

Son olarak sirasiyla, Ant1 araci tiim araclari ; An—1 aract A»y1 digindaki araclar: ; An—s araci Ant1 ve
2 2 2
An_1 aract digindaki araclar: ; ... ; As araci da sadece A,, ve A; araglarin gegsin:
2

Anis 5 Angs 5 - = A, 5 A1 — Ay — - — Ana
2 2 2

Yukaridaki siralama saglanir ve arabalar yarigi bu sirayla bitirirler. Bu durumda (1 < k < ”T’l) icin A araci

”T_l + k + 1 kez gecilmis olur. A,,_g laram da "T_l — k kez gecilmig olur. Ay araci da 2k — 2 arag ge¢mis olur.
n—

Sonug olarak her ara¢ toplamda *5= kez gegilir ve Ay ile A EESI araglar1 da hep birbirinden farkh sayida
(tek ve ¢ift) arag geger. Ornek sorudaki gart1 saglar.
O halde cevap “n tek” tir.

Bir ABCD konveks dortgeninin AB, BC,CD ve DA kenarlar iistiinde sirasiyla K, L, M ve N noktalar
aliniyor. Alan(AKN) = s1, Alan(BKL) = sy, Alan(CLM) = s, Alan(DMN) = s4 ve Alan(ABCD) = s

olmak iizere,
51+ 52+ 53+ 54 < 2V/s

oldugunu gosteriniz.
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Coziim:
s1_ s [ABD] AN -AK [ABD] B AiN AiK [ABD]
s [ABD] s  AD-AB s  AD AB s
N \/AN AK [ABD]
AD AB s
AN AK [ABD]
AD T AB s/ AN AK [ABD] s1 -
> - .. — 3/22 .
AO > GO dan 3 1D AB . . elde edilir
Benzer gekilde
BK | BL | [BAC
AB  BC 3/ 52
3 =V s’
% CM  [CBD]
3 - s’
DM @ [DAC]
3 - s

elde edilir. Taraf tarafa toplarsak,

AD+AD+AB+AB+BC+BC+CD+CD

| [ABD]+[BCD]+[BAC)+[DAC]

S

3

L B+ st s+

olur. Diizenlersek,
s+s

S

1+14+1+1+

s

3
Esitlik durumu,

TR R R
T Vs
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AN _AK _[ABD] _ AN _ AK _ [ABD)

AD ~ AB s DN BK [CBD]’
BK _BL _[BAC]  BK _CL _ [BAC

AB  BC s AK  BL [CAD]’
CL _CM _[CBD]  CL _CM _[CBD]

BC CD s BL DM  [ABD]’
DM DN  [DAC| _ DM _ DN _ [DAC]
CD AD s CM AN  [ABC]’

iken saglanir. Birlegtirsek, K LM N kenarlar1 ABC D nin koégegenlere paralel olan bir paralelkenar ve
AK [ABD] [CAD] [CBD] [BAC]

BK [CBD|] [BAC| [ABD] [CAD)]
olur. Bu durumda [ABD] = [CBD] ve [CAD] = [BAC] oldugu i¢in kégegenler birbirlerini ortalar, yani
ABCD paralelkenar olur.
Yani, esitlik durumu ABCD dortgeni paralelkenarken ve K, L, M, N noktalar1 orta noktalar iken saglanir.

f:R—=R, herte(0,1) ve z1,z2 € R igin,
fltzr + (L= t)z2) < tf(z1) + (1 — 1) f(z2)
esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. a1, as, ..., a2004,
a1 2 az 2 ... 2 a2003 Ve A2004 = @1

kogullarini saglayan gercel sayilar olmak {izere,

2003 2003

> Flar)akts > > flarsr)ax
k=1 k=1

oldugunu gosteriniz.

Coziim:

(Burak VARICI)

n n
n tizerinden tiimevarimla, verilmig ay > ag >+ - > ap, , apy1 = ap sayllartigin > f(ag)arr:s > Y. f(ags1)ak
k=1 k=1
oldugunu ispatlayalim.

Oncelikle bir lemma tammlayalim.

Lemma: z > y > z sartiu saglayan z,y,z € R icin f(z)(y — 2) + f(2)(x —y) > f(y)(z — 2).

-2z _T—2z —z
Y < =1 oldugundan, soruda verilen esitsizlikte (¢,21,z2) = (L,x, z) yazabiliriz:
rT—2 " T—2 T—2

y—=z y—=z y—=z y—=z y—=z -y .
— (1-= > St (1= z) = . . > bul k
F@) 22 p @0 220 2 fe 2 - 220) ) = @) 22 4 4. 22 > f(y) bulunur, ki
bu da x — z ile carpilirsa istenilen elde edilir. B

ispat: 0<

Simdi Lemma’y1 a1 = as = a3 , ag = a7 sayilan i¢in uygularsak:

3 3
flar)(az — a3) + f(az)(ar —a2) > f(az)(a1 —a3) = > f(ax)art1 > Y f(ak+1)ax bulunur.
k=1 k=1
Yani tiimevarim hipotezi k£ = 3 igin dogrudur. Varsayalim ki k = 3,4,..,n i¢in dogru olsun. k = n + 1 igin
ispatlayalim.
Elimizde a1 > ag > -+ > anp41 sayilan olsun. a; > ag > -+ > a, sayillari igin tiimevarimdan f(aq)as +

flaz)ag + -+ + flan)ar > f(az) a1 + f (a3) az + - - - + f(a1)ay, saglanir.

82


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3069.0

11. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Simavi - 2003 geomania.org

Diger taraftan, Lemma’y1 (x,y, z) = (a1, @n, ant1) igin uygularsak:

f(an)(an+1 - (11) + f(an+1)a1 Z f(al)(an+1 - an) + f(an+1)an

<~ f(al)(an —Qny1) + f(an+1)(a1 —an) > flan)(ar — ani1)

Bu son iki egitsizligi toplarsak n + 1 i¢in istenilen egitsizlik elde edilir. Dolayisiyla ispat biter. Il

Kaynak:

Burak Varia

22n+l 4 97 1 1 gsayinsin tam kuvvet olmasini saglayan tiim n pozitif tam sayilarini bulunuz.

Coziim:

(Burak VARICI)

Cevap: Tek ¢oziim n = 4 tiir.

Oncelikle, n = 1 igin 23 +2' +1 = 11 ve n = 2 icin 2° + 22 + 1 = 37 oldugundan, n > 3 varsayabiliriz.

92n+1 L 9n 1 1 — 2k de k i en kiiciik asal boleni olsun. z# = m dersek, 2271 427 41 = (I%)p =mP
olur. p tizerinden iki durum vardir:

(i)

(i)

p = 2. Dolayisiyla 8.22"72 + 2" + 1 = m? oldugundan 7-22""2 =m? — (2" 1 4+ 1)2 = (m —2""1 - 1) -

(m + 2"~ + 1) bulunur.
n > 2 igin 722772 ifadesi ¢ifttir. Dolaywsiyla m tektir, m = 2m; + 1 (mq € N) olsun. 7.22"~4 =
(my —2"72).(my + 2" 2 + 1) elde edilir. Iki durum vardr:

(a) my cifttir. Bu durumda (mq — 2"72).(m; + 2”2 + 1) ifadesinde garpanlardan biri tek biri cift
oldugundan, m; + 2772 4+ 1 € {1,7} saglamr. m; + 2" "2 + 1 > 1 oldugundan, m; — 272 = 2n=4,
my + 2"~2 = 6 olmaldir. Ancak bu durumda iki ifadeyi toplarsak:
2my =22""* 4 6 = my = 2277° 4+ 3 bulunur. Fakat m; cift demistik, celiski! Bu durumda ¢éziim
yoktur.

(b) my tektir. (m; — 2"72) tek carpam 1 e veya 7 ye esit olmak iizere iki durum vardir.

mi — 2" 2 = 1 durumunda my + 272 = 72274 _ 1 olur. Iki ifadeyi toplarsak:

2my =T7-22""% = m; = 7-22"75 Fakat m; tek demistik, celiski! Bu durumda da ¢tziim yoktur.
my — 2" 2 = 7ise my + 272 = 22"~4 _ 1 olur. Iki ifadeyi toplarsak: 2m, = 2204 4 6= my =
22n=5 4 3. Diger taraftan, m; — 2772 =7 = 22775 — 27=2 — 4 bulunur.

Dolayisiyla 227~7 — 27=4 = 1. Buradan n = 4 ¢oziimii gelir. Gercekten de, 2° + 2* + 1 = 529 bir
tam kuvvettir.

p—1
p>2ise, 22"l L on 1 =mP = 272"l 4+ 1) =(m—1). Y m
i=0

=l ,
m tek oldugundan > m'= ) 1'=p =1 (mod 2) bulunur. Dolayisiyla 2"|jm —1, m=2"-s+1 (s €
i=0 i=0

Z*) saglanr.
= 2"tl41=35. E (2"s+1)" > 2(2" +1)8 > 22" +1 = 27t > 227 1 > 27~ hyulunur ki bu higbir

=0
n € N i¢in mumkun degildir. Demek ki bu durumda ¢oztim yoktur.

Sonug olarak, 22"+ + 27 + 1 ifadesini tam kuvvet yapan tek pozitif tamsay:1 n = 4 diir. B

Bir ABC {iggeninin AB ve BC kenarlarina teget olan bir S ¢gemberi, ABC iiggeninin gevrel cemberine de bir
T noktasinda tegettir. I, ABC iiggeninin i¢teget gemberinin merkezi ise, ATI = CT1 oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

O, AABC nin ¢evrel merkezi; P, kenarlara teget olan ¢gemberin merkezi olsun.
P merkezli S ¢gemberi, AC ye D de, AB ye E de dokunsun.

Al, cevrel gemberi M de kessin. M, AC yaymin orta noktasi oldugu i¢cin OM 1 BC' dir.

Aym zamanda, PD1BC oldugu igin, PD || OM dir. O, P,T noktalar1 dogrusal oldugu i¢in, ATOM ~
ATPD olacaktir. Bu durumda T, D, M noktalar:1 dogrusaldir.

Benzer sekilde, C'I gemberi N de kesiyorsa, T, E, N noktalar1 da dogrusal olacaktir.
A, T,C, M, B, N noktalar igin Pascal Teoremi uygulandiginda F, I, D noktalar1 dogrusal olur.
Pascal Teoremine takilmadan (aslinda Pascal’in ispatim yapiyoruz) soyle yapabiliriz:

/JANE = ZIMD, ZENI = /DMC, /ZNAE = ZICD, /IAE = /ZBCM oldugu i¢in, IN A ii¢geninde
FE noktas: i¢in, IMC fii¢geninde D noktasi i¢in Ceva Teoreminin Trigonometrik halini uyguladigimizda,
INIE = /DIC ve LEITA = £ZDIM gkacaktir. Bu da E, I, D noktalarinin dogrusal oldugu anlamina gelir.

/BAC = 2a ve /BCA = 20 dersek, ZATN =0, /CTM = o, /ZNTM = /BED = /BDE = a+ 90,
/ETA =0 ve /DIC = « olacaktir.

LEIA = /ZETA = 6 oldugu igin EIT A dortgeni kirigler dértgeni olacaktir. Bu durumda, ZETI = ZEAI =
a, dolayisiyla da ZATI = a+ 0 = ZCT1 olacaktir.

Not:
IMO 1993 Shortlist’inde (1Spanya—1) I nin DF iizerinde oldugu sorulmus.
IMO 1978, AB = BC iken I € DFE sorulmus.
@ m X n bir satrang tahtasinin her birim karesine 0 ya da 1 yazilarak elde edilen bir yazilima, 0 ve 1 lerin sayis1
esitse, egit bir yazilhim diyoruz. a gergel bir say1 olmak iizere, m satir ve n siitunun her biri igin, o satir ya

da siitun icindeki 1 lerin yiizdesi a dan kiigiik ya da 100 — a dan biiyiik olmayacak sekilde bir esit yazilimi
olanakli kilan m ve n sayilar1 bulunuyorsa, a ya gizel say1 diyoruz. En biiylik giizel sayiy1 bulunuz.

Coziim:

(Sinan KARAL)

Iddiamiz en biiylik giizel sayinin 75 oldugudur. 75 igin 6rnek sekildeki gibidir.Her satir ve siitunda ya bir
tane 1 ya da ii¢ tane 1 vardir, yani 1’lerin orani hep ya < %25 ya da > %75 tir.

=== O
ol—|lolo
= ololo

1
0
1
1
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Varsayalim bir a > 75 giizel say1 olsun. Bir m ve n i¢in de m x n satrang tahtasini 1 ve 0 lar ile kaplamig
olalim. Tam olarak m; satirda 1 lerin yiizdesi > a ve tam olarak ms = m — m satirda da 1 lerin yiizdesi
< 100 — a olsun. Benzer sekilde n; ve no sayilarim stitunlarda tanimlayalim. Genelligi bozmadan, mo > my
varsayabiliriz ¢iinkii 0 ve 1 lerin yazilimi birbirine gore simetriktir.

(100 — a).nom < na(my + mo)

100 4
(m1 +ma)(n1 +n2)
2

1 lerin yiizdesi < 100 — a olan ny stitundaki 1 lerin toplam sayis1 <

mn
Diger taraftan, bu yazilim egit oldugu i¢in tiim tahtadaki 1 lerin toplam sayisi: - =
dir. Demek ki kalan n; stitunda:

(m1 + mg)(nl + TLQ) ng(ml + mz) - (2n1 + ng)(ml + mg)

2 4 o 4

den fazla sayida 1 var. Bu 1 lerin en fazla nym; tanesi tamimladigimiz n, siitun ve m; satirin kesigiminde
olabilir. Dolayisiyla nq siitunun tistiindeki 1 lerin

(2n1 + n2)(my + ma) in namy + namsg — 2mny + 2nime
—ming =
4 4

den fazlasi, ayni1 zamanda 1 lerin yiizdesi < 100 — a olan my satir iistlinde.

100 —
Fakat biz, bu mq satir tistiinde %.mg den fazla 1 olamayacagini biliyoruz.
(n1 + n2) 100 — a namy + nameo — 2ming + 2nims
Mo > mo.n >

4 100 ' 4

= 2minyg > nemy + nima...(x)
bulunur.

ms > my oldugundan, (x) dan: 2ming > namy + nyma > namy + nymy

— [

Simdi, (*)’1 bulana kadar yaptigimiz hesabin benzerini 0 lar1 sayarak yaparsak :

2mang > namy + nyme bulunur, (x) ile toplarsak :
ming + mang > namy + nyms <= (Mg —ma)(ny —ng) >0

bulunur. Fakat
mp—mo <0veny —ng >0

oldugundan geligki elde edilir.
Demek ki giizel say1 < 75 olmalidir. ispat biter.
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12. Ulusal Matematik Olimpiyat1 ikinci Asama Sinavi - 2004

m(ﬁ) > m(a) olan bir ABC {i¢geninde, A kogesine ait yiikseklik, aciortay ve kenarortayin ayaklari, sirasiyla,
H, L ve D noktalaridr. m(@) = m(D/\AL) olmas icin gerek ve yeter kogulun, m(@) = 90° olmasi

oldugunu gosteriniz.

Coziim:

iddia:
/HAL = /DAL ise Z/BAC = 90°

AL agiortay oldugu i¢in /ZBAH = ZCAD.

[AD, AABC nin ¢evrel ¢gemberini F de kessin. ZABH = 90° — /BAH = LAEC ve ZAEC + ZEAC = 90°
oldugu i¢in AE ¢evrel gemberin capidir. Cemberin merkezi hem BC nin orta dikmesi tizerinde, hem de AF
iizerinde olacak. AE dogrusu ile BC' dogru pargasinin orta dikmesi D noktasinda kesigir. O halde D, ¢evrel
¢emberin merkezi, yani, ZBAC = 90°.

Iddia:
/BAC =90° ise ZHAL = /DAL
/JACB = /DAC = ZBAH ve AL agiortay oldugu igin

/HAL = /LAB — /BAH = /LAC — ZDAC = ZDAL

elde edilir.

Bu durumda ZHAL = /DAL < ZBAC = 90°.

Not:

Bir aginin kégesinden gegen bir dogrunun, o aginin agiortayina gore simetrigine o dogrunun izogonal eslenigi
denir. Ozel olarak, kenarortayin izogonal eslenigine kenarortaysi denir. Bir iiggende yiiksekligin izogonal

eglenigi, cevrel gemberin merkezinden geger. Dik iiggende hipoteniise ait yiikseklik, hipoteniise ait kenaror-
taysidir.

Bu soru Ulusal Matematik Olimpiyati 1. Agama - 2012’de de soruldu.

Bir iilkedeki 80 kentten bazilari arasinda karsilikli ugak seferleri yapilmaktadir. Her kentten en az 7 basgka
kente dogrudan ucak seferi bulunmakta olup, herhangi bir kentten bir digerine dogrudan ya da sonlu sayida
aktarma yaparak ugakla ulagmak miimkiindiir. Kargilikli ugak seferleri hangi kentler arasinda diizenlenmis
olursa olsun, herhangi bir kentten bir digerine en ¢ok k aktarmayla ulasilmasini olanaklh kilan en kiiciik &
sayisini bulunuz.
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Coziim:

(Burak VARICI)
Bunu miimkiin kilan en kiiciik k sayis1 26 dir.

80 kentimizi 80 kosgeli bir grafin kogeleri ve karsilikli ucak seferlerini de bu koseler arasindaki yonlii kenarlar
olarak diigiinelim. k aktarma ile, yani grafimiz1 diigiiniirsek en fazla k41 kenar iizerinden herhangi bir kogseden
bagka bir kogeye her zaman ulagilmasini saglayan en kiigiik k’y1 ariyoruz. Ayrica her kdgenin derecesinin en
az 7 oldugunu biliyoruz.

Oncelikle k = 26 aktarma i¢gin bir 6rnek verelim: K, ile m koseli bir complete grafi gosterelim. Eger her
v € Kj;, K;deki kogelerden her birine direkt bagh ve her v € K, K; deki koselerden her birine direkt bagh
ise bu durumu K; <+ K ile gosterelim. Dolayisiyla eger K; <+ K ise bu i + j koge bir K, ; olugturur.

Grafimiz gu sekilde olsun: K5 <> K3 <> K3 Ko+ K3 & K3 Ko K3 & - & K3 Ky & K3 &
N——— —

8 Kosge 8 Kosge 8 Kose 8 Kosge
K3 +» K5 Aradaki K3 <> Ky <> K3 ligliilerinden 8 tane olsun. Dolayisiyla toplamda 80 kége vardir ve her
——

8 Kosge
kosenin derecesi en az 7 dir.

1. katman

2. katman

3. katman

Diger taraftan en soldaki K5 teki bir koseden baslarsak, en sagdaki K5 e en az 27 kenar iizerinden yani 26
aktarma ile gidebiliriz. Ayrica bu grafta belirtilen kenar baglantilar1 diginda bir kenar da olmasin. Simdi 27
nin maksimum oldugunu ispatlayalim.

Grafimiz1 bir agag seklinde ifade edecegiz. Bir V kogesi secelim ve agacin en tepesine koyalim. V nin bir alt kat-
manina V nin direkt bagh oldugu koseleri yerlegtirelim. Ondan sonra gelen her k. katmana, 1,2, .., (k—1). kat-
manlarda bulunmayan ve (k—1).katmandaki koselerden en az birine direkt bagh olan koseleri yerlegtirecegiz.
Grafimizin sonlu sayida kogesi oldugundan, sonlu sayida katman yer alir.

Toplam m katman olsun. ¢. katmanda da a; (1 <¢ < m) alsin. Grafimiz baglantih oldugundan bu “katman-
landirma” tiim koseleri kapsar.

Dolayisiyla a1 + as + .. + a,, = 80 ve . katmandaki bir kogenin direkt bagl oldugu kosgeler sadece 1. ,(I — 1).
veya (I + 1). katmanlarda yer alabilir.

Fakat bir v; € lkatman alirsak, 7 < der(v;) < (a; — 1) + a;—1 + a;+1 oldugundan her m — 1 > [ > 2 igin
aj—1 + a; + a;41 > 8 olmahdir.

Ayrica benzer mantikla a; + as > 8 ve a,—1 + @y, > 8 oldugunu sdyleyebiliriz. m < 28 oldugunu gostermek
istiyoruz, ¢iinkii boylece V’den herhangi bir koseye en fazla m — 1 < 27 kenar kullanilarak ve dolayisiyla 26
aktarmada ulagilmig olacak.

Aksini varsayalim, m > 28 olsun. Her r i¢in a, > 0 oldugundan:
80=a;+ax+---+an
= (a1 +az) + (a3 +as +as) + - - + (ag4 + ags + aze) + (agr + azs + -.am—2) + (@m—1 + am)

> (a1 +az) + (ag +ag+as) + -+ + (azq + ass + age) + (Am—1 + am)
>8+8+---4+8=280.

Boylece geligki elde ederiz. Demek ki m < 28 ve dolayisiyla m — 1 < 27 bulunur.

Dolayisiyla en fazla 26 aktarma ile istenilen yere ulagilir.
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(a) n? —1, n%? — 2 ve n? — 3 sayilarindan her biri igin, bu saymnim pozitif bolenlerinin sayisim 10 yapan bir n
tam sayisit bulunuz.

(b) n? — 4 iin pozitif bolenlerinin say1smm, n tam sayisiin hicbir degeri icin 10 olamayacagimi gosteriniz.
Cozim:

(Eren DURLANIK)

(a) n = T7icin n? — 1 =,2%3! olur ve pozitif bolenleri sayis1 10 olur.
n = 235 icin n? — 2 = 7%23! olur ve porzitif bolenleri sayis1 10 olur.
n = 4936 icin n? — 3 = 37*13! olur ve pozitif bélenleri sayis1 10 olur.
(b) Genelligi bozmadan n yi pozitif kabul edelim. n? — 4 iin pozitif bolen sayisinin 10 olmasi icin, p ve ¢
birbirinden farkl asal sayilar olmak {izere n? — 4 = p? veya n? — 4 = p*q olmalidir.
(i) n? —4 = p? saglaniyorsa:
(n—2)(n+2) = p° olur. n+2 > 1 oldugundan p|n + 2 olmahdir. Eger p|n — 2 ise p|4 olur. Oyleyse
p = 2 dir ve n? = 2° +4 saglanir, ki bu durumda n tamsay1 olamaz. Eger p{n—2 ise n—2 = 1 yani
n = 3 olur. Dolayisiyla p® = 5 bulunur ve p tamsay1 olamaz. Yani n? — 4 = p° un ¢oziimii yoktur.
(ii) n? — 4 = p*q saglaniyorsa:
(n —2)(n +2) = ptq olur. (n —2,n+2) = d olsun. d # 1 ise d?|p*q olacagindan,p|d olmahdir.
Oyleyse p|n—2, p|n+2 ve dolayisiyla p|4 yani p = 2 elde ederiz. Yani (n—2)(n+2) = 16¢ olmahdur.
44n—2olsaydi 4{n+2ve 16 1 (n — 2)(n + 2) olurdu ve ¢eligki elde ederdik. 4|n — 2 ve 4|n + 2
olmalidir. Oyleyse n — 2 =4, n+2 =4q ya da n —2 = 4q, n + 2 = 4 olmahdir. Iki durumdan da
coziim gelmedigi barizdir. Demek ki d = 1 saglanmalidir. Bu durumda n — 2 = p*, n+ 2 = ¢ yada
n—2=gq, n+2=p* olmaldir. Ik olarak n — 2 = p*, n+2=¢ durumunu inceleyelim. p* + 4
asal olmali; fakat p* +4 = (p? — 2p + 2)(p? + 2p + 2) oldugundan p?> — 2p + 2 = 1 olmah ve p = 1
bulunur, yani bu durum miimkiin degildir. Simdi de n — 2 = ¢, n + 2 = p* durumunu inceleyelim.
p* — 4 asal olmali; fakat p* — 4 = (p? — 2)(p? + 2) oldugundan p?> — 2 = 2 olmali ve buradan da
¢Ozliim gelmez.

Sonug olarak, n? — 4 iin hicbir zaman 10 pozitif boleni olamaz.

Z tam sayilar kiimesini gostermek tizere, tim m,n € Z igin, f(n) — f(n + f(m)) = m kosulunu saglayan
biitiin f : Z — Z fonksiyonlarim bulunuz.

Coziim:

(Burak VARICI)
Cevap: Bu sart1 saglayan hi¢ f : Z — Z fonksiyonu yoktur.
P(m,n)ile f(n) — f(n+ f(m)) = m denklemini ifade edelim.

Varsayalim bir a,b € Zikilisi i¢in f(a) = f(b) saglansm. Sirasiyla P(m,a) ve P(m,b) ye bakarsak a =
fn) = f(n+ f(b)) = f(n) — f(n+ f(b)) = b ve dolayisiyla a = b bulunur. Demek ki f fonksiyonu birebirdir.

P(0,0) : f(0) — f(f(0)) =0= f(0) = f(f(0)). Fonksiyon birebir oldugundan f(0) = 0 buluruz.
P(m,0): f(0) = f(f(m)) =m = f(f(m)) = —m ...(*)
()1 kullanarak P(f(m),n) i incelersek:
fn)—fn+f(fm)) = f(n)—f(n—m) = f(m) = f(n)=f(m)+ f(m—n)eldeederiz.a=n—m, b=m
seklinde bir doniigiim yaparsak:
fla+b) = f(a) + f(b), Va,b € Z. Yani fonksiyon Cauchy Esitligi'ni saglar.
Bu durumda f(1) = ¢ olmak {izere fonksiyon f(x) = cx bi¢iminde olmahdir.

Bunu ilk denklemde yerine yazarsak:

2 2

cn—c(n+em) =m = c¢cm? = —m bulunur. Fakat bu da m # 0 igin ¢* = —1 demektir, bu durum ¢'nin
tamsay1 olmasiyla celisir.

Dolayisiyla boyle bir f : Z — 7Z fonksiyonu yoktur. >
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Bir ABC figgenin, [BC| kenarma ait digteget gemberinin, BC, CA ve AB dogrularina degme noktalari,
sirasiyla, Ay, By ve Cy; [C' A] kenarina ait digteget cemberinin, ayni dogrulara degme noktalari, yine sirasiyla,
As, By ve Cy; [AB] kenarma ait digteget cemberinin, aym dogrulara degme noktalari, yine sirasiyla, As, Bs
ve C3 olsun. A1B1Cy, A3B2Cy ve A3B3C3 liggenlerinin gevrelerinin toplaminin, ABC' {i¢geninin gevrel
cemberinin yaricapina oraninin alabilecegi en biiytlik degeri bulunuz.

Coziim:

(Burak VARICI)

9v3
Cevap: Bu oranin alabilecegi en biiyiik deger 9 + T\[ dir ve esitlik eskenar licgen icin saglanir.

a, b, c ile liggenin kenar uzunluklarini ve o, 3,7 ile de i¢ acilar1 gosterelim. s ile AABC nin yarigevresi, her

AXY Z tiggeni i¢in de C (XY Z) ile liggenin gevresi belirtilsin.

C(A1B1Cy) + C (A2 B2C3) + C (A3 B3C3)
R

Ik olarak a+BC5 = A3B+b = CA3 = CBy = AC5+b = a—b = AC3;—BCj3. Diger taraftan AC5+C5B = ¢

oldugundan AC3 =s — b ve C3B = s — a bulunur.

M =

olsun. M nin alabilecegi en biiyiik degeri bulmaya ¢aligiyoruz.

Dolayisiyla CBs = C' A3z = s saglanir. Sirasiyla C A3 By, AB3C5 ve BA3C5 tiggenlerinde Siniis Teorem’inden:

A3B3 = 2sin%.s7 B3C3=2(s—0) .COS% , AsCs =2 (s —a).cosg.

Dolayisiyla da G (A3B3C3) = (a + b+ ¢).sin % +2(s—b). cos% +2(s—a).cos g bulunur. Benzer sekilde:
_ e Y B
C(A1B1Cy) = (a+b+c).s1n§ +2(sfb).cos§ +2(sfc).cos§ ve

C(A2B2Cs) = (a+b+c) .sing +2(s—a) .cos% +2(s—¢) .cos% saglanir.

(a+b+c¢) (Sin(; +sin§ + sin g) +2acos% +2bcos§ +2ccos 2

R elde edi-

Bu egitlikleri kullanarak: M =
lir. (%)

Simdi, M ifadesini parcalayarak her ifadenin alabilecegi en bityiik degerlere bakalim. Iki ifadeyi inceleyecegiz:

(a—i—b—l—c)(sin(;—i—sing—ksing) We atbtc N
(1) < 5 saglanir. Bunu ispatlarken — 7 < 3V3 ve sin§ +

sing + sin% < ; esitsizliklerini kullanacagiz.

(a) f (z) = sinx fonksiyonu ve her x € [0, 7] i¢in f” (x) = —sinz < 0 oldugundan, fonksiyon z € [0, 7]

araliginda konkavdir. Dolayisiyla «, 8, € [0, 7] i¢in Jensen Esitsizligi'nden:

a+5+7) —sineoe = V3
3

;(sina+sinﬁ+sin’y)<sin< 5
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at+b+ec

7 = 2(sina +sin 3 + siny) < 3v3

elde edilir.

(b) Yine f (z) = sinx fonksiyonu ve %, g, % € [0, 7] i¢in Jensen Esitsizligi’'nden:
@ By
1 5t5ty 1
3 (sing +sin§ —&—sing) < sin % =sin30° = 3
3
:>sin% +sin§ +sin% < 3
bulunur.
(a—l—b—l—c)(sin;—l—sing—i—sing) We
Sonug olarak, In < elde ederiz.
a g gl
2a cos — + 2bcos = + 2ccos — . a 8 5
(i) 2 I 2 < 9 saglanir. Oncelikle a cos 3 + bcos 3 + ccos 5 ifadesine bakalim.

Genelligi bozmadan a > b > ¢ varsayalim. Dolayisiyla « > 5 > ~ saglanir.
Ayrica f (z) = sinx fonksiyonu, x € [0, g} araliginda artan oldugundan,
B gl

.« . .
sin — > sin — > sin —
2 2

bulunur. = cos & < cos é < cos 1.
2 2 2

Yania>b>cve cos% < cosg < cos % Chebyshev Esitsizligi'nden:

o B8 ¥ a+b+c o B8 0%
s — + =+ <[ — — + =+ =] ...(1
acos 5 b cos 5 ccos 5 ( 3 ) (COS 5 cos 5 coS 5 (1)

f (z) = cosz fonksiyonu ve x € [0, g] i¢cin f” (z) = —cosz < 0 oldugundan, fonksiyon z € [0, g]
araliginda konkavdir. Dolayisiyla Jensen Esitsizligi’'nden

24042
1 hnd A
- cosgcoséJrcosz < cos 2 2 2
3 2 2 2

W™

= (cos;y—i—cosg—l—cosg) <

bulunur. Bunu (1)’de yerine koyarsak:

Q B8 y a+b+c « B ~ V3 .
2 =2 RN e = s 1) < X2 ) -
a cos 5 + bcos > + ccos 5 = ( 3 ) <cos 5 + cos > + cos 5 <3 (a + b+ ¢) saglanir. Bura
a B Y
2a cos — + 2bcos = + 2ccos — b
dan ve (i) — (a) dan hareketle, 2 7 2 2 < 2.? <T> <9 bulunur.

Ana egitsizligimize donersek, (i) ve (i7)’den:

(a+b+c) (Sing —&—sing —l—sing) +2acos% +2bcos§ —&—20005% 9v/3
M = R S 9 =+ T elde ederiz. ]3§11311k7

Jensen Esitsizliklerinde esitlik varken, yani o = 8 = v = 60° iken saglanir, Ispat biter. O
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@ n,m > 0 tam sayilar i¢in, K(n,0) = ¢ ve
Kn,m+1)={k|1<k<nve K(k,m)NK(n—k,m)=¢}

ise, K(2004,2004) kiimesinin eleman sayisini bulunuz.
Coziim:

(Eren DURLANIK)
Cevap: |K (2004,2004)| = 127
iddia-1: Her pozitif tamsayi, 2 nin farkli kuvvetlerinin toplami biciminde tek tiirlii ifade edilebilir.

ispat: Tiimevarimla ispatlayalim. n = 1 ve n = 2 i¢in dogrulugu bariz. Iddiamiz 1,2,...,n — 1 icin dogru
olsun, n icin de dogru olacagini gosterelim. 28 < n < 211, t € Zven = 25142724 2%k 3y > Lo > -0 > Xy
olsun; boyle bir yazilimin her zaman bulundugu aciktir, érnek olarak iki tabaninda yazilim verilebilir. Eger
x1 < tolsaydy; 28 <n <2042 ... 4281 = 2 1 olurdu ve celigki elde ederdik. z; > t olamayacag1 zaten
aciktir, demek ki 21 = ¢ olur. Tiimevarim varsayimindan n — 2! nin yazilimi da tek tiirlii belirli olacagindan;
n in yazilimi da tek tiirliidiir. Boylece iddianin ispat1 tamamlandi.

Her n = 2%t + 2%2 4 ... 4 2%k pozitif tamsayisi i¢in, S, = {271,272 ... 2%} olarak tanmimlayalim. Iddia-1
den 6tiri S, tek tirli belirlidir.

iddia-2: Her m > n i¢in K(n,m) = K(n,n) esitligi saglanir.

Ispat: n iizerine tiimevarimla ispatlayacagiz. n = 0 icin K(0,m) = {k|1 < k < 0 ve K(k,m) N K(—k,m) =
P} = 0 olur, ¢linkii 1 < &k < 0 sartim saglayan k degeri yoktur. Iddiamiz 1,2,...,n — 1 icin dogru olsun,
n igin de dogru olacagim gosterelim. m = n durumu agiktir, varsayalim m > n + 1 olsun. Tanim geregi,
K(n,m)={kll1<k<nve K(kym—1)NK(n—k,m—1) =0} saglanir.
m—1>n>kvem—12>n—12>n—k oldugundan, tiimevarim varsayimini kullanarak, her k <n — 1 i¢in
K(k,m—-1)= K(k, k) = K(k,n—1) ve K(n—k,m—1) = K(n—k,n—k) = K(n—k,n—1) oldugu soylenebilir.
Oyleyse K (n,m) = {k|1 < k < n—1ve K(k,n—1)NK (n—k,n—1) = 0}U{k| k = n ve K(n,m)NK (0, m) = 0}
bulunur. Diger taraftan, K (0,m — 1) = = K (0,n — 1) oldugundan, {k| k = nve K(n,m—1)NK(0,m—1) =
0}y = {n} = {k|k = nve K(n,n — 1) N K(0,n — 1) = 0} oldugunu soyleyebiliriz. Bu esitligi K (n,m)
ifadesinde yerine yazarsak; K (n,m) = {k|k =nve K(n,n —1)NKO,n—-1) =0} U{k1 <k <n-1ve
K(k,n—1)NK(n—k,n—1)=0} = K(n,n) bulunur, tiimevarim varsayimi n i¢in dogrudur.

Dolayisiyla tiimevarimdan iddia ispatlanmig olur.

K(n,n) = K, olarak tammlayalim, yukaridaki iddiadan 6tiirii her 1 < m < n—1i¢in K(m,m) = K(m,n—1)
ve K(n —m,n —1) = K(n —m,n —m) saglanir. Bunu K,, de yerine yazarsakK,, = {k|k = n ve K(n,n —
DNKO,n—1)=0tU{kll1<k<n—-1veKk,n—-1)NKnh-kn—1)=0={ntu{ml<m<n-1
ve Ky N Ky, = 0} bulunur ... (¥).

iddia-3: K,,, S, in bog olmayan tiim altkiimelerinin elemanlar: toplaminin olugturdugu kiimedir.

ispat: n iizerinden tliimevarimla kanitlayalim. n = 0 ve n = 1 i¢in iddianin dogrulugu kolayca kontrol edilir.
Iddiamz 1,2,...,n — 1 i¢in dogru olsun, n i¢in de dogru olacagini gosterelim. ispatlamamlz gereken sey,
Sm C Sp <= m € K, oldugudur.(S,, C S, olmasi, m nin S,, in bir altkiimesinin elemanlar1 toplami
seklinde ifade edilebildigi anlamina gelmektedir.) Ifadenin iki yoniinii de inceleyelim:

S C S, = m e K,: 1k olarak, tlimevarim varsayimindan, her 1 <m <n—1icina € K,,, Ky,_, <= S, C
Sy Sn—m <= Sa C S, N Sp_m elde edilir. Fakat S,,, C S, ise S;,_, = S,/ Sm olacagindan S, N S,_, =0
saglanir. Demek ki S, C S,, N S,,_,m ve dolaywsiyla da a € K,,, K,,_,, olan bir a yoktur. Sonug olarak,
1<m<n-—1ign S, C S, durumunda K,, N K,_,, = 0 saglanir ve (*) dan m € K,, olur. Ayrica m =n
durumunda, (*) dan 6tiirii S,, C S,, <= n € K,, de saglanir.

Sm C Sp <= m € Ky: Bunun igin, Sy, ¢ S, ise m ¢ K,, oldugunu gostermek yeterlidir. Varsayalm S,, ¢ S,
ve m € K, olsun. (*) dan &tirti Ky, N K;,—y, = 0 olmalidir. Dolaywsiyla Sy, NS, — = @ bulunur. Oyleyse
Sn = Sm U S, olur; fakat bu da S, ¢ S,, olmast ile geligir. Demek ki m ¢ K,, olmaliyms.

Sonug olarak tiimevarim varsayimi n icin de dogrudur, tlimevarimdan iddia ispatlanmig olur.

Iddia-3 den 6tiirii Saooa = {1024, 512, 256, 128, 64, 16,4} diir. Sago4 iin bog olmayan altkiimelerinin sayisi
27 — 1 = 127 dir. Ote yandan Iddia-1 den, bu altkiimelerden elemanlar1 toplami ayni olan farkl iki tanesi
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yoktur, ¢iinkii bu alt kiimelerdeki elemanlarin toplami, farkli sayilarim ikinin kuvvetleri toplami seklindeki
yazilimini vermektedir. Oyleyse cevabimiz 127 olacaktir.
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13. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2005
Tum a, b, ¢, d pozitif gercel sayilar igin,

Vat+ct +Vat +dt + Vb + et + Vbt + db > 2v/2(ad + be)

oldugunu gosteriniz.
Coziim:

Kuvvetler Ortalamasi esitsizliginden

at + 1/4 a2 + 2 1/2 a2 + 2
> = 4 4 >
(55) =(77) =vereetg

Diger terimler icin de aynisimi yapip taraf tarafa toplarsak

Vat+ct+vat +di 4+ Vb A Vb
o 20 +20° + 2¢% + 22
- V2
> V2 (a® +d*+ b+ P)
> 2v/2(ad + be)
|CB| > |AC| > |AB]| kogulunu saglayan bir ABC' ii¢geninde, [AC] mn orta dikmesi [BC] yi K; [BC] nin orta
dikmesi de AC' yi L de kesiyor. ABC {i¢geninin gevrel cemberinin merkezi O; CKL ve OAB tiggenlerinin

cevrel gemberlerinin merkezleri de sirasiyla O; ve Oy olmak tizere, OCO105 dortgeninin bir paralelkenar
oldugunu gosteriniz.

Coziim:

/ALB =2/ACB = /AKB = ZAOB oldugu i¢in, A, L, O, K, B noktalar1 ¢emberseldir. LK dogru pargasi,
01 ve Oy merkezli gemberlerin ortak kirigi oldugu icin, O1 05 dogrusu, LK dogru pargasinin orta dikmesidir.
Benzer gekilde OO5 dogrusu, AB dogru pargasinin orta dikmesidir.

Bu durumda, ZACB = ZAOO, ve ZCOA =2/CBA ve ZCO0Oy =2/CBA+ ZACB.

ALK B Kkirigler dértgeninde, ZABC = ZABK = ZCLK oldugu igin, ZCO1K = 2/CLK = 2/ABC
olacaktir. Z0,01K = M% = /ACK oldugundan ZC0O,05 = 2/ABC+/ACB elde edildi. Bu durumda
/C0109 = ZC005 =2/ABC + LACB

=/ABC + LACB + /BAC — Z/BAC + ZABC = 180° — (LBAC — ZABC) olur.

/LCO1K =2/ABC ve ZCOB = 2/CAB oldugu i¢in, Z0,CO = L0,CK — ZOCK

=90° — LABC — (90° — LBAC) = L/BAC — ZABC = 180° — ZC' 0105 olur.

Boylelikle, CO1050 bir paralelkenar olmusg oldu.
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n~+1 kentin bulundugu bir iilkede, bu kentlerden bazilar: arasinda karsilikli ucak seferleri yapilmaktadir. A ve
B kentleri arasinda yapilan bir kargilikhi sefer, ayni giin i¢ginde hem A dan B ye, hem de B den A ya yapilan
bir ucus ikilisi anlamma gelip, bir kentten digerine kargihkl olmayan tek yonlii bir sefer mevut degildir. Tki
kent arasmda aym giin i¢inde birden cok sayida karsilikli sefer yapilabilmektedir. Tki kent arasmda ayni giin
icinde birden ¢ok sayida karsilikli sefer yapilabilmektedir. A kenti i¢in, bir giinde A dan kalkan ucak sayisini
da ile gosteriyoruz. Bagkent digindaki tiim A kentleri igin d4 < n ve yine bagkent digindaki ve aralarinda
karsilikli ucak seferi bulunmayan farklh herhangi iki A, B kenti i¢in, d4 + dg < n kogullar1 saglanmaktadir.
n+1 kent arasinda yer alan bagkentten bir giin iginde yapilan ugak seferlerinin sayisi konusunda ise, herhangi
bir kisitlama yoktur.
Bu tilkede bir giinde en ¢ok kag¢ karsilikli ugak seferi yapilabilecegini ve bu en ¢ok kargilikli sefer sayisini
olanakli kilan tiim ugus ¢izelgelerini belirleyiniz.

Coziim:

(Sinan KARAL)
. n+1 .
Iddiamiz en fazla ( 9 > sefer olabilecegidir.

Kentlerimiz Vq, Vs, - - - V,, ve bagkentimiz de V olsun.

V; sehrinden bagkente giden seferlerin sayisi b;, V; nin bagkent diginda seferi oldugu sehirlerin sayisi r; olsun.V’
den ¢ikan yollarmn sayist y, (V1,---,V,) arasindaki yollarin sayisi z olsun.

Tiim (Vi, Vj) (i) ikilileri iizerinden seferleri sayalim.Bir V; ve Vj ikilisi aldigimizda, bu ikisinden ¢ikan se-
ferlerin toplam sayisi (bir seferi iki kez de sayabiliriz, farketmez.)

dy, + dy, = b; +b; + (dv, — b;) + (dy, — b;) dir. Yani bu saymada » (dy, + dv,)
i#j
toplaminda V' den ¢ikan her sefer (mesela V' ile V; arasinda bir yol) dy, bu toplamda kag kez ge¢migse o

kadar kez, yani 2n — 2 kez sayilir.Bir V; ve V; yi baglayan sefer ise dy, ve dy, kag kez ge¢misgse o kadar yani
2(2n — 2) = 4n — 4 kez sayilir.

Dolayisiyla Z(d% +dy;) = (2n — 2)Y + (4n — 4)X bulunur.... (1)
i#]

Diger taraftan, Z(dm +dy,) = Z Z(dVJ +dy,) saglanir.Yani V; gsehrini sabit tutarak toplami inceleyelim :
i i=1 i

Vi’den sefer olan sehirler Vi, Vi,,- -+, Vi, olsun. Dolayisiyla bir j # k, icin V; + V; < n yazabiliriz:

i

n

ij(dvﬁdw):Z S (v tdv)+ > (dy, +dy)

=1 i#£j i=1 | j#ik,ka, ek, J€k1 ko, ko,
n
< E E n+ E (n+n)
=1 [j#ik1 k2, ke, J€k1 k2, Ky,

=> (n—ri—1)+2nr]=> (0 —n+nr) =n®—n+n(ry +-+rp)
i=1 i=1
ri+--+71, < 2X saglanir, ¢iinkii ry +- - - + 17, toplam V7, - -+ |V}, arasindaki toplam sefer sayisindan kiiglik
egittir.(V; sehrinden diger sehirlere en az r; sefer vardir.)
= (1)’i de kullanarak: (2n —2)Y + (4n —4)X <n® —n? +2X.n
= (2n—2)(z +y) < [2X — (n? —n)] + [n® —n]
2X —n? + n} (n +1

—s <
I“’—{ o —2 2

> bulunur.
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1
r+y < (n—;— ) oldugunu ispatlamak istiyoruz. 2X < n? —n ise sorun yok. 2X > n? — n olsun. Dolayisiyla

her V, ile V; arasinda en az 1 sefer olmali, aksi takdirde dy, + dy, < n olur ve Z dy, < n oldugundan:
i#a,b
2X < Z dy, <n+ (n—2)n =n? —n olur, celiski.
i=1
Yani her V, ve V}, arasinda sefer var. Bu durumda her V; gehrinden en az n — 1 sefer bagkent digindaki

sehirlere olacagindan, V; sehrinin miimkiin n. seferi ya bagkente ya da bagka bir gehredir.Yani Y < n olur ve

tam n — Y sgehrin bagkent digindaki sehirlere en fazla n seferi olur.
= 2X<(n-Y)+(n?—-n),v+y< #—i—# < L{”-ﬁ-nz ("erl)
Demek ki bu durumda zaten x + y < (";1)

1
Sonug olarak, x +y < (n ;r ) bulunur ve esitlik durumunun saglanmasi igin :

i) 2X <n? —niken, i = 1,--- ,n igin r; = dy, — b; olacak, yani her V; sehrinden bagka sehirlere en fazla
1 sefer olacak. Ayrica X = Z olacak, yani bagkent diginda her gehir arasinda tam 1 sefer var. Y = n

olacagindan, bagkentten de diger her sehre tam 1 sefer var. Yani iilkedeki her gehir arasinda o giin icinde
kargilikli tam 1 sefer var, bu durumda sartlarin saglandig1 agiktir.

i1) 2X > n? — n iken, esitlik durumu icin Y = n olmali,

1 2
yanix:("+ )—Y —

9 =5 geligiki!
Demek ki bu durumda esitlik olamaz.

Ispat biter.

5™ + 7" = k3 esitligini saglayan tiim (m,n, k) negatif olmayan tam say1 iicliilerini bulunuz.
Cozim:

Denklemi mod4’te inceledigimizde 1™ + (—1)" = 0,1,0,3 (mod 4) olacag: igin n tek olmali.

mod7’de

5™ in kalan smufi {5,4,6,2,3, 1},

k3 in kalan simifi {1,1,6,1,6,6,0}

oldugu i¢in m = 3 (mod 6) yani m = 3a olmali.

Bu durumda denklem 53¢ + 7" = k? e doniisiir.

=k — (59 = 7% = (k—5%) ((k — 5%)2 + 3 - k - 59)

Ikinci carpan ilkinden biiyiik oldugu icin k —5% = 0 (mod 7) oldugunda 3-k-5% = k = 0 (mod 7) gerekecegi
icin k —5* =0 (mod 7) olamaz.

Bu durumda geriye sadece k — 5* = 1 durumu kaliyor. Yerine yazarsak 1 +3 -k -5% = 7" elde ederiz. a > 1
i¢cin mod5’te incelersek, n = 0 (mod 4) elde ederiz ki bu baglangicta buldugumuz n tek olmali yargisiyla
geligir. O halde a > 1 i¢in bir ¢6ziim yok.

Geriye sadece a = 0 ve dolayisiyla k — 5% = 1 = k = 2 durumu kaliyor. Bu durumda denklemin tek
¢oztimi (m,n, k) = (0,1,2) oluyor.

Kenar uzunluklar: a, b, ¢ ve i¢ teget gemberinin yarigapi r olan bir licgende,

l+l 1<1
a? b2 2T 42

oldugunu gosteriniz.
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Coziim:

Vu(u—a)(u—>)(u—c)=ur= (u—a)(u—>b)=

(u—a)+(u—b)

>+ (u—a)(u—>b)
2
=c>2v/(u—a)(u—1>)
:>l< 1 o u—c

2~ 4(u—a)(u—>b) dur?

. 1 u—a 1 u—>b

Benzer sekilde, ) < Tur? ve 2 < T
1+1+1<u—a u—b wu—c 3u—2u 1

a2 b2 2 T duwr?  dwr? | dwr? T dwr? 492

elde ederiz. Esitlik a = b = ¢ iken saglanir.

elde edilir. Taraf tarafa topladigimizda,

@ Terimleri tam sayilar olan bir (a,)$% dizisinde, her n > N igin,

anp=H{i|i<i<nvea;+1i>n}

olacak gekilde bir N pozitif tam sayis1 varsa, (a,)52; dizisinin en gok kag degeri sonsuz kere alabilecegini
belirleyiniz?

Cozim:

(Eren DURLANIK)

max {a;} = K olsun.

Iddia: a; dizisinin tstten simr1 vardir.

ispat: max {a1, as, ...,an} = K olsun. ¢« = 1, 2, ..., m — 1 i¢in a; < K olsun. a,, < K oldugunu
gosterelim. ¢ < m — K — 1 i¢in a; < K oldugundan a; +¢ < m olur ve dizinin tanimi geregi a,, < K bulunur
ve iddianin ispat1 tamamlanir.

iddia: a; dizisi bir yerden sonra periyodik devam eder.

ispat: Ik iddiadan a; terimi yalnizca kendinden onceki K terime baglidir. Dizinin alttan ve iistten siniri
da oldugundan {am+1, @m+2,--+, Gmik} = {Ast1,s42,..., asti} olan m ve s bulunmaktadir. Dizi de
yalnizca kendinden 6nceki K terime bagh oldugundan, d,,; = asy; olur ve dizi a,, teriminden sonra s —m
periyoduyla devam eder ve iddianin ispat1 tamamlanir.

Dizi ay, teriminden itibaren periyodik olsun. max {a; | ¢ > L} = M olsun. Bundan sonra dizinin yalmzca ay,
den sonraki kismini inceleyelim. Dizinin tanimindan dizi yalnizca kendinden 6nceki M terime bagl olarak
degisir.

iddia: a; = M ise a;—pr = M dir.

ispat: Dizinin tammmdan ve her terim yalnizca kendinden 6nceki M terime bagh oldugundan a;—1 >
1, aj—2 > 2, ...,a,—p > M dir. Dolayisiyla a;_; = M olur ve iddianin ispat1 tamamlanir.

iddia: ar < M —1ise ag4pr—1 < M — 1 dir.
ispat: Oncelikle aj_1 = M olamayacagin gosterelim. Diyelim ax_1 = M olsun. Dizinin periyoduna ¢ dersek
ap+trm—1 = M olur. Bir 6nceki iddiay: da kullanarak agyp—1 = M olur. Fakat ap+k < k+M —1 oldugundan

ve her terim onceki M terime bagh oldugundan agiar—1 < M olur ve celigki elde ederiz. Yani ap—1 < M
olmalidir. Bu kez de ay—1+k—1 < M olacagindan agypr—1 < M —1 elde ederiz ve iddianin ispat1 tamamlanir.

Simdi a, < M — 1 olamayacagini gosterelim. Diyelim ay, < M — 1 olsun. a,, = M olan bir n alalim. Dizinin
periyoduna ¢ dersek a,¢ps = M olur. Daha Once ispatladigimiz iddialardan da a, = apim =+ = Gntim =
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--- = M olur. Son iddiay1 kullanarak ax < M —1 oldugundan a4 ar—1) < M —1 elde ederiz. k+I(M—1) =n
(mod M) olan ! bulunur; glinkii M —1 ile M aralarinda asaldir. (jyleyse bu [ i¢in ag4y(pr—1) = M olur; fakat
apyi(M—1) < M — 1 olmaliyds, geligki elde ettik. Yani ap < M — 1 olamaz. Oyleyse a; dizisi yalmzca M — 1
ve M degerlerini sonsuz kez alabilir, yani cevabimiz en fazla 2 dir. Simdi de cevabin 2 oldugu duruma ornek
verelim.

ap=ay=---=an_2=0, ay_1 =1, ay = 2 alirsak a,, dizisi ay den itibaren 2,1,2,1,... seklinde devam
eder ve boylece dizi 2 degerini sonsuz kez alir.
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14. Ulusal Matematik Olimpiyati Tkinci Asama Simavi - 2006

Bir ABCD konveks dértgeninin [CD] kenar1 lizerinde 0 < |DE| = |FC| < |CD] olacak sekilde E ve F
noktalar1 alimiyor. ADE ve ACF fiiggenlerinin cevrel ¢emberleri ikinci kez K noktasimnda; BDE ve BCF
iggenlerinin ¢evrel gemberleri ikinci kez L noktasinda kesigiyor. A, B, K, L noktalarinin ¢cemberdes oldugunu
ispat ediniz.

(Selim Bahadir)

Co6ziim 1:

AK dogrusu CD yi M de kessin.

(ADE) gemberine gore, MK - MA=ME-MD =ME (ME + ED,).
(ACF) ¢emberine gore, MK - MA= MF - MC = MF (MF + FC).

ME?* + ME-ED = MF?* + MF -FC = ME* - MF?* + ED(ME — MF) =0
= (ME - MF)(ME+ MF+FED)=0= ME=MF

M noktasimin (BDFE) ¢emberine gore kuvveti, (BCF') ¢emberine gore kuvvetine esit olacagindan M, bu iki
gemberin kuvvet ekseni tizerindedir. Yani, BL dogrusu da CD yi M de kesecek.

EM-MD=MF-MC

= MK -AM =ML -MB
oldugu i¢in A, K, L, B noktalar1 ¢gemberseldir.
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Cozim 2:

AK ile BL dogrularinin C'D {istiinde kesistigini gosterecegiz, ki bu direkt olarak kesigim noktasi i¢in birkag
cembere gore kuvvetten istenen cemberselligi verecek.

AKNCD =P ve BLNCD = (@ olsun

P ve @ noktalan sirasiyla (ADEK) — (AKFC) ve (BLED) — (BLFC) ¢emberlerinin kuvvet ekseni iizerin-
dedir. Dolayisiyla PE-PD = PF-PC ve QE-QD = QF - QC olur. Bu ise P = @ gakigikligin1 dogurur (Ne-
den?). Sonrasinda P noktasinin (ADEK) ve (BLFC) ¢emberlerine gore kuvvetinden PE.PD = PK.PA =
PF.PC = PL.PB elde edilir, istenen ¢embersellik L € (ABK) geklinde elde edilir.

2006 ogrenci ve 14 6gretmenin bulundugu bir okulda, her 6grencinin en az bir 6égretmen ile tanigik olmasi
kosuluyla, 6gretmenler ve 6grenciler arasindaki tanigikli bagintisi ne olursa olsun; 6gretmenin tanidig1 6grenci
sayisinin, 6grencinin tanidigl 6gretmen sayisina oraninin en az ¢ oldugu, birbirini taniyan bir 6grenci-6gretmen
ikilisinin bulunmasim saglayan en biiyiik ¢ gercel sayisini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

Coziim:

2006
14 -
Tiim 6grencilerin 6gretmenlerle tanigik oldugu durumu diigiintirsek tiim 6grenci ve 6gretmen ikilileri i¢in bu

oran M e egittir ve dolayisiyla t < 2006 elde ederiz.

Cevap: t =

Simdi ¢t = M iin istenen garti saglayacagml ispatlamamiz yeterlidir. 1 < ¢ < 14 igin, a; ile, i. 6gretmenin
tanidigl ogrenc1 sayisin;; 1 < j < 2006 icin, b; ile de j. 6grencinin tanidigl 6gretmen sayisin gosterelim.
Ogrencilerimizi 1 den 2006 ya kadar, 6gretmenlerimizi de 1 den 14 e kadar numaralandiralim. 7', birbirini
taniyan tiim (i, ) 6gretmen-6grenci ikililerinin kiimesi olsun. Bu gosterimle, |{ j: (i,5) € T }| = a; > 0 ve
Hi: (4,5) €T} =b; <1 oldugunu gézlemleyelim.

a
— oranmmin maksimum olmasm saglayan (i,7) € T ikilisi vardir, bu ikili (ig,jo) € T olsun. Dolayisiyla
J

io 1 1
(i,§) € T i¢in, — > ~ kogulunu saglanir. Simdi, tiim (i,4) € T igin, dio 2 > — egitsizliklerini toplarsak,
bjo b bj, ai — bj
aig 1 1
DRI
70 = a; = 'j
(4,5)€ET (4,5)€T

esitsizligini elde ederiz. Simdi,

> o Z > o ;HJ ”)GTH YooY 1<u

’L

(i,5)€T i=1 {j: (i,j)€T} {ir a0y M {iaA0)
ve benzer sekilde
2006 2006 2006 2006
1 | {i: (¢ j yeT} | b;
DTS ;—Z Zb = 1=2006
arer ¥ 35 G (ery ¥ =1

bulunur. Son esitlikte esitlik durumu vardir, ¢iinkii sorudaki varsayim geregi her 6grenci en az bir 6gretmen
tammaktadir.

Qig i 1 1 i 2006 o
Dolayisiyla b 14 > %o o= < > — > 2006 = dio > =78 bulunur. Demek ki (o, jo)

70 bjo G.)eT @ (i5)eT b bjo 4

o " 06 .. . .
ogretmen-6grenci ikilisi i¢in bu oran > 7S diir, ispat biter.
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Pzx)=@*+z+1)" - (2 +o)" - (@®+ )" —(x+ 1) +2°" 2" + 1
polinomunun tiim katsayilarinin 7 ile boliinmesini saglayan biitiin n pozitif tam sayilarini bulunuz.

(Okan Tekman)
Coziim:

Cevap: 0 < k < [ tamsayilar olmak iizere, n = 7% ve n = 7% 4 7! formatindaki sayilar bu sart1 saglar.

Oncelikle bir Lemma tammlayalim:

Lemma: Q(x) tamsay1 katsayili bir polinom, p bir asal say1 ve m de bir pozitif tamsay1 olmak iizere, [Q(xz)]”
ile Q(z™) polinomlarmimn katsayilart modp de birbirine denktir.

Ispat: Oncelikle m = 1 i¢in ispatlayalim, sonra tiimevarimla Lemma’yr her m igin ispatlayacagiz. Q(z) =
Yo, aix’ olarak tammlayalm.

Q)] =3 ai,ai, - .. a;, @ T2+ geklindedir. a;,ai, - .. a;, @ T2+ ifadesi toplamda (a4, , a4y, - - - a;,)
nin permiitasyonlarinin sayis1 kadar gegmektedir. Dolayisiyla (a;, , a4, . . . , a;,) nin permiitasyonlarmin sayisinin
p ile boliindiigii durumlari, p modunda baktigimizdan 6tiirt gikarabiliriz. Diger taraftan, bu permiitasyonlarin
say1s1 m (k1+ka+- - -+kt = p) formatindadir (¢ = 1,2,...,n olmak iizere x; tane y; nin permiitas-
kol Ky
1+ x4+ xp)!
yonlarinin sayisi (21 + '2 —:_ +' n) dir.) ve p asal oldugundan, bu ifadenin p ile bolinmedigi tek durum,
X1:X20...Tp-
k1 = p, t = 1 durumudur. Bu istisnai durum da ancak a;, = a;, = -+ = a;, iken miimkiindiir. Yani p mo-

dunda bu sartin saglanmadig1 tiim ifadeler 0 a denktir. Sonug olarak [Q(z)]" = " a;, a4, . .. a; x T2t =
> a;P2P* (mod p) bulunur. Son olarak, Kiigiik Fermat Teoremi'nden a;” = a; (mod p) oldugundan bu
polinomun katsayilar1 da modp de >, a;7P" = Q(zP) polinomun katsayilarina denk olur ve Lemmanin
m = 1 ispat1 tamamlanir.

Simdi, varsayalim Lemma bir m > 1 dogrudur, m+1 i¢in inceleyelim. Tiimevarim varsayimini m i¢in kullana-

rak: [Q@)P" = Q@) Q@) ... Q@) = [Q(x*™)]" (mod p). Diger taraftan, R (z) = Q(a*")
polinomu i¢in Lemma'nin m = 1 durumunu kullanarak [R(x)]” = R(zP) (mod p) oldugunu biliyoruz.
Sonug olarak [Q(a:)]pmJr = [Q(xpm)]p =Q (meJrl) (mod p) bulunur. Tiimevarim varsayimi m + 1 igin de

dogrudur, tiimevarimdan ispat biter.

Simdi, Lemma’y1 p = 7 icin kullanarak 0 < k < [ tamsayilar olmak iizere, n = 7% ve n = 7% 4+ 7! sayilarmm
sart1 saglayacagini ispatlayalim:

Po(z) = (2% + o + N7 = (2 + x)7k —(z+ 1)7k +227 427 41

= (272 +2" +1) = (@7 )2 +27) = (@" + D) +22T 427 +1=0 (mod 7),

n = 7% sart1 saglar.

Prospi(z) = (@ 42+ )7 — (22 4 0)7 7 — (24 1)7H7 42277 2T HT 4

= ((337k)2—|—$7k—|—1)-((3}7l)2—|-J:7l—|—1)—(($7k)2—|-x7k)-((x7l)2—|—a:7l)—($7k—|—1)-(1:7l—|—1)+ 42T LT T =
0 (mod 7),

n = 7F 4+ 7! istenen sart1 saglar.

Simdi diger n tamsayilar i¢in kogulun saglanmayacagin gosterelim. n = 1 ve n = 2 sart1 sagladigindan,
n > 2 varsayabiliriz.

Lemma’y1 kullanarak
P?m($) — (.132 +x+ 1)7m _ (1‘2 + x)?m _ (Z‘ + 1)7m + x14m + x7m +1

= (@) +2"+ D)™ — ()2 +2) — (2" + 1) + (27)*™ + (27)™ +1 = P, (27) (mod 7) bulunur. Yani 7m
istenen sart1 saglhiyorsa m de saglar, dolayisiyla genelligi bozmadan n nin 7 ile boliinmedigini varsayabiliriz.

n > 2 igin P, polinomunda z?* iin katsayismin n(n — 1) oldugu aciktir. (n,7) = 1 oldugundan, 7|n — 1
saglanmalidir. ¢ > 1 ve b > 2 tamsayilar ve 7 1 b olmak {izere, n = 1 + 7%b olsun.

Tiim denklikler 7 modunda olmak tizere, Lemma’y1 kullanarak
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(2 +zx+1)" =@ +2+1) (w2+x+1)7ab =@+ + D)@ 427 +1) ’
=142+ 2% +bx™ +ba™ ! + b2 24 (derecesi 2 - 7* veya daha biiyiik olan terimler)
(x+ )" =142+ bx™ +bx™ 14+ (derecesi 2 - 7* veya daha biiyiik olan terimler)

(2 +1)" =1+ 224 (derecesi 2 - 7* veya daha biiyiik olan terimler)

(22 + x)" = (derecesi 2 - 7% veya daha biiyiik olan terimler)

elde ederiz (En son denklikte b > 2 oldugunu kullandik).

Buradan P,(z) = baz™ *24 (derecesi 2 - 7* veya daha biiyiik olan terimler) cikar. Bu da b sayis1 7 ile
boliinmedigi igin P, (x) polinomunun 27" *+2 teriminin katsayismin 7 ile boliinmedigini kamitlar. Demek ki
diger n tamsayilar: i¢in kogulun saglanmaz, ispat biter.

n>2veay,as,...,a, pozitif gergel sayilar olmak tlizere

t:a1+a2+...+an:aera%Jr...Jrai

ise,

; t—1

iy
oldugunu gosteriniz.
(Refail Alizade)
Coziim:
Cauchy-Schwarz Esitsizligi'ni kullanarak:
) n 2
(X B (T i) 2( X a)? = (n—1)%(X a;) = (n— 1) bulunur.
i) Y i) i2j i=1
2 2,9 2,9 2
- n n . a; _ (n—1)7t (n—1)"t (n—1)"%
Ote yandan, a;a; = (3 a;) — Y a;? = t? —t oldugundan, — > = =
i;j J z; ) Z; Z% a]- Z al—aj t2 —t t—1
i#]

elde edilir, ispat biter.

Dar agih bir ABC {iggeninin yiikseklikleri [AA;], [BB1] ve [CC4] olsun. AB,Cy, BC1 Ay ve C Ay By iggenlerinin

i¢ merkezleri, sirasiyla, O 4, Op ve O¢ olsun. ABC ii¢geninin i¢ teget cemberi BC', C A ve AB kenarlarina,
sirasiyla, Ta, Tp ve T noktalarinda teget ise, TaOcTpO ATcOp altigeninin eskenar oldugunu gosteriniz.

(Mehmet Tagiyev)
Coziim:
AC =bve LBAC = 2« olsun. AC = b- cos2a olacaktir.

Ister BC,B;C kirigler dértgeni oldugu icin (A.A) dan, ister AB; = ¢ - cos2a egitliginden dolay1 (K.A.K)
dan ANAB;C; ~ AABC olacaktir. Benzerlik orani cos 2« dir.
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0]

AIA = cos2a olur.

Tc den Al ya inilen dikmenin ayagi M ve IT¢ = r olsun. ZMTcI = « olacag igin
2

Benzer iiggenlerin, agiortaylar: da benzer olacagindan

. Cos™ . . . T
MI =r-sina, MTc =r-cosa ve AM =r-— olacaktir. Diger taraftan, AATTI licgeninde Al = —
sin a
cos 2«
, dolayisiyla da AOq =1 - olacaktir.
sin v
2 2 .2
cos®a cos’a —sin“« cos 2x
AM — MI =171 - — —r-sina =r- - =7r. — = A0y
sin v sin v sin v

oldugu icin

AM = MI + AO4 = MO s+ AOp = OaM = MI = OpTc =Tcl =1

elde edilir. Diger uzunluklar i¢in de ayni seyleri yaptigimizda TAOcTp04TcOp altigeninin tiim kenarlarinin
r ye esit oldugu goriiliir.

@ Kenarlari, alani ve i¢ agilarinin derece cinsinden Olciileri rasyonel sayilar olan bir tiggenin bulunmadigini
ispat ediniz.
(Selim Bahadir)

Coziim:

Varsayalim bir ABC iiggeni i¢in bu sart saglanir. ﬁggenimizin kenar uzunluklar a, b, ¢; gevrel gemberi yarigapi
R ve i¢ acilar da A, B, C olsun.

Varsayimimiz geregi olarak, radyan cinsinden baktigimizda A, B, C agilar1 7 nin rasyonel katidir. A(ABC') =

b
Z—RC oldugundan R de rasyoneldir. a = 2R sin A oldugundan sin A da rasyoneldir. Benzer sekilde sin B ve

sin C' rasyonel olmahdir. Tki lemma tammlayalim:

Lemma-1: V n pozitif tamsayisi igin 6yle bir S, (x) polinomu vardir ki, S,,(z) in bagkatsayis1 1, katsayilar
tamsay1 olsun ve Sy, (2 cos ) = 2 cos na saglansin.

ispat: n iizerine tiimevarimla ispatlayalim. n = 1 icin S, (x) = 2 ve n = 2 i¢in Sy(x) = 2% — 2 polinomlar1
istenen gart1 saghyor. Lemmadaki iddia V n < m pozitif tamsayis1 i¢in dogru olsun, m + 1 i¢in kanitlayalim.
Smt1(2) = 2Sm(x) — Sm—1(x) alirsak sagladigr yarim ag1 formiiliinden kolayca goriiliir.

1 1
Lemma-2: a = 7 - r olmak {izere cos « rasyonel ve r rasyonel sayilar ise cosa € {0,1, —1, 2 —5} saglanir.

ispat: n.r =0 (mod 2) saglanacak sekilde bir n pozitif tamsayisi ve Lemma-1 deki sartlar: saglayan bir Sy, (z)
polinomu alalim. S, (2cosa) = 2cosna = 2cos(nrm) = 1 olur. S,(z) — 1 = P,(x) olarak tanimlayalim.
2cosa = 3 olmak {izere (a,b tamsay1 ve aralarinda asal ) 7 P,(z) in bir kékiidiir. Rasyonel Kok Te-

oremi’'nden, P,(x) her rasyonel kokii ya sifirdir ya da kokiin en sade halinin paydasindaki ifade polinomun

1

bag katsayisin1 boler. Dolayisiyla b1 veya a = 0 saglanmalidir, ki bu cosa € {0,1, -1, 2’ 75} demektir.
Lemma-2 ispatlandi.

A, B,C acgilarn 7 nin rasyonel kati oldugundan 90° — A, 90° — B,90° — C sayilar1 da 7 nin rasyonel
katidir. cos (90° — A) = sin A, cos(90° — B) =sin B , cos(90° — C') = sinC' nin rasyonel oldugunu bi-
liyoruz. Lemma-2 den &tiri; cos(90°— A) = sinA € {0,1, -1, 5,75} olmalidir. Dolayisiyla derece cin-
sinde diigiiniirsek A € {30°,90°} olmalidir. Ayni seyler B ve C igin de gegerlidir, yani B € {30°,90°} ve
C € {30°,90°} saglanmalidir. Fakat bu durumda Dolayisiyla A+ B+ C toplami 180° olamaz, varsayimimizla
geligir.

Sonug olarak bdyle bir iiggen bulunamaz.
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Dar agili bir ABC' {i¢geninin AC' kenarim ¢ap kabul eden ¢ember, AB ve BC yi, A ve C diginda, sirasiyla
K ve L noktalarinda kesiyor. ABC' iiggeninin ¢evrel ¢gemberi, C K dogrusunu C' diginda F' noktasinda; AL
dogrusunu ise, A diginda D noktasinda kesiyor. ABC' {iggeninin gevrel ¢emberinin [AC] kiriginin kii¢iik yay1
iistiinde bir E noktasi alip, BE ile AC nin kesistigi noktaya N diyelim. Eger

|AF|? + |BD|? + |CE|* = |AE|* + |CD|* + |BF)?

ise, m(m) = m(B/ﬁ) oldugunu gosteriniz.
(Sahin Emrah)

Coziim 1:

Soruda yiikseklikler uzun uzun anlatilmis.

AC gap oldugu igin AL yiikseklik. Aym sekilde, AK da yiikseklik.
BF? — AF? = BK® — AK® = BC? — AC?
CD? - BD?* = CL?> - BL? = AC? — AB?
Taraf tarafa toplarsak,
CE? — AE* = BF? + CD? — AF? — BD? = BC? — AB?

elde ederiz. Buda BE L AC demektir. Buradan gerisi de yiiksekliklerin kesigimiyle olugan kirigler doértgenlerini
gorme.

BC c¢apl cember K ve N den gecer, ZANK = ZABC ve /ZKNB =90° — ZABC.
AB caphi cember L ve N den geger, ZLNC = ZABC ve /BNL =90° — ZABC = ZKNB.

Coziim 2:

Problem aslinda Blanchet Teoremi ile genellestirilebilir diye diigtintiyorum.

AL ve CK , AABC ’nin yiikseklikleridir. H noktasi diklik merkezi olmak tizere, H diklik merkezin iiggenin
kenarlarina gore yansimasinin ¢evrel gember iizerinde oldugunu biliyoruz (Ciinki /FAB = /FCB = /BAL
dir.). Bunun sonucu olarak

AF=AH , BD=BH=BF ve CD=CH

esitlikleri elde edilir. Problem koguluna gore
AF? 4+ BD? + CE? = AH? + BF? + CE* = AE®? + CD? + BF?

< AH? 4+ CE? = AE? + CD?

bulunur. Bu ise AHCFE dortgeninin kargilikli kenarlarimin kareleri toplami esit oldugundan kosegenlerin dik
kesigmesi anlamina gelir. Dolayisiyla HE | AC <= BN 1 AC dir. Yani N noktasi A ’dan ¢ikan dikmenin
ayagidir. H diklik merkezi ortik liggen AK LN ’nin i¢ merkezi oldugundan /K NB = /BN L olur.
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2007 x 2007 bir satrang tahtasinin bazi birim kareleri kirmiziya boyaniyor. Tahtanin i. satir ve j. siitunundaki
birim kareyi (7, 7) ile z < i ve y < j kogullarim saglayan kirmizi boyali (z,y) birim karelerinin kiimesini de
S;.; ile gosteriyoruz. Basglangigta boyali her (¢, 7) birim karesine S; ; ye ait boyali karelerin sayisi yaziliyor.
Daha sonraki her adimda, boyal: her (7, j) birim karesine, S; ; deki karelere bir énceki adim sonunda yazilmig
olan sayilarin toplami yaziliyor. Sonlu sayida adim sonunda boyali birim karelere yazili tiim sayilarin tek
say1 haline gelecegini gosteriniz.

(Ozgiir Kigisel)
Coziim:

(Mathematist)
(i,7) nin iizerinde yazili olan saymin 2 modundaki degeri f; ;) olsun.

Genelligi bozmadan, baglangig hamlesi 6ncesinde biitiin boyal (2, j) birim kareleri tizerinde 1 yazili oldugunu
varsayabiliriz. Boylece baglangic hamlesinde yaptigimiz da, sonraki hamlelerde oldugu gibi, boyal her (i, j)
birim karesine, .S; ; deki karelere bir 6nceki adim sonunda yazilmig olan sayilarin toplamimi yazmak olur.
Dolayisiyla adimlara baglamadan 6nce her (i, j) boyal birim karesi i¢in f(; ;) = 1 olur.

n ile tahtadaki toplam boyali birim kare sayis1 gosterilmek tizere, n iizerine tiimevarim yaparak, her n pozitif
tamsayisi i¢in tahtadaki tiim sayilarin tek say1 olmasinin saglanabilecegini ispatlayalim.

Eger n = 1 ise, boyali olan sadece bir (7, j) birim karesi vardir ve ilk adimdan sonra f; ;) = 1 olur. Diyelim
ki 6nerme n = k igin dogru olsun. n = k + 1 durumuna bakalim:

Eger i <rvej<lise (i,j) < (r,1) seklinde tanmimlanmak {izere boyali birim kareler arasinda bir biiytklik-
kiigiiliik siralamasi kuralim. Her sonlu kiimenin en biiyiik bir elemani oldugundan, bu siralamaya gore en
biiyiik olan en az bir eleman vardir (Birbiri arasinda biiyiikliik-kii¢iikliik siralamasi kurulamayan baz en
biiylik elemanlar bulunabilir.). Bu elemanlardan biri (p, ¢) olsun.

Herhangi bir adimda (p, ¢) birim karesinin diger boyali birim kareler iizerinde bir etkisi yoktur. Eger (p, q)
birim karesini silersek, tiimevarim prensibine gére, uygun bir N pozitif tamsayisi i¢in NV adimdan sonra kalan
biitiin birim karelerin {izerinde tek say1 yaziyor olacaktir. Dolayisiyla, eger (p, ¢) yu silmezsek, N adim sonra
fp,q) disindaki biitiin birim kareler i¢in f(; ;) = 1 saglanir.

Eger f(,q) = 1 de saglaniyorsa tiimevarim biter. Diyelim ki f(, ) = 0. Demek ki ilk N adim f, ;) ya 1 eklemis
ve 1 den 0 a degigtirmis. Boylece (p,q) karesi diginda tiim kareler i¢in baglangic durumuna dénmiig olduk.
Bu yaptigimiz iglemler, diger k kare i¢in 2 modunda periyodik oldugundan, toplam 2/N sonunda yapilan son
N adim da f(, ) ya 1 ekler ve biitiin boyal birim kareler igin f(; ;) = 1 olur, ispat biter.

a+ b+ ¢ = 3 esitligini saglayan tiim a, b, ¢ > 0 gergel sayilar igin,

a? + 3b* b? + 3c? c? + 3a? >4
ab?(4 —ab)  bc2(4—bc)  ca*(4d—ca)

oldugunu gosteriniz.
(Refail Alizade)

Coziim:

(Mathematist)

a? + 3b? 2b% + 2ab a+b
i N S Wi L N
Z ab?(4 — ab) ¢.0. Z ab?(4 — ab) ; ab(4 — ab)

cyc

1
*Zab —ab 4%(2—\/@)(2+\/@\/6E

Diger taraftan, (vab — 1)? > 0 oldugundan, vab(2 — v/ab) < 1 saglanir. Bunu yerine yazarsak:
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S ! 1
! >4) ——— > Cauchy — Sch
Vab(2 — Vab) (2 + Vab) 22—1—\/%7 auchy chwarz

cyc cyc
A (1+1+1)2 _ 36
T (2+Vab) + (24 Vab) + 2+ Vac) 6+ Vab
cye
bulunur.
Son olarak, " vab < AGO < 3 ath = 3 oldugundan, _ 36 > 4 saglanir.
cve e 2 6+ > Vab

cyc

a® + 3b2 36
Sonug olarak, >
¢ Czy:cabz(ll—ab) 6+ Vab

cyc

> 4 bulunur, ispat biter.

Not:

Coztimde kullanilan esitsizlik literatiirde Bergstrom Esitsizligi (Cauchy Schwarzin farkl bir versiyonu) olarak
bilinir.

k > 1 bir say1, p = 6k + 1 bir asal say1 ve m = 2P — 1 olmak {izere,

2m-1 _1
127m
sayisinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz.
(Sahin Emrah)

Coziim:

(Mathematist)

k > 1 oldugundan p # 7 ncelikle 128 = 27 =1 (mod 127) oldugundan deri272 = 7 oldugunu séyleyebiliriz.
Diger taraftan 127 bir asal sayidir ve dolayisiyla:

(127,m) > 1< 127/m < 1272P -1 < 2P =1 (mod 127) & 7|p

bulunur ki bu p > 7 oldugundan miimkiin degil.

= (127, m) = 1. Dolaysiyla ayr1 ayr1 m|2™~1 — 1 ve 127|2™~! — 1 oldugunu ispatlamamiz yeterlidir.
1272m71 — 1 & 2™~ =1 (mod 127) & 7lm — 1 & 7|2° —2 & 2P~ =1 (mod 7) bulunur. Diger taraftan
26 =1 (mod 7) ve 6|p — 1 oldugundan 2P~ =1 (mod 7) ve de 127|2™~* — 1 dogrudur.

Ayrica m = 2P — 1|2m~1 — 1 oldugunu ispatlamak icin, p/m — 1 oldugunu gostermek yeterlidir, ¢iinkii béylece
m —1=pt olur ve 21 — 1 = (27 — 1)(27-(t=1) 1 2P-(t=2) 1 ... 1 1) geklinde yazilabilir.

Diger taraftan 2P = 2 (mod p) & m = 2P~! = 1 (mod p) denkligi Kii¢iik Fermat Teoremi'nden saglanir,
ispat biter.

~

m(B) = 90° olan bir ABC {iggeninin i¢ teget gemberi, BC kenarmma D noktasinda degiyor. ABD ve ACD
iggenlerinin i¢ merkezleri sirasiyla X ve Z olmak iizere, XZ ve AD dogrular1 K noktasinda kesisiyor. X Z
nin ABC nin gevrel ¢cemberini kestigi noktalar U ve V; UV dogru parcasinin orta noktasit M; AD nin ABC
nin gevrel ¢emberini A diginda kestigi nokta Y olmak iizere, |CY| = 2|M K| oldugunu gosteriniz.

(Cafer Tayyar Yildirim)

105


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3112.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3113.0

15. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Smavi - 2007 geomania.org

Coziim:

X merkezli igteget cember BC' ye E de dokunsun. Z merkezli igteget cember BC' ye F' de dokunsun.

DFE ve DF uzunluklarim1 hesaplayacagiz.

b
AD =z, AC =b, BC = a, AB:cveuzwolsun.
BD=u—-bveCD=u—c
AABD fiiggeninde DE = c—i—u;b—i—x —c= x+u2—b—c elde edilir.
b — —b—
AADC iiggeninde DF = +u20+x_b:x+u2 ¢ — DE olur.

X merkezli ¢gemberin AD ye dokundugu nokta ile Z merkezli cemberin AD ye dokundugu nokta ayni
olacagindan, bu nokta, X ve Z dogrusal olacaktir. Bu durumda gemberler AD ye K da dokunurlar. Yani,
AD1XZ.

ocC
M, UV Xkiriginin orta noktasi oldugu i¢in OM 1 X Z. Bu durumda AD | OM olacaktir. Dolayisiyla 04~
CM NM 1
UN elde edilir. ADLXZ ile AY LY C oldugu igin KM || Y C olur. Bu durumda, paralellikten, NC “ 3=

MK .
v elde edilir.

@ n kentin bulundugu bir iilkede, herhangi iki kent arasinda, bu kentleri dogrudan birlegtiren en ¢ok bir yol
bulunuyor. Farkli yollarin sadece kentlerde kesigtigi bu iilkede, herhangi bir kentin tiim yollar1 kapansa
bile, her kentten bagka her kente, gerekirse diger kentlerden gegerek ulagilabiliyor. Farkli A ve B kentleri
verildiginde, se¢tigimiz en ¢ok k yolu istedigimiz gibi tek yonlii yapmak suretiyle, geri kalan yollar nasil tek
yonlii yapilirsa yapilsin, iki kenti dogrudan birlegtiren herhangi bir [ yolu i¢in, A dan baglamak, belirlenmis
yonlere uymak, [ yolunu kullanmak ve herhangi bir kentten en ¢ok bir kez gegmek tizere B ye ulagabiliyorsak,
A kenti B kentine k-yonli baglanabilir diyoruz. Her A kenti bagka her B kentine k-yonlii baglanabiliyorsa,
k en az kag olur?

(Azer Kerimov)
Coziim:

(Eren DURLANIK)

Oncelikle k& > 2n — 3 olmas: gerektigini ispatlayalim. Kentlerin K1, Ko, ..., K,_2, A, B oldugu bir ilke
alalim. Bu iilkenin ekonomik durumu ¢ok iyi olmasin. Sadece A ile Ky, Ks, ..., K, _ove Bile K1, Ko,..., K, o
sehirleri arasinda ve A ile B arasinda yollar yapilmig olsun. Bu iilkede hangi sehir kapanirsa kapansin geriye
kalan gehirler kendi aralarinda baglantilidir.
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Eger £ < 2n — 3 olsaydi bu iilkedeki yol sayisi 2n — 3 oldugundan en az bir yolu kendimiz yonlendireme-
yecektik. Bu yol AB olsaydi | = AB ve B — A yoniinde olursa istenen saglanamaz. Buyol 1 < i <n — 2
igin AK; olsaydi | = AK; ve K; — A yoniinde olursa istenen saglanamazdi. Bu yol 1 < i < n — 2 igin
K;B olsayd1 | = K;B ve B — K; yonil i¢cin A dan baglayip ! den gegip B ye her kente en fazla bir kez
ugrayarak ulasamazdik. Yani A kenti B kentine k— yoOnlii baglanamazdi. Halbuki {ilkenin herhangi iki sehri
k— yonlii baglanabiliyordu. Bu bir c¢eligki olup & > 2n — 3 olur. Simdi & = 2n — 3 {in yeterli oldugunu
ispatlayalim.

Sorudaki sartlari saglayan bir G iilkesi alahm. G nin herhangi iki A ve B kenti igin A kentinin B kentine
(2n — 3)— yonlii baglanabilir oldugunu ispatlayacagiz. G nin iki A ve B farkh kentlerini alalim. Her gehirden
en fazla bir kez gegerek A dan B ye (heniiz yollar yonlendirilmemigken) gidebilecegimiz bir my yolu alalim.
A ve B digindaki bir kenti silince geriye kalanlar baglantili oldugundan A ile B arasinda her kentten en fazla
bir kez gegen bir yol vardir. Eger my iizerinde olmayan kent yoksa tamam. Diyelim ki m; diginda kentler
var. Bu kentler kiimesi M; olsun. Her kentten en fazla bir kez gegen yollara “ekonomik yol” diyelim.

Sadece baglangic ve bitig kentleri m; de olan, M; den en az bir kent iceren bir ekonomik yol varsa bu
ekonomik yol ve m; yolunun birlegimi mso olsun. mo digindaki kentler kiimesi M, olsun.

Sadece baslangic ve bitig kentleri mo de olan, My den en az bir kent igeren bir ekonomik yol varsa bunu da
aliyoruz ve bu ekonomik yol ile mo nin birlegimi ms olsun.

Bu sekilde ilerleyelim ve ekonomik yollarin birlegimi gseklinde son olarak bir m elde edelim. m in diginda
kent yoksa tamam. Diyelim ki m nin diginda en az bir kent var. Bunlardan biri C' kenti olsun. B yi silince
kalan kentler baglantili oldugundan C'ile A arasinda bir ekonomik yol bulunur. O halde m nin diginda kalan
kentler kiimesine M dersek C' den baglayip M den baz1 kentlerden gecerek m deki bir kente ulasan bir m/
yolu olacak. m’ yolunun m ile kesigmeden bir énceki sehri D olsun. (D = C olabilir) m’ yolunun m ile
kesigen yerdeki sehri FE olsun. E yi silince geriye kalan kentler yine baglantili olacagindan D ile A arasinda
bir ekonomik yol olacaktir. O halde D ile baglayip M deki bazi kentlerden gecip m ye E den farkli bir F'
noktasinda ulasan bir m” yolu vardir. Bu yol DX; X5 ... X,F olsun. Bu durumda EDX]; ... X, F yolu sadece
baglangic ve bitig kentleri m de olan ve digaridan en az bir kent igeren bir yol olup bu m nin tanimiyla gelisir.
O halde M = § dir.

A dan B ye ulagan sadece A ve B de kesigen yollar Iy, Ils,..., Is olsun. m; den dolay1 s > 1 dir. Yani boyle
en az bir yol vardir.

Olugturdugumuz tiim kentleri igeren, birkag ekonomik yolun birlegimi seklindeki yollar1 ve sehirleri (yani m yi)
alalm. Iy, Is, ..., ls s tane ekonomik yoldur. Diger yollar ¢ # j olmak iizere [; den bir kent ve [; den bir kent
ug kentleri olan ve daha bagka en az bir kent igeren yollar, I; den iki farkli kent ug kent iceren ve daha basgka
en az bir kent igeren yollar ve bunun bunlar i¢in de tanimlanmig olan gekildeki yollardir. Sadece ug noktalari
diger yollarla kesigen ekonomik yollardan olugan bir durum elde ettik. Bu yollardan biri p yolu olsun. p nin
uc noktalar1 disindaki sehir sayisi a, olursap deki kenar sayis1 1 + a, olur. O halde elde ettigimiz durumda
kenar sayisi Zp 1+ ap olur. a, > 1 olup A ve B bu yollardan higbirinin iginde (yani ucunda olmayan) bir
kent olmadig1 i¢in p yollarmm sayisi en fazlan —2 dir. 30 1+a, =3 jap+ >, 1=n—-2+3 1<2n—4
elde ederiz.

En bagta sectigimiz m; i¢in m; i A ve B arasinda en az bir koge igerecek sekilde secebilecegimizi gosterelim.
A ya sadece B bagh olsaydi B yi silince kalan kentler baglantisiz olurdu. A ile arasinda dogrudan yol olan
bir R # B kentini alalim. A y1 silince geriye kalan kentler baglantili olup R ile B arasmda bir ekonomik yol
var ve buna AR yolunu ekleyip bunu m segeriz. m, den 6nce de A ile B arasinda kenar bulunsayd: onu seger
sonra m; i secerdik. Ayrica mq, mo, ..., m yi olusturunca her seferinde sadece u¢ noktalar1 m; de olan en
kisa ekonomik yolu alarak ilerleyecegiz. Bu sekilde elde edecegimiz son durumda en fazla 2n —4+4+1 =2n—3
yol bulunur.(AB yolunu da saydik)

Simdi sadece ug noktalar: kesigsen ekonomik yollardan olusan yol-kent haritast H olsun. H de ug noktasi
A olan AX1Xs...Xs yolunu A —» X; — X5 — -+ = X, seklinde yonlendirelim. U¢ noktasi B olan
Y1Y5...Y;B yollarini da Y7 — Y5 — -+ — B sgeklinde yo6nlendirelim. Ug noktalar1 A ve B olan yollar ve A
ile B arasindaki kenar A — B olur. Geriye kalan Z1 %25 ... Z, yollarmm Z; — Zy — --- — Z, seklinde veya
Zy — -+ — Zy — Zj seklinde yonlendirelim. Kenar sayis1 2n — 3 ten fazla olmadigindan bunu yapabiliriz.

Simdi geriye kalan kenarlar nasil yonlendirilirse yonlendirilsin herhangi [ kenar1 icin A dan baslayip [ den
gecerek B ye ulagabilecegimizi ispatlayalim. H de ardigik iki koge (6zel durum olarak A ve B (eger aralarinda
kenar varsa)) arasindaki kenar K7 K segilirse bu kenarin H de bulundugu yol L1 Ly ... LiK1 KoMi M ... M,
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olsun. (Yukaridaki yonlendirmeyi yaparken bir X; ... X; yolunun yéni X; — --- — X, ise (¢ < j olmak
tizere) X;Y7...Y,X; yolunun yonii X;— Y, — --- = Y, — X olacak sekilde yapacagiz)

p nin yoni Ly — -+ - Ly - K1 — Koy — -++ = M; — -+ — M, olsun. K; den ters yonde ilerleyecek
bir trafik canavar1 haritayr olugturma big¢imimizden dolay1 A ya, K5 den diiz ilerleyen érnek siiriici B ye
ulasacagindan K7 K5 den gecip yonlere uyarak A dan B ye ulagabiliyoruz.

Secilen [ kenar: iki farkli p ve ¢ yolundan K; ve K5 noktalariysa ve bunun yonii K7 — K> olursa K; den
ters yonde A ya, Ko den diiz ilerleyerek B ye ulagiriz. O halde yine [ den gegen A ile baglayan B ile biten
yonlere uyan bir yol vardir.

Ayni p yolunda iki farkli Ky ve Ky ardigik olmayan koselerin secilemeyecegini ispatlayalim. Diyelim boyle
K, ve Ky var. O zaman K, ile Ky arasinda kenar vardir. p yolu S152...S,K1Ly... Li;KsR1Rs ... R, olursa
S1...S.K1KsR; ... R, daha kisa bir yol olup bu haritay: olugturma bi¢imimizle celigir; ¢linkii her adimda
ug noktalar1 m; de olan geriye kalan koseleri digaridan olan en kisa ekonomik yolu aliyorduk. Bu durumda
S1...5,K1 KRy ... R, yu se¢mis olmamiz ve dolayisiyla K7 Ky yi kendimiz ¢izmis olmamig gerekirdi ki K3
ve Ko H de ardigik olmayan koseler olup bu bir geligkidir.

AX kenar1 veya Y B segilirse A - X —--- > Bve A— --- =Y — B den dolay1 AX veya Y B = olursa
yine [ den gegen ve sartlar1 saglayan bir yol vardir.

A ve B digindaki her nokta bir yolun i¢inde nokta oldugundan biitiin prosediir dogru olup A kenti B kentine
(2n — 3) —yonlii baglanabilir. Bu da soruyu bitirir.
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16. Ulusal Matematik Olimpiyati Tkinci Asama Simavi - 2008

Diklik merkezi H ve gevrel merkezi O olan dar acili bir ABC tiggeninin BC, AC' ve AB kenarlarimin
orta noktalar sirasiyla Ay, By ve Cy olsun. [HA;, [HB; ve [HC; 1gmlar, ABC figgeninin gevrel ¢gemberini,
sirasiyla Ag, By ve Cp noktalarinda kessin. Ay ByCy tiggeninin diklik merkezi Hy ise, O, H ve Hy noktalarinin
dogrudag oldugunu gosteriniz.

(Omer Faruk Tekin, Semih Yavuz)
Coziim 1:

ABC fi¢geninin dokuz nokta gemberinin merkezi F' olsun

2FA; = OA; ve|OF| = |FH| oldugundan HA; = A;Ag bulunur.Benzer sekilde HCy = C1Cy ve HBy =
B1Bj oldugu gosterilir.Bu durumda

C1B1A; tggeni ile CyBgAg benzer tiggenleri H merkezli homotetik tiggenlerdir.Ayrica O noktasi C1B1A;
i¢geninin diklik merkezi oldugunda O, H, Hy dogrusaldir.

Cozim 2:

(Mehmet KAYSI)

H den BC ye inilen dikmenin ayag1 F', HF' nin ¢emberi kestigi nokta D olsun. H nin A; e gore simetrigi H;
olsun. [HF] = [FD] ve [HA;| = [A1H;] oldugundan FA; || DH; olur. HF A; ile HDH; benzer li¢genlerdir

ve benzerlik oram 3 dir. O zaman [DH;] in orta dikmesi A; den geger ve aym zamanda BC nin orta
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dikmesi

olur. Bu durumda [DH;] in orta dikmesi A; den ve O dan geger. O dan [DH;]| e inilen dik, [DH;]

in orta noktasindan gectigi i¢in H; ¢ember lizerinde olmak zorundadir, yani H; ile Ag cakigiktir. O zaman

[HA] =

[A1Ap] dir. Dahasi, m (m) = 90° oldugundan [AAy] ¢aptir. (Yani A, O, Ay dogrudagtir.)

Benzer sekilde B, O, By ve C, 0, Cy da dogrudastir. Yani AgBgCy liggeni ABC iiggeninin O etrafinda 180°
dondiiriilmesiyle elde edilmistir. Bu durumda Hy da H nin etrafinda 180° déndiiriilmesiyle elde edilmistir.

O zaman m (ﬁo) = 180° olur.

7p—1 _
(a) nin tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarim belirleyiniz.
et —1 o . o
(b) ———— nin tam kare olmasi saglayan tiim p asal sayilarini belirleyiniz.
p
(Sahin Emrah)
Coziim:

(Mehmet KAYSI)

(@) (D)

(i)

Tek
(b) ()

(i)

p < 3 ise

p = 2 i¢in ifadenin tamkare olmadigi gorilir. p = 3 ifade 16 ya esit olur, p = 3 ifadeyi tamkare
yapar.

p > 3ise

p=06k—1,p=6k+1, k€N olabilir. Ifadeyi diizenleyelip carpanlara ayralim.

p—1 p—1
(7T — 1) (7T —|—1> = pa®
A=7 _1,B=7" 11

olsun.

A ve B sayilarinin EBOB’u B — A = 2’yi bélecegi icin ve iki say1 da ¢ift oldugundan (A, B) = 2
olur.

O zaman b,c € N ve (b,c) = 1 olmak iizere A = 2¢%, B = 2pb? ya da A = 2pb?, B = 2¢? olmak
zorundadir.

1. Durum A = 2¢2, B = 2pb? ise

A=7"% —1=221ise -1 = 2¢?(mod7) ki bunun da ¢oziimii yoktur.

2. Durum A = 2pb?, B = 2¢2 ise

6|pa? ve (p,6) = 1 oldugundan 36|pa? olur.

pa? = (7—1) (7”*1 + TP 4T+ 1) 36 ile boliintiyorsa sag taraf 6 ile boliinmelidir. Sag taraf
mod 6’da p — 1 e denk oldugundan 6|p — 1 bulunur, yani p = 6k + 1 olmalidir.

B =2¢? ve p =6k + 1 ise 73% + 1 = 2¢? dir. Carpanlara ayiralim:

(7% + 1) (7% — 7 4 1) = 262,

(72’“ — 7k 4 1) — (7"' + 1) (7’“ — 2) = 3 oldugundan bu iki saymin EBOB’u 1 veya 3 olabilir. Her
iki say1 da 3 ile boliinmediginden bu iki sayinin EBOB’u 1 olur.

m,n tamsayilar olmak iizere, 7F +1 = 2n?, 72 — 7% +1 = m? olmak zorundadir. Fakat 72% — 7% 1
say1s1 (7’C — 1)2 ile (7%)? arasmnda oldugu igin tamkare olamaz. Bu durumdan hic ¢oziim gelmez.
¢ozim p = 3 tir.

p < 3ise

p = 2,3 igin ifadenin tamkare olmadigr goriiliir.

p>3

Bir onceki sorudaki adimlar: 7 yerine 11 i¢in tekrarlayalim.

1. Durum A = 2pb?, B = 2¢? ise

B=11"% +1= 2¢?, yani 115 +1=2¢2 (mod11) ifadesinin ¢6zlimii olmadigl igin buradan ¢éziim
gelmez.

2. Durum A = 2¢2, B = 2pb? ise
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p=4k+1ise A= (11’C — 1) (11]~c + 1) = 2¢? (11’“ + 1) — (llk — 1) = 2 ve sayilar ¢ift oldugundan
(11’C — 1,11’“4—1) = 2 olur. O zaman, 11¥ — 1 = 2m? ve 11¥ + 1 = 4n? olacak sekilde m,n

tamsayilar1 vardir. Fakat burada 2. denklemin ¢oziimii yoktur. (11% = (2n)® — 1)

p = 4k + 3 ise, 3|11%+2 — 1 = pa? ve (p,3) = 1 oldugundan 9|11*+2 — 1 olur. Bu durumda

6|4k +2 = p — 1 olur, p = 3(mod4) ve p = 1(mod6) ise p = 7(mod12) olur. p = 121 + 7 olsun..

O zaman A = 11943 — 1 = 2¢2 olur. Carpanlarina ayiralim, (1121"'1 — 1) (114“'2 + 11241 4 1) =
a?. 21+ 1 = t (t tek tamsay) diyelim. (11% + 11" +1) — (11 — 1) (11* +2) = 3 oldugundan

bu iki saymin EBOB’u 1 veya 3 olabilir. Fakat iki say1 da 3 ile boliinmez, dolayisiyla EBOB 1

dir. EBOB=1 ve 112! + 11 4 1 tek oldugundan 112" + 11 4 1 tamkare olmak zorundadir. Fakat
(111)% < 1126 4+ 11* + 1 < (11* + 1)? oldugundan ¢éziim gelmez.

Bu sart1 saglayan p asali yoktur.

a+ b+ ¢ =1 kogulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: igin,

a’b? n b2c? + c?a? S 3
c3(a?—ab+b%)  a3(b? —bc+c?)  b3(c2—ca+a?) T ab+bc+ ca

oldugunu kanitlayiniz.
(Semih Yavuz)

Coziim:

(Mehmet KAYSI)

2b2 b C 2 2 _
c3(a? 7ab+b2) + a3 (b2 —bc+c?) + bd(c2 ac+a2 = S olsun.
S > m oldugunu gosterecegiz. a+b+c=1

(ab + ac + bec)? = a?b? + a262 +b%c? + 2abe(a + b+ ¢) > 3abe(a + b+ ¢) = 3abe

Ifadeyl diizenlersek * + +1 buluruz.

c — ab+ac+bc
S >1 -+ 3 + E oldugunu gosterelim.
S(a2a6+b2 b2 —bc+c?  a?—ac+c?

) (F+ % +b2+) (Cauchy-Schwarz)

a?b%c ab?c? a?bc?
=A olsun
( + + ) 1, 1 4, 1)\2 1,1, 1 o . . v e
=85> = (az +&=+ 02) > A (a +3+ c) oldugunu gosterirsek ¢oziimii tamamlamig oluruz.

Her iki tarafi hesaplayalim.

)
1 1 1 2 2 2 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
atptatoptartpe 2 (k- mtater Tt —atam) G+ +0)
Sadelestirip, diizenleyelim.

4+b4+r4+abc(¢11+%+%) 2( + + )ab('+alb(a12+b%)+i(i+i)+é(b%+i)

1 1 1 1 1 1
ab <a2+b2> + ac (a2+c2> + be <b2+02)

r € Rigin > 2" (z — y) (x — 2z) > 0 (Shur esitsizligi). Yukaridaki esitsizlik Shur esitsizliginde r = 2 durumuna
denk geldigi i¢in ispat tamamlanmig olur.

I\/‘\j V-~

a4+b4+ +abc(;+%+%)

N negatif olmayan tam sayilarin ve Z de tiim tam sayilarin kiimesini gostermek tizere, f : N x Z — Z
fonksiyonu,

(i) £(0,0) =1, f(0,1) =1,
(i) her k & {0,1} i¢in, f(0,k) =0 ve
(iii) her n > 1 ve k i¢in, f(n,k) = f(n — L,k) + f(n — 1,k — 2n)
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kosullarini sagliyorsa
(2008, k)

toplaminin degerini bulunuz.
(Serhat Dogan)

Cozim 1:

(Mehmet KAYSI)

iddia 1: k < 0 veya k > n? +n+ 1ise f(n, k) =0 dur.

ispat: n {izerinden tiimevarim yapalim. n = 0 igin iddia dogrudur.

Iddian —1 i¢in dogru olsun, yani k¥ < 0 ya da k > n? —n+ 1ise f(n —1,k) = 0. Simdi n ye bakalim.

k < 0ise k — 2n < 0 olacagindan, f(n,k) = f(n—1,k)+ f(n—1,k—2n) =0+ 0= 0 dur.
k>n?+n+1ise k—2n>n?—n+1olacagindan f(n,k) = f(n—1,k)+ f(n—1,k—2n) =0+0 = 0 olur.
iddia 2: Her k tamsayisiicin f(n, k) = f(n,n% +n+1 — k).

ispat: Yine n iizerinden tiimevarim yapalim. n = 0 i¢in iddia dogrudur.

Iddia n — 1 iddia dogru olsun, yani 0 < k <n?—n+1lise f(n—1,k) = f(n—1,n*> —n+1—k) (1). Burada
k yerine k — 2n yazarsak, f(n — 1,k —2n) = f(n—1,n?  —n+1—(k—2n)) = f(n—1,n2  +n+1—k) (2).
(1) ve (2) yi taraf tarafa toplayalim.

fn—1Lk)+fn—1Lk-2n)=fn—-1,n2—n+1-k)+f(n—1,n2 +n+1-k)
=fn—1,n*+n+1—(k—=2n))+ f(n—1,n*+n+1-k)ise f(n,k) = f(n,n? +n—1—k).
iddia 3: S0 F" f(n, k) = 27+
Ispat: Yine tiimevarim yapalim. n = 0 icin iddia dogrudur.
Iddia n — 1 igin dogru olsun, yani $ j_ O"H fln—1,k) =2,
n igin bakalim.
n2 n n2 n
b0 f k) = 3R f(n = L k) + f(n — 1k —2n)
= S = 1k + S (= 1,k — 2n)
= I = 1)+ S (- 1)
=2"+>0, _n+1 f(n—1,1) = 2" + 2" = 271 (Burada iddia 1 birkag kez kullamliyor).
k = 0’dan k = n?+n+1’e kadar degisiyor yani n?+n+2 terim var ve iddia 2’ye gore f(n, k) = f(n,n*+n+1—

n+1 n7tn
k). O zaman ilk % terimin toplam % = 2" olur. Toplam seklinde ifade edelim: ), 2~ f(n,k) = 2".

Burada n = 2008 koyarsak istenilen sonucu elde ederiz.
Cozim 2:

(Mehmet KAYSI)

A={1,2,4,6,8,10,...2n} olsun.

iddia: f(n, k) sayist A kiimesinin alt kiimeleri arasinda toplamlar1 &k olan altkiimelerin sayisina esittir.
ispat: Iddia 0 i¢in dogrudur. Iddia n —1 i¢in dogru olsun. n icin bakalim.

Toplami k olan kiimelerden bazilarmda 2n vardir, bazilarida yoktur. I¢inde 2n varsa, bu kiimelerin sayisi
fn—1,k — 2n) ye esittir, ¢linkl 2n yi gikardigimizda kalan sayilarin toplami & — 2n olur. Iginda 2n yoksa,
bu kiimelerin sayis1 f(n — 1, k) ye esittir. Dolayisiyla f(n,k) = f(n — 1,k) + f(n — 1,k — 2n) olur.
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A kiimesindeki tiim elemanlarin toplami n? +n + 1 dir. Bu yiizden toplami % olan alt kiimelerin sayisi ile
toplami n? + n + 1 — k olan alt kiimelerin sayis1 birbirine esittir. (Toplami k olan kiimenin tiimleyenindeki
elemanlarin toplami n? +n + 1 — k dir ve bu, bir esleme belirtir.)

Soruda bize toplamlar1 0,1,... "2;' % olan elemanlarin sayisini soruyor. Yukaridaki sonucu da gbz oniine
alirsak bu say1 tiim alt kiimelerin sayisimin yarisina esittir. |A] = n + 1 oldugundan cevap 2™ dir. n = 2008
icin 22008 hulunur.

Diizlemde bir " gemberi ve onu kesmeyen bir ¢ dogrusu verilmis olsun. PQ N RS = {A} ve PSNQR = {B}
olacak bigimde, I cemberi tistiinde P, @, R, S noktalarinin bulunmasimi saglayan ve ¢ dogrusu tistiinde yer
alan tiim {A, B} nokta ikilileri i¢in, [AB] yi ¢ap alan gemberlerin kesigim kiimesini belirleyiniz.

(Serhat Dogan)
Cozim 1:

QS PR = C ve I" nin merkezi O olsun. Brocard Teoremi’'nde verilen notu kullanarak; AB ¢apli ¢ember
Aolmak tizere A nin I" ya dik oldugunu sOyleyebiliriz. Diger taraftan, A min ¢api [ dogrusu iizerinde bu-
lundugundan, A ¢emberi ! ye diktir. (7%) dan: [ yi ve T y1 ¢cakigik merkezli iki [* ve I'* gemberine gonderen
bir evirtim vardir. Bu evirtime gore A; bu gakisik merkezli iki ¢embere dik olan bir dogru veya ¢embere
evirilir. Clinkii evirtim agilar1 degigtirmez. Fakat bir ¢gemberin merkezdes iki farkli cembere ayni anda dik
olmasi miimkiin olmadigimndan, (Bunun miimkiin olmasi igin iki merkezdes ¢emberin ikisi i¢in de yapilan evir-
timlerde A nm evriginin sabit kalmasi gerekir fakat bu miimkiin degildir.) A nin evrigi bu gakigik merkezli
iki gembere dik olan bir dogrudur. F(A) = d* olsun. Fakat d* 'nin bir dogru olmas1 ancak ve ancak evirtim
merkezinin Acemberi {izerinde olmasi ile miimkiindiir. Diger taraftan, evirtim merkezi Lemma’ya gore O dan
yani I' nin merkezinden ! ye inilen dogru iizerinde bulunan iki sabit noktadan birisi olmasi gerektiginden,
AB capli cember sabit iki evirtim merkezinden gecen bir cember olmalidir. Dolayisiyla AB ¢apli cemberlerin
geometrik yeri, bu iki sabit evirtim merkezidir. [

NOT:

Bu ¢oziim, Zeyd Yusuf Kéroglu ve Mehmet Efe Akengin’in “Evirtim” adli matematik projesinden alinmigtir.
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Cozim 2:

(Mehmet KAYSI)

Miguel Teoremi'nden APS ve BSR cemberleri AB {izerinde kesigirler, kesigtikleri nokta K olsun.

AP-AQ =AS-AR=AK - AB
BR-BQ =BS-BP=BK- -BA

Ayni zamanda AP - AQ = AO? — 12 ve BR - BQ = BO? — r? (r verilen gemberin yaricapi, O ise merkezi ),
dolayisiyla

AO? —r? = AK? + AK - KB ve BO? —r? = BK? + AK - KB. Buradan AO? — AK? = BO? — BK? =
AK - KB + r? bulunur.

AO? — AK? = BO? — BK? oldugundan OK L AB ve OK? = AK - KB +1r?> = AK - KB = OK? — r?,
dolaysiyla AK - K B sabittir. OK dogrusu iizerinde v AK - KB = |K X| sartin1 saglayan noktalar AB ¢aplh
cember tizerinde bulunur.

@ 2008 tane bilgisayardan olusan bir bilgisayar aginda, herhangi iki dongii kesismiyor. ¢ = 0 aninda, bir
bilgisayar korsani bu agdaki bir bilgisayari ele gegiriyor ve t = 1 aninda da, ag yonetici, ele gegirilmemis bir
bilgisayara koruyucu bir program yiikliiyor. Her &k pozitif tam sayisi igin, ¢ = 2k aninda, korsan, varsa, o ana
kadar ele gecirdigi bilgisayarlardan birine dogrudan bagli olan ve koruyucu program ytiklenmemis olan bir
bilgisayar1 daha ele gegirebiliyor; ¢ = 2k + 1 aninda da, ag yoOneticisi, varsa, o ana kadar koruyucu program
yiklenmis bilgisayarlardan birine dogrudan bagl olan ve korsanin ele gegirmemis oldugu bir bilgisayara daha
koruyucu programi yiikleyebiliyor. Bilgisayar ag1 ne gekilde diizenlenmis olursa olsun, korsanin en ¢ok kag
tane bilgisayar1 ele gecirmeyi garantileyebilecegini belirleyiniz.

[ m > 3 olmak iizere, By ve B,, bilgisayarlari ve, her 2 < ¢ < m i¢in, B;_; ve B; bilgisayarlar1 dogrudan
baghysa, m elemanl {By, By, ..., B, } kiimesine bir déngi diyoruz.]

(Azer Kerimov)
Coziim:

(Mehmet KAYSI)

Soruyu gizge sorusuna cevirip oyle ¢ozelim. Coziimde bilgisayarlari ¢izgenin kogeleri (noktalarn), iki bilgisayar
arasindaki ag1, cizgenin kenarlari olarak; korsani 1. oyuncu, ag yoneticisini 2. oyuncu olarak; hamleleri ise
noktalar1 ele gecirme olarak diigiinecegiz.

1. Durum: Cizgede hi¢ dongii yoksa
iddia 1: 1. oyuncu noktalarin en az yarisini ele gecirir.

ispat: 1. oyuncu ilk hamlesi icin rastgele bir nokta seg¢sin. Bu noktay: sildigimizde, ¢izgede dongii olmadig:
icin gizge birbirinden kopuk alt ¢izgelere ayrilir. 2. oyuncu bu alt ¢izgelerden en fazla birini ele gegirebilir.
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Eger alt cizgelerden en biiyilik olan noktalarin yarisindan fazla sayida nokta icermiyorsa, 1. oyuncu diger alt
gizgeleri alacagindan noktalarin en az yarisini ele gegirmeyi garantiler.

Eger alt cizgelerden en biiyiigii noktalarin yarisindan fazla nokta igeriyorsa, 1. oyuncunun ilk hamlesini
degistiriyoruz. Daha once segilen nokta yerine, bu nokta ile komsgu olan ve en biiyiik alt ¢izgeye ait olan
noktay1 seciyoruz. 2. oyuncu bir onceki durumda sectigi alt ¢izgenin noktalarindan birini se¢miyorsa, 1.
oyuncu bir 6nceki durumda 2. oyuncunun ele gecirdigi noktalar: ele geirir ki bu noktalarin sayis1 da tim
noktalarin sayisinin yarisindan az degildir. Aksi takdirde 1. oyuncunun ele gecirdigi noktalarin sayisi en az
1 artar. 1. oyuncu ele gegirecegi noktalarin sayisi tiim noktalarin en az yarisi olacak sekilde ilk hamlesini
gozden gecirerek, amacina ulagir.

2. Durum: Cizgede dongii varsa,

Bu durumu da iice ayiracagiz. Burada bir tanim vermemiz gerekiyor. Dongiideki bir noktadan, dongiideki
noktalar1 kullanmadan gidilebilen noktardan olugan ve kenarlar1 verilen ¢izgenin kenarlar: olan alt gizgeye, o
noktadan gikan kol diyecegiz. Ispatin kalanini okurken ¢izgede kesigen 2 dongiiniin bulunmadigini unutma-
yalim.

1. oyuncunun noktalarin ticte birini almay1 garantileyecegini gosterelim.

(i) Ttam déngiilerin her bir kolu, tiim noktalarin ii¢te birinden az sayida nokta igeriyorsa

1. oyuncu ilk hamlesini kesinlikle bu dongii tizerinde yapmalidir. Aksi takdirde 2. oyuncu, 1. oyuncu-
nun hamle yaptig1 kol ile dongiliniin baglantisini keserek, 1. oyuncunun hedeflenenden az sayida nokta
almasini saglayabilir. Aslinda bu durumda herhangi bir kolun déngiiye bagkandigi noktay: ele gegiren
oyuncu, o kolu tiimden ele gecirmis olur. Dolayisiyla her iki oyuncu da miimkiin oldugunca ¢ok nokta
ele gecirmek istiyorsa, dongii iizerinde nokta kalmayana kadar hamlelerini dongii tizerinde yapmak
zorundadirlar.

Dongiideki noktalar: bir cember iizerine, noktalar arasinda esit uzaklikta olacak gekilde dizdigimizi
diisiiniirsek, oyuncular birer yarim ¢ember ele gecirecekler. 1. oyuncu hamlesini ¢ember tizerinde bir
noktaya yapsin, bu noktaya A noktasi diyelim.

iddia 2: 2. oyuncu A noktasini icermeyen istedigi yarim cemberi ele gecirebilir.

ispat: 2. oyuncu ele gecirmek istedigi yarim ¢emberle diger yarim ¢ember arasina bir ¢izgi cizer. Sonra
2. oyuncu, 1. oyuncunun ele gegirdigi noktanin bu dogruya gore simetrigindeki noktay1 ele gegirir.

A

Burada 2. oyuncu A ya karsihik B yi, D ye karsihik E yi, J ye karsihk H yi ele gegirir.

Bu durumda sunu ispatlamamiz gerekiyor:

iddia 3: 1. oyuncu ilk hamlesinde 6yle bir nokta ele ge¢irebilir ki, o noktayi igeren tiim yarim ¢emberler
kollariyla beraber en az istenilen sayida nokta igerir.

ispat: Diyelim ki her nokta igin o noktay: igeren en az bir adet yeterli miktarda nokta icermeyen bir
yarim cember bulunsun. Ilk olarak herhangi bir nokta alalim ve bu noktay1 iceren ve yeterli miktarda
nokta icermeyen bir yarim ¢ember alalim. Daha sonra bu yarim ¢emberin u¢ noktalarindan birini alalim,
bu noktay1 igeren en az bir yarim gember vardir, bu yarim gemberler i¢inde ilk yarim c¢emberimiz
ile kesigimi en az olan yarim cemberi secelim. Ilk yarim cember ile ikinci yarim cember ayni yarim
cemberler degilse, bu ikinci yarim ¢emberin ilk yarim g¢ember iizerinde olmayan ug¢ noktasini alalim
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ve ayni sekilde 3. yarim cemberi secelim. Bu yarim gemberleri se¢me geklimizden dolayi(kesigimin
en az olmasi) ligliniin kesigimi bog kiimedir. Ve bu da bu yarim cemberlerin gemberi gevrelemesini
gerektirir. Yarim gemberlerin 6zelligi icerdigi noktalarin sayisiymin toplam nokta sayisinin 1/3 iinden
daha az miktarda olmasiydi. Dolayisiyla elimizdeki 3 yarim ¢emberin igerdigi noktalarin sayisinin biitiin
noktalarin sayisindan kiiclik olmasi gerekir, fakat bu ii¢ yarim ¢emberimiz biitiin ¢emberi iceriyordu
dolayisiyla kesinlikle biitiin noktalarin sayisindan fazladir. Demek ki her nokta i¢in uygun bir yarim
cember bulunamaz ve en az bir nokta icin o noktay1 iceren biitiin yarim ¢cemberler yeterli sayida nokta
igerir.

Son olarak, atladigimiz ilk yarim ¢ember ile 2. yarim ¢emberin kesigmesi durumuna bakalim. Bu du-
rumda ilk ¢emberin ug noktasini igeren ve tiim noktalarin 1/3’tinden az sayida nokta igeren tek yarim
gember var demektir. Bu u¢ noktanin ilk yarim ¢ember {izerinde olmayan komgusunu alalim. Kabuliimiiz
geregi, bu noktay1 iceren ve igerdigi noktalarin sayisi 1/3’ten az olan bir yarim ¢ember olmak zorun-
dadir. Fakat bu yarim ¢ember ilk cemberin seg¢tigimiz ug noktasini igemez. Dolayiyla bu yarim ¢ember
ile ilk yarim gemberin bilegimi bize gemberin tamamini verir. Fakat bu iki yarim ¢emberdeki nokta-
larin sayisi tiim noktalarin 2/3’ i kadardi, geligki. Demek ki her nokta igin uygun bir yarim gember
bulunamaz ve en az bir nokta icin o noktay: iceren biitiin yarim ¢emberler yeterli sayida nokta igerir.

(ii) Bir kolu tiim noktalarin tigte birinden fazla fakat iicte ikisinden az sayida nokta igeren bir dongii varsa
1. oyuncu bu kolun déngiiye baglandigi noktay: secer. Bu durumda 1. oyuncu, 2. oyuncunun hamlesine
gore ya kolu, ya da kol hari¢ ¢izgenin kalanini ele gecirir. Her iki durumda tiim noktalarin en az iigte
birini ele gegirmis olur.

(iii) Tim dongiilerde, tiim noktalarin tigte ikisinden fazla sayida nokta igeren bir kol varsa

1. oyuncu ilk hamlesini bu déngii iizerinde yaparsa, 2. oyuncu kol tizerindeki dongiiye en yakin noktay1
secerek, 1. oyuncunun dongii ile olan baglantisini keser ve 1. oyuncunun hedeflenenden az sayida nokta
almasini saglar. Bu yiizden 1. oyuncu ilk hamlesini dongii iizerinde yapmamalidir. Bu durum 1. duruma
¢ok benzer hale geldi. Yine 1. oyuncunu yapacagi hamle ¢izgeyi, birbirinden kopuk alt ¢gizgelere ayirir.
Once dongiideki noktalar1 kirmizi renk ile igaretleyelim. Her déngiiden birer kenar ¢ikararak, cizgeyi
dongiistiz hale getirelim. 1. Durumdaki adimlar: takip edip 1. oyuncunun ilk hamlesini yapacagi noktay1
belirleyelim. Bu nokta kirmizi noktalardan biri degildir, aksi takdirde tiim noktalarin en az tigte ikisini
igeren bir alt ¢izge bulunur. Sonra sildigimiz kenarlar: tekrar ¢izelim. 1. durumdaki gibi 1. oyuncu tiim
noktalarin en az yarisimi ele gegirmeyi garantiler.

Buraya kadar olan kisimda, 1. oyuncunun noktalardan en az 1/3’inii ele gegirebilecegini gosterdik.
Simdi 1. oyuncunun noktalardan 1/3’tinden fazla sayida nokta ele gegiremeyecegi bir 6rnek vererek
¢Ozlimii tamamlayacagiz.

Coziimde, 1. oyuncu hamlesini yaptiktan sonra 2. oyuncunun istedigi yarim gemberi alabildigini gostermistik.
Bu ¢izgede 1. oyuncu nasil oynarsa oynasin, 2. oyuncu 2 kol almay1 garantiler.
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17. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2009

p® —4p + 9 un tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarii bulunuz.
(Okan Tekman)

Coziim:

(Eren DURLANIK)

Cevap: p =2, 7, 11 degerleri icin p® — 4p + 9 = 32, 182, 362 olarak bulunur.

2?2 = p? — 4p + 9 denklemini p asali ve z € Ny icin ¢ozecegiz.

p = 2 ise x = 3 saglhyor, yani p = 2 ¢éziimdiir. p # 2 durumuna bakmak yeterlidir.

2?2 =9 (mod p) oldugundan; bir k tam sayisi icin = kp — 3 veya x = kp + 3 olmaldur.

x=kp—3ise; (kp — 3)2 =p3—4p+9 = k?p—6k = p? —4 = p|6k — 4 olmahdir. p # 2 oldugundan, p|3k — 2
olmalidir. Yani p < 3k + 2 olmalidir.

x = kp+3ise; (kp+ 3)2 =p?—4p+9 = k?p+6k = p? —4 = p|6k +4 olmahdir. p # 2 ise p|3k + 2 olmaldir.
Yani p < 3k + 2 olmalidir.

: . p— p’—2p—9
Iki durumda da p < 3k 4 2 olmahdir. Oyleyse <k 3 <kp—-3<z
Simdi z tizerinden iki durum inceleyelim:

2 2-2p—-9 2 36
o<l S PP P g+ 2 s p<ily

4 3 4 P

2 4 16(4p —9
i) z > pz = 22 = p® — 4p + 9 oldugundan % <pP—4dp+9=p<16— # = p<13.
p

Demek ki p < 13 olmalidir, bu gart1 saglayan asallarda incelenirse yalnizca 7 ve 11 in sagladig: goriiliir. Yani,
tim ¢oziimler p = 2, 7, 11 olarak bulunur.

I, ABC iiggeninin ¢evrel gemberi; D ve E de, sirasiyla [AB] ve [AC| kenarlar1 {istiinde kogelerden farkli nokta-

lar olsun. A’, BAC nin aglortaymnin I' y1 ikinci kez kestigi nokta; P ve Q da, sirasiyla A’D ve A’ E dogrularimin
I y1 ikinci kez kestigi noktalar olsun. R ve S sirasiyla APD ve AQE {iggenlerinin ¢evrel ¢emberlerinin AA’
dogrusunu ikinci kez kestikleri noktalar ise; D.S ve ER dogrularinin, I' ya A da teget olan dogru iistiinde bir
noktada kestigini gosteriniz.

(Serhat Dogan)
Coziim:

(Eren DURLANIK)
LEMMA::

sin x  sin 2
x, Yy, z, t pozitif agilart x +y =z + ¢ < 180 ve = r sartini sagliyor ise;x = z ve y = t olmaldir.

sin y  sin
ISPAT:

Esitlikten 6tiirii sin z.sin ¢ = sin y.sin z dir. Oyleyse a¢1 formiillerinden 6tiirii cos(z — t) — cos(z + t) =

cos(y — z) — cos(y + z) saglanir. Ayrica x — t = z — y oldugundan cos(x — t) = cos(y — z) ve dolayisiyla

cos(x +t) — cos(y + z) = 0 olur.

x+t—y—z> . xty+z+t
sin(

Tyt 24t THy+z+t

2

) =0 dur. < 180 oldugundan sin(

5 > ) #

t— — .
w) = 0 olmalidir. Oyleyse x +t = y + z olmali ve z + y = z + t oldugundan; z = z ve

Oyleyse; 2 sin <

0 yani sin(
y = t saglanmalidir, Lemma ispatland.

Simdi sorumuza donelim.
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A
A, Q, S, E cembersel oldugundan /SQFE = 3 dir. Ayrica A, @, A’, B noktalar1 da ¢embersel oldugundan

A
/BQE = o) olmalidir. Dolayisiyla @, S, B dogrusaldir, ayni sekilde P, R, C' noktalar1 da dogrusaldir. Cembersellikten
ZAQB = LACB = LAES = C dir. Yani SE || BC ve aym sekilde DR || BC bulunur.

ABC iiggeninin gevrel cemberine A noktasindan cizilen tegetle ER dogrusu M noktasinda kesigsin. M, S ve
D noktalarinin dogrusal oldugunu gostermemiz yeterlidir. ZSER = ZQRM = « olsun. ARM {i¢geninde D
noktasina gore ve AEM li¢geninde S noktasina gore Trigonometrik Ceva yaparsak:

. . A . . A
sin(ZAMD) sin C.sin (C+ ) gy (£op4)  sin Cosin (C+ ) sin(ZAMD)

- - bulunur. Buradan S22
sin(ZDMR) A Y€ §in (ZSMR) A . Bt G (ZDMR)
Sin 5 Sl « S1n 5 SN <&

M elde edilir. ZAMD + ZDMR = ZSMA + ZSMR oldugundan Lemma’dan &tiirit ZAMD =
sin (LSMR)

LSMA ve ZDMR = £ZSM R bulunur.

Yani M, S ve D noktalar1 dogrusal olur ve ispat tamamlanir.

Bir beldenin Elektrik Igleri gorevlisi Ahmet, k giin boyunca her giin, ya sectigi bir direkle yine kendisinin
sectigi istedigi sayida direk arasina birer tel baghyor, ya da en ¢ok 17 direk ikilisi se¢ip her ikiliye ait direkler
arasina birer tel bagliyor. Beldenin Boya Isleri gorevlisi Berna da, beldede kag direk olursa olsun ve Ahmet
telleri nasil baglarsa baglasin, beldedeki tiim direklerin en ¢ok 2009 renk kullanarak ve aralarina tel baglanmig
herhangi iki direk aym renkte olmayacak bigimde boyanabilecegini iddia ediyor. k nin, Berna’nin iddiasinin
dogru olmasini saglayan en biiyiik degerinin belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
Coziim:

Cevap: k nin en biiyiik degeri 2000 dir.

Ahmet’ in sectigi bir direkle yine kendisinin sectigi istedigi sayida direk arasina birer tel baglamas: iglemine
birinci islem, en ¢ok 17 direk ikilisi segip her ikiliye ait direkler arasina birer tel baglamasi iglemine de
ikinci iglem diyelim.

17
Oncelikle k& < 2000 oldugunu ispatlayalim. & > 2001 durumunda Ahmet 17 direk segip % = 8 bunlarin

her ikilisi arasina tel baglayip, kalan direklerden 1993 tanesini se¢ip 1993 giin boyunca bunlarin her biriyle
baglangicta segtigi 17 direk ve bu 1993 direkten iglem yaptigi disgindakiler arasina tel baglanirsa 2001 giiniin
sonunda her ikilisi arasinda tel bulunan, yani her ikilisinin farkli renkte boyanmasi gereken 1993+ 17 = 2010
direk elde edilir. Ancak bu durumda Berna 2009 renk ile istedigi sekilde boyama yapamaz. O halde & < 2000
dir.

Ahmet 2000 giinde ne yaparsa yapsin, Berna’nin iddiasim1 dogrulayabilecegini ispatlayalim. Ahmet birinci
iglemi en fazla 2000 kez yapacagindan igslemi yapmak icin segtigi direk ile arasina tel bagladigi ancak iglem
yapmadig direkler en fazla 2000 direge bagh olup, Ahmet’in islem yapmak i¢in sectigi direkler 2009 renk
ile boyanabilirse, bu direkler bagh olduklari direklerde kullanilmayan bir renkle boyanabilecegi i¢in bunlar:
yok varsayabiliriz. Ahmet a giin birinci iglemi, b giin ikinci iglemi yapmig olsun. a + b = 2000 dir. Ik iglemi
yaptig1 direkler kiimesine A, ikinci iglemi yaptig: direkler kiimesine B diyelim. |A| = a olup A kiimesi a renk
ile boyanir. A daki tiim direklerle B deki tiim direkler arasinda tel bulundugundan B deki direklerin kendi
aralarinda 2009 — a renk ile boyanabilecegini ispatlarsak Berna’nin iddiasi dogru olur.

iddia: Aralarindaki tel sayist n € N i¢in (g) ni agmayan direkler en ¢ok n renk ile boyanabilir.

ispat: Aralarinda hig tel olmayan en ¢ok direk igeren grubu alalim, daha sonra geriye kalanlara aynisini
uygulayarak telleri gruplayalim. Gruplar: olugturma geklimizden dolay1 herhangi iki farkli gruptan aralarimda
tel bulunan birer direk bulunur. O halde grup sayisma m dersek en az (")) tel bulunur. () < (%) olup
m < n dir. Her grubu bir renge boyarsak direkler an fazla n renk ile boyanmig olur ve iddiay1 ispatlamig

oluruz.
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beNgolup (b—8)(b—9) >0 =0>—17T0+72 >0 = 0>+ 170+ 72 > 34b = (b+ 9)(b + 8) > 34b =
(b‘gg) > 17b olup iddiadan B deki direkler en ¢ok b+ 9 renk ile boyanabiliyor. O halde tiim direkler en ¢ok
a+ (b+9) = 2000 + 9 = 2009 renk ile boyanabiliyor. Sonug olarak cevap k& = 2000 dir.

Dar acili ABC {i¢geninin diklik merkezi H ve A, B, C koselerine ait yiiksekliklerinin ayaklar1 da, sirasiyla
A1, By, C4 dir. K, [AB] gapli ¢gemberin kii¢iikk AB; yay1 iistiinde yer alan ve m(Iﬁ(\B) = m(CTK\B) kogulunu
saglayan bir nokta ve [KB] N [CCy] = {L} olmak tizere; C' merkezli ve [C'L] yarigaph ¢ember [AA;] i M
noktasinda kesiyor. B merkezli ve [BM] yarigaph ¢emberin CC; dogrusunu kestigi noktalar P ve @ ise,
A, K, P ve @Q noktalarimin ¢cemberdes oldugunu kanitlayimniz.

(Hasan Hiiseyin Eruslu)
Coziim:

A, Cq, H, B; cembersel oldugundan Z/LHB = Aolur. A, B, By, K ¢embersel oldugundan /BKB; = /BAB; =
A Oyleyse /LHB = /BKB; dir. Yani L,K,B;,H c¢emberseldir. ZAC1L = ZAB1B = ZAKL = 90°
oldugundan A,C1, L, K cemberseldir. Oyleyse; /C1AL = /C1KL = /LKH = /ZLBH dir. ZALC =
90° + LZC1AL ve ZLB1C =90° + /LBy H dur.

Yani ZALC = ZLB,C dir. Béylece ALC ve LB,C ficgenleri benzerdir. Benzerlikten; CL? = CB; - CA elde
edilir. B, A, By, A1 cembersel oldugundan CB;-CA = CA;-CB ve CM = CL oldugundan CM? = CB-C 4,
elde edilir. Dolayisiyla Oklid’den ZBMC = 90° bulunur. BP = BM ve C, A, C1, A, cemberselliginden ve
Oklid’den BP? = MB? = BA; - BC = BA - BC, bulunur. Dolayisiyla Oklid’den ZBPA = 90° olur ve aym
sekilde ZBQA = 90° olur. Yani A, K, P, (Q noktalar1 gemberseldir.

Tim a, b, ¢ pozitif gergel sayilari igin,

(b+c)(a* — b%c?) n (c+a)(b* — c?a?) n (a+0b)(c* — a?b?)

>0
ab + 2bc + ca bc + 2ca + ab ca+2ab+bc
oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)
Coziim:
(b+c)(a* — b%c?) a*b + a*c — b>c? — b?c3 a*b + a*c b3c? 4+ 32

>0& >0 > lanir.
2 ab+2bc+ca 2 ab + 2bc + ca - Zab—l—%c—l—ca_Zab+2bc+casagamr
Bu son esitsizligi ispatlayalim.
Genelligi bozmadan a > b > ¢ kabul edebiliriz.

1 1

Bu durumda > > siralamasinin dogru oldugu aciktir. Ayrica

ab+2bc+ca — bc+2ca+ab T ca+ 2ab+ be
a(b+c) > bla+c) > c¢(a+0b) oldugundan, a*(b+c) > b*(a+c) > c*(a +b) esitsizligi de saglanir. Dolayisiyla
Chebishev E§itsizli§i’nden
ZM (4b+a c+b4a+b4c+ca—|—c4b)2;eldeedilir.
ab+2bc+ca_3 ab + 2bc + ca
Benzer sekilde a3b? + a?b® > c2a® + a3c® > b3c? + ¢?b? oldugundan, yine Chebishev Esitsizligi’ni kullanarak

> ki < 1(a?’b2 +b3a% + b3 + A% + Ba® + a3c?) Y _ olarak bulunur
ab+2bc+ca ~ 3 ab+2bc—|—ca '
Son iki e§itsizlikten Z Cl4b Z m = = Z 3 2 Z m Z a4b Z Z Cl3b2 oldugunu

ispatlamak yeterlidir. Son olarak Cauchy-Schwarz E§1ts1zhg1 ni kullanarak:

(Z a4b) . (Z a3b2> = (a4b +atc+bra+bie+ ta+ c4b) (b3a2 + 3+ a362 + 30+ a2 + b302)
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2
> (a3b2 +8a?+ 032 + B+ Ba® + a302)2 = (Z a3b2)
ve dolayisiyla > a*b > a3b? bulunur, ispat biter.

@ 1<k <ke<...<k,veayas,...,a, tam sayilar olmak {izere; her N tam sayis1 igin, k;|N — a; olacak
bi¢imde en az bir 1 < ¢ < n bulunuyorsa, n nin alabilecegi en kiiciik degeri belirleyiniz.

(Okan Tekman)
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18.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2010

Bir iilkede baskente dogrudan karayolu ile bagh kentlerin sayisi 2010 dur. Bagkent digindaki her kent 2010
dan az sayida kente dogrudan karayolu ile bagl olup, ayni sayida kente dogrudan bagh olan herhangi iki
kent i¢in bu say1 ¢ifttir. Bagkenti dogrudan cesitli kentlere baglayan yollardan k tanesi kapatilarak bakima
alinacaktir. Bu tlkedeki karayolu agi nasil olusturulmusg olursa olsun, bunun aralarinda karayolu ulagimi
miimkiin olan herhangi iki kent arasindaki ulagimin hala miimkiin olacag: bigimde yapilmasini olanakl kilan
en biiyiik k sayisim belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
Coziim:

Cevabimiz 503.

Seklimizi grafa dontigtiirelim.G grafimiz genelligi bozmadan baglantili olsun. vy bagkent olsun. vy’1 graftan
kaldirdigimiz1 diisiindiigiimiizde geriye kendi iginde baglantili birbiriyle ayrik Cy, Cs, .. C,, altgraflar: kalsin.
vg’dan altgraflara giden yollarin toplami 2010” dur. Bu yollarin sayisin C; igin d¢, (vo) ile gosterelim.

m

> de, (vo) = 2010 (*)

=1

Her altgraf i¢in bu yollardan d¢, (vg) — 1 tanesini G’nin baglantiiligi bozulmadan silebiliriz. Ciinkii vy’dan
altgrafa giden bir kenar baglantililigi korumak icin yeterlidir. Bu nedenle G’den 2010 — m tane kenar silebi-
liriz.Dolayisiyla problem altgraf sayisinin maksimumunu bulmaya indirgendi.

de, (vg) = 1 olacak sekilde kag altgrafimiz olabilecegine bakalim.Eger d¢;, (vg) tekse C; bagka tek dereceli bir
koseye daha sahiptir. Cilinkii C; altgrafinda koselerin dereceleri toplamu ¢ifttir. Bununla birlikte eger 2 koge
ayni dereceye sahipse bu derece ¢ifttir. Tiim koselerin dereceleri < 2009 oldugundan en fazla 1005 tane tek
dereceli koge olabilir. Yani en fazla 1005 tane altgraf icin de, (vo) tektir.

Ayrica (x)’dan 6tiirii de, (vo) tek olan ¢ift tane ¢ olmak zorundadir. Yani en fazla 1004 altgraf icin d¢, (vg) = 1
olabilir. Kalan her altgraf i¢in d¢, (vg) > 2’ dir.O halde (*)’dan &tiirii toplam en fazla 1004+ 20101901 — 1507
altgraf olabilir. Dolayisiyla her durumda 2010 — 1507 = 503 kenar silebiliriz.

Simdi 503’ ten fazla kenar silemeyecegimiz bir graf kuralim. vg’a 1004 kenar ile K3, K5, . . ., Koggg baglayalim.
1006 kenar ile de 503 tane K5 baglayalim. (K,: n koseli tam graf) , K5, ..., Kogoo'a giden kenarlardan
higbirini silemeyiz. Kalan 503 tane Ks'nin her birinden en fazla 1 kenar silebiliriz.

kmaz = 503.

P, ABC tiggeninin i¢ bolgesinde yer alan, A kogesine ait kenarortay iistiinde olmayan ve m(@) = m(B/C’\P)
kogulunu saglayan bir nokta olsun. BPNCA = {B'} ve CPNAB = {C'} olmak iizere; AP dogrusu ile ABC
tiggeninin gevrel gemberi ikinci kez @ noktasinda, B’'Q ve CC’ dogrular1 R noktasinda ve B’Q dogrusu ile P
den AC dogrusuna paralel ¢izilen dogru da S noktasinda kesigiyor. B'C’ ve @B dogrular1 AB dogrusunun

C den farkli yaninda yer alan bir T noktasinda kesigsin. m(B/\AT) = m(B/B’\Q) olmasi igin, |SQ| = |RB’|
olmasinin gerek ve yeter kogul oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)
Coziim:

(Burak VARICI)

PS || AC ve LCAP = ZBCP oldugundan ZQPC = LZACB = LZAQB = ZP@B oldugunu biliyoruz. Bu
nedenle BQ || PC.

. P
Once SQ = RB’ ancak ve ancak AB || B'Q oldugunu gosterecegiz. PS ve AB’ paralel oldugundan e

PA ~
S P RB’ PB’
Sg/ oldugunuz biliyoruz. Eger SQ = RB’ ise, BQ || PC oldugundan P—g = RO =5g ° bu nedenle
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RB' PB PQ  SQ

- — % _ 1
RO ~— PB ~ PA _ sp 94

AB || B’Q. Diger yandan eger AB || B'Q ise BQ || PC’ yi kullanirsak
RB"  SQ N RB"  5Q
RQ SB' ~ B'Q BQ

= SQ = RB’ buluruz.

ederiz.

Simdi AB || B'Q ancak ve ancak Z/BAT = Z/BB’Q oldugunu gosterecegiz. APNB'C' = {U} olsun ve D, AP
UD UC' UT
UB'" UP UQ’
dolayisiyla K.A.K dan ATDU ~ AQB'U, sonug olarak TDC’ ve QB’P ii¢genlerinin benzer oldugunu elde
ederiz.

dogrusu ve (C'PB’) ¢emberinin ikinci kesim noktasi olsun. PC’ || QT” yi kullanirsak

D ’nin A ile gakigik olamayacagini gosterelim (Bunu gosteriyoruz; ¢linkii aksi durumda S@Q = RB’ olmasindan
bagimsiz olarak /BAT = /BB’Q. Bu da ancak ve ancak 6nermesini bozar.). Cakigik oldugunu varsayalim.
A,C’", P, B' cemberseldir. /PDB' = /PAB' = /B'C'P = /PCA’, bundan dolay1 da C’' B’ ve BC paraleldir.
A’ AP ve BC’ nin kesigim noktasi olsun. Bunu takiben PBA’ ve BAA’ tiggenleri benzerdir ve bu nedenle
A'B* = A'P.A’A. Benzer sekilde A'C* = A’'P.A’A dolayisiyla A’/B = A'C, bu ise P’ nin A’ dan gegen
kenarortay tlizerinde olmamasiyla celigir.

D’ nin A ve U ile arasinda oldugunu varsayalim. Eger A, D ile U arasinda ise benzer kanit yine gecgerlidir. Eger
/BAT = /BB'Q ise, /C'AT = /BAT = /BB'Q = /PB'Q = /C'DT ve T, A, D,C" cemberseldir. Bu
nedenle /PAB = /DAC’' = /DTC' = ZB'QP (ATDC' 2 AQB’P oldugu igin) ve dolayisiyla AB || B'Q.
Diger yandan eger AB || B'Q ise, = Z/DTC' = /B'QP = Z/DAC’" , ve T, A, D,C’ ¢cemberseldir. Bu nedenle
/BAT=/C'AT = £/C'DT = /PB'Q = /BB'Q.

SQ=RB & AB| B'Q < /BAT =/BB'Q
Her n pozitif tam sayisi ve ajas . ..a, = 1 kogulunu saglayan tim aq, as, ..., a, pozitif gergel sayilar: icin,

_ % <

i=1 Vai+3 i

1 %

N |

n

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Co6ziim 1:

(Burak VARICI)
Oncelikle z* + 3 > (z +1)* oldugunu gorelim. z* + 3 — (z +1)> = (z —1)* (2 4 2z +2) > 0 Bu nedenle
her n pozitif tamsayisi ve ajas . ..a, = 1 kogulunu saglayan aq, as, ..., a, pozitif reel sayilar: i¢in
n n
a; 1
< il
> i3y

i=1 "t i=1

N | =

N
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oldugunu gostermemiz yeterlidir.

k k
fe (1,20, ..., 28) = % > %— > >4 olsun. k fizerinden tiimevarimla
i=1"" i
1T ... = 1= fr(x1,29,...,2%) >0
oldugunu ispatlayacagiz.
e k=1, 21=1ve fi(x1)=0
e t=12....k—1vexizy...xs =1igin f; (x1,x2,...2¢) > 0 olsun.

o k>1vexixy...zp =1 olsun. Eger 1 < xy < -+ <y ise 17 < 1 <z, olur.

r1 ve xy yerine xr1xy ve 1 yazalim.Tiimevarimdan otiirii

fe (x1xg, 22, .. 2k—1,1) = fe—1 (128, T2, ..., T—1) >0
O halde fi (z1,z2,...,2k) > fr (z12k, T2, ..., Tk—1,1) oldugunu gostermemiz yeterlidir.
fe (@1, 20, .. xk) — fr (v12g, 29, .oy TR—1, 1)
:LJFL Ty Tk 1 + T1Tk >0

211 2xk7x1+17$k+172331xk T+ 1 7

Paydalar esitlersek 0 < (1 — x1) (2 — 1) (221224 + 2122 + 23221 + 212 + 21 + 25 + 1) elde ederiz. 0 <

x1 < 1 <z oldugundan bu ifade dogrudur.
Coziim 2:
(Burak VARICI)

Oncelikle m >
z+1 4 +3

T

n

n a;
22a1+1§2

i—1

| —

K2

@
Il
-
o

S

oldugunu ispatlamamiz yeterlidir.

n n
ai 11 a; + 1
< = —
ai—|—1_2Zai Z 2a; +, ;
1 i=1 i=1 i=1 i=1

n
1=

Toplarsak esitsizliklerin dogru oldugunu goriiriiz.
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Cozim 3:

(Burak VARICI)
Soruda istenenden daha kuvvetli bir sey ispatlayalim.
AGO’ dan dolayr;

aq + a9 4 + (07%%
Varr+3  Va*+3 a* +3
= ' +3> (2+1)° = (m—l)z(:c2+2x+2)20kibuda

1 1 1
Ohalde++~~~++n24<

oldugunu gostermemiz
a a2 QAn

yeterlidir. Oncelikle >
r+1 zt 43
agiktir.

Yozt e Rtz (o) e (e 2

i=1 i=1 i=1 @i

Parantez igine AGO uygularsak ajas...a, = 1 oldugundan dolay1 esitsizligin dogru oldugunu goriiriiz.
Esitlik durumu a; =1, ¢ =1,2,...,n igin.

A ve B noktalar1 [CD] ¢apli gemberin iistiinde ve CD dogrusunun farkli yanlarinda bulunuyor. C' ve D
noktalarimdan gegen bir T' ¢emberi [AC] yi uglarindan farklh bir E noktasinda, [BC] yi de F noktasinda
kesiyor. F noktasinda I' cemberine teget olan dogru ile BC dogrusunun kesisgtigi nokta P olmak tizere; )
noktasi, |QP| = |EP| kogulunu saglayan ve CEP iiggenin cevrel ¢emberi iistiinde yer alan E den farkli bir
nokta olsun. ABN EF = {R} ve |EQ| nun orta noktast S ise, DR ve PS dogrularmin paralel oldugunu
gosteriniz.

(Sahin Emrah)
Coziim 1:

(Burak VARICI)

Oncelikle Q, E, F'nin dogrusalligini gosterelim. @, F, C, P cembersel oldugundan /PEQ = /PQFE = ZECF
ve PE dogrusu I' gemberine teget oldugu icin ZECF = ZFEX. Dolayisiyla @, E, F' noktalar1 dogrusaldir.

PS1QF oldugunu biliyoruz. O halde DRLQF oldugunu gostermeliyiz. I' ¢cemberinden dolay1 ZRFD =
LACD = ZABD. Bu nedenle R, B, D, F noktalar1 cemberseldir. C'D ¢ap oldugu i¢in ZDBC = LDBF =
/ZDRF =90°. DR1LQF = DR | PS.
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Cozim 2:

(Burak VARICI)

AB , D noktasina gore FCFE {li¢geninin Simson dogrusudur. O halde DR dogrusu FF’ye diktir. PE 151m
iizerinde E’den sonra gelen bir X noktasi i¢cin ZQEP = ZEQP = /ECF = /ZXEF. Bu nedenle Q, E, F
noktalar1 dogrusaldir. PSS, EQ’ya diktir ve dolayisiyla D R’ye paraleldir.

Coziim 3:
A, D, E ve R noktalarimin ¢embersel oldugunu gosterelim.

/PQC =/PEC =/CFD =/CDE ve ZCBA=CBD

oldugundan ZARE = ADEF elde edilir, dolayisiyla A, D, E ve R noktalar1 ortak bir cember iizerindedir. CD
kirigi ¢ap oldugundan /DRE = 180° — ZCAD = 90° = /PSR <= DR || PS seklinde istenen paralellige
ulagilir.

0 < a,b < 2010*® tam sayilar olmak iizere, P(x) = ax? + bz bigimindeki polinomlarm kiimesini S ile
gosterelim. S ye ait kag P polinomunun, tiim 0 < n < 2010'® tam sayilar1 i¢in Q(P(n)) = n (mod 2010'8)
bagintisini saglayan ve S ye ait olan bir () polinomunun bulunmasini olanakl kildigini belirleyiniz.

(Okan Tekman)
Coziim:

(Burak VARICI)

P(z) = ax® + bz icin Q (z) = cz? + dr vardir ancak ve ancak 2% - 1005%|a ve (2010,b) = 1 oldugunu
ispatlayacagiz. Boylece cevabimiz:

1 1 1 1
220107 - 20108 . <1 2) (1 3) (1 5) (1 67) =925.3.11-2010%° olacak.

Her n igin Q (P (n)) = n (mod 2010'®) oldugunu varsayalim. n + P (n) mod2010*®’de birebirdir. Cinli
Kalan Teoremini kullanirsak, her p € {2,3,5,67} igin n + P (n) ’in modp'® ’de birebir oldugunu buluruz.

p€ {2,3,5,67} olsun. Eger p|b ise P (p'”) = P (0) (mod p*®) ki bu bir celiskidir. Bylece p 1 b. Eger p{ a
ise P (—a='b) = P(0) (mod p'®) ki bu da bir geliskidir. Bdylece p|a. Bu nedenle 2010[a ve (2010,b) = 1.

QP(1)=1 = cla+b’+d(a+b) = 1 (1)

QP(-1)=-1 = cla—b’+d(a—b) = -1 (2)
(1)1 (a —b) ile, (2)’yi (a + b) ile carpip qikarirsak 2b (a* — b%) ¢ =2a (mod 2010'®);
b (2)'yi (a + b)2 ile carpip cikarirsak 2b (a2 — b2) d =-2 (a2 + 62) (mod 2010'®) elde ederiz.
(mod 2010'8)" in var oldugunu biliyoruz. O halde

2010*8

5 (mod 2010'%)

c= (b(a® —62))71a+5

2010'8

d=—(b(a® - 1)) (a® + %) + ¢ (mod 2010%)

€, 0 ya da 1. Bu nedenle

Q(P(z)—z =
2010'8

—(b(a®— b2))71a2x (x—1)(x+1)(ax +2b) + ¢ z(z—1) (mod 2010'®)
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Simdi = = 2 koyarsak 2010'®|22 - 3 - a2 dolayisiyla 28 - 1005%|a elde ederiz.
Tersine gidersek, eger 2% - 1005%|a ve (2010,b) = 1 ise, ¢ ve d’yi yukaridaki gibi tanimlariz.
Her n igin 2|n (n — 1) ve 2|an + 2b oldugundan Q (P (n)) =n (mod 2010'8) olur.

@ K, diizlemdeki digbiikey bir 2010-genin kenar ve kdgegenlerinin kiimesi olsun. A, K nin bir altkiimesi ol-
mak iizere; A ya ait her dogru pargas: ¢ifti kesigiyorsa, A ya kesisimli kiime diyelim. Iki kesigsimli kiimenin
birlegiminin en ¢ok kag elemana sahip olabilecegini belirleyiniz.

(Umut Varolgiines)
Coziim:

(Muhammed Zahid Oztiirk)
Cevabimiz 4019. Eger n > 5 ise n-gen i¢in cevabin 2n — 1 oldugunu gosterecegiz.

A bir kesigimli kiime olsun 6yle ki |A| > n. A’daki kdge sayis1 dogru pargasi sayisindan biiylik olmayacagindan
A bir dongii igerir. Bunu anlamak i¢in tersini diiginelim. Bir dongii icermese bir agac olmasi gerekirdi, fakat
n koseli bir agagta en fazla n — 1 kenar olabilir. Bu yiizden bir dongii kesin vardir. PQ ve QR bu dongiide
iki dogru pargasi olsun. Déngiideki her dogru pargasi, X P ve RY harig, PQ ve QR’nin ikisini birden kendi
i¢ noktalarinda keser. Bundan dolay1 her dogru pargasi PQ ve QR ye gore karsidan karsiya gecmektedir.
Burada dongiintin tek sayida dogru pargasi igerdigini ve dongiideki koselerden higbirinin ZPQR acisiin ig
bolgesinde olmadigini ¢ikaririz.

Simdi bu déngiideki kogelimizi adlandiralim. Déngiimiizde k bir pozitif tamsay1 olmak iizere 2k + 1 tane koge
oldugunu kabul edelim. Bu koseler Py, Ps, .. ., Par41 olsun. Bu kdgeleri saat yoniinde siralandirmig olmak igin
déngiideki dogru parcalarimn P; Py g, P;Pi1 k11 oldugunu 1 < ¢ < 2k+1 igin (indisler mod n’e goredir) kabul
edecegiz. (Her dogru pargasimmin PQ ve QR ye gore kargilikli olmasinin dogal sonucu) Bu dogru pargalarini
A* ile gosterelim. Burada 2k+ 1 tane dogru parcasi olduguna dikkat edelim. A bir kesigimli kiime oldugundan
A’daki diger dogru pargalar1 ancak X P; formunda olabilir; X, ZP; ;41 P; Py, acisinin i¢ bolgesinde bir koge.
|A] > n oldugundan tiim boyle dogru parcalar (A% ile gosterelim) A’ya ait olmak zorundadir. Ciinkii bu
koge dongiiden sadece bir kogeye baglh olabilir ya da basgka bir deyigle donglimiizii kurarken elimizdeki tiim
dogru pargalarini toplarsak da n sayisina ancak ulagabiliriz. Bu nedenle eger A bir kesigimli kiime ve |A| > n
ise ve |[A| =n’ dir ve A = A(p, p,,.. = A*U A~

Simdi gosterecegiz ki eger A ve B kesigimli kiimeler ve |A| = n=|B| ise A ve B ayrik olamaz. Ayrik
olduklarini varsayalim. Her kégenin bagli oldugu en az bir kége oldugundan goyle bir varsayimda bulunabiliriz.
Q1Q2,Q2Qs, ..., Qm-1Qm, @m,mQ1 bir dongii olsun dyle ki Q;Q;+1 dogru parcalar: ¢ tekse A’ya, i ¢iftse B’ye
ait olsun. (Qm+1 = Q1) Oyle bir déngii vardir ki gokgenin her kogesi A ve B’den en az birer dogru pargasinin
bitis noktasidir. A ve B kesigimli oldugundan tiim Q;Q;+1’ ler i tekse Q1Q2’yi, i ¢iftse Q2Q3’1i keser. Bu
nedenle 7 ¢ift ise tiim @;’ler ya @1Q2 nin iizerindedir ya da Q1Q2’ye gore Q3 ile farkli taraftadir. Ve 7 tek
ise tiim Q;’ler ya QQ2Q3’lin lizerindedir ya da Q2Q3’ ye gore @ ile farkh taraftadir. m tektir ve Q1 A* mn
bir késesidir. O zaman Q3 ya @,,@Q1’in iizerindedir ya da @,,Q1’ e gore Q5 ile farkh taraftadir. Ve Q,,,—1 ya
1Q2’ nin tzerindedir ya da Q1Qs’e gore Q,, ile farkh taraftadir. X @1, B’ye ait bir dogru parcasi olsun.
XQ1, Q2Q3 ve Q—1Q. in ikisini de kesmek zorundadir ve B’ye aittir. O halde X c¢okgende Q2 ve @,
arasmdadir. Fakat bu durumda X@Q; aym zamanda A® ’ya ve bu nedenle A’ya aittir. Celigki!

-7P2k+1)

Son olarak eger P,Q, R, S,T ¢okgende beg ardigik kose ise, A(p,g r) U A(r,s,1) 2n — 1 dogru pargas icerir.
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19.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2011

n>2ve B =1{1,2,...,n} olsun. Ay, As, ..., Ag; E nin altkimeleri olmak iizere, her 1 < i < j < k igin,
AinAj, AN Ay, Ain Al ve AjN A’ kiimelerinden tam olarak bir tanesi bos ise, & nin alabilecegi en biiyiik
degeri belirleyiniz.
[A, E nin bir altkiimesi ise, F nin A ya ait olmayan elemanlarinin kiimesini A’ ile gdsteriyoruz.]

(Selim Bahadir)

Coziim:

(Mehmet KAYSI)

Cevap: 2n — 3.

Timevarimla ispatlayacagiz. n = 3 iken, k < 3 oldugunu gormek kolay ve 3’e érnek de {1}, {2}, {3}. Farze-
delim ki n — 1 igin cevap 2n — 5 olsun.

n i¢gin k’nin en biiyiik degerini aldigi durumu ele alalim. { Ay, Ao, ... Ay} "ye koleksiyon diyelim. Koleksiyonda
bog kiimenin ve {1,2,...,n} nin olamayacag agik. Bu koleksiyon her ¢ igin, {i} ve {i} kiimelerinden tam
olarak birini igermek zorunda. Ikisini birden igeremez, ikisini de igermiyorsa bir tanesini ekleyerek koleksiyonu
biiyiitebilirdik.

A bu koleksiyondaki bir kiime ise, A’y1 silip, A 'ni eklersek tiim kosullar saglanmaya devam eder. O zaman
koleksiyondaki her kiimenin eleman sayisimin en fazla 5 oldugunu kabul edebiliriz. Tek elemanh olmayip en

az eleman sayisina sahip bir kiime A olsun. Genelligi bozmadan 1,2 € A varsayabiliriz. B bu koleksiyonda
{1} ve {2} diginda bir kiime olsun.

ANB =g ise, 1,2 ¢ B,

ANB =wise, ACB = 1,2 € B,

A'NB=wise, BC A, ama bu A ve B'nin seciminden dolayr miimkiin degil.

ANB =oise, AUB = {1,2,3,...,n}. n tekse, |A]|,|B| < ”7_1 oldugundan bu miimkiin olamaz. n ciftse,
tek olasi durum B = A" olmasidir, ama bu durumda da bahsi gecen dért kesigimden ikisi bos kiime olur.

Yani B, 1 ve 2'nin ya iksini de igerir, ya da ikisini birden igermez. O halde {1} ve {2} yi silip {1,2} yi bir
eleman gibi diiglintirsek, n—1 i¢in olan duruma gegmis oluruz. Oyleyse n i¢in cevap en fazla 2n—5+42 = 2n—3
olabilir. 2n — 3 i¢in de 6rnek: tiim tek elemanllar ve {1,2}, {1,2,3},{1,2,3,4},..., {1,2,3,...,n — 2}

D, ABC figgeninin [BC] kenar iistiinde kogelerden farklh bir nokta ve E, [CD] nin orta noktasi olsun.
E den BC dogrusuna ¢izilen dikme [AC] kenarm |AF| - |BC| = |AC| - |EC| kosulunu saglayan bir F'
noktasinda kesiyor. ADC {iggeninin gevrel cemberi de, [AB] kenarmi A dan farklh bir G noktasinda kesiyor.
AGF fggeninin gevrel gemberine F' noktasindan ¢izilen tegetin BGE ti¢geninin ¢evrel ¢gemberine de teget
oldugunu kanitlayiniz.

(Sahin Emrah)
Cozim 1:

(Mehmet Efe AKENGIN)
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ABC figgeninin A, B C koselerine ait acilar «, 8, olsun ve BC, AC, AB kenarlarinin uzunluklar da a, b, ¢
olsun.

A,G,D,C gembersel oldugundan, /GDB = /BAC = o, /BGD = /ACB = ~, /DFE = /EFC =
90° — ZECF =90° — ~....(*%)

AF -BC = AC - EC & B—C = B—C = 1, DE = EC = ak, AF = bk. Dolayisiyla FC = EC = ak
EC AF k cos7y  cosvy
b= AP+ FC = bk + 5 o = 287 )
cos 7y bcosvy+a

Sekle baktigimizda, FF nin AGF ve BGFE tiggenlerinin ¢evrel gemberlerinin ortak tegeti oldugunu ispatlamak
dogal goruniiyor. Yani /GFE = /GAF = o = ZGDB olmali, o da ancak G, F,E, D cembersel iken
miimkiin.

Fakat G, F, E, D gembersel & /DGE = /DFFE @ ZDGE = 90° — v & ZBGE = 90°. Yani, EF ortak

tegettir & AB1EG.
sinx _ GB _ sin(90° — B)
sin(180° — 3 —x) BE  sin90°

/GEB = z olsun. oldugunu ispatlarsak,

sinz - 8in 90° = sin(180° — 8 — z) - sin(90° — B)
1 1
g [—cos(90° + x) + cos(90° — z)] = 3 [cos(90° — x) — cos(270° — 23 — x)]
< c0s(270° — 28 —x) = cos(90° + ) & 270° =2 —2x =90+ <z =90° — 5

bulunur, ki bu da ZBGE = 90° demektir.
(1) 2

BE = a—ak=—% __ ve B noktasma gore A,G,D,C den gegen gember igin kuvvetten BG =
bcosy+a
1) 9
BD-BC a(a—2ak) —~= a*- (a—bcos~)
= = ol .
BA ¢ ¢ (bcosy+a) Sagtamiyor
Buradan,
a2
BE  GFbeosy BG  a—bcosy ccosf  sin(90° — )
BG @2 . a-beosy T pR o c ¢ sin90°

c a+bcosy

bulunur.
Dolayisiyla Z/BGE = 90°, yani EG 1 AB ispatlandi.
Yani E'F iki ¢cemberin ortak tegetidir.

Coziim 2:

(Mehmet KAYSI)

Sekle baktigimizda, FF nin AGF ve BGFE tiggenlerinin ¢evrel gemberlerinin ortak tegeti oldugunu ispatlamak
dogal gortuntiiyor. Yani /GFE = /GAF = a = ZGDB olmali, o da ancak G, F,E, D gembersel iken
miimkiin. Dolayisiyla “E'F ortak teget < G, F, E, D cemberseldir.” diyebiliriz. Simdi, G, F, E, D noktalarinin
cembersel oldugunu ispatlayalim:
ABC tiggeninin A, B, C koselerine ait acilar «, 3,7 olsun ve BC, AC, AB kenarlarimin uzunluklari da a, b, ¢
olsun.
A,G,D,C g¢embersel oldugundan, /GDB = /BAC = o, /BGD = LZACB = v, /DFE = /EFC =
90° — LZECF =90° — v ... (%)

BC BC 1

F den BC ye cizilen paralel AB yi H de kessin. AAHF ~ NABC den AH = ck bulunur. Dolayisiyla
AB
egitlikleri yerine yazarsak BC = BO = FHI|AC elde edilir.
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Yani HFCE bir paralelkenardir. /EHF = /FCE = /FDFE = H,D,E, F ¢emberseldir. Sonug olarak,
D, E,F,G, H cembersel bulunur, ispat biter.

xyz = 1 kogulunu saglayan tiim x, y, z pozitif gergel sayilar: icin,

1 1 1
<1
P I e L (L

oldugunu gosteriniz.
(Selim Bahadir)

Coziim 1:

(Mehmey KAYSI)

Cauchy-Schwarz egitsizliginden &tiirii herhangi b gercel sayist icin

(x+y20 _’_le)(lﬂb—l +y2b—20 + Z2b—11) > (ﬁb +yb +Zb)2

1 be—l _|_y2b—20 +Z2b_11
= <
T+ yQO + 211 (il}'b + yb + Zb)2

Benzer bicimde elde ettigimiz esitsizlikleri taraf tarafa toplarsak, 1’den kiigiik esit oldugunu gostermek is-
tedigimiz toplamin,

:L.Qbfl +y2b71 + Z2b71 +$2b720 +y2b720 +22b720 +x2b711 +y2b711 + Z2b711
((Eb + yb + Zb)2

kesrinden kiigiik veya esit oldugunu gostermis oluruz. Yani uygun bir b i¢in bu kesrin < 1 oldugunu gosterirsek
ispat tamamlanir.

Notasyon kolayligi igin f(a) = 2% 4+ y® 4+ z* olsun. O zaman bizim gostermek istedigimiz ifade
F(2b—1) + f(2b—20) + f(2b — 11) < £(2b) + 2(zy® + 2°2° +¢*2?)
Uc tane AGO uygulayarak (z%y" + 2%2% + y°2%) > f(%) oldugunu gérebiliriz. Ayrica acik bir sekilde 2%y +

222% + yb2% = f(—b). Bizim amacimiz

f(20— 1)+ f(2b—20) + f(2b—11) < f(2b) + f(=b) + f(g)(*)

oldugunu gostermek.
Lemma: r > s > 0 ise, f(r) > f(s) ve f(—r) > f(—s).

Ispat: s = 0 ise, ifade basit bir AGO. s > 0 ise, kuvvetler ortast esitsizliginden dolay1

fr)
3

f(s)
3

f(r)
3

)fz(@ul.

1
s

): > Yagr=1=(

(

)

> (

f(r) >3 ver > s oldugundan @ > @ olur.

= f(r) > f(s). @, y, z yerine sirastyla 2 =1,y =1, 271 koyarsak f(—r) > f(—s) olur.

b = 7 alalim. Lemmadan otiri

F(13) < F(14), F(=6) < F(~T)vef(3) < f(1) = (+) dogrudur.
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Cozim 2:

(Fehmi Emre KADAN)
Holder esitsizliginden
(xlo +y+ 1)(1,10 41 _’_210)(x+y20 +211) > (x7+y7+z7)3

Buradan da

1 < (x10+y+1)(x10+1+zlo)
(x+y?0+21) — (27 +y " +27)3

bulunur. Asagidaki esitsizligi ispatlamamiz yeterlidir.

(1,10 +y+ 1)($10 + 1 +Zl()) -1
pv (1’7 + y7 + 27)3 —
Son esitsizligi diizenlersek
D IFLEED DELED DEND DL pr e )
cyc cyc cyc sym cyc

haline dontigiir. Simdi ise agagidaki lemmalar: ispatlayalim:

Lemma 1: Her z > 0 gercel sayisi icin

241> 20 4 g

Ispat: 22! +1 > 220 4 2 & (2 — 1)(22° — 1) > 0 olur ve son esitsizlik saglanir.

Lemma 2: zyz = 1 sartin1 saglayan her z,y, z > 0 gercel sayilar1 igin

Zm14y7 > 221,10 10

sym cyc
ispat: Ifadeyi homojen hale getirirsek (14,7,0) > (% % %) oldugundan Muirhead esitsizliginden ispat

biter.

Lemma 3: zyz = 1 sartini saglayan her z,y, z > 0 gergel sayilar: icin

ispat: ifadeyi homojen hale getirelim. (14,7,0) > (?0, 1,—33, ?0) oldugundan Muirhead esitsizliginden ispat
biter.

Lemma 4: zyz = 1 Sartim saglayan her x,y, z > 0 gergel sayilar igin

Zx14y7 > 2Zx1o

sym cyc
ispat: ifadeyi homojenlestirelim. (14,7,0) > (4, 4L, 1) oldugundan Muirhead esitsizliginden ispat biter.
Lemmalar:1 kullanarak;

3+Zx20+2x§6+2x21 (1)

cyc cyc cyc
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N =

leoylo S Z x14y7 (2)
cyc sym

Z xloy < Z x14y7 (3)

sym sym
3
10 14,7
DIELELS pr 0
cyc sym

bulunur. (1), (2), (3) ve (4) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak

3+Z$20+3Z$10+Zx+leoy+zxmym§6+Z$21+3Z$14y7

cyc cyc cyc sym cyc cyc sym

buluruz. Son olarak
6+Zx21+3zx14y7 — (x7+y7+z7)3

cyc sym
oldugundan ¢oziim biter.

a; =5ven>1i¢n, a,r1 = ad —2a2 +2 olsun. p = 3 (mod 4) kosulunu saglayan bir p asal sayist ago1; + 1
sayisini boliiyorsa, p = 3 oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)
Coziim 1:

(Muhammed Zahid OZTURK)
Vn igin a, + 1 in 4k + 3 formunda bir asal boleni var ise 3 oldugunu gosterelim.

— 3 2
41 — 2 = a;, — 2a;,

an+1727 2

apn, — 2 "

apt1 — 2  ap —2 a2—2_a2 2 2

n—2 Qno1—2 a1 —2 notn—lre Tl

ny1 =2 5 5 2

—5 = QL _q...0]
=>an+1—|—1:3[a%-a%71...a%+1].

plani1 +1=p|3 yadapla?-a2_,...a? + 1.

Ik durumda p = 3 olmak zorunda.
Ikinci durumda,

(@n - an_1...a1)*> =—1( mod p)

(—-1)"z"( mod p)

P

= [(an CQp_1 .- al)z} 2
=1= (—l)pT_l( mod p)

—1 .
pT ¢ift olmalidir. Oyleyse p = 4k 4+ 1 formuda olmak zorundadir, 4k + 3 formunda olamaz.
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(6]

Cozim 2:

.. g — 2
Coziim [Lokman GOKCE]: Verilen bagmtiy1 diizenlersek a,+1 — 2 = a2(a, — 2) olup % = a2
yazilir. Simdi n ye 1 den 2010 a kadar deger vererek elde edilen ifadeleri taraf tarafa carparsak, esitligin sol

. . o ao11 — 2 . -
tarafl bir teleskopik ¢arpim oldugundan 5 = a?-a3--- a%ow olur. Bir  tam say1s1 igin a?-a3 - - - 05010 =
a] —

22 olarak yazilabilir. a; = 5 oldugundan asg1; — 2 = 322 olup

as11 + 1= 3(1‘2 + ].)

bulunur. agg11 + 1 sayisinin p = 3 asalina boliindiigi aciktir.

Kogullara uygun bagka p asali olmadigim ispatlamak igin geligki metodunu kullanalim. p = 3 (mod 4) ve
p # 3 olan bir p asali igin p | (age11 + 1) oldugunu kabul edelim. Bu durumda p | 3(z? + 1) olup p # 3
oldugundan p | (22 + 1) dir. Dolaysiyla 22 = —1 (mod p) dir. Fakat kare kalanlar ve Legendre sembolii igin

-1
temel bir 6zellik olarak p = 3 (mod 4) formunda bir asal say1 iken <> = —1 dir. Yani 22 = —1 (mod p)
b

denkligini saglayan x tam sayisi1 yoktur, celigki! ispatl igin 4n+1 Asal baglantisina bakilabilir. O halde
p | (a2011 + 1) ve p =3 (mod 4) kosullarima uygun biricik asal say1 p = 3 tiir.

M ve N diizlemde yer alan diizgiin digbtlikey ¢okgensel bolgeler olmak tizere, ug noktalardan biri M ye, digeri
de N ye ait olan dogru pargalariin orta noktalarmmdan olugan kiimeyi K (M, N) ile gosterelim. K (M, N)
nin de diizgiin digbiikey ¢okgensel bir bolge olmasimi saglayan tiim (M, N) ikililerini belirleyiniz.

(Selman Erol)

A iilkesindeki 2011 kent ile B iilkesindeki 2011 kent arasinda karsilikli ugak seferleri yapiliyor. Iki kent
arasindaki seferleri yalnizca bir hava yolu sirketi igletebiliyor ve bir kentten c¢ikan seferleri en ¢ok 19 farkl
hava yolu sgirketi igletebiliyor. Uguslar hava yolu sirketleri arasinda bu kosullar1 saglayacak bigimde nasil
paylagilmig olursa olsun, yalnizca bir tek hava yolu sirketinin uguslarini kullanarak herhangi ikisi arasinda
gidebilecegimiz k£ kent bulunuyorsa, k nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
Coziim:

(Yunus Emre DEMIRCI)
Once 212 i¢in 6rnek verelim.

A daki ve B deki kentleri, her iki iilkede de 16 tane 106 kent ve 3 tane 105 kent olmak {izere 19’ar gruba
aywalim. Bu gruplar arasindaki uguglar1 farkli havayolu sgirketleri kontrol etsin (Uguglar bir ilkeden digerine
oldugu i¢in toplam 192 havayolu sirketi olmasi gerekir). Bu durumda ayni havayolu sirketi kullanilarak en
cok 212 kente ulagilabilir.

Simdi uygun havayolu ile her zaman 212 kente ulagmanin miimkiin oldugunu gosterelim.

1€ {1,2,...s} olmak iizere, havayolu sirketi degigtirmeden ulagilabilen kentlerin kiimesi K, kentlerin sayisi
ise k; olsun (bir havayolu sirketi igin birden fazla kiime bulunabilir). Soruda verilen sarttan dolay: her kent
en fazla 19 kiimenin iginde olabilir. Yani, toplamda 4022 kent oldugundan, > ; k; < 402219 dur.

. 2

Ote yandan, i havayolu sirketi, K; ’de bulunan kentler arasinda en fazla %’ ucus diizenleyebilir. Toplam ucus
sayist 20112 oldugundan Y., ]1—? > 20112, yani >, k? > 420112 olur.

Simdi, k; 'lerden en az biri 212’den biiyiikse ispat biter.

Hepsinin en ¢ok 211 oldugu duruma bakalm. Yani, >, k; < 4022 - 19 ve k; < 211 iken, Y., k7 nin
alabilecegi en biiyiik degere bakalim. a > b > 0 iken, (a + 1)? + (b — 1)? > a® + b? oldugundan, Y, k?
en biiyiik degerini k; lerin hemen hemen hepsi 211 iken alir. 363 - 211 > 4002 - 38 oldugundan 363 - 2112 >
S k2 > 4-20112 olur. Fakat 363 - 2112 < 4 - 20112 oldugundan, bu durum miimkiin degildir.

1=1"
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20. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2012

Her n pozitif tam sayisi i¢in P(n!) = |P(n)|! kogulunu saglayan tiim tam say1 katsayili P(z) polinomlarim
bulunuz.

(Fehmi Emre Kadan)
Cozim:

Oncelikle eger sonsuz z igin P(z) = Q(z) esitligi saglaniyorsa P ve@ polinomlarinin her z igin birbirine egit
oldugunu hatirlatalim.

Simdi n yerine sirasiyla 1 ve 2 koyalim: Buradan P(1) = |P(1)|! ve P(2) = |P(2)]! esitliklerini elde ederiz.
Buradan da P(1), P(2) € {1,2} oldugu kolayca goriiliir. Simdi durumlar inceleyelim:

1. Durum: P(2) = 1. Her n pozitif tamsayis1 igin P(n!) = |P(n)|! > 0 oldugundan n yerine herhangi bir
m pozitif tamsayisi i¢in m! koydugumuzda esitligimiz P((m!)!) = |P(m!)|! = P(m!)! halini alir. Yani kisaca
P(n!) = P(n)! olur. Bezout Teoremi’'nden n! — 2| P(n!) — P(2) = P(n)! — 1 oldugunu sdyleyebiliriz. m > 2
i¢in n! — 2 ¢ift olur, bu nedenle P(n)! — 1 de ¢ifttir. O halde P(n)! sayisi tek olmali. Buradan P(n) € {0,1}
oldugunu soyleyebiliriz. (Clnki P(n) > 1 igin P(n)! sayis1 daima ¢ift olur.) Ancak bir ¢ € {0,1} tamsayisi
icin P(x) = ¢ olacak gekilde sonsuz x tamsayis1 bulunabileceginden her = tamsayisi icin P(x) = ¢ olur. Ve
P(2) =1 oldugundan her z i¢in P(x) = 1 bulunur.

2. Durum: P(2) = 2 ve P(1) = 1. Yine Bezout Teoremi’ni kullanarak 5 = 3! — 1| P(3!)— P(1) = |P(3)|!-1
ve 4=3!—2|P(3!) — P(2) = |P(3)|'! — 2 oldugunu buluruz. Eger |P(3)| > 3 ise |P(3)|! — 2 4’e boliinmez.
Eger |P(3)| < 3 ise |P(3)|'! — 1 sayis1 5’¢ boliinmez. O halde |P(3)] = 3 olmalidir. Bu nedenle P(6) =
P(3!) = |P(3)|! = 6 olur. Aym gekilde P(6!) = 6!, P((6!)!) = (6!)! bulunur ve i¢ ige faktoriyelleri kullanarak
P(z) = z sartim saglayan sonsuz z elde ederiz. Dolayisiyla, sonsuz a tamsayisi i¢in P(z) = x oldugundan
her z tamsayisi igin P(z) = x olur.

3. Durum: P(2) = P(1) = 2. Bezout Teoremi’nden 5 = 3! — 1| P(3!) — P(1) = |P(3)|! — 2 oldugu goriiliir.
Bu durumun saglanmas igin |P(3)| = 2 olmaldir. Bu nedenle bir énceki durumda yaptigimiz gibi P(6) =
P(3!) = |P(3)|! = 2 olur. Aym sekilde P(6!) = 2, P((6!)!) = 2 olur. Buradan da P(z) = 2 ¢éziimiint buluruz.

O halde verilen esitligi saglayan P(x) = 1, P(z) = 2, P(x) = x olmak fizere li¢ polinom vardir.

ABC, |AB| = |AC| kosulunu saglayan bir ikizkenar iiggen ve D, A ya ait yiiksekligin ayagi olmak tizere,
ADC iiggeninin ig bolgesindeki bir P noktasi m(ﬁ) > 90° ve m(@)—km(@) = m(P/C’§) kogullarini
sagliyor.

CPNAD = {Q} ve BPN AD = {R} olsun. [AB] istiinde yer alan bir T noktas: ile [AP tstiinde ve
[AP] disinda yer alan bir S noktasi,, m(TRB) = m(DQC) ve m(PSR) = 2m(PAR) kosullarimi saghyorsa,
|TR| = |RS| oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)
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Coziim:

/PAR = o,/PBC = 3 ve ZBAD = 0 diyelim. O halde ZQBR = « olur. Simdi ABC ii¢ggeninde P
noktasina gore Trigonometrik Seva Teoremi'ni uygulayalim:
sin(f + «) cos(a+ B+ 0) sin 8
sin(f — a) sin(a + ) cos(8 + 0)

=1 1)

2cosz - siny = sin(x + y) — sin(x — y) 6zdesligi kullamlarak;

2cos(a+ B+ 0)sinf =sin(a + 28 + ) — sin(a + 6),

2sin(a + B) cos(B + 0) = sin(a + 28 + 0) — sin(6 — «)

egitlikleri elde edelir. Simdi bu esitlikleri (1)’de yerine yazarsak ilk esitligimiz
sin(6 + o) sin(a + 28 +6) —sin(a + 6)

sin(f — ) sin(a+ 28+ 6) —sin(f — «) =1

haline gelir.

Bunu da diizenleyerek sunu elde ederiz:

(sin(f + a) — sin(f — ) sin(a + 26 + ) = sin®(0 + a) — sin?( — a)
sin(a 4+ 28 + 0) = sin(f + «) + sin(f — o) = 2sinf cos (2)
Bir de AT'S iiggeninde R noktasina gore Trigonometrik Seva Teoremi uygulayalim:

sin(a +28+0) sina  sin ZRST

sin 0 “sin(20) sin ZRTS ®)

sin(2a) = 2sina - cosa ve (2)’den dolay: sin(a + 28 + 0) = 2sinf cos « oldugunu (3)’te yerine yazarsak
sin ZRST = sin ZRT'S esitligini elde etmis oluruz. Bu da |[TR| = |RS| oldugunun ispatidir.

Tim x,y gergel sayilar igin,

Q) f(f@) +y+ fly) =2>+2f(y) ve
(i) = <y = f(z) < f(y)

kosullarini saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarini belirleyiniz.
(Fehmi Emre Kadan)
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Coziim:

Tek ¢oziim f(z) = « tir.

ilk 6nce f’nin birebir fonksiyon oldugunu kamitlayalim. (i)’de y yerine 0 koyarsak esitlikf(f(z2) +
f(0)) = 2% +2£(0) olur. Her a > 0 igin,

f(f(a) + f(0)) = a+2f(0) (1)
oldugunu soyleyebiliriz. Bu da f’nin negatif olmayan reel sayilar i¢in birebir oldugunu gosterir. Simdi tiim
sayilar igin birebir oldugunu gosterelim. y; ve yo keyfi reel sayilar olsun. (i)’den dolay1 herhangi sabit bir y
sayist icin f iistten siurh degildir. Eger f(y1) = f(y2) ise (i)’den dolayr f(f(z?) +y1 + f(y1)) = f(f(z?) +
Y2 + f(y2)) olur. Yeterince biiyiik bir = icin f(22) +y1 + f(y1) ve f(2?) + y2 + f(y2) pozitif olur ve buradan
da y; = yo olur.

Simdi f(0) = 0 oldugunu ispatlayalim.
Eger f(0) < 0 ise; (1)’de a = —2f(0) yazalim.(a negatif olmayan bir say1 oldugundan bunu yazabiliriz.)
f(f(=2f(a)) + f(0)) = 0 olur. Buradan bir ¢ sayis1 i¢in f(c¢) = 0 oldugunu séyleyebiliriz. Eger (i)’de de
x = 0 ve y = ¢ koyarsak f(f(0) + ¢) = 0 oldugunu buluruz. f birebir fonksiyon oldugundan dolay: da
f(0)+ ¢ =cyani f(0) =0 olur.
Eger f(0) > 0 ise; (¢)’de z = y = 0 koyalm. f(2f(0)) = 2f(0) bulunur. Simdi (1)’de a yerine 3f(0) =
f(0) + f(2f(0)) yazahm. (a negatif olmayan bir say1 oldugundan bunu yazabiliriz.) Bu durumda esitlik
fla) = f(f(0) + f(2f(0))) = 2f(0) + 2f(0) = 4f(0) olur. Her iki tarafa f(0) eklersek f(f(a) + f(0)) =
f(5f(0)) =3f(0) +2f(0) =5f(0) (Bir defa (1)’i kullandik.) olur.
Simdi (¢)’de © = 0 ve y = 2f(0) yazarsak; f(5f(0)) = 4f(0) olur. Bu durumda f(5f(0)) iki farkli deger alr
ve 4f(0) = 5£(0), f(0) = 0 olur.
Bu durumda (1)’de f(0) yerine 0 koyarsak her a > 0 igin f(f(a)) = a olur. (i)’de z yerine 0, y yerine f(a)
koyarsak f(f(a)+ a) =2f(f(a)) = 2a olur. Bir de z yerine 0, y yerine a koyarsak f(a + f(a)) = 2f(a) olur
ve her a > 0 i¢in

fla)=a (2)
olur.

Herhangi bir yo igin 202 + yo + f(y0) > 0 olacak sekilde xo bulunur. O halde (i)’yi ve (2)’yi kullanarak
F@3 +yo+ f(yo)) = 22 + vo + f(yo) = 22 + 2f(yo) esitligini elde ederiz. Buradan da her z i¢in f(z) = z
oldugunu goriiriiz.

Tim z,y, z pozitif gergel sayilari icin,

2z —y) | yQ2y—=2)  2(22—z)

vzt w) 2wty T eyra)

oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)
Cozim 1:

(Lokman GOKCE)

2z —y)  yQRy-—=z)  2(2z—2)

2z ta) 20ty aly+e)
tsizlik a—1+2b—1 +20—1

S 0¥ 1 T 2a+1 2641

2a—1 2b—1 2c-—1

2Z+ 1 + a1 + 22 1 > 1 ( esitsizliginde payda esitleyip diizenlersek)

= 8a?b + 8b%¢c + 8c2a + 4a? + 4b? + 4¢® > 8abc + 4ab + 4be + 4ca + 4da + 4b + 4e + 4 (abc = 1 yazar ve
a? 4+ b% +¢® > ab + be + ca esitsizligini kullanirsak)

> 1 egitsizliginde r_ a, ¥ _ b,E = ¢ doniigiimii yaparsak abc = 1 olup
Y z x

> 1 gekline dontisiir.
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= 2a%b + 2b%c + 2c’a > a + b+ ¢ + 3 (aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden a?b + b%c + c?a > 3
oldugundan)

= a?b+b%c + c?a > a + b+ c elde edilir. Bu esitsizlikte tekrar r_ a, = =b,— = ¢ yazip duzenlersek
Yy

SRS

z
T
m3+y3+z32x22+22y+y2x

elde ederiz. Bu esitsizlik ise (z,y, z) ve (22,32, 2?) iicliileri i¢in yeniden diizenleme esitsizliginin uygulanmasi

olup, esitsizlik dogrudur.

Esitlik durumu yalnizea @ = y = z durumunda saglanir.
Cozim 2:

(Hiiseyin Emekgi)

22

2z —y)  y(2y—2) z(2z—w):Z _Z Ty
y(2z+2x) 22x4y) z(2y+ 2) 2yz + zy 2yz + 1y
2
> 2(x+y + 2) _Z Ty
3(xy + yz + zx) 2yz + xy
2 2
_ 2 +y+2) _(3_2 2yz - 2@+y+2)° +Z 2yz 51
3(zy + yz + 2x) 2yz + xy 3(zy + yz + zx) 2z + 1y
x4y +2)? z x4y +2)? z T
. _(zty+2) 'y _ (rty+2) N Ly
3(zy + yz + zx) 2uz+axy  Blay+yz+zz) 2z+x 24y 2y+z
(z+y+2)? z x y (z +y+2)* (z +y+2)*
+ = 24 2 1 .2
ey+yz+zx) 2242 2x+y 24z 3zytyz+zz) 2@2+y?+22)+ay+yz+zx
(z+y+2)? ! + ! > (z4y+2) ! >
= (z z x z :
Y 3(ry+yz+zx) 2@2+y*+22)taytyzt+zz] Y dlay+yz+zz)+2(x2+y>+22) ) —

20z +y+ 2)?

>1

d(axy +yz + zx) + 2(22 + 9

Bu ifadenin dogru oldugu aciktir. ispat biter.
r; € 1,2,..
gosterelim.

Bir S C P altkiimesi, her (z1, z2,..

.,20,(1 < ¢ < 2012), bigimindeki tiim (1,22, ..

.7182012) es iQiIL

+22) ©

., T2012) 2012-lilerinden olugan kiimeyi P ile

yi < xi(1 <4 <2012) = (y1,92,---,Y2012) €S
kosulunu saghyorsa, S ye algalan kime
z; <yi(1 <i<2012) = (y1,92,- .., Y2012) €S

kosulunu saghyorsa da, S ye yikselen kiime diyelim.

A ve B bog olmayan sirasiyla bir alcalan ve bir yiikselen kiime olmak iizere, |[ANB|/ (JA| - | B|) nin alabilecegi

en biiyiik degeri belirleyiniz.
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Coziim:
1
Cevap, W
Daha genel halini K = 20, n = 2012 degiskenlerini kullanarak ispatlayalim.
1 1
A = P veya B = P oldugunda |[AN B|/(|A] - |B|) = Pl = Zon oluyor.

1
Herhangi A algalan, B yiikselen kiimeleri i¢in |A N B|/ (|A] - |B]) < T oldugunu tiimevarimla gosterelim.

n=1igin, A={a1: 21 eN;1 <z <a3 <K} ve B={z1:21 € N,;1<b <2 <K} olsun.
iddia: |4| - |B| > K - |AN B

ispat:
|A|-|B] > K-|ANB]
al(K—b1+1) 2 K(al—b1+1)
K-a1—aiby+a; > K-ag—K-bj+K
K~b1—K—a1b1—|—a1 Z 0
(K—a)bi—1) > om

n — 1 icin esitsizlik dogru olsun. Yani n — 1-lilerden olusan herhangi A’ alcalan ve B’ ylikselen kiimeleri icin
1

|[A"nB'|/(|A]-|B']) < Tl olsun.
(x1,2a,...,2,) ¢oklularindan olugan A al¢alan kiimesini z,, sayisina gore gruplandiralim. 4; ile x,, = i olan
grubun son elemanin atilmasiyla olugan n — 1-liler kiimesini gosterelim.
. K
Oncelikle |A] = > |A;| ve her A; nin al¢alan oldugunu fark edelim.

i=1
A;41 in bir elemani (21, 29, ..., Tp—1) olsun. (x1,29,...,2,—1,i+1) € Aise al¢alanlik tammmindan (x1, 2, ..., Tn_1,1) €
A, dolayisiyla (z1,x2,...,2,-1) € A; olacak. Bu durumda A; D Ay D -+ D Ak olur.

Benzer sekilde, (1,22, ...,%,) ¢oklularindan olugan B yiikselen kiimesini z,, sayisina gore gruplandiralim.
B; ile x, = ¢ olan grubun son elemanin atilmasiyla olusan n — 1-liler kiimesini gosterelim. Her B; yiikselen

K
ve |B| = > |B;| olacaktir. Alcalan 6rnegine benzer sekilde By C By C -+ C Bg.

=1

n — 1-liler i¢in dogru kabul ettigimiz esitlikten

|ANB| = Z|A NBil < & 1Z\A| (1)

elde edilir.
|A1] > |As| > -+ > |Ak]| ve |Bi| < |Bs| < -+ <|Bk| oldugu igin Chebyshev Esitsizliginden

Z|A| Bil< - (Z|A|) <§;Bil>=[1(~lAl~lB )

elde ederiz.
(1) ile (2) yi birlestirirsek .
ANB| < =14 |B
sonucuna ulagiriz. W
Kaynak:
Turkish Mathematical Olympiad 2012 Kitapgig:

Kleitman’s Lemma
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@ Sirasiyla, [AE] ve [AF] dogru pargalar iistiinde yer alan B ve D noktalar i¢in, ABF ve ADFE {iggenlerinin
A kogelerine ait dig teget gemberleri aynidir. Bu ¢emberin merkezi I, [BF]) N [DE] = {C} ve IAB, IBC,
ICD, IDA, TAE, IEC, ICF, IF A iiggenlerinin ¢evrel ¢cemberlerinin merkezleri sirasiyla, Py, Py, P3, Py,
Q1, Q2, @3, Q4 olsun.

(a) P1, Py, P3, Py noktalarinin ve Q1, Q2, Q3, Q4 noktalarinin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.

(b) Bu c¢emberlerin merkezleri sirasiyla, O ve Os olmak iizere, O1, O, I noktalarimin dogrudag oldugunu
gosteriniz.

(Ufuk Kanat)

Coziim:

(a) Coziimiin daha anlagilir olmasi igin bahsi gegen liggenlerin gevrel gember merkezlerinin bulunusunu ayrica
irdeleyelim.
ABC bir tiggen ve I, A kiogesine ait dig teget cemberin merkezi olmak {izere; ABI {i¢geninin gevrel
gember merkezi IC iizerinde ve benzer sekilde, ACT ve BCI iiggenlerinin de sirasiyla I B ve I A iizerinde
olacaktir. Bunu agagidaki ornek sekilde acilar arasindaki iligkileri inceleyerek gorebiliriz.

Bu agiklama yardimiyla (I AB) ile (IC' D) gemberlerinin merkezleri olan Py ve Ps , I'F {izerinde , (IBC)
ile (IDA) ¢emberlerinin merkezleri olan P, ve P, , IE {izerinde olacaktir.

Benzer gekilde (TAE) ile (ICF) gemberlerinin merkezleri olan Q1 ve Qs , I D tlizerinde, (IEC) ile (IF A)
cemberlerinin merkezleri olan Q5 ve Q4 , I B iizerinde olacaktir.

Ayrica aciortayin agisal 6zelliklerinden;

/ZBIA=/CID = £BFA =«

ve

ZBCE _ /DCF
2 2

ZEIB =

= /FID = §

olur.
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Buraya kadar bulunanlar ile

AP AT ~ AP,CI,APyAI ~ AP;CI, AQ1 Al ~ AQoCI, AQ.AI ~ AQ3CI

benzerliklerinin varligimi gorebiliyoruz. Simdi bu benzerliklerin getirdigi oranlar1 yazalim.

ALl _ [IPy| _ |IP)]
|ICI|  |IP|  |IPs

AP, AI ~ AP,CI,AP,AT ~ AP;CT = = |IPs|-|IP| = |IPy| - |IPy| (1)

ALl IQi] _ |1Q4
CI] ~ 11Qa] ~ 11Qs]

AQLAI ~ AQ2CI, AQLAT ~ AQ3CT = = [1Qs] - [1Q1| = [1Q2| - [IQ4] (2)

(1) ve (2) de bulunan esitlikler bizden istenenin dogrulugunu gostermektedir.

(b) Py, P3,Q2, Q3 noktalar1 [IC] 'min, Py, Py, Q1, Q4 noktalar: [IA] 'min orta dikme dogrusu tizerinde bulu-
nurlar. Orta dikmelerin [IC]ve [IA] m kestigi notalar sirasiyla H; ve Hp ile gosterelim.

AIO205 ~ ATO,04 (3)

ve

AIP,Py ~ AP, P, (4)

benzerliklerini inceleyecegiz.
(3) benzerligi i¢in tiggenleri gevrel gember yarigaplar: sirasiyla 71 ve ro olsun.Buna gore;
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‘AH1| - T1
‘AH2| o T2 (5)

(4) benzerligi igin tiggenlerin gevrel ¢ember yarigaplar sirasiyla Ry ve Ro olsun.Buna gore;

|AHy| Ry

|AH,| R, ©)

“Bir tiggende yiiksekligin izogonal eglenigi olan dogru,iicgenin cevrel merkezinden gegmektedir”. Agagida
verilen gekilde AH ile AO izogonal egleniktir yani ; ZBAH = ZC'AO

Buna gore, AIQ2Q3 ve AIP,P; nin gevrel merkezleri bu tiggenlerin yiiksekligi olan AH; in izogonal
eslenigi AH> {izerinde bulunurlar.
Benzer gekilde, AIQ1Q4 ve AIP; Py nin gevrel merkezleri de bu iiggenlerin ytiikseklikleri olan AHs nin
izogonal eslengi AH; lizerindedir.

(IQ2Q3), (IPyP3), (1Q1Q4), (I P Py) cemberlerinin merkezleri sirasiyla K, L, M, N olsun.

MOs L PPy,NO; L PP, oldugundan AHs || MOs || NO; dir.

LO; L PP, KOy 1 PyP5 oldugundan AH, || KOs || LO; dir.

Buradan ITKOsM ile ILO, N doértgenlerinin birer paralelkenar oldugunu goériiyoruz.

[IK|=7r1,|IL| = Ry,|IM| =rq,|IN| = Ry

degerleri icin (5) ve (6) esitliklerini de gbz Oniine alirsak, temel benzerlik O; — Oz — I noktalariin
dogrusalligini gercekler.
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21. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2013

[AB] gapli bir w; ¢emberi ile A merkezli bir wy cemberi C' ve D noktalarinda kesigiyor. wy gemberinin iistiinde,
w1 gemberinin diginda ve AB dogrusuna gore C' ile ayni tarafta yer alan bir E noktasi i¢in, BE dogrusu
wy ¢emberini ikinci kez F' noktasinda kesiyor. wy ¢emberinin iistiinde ve bu ¢emberin C' den gegen ¢apina
gore A ile aym tarafta olan bir K noktas1 2|CK]| - |AC| = |CE| - |AB| kosulunu saghyor. KF' dogrusu wy
gemberini ikinci kez L noktasinda kesiyor.

D noktasimin BE dogrusuna gore simetriginin, L, F' ve C' noktalarindan gecen gemberin iistiinde oldugunu
kanitlayiniz.

(Sahin Emrah)
Coziim:

AB gaph ¢cemberin merkezi O, D nin BE ye gore simetrigi D', C'D nin orta noktasi M, DD’ iin orta noktasi
N olsun.

AC = AE = r ve KO = KC = R olsun. Sorudaki esitlikten CK/EC = R/r elde edilecektir. Bu da
AEAC ~ AKOC demektir.

/EAC = Z/ZKOC =2 ise, ZKDC = ZEDC = « dolayisiyla da E, K, D noktalar1 dogrusal olacaktur.

ZEKC =20 dersek, ZECK =90° — 0§ ve ZKCD = 26 — «, dolaysiyla da ZECD =90°+60 —a=ZEFD
olacaktir. ZFND = 90° oldugu i¢in, ZFDN =6 — a ve DN = ND' oldugu i¢in de ZFD'N = 0 — « dur.

ZEKC = 26 demistik. Bu durumda ZCBD = 20 ve ZMBD = 6 dir.

/DMB = /DNB = 90° oldugu i¢in D, M, N, B noktalari gembersel, yani /M ND = /M BD = 0 olacaktir.
CM =MD ve DN = ND’ oldugu i¢gin MN || CD’ ve ZCD'D = ZMND = 6 dur.

/FD'D = 0 — « oldugunu gostermistik. Bu durumda /CD'F = /CD'D — /FD'D = o = ZCLK oldugu
icin C, D', L, F noktalar1 cemberseldir.

m pozitif bir tam say1 olsun.

(a) 1+ km3 sayismm bir tam kiip olmasini ve 1 + kn® sayilarmin hicbir n < m pozitif tam sayist igin bir
tam kiip olmamasimi saglayan sonsuz c¢oklukta k pozitif tam sayis1 bulundugunu kanitlayiniz.

(b) p = 2 (mod 3) kosulunu saglayan bir p asal sayisi ve bir r pozitif tam sayisi igin, m = p” ise, (a)
kismindaki kogulu saglayan tiim & pozitif tam sayilarini bulunuz.

(Sahin Emrah)
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(6]

n hava yolu girketinin ve 100 kentin bulundugu bir iilkedeki kentlerden bazilar1 arasinda karsilikli olarak
toplam 2013 ugak seferi yapiliyor. Bu seferleri kullanarak bu kentlerden herhangi birinden bir digerine gitmek
olanakli olup, birinden digerine dogrudan veya tek aktarma ile gidilemeyen en az iki kent bulumaktadir. Bu
iilkedeki herhangi iki kent arasinda tek bir girketin ugusglarini kullanarak gitmek miimkiinse, n nin alabilecegi
en biiyiik degeri belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

2™ +n = m! esitligini saglayan tiim (m,n) pozitif tam say1 ikililerini belirleyiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

p | n olsun. p # 2 sayis1 2" yi bélmez. O halde m! i de b6lmez. Buradan n nin her asal béleni p igin p > m
elde edilir.

(i.) n nin 2 harig en az iki asal boleni olursa p, ¢ onlardan ikisi olsun, n > pg > m? elde edilir. m! > 2™ +m?
olmaldir. Ancak (m tane 2™ nin garpimi) 2m® —2mm...9m > 12...m o halde buradan celigki.

(ii.) n = p®.2° olmalidir. @ > 1 ise p > m den dolay1 n > m® dir. a > 2 ise n > m? olur ki celigki gelecegini
az once ispatlamistik. O halde a = 1 olmalidir. n = p.2% olur. p # 2 oldugundan 2° || m! olur. O halde m
de tam olarak b tane 2 carpani olmahdir. Ancak m > 2° oldugundan celigki. n = 2% olmas1 gerekir. m > 3
oldugundan m! in ¢ift oldugunu biliyoruz. O halde 2°° + p® ¢ift olmali. p = 2 olmali. 22 + 2* = m! olmal.
m > 3 igin 3 | m! oldugundan 3 | 22" + 2% o halde a tek olmali. m > 5 icin 5 | 22° 4 2% olmal.. a = 1 ise
5 ile boliinmez. @ > 2 icin 22 = 1 (mod 5) yani 2* = 4 (mod 5) olmal. Ancak a tek oldugundan celigki!
m = 3,4 olabilir. m = 3 igin n = 2 saglar.

(iii.) n = 1 olabilir. Buradan ¢oziim yoktur.

(3,2) tek koktiir. Ispat biter.

Tim a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: i¢in,
a® 4+ b3 + ¢ — 3abe > M (ab® + bc?® + ca® — 3abe)

olmasini saglayan en biiyilk M gercel sayisini belirleyiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Coziim:

Genelligi bozmadan a bu sayilarin en kiicligii olsun. b = a + v ve ¢ = a + v ve uw,v > 0 olsun. Buradan

a® +b® + 3 — 3abc — M (ab? + bc? + ca® — 3abe) = a(3 — M) (u? —uv +v?) +u® — Muv? 4+ v3 > 0 elde edilir.
)

a=b=2,c=11ign 3 > 3 > M olur. Ayrica u? — uv +v? > 0 dir. a(3 — M)(u? — uwv +v?) > 0 idir. A.G.O

3
dan v + 2 =u3+2- <U> > aimﬂ oldugundan 3i > M elde edilir. Ancak esgitlik durumu bulamadim.

2 V4 V4

Yardime: olabilecek varsa sevinirim.

Diizlemde yer alan ve aralarindaki uzakliklar pozitif tam sayilar olan P, Ps, ..., P, noktalarindan her biri
igin, diger noktalarin bu noktaya olan uzakliklar1 azalmayacak bigcimde siralandiginda olusan dizi hep ayni
ise, n nin alabilecegi tiim degerleri belirleyiniz.

(Selim Bahadir)
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Coziim:

Py, P, ..., P, noktalarmim agirhik merkezi G olsun. Leibniz Teoremine gore herhangi M noktasi igin
zn:MP? _1 > PP} +n-MG.
i=1 ton 1<i<j<n o

M yerine sirasiyla Pi, P, ..., P, noktalarini koydugumuzda PG = P,G = - - - = P,,G elde ederiz.

Bu durumda, Py, Ps, ..., P, noktalari cemberseldir.

Genelligi bozmadan bu noktalarin ¢ember {izerinde saat yoniinde P, — P> — --- — P, seklinde dizildigini
kabul edelim.

Her P; i¢in ona en yakin iki nokta P;_y ve Py dir. (Py = P, ve P11 = Py)
Her i icin s6z konusu uzunluklar dizisinin en kiigiik iki elemani aymi olacagi igin P, Ps... P,, kenarlar

2
a,b,a,b, ... a,bolan bir kirigler n—geni olacaktir. Bu durumda ¢okgenin bir dig agis1 T olacaktir.
n

Cokgenin en kiigiik kogegeni Kosiniis teoreminden

2
Pi_1P»2+1 =a% 4+ b% + 2ab - cos ]
n

3

seklinde bulunur. Bu durumda cos 2% nin rasyonel olmas: gerekmektedir.

Niven Teoremi veya buradaki sorunun ¢oztimiinden n = 1,2, 3,4, 6 olmasi gerekir; ama yeterli degildir.
n = 1,2 i¢in herhangi bir konfigiirasyonun sorudaki durumu sagladig1 agiktir.

n = 3 igin li¢gen egkenar olmalidir.

n = 4 i¢in Py P, P3P, bir dikdortgendir. Kosegenlerin tam say1 olmasi i¢in kenarlar 3 — 4 — 3 — 4 gibi bir
pisagor ticliisiiniin en kiigiik iki elemanindan olugmali.

n = 6 icin kirigler altigeninde P; P, P3P, taban acilari 60° olan bir ikizkenar yamuk olacaktir. Py P, = a ve
P, P3; = b olmak tizere; PLPy = a + b ve PiPy = P,Py = v/a? + b% + ab olacaktir. Kenarlar1 tam say1 ve bir
acist 120° olan birgok tiggen vardir. Bunlardan biri, 3 — 5 — 7 {icgenidir. Yani 3 — 5 — 3 — 5 — 3 — 5 kirigler
altigeni de istenen konfigiirasyonlardan biridir.

Toparlarsak, n € {1,2,3,4,6} dir.

Kaynak:

AoPS

Romanian Masters In Mathematics 2011/P5
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22.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2014

Bir torbada {istlerine 1 den 2014 e kadar tam sayilar yazilmig 1007 siyah ve 1007 beyaz top bulunuyor.
Her adimda torbadan 1 top ¢ekerek masanin iistiine koyuyoruz ve istersek, o an masanin iistiinde bulunan
toplardan farkl renklerdeki herhangi ikisini seg¢ip diger bir torbaya koyabiliyoruz. Bunu yaparsak, bu iki
topun tistlerinde yazili olan sayilarin farkinin mutlak degeri kadar puan kazaniyoruz. 2014 adim sonunda en
fazla kag puan toplamay: garantileyebilecegimizi belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
Coziim:

Cevap 10072 = (2014 + ...+ 1008) — (1 + ...+ 1007) dir, daha fazla olamayacag1 toplamdan dolay1 agiktir
(1007 adet pozitif say1 ile 1007 adet negatif sayimin toplamindan olusacagindan)

Toplar1 en fazla 1007 olan beyazlar KB, en fazla 1007 olan siyahlar KS, en az 1008 olan beyazlar BB
ve en az 1008 olan siyahlar BS olmak tizere dort grupta inceleyelim. KB ile BS nin, KS ile de BB nin
eleman sayilarimin ayni oldugu goriilebilir (| B| = 1007 — |BB| = |BS|). Bu grup ikililerini birbiriyle esleyip
ikisinin elemanlarini beraber c¢ikaracagiz. Bu gekilde tiim toplar: ¢ikarabiliriz, ¢iinkii ¢ikarabildigimiz bir ikili
olusmadan en fazla 1007 top cekebiliriz, diger 1007 hamlede ortadaki toplari ¢ikararak tiim toplar1 ¢ikarmig
oluruz, istenen toplamin elde edildigi aciktir, ispat biter.

23 = 3Y7* + 8 egitligini saglayan tiim (z,y, z) pozitif tamsay1 iicliilerini bulunuz.
(Sahin Emrah)

Coziim:

(L. Gokge)

23 — 8 = 3Y7% yazip iki kiip farkindan (z — 2)(z% + 22 + 4) = 3Y7* geklinde carpanlara ayiralim. a ve b gibi
iki pozitif tamsayinin en biiyiik ortak bdlenini (a,b) ile gosterirsek her n tamsayisi igin Euclid algoritmasi
olarak bilinen (a,b) = (a,b—na) esitligi vardir. Buna gore (z — 2, 2% + 2z +4) = (z — 2, 12) oldugu kolaylikla
goriilebilir. Ancak 3¥77# ifadesi 2 ile bolinmeyeceginden (z — 2,12) # 2,4,6,12 dir. O halde (z —2,12) =1
veya 3 olabilir.

1. Hal: (z — 2,22 + 22 + 4) = 1 durumunu inceleyelim.

r—2=1,22+2x+4=3Y7% icin = 3 olur fakat 3¥7* = 19 denkleminin ¢tziimii yoktur.

x—2=23Y 2%+ 2x + 4 = 77 denklemleri mod 3 te incelenirse celigki elde edilir. Coziim yoktur.
r—2="7" 22422 +4=3Yicin (v + 1)? = 3¥ — 3 olur. (x + 1)? sayis1 3 ile boliinebilmesine ragmen 9 ile
boliinemediginden ¢6ziim yoktur.

2. Hal: (z — 2,22 + 22 +4) = 3 durumunu inceleyelim. Bu hal igin 3 > 2 olmahdur.
r—2=3,22+2x+4=3Y"17% igin z = 5 olur fakat 3¥~17% = 39 denkleminin ¢oziimii yoktur.
r—2=3-T,224+22+4=3Y"1igin (x+1)?2 =3Y~! — 3 olur. (x + 1)? says1 3 ile béliinebilmesine ragmen
9 ile boliilnemediginden ¢oztim yoktur.

Incelememiz gereken son alt durum x —2 = 3Y~! 22 + 22 +4 = 3. 7% dir. y cift say1 iken 2 = 1 (mod 4) ve y
tek say1 iken = 3 (mod 4) tiir. Her iki durumda da 2% +22+4 = 3 (mod 4) oldugundan 3-7* = 3 (mod 4)
olur. Bu ise z nin cift say1 olmasi demektir. z = 2n diyelim. 2 + 2z + 4 = 3 - 7% denkleminde z = 3¥~! + 2
yazarsak 32%242.3v" 1 4 442.3v"1 444 =372 olup diizenlersek 32v=3 +2.3¥~1 = 72" — 4 olur.
Iki kare farkindan 3¥=1(3¥72 4 2) = (7" — 2)(7" + 2) olur. 7" — 2 = 2 (mod 3) oldugundan 3¥~% f(7" — 2)

39242
dir. Aralarmda asalliktan dolayr 3¥=! -k = 7" + 2 ve % = 7" — 2 olur. Taraf tarafa gikararak 7"
4k + 2
terimlerini yok edersek 3Y~2 = 3 k;r 1 denkleminin yalnizca k = 1 igin y = 3 seklindeki ¢6zliimi vardir. Bu

degere kargilik n =1, z = 2, x = 11 elde edilir.
Denklemin tek ¢oztimii (z,y, z) = (11, 3,2) dir.
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D, E, F noktalar1 bir ABC ii¢geninin sirasiyla [BC], [C'A], [AB] kenarlar iistiinde olmak tizere AD, BE,CF
dogrular1 P noktasida kesigiyor ve A kégesinden gegen bir £ dogrusu ile [DE ve [DF 1ginlar sirasiyla, Q ve
R noktalarinda kesigiyor. [DB 1gim tistiindeki bir M noktasi ile [DC 15 {istiindeki bir N noktasi igin,

[QN|? | |RM|* _ (IDQ|+|DR|)* — 2|RQ|* + 2|DM| - |DN|

|DN| \DM| |[MN|

esitligi saglaniyorsa, AD ve BC dogrularimin birbirine dik oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Bir ¢emberin birbirine paralel olmayan iki kiriginin orta noktalar1 P ile () ve bu kiriglerin ug¢ noktalarindan
cembere ¢izilen teget dogrularin kesigim noktalar sirasiyla, A ve B dir. ABP iiggeninin diklik merkezinin
AB dogrusuna gore simetrigi olan R noktasindan AP, BP, AQ, BQ dogrularina inilen dikmelerin ayaklar
sirasiyla, Ry, Ro, R3, R4 noktalar: ise,

|AR\| |PRy| _ |ARs| |QR4|
|PRy| |BRa|  |QR3| |BRy

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Hangi n pozitif tamsayilar: icin,

—1)¢
{ai+%:1§i§n}:{ai:1§i§n}

(2

kosulunu saglayan birbirinden ve sifirdan farkh aq, as, ..., a, gercel sayilarinin bulundugunu belirleyiniz.
(Selim Bahadir)

@ Otuz alt1 hava alanindan herhangi ikisi arasindaki kargihikli uguglardan her biri beg havayolu sirketinden biri
tarafindan yapilacaktir. Ulagtirma Bakanligi her hava alanina, o hava alaninda aralarinda aktarma yapilabilen
aym sirkete ait her ugusg ikilisi i¢in 1 milyon lira destek vermeye karar veriyor. Bakanligin bu uygulama i¢in
harcayacag! paranin en az ne kadar olabilecegini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
Coziim:

Cevap: 3780

Oncelikle cevabm daha az olamayacagim gosterelim. Soruyu cizge cinsinden ifade edelim, kogeler sehirleri,
kenarlar uguslari, renkler sirketleri temsil etsin. Her A kosesinden ¢ikan i renkli kenar sayisi a; olsun.
Inceledigimiz toplam

(5)+(2) + (2) + (3) + (3) = 3 + a3 + af +af + a3) — 3(a1 + a2+ a3 + as + as)

Tiim kogeler igin yazip toplarsak toplam harcanan para

3 acc % — Laco il = 3555 acc @)° = Lacc @il

Yoacq @i = Y acq der(A) = 36-35 = 1260 oldugunu goz 6niinde bulundurursak harcanan paranin minimum
degeri 3780 ¢ikar.

3780 icin Ornegi kurarken koseleri 6 koselik 6 gruba ayiralim. V; ; notasyonunda ¢ grup numarasini, j gruptaki
siray1 belirtsin. Her grubu kendi i¢inde resimdeki gibi boyayalim.

145


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4776.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4777.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4778.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4779.0

22. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Smavi - 2014 geomania.org

Mor 0, yesil 1, mavi 2, siyah 3, kirmuzi 4 olsun. V, , — V;,, ikilisi arasindaki kenar1 gekilde (a — b) kenari

ile (z — y) kenarinn toplamina boyayalim. (a —a = 0 kabul edelim.) Ornegin sagladig1 biraz inceleme ile
goriilebilir.
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23. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2015

m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,

(m +n)?

k= —— 40—
dm(m —n)? +4

sayisi bir tam say1 ise, k£ nin bir tamkare oldugunu gosteriniz.
(Sahin Emrah)

Coziim:

Soruyu ii¢ durumda inceleyelim.

i) m = n ise k = m? olur.

ii) m>mnisem—n=x m+n =y dyelim. m = Tty ven=2_7 olur.4|(m + n)? oldugundan y
cifttir.Dolayisiyla = de ¢ifttir. Yerine yazarsak,
Y2
k=t = y® — 2ka?y — (2ka® +4k) =0

2z +y)z2 +4
olur. Diskriminant1 tamkare olmali.
A = 4k*x* + 8ka® + 16k = 4t = * = k%2* + 2ka® + 4k
olur. k > 1 ve z > 2 oldugunu biliyoruz buradan,
(kx? + x4+ 1)? > k22t + 2ka® 4+ 4k > (ka? + 2 — 1)?
bulunur. k22* + 2k2® + 4k = (kz? + x)? olmal buradan k = (g)2 bulunur.

i) m < nisen—m = x, m+n =y diyelim.Aym sekilde = ve y’yi ¢ift bulabiliriz. Yerine yazar ve
diizenlersek,

y? — 2kx?y + 2ka® — 4k = 0 = A = 4k%z* — 8ka® 4 16k = 4t? = t* = k%" — 2ka® + 4k
olur.

(kx? — x4+ 1)% > k22? — 2ka® + 4k > (ka? — 2 — 1)? = k2* — 2ka® + 4k = (k2® —2)? = k= (2)2
bulunur. Yani k her zaman tamkaredir.

x, y ve z herhangi ikisinin toplami 1 den farkli gercel sayilar olmak iizere,

@4y e+y?) | P +2)y+2?) | P +a)(z+a?)
Gry-1F  Gre-1F | GrooIp

3
22(x+y+z)—z

oldugunu gosteriniz. Esitlik durumunu saglayan tiim (z,y, z) gergel say1 iigliilerini bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan)
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Coziim:

(Matematik Fatihi:)
(@ +y)@+y?) _,

1 .
Gry—12 - r+y— 1 oldugunu gosterirsek ispat biter. Bunu gosterelim. Ifadeyi agip diizenlersek

T +1y)? 1 T+ 1 (v+y)?
m3+y3+my(:py+1)2?3xy(x+y)—%+x+y—1—2(x+y)2+Ty—>my(xy+1)+i+%+
1 3b 1,,3b

2(x+y)? > 3ay(z +y) +x+y+ Ty olur. z +y = a,zy = b diyelim. (a + )2+ (=)2 > 2(a + =) (%)

2 2 2/\%
olur ki bu zaten tiim a,b gercel sayilar icin (a — b)?> >* 0 — a? 4+ b*> > 2ab oldugundan dogrudur. Ispat

3+V7
2

biter. Egitlik ise 22y +1 =3(z +y),2yz+1 =3y +2),220+1=3(z4+2z) iginz =y =z = ve
3T

2

r=y=z i¢in saglanir.
n > 4 olmak iizere diizlemde n nokta veriliyor. Tiim nokta ikilileri dogru parcgalariyla birlestirildikten sonra
hi¢bir dogru parcasiyla ug noktalar: diginda kesigmeyen dogru parcalarinin sayisi en ¢ok kag olabilir?

(Melih Uger)

2015 tablonun gosterildigi bir sergide her katilimer bir tablo ikilisi secip tahtaya yaziyor. Sonra Sahte Sanatgi
(S.S.) tahtada yazih ikililerden bazilarim secip, bu ikililerin her birinde tablolardan herhangi birini daha giizel
olarak igaretliyor. Daha sonra sanat¢ginin yardimeisi (S.Y.) her adiminda tahtadaki hentiz kiyaslanmamis bir
(A, C) tablo ikilisini, bir B tablosu igin tahtada A, B den daha giizel ve B, C den daha giizel olarak
belirtilmigse, A, C' den daha giizel olarak igaretliyor. S.S., tahtaya hangi ikililer yazilmig olursa olsun en fazla
k ikiliyi kiyaslayarak S.Y. nin sonlu adim sonucunda tahtadaki tiim ikilileri kiyaslanmasini saglayabiliyorsa,
k nin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

Not: S.Y, heniiz kiyaslanmanug bir (A;, A,,) tablo ikilisini, As, Ag---, A,_1 tablolar i¢in A;, A2 den daha
glizel; Ay, As ten daha giizel; ... ; A,_1, A, den daha giizel olarak belirtilmigse, A;, A, den daha giizel
olarak igaretleyebiliyor.

(Azer Kerimov)
Coziim:

Cevap 2014 (genel durum i¢in n — 1). Cevabin daha az olamayacagina 6rnek olarak (1,4) ikililerinin yazilh
oldugu duruma bakabiliriz.

Coztim i¢in n tabloyu kose olarak alan bir graf ¢izelim, Bir 1 kdgesi alip kenarlarindan birini kirmiziya boya-
yalim, ulagtigimiz koseye 2 diyelim. Simdi 2 den daha 6nce ulagmadigimiz bir koseye giden bir kenar segelim,
bu kenar: kirmiziya boyayip ulastigimiz kenara 3 diyelim. Eger bir ¢ kogesine vardigimizda komsularinin hepsi
daha once ulagilmig kogeler ise ¢ — 1 kogesinin komgularina bakalim, orada da yeni kége yoksa yine bir 6nceki
numarali késeye bakalim, yeni koge bulana kadar béyle devam edelim.

n kogenin hepsine ulagtigimizda eger grafimiz baglantili ise n — 1 kenar boyamig olacagiz (eger graf baglantili
degilse orman olusur, her ormanda kose sayisinin bir eksigi kadar kenar boyanir, dolayisiyla n — 1 den az
olur.) Boyali (4,7) kenarini i den j ye yonlendirelim, bu i > j demek olsun. Bundan sonra boyali olmayan
kenarlarin da yoniiniin belirli oldugunu gorelim.

Bir (k,1),k < [ kenar igin kenar boyamamizda k ye ! den 6nce ulagilmigtir, dolayisiyla bu kenar var
oldugundan grafta da k,k+1,...,l—1 den herhangi biri [ ye kirmiz1 kenarla baghdir. Bu da k& > [ oldugunun
belirli olmas: igin yeterlidir, ispat biter.

En biiyiik i¢ acist D olan bir ABCD Kkirigler dortgeninde BC' ve AD dogrular1 E;, AB ve CD dogrulari
ise I’ noktasinda kesigiyorlar. ABC'D dortgeninin i¢ bolgesinde ZEPD = ZFPD = ZBAD olacak sekilde
bir P noktasi aliniyor. ABC'D nin gevrel ¢emberinin merkezi O olmak tizere, FO dogrusu AD, EP, BC
dogrularim sirasiyla X, @, Y noktalarinda kesiyor. ZDQX = ZCQY ise ZAEB = 90° oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)
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@ n ile aralarinda asal olan her a pozitif tam sayisi icin 2n? | @™ — 1 olmasm saglayan tiim n pozitif tam
sayilarini bulunuz.

(Melih Uger)
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25. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Smavi - 2017

25 gesit yemegiyle tinlii bir A kdyiinde yapilacak bir diigiin i¢in 2017 kiginin yagsadigi komsu B kdyiinden
diigline baz kisiler davet edilecektir. B koyiindeki her bir kigi bu 25 gesit yemekten en az birini sevmektedir
ve her yemek i¢in B koyiinde o yemegi seven en az bir kigi bulunmaktadir. B koyiinden diigiine davet edilen
kigilerin kiimesine, her bir yemek davet edilen en az bir kigi tarafindan seviliyorsa, uygun davetli listesi
diyelim. Her uygun davetli listesinden en az bir eleman igeren bir kiimeye ise kamber grubu diyelim. Kendisi
diginda hicbir altkiimesi kamber grubu olmayan herhangi bir kamber grubundaki herkesin sevdigi bir yemek
bulundugunu gosteriniz.

(Selim Bahadir)
Coziim:

S6z konusu grup {A, As, ..., Ai} olsun.
Iddia 1: Buradan sadece A; i iceren bir uygun davetli listesi vardir.

Aksini varsayalim. O zaman A; i igeren her uygun davetli listesinde bu kamber grubundan bagka bir eleman
daha bulunur. Oyleyse {A,,..., Ax} de bir kamber grubudur, geligki.

Bu davetli listesi {Ay, By, ..., B;} olsun.
Iddia 2: Bu davetli listesinden sadece A; in sevdigi en az bir yemek vardir.

Aksini varsayalim. O zaman A; in sevdigi her yemek igin bu yemegi seven bir B; bulunur. Bu durumda
{Bi,...,B;} uygun davetli listesidir, ama kamber grubunda bu listeden eleman yok, celigki.

Bu yemekler Y7,Y5,...,Y,, olsun.
Iddia 3: Bu yemeklerden dyle biri vardir ki, verilen kamber grubu disindakilerden o yemegi seven yoktur.

Aksini varsayalim. Her Y; yemegi i¢in bu yemegi seven bir C; vardir (bunlar aym kisi olabilir), o zaman
C; lerin birlesimi ile B; leri igeren davetli listesi uygundur, ama kamber grubunda bu listeden eleman yok,
celigki.

Bu yemeklerden biri Y olsun.
Iddia 4: A; lerin tiimii Y yi sever.

Aksini varsayalim, A; Y yi sevmiyor olsun. Kamber grubundan sadece A; yi igeren uygun davetli listesi
{A;,D1,...,D,} ye bakalim. D; lerden higbiri Y yi sevmez, 4; de Y yi sevmediginden bu davetli listesi
uygun degildir, celigki.

Iddiamn soruyu bitirdigi aciktir.
Kargilikli kenarlari paralel olmayan bir ABC' D dértgeninde AB ile C'D dogrulart X de kesisiyor. A merkezli

r1 yarigaph ¢ember ile D merkezli ro yaricapli cember P ve ) da, B merkezli r; yarigapl cember ile C
merkezli ry yarigaplh cember R ve S de kesigiyor.

|XA|-|XB| +r%=|XC| - |XD| +r?

ise, P, @, R, S noktalarinin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.
(Melih Uger)

Coziim:

Genelligi bozmadan B ve D, X e yakin olan koseler olsun. A, B, D merkezli cemberlerin kuvvet merkezi T
olsun. T den AB ye inilen dik ayagi U, C'D ye inilen dik ayagi V olsun.

|TA|? —r? = |TB]? —r? = |TA| = |TB| = |UA| = |UB]
| XB|-|XA|l = (IXU| - |UB|) - (|IXU| + [UA|) = | XU = |[UAP® = |[TX|* - [T AJ?
Diger yandan |TA|?> — r? = |TD|? — r3

Birlestirip yerine yazarsak,
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[TX[* = |TD|* = |XC|- |XD|
Diger yandan |[TX|?> — [TD|? = | XV|? = |[VC]? = (| XV| - |VC|) - (IXV|+|VC|) = (|XV]| - |VC]) - |XC|
Birlegtirirsek |VD| = |VC| = |TC| = |TD|

Dolayisiyla T' A,B,C,D merkezli gemberlerin kuvvet merkezidir. PQ) A ve C merkezli, RS B ve D merkezli
gemberlerin kuvvet ekseni oldugundan T' den geger ve |[T'R| - |T'S| = |[T'P|-|T'Q| T nin bu ¢emberlere gore
kuvvetine egittir.

Dolayisiyla PQRS ¢emberseldir, q.e.d

n pozitif bir tam say1 olmak lizere a11, @12, . . ., Gny pozitif gergel sayilariher 4, j € {1,2,...,n}i¢in a;;-aj; =1
kosulunu saghyor. ¢; = Y ;_, aj; olmak iizere,

oldugunu gosteriniz.
(Serhat Dogan)

Coziim:

n lzerinden tiimevarim yapalim.
n = 1,2 i¢in ifadenin 1 e esit oldugu kolayca gortiliir.
n =k — 1 i¢in dogru olsun, n = k i¢in dogrulugunu gosterelim.
d; =ay; + ...+ G(k—1)i olsun.

. o . 1 _ 1 _ i
I<ish-Tlidn & =300 = Tt

e = di tamimlay1p yerine yazarsak 1 <i < k — 1 i¢in

i — Ak €4 i — 1 .

o e o T  Fag il olmak tlizere

aig- €1 A(k—1)k €k—1 1 < v . . 7.

dnder Tt s nrFe: T anFFag o = 1 oldugunu gostermek yeterlidir. Bu da
aip-el A(k—1)k"€k—1 < aip+...+ak—1)k .

aater T T e e Fers = @t Tagnr i1 olmasina denktir.

. aibh as-ba (a1+az)-(b1+b2)
Lemma: a1+by + az+bs = (a1+a2)+(b1+b2)

Lemmay1 ispatlamak icin ifadeyi acip diizenlersek 2ajasb1bs < (a1bz)? + (a2by)? elde ederiz ki dogrudur.

Lemmayi tekrarli bir gekilde kullanirsak

alper | + A(k—1)kCk=1 (a1t Faw-—1yK) (e1+...+ex—1)
aip+er a(k—1)kter—1 — (arp+...Fag_1)r)+(ert+...+ep_1

) elde ederiz.

Kk (a1k+-tak—1r)(e1t+...tex—1) < _@ktFag-yk
(a1k+...F+ag—1yK)t(er+...texg—1) — aip+...tag_1p+l

Son olara oldugunu gosterelim.

Taraf tarafa carpip diizenlersek, ifade e; + ...ex—1 < 1 olmasina denktir ki tiimevarim varsayimindan
dogrudur, q.e.d

d(a) ile a pozitif tam sayisimin farkh asal bolenlerinin sayisini gosterelim. Her n pozitif tam sayisi igin
k—m =nve d(k) —d(m) = 1 sartlarin1 saglayan k,m pozitif tam sayilarinin bulunabilecegini gosteriniz.

(Sahin Emrah)
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Coziim:

i) n tek ise, m = n ve k = 2n i¢in sartin saglanacag1 agiktir.
i1) n ¢ift ise, n’nin en biiyiik asal béleni p olsun.

iia) Her ¢ < p asal sayisi i¢in g|n ise p’den biiylik en kiigiik asal say1 r olsun. p < r < 2p’dir.(Bertrand
Postulati) Dolayisiyla r — 1 sayisinin tiim asal bolenleri p’den kiigiiktiir veya esittir ve n’yi bdler.k =n-r ve
m=mn-(r —1) secersek, d(k) = d(n) + 1 ve d(m) = d(n) bulunur yani sart saglanir.

1ib) En az bir ¢ < p asal sayis1 igin ¢ 1 n ise, n’yi bolmeyen en kiigiik asal r olsun, r < p’dir. r — I’in tiim
asal bolenleri n’yi boler.Eger k =n -7 ve m = n - (r — 1) segersek, d(k) = d(n) + 1 ve d(m) = d(n) bulunur
yani gart saglanir.

Azalmayan bir xg,x1,- - ,Z2017 pozitif tam say1 dizisinde zg = 1 ve x1, o, ..., To17 altdizisi tam olarak 25
farkl porzitif tam say1 igeriyor.

2017
Z ],‘,‘(J?i — a:‘i_g) Z 623
i=2
oldugunu gosteriniz. Esitligi saglayan dizilerin sayisini1 bulunuz.
(Serhat Dogan)

Coziim:

Ifadenin minimum degerini almasmi saglayan diziye bakalim.
Iddia 1: Bu dizi igin s6zi gegen alt dizideki 25 pozitif tam say1 1,2,...,25 tir.
Aksini varsayalim. Sayilar ay, ..., ass olsun.

ay > 1ise @1, 2, ... To017 yerine (z1 — 1), (xa—1),..., (x2017 — 1) yazarsak z; - (z; — z;_2) teriminde x; azalr,
(z; — xi_2) ise azalir veya sabit kalr, (x; — x;_2) # 0 olan en az bir 7 oldugundan ifadeye daha kiigiik bir
deger aldiran bir dizi elde ederiz, geligki.

a; > a;—1 + 1 olan en kiiciik ¢ ye bakalim. Benzer gekilde ay,...,a25 e esit olan sayilari bir eksikleriyle
degistirirsek ifadeye daha kiigiik bir deger aldiran bir dizi elde ederiz, geligki.

Gozlem: Bir say1 dizide ikiden fazla geciyorsa fazlaliklar1 atabiliriz.
; = Q41 = ... = Qi = M olsun.

aite - (@2 —a;) = ... = @ipg - (@ipr — ag—2) =0,

@iyt (Qighs1 = Qigh—1) = Qivkt1 - (Qiprp1 — a;) ve

Gitkt2 (Qipht2 — Qitk) = Gitkt2 - (Qipkt2 — a;i+1) oldugundan diziden a;yo,. .., a;4k yi gkardigimizda ifade
degismez. (dizi hala gartlar saglar)

Bu da demektir ki elimizde kalan vy, ..., y, dizisi 1,2,...,25 sayilarinin bir veya iki kere gegtigi bir dizidir.
Iddia 2: 25 sayis1 dizide tam bir kere gecer, yani sadece y,, terimi 25 e esittir.

Aksini varsayalim. Son dort terim y,, 3, 24, 25, 25 olsun. Bu dizinin yerine y,, 3, 24, 25 ile biten diziye bakarsak
ifade 25 azalir, yani ifadeye daha kiiciik bir deger aldiran bir dizi elde ederiz, geligki.

Iddia 3: 1,2,...,24 sayilar1 dizide iki kez gecer.

Aksini varsayalim. Dizide iki kez gegmeyen ilk say1 a olsun. Dizinin a y1 igeren kesiti a—1,a—1, a,a+1 olmak
tizere bunun yerine a —1,a— 1, a,a,a+ 1 i igeren diziye bakarsak ifadeden (a+1)-((a+1)—(a—1)) = 2a+2
gikarip a- (@ — (@ —1)) + (a+1) - ((a + 1) — a) = 2a + 1 eklemis oluruz, yani ifadeye daha kiiciik bir deger
aldiran bir dizi elde ederiz, celigki.

Dolayisiyla dizimiz 1,1,2,2,...,24,24,25 olur ve toplam 2 +2+ 3+ 3+ ...+ 24 + 24 + 25 = 623 olur.

Zo,T1,...,22017 dizisi ise 1,2,...,24 sayilarini en az iki kere igeren, 25 sayisini tam bir kere igeren herhangi
bir dizidir. Bu dizilerin sayis1 ise b sayisinin dizide ge¢me sayist up > 2 ve v, = up — 2 > 0 olmak lizere

V1 F ...+ v9q = 2017 — 2 - 24 = 1969 denkleminin ¢6ziim sayisidir, bu da bilindik bir sekilde (1332) olur.
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@ Her biri 2017 br uzunlugunda olan sonlu sayida ¢gubuk bir levhanin iizerinde dikey olarak ¢akili halde bulunu-
yor. Bu gubuklarin her birinin tizerinde serbestge kaydirilabilen bir boncuk bulunuyor. Baz boncuk ikilileri
lastik parcalariyla birbirlerine birlestirilmigtir. Bu diizenekte ayrica, tiim lastik parcalar: tizerinde yiiriiyebi-
len bir adet Geng Karinca ve sadece uglarindaki boncuklarin yiikseklikleri arasinda 1 br fark bulunan lastik
parcalar1 lizerinde yiiriiyebilen bir adet Yashh Karinca bulunuyor. Gen¢ Karinca lastikleri kullanarak her
boncuktan her boncuga ulagabiliyor.

Her boncugun yerden yiiksekliginin tam say1 oldugu ve her lastik pargasinin uglarindaki boncuklarim farkl
yiiksekliklerde bulundugu durumlara gecerli durum diyelim. Bu diizenekte en az bir gecerli durum varsa
Yagh Karincanin her boncuktan her boncuga ulagabildigi en az bir gecerli durum oldugunu gosteriniz.

(Azer Kerimov)
Coziim:

Soruyu ¢izge teorisi kavramlarin kullanarak yeniden formiile edelim: Bir gizgenin her bir kosesi 0,1, .. .,2017
renklerinden birine, her kenarin uglarindaki koseler farkli renkte olacak sekilde boyanmig ise bu boyamaya
diizgiin boyama diyelim. Bir diizgiin boyamada, = kogesinin rengi f(z) ile gosterilmek iizere, herhangi a
ve b koseleri igin, her ¢ = 1,...,n — 1 igin |f (z;) — f (x;41)] = 1 olacak sekilde a = z1,29,...,2, = b
yolu bulunuyorsa bu boyamaya siper dizgin boyama diyelim. Soruda bizden gdstermemiz istenen su soruya
denktir:

Baglantili bir G ¢izgesinin diizgiin boyamasi varsa, siiper diizglin boyamasi da vardir.

G diizgiin boyanmig bir ¢izge olsun. G'nin siiper diizgiin boyamaya sahip en biiytik alt gizgesi G olsun. Biz
G1 = G oldugunu gosterecegiz. Aksini varsayalim. Bir H ¢izgesinin koseler kiimesi V(H), kenarlar kiimesi
E(H) ile gosterilsin.

(IF (@) = FW)) = |f (z0) = £ (v0)]

min
(z,y)EE(G),zeV(G1),yeV(G-G1)

olsun. Tamimlara gore | f (z9) — f (yo)| > 1 ’dir. Ik énce, f (z9) > f (yo) kabul edelim. G—G1 ¢izgesinde f (yo)
renkli koseleri f (xg) — 1 rengine ve f (xo) — 1 renkli kogeleri f (yo) rengine boyayalim. Bu yeniden boyama
igleminden sonra elde edilen boyamanin da diizgiin olacagin gosterelim: G — G alt ¢izgesinde f (xg) — 1 ve
f (yo) renkleri yer degigtirmigtir ve sonug olarak herhangi iki komsu koége farkli renklerde olacaktir. Ayrica,
|f (o) — f (yo)| ifadesinin minimum olmasindan dolay:1 yeniden boyamadan sonra f(z) # f(y) kosulu tiim
x € Gy ve y € G — G koseleri igin saglanacaktir. f (zg) < f (yo) simetrik durumunda da G — G; alt
gizgesinde f (yo) renkli koseleri f (z¢) + 1 rengine ve f (z¢) + 1 renkli kogeleri f (yo) rengine boyarsak benzer
sekilde diizgiin bir boyama elde edecegiz. Gy gizgesine yo kosesinin ve yq ile G; arasindaki tiim kenarlarin
eklenmesiyle olugan ¢izge G2 olsun. Bu yeni boyama G igin bir siiper diizgiin boyamadir ve Go alt gizgesi
G alt ¢izgesini kapsamaktadir, ¢eligki. O halde G; = G’ dir ve bu da G ’nin bir stiper diizgiin boyamaya
sahip oldugunu gosterir.

Kaynak: Tiibitak Cozim Kitapcig
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10

x2+y2+x+y:xy(x+y)—?7

25
lzy| < —
9

kogullarini saglayan tiim (z,y) gergel sayi ikililerini bulunuz.
Coziim:

T +y = a ve xy = b diyelim. Verilen bilgiler

10 64

29 =ab—— = b=(a—1)+ ———

“ ta=am o =D+ s
25 25
2 op< 2
9~ 79

olacaktir (a = —2 iken ¢oziim olmadig1 kontrol edilebilir). Ayrica (z + y)? > 4|xy| oldugundan

2 2
Csp>_L
4 = = 4

olacaktur. Iki esitsizligi birlegtirirsek

. [25 a? - 14 64 N . [25 a?
min<{ —, — =a-— ——— 2> —min<{ —, —
Z a ) = 9’4

97 4 27(a + 2
1 1 2 2
Eg‘eraZ—Oveyaagf—O ise—5§ “ olacaktir.
3 3 9 4
25 64 25
C>a-1+— > 2) > 274 + 2 10 > — 2
g 2@ +27(a—|—2)_ 5 = 75(a+2) >27a* +27a+ 10 > —75(a + 2)

(9a+17)2 191

0> (9a + 14)(3a — 10) gt 20
10 10 . 10 .
a > 3 Veyaa < —g ise 0 < (9a + 14)(3a — 10) olacaktir. Dolayisiyla a = 3 olacaktir. Yerine yazarsak
2
b= 55 gikar. = ve y i¢in ¢ozersek (x,y) = <§, 2) bulunur.
10 1 25 _ a®
Eger -3 <a< 3 ise 9 > az olacaktir.
a? 64 a? 9 9
>a—-14+ ——<>—— = 27a°(a+2) > 108(a — 1)(a + 2) + 256 > —27a“(a + 2)

4 27(a+2) = 4
— 0< (3a+2)%(3a —10) ve 27a® + 1624+ 108a + 40 > 0
10

10 2 2
-3 <e<g oldugundan a # —3 ise 0 > (3a + 2)%(3a — 10) olacaktir. Dolayisiyla a = -3 olmaldir. Bu

. 1
deger icin 27a® 4 162a% + 108a + 40 > 0 saglanir. Yerine yazarsak b = 3 elde edilir. x ve y igin ¢ozersek

1 1
(z,y) = <—3, —3) ¢Ozlmiinii buluruz.

55 1 1
Titm céziiml _ (22 RN P
im ¢oziimler (x,y) (3,?))7( 3 3) ir
Bir ABC' {iggeninin i¢ bolgesinde bir P noktasi alimiyor. AP, BP,CP dogrularn1 BC,CA, AB kenarlarim

swirasiyla D, E, F' noktalarinda kesiyor. [BE 1511 tizerinde bir @) noktas1 E € [BQ)] ve m(E/DYQ) = m(B/D\F)
olacak sekilde almiyor. BE L AD ve |DQ| = 2|BD| ise m(FDE) = 60° oldugunu gosteriniz.
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(6]

n

ai, as, ... dizisi her n pozitif tam sayisi igin ZGLQJ = n'% sartim saghyor. ¢ herhangi bir pozitif tam say1
=1

olmak {izere, her n > 1 pozitif tam sayis1 igin

Can _ Ca-n,—l

oraninin tam say1 oldugunu gosteriniz.
n

Bir ABC {iggeninde A kogesine ait ig aciortay BC' kenarma teget olan dig teget gemberi D € [AFE] olacak
|AD| < |BC|?
|AE| — |DE|?

sekilde D ve E noktalarinda kesiyor. oldugunu gosteriniz.

Cozim:

BC kenarmma ait dig teget cemberin AC, BC, AB ye degme noktalar1 sirasiyla L, R, K olsun. Cemberin
merkezi M olsun. m(CAD) = m(DAB) = 6, m(LCM) = m(MCB) = a ve m(CBM) = m(MBK) =
olsun. Cemberin yarigapt 7 olsun. MK 1 AK oldugundan |AM| = =X dir. [DM| = r oldugundan |AD| =

sin 6

o5 — r dir. Benzer sekilde |AE| = -5 +r dir. % = ﬁ;: = ;i;seiif elde edilir. MR 1 BC oldugundan
sin 6
|BC| =r-(cot a+cot B) dir. [DE| = 2r oldugundan ;f@g}i = (cotateotBy2 gir, ¢ € {<, >} olsun. Esitsizligin

isareti yon degistirmeyecek sekilde iglemler yapmak iizere, (<2 O‘;COW )2 @ 21:1?1(1’ ifadesini saglayan @’ un >

oldugunu ispatlayacagiz. a4+ 8 — 60 = 90° oldugu agiktir. § = a+ 3 —90° yazilir ve diizenlemeler yapildiginda

(sin(a—90) = — cos a oldugundan) (taFeot By2 g ‘;T((:g:(’f 3;; elde edilir. cot a+cot 8 = % oldugundan

cos(a + B) = x olmak iizere ifade W &) % olur. Buda diizenlenirse (1 — x)2 @ (2sin asin 3)? elde

edilir. Her iki ifadesinde i¢i pozitif oldugundan eger bu esitsizlik saglaniyorsa 1 — cos(a + ) ® 2sin asin 8
esitsizligide saglanir. cos(a + ) = cos a cos f —sin asin 3 oldugundan ifade 1@ cos(a — ) ya déniisiir. & =>
oldugu agiktir. Ispat biter.

ay, as, asz, ay pozitif tam sayilar: bir cember etrafina yan yana olanlar aralarinda asal olacak sekilde dizilemi-
yor.i,j,k € {1,2,3,4} ve i # j, j # k, k # i olmak iizere en ok kag (4, j, k) sirali iicliisii (ebob(a;, a;))? | ay
sartin saglar?

Baglangicta masanin iizerinde birbirinden farkli 2018 kutu bulunuyor. Ik agamada Yazan ve Bozan, ilk
hamleyi Yazan yapmak tizere, sirayla 2016 sar hamle yapiyorlar ve her hamlede siras1 gelen tahtada yazili
olmayan bir kutu ikilisi secip tahtaya yaziyor. Ikinci asamada Bozan tahtadaki ikilileri 1 den 4032 ye kadar
istedigi gibi numaralandiriyor ve & numaral ikilideki kutulara k ser top koyuyor. Bozan, kutulardaki top
sayilarinin birbirinden farkli olmasini garantileyebilir mi?
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27. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2019

a, b, c pozitif gercgel sayilar
(Vab—1)(Vbe —1)(Vea —1) =1

sartini sagliyor.
b c b c b a a b
a—— a— 7, - - C— 7, -
c b a’ c b a
sayilariin en ¢ok kaci 1 den biiyiik olabilir?

Her n pozitif tam sayisi i¢in d(n) ile n nin pozitif bolenlerinin sayisim gosterelim. k verilmis bir tek sayi
olmak iizere,
obeb(k, d(al)d(ag) cee d(CLQ()lg)) =1

olmasim saglayan bir (a1, as, ..., a2019) artan aritmetik pozitif tam say1 dizisi bulundugunu gosteriniz.

2019 6grencinin bulundugu bir okuldaki 6grenci kuliiplerine sadece 6grenciler iiye olabilmektedir. Her 6grenci
kuliibliniin, kendi iiyeleri arasindan secilmig 12 kigilik bir yonetim kurulu vardir. Bir kuliip toplantisi an-
cak katilimcilarin hepsi kuliibiin iiyeleriyse ve kuliibiin yonetim kurulunun hepsi katilimcilar arasindaysa
gerceklesebilir. Bu okulda, eleman sayisi en az 12 olan her oOgrenci kiimesinin, tam olarak bir 6grenci
kuliibiiniin toplantilarini gerceklestirebildigi biliniyor. Buna gore, tam olarak 27 iiyesi olan 6grenci kuliiple-
rinin sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

|AB| = |AC| sartim saglayan bir ABC iiggeninin gevrel cemberinin kiigiikk AC' yay1 iizerinde ug noktalardan
farkli bir M noktasi alimyor. BM nin AC yi kestigi nokta F, BMC' agsimn i¢ agiortayinin BC' yi kestigi

nokta F' olmak {izere m(m) = m(@) esitligi saglaniyor. ABC nin egkenar oldugunu gosteriniz.
Coziim 1:

|AE|=m , | AB|=z,|BH |=y , m(ABM) =0 , m(EFC) = 8 , m(ABC) = a ve m(HFD) = ¢ olsun.
[MF 1gim gemberi ikinci kez D noktasinda kessin. AD gizilirse BC' ye dik olmalidir ¢iinkii m(@) =
m(DAC) olur. Bu nedenle AD | BC bulunur. AD N BC = {H} olacak gekilde H noktamiz alalim. Bu
bilgilerle sekildeki agilar1 yazalim.

m(MBC) = m(CAM) =a—0 , m(FAC) = 8 — a ,m(AFM) =180 — B — ¢

ve m(xm\D) = 90 olur.

EFC ~ AF B oldugu kolayca gortilebilir.
EF FC EC x-—m

AF  FB AB =

2
FC = z.k olsun. BC' = (x —m).k + zk = 2y buradan k = 5 Y bulunur.
T —
FC =2y. rom
2z —m
HF = " bulunur.
2z —m

Pisagor teoreminden AH = /22 — 32 bulunur. Cemberde kuvvet teoreminden

AH.HD = BH.HC

y2

olacagindan HD = =

2

==y

AMCF dortgeninde koegegenlere gore trigonometrik seva teoremi yazalim.

sin(90 — ) sin(a —6) sin(180 — 3 — @) sina
sin90  “sin(8—«)’ sin(¢) sinf
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oldugunu elde ederiz. (1)

BFE A iiggeninde siniis teoreminden
m  BE
sinf  sin2a

elde edilir. Bunu (1) de yerine koyalim.

2sina. cosa sin(a — 0) sin(8 + @)

sinf  ‘sin(8—a)  sin(¢) =2

BE sin(a —0) sin(8+¢)

m sin(8—a) sing =2

(2) elde edilir.

— BE
BEC tiggeninde siniis teoreminden (x m) = — buradan
sin(a —0) sina

(x —m).sina
BE
AFC f{iggeninde siniis teoreminden

= sin(a — 0)

2.y.(x —m)
20 —m__ _ AF
sin( — 0) sin «
2y.(x —m).sinac
= -0
(22 — m).AF sin(f —6)
Bulduklarimizi (2) de yerine koyalim.

buradan

(x —m).sin

% BE sin(f8 + ¢) _9
m 2.y.(x —m).sina’  sing
(2z —m).AF

Qe =m) AFsin(3+ ) _ o 46 edilir. (3)

Gerekli sadelegtirmeler yapilirsa

2my. sin ¢
my
AHF dik iiggeninden cos § = 2z A}m elde edilir. (3) te yerine koyarsak

2singcosB 1
—— — = — Buradan
sin(8 + ¢) 2
4.sin ¢ cos B = sin(¢ + ) = sin ¢. cos B + sin 3. cos ¢ Buradan da
3 cos Bsin ¢ = sin f cos ¢ buradan da tanf = 3tan ¢ (4) bulunur.
2

Y

2_ .2 2 (94 _
DHF f{iggeni yardimiyla tan ¢ = xmiyy yani tan ¢ = M

2 — y2.my
20 —m
2_ .2 2 _ 2 (2p —
ADF tiggeninden tan 8 = \/a:my LA Va? —y? (20 — m) bu iki esitligi (4) te yerine koyalim.
my
20 —m

3y%.2z —m) /a2 —y2.(2z — m)

= sadelegtirmeler yapilirsa
2 —y2.my my

3 2
L /- y? elde edilir. Buradan
[22 — 2
3y% = 22 — y? ve 4y? = 22 bulunur. Buradan 2y = z olacagy agiktir. BC = 2y oldugundan AB = AC =z
oldugundan dolay1 AB = AC' = BC = 2y elde edilir. Ispat biter.
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Cozim 2:
s T, |BF|  |BA] .
Agilarin esitliginden AABF ~ AECF oldugu goriilebilir. Buradan I7C]| = CE| elde edilir.
- BF BM
Ote yandan, i¢ agiortay teoreminden : fa C: = ||C‘MI dir.
|BA|  |BM| |BA|  |CE|

Yukaridaki iki egitlikten elde edilir.

= e =
|CE| |CM)] |[BM| |CM|
Cemberde acidan ZABM = ZACM = ZECM oldugundan, kenar-agi-kenar benzerligi geregi ABAM ~
ACEM elde edilir. Dolayisiyla /BMA = ZCME dir.

Buradan /BCA =/BMA=/CMFE = /ZCMB = ZCAB elde edilir ki bu, AABC nin iigiincii agisinin da
esit olan diger iki aciya esit oldugunu gosterir. Yani AABC egkenardir. B

f o {1,2,...,2019} — {—1,1} bir fonksiyon olmak {iizere, her k € {1,2,...,2019} ig¢in &yle bir £ €
{1,2,...,2019} vardir ki,
> f@) <o

i€Z: (6—i)(i—k)>0

> )

i€Z: 1<i<2019

egitsizligi saglanir. Buna gore,

toplaminin alabilecegi en biiytlik deger kagtir?

@ Bir n > 2 tam sayis1 ve bir a tam sayis1 verildiginde n | a® — 1 ve n f @~ + .. + a + 1 sartlari saglayan
bir d pozitif tam sayisi bulunuyorsa, a tam sayist n-ayirander diyelim. Bir n > 2 tam sayis1 verildiginde,
0 < a < n ve obeb(a,n) = 1 olup n-ayiran olmayan a tam sayilarinin sayisia n nin kusuru diyelim. Kusuru
en kii¢iik miimkiin degere esit olan tiim n > 2 tam sayilarini bulunuz.
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28.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2020

n > 1 bir tam say1 olmak iizere, {1, 2,... ,n2} kiimesinin &k elemanli her alt kiimesinde 2 | y olacak sekilde
x ve y elemanlar1 bulunuyorsa, k nin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

Dar agili bir ABC' iiggeninin i¢ bolgesinde diklik merkezinden farklh bir P noktasi aliniyor. A dan BP ve
CP ye indirilen dikme ayaklar: sirasiyla D ve E, P den AB ve AC' ye indirilen dikme ayaklar1 sirasiyla F' ve
G dir. [AP] dogru parcasiin orta noktasi X olmak iizere, DFX ve EGX ii¢genlerinin gevrel cemberlerinin

ikinci kesigim noktas1 BC' {izerinde yer aliyorsa, AP L BC veya PBA=PCA oldugunu gosteriniz.
Cozim 1:

Bahsi gegen gemberlerin AABP ve AAPC {icgenlerinin dokuz nokta ¢emberleri oldugu sdylenebilir. [BP]
ve [PC] nin orta noktalar sirasiyla T' ve R olsun. [AB] ve [AC] nin orta noktalar: sirasiyla Y ve Z olsun.
Bahsi gegen gemberlerin (YTX) ve (XRZ) oldugu agiktir. Bu iki gemberin ikinci kesigim noktasi H olsun.
ZXHT+ /ZTY X = 180° olur. Simetrik sekilde /ZXZR+ ZX HR = 180° olur. Basit a¢1 tagimayla Z/THR =
/TPR elde edilir. ZTLR = ZTPR oldugundan H noktast ABPC’nin dokuz nokta g¢emberi {izerindedir.
Eger bu nokta sorunun bize kogtugu “[BC] iizerinde olma” sartim sagliyorsa, ya [BC]’nin orta noktasi yada
P’den BC ye inilen dikme ayag1 olur. ikinci durum ilk kogulu gosterir. ilk durumda ise ZABP = « olsun.
/ZPBC = § olsun. ZRHC = j8 olacagindan ve ZZLC = a + 8 olacagindan (orta tabanliktan) ZZLR = «
olur. Bu ytizden /ZXR = Z/PCA = « olur. Ikinci kosul saglanir. Ispat biter.

Cozim 2:

(DFX) ve (EGX) cevrel gemberlerinin kesigimine @ diyelim. @ noktasi aslinda diklik merkezi sisteminde
olmayan A, B, C ve P noktalar: i¢in Poncelet noktasidir. Q Poncelet noktasindan ABC' ve BPC tiggenlerinin
dokuz nokta cemberleri de geger. Dolayisiyla ) ya noktast BC kenarimin orta noktasidir ya da P ’den inilen
dikmedir. Bu agsamadan sonra ilk ¢6ziim takip edilebilir.

x,y, z pozitif gergel saylar olmak ftizere,

ferora (el - [0 2) (Y

ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

Coziim:

Cauchy 2
1 1 1\ ~—/~ 1 1 1
(x+y+z)<++> < <\/x+y\/++ﬁ\/7>
T Yy =z Yy oz T

oldugundan

feera(beye ) st () 00

elde edilir. Bunu problemde yerine koyalim

2\/(x+y+2) (;+;+i) _\/<1+;> (1+9)
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\/(x+y+z)<;+1+1> \/(1+ ) 1+ \[\/ 1+ 1+ )
:wwﬂ)(;ig)%

Artik bu ifade iizerinde ugrasabiliriz. Yine Cauchy kullanaraktan

@ry+a) (Fiel )Cmy<\f\f+f\f+f\f>
oGy oz afT- T oo

elde ederiz. Bunu ugrastigimiz ifade de yerine koydugumuz anda

oldugundan

GO

\/(:c+y+z)< ) \f>2\[ \/7+1 > 2v2+1
x
ispat1 bitiririz.

p bir asal say1 olmak iizere,

28P —1
202 +2p+1

bir tam say1 ise, 2p% + 2p + 1 ’in pozitif tam bodlen sayisin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.
Coziim:

Oncelikle 2p? + 2p + 1 > 1 oldugunu gérelim. Dolayisiyla 2p® + 2p + 1’in asal boleni vardir. Bir tane asal
boleni alalim ve bu ¢ olsun. O halde

28" =1 (mod q)
olacaktir. ¢ ve 28 aralarinda asal olmalidir ¢linkii aksi takdirde 1 kalanini bulamayiz. 28’in ¢ modundaki

mertebesi d olsun. Dolayisiyla d|p ve d|g — 1 olacaktir. Yani d = 1 veya d = p'dir. Eger d = 1 ise ¢|27
olacagindan ¢ = 3 olmahdir. Ancak

202 +2p+1=0 (mod3) = (2p+1)*>=2 (mod 3)

olur ki bu da imkansizdir. Dolayisiyla d = p olmalidir, yani p|¢ — 1’dir. Buradan ¢ = pk + 1 formatinda
bulunur. Yukarida ¢ = 3 olamayacagini gordiigiimiizden dolay1 k # 1’dir, ayrica k < 1 olamaz. Dolayisiyla
k > 2'dir. Ayrica ¢|2p? +2p+1 oldugundan gm = (pk+1)m = 2p? +2p+1 olacak sekilde bir m € Z* vardur.
p modunda incelersek m = 1 (mod p) elde edilir. Dolaysiyla m = pt + 1 olacak sekilde bir ¢ > 0 tamsayisi
vardir. Eger t > 1 ise

gm = (pk+1)(pt+1) > 2p+1)(p+1)=2p> +3p+1>2p> +2p+ 1

olacaktir. Dolayisiyla ¢t = 0’dir. Buradan da m = 1 ve ¢ = 2p? + 2p + 1 elde edilir. Yani 2p? + 2p + 1 asal
olmalidir ve pozitif tam bolen sayisi sadece 2 olabilir. Buna érnek vermeliyiz. p = 7 icin 2p? + 2p + 1 = 113

ve
287 — 1

119406447
2. T24+2-7+1

olur.
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Her x gercel sayisi icin [ P(x)| = a|,2) olacak sekilde bir ag, ai, az, ... tam say1 dizisinin bulunmasini saglayan
tiim gercel katsayili P polinomlarini bulunuz.

Not: x bir gercel say1 olmak iizere |z] ile z den biiylik olmayan en biiyilik tam sayiy1 gosteriyoruz.

@ Bir cember iizerindeki 2021 noktadan her biri 1,2,..., k renklerinden birine boyanmistir. Her nokta ve her
1 < r < k rengi igin bu noktay: igeren ve lizerindeki noktalarin en az yarisinin r renginde oldugu bir yay
bulunuyor. Buna gore, k nin alabilecegi en biiytik degeri bulunuz.
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29. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2021

Baslangicta masadaki iki kutudan biri bog olup, digerinde farkl renkli 29 bilye bulunmaktadir. Dolu kutuyla
baglamak ve kutulara sirayla hamle yapmak iizere her hamlede siras1 gelen kutudan bir veya birkag bilye
secilip diger kutuya aktariliyor. Aym bilye 6begi bir defadan fazla segilmeden en ¢ok ka¢ hamle yapilabilir?

Derecesi d olan gergel katsayili bir polinomun en az d adet katsayisi 1’e egit olup d adet gercel kokii varsa d
nin alabilecegi en biiytlik deger nedir?

(Not: Polinomun kokleri birbirinden farkli olmak zorunda degildir.)
Coziim:

d = 1,2 i¢in bu sekilde bir polinom kolaylikla bulabiliriz. Ornegin, P(z) = z — 1 ve Q(z) = 22 — 2z + 1.

d > 3 igin bu sart1 saglayan polinomlar: inceleyelim. Toplam d + 1 tane katsay: oldugundan en fazla bir tane
katsay1 1’den farkli olabilir.
P(z) = agz® + ag_12%t 4+ -+ a1z + ag

ve koklerine x1, o, ..., x4 diyelim.
x% + x% + - :cg =(x14+z2+--+ xd)2 —2(z1xo + T3+ -+ Tg_124q)

2
g1 2042

>0
a’ ag
oldugundan a4, aq_1,aq_2’den biri 1’den farkli olmalidir. Yani aq_3,aq_4,...,ao katsayillarimn hepsi 1 ol-
malidir. ag # 0 oldugundan kokler 0’dan farkhdir. ¢ = 1,2, ..., d igin kokleri zi olan bir polinom yazalim.

1 1 d 1 d—1 1 1
Pl—)=al(=-) ‘ta |- +tai-1| =) taa
X x X X

olacagindan Q(z) = apz® + a1z + - + ag_12 + ag polinomunun kdkleri %’lerdir. Bu polinom da soruda
verilen gartlari sagladigindan benzer sekilde ag, a1, as’den biri 1’den farkli, kalan terimler 1 olmalidir. Eger
d > 5 olursa polinomda 1’den farkli en az 2 katsay1 olmas1 gerekir. Dolayisiyla d < 4’diir.

2'nin katsayisiun farkli olmasi ge-

Sadece d = 4’e 6rnek vermek yeterlidir. Yukaridaki ¢oziimden sadece z
rektigini soyleyebiliriz.

Pl)=a*+2°+ A2 + o +1
seklindeki polinomlarda birkag deneme yaparsak A = —4 i¢in polinomun 4 tane kokii vardir. Dolayisiyla
d’nin alabilecegi en biiyilik deger 4’diir.

I' cemberi ABC iiggeninin BC' kenarina X noktasinda, AC kenarina ise Y noktasinda tegettir. AB kenar1
iizerindeki bir P noktasi i¢in X P ve Y P nin I ile ikinci kesigimleri sirasiyla K ve L, AK ve BL nin I ile
ikinci kesigimleri sirasiyla R ve S olsun. X R ve Y S nin AB iizerinde kesistigini gosteriniz.

Dar agihi bir ABC ii¢geninde D € [AC] ve E € [AB] olmak iizere [BD] ve [CE] agortaylardir. D den BC
ve BA ya indirilen dikmelerin ayaklar sirasiyla P ve @, E den C'A ve CB ye indirilen dikmelerin ayaklar
sirasiyla R ve S olsun. AP ile CQ nun kesigimi X, AS ile BR nin kesigimi Y, BX ile C'Y nin kesigimi Z
olmak iizere AZ 1 BC oldugunu gésteriniz.

Coziim:

Eger AP N CQ € BD olursa BX yiikseklik olur. Simetrik sekilde CY" de yiikseklik olur. Ve bu iki dogru
diklik merkezinde kesigseceginden AZ | BC olur. Ispat biter. Ilk durumu ispatlayalim. Bunu ispatlamak

igin seva teoreminin tersini kullanalim. I‘gg‘\ 1?,5' . % = 1 ise ispat biter. ABQT = ABPT oldugundan

|BQ| = |BP| ve |QT| = |PT| dir. Tlk esitlikten dolay1 seva ifademiz olan IAQLIBPL IDO]L _ p JAQL IDC] _ »q

1@B| [PC| [AD| — © [PC| JAD| —
dontsir. AAQT ~ NADB oldugundan % = ngll dir. ACPT ~ ACDB oldugundan % = %dlr
Demin dedigimiz gibi |QT| = |PT| oldugundan —Q|| I‘gg‘l olur. ispat biter.
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a, b, ¢, d pozitif tam sayilar igin
{a-"+c-d* : n=1,2,3,...}

kiimesinin en az bir elemanini bélen asal sayilar sonlu ¢oklukta ise b = d oldugunu gosteriniz.

@ 2021 ogrencinin bulundugu bir okulda her 6grencinin tam olarak k arkadasi olup iicii de birbiriyle arkadas
olan ii¢ 6grenci bulunmuyorsa, k£ nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?
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30. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2022

Bir ABC ii¢geninde BC' kenarmin orta noktast M, A ya ait i¢ acgiortayin BC ile kesisimi K ve ABC' nin
gevrel ¢emberi ile ikinci kesigimi L olsun. [BC] gaph ¢ember A kogesine ait dig agiortaya teget ise K LM nin
cevrel gcemberine de teget oldugunu gosteriniz.

Cozim 1:

AC < AB kabul edelim.
A kosesine ait dig agiortay ile BC dogrusu N de kesigsin.

BC' capli ¢ember, soruda verildigi gibi, AN ye T de teget olsun. MT = BM = MC ve ZMTN = 90°
olacaktir.

AL agiortay oldugu i¢in BL = LC ve LM 1 BC olacaktir.

Bu durumda (K LM) ¢emberinin merkezi K L nin orta noktasidir. Bu nokta O olsun.

MKSL dikdértgenini kuralim. S, (K LM) ¢emberi {izerinde ve M, O, S dogrusal olacaktir.

(MS = MC = BM olsaydi, OS dogru pargas1 (KLM) nin yaricapr, M.S de BC gapli gemberin yarigap:
ve M,0,S dogrusal oldugu i¢in bu iki ¢cember S noktasinda teget olacakti. Bizden istenen de bu. Yani
KL=MS= BTC oldugunu gostermemiz gerekiyor.)

AK i¢ aglortay: ile AN dig aglortayr dik kesigsecegi icin ZKAN = 90°, dolayisiyla AK || TM. Benzerligi

yazarsak
BC
AK _ KN _ . TM-EN _ 5 KN po. kN Q)
TM MN ~ MN MN  2-MN
i(; ve dig acirtay teoremlerinden
AC_CK_CON___ON____ CK __ _CN
AB KB NB CN+KB+CK BK - KC BK+CK
CK(BK + CK)
N=—%—F——— 2
—C BK — KC @)
B _ CK(BK +CK)
BK +CK 2-BK-CK
_CK<BK—CK 1)_ BK - CK ®)

CK(BK +CK) BK +CK
BK — KC 2

— (BK + CK) (1&%) = (BK + CK) <m>

(3) ve (4) i oranlarsak

MN=CN+CM =

KN 4-BK-CK

MN BC? 5)
elde ederiz. Bu degeri (1) de yerine yazarsak
2-BK-CK BC
AK = —— AK-— =BK -CK
BC = 5 C (6)
BC

bulunur. K noktasimin (ABC) ¢emberine gore kuvvetinden AK - KL = BK - CK oldugu i¢in KL = -
elde edilir.

BC
KL=MS = - oldugu i¢in hem M merkezli cember, hem de O merkezli cember S den geciyor demektir.
M, O, S noktalar1 da dogrusal oldugu igin bu iki cember birbirlerine S noktasinda teget olacaktur.
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Cozim 2:

Dig agiortayin [BC] capl ¢embere teget oldugu nokta T olmak {izere, i¢ ve dig aglortay arasindaki agi
90° olmasi ve merkezden-teget dikliginden MT||AL’dir. MT N AC = R olmak iizere deminki paralellik ve
basit ac1 tagimayla ABKL ~ ARCM elde edilir. Eger soruda bizden istedigi durum dogru olsaydi, K LM
dik tiggen oldugundan bu {liggenin gevrel ¢ap1 |KL|, [BC] capl ¢emberin gevrel yarigapt kadar olurdu ve
|[MC| = |KL| elde edilirdi. Yani deminki benzerlikte benzerlik oraninin 1 oldugunu ispatlarsak soru biter.
|KL| = z,|BK| = y,|KL| = z olsun. Benzerlik oran k olmak tizere |RC| = zk,|RM| = yk,|CM| = zk
olur. T, BC gapl gemberin iizerinde oldugundan |TR| = zk — yk elde edilir. Benzer sekilde |KM| =

zk —y’dir. ARCM ~ AACK benzerliginden 25 zkA ve |AR| = m(%_y) elde edilir. ABLM ~ ARAT

AR [AR] — zk—y
AR| _
1A%

benzerliginden =¥ elde edilir. Demin buldugumuz degeri yerine koyup diizenlersek zk —y = z —y

ve k = 1 bulunur. ispat biter.

k,n pozitif tam sayilar olmak tizere k > n! ise
p(k) = (n—1)!

oldugunu gosteriniz.
Coziim:

k =1 i¢in sadece n = 1 durumunu incelememiz yeterlidir. ¢(1) = 1 > 0! oldugundan iddia dogrudur. Genel
olarak n = 1 i¢in de iddia her zaman dogrudur.

n,k > 2igin k = p{'p3? - pom diyelim. p{*ps? - - - p%m > n! i¢in

kpr =12 = 1) (pm = 1) _ 2llpr =12 = 1) -+ (P — 1)

d(k) = pi* gl T (g =1 (p2—1) - (pm—1) = >
() 1 2 m (1 )(2 ) (m ) PIP2 - Pm D1P2 P

T

olacaktir. Genelligi bozmadan p; < ps < - -+ < p;, oldugunu kabul edelim. z > 0 igin %1 =1- % artan bir
fonksiyondur. p; > ¢ + 1 oldugundan

pi_]- 7
pi  i+1
olacaktir. Buradan
| _ — _ 1.1.92... |
d)(k:)zn'(pl Dp2—1)-(pm 1)Z nl-1-2---m __n
PiP2 " Pm 2:3---(m+1) m+1
olacaktir. Eger n — 1 > m olursa
n! n!
k) > >2 _(p— 1)
o) 2 2T = (- 1)

elde edilir.
Eger m > nise k > pips -+ Pm ve p; > i+ 1 oldugundan

k(pr —1)(p2—1)- - (pm — 1)
Pip2 - Pm

o(k) = >pr—Dp2—1)-(pm—1)>1-2---m>n!>(n—1)

elde edilir.
Dolaysiyla k > n! ise ¢(k) > (n — 1)! olacaktir.
a1, as, ..., agpee negatif olmayan gergel sayilari a1 + as + ... + agpee = 1 esitligini saghiyor. En ¢ok kag (i, j)
siral ikilisi i¢in
a2 +a; > L
© = 2021

olur?
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Hangi a gercgel sayilar: i¢in
2 +a . y3—|—a . 2 4a
Y+ z x4z x4+ Y
olmasimi saglayan farkh z,y, z gercel sayilar1 bulunur?

Coziim:

T 4y + z = A sayisi sabitleyelim, ¢t = x,y, z icin

t3+a
A—t

=3 = 3 _3t+344+a=0

bulunur. Bu iigiincii dereceden denklemin en fazla 3 kokii vardir ve bu 3 kdkii z, y, z olmahdir. Yani
(t—a)t—y)(t—2)=t>=3t+3A4+a

olmalidir. Vieta’dan = + y + 2z = A = 0 olmak zorundadir. Aksi takdirde celigki elde ederiz. Yani z,vy, z
sayilar1, P(t) = t3 — 3t + a polinomunun farkl kokleridir.

P'(t) =3t* =3 = P’(t) = 0 denkleminin kékleri + 1

P(1) = a—2ve P(—1) = a+2’dir. Polinomun 3 tane kokii olmas igin lokal maksimum /minimum noktalarinda
katli k6k olmamali ve bu noktalardaki goriintiileri z1t igaretli olmahdir. P(1) < P(—1) oldugundan a +2 > 0
ve a — 2 < 0 olmalidir. Yani a € (—2,2)’dir. Ifadelerin tamml olmas icin x + vy, y + 2z, * + z degerleri
0’dan farkli olmahdir. z 4+ y + z = 0 oldugundan x, y, z degerleri de 0’dan farkli olmalidir. Dolayisiyla a # 0
olmalidir. Buradan a € (—2,2) — {0} elde edilir.

ABC {iggeninde 90 > A > B > C dir. Diklik merkezi H ve gevrel gember merkezi O olmak iizere HO
ile BC' dogrularmin kesigimi 7', AHO {i¢geninin ¢evrel ¢cemberinin merkezi ise X olsun. H noktasinin T'X
dogrusuna gore yansimasinin ABC' nin ¢evrel ¢cemberi {izerinde oldugunu gosteriniz.

Coziim:

AH; BC yi D de, (ABC) ¢emberini F de kessin.
(AHO) cemberi ile (ABC) ¢emberi F de kesigsin.
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(6]

Bilinen bir 6zellik olan HD = DF esitligini, /CBE = ZCAH = /HBC ile gosterebiliriz.

Bu durumda TH = TFE olacaktur.

/AOH = a ve ZOAH = (3 olsun.

/AFH = ZAOH = a ve ZHFO = ZOAH = ZOFEA = (3 olacaktur.

OA = OF oldugu i¢cin ZOFA = ZOAF = a+ f.

OFOH Kkirigler dortgeninde /ZFHO = ZOAF = Z/OFA = Z0OHFE = a + 8 olacaktur.

OH iki tiggende de ortak oldugu i¢cin AFHO =2 AEHO (AA) elde edilir. Bu da FH = HE demektir.
(KAK) egliginden AFHT = AEHT olacaktir. Dolaywsiyla TF = TE = TH olur.

Son durumda X FTH dortgeni simetri ekseni TX olan bir deltoiddir. Yani H nin TX e gore yansimast F
dir ve F noktasi (ABC) ¢emberi {izerindedir.

2022 ogrencinin bulundugu bir okulda tatil boyunca her giin ya miize gezisi ya da doga gezisi diizenleniyor.
Hicbir 6grenci aym tiir geziye ikinci kez katilmiyor ve tiim gezilere farkl sayida 6grenci katiliyor. Iki geziye
beraber katilan iki 6grenci bulunmadigina gore, toplam gezi sayisinin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
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31. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2023

Sonsuz ¢oklukta k pozitif tam sayist i¢in
n? +m?

mi+n

olacak sekilde m ve n pozitif tam sayilarimin bulunmadigini gosteriniz.
Coziim 1:

Sonsuz sayida k oldugunu gostermek igin bir tane format bulmamiz yeterlidir. p = 3 (mod 4) olan herhangi
bir asal icin k& = p?min ¢éziim vermedigini gosterirsek soru biter. Coéziim oldugunu varsayalim.

(m,n) = d olsun. m = ud ve n = vd olacak sekilde aralarinda asal (u,v) pozitif tamsay1 ¢ifti vardir.

d(u® + v?) 9

But+v

olacaktir. p | d(u?+v?) oldugundan p | d veya p | u? +v? olmalidir ancak u ve v aralarinda asal oldugundan,
en az bir tanesi de p ile de aralarinda asaldir ve ikinci durumdan

wW+0v>=0 (modp) = (wv ")?=-1 (mod p)

elde edilir ve bu bir ¢eligkidir ¢iinkii —1; p modunda karekalan degildir. Dolayisiyla p | d olmalidir. Hatta
p? | d olacaktur.

(d,v) = ¢ olsun. d = cx ve v = cy olacak sekilde aralarinda asal (x,y) pozitif tamsay ¢ifti vardir.

z(u? + *y?) _ 9
2r3ud +y
(2z3u* +y,2) =1 ve p? | z oldugundan x = p?’dir. Buradan
y(®y —1) = u*(p°u® — 1)

elde edilir. (y,u?) = 1 olmas1 gerektiginden u? | ¢y — 1 olacaktir ve y = Wt glacak sekilde bir ¢ pozitif

tamsayisi vardir (¢t = 0 durumunda y = ¢ = 1 olacaktir ve yerine koyulursa ¢6ziim gelmez).
W2t 4t 4 2 = Apbu?
elde edilir. ¢2p® > t + 1 olmas1 gerektiginden
ut? 4t + 2 = c*pPu? > (t+1)%?
= t+E> 2+ D> 2t +1 = >t +1

elde edilir. Goriilebildigi iizere ¢? icin elde edilen alt sinir biiyiimektedir.

k >0 icin ¢® > p¥(t 4 1) gibi bir alt smir icin
W = APt > TR 1) = 2 > [p6+2k(t F12 22—t > PO 1) g2y

>pStR 4+ 1)2 = (t4+1)% > [pPTF - 1] (t+1)

pSt2k — 1 > pF+1 oldugunu gormek kolaydir. Dolayisiyla ¢? icin p*+1(t 4+ 1) alt smirmi elde ederiz. Bunu
sonsuza kadar gotiirebilecegimizden dolay1 boyle bir ¢ yoktur, ¢oziim gelmez.

Dolayisiyla p = 3 (mod 4) asali igin k = p? alinmirsa hicbir ¢oziim olmayacaktir.
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Cozim 2:

Bu soruya yukaridaki ¢oziimii yaptigimda k = p? segmemin nedeni p |[/u? + v? olmasmi saglamak ve ileri-
deki kisimlarda u2’'nin katsayilarini kiyaslayabilmekti. Bagka formattaki k’lar icin farkli ¢éziimler gelecegini
diigiinmiigtiim ama kargilagtigim her ¢oziimde farkli sebeplerle k& = p? secilmig. Ornegin, yiizde yiiz emin
olmamakla beraber 32¢ geklindeki sayilar icin de ¢oziim gelmeyecegini diisiiniiyorum. k& = p? durumuna
getirilmig farkl ¢oziimlerden birisini daha ekleyelim.

Coziim 2: p =3 (mod 4) icin k = p? igin ¢dziim olmayacagim gosterecegiz.
m? 4+ n? =p*(m* +n) = p|m?+n?
olacaktir. p = 3 (mod 4) oldugundan p | m,n olmahdir. m = zp ve n = yp yazarsak,
?+y?=plat+py = pl2at+y® = play
olur. x = ap, y = bp yazarsak,
a®+ 02 =pbat +b = a® — b= (p*a® - b)(p3a® +b)

elde edilir. Eger a® = b ise
p2a® —b>a?—b

oldugundan celigki elde edilir. Dolayisiyla a? # b ve
la? — b = |p*a® — b|(p*a® + b) > [p*a® — b|(a® + b) > [p*a® — b| - |a* — b]

= 1> p’a® —b = p*’a® —b=0
elde edilir ancak esitlikte yerine yazilirsa a® —b = 0 celigkisi elde edilir. Dolayisiyla k = p? igin ¢oziim yoktur.
Kaynak: Tiibitak Lise 2. Agsama Resmi Coziimler 2023
Bir ABC figgeninin i¢ bolgesinde bir P noktasi alimyor. BPC {i¢geninin ¢evrel ¢emberine P noktasinda
igten teget olan w4 ve digtan teget olan I'y gemberleri, ABC {i¢geninin cevrel ¢cemberine de sirasiyla A; ve
As noktalarinda igten tegettir. By, Bs ve C7, C5 noktalar: da benzer gsekilde tamimlaniyor. O noktast ABC

iiggeninin gevrel cember merkezi olmak iizere, A1 Ay, By By, C1Cs ve OP dogrularinin noktadas oldugunu
gosteriniz.

Cozim:

IT1 = (ABC), I14 = (BPC) ve II nin yarigapt R olsun.
Uc cemberin ikiserli ikigerli kuvvet eksenleri tek bir noktada kesisir.

Yani wy ile ' 4 kuvvet ekseni, w4 ile IT nin kuvvet ekseni, I" 4 ile II nin kuvvet ekseni tek bir noktada kesigir.
Bu nokta O 4 olsun.

OAP = OAAl = OAAQ. (OA, |OAP|) =TA olsun.
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T4 nin O4P tegeti ile II nin O4 A5 tegeti esit oldugu igin O bu iki ¢emberin kuvvet ekseni tizerindedir
(Yani O4 € BC).

Bu durumda
00% — R* = O, P? (1)

olur.

Simdi de Iz = (APC) igin benzer iglemleri yapip Op yi ve mp yi tammlayalim.
00% — R?* = OpP? (2)
74 ile mp nin kuvvet ekseni P den gegen ve O4O0p ye dik dogrudur. (1) — (2) den
00% — 00% = 04P? — OpP? (3)
oldugu icin OP 1 O40Ogp dir. Bu durumda 7 4 ile 7 nin kuvvet ekseni OP dir.

A

OP ile A;As nin kesigimi K olsun.
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K noktast hem II ile m4 nin kuvvet ekseni iizerinde, hem de w4 ile wp nin kuvvet ekseni iizerinde oldugu
icin II ile 75 nin kuvvet ekseni iizerinde olacaktir. Bu durumda K € By Bs olacaktir.

Benzer gekilde C1C5 de bu K noktasindan gegecektir.

Rakamlariin biri 1, biri 2, ..., biri 9 olan 9 basamakli tiim sayilara dengeli say1 diyelim. Tim dengeli
sayilarin yan yana ve kiiciikten biiyiige dogru yazilarak olugturdugu rakam dizisi S olsun. S dizisindeki k
ardigik terimden olugan herhangi iki alt dizinin birbirinden farkli olmasini saglayan en kiiciik k& degerini
bulunuz.

Baslangicta tahta iizerinde her birinin 31 koordinati olan 31 adet
(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1)

31-lileri yazilmigtir. Her islemde, tahtada bulunan (ai,as,...,as1) ve (by,ba,...,bs1) 31-lileri seciliyor ve
(a1 + b1,a9 + b, ..., as1 + bs1) 31-lisi de tahtaya yaziliyor. En az kag iglem sonucunda tahtada

(0,1,1,...,1),(1,0,1,...,1),...,(1,1,1,...,0)
31-lilerinin tiimi yer alabilir?

23 gercel sayidan olusan bir kiimenin, bog olmayan ve elemanlarinin ¢arpimi rasyonel say1 olan alt kiimelerinin
sayis1 tam olarak 2422 olabilir mi?

Cozim 1:

Bu tarz sorularda genelde soruyu ¢ozebilmek icin cevabi tahmin etmek gerekir. Eger yanlhg tahmin iizerine
¢ozlim elde edilmeye calisilirsa, siire yetigmeyecek ve biiyiik olasilikla o sorudan puan alinamayacaktir. 2422
sayisinin Ozel bir anlami olmamasindan dolayr cevabin evet olacagim tahmin edebiliriz ¢iinkii 2023 veya
20232022 gibi sayilar verilseydi, ¢oziimiin sayidan bagimsiz olabilecegi sonucuna varabilirdik. Ancak 2422
sayis1 belli ki 6zel bir inga yonteminin sonucunda ciktigi i¢in sorulmus. Boyle bir kiimeyi varsayarak, nasil
inga edebilecegimize bakalim.

Kiimenin elemanlarim ¢ = 0,1,...,22 igin 2% olarak segersek elemanlar: ¢arpiminin rasyonel olmasi igin
kullanilan terimlerin tislerinin toplaminin tamsay:1 olmasi gerekir. Yani

n |29 4292 ... 2%

seklinde olmalidir. n sayisinin herhangi bir katinin 2’nin farkli kuvvetlerinin toplami olarak tek sekilde
yazilabilecegini biliyoruz. Dolayisiyla
n,2n,3n,...,2422n

sayilarmi 1,2,22,...,222 sayillarmi kullanarak elde edebilmeli ancak 2423’ elde edememeliyiz. 2’ye kadar
olan 2’nin kuvvetleri kullanilarak sadece 2™ — 1’e kadar olan tiim sayilar1 elde edebiliriz. Dolayisiyla

223 _ 1 223 _ 1
<n<

2429n < 9223 — 1 < 2423n — ——
"= n 2423 = T9422

olacak gekilde bir n varsa, bu n i¢in yukaridaki formatta se¢tigimiz kiime istenilen gart1 saglayacaktir. Bu
aralikta n = 3463 sayisi oldugundan, boyle bir kiime vardir.

Kaynak: Tibitak Lise 2. Asama Resmi Coztimler 2023

Not 1: Son kisimdaki n’nin varliginin gosterilmesi yeterlidir. Dolayisiyla boyle bir n’yi elle hesaplamak
yerine, ki sayilar bence bunu yapmak i¢in ¢ok da biiylik degil, sinirlarimin arasindaki farkin 1’den biiyiik
oldugu gosterilebilir. Ciinkii b — a > 1 ise (a,b) araliginda kesin bir tamsay1 vardir. Resmi ¢oziimde de bu
sekilde ¢Ozlim tamamlanmigtir.

Not 2: AoPS gibi forumlarda istenileni saglayan farklh formattaki baz kiimeler de bulunmus. O kiimelerin
neden o sekilde secilmesi gerektigine dair agiklamalarla birlikte burada farkli ¢bziim olarak paylagabiliriz.
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Cozim 2:

Metin Can Aydemir’in bahsettigi AoPS forumundaki ¢6ziimlerden biri sinavin birincisi Barig Koyuncu’ya
ait. Barig Koyuncu, derincesi Youtube kanalinda kendisini ¢oziime gotiiren yontemi detaylica anlatiyor.

Barig Koyuncu, ilgili kiimelerden birini {e, 2e, 3e, ..., 12e,e77,2e77, e 8, e710 2710 || 5e710 ¢711 712 =31}
olarak 6rneklendiriyor.

O ¢oziimiiniin biraz daha genelini (Barig Koyuncu'nun AoPS’taki ¢ztimiintinden esinlenerek) Metin Can
Aydemir ile birlikte soyle yaptik:

Oncelikle kiimede hig rasyonel say1 olmamasi gerektigini gozlemleyelim. a € QQ sayis1 bu kiimenin icerisinde
ise a’'min olmadigl, carpimui rasyonel olan altkiimelere, a eklendiginde yine ¢arpimi rasyonel olacaktir. Eger
a # 0 ise kalan 22 reel sayidan kag tane altkiime elde edebiliyorsak, a’y1 ekleyerek bir o kadar alt kiime daha
elde edebilirdik. Bunlarin disinda a’nin tek bagina oldugu kiimeyi de diigliniirsek, alt kiime sayis1 tek say1
olacaktir, 2422 olamaz. Eger a = 0 ise a’y1 iceren her altkiimenin elemanlar: ¢arpimi rasyonel olacaktir. Bu
da en az 222 tane altkiime demektir. Bu da istenileni saglamaz.

Dolayisiyla higbir rasyonel say1 icermeyen bir kiime olugturmaliyiz. Carpimlarinin rasyonel olmasindan dolay1
sayilar1 o transcental sayisi ve a, k € Z icin a - o formatinda se¢meyi diisiinebiliriz. Burada o’y1 rastgele bir
irrasyonel secmemizin sebebi o 'nin irrasyonel kalmasimi istememizdir. (“)rnegin a = /2 secersek a? rasyonel
olacaktir. a’min da elemanlar: farkli yapmak diginda bir kullanimi yoktur ¢iinkii carpima herhangi ekstra
bir sey katmayacak ancak elemanlar: birbirinden farkli se¢ebilmemizi saglayacaktir. 23 irrasyonel igin iislere
ki,ka, ..., kos diyelim. k;’lerin farklh olmasi gerekmez ama 0’dan farkli olmalidir.

Bu elemanlarin ¢arpiminin rasyonel say1 olmasi demek, tislerinin toplaminin 0 olmasi demektir. Dolayisiyla
(k1,ka, ..., kog) tamsayr 23-listiniin tam olarak 2422 tane alt dizisinin elemanlar1 toplaminin 0 olmasim
istiyoruz. Bunun i¢in de k;’lerden pozitif olanlar ile negatif olanlari birbirlerini notrleyecek gekilde segmeliyiz.
Iki isaret icin de sayilari rastgele secersek, 2422’yi hesaplamak karmasiklagacagindan tiim pozitifleri +1
segebiliriz. Boylelikle, — K’y1 notrlemek demek K tane +1’den segmek demek olacak.

k= |(n+1)/2] olmak iizere; N tane 1, zy tane —k, x1 tane —k — 1, ..., x,_j tane —n sayisindan olusan
say1 dizisini ele alalim.

Toplamlar: 0 olacak sekilde bu dizinin alt dizisini segmek istersek; sadece 1 adet negatif say1, bu negatif say1
neyse bir o kadar da 1 sayis1 se¢gmemiz gerekir.

n—k
o+ x1+ -+ Ty < 23 —n olmak iizere; bu sgekilde dagilimlarin sayisi igin Z ( " ) (xl) = 2422
p k+1 1
olmal.
Ornegin, n = 11 icin (7)) = 462, (1) =330, (3) = 165, (}}) =55, (;5) = 11, (}}) = 1 esitliklerini kullanarak
462 -5+ 552412 = 2422 elde ederiz.
Bu durumda 20 elemanh {e,2e,...,11e,e7% 27 ... 576 79 2¢79 e711 2¢7!1} kiimesinin tam olarak
2422 altkiimesi i¢in elemanlar carpiminda e nin iissii 0 a esit olacaktir. (Geri kalan 3 elemani e =12 =13 ¢~ 14
seklinde segebiliriz.)
Barig Koyuncu’nun 6rnegini bizim ¢oziimiimiizdeki yaklagimla verirsek:
n=12, (%) 2+ (9) 1+ (D) 5+() - 1+(}3) 1 =792-24+495-14+66-5+12-1+1-1 = 2422,
dolayisiyla aradigimiz kiime {e, 2e, ..., 12e,e77,2e =", e78, 710 2e710 . 5710 =11 =12} olacaktir. (Geri
kalan 1 eleman e~13 geklinde secebiliriz.)

Bilgisayar yardimiyla, bu yaklagimdaki tiim ¢oéziimleri bulabiliriz.

n = 10 icin:
(5) =252 | (§) =210 | () =120 | () =45 | () =10 (jp) =1
6 2 4 1
8 3 1 1
n = 11 icin:
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() =62 | () =330 | () =165 | () =55 | () =11 | () =1
6 2 2 2
7 2 2
2 2 b) 1 2
2 3 3 1 2
2 4 3 1 2
2 4 1 1 2
3 3 4 2
4 3 2 2
4 1 1 2 2
5 2
n =12 i¢in:
(g) =924 | () =792 | () =495 | () =220 | (1) =66 | (;) =12 | (1) =1
4 1 2
4 2 2
1 7 1 2
1 2 2 3 2
1 3 2 1 1
2 1 5 1 1
1 2 1 4
1 2 2 1 2
1 3 1 1
1 1 2 4 2
1 1 1 3 1 1
2 1 5 2
2 2 2 2
2 1 1 1 1

Usler toplammimn sifir yapildigi bu yaklagim, literatiirde subset sum olarak geciyor.

Geeks For Geeks sitesinde yer alan kod 6rneklerini,
vararr = [1,1,1,1,1,1,1, 1, 1, 1, 1, -6, -6, -6, -6, -6, -9, -9, -11, -11]

seklinde caligtirdigimizda, bosg kiime de sayildigr igin 2423 elde ediyoruz. Bir nevi ¢oziimde buldugumuz
degerlerin dogrulamasi yapilmis oldu.

Coziim 3:

AoPS forumundaki ¢oziimlerden biri resmi ¢6ziimdeki yaklagima ait bir 6rnek barindiriyor.
210 59 50 510 29 50 ok
A = {27,27,...,27}, B = {2-27,227,...,2-27}, C = {3-27} veS =AUBUC =
50 ol 510 50 51 510 Sk
{27,27,...,27,2-27,2-27,...,2-27,3-27} kiimelerini ele alalum.

S kiimesinin herhangi bir altkiimesini ele aldigimizda, A kiimesinin elemanlarindan hangilerinin bu alt
kiimede var olup olmadigini biiyiikten kiiclige sirali bir listede 1 ve 0 kullanarak ifade ettigimizde 11 basa-

makl
(00000000000)2, (00000000001)s, ..., (11111111111)

sayilarindan birini elde edecegiz. Bu sayiya a diyelim.
Benzer sekilde b ve ¢ sayilarini tammmlayalim. 0 < a < 2047, 0 < b <2047 ve ¢ =0 veya ¢ = 2k olacaktir.

. [ . .. o .. a b c atbte
S nin herhangi bir altkiimesini aldigimizda elemanlarin ¢arpiminin rasyonel olmasi i¢in 2= - 2% -2n =27 =

ifadesinin rasyonel olmasi gerekir.

a+b+c = n denkleminin ¢6ziim sayis1 2422 olacak gekilde n ve k sayilar: bulabilirsek soruyu ¢ézmiis olacagiz.
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a + b = m denkleminin ¢éziim sayisi; (2047, m — 2047), (2046, m — 2046), ..., (m — 2047,2047) ciftlerinin
sayis1 2047 — (m — 2047) + 1 = 4095 — m dir.

¢ = 0 iken m = n ve dolayisiyla 4095 — n ¢oziim gelecektir.
c = 2% iken m = n — 2F ve dolayisiyla 4095 — n + 2F ¢oziim gelir.
Bu durumda toplamda 8190 — 2n + 2% = 2422 ¢oziim gelmesi gerekir. k = 1 icin n = 2885 olacaktir.

20 2l 210 20 2l 210 21 . . o .
O halde S = {22885, 232885, ...,2%s85 222885, 2 - 23885, ..., 2232885, 3 - 22885 » klimesi aradigimiz kiimelerden

biridir.
@ Bir ABC ii¢geninin BC, AC, AB kenarlan iizerinde sirasiyla D, E, F noktalarn DE | AB, DF | AC
BD AB|?
|DC’| = || 1 0:2 olacak sekilde aliniyor. AEF iiggeninin ¢evrel ¢emberi, AD dogrusu ile ikinci kez R

noktasinda ve ABC' {i¢geninin ¢evrel cemberine A noktasindan ¢izilen teget ile ikinci kez S noktasinda
kesigiyor. FF dogrusu, BC ve SR dogrular ile sirasiyla L ve T noktalarinda kesigiyor. SR dogrusunun
[AB] dogru parcasim ortalamasi i¢in gerek ve yeter kogulun B.S dogrusunun [T'L] dogru pargasini ortalamasi
oldugunu gosteriniz.

Coziim:

SR ile AB dogrusu M de, BS ile TL dogrusu N de kesigsin.

. DC
Benzerlikten AF = AB - m ve
DC
. — 2 P
AF-AB = AB* - 2o (1)
BD
Benzerlikten AE = AC - m ve
BD
AE - AC = AC?  ——— 2
¢ ¢ BD + DC )
(1) ile (2) yi oranlarsak
AF-AB _ AB*.DC _BD-DC _ )

AE-AC  AC?-BD DC-BD
olacaktir. Bu durumda BFEC Kkirigler dortgenidir. ZBAS = ZACB = ZAFE oldugu i¢in EF || AS dir.
SFEA Kkirigler dortgeni oldugu igin ikizkenar yamuktur. Bu durumda AFSE = AFEAF ~ ABAC ve
LFST = /FAR = ZBAD oldugu i¢in AD, BC yi hangi oranda boliiyorsa ST, FE yi o oranda bolecektir.

Yani
FT _BD _BF W
FE BC BA

Paralellikten dogan benzerlikleri uyguladigimizda

LF  FD  FD FD BF
LE+LF EC+FD FEC+AE AD BA

NF _BF

AS ~ BA (6)
FT FM
1S ~ 1A (7)

esitliklerini elde edecegiz.
IN=x, TN=y, NF=z, TE=wolsun. FT=y—z2, FE=y—z4+w, LF=x+z2, LE=x+y+w
Simdi de 6nce AM = BM = LN = NT yi gosterelim. Sonra da LN = NT =—> AM = BM yi gosterelim.
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AM = BM ise (7) nolu esitligi diizenlersek

BA
22 _BF
FT FM 2. BF NF
AS " MA-  BA 1T pa Tl 72 g 2 NEAIT=AS
2

elde ederiz. Bu durumda AS = 2z 4+ y — z = y + z olacaktir.
(4), (5), (6) esitliklerini yazarsak

y—z T+ z _Z
y—z+w 2+y+z+w y+z

1. ve 3. oranlar1 ¢apraz garparsak

y2—22:yz—22+wz=>wz:y2—yz:y(y—z) (8)

2. ve 3. oranlar1 ¢apraz garparsak
xy+rztyzr+2t =22z tyr+ 22 fwr = wr=1xy —xz=a(y—2) (9)

elde ederiz.

y=TN > FN = z olacag i¢in (8) ve (9) u birlegtirdigimizde = y yani LN = T'N elde ederiz. B
Simdi de LN = NT kabul edelim.

x = y olacaktir.

(4), (5), (6) esitlikleri

y—: ___ yt: =
y—z4+w 2wt+y+z+w AS
2
seklinde yazilabilir. Oran-Orant1 6zelliginden 2. orandan 1. oram gikarirsak £z oranini elde

2y 422 y+z
ederiz. Bu da AS = y + z oldugu anlamina gelir.
NF  z  BF FI' y—2 FM
TS_y+z_ﬂveTS_y+z_m
72Z+y_Z:1:72'BF+ﬂolur.
y+z BA MA

Simdi de BF =p, FM = q ve MA = r olsun. BA = p + ¢ + r olacaktir. Yerine yazarsak

(6) ve (7) yi yeniden yazarsak

1. esitligin 2 kat1 ile 2. egitligi toplarsak

2p +q_2p7’+pq+qz—¢-qr

1= P
p+qg+r T pr + qr + r?

elde ederiz. Biraz diizenlemeyle pqg+pr+q¢*>—r? = p(g+r)+(g—r)(g+r) = (p+q—7)(g+7r) =0 = p+q=7
olur. Bu da BM = M A demektir. B

Not: Her iki kogulda da AS = AE = SF esitliginin saglandig1 gosterilebilir. Bu da biraz ag hesabiyla
/ABC = 2/ACB y1 gerektirecektir. Kenarortaysilarin (Simedyan) 6zelliginden (AB? : AC? = BD : DC
oranindan) AD nin ABC de bir kenarortaysi oldugu goriilebilir. Yani bir ¢izim araci ile ZB = 2ZC olan
iggeni ¢izip, BC ye ait kenarortayin BC ye ait agiortaya gore simetrigini alarak D noktasini igaretleyebilirsiniz.
Daha sonra sorudaki yonergeleri izlediginizde ¢izimi tamamlamig olursunuz.
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32. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2024

n > 3 bir pozitif tam say1 olmak iizere, n koseli bir tam ¢izgenin her kenarina birer gercgel say1 agagidaki
kosullar1 saglayacak sekilde yazilmisgtir:

(i) Cizgedeki her tiggenin kenarlarima yazilan sayilardan ikisi birbirine esit olup diger say1 ise bu sayilardan
biiytiktiir.

(ii) Her kosenini agirlegs, o koseden gikan kenarlara yazilan sayilarin toplami olmak {izere, tiim kogelerin
agirliklar: birbirine esittir.

Buna gore, n sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Dar agili bir ABC {icgeninin diklik merkezi H ve A, B,C koselerinden indirilen yiiksekliklerin ayaklari
sirasiyla D, E, F olsun. DEF {i¢geninin ¢evrel ¢cemberine D noktasinda teget olan bir gemberin EF' dogrusu
ile kesistigi noktalar P ve @ olsun. PH ve QH dogrular: ile BHC tiggeninin cevrel ¢cemberinin ikinci kesigim

noktalar: sirasiyla R ve S olsun. A noktasindan gegen ve E'F dogrusuna dik olan dogrunun BC dogrusu ile
kesistigi nokta T olsun. R, S, D,T noktalarinin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.

Coziim 1:

ABC nin ortik iiggeni DEF iicgeninde, H i¢ merkezdir. (Ispati: /ZEFH = /EAH = DBH = /DFH.)
EF nin AD ile kesigimi A’ olsun.

AA" HA
DF A’ iicgeninde F H i¢ aclortay, FF'A dis aciortaydir: 1D~ HD"
A d I HA—-HA HA
n1 oram1 yeniden yazarak; =
yni orani yeniden yazarak; 1D AD —HA

HA-AD — HA®> —HA'-AD+ HA-HA' = AD - HA'.
2.AD-HA' = HA(AD — HA+ HA') = HA(DH + HA') = HA - DA'.

HA" 1 DA )
HA 2 DA

elde ederiz.

EF ile BC, L de kesigsin. (DEF') gemberinin D deki tegeti, EF yi M de kessin.
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ZA'DE = 90° — /BAC.

/EDM = /DFE = 180° — 2/BCA.
/MDL = 90°— (LA'DE + ZEDM)

/BAC +2/BCA — 180°

/BCA — /ABC

/BCA— /AEF

/BCA— /LEC

= /DLM

Dolayisiyla,

ML =MD =AM (2)

A dan EF ye cizilen paralel ile CF, BE, BC dogrularn sirasiyla F', E’, K noktalarinda kesigsin.

(1) den dolay,
HA" 1 DA 1 AL AM
HA ~ 2 DA 2 AK AK
olacagi i¢cin H, M, K noktalar1 dogrusaldir.
AK || EF ve AT 1 EF oldugu icin AT 1 AK. Oklid’den

KA*=KD-KT (3)

/ABC = LAEF = /EAK oldugu igin KA dogrusu (ABC) ¢evrel ¢cemberine tegettir.

KA?=KC-KB (4)

/HBC = /EFH = /E'F'H oldugu i¢in

KE'-KF' = KC-KB=KA? (5)

(DEF) gemberi ile (DPQ) ¢emberinin kuvvet ekseni DM oldugu i¢in

ME-MF =MP-MQ = MD? = MA" (6)

HP ve HQ dogrulan ile AK dogrusu sirasiyla P’ ve Q' noktalarinda kesissin.
AHMF ~ AHKF’ oldugu igin (6) daki esitlik

KP -KQ =KFE' -KF' = KA? (7)

olacaktir.
(7) ile (4) 1 birlegtirirsek P’, @', B, C noktalar1 gembersel olur.
Simdi de P, @, R, S noktalariin ¢cembersel oldugunu gosterecegiz.

PQ noktalarimin EF dogru parcasi iizerinde veya diginda olmasina gore ispat biraz farkli olacak. Sekildeki
duruma gore ispatimiza devam edelim.

/HRS =/HBS =/HBC - /SBC = /EFH — /SHC = /EFH — /ZFHQ = ZPQH. Bu da, P, Q, R,
S noktalarinin ¢embersel oldugu anlamina gelir.

PQ || P'Q’ oldugu i¢in P’, @', R, S noktalar1 da ¢emberseldir.

(P'Q'RS), (P'Q'BC), (BRSC) gemberlerinin ikiserli kuvvet eksenleri, tek bir noktada (ii¢ gemberin kuvvet
merkezinde) kesigir. Bu nokta da P’'Q’ ile BC nin kesigimi olan K noktasidir. O halde, R, S, K noktalari
dogrusaldir.

Bu durumda, KS- KR =KC-KB = KA? = KD - KT oldugu i¢cin R, S, D, T noktalar1 da cemberseldir.
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Cozim 2:

w1 = (DEF), wy = (DPQ), ws = (BHC) olsun.
ZBFC = ZBEC oldugu i¢in (BCEF) = wy.

o
[

/ZFEFH = /EBC =/ZEBS + £Z5BC = ZHRS + ZSHC

/EFH =/FQH+/QHF = /FQH+/SHC = ZHRS+/ZSHC oldugu i¢cin ZFQH = ZHRS, dolayisiyla
(PQRS) = Ws.

/FQH = /ZHRS = ZSCH oldugu i¢in S, C,Q, F ¢emberseldir. Bu durumda QH - HS = FH - HC.

QH-HS=PH-HRve FH-HB = FH-HC oldugu icin H noktasinin wy ve ws ¢emberlerine gore kuvvetleri
egittir. O halde, H, bu iki ¢emberin kuvvet ekseni iizerindedir.

ws ile wy 1in kuvvet ekseni BC dir. w3 ile ws in kuvvet ekseni RS dir. BC ile RS nin kesisimi K olsun. wy
ile wy in kuvvet ekseni H K olacaktir.

EF ile HK, M noktasinda kesigsin. M noktasi, wy ile ws ¢emberlerinin kuvvet ekseni {izerinde oldugu igin
bu noktanin bu iki gembere gore kuvveti egittic. ME- MF = MP - MQ.

M noktasimin w; ¢emberine gore kuvveti M E - M F, wy ¢emberine gore kuvveti M P - M@ oldugu igin; M
noktasi wy ve wo gemberlerinin kuvvet ekseni iizerinde olacaktir. Bu da, bu iki gembere D noktasinda teget
olan dogrudur. Yani DM; w; ¢emberine tegettir.

FM; BC ve AD ile sirasiyla L ve A’ noktalarinda kesigsin.

LADE = /ZFCA =90° — ZLA.

/ZEFD =180° — LZAFE — ZDFB = 180° — 24C.

Teget-Kirig aggdan /EDM = /EFD = 180° — 2/C.

ZMDL =90° — LZADE — ZEDM = 90° — (90° — LA) — (180° — 2£C) = LC — 4B.

/MLD =/ACB - /LEC = /C — /AEF = /C — /B. Bu durumda, MD = ML = M A’ olur.
AA' =2, AH =y, HD = z, DL = p, LK = g olsun.

L den AD ye gizilen paralel HK y1 L’ de kessin.

LL' = A’H = y olacaktr.

DL  p
DK p+q
DL HD-LL  z-y
DK HD oz
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NA'FD de, /ZA'FH = /FEAH = /DBH = /DFH oldugu i¢in FH i¢ agortaydir. ZAFH = 90° oldugu
AA" HA x Y

AD ~ HD :x—l—y—i—z_z'
y TH+ytz—z y+z DA

Paydadan pay1 gikartip, paydaya oranlarsak; : ; i p— = J+: DA

i¢in de F'A dig agiortaydir.

elde edilir.

DL DA’
DK = DA yani A’'L || AK olur. Bu da, TA L EF oldugu igin TA L KA demektir. ATAK

liggeninde Oklid’den KA2 = KD - KT elde ederiz.

/KAE = ZAEF = ZABC oldugu i¢in, KA dogrusu, (ABC) gevrel ¢emberine K da tegettir. O halde,
KA? =KC - KB.

K noktasinin, wy ¢cemberine gore kuvveti KC - KB, ws ¢emberine gore kuvveti K.S - KR esit olacag: icin
KS-KR=KC-KB=KA?=KD - KT, dolayisiyla R, S, D, T noktalar1 cemberseldir.

Bu durumda,

Cozim 3:

w1 = (DEF), ws = (DPQ), ws = (BHC) olsun.
/ZBFC = ZBEC oldugu i¢in (BCEF) = wy.

/EFH =/EBC =/EBS+ /SBC =/ZHRS + ZSHC

/EFH =/FQH+/QHF = /FQH+/SHC = ZHRS+/ZSHC oldugu i¢cin ZFQH = ZHRS, dolayisiyla
(PQRS) = Ws.

(ADT) = wg ve (ABC) = wy olsun. AT nin orta noktast N olsun. w7 nin merkezi O olsun. AT ile AD
izogonal eglenik oldugu icin T, O, N, A dogrusaldir. wg ile w7, A noktasinda tegettir.

EF ile BC, L de; EF ile AD, A’ de kesigsin. A’L nin orta nokta noktast M olsun.
/NDA=/NAD =90° — ZDA'M = 90° — ZA'DM oldugu i¢cin ND | DM. Yani DM, wg ya tegettir.

ZMDE =90°—-ZADE—/ZMDL = 90°—(90° — LA)— (LC—4B) = LA+ /B—/ZC =180°-24C = LEFD
oldugu icin DM, wy e tegettir.

/FQH = /HRS = ZSCH oldugu i¢in S, C, Q, F' ¢emberseldir. Bu durumda QH - HS = FH - HC.

QH-HS=PH -HRve FH-HB = FH-HC oldugu icin H noktasinin wy ve ws ¢emberlerine gore kuvvetleri
esittir. O halde, H, bu iki gemberin kuvvet ekseni tizerindedir.

M noktasinin wy, wa, we ya gore kuvvetleri esittir. MD? = ME- MF = MP - MQ.

O halde M noktasinin wy ve ws e gore kuvvetleri de esit olacaktir. Bu da M yi bu iki ¢emberin kuvvet ekseni
tizerinde yapar. Yani bu iki ¢cemberin kuvvet ekseni HM dir.
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HM dogrusu, wy nin se¢iminden bagimsizdir. wg ¢emberi de aslinda wy gember ailesine aittir. O halde, M
noktasinin wg ya gore kuvveti ile wy e gore kuvveti de egittir.

EH-HB=FH-HC = DH - HA oldugu igin H noktasinin da w4 ve wg ya gore kuvvetleri esittir. O halde,
wy, Wy, wg cemberlerinin kuvvet ekseni HM dir.

HM ile BC, K de kesissin.
wy, we, wr gemberlerinin kuvvet merkezi K noktasidir. O halde, KA | NT dir.
Oklid’den KD-KT = KA% = KS- KR elde edilir. Bu da R, S, D, T noktalarinin cembersel oldugu anlamina

gelir.

Her n > 2 tam sayisi igin f(n) ile n sayisiin farkh asal bolenlerinin garpimini gosterelim (6rnegin, f(5) = 5,
f(8) =2ve f(12) =6 olur). a1, as, ... dizisi, a; > 2 bir tam say1 ve her n > 1 i¢in

Ap41 = Anp + f(an)
olacak gekilde tanimlamyor. Her p asal sayisi igin, {a;}$2; dizisinde p ile bdliinen bir terim bulundugunu
gosteriniz.

Cozim:

f(an) | an saglanr. a,, = f(a,)g(ay) olsun.
iddia. f(ani1) > f(an),¥n € N.

(23

ispat. an = Hlepi olsun. (p; ler asal ve a; > 1) Bu durumda

k
ant1 = (P1P2-- - Pr) (1 + pri_1>
i=1

saglanir. Buradan anlagilir ki Vp | a,, asalii¢in p | a,,+1. Bu ise iddianin dogrulugunu gostermek icin yeterlidir.
iddia. g(an.1) — g(an) <1,¥n € N.

ispat. Onceki iddiadan f{izﬂ) < 1 oldugu goriiliir. Buradan hareketle

f(an)[g(an) + 1} _ Qn + f(an) _ OGpy1 a
glap)+1> Flansy) = o) Flan) = g(any1)

elde edilir, ki bu iddianin ispati i¢in yeterlidir.

Sonug. g sirsiz ise g(ay, ) fonksiyonu {x € Z | > g(an,)} kilmesinde 6rtendir, yle ki g(a;) > g(am), Vi € N.
iddia. g(a,,) =1.

ispat. g(an,) bir t < ¢ —1 igin f(a,)yi bélmeyen ve g(am¢)’yi bolen bir ¢ asal olana kadar bir bir
artacaktir. Onceki iddiadan

g(am)+t < g(am)+q_1
q >

9(amqt) < = q-g(am) < q-g(amie) < glam) +q—1=0<g(am) <1

gelir, ki bu iddianin ispati igin yeterlidir.

iddia' f(an+1) = f(an) = g(an+1) - g(an) =1
Ispat. f(a;) > 0,Vi € N = a,, dizisi monoton artandir. Dolayisiyla ikinci iddiay1 da goz ontinde bulundu-
rursak

Flan) = flan) 1< 2222 = (j’ggjg:)“) 0 < glans1) — glan) < 1
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elde edilir. Bu ise iddianin ispati1 i¢in yeterlidir.
iddia. g(ay) dizisi siirsizdir.

ispat. Ilk iddiadaki esitsizligin esitlik durumunu alalim. Bunun saglanmasi igin

Hpa’_l =l=sw=1Vvie{l,2,... k}

olmas1 lazim. Oyleyse esitlik saglaniyorsa a,,’in karebolensiz (squarefree) bir say1 olmasi gerekir. Bu ise
g(an) =1 ise saglanir. Uciincii iddiadan bunun en az bir kez saglanacagim biliyoruz. Onceki iddiadan da bu
esitlik durumu her saglandigimda g'nin arttigim biliyoruz. Oyleyse g artarken daha 6nce a,, dizisinin hicbir
terimini bolmeyen bir asala egit oldugunda 1 durumuna geri doner. Bu durum siirekli tekrarlanacagindan g
stirekli olarak artar, yani iist sinir1 yoktur c¢linkii asal sayilar da sonsuz miktardadir.

Sonug. g(a,), Z kiimesini orter. Dolayisiyla soruda verilen ifade ispatlanmig olur.

n bir pozitif tam say1 ve n sayisinin tiim pozitif bolenleri 1 = d; < dy < --- < d = n olsun.

2da +dy+ds = dr
d3d6d7 = N
(de +d7)> = n+1

esitlikleri saglaniyorsa n sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.
Coziim:

Eger n tekse 2dy 4+ d4 + ds = d7 ¢ift olacagindan celigki elde edilir. Yani n ¢ifttir ve do = 2’dir. Ayrica n+ 1
bir tamkare oldugundan n = 2 (mod 4) durumunda celigki elde ederiz. Yani 4 | n olmalidir. Eger ds # 4 ise
d3 = 3 ve dy = 4 olmaldir. Verilen egitliklerden

n = 3dedy = (dg +d7)? —1 = d2 —dgdy +d2 =1
bulunur. Bu denklemin ¢6ziimii yoktur ¢ilinkii
= d? — dgdy + dg = d7(d7 — dg) + d3 > dj
celigkisi vardir. Sonug olarak dz = 4 olmalidir.
n = (dg +d7)? =1 =4dgd; = dy =dg + 1

elde edilir. dg = m dersek, n = 4m(m + 1) bulunur. 8 | n oldugundan d4 = 5,7, 8 olabilir.

dy = 5ise dg = d7 — 1 = 8 + d5 > 8 olacagindan ds = 8 olmalidir. Buradan d; = 17 ve dg = 16 bulunur
ancak n =4-16 - 17 sayis1 d4 = 5 ile béliinmez.

d4 = 7 ise d5 = 8'dir. Buradan dy = 19 bulunur. Ancak n =4 -18 - 19 sayis1 7 ile boliinmez.
Son durum olarak dy = 8 olmalidir. d7 = d5 + 12 ve dg = d5 4+ 11’dir. 3t n oldugundan

ds | 4(ds +11)(ds + 12) = d5 | 2*-3-11 = d5 | 2% 11

bulunur. ds = 11 veya ds = 16 olabilir. Denersek, ds = 16 i¢in d7.: 28 elde edilir ancak 7 4 n olacagindan
¢Oziim gelmez. Ancak ds = 11 igin n = 4 - 22 - 23 = 2024 bulunur. Istenilen sartlar1 da saglar.

(ot st - -0

denklemini saglayan tiim f : RT — R fonksiyonlarimi bulunuz.

Her z,y,z € R igin

Not. Bir x gercgel sayse igin, |x| sayise x’in tam degeri olmak tzere, {x} = x — |z]| olarak tanimlanwyor:

{2.7} = 0.7 ve {4} = 0.
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Coziim 1:
n bir pozitif tamsay1 olmak tizere z = nzx alalim.
f(fﬂ)} { f) } {f(m)} {x} y
T + =S b=
{ f(y) f(nz) f(z) y { na }
elde edilir. Her ¢ > 0 i¢in n > = se(;erek - < ¢ yapabiliriz. Dolayisiyla, her € > 0 i¢in 0yle bir N > 1 vardir
. f
x x Y x
nzN = —o+q= <{}+s
(it { SRR SACI R CAREE
1z) } {} <e
Y

fly
} { } < 0 olmalidir. Benzer gekilde (y, z) ve (z, z) i¢in de

Bu esitsizlik her ¢ i¢in dogru oldugundan {

ayni egitsizlikleri elde edebiliriz. Ana egitlik bu esitsizliklerin toplaminin egitlik halidir. Yani {JJZEJC;} = {x}
Y Y
f(x)

olmahdir. 775 = g(x) olarak tamimlarsak ve buldugumuz esitlikte y = 1 koyarsak, {g(z)} = {z}, yani
g(x) — x € Z elde edilir. y’yi tamsay1 secelim. m, k € Z i¢in g(z) = = + k ve g(y) = y + m dersek,

) =L =0 =

k k) — ky —
zt —E:y(zhL ) a:(erm): y ImGZ:>xm€Z:>m=O
y+m oy y(y +m) y(y +m)

bulunur.

elde edilir. Bu durumda da . L
TER T Py — k=0
Yy Yy Yy

bulunur. Yani her z i¢in g(x) = z’dir. Yerine koyarsak f(z) = f(1)z = cx bulunur. Her ¢ > 0 i¢in de verilen
esitlik saglanir.

Coziim 2:

Kosulun saglanmasi icin {fc(zg} = {‘T} olmas1 gerektigi yukaridaki sekilde ispatlansin. Simdi a bir tamsay1

olmak {izere x = ay alirsak i Elyy) ifadesinin tamsay1 oldugunu, y = ay ve x = y alirsak { / (y

} = 1 oldugunu
anlariz. Bu durumda her a tamsayist i¢in f(ay) = af(y) olur. Simdi ilk denklemde x 1 tamsay1 alirsak
{5} = {ffé))i} bulunur. % = k olmak tizere {{} = {{} olur. z keyfl bir tamsay1 oldugundan hem k hem y

sayisindan biiyiik veya ufak secilebilir. Bu durumda y = & olur ve f(y) = f(1)y bulunur. Sonug olarak ¢ bir
pozitif reel say1 olmak {izere f(z) = cx olmalidir.

@ m,n > 2 tam sayilar olmak tizere, m x n satrang tahtasinin bazi birim karelerine birer kale, her kale tek
sayida kale tarafindan tehdit edilecek sekilde yerlestirilmistir. Buna gore, satrang tahtasinin tizerindeki kale
sayisinin alabilecegi en biliylik degeri bulunuz.

182


https://geomania.org/forum/index.php?topic=9409.0

	30. Uluslararası Matematik Olimpiyatı Hazırlık Ekibi Seçme Sınavı - 1988
	33. Uluslararası Matematik Olimpiyatı Hazırlık Ekibi Seçme Sınavı - 1991
	34. Uluslararası Matematik Olimpiyatı Hazırlık Ekibi Seçme Sınavı - 1992
	1. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 1993
	2. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 1994
	3. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 1995
	4. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 1996
	5. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 1997
	6. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 1998
	7. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 1999
	8. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2000
	9. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2001
	10. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2002
	11. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2003
	12. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2004
	13. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2005
	14. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2006
	15. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2007
	16. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2008
	17. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2009
	18. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2010
	19. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2011
	20. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2012
	21. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2013
	22. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2014
	23. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2015
	25. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2017
	26. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2018
	27. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2019
	28. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2020
	29. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2021
	30. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2022
	31. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2023
	32. Ulusal Matematik Olimpiyatı İkinci Aşama Sınavı - 2024

