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ONSOZ

Lise diizeyinde olimpiyatlara hazirlanan hemen her 6grencinin sordugu bir soru vardir:
Girecegimiz ikinci agama smavinin eski yillarinin soru ve ¢oziimlerine neden ulagamiyoruz?

Gercekten de, Tkinci Agama’ya hazirlanan bir 6grencinin eski yillardaki sorularl ¢ozmesi, hem genel olimpiyat
tekniklerine hakim olmasi, hem de simnavin kendine has tarzina aligsmasi agisindan 6énemlidir.

Iste elinizdeki bu dokiiman, bu konudaki eksikligi gidermek adina ¢ok sayida tecriibeli olimpiyatct ve hocanin
sarf ettigi iki yillik titiz emek ve gayretlerinin bir sonucudur. Bu ¢aligma icin kollar1 sivadigimizda, eski yillarin
orijinal sorularina ulagmakta bile ¢ok zorluk cektik; yillar var olan kaynaklar: eskitmis, 9011 yillarin sorulari olim-
piyat argivlerinin derinliklerinde kalmisti. Sorular: elde ettikge, bir yandan geomania.org forumunda ilk yillarin
soru ve ¢Oozuimlerini toplarken, diger taraftan matematikolimpiyati.com tizerinden 2000’li yillarda yapilmig Ikinci
Asamalarin soru ve ¢oziimlerini yliklemeye yonelik bir sistemle son yillarin ¢éziimlerini derledik.

Son olarak, elimizdeki soru ve ¢oziimleri geomania.org da ag¢tigimiz “Yarigma Sorular’” boliimiine aktardik.
Dokiiman bu halini almadan 6nce, elimizdeki ¢oziimleri tecriibeli olimpiyat¢i arkadaglarimizin yardimiyla titizce
tashih ettik. Bu baglamda bagta Mehmet Efe Akengin ve geomania.org forumundan Lokman Gokce olmak tizere,
bu ¢aligmada emegi gegen tiim olimpiyatgi ve hocalarimiza gayretlerinden 6tiirii tegekkiirti bir borg biliyoruz.

Bu emek ve gayretler sonucunda, Tiirkiye matematik olimpiyatlar: camiasi, yillardir hasretini ¢ektigi bu dokiimana
kavugtu. Fakat ikinci agama seferberligimiz heniiz nihayete ermedi. Goreceginiz tizere, hala cok sayida soru-
nun ¢oziimii eksik veya geomania.org forumunda tashih edilmeyi bekliyor. Sorulara yapmig oldugunuz farklh
¢Oziimleri, ¢oziimler hakkinda diigiince, onerileri ve diizeltmelerinizi, litfen geomania.org Yarigma Forumu iize-
rinden paylagmanizi rica ediyoruz.

Bir bagka caligmada goriismek dilegiyle,

geomania.org
Yarigma Sorular1 Ekibi
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https://geomania.org/forum/index.php?board=27.0
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30. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Se¢gme Sinavi - 1988 geomania.org

30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Secme Sinavi -
1988

Ardigik ii¢ pozitif tamsaymin ¢arpiminin higbir zaman bir tamsayimin birden biiyiik bir kuvvetine esit ola-
mayacagini gosteriniz.

ABCD Kkirigler dértgeni ve |AE| = |AD|, |BC| = |BF| dir. Buna gore, EF || AB oldugunu gésteriniz.

59 45
0 < g < 200 ve 0 <P < 6L kogullarimi saglayan bir (p,q) tamsay1 ¢ifti bulunuz ve boyle tek bir (p, q)
q

tamsay1 ¢ifti oldugunu gosteriniz.

7 arkadag1 olan bir kimse, bir hafta boyunca her aksam 3 arkadagini yemege cagirir. Farkli iki aksam yemege
cagrilan gruplar birbirlerinden farkli olup; 7 arkadagtan her biri en az bir aksam yemege cagrilmaktadir. Bu
kogullar saglayan kag degisik ¢agri programi yapilabilecegini bulunuz.

O merkezli gemberin yarigapt R’dir. A merkezli | AB| yarigapl gember ile B merkezli |BA| yarigapli gemberin
D kesim noktasi aliniyor. C'D dogrusu, O merkezli gemberi FE noktasinda kestigine gore |ED| uzunlugunu R
cinsinden hesaplayiniz.

N

o[ o

N AR A Y S N P N A
14 13 12 1987 1988 1989
denkleminin tiim reel ¢oziimlerini bulunuz.

Iki kiginin bir keki paylagmasimn her iki tarafi da hognut eden ve adil bir yontemi sudur: Biri keki iki parcaya
ayirir, digeri parcalardan birini kendine seger. Diger bir deyisle keki [0, 1] aralig: gibi diigiiniirsek, birinci kisi
x1 € [0,1] seger; ikinci kisi ise 21 ve 1 — 1 sayilarindan birini seger. (Burada her iki tarafin da “keksever”
oldugu varsayildigindan, ikinci kiginin x; ve 1 — z; sayilarindan daha biiyiik olanini sececegi ve dolayisiyla
birincinin de z; = 3 secimini yapacag: kolaylikla goriliir.) U keksever kisi icin benzer bir paylagma yontemi

bulabilir misiniz?
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33. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Se¢me Sinavi - 1991 geomania.org

33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Secme Sinavi -
1991

Beg ardigik tamsayimin karelerinin toplaminin bir tam kare olamayacagini gosteriniz.

Her terimi A = {1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesinin bir alt kiimesine egit olan ve agagidaki kosullar1 saglayan
By, ..., Bi dizisi olugturuyoruz.

(2) Heri,j € {1,..., K} icin B; N B; # 0.

K nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
x,y, z reel sayilari,
r+y=2—-1
ry =22 —Tz+ 14
denklemlerini sagliyorsa
2% 4+ y? < 8 oldugunu gosteriniz.

a;, b; sayilar pozitif ve

a a a
A2
by bo bn

ise;
ay _ap+az+---+ap an

bi  bitbat-+by by

esitsizliklerini kanitlayiniz.

A, B ve C yarigapr R olan bir gember iizerinde bulunan ii¢ noktadir. ABC {i¢geninin A agisina ait i¢ agiortay
uzunlugu ile dig agiortay uzunlugu ayni ise

|AB|? + |AC)? = 4R?
olacagini gosteriniz.

@ ABC figgeni A tepe agis1 80° olan bir ikizkenar ii¢ggendir. [BC] tabamn iizerinde bir D noktasi ve [AC] yan

kenar1 iizerinde bir E noktasi o sekilde aliniyor ki m(m) = 80° ve m(@) = 70° oluyor. m(gl—?'\D) agisl
kag derece olur?
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34. Uluslararast Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Se¢me Sinavi - 1992 geomania.org

34. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Secme Sinavi -
1992

Bes ¢iftin katildigi bir partide, katilanlarin bir boliimii birbirleriyle el sikisirlar. Hi¢ kimse dogal olarak ne
kendi kendisiyle ne de egiyle el sikigir. Partiye katilanlardan biri, kendi digindaki (esi de dahil olmak tizere)
dokuz kisiye kag kigiyle el sikismig olduklarimi sorar. Aldig1 yanitlara bakinca, bu dokuz kisi icinde esit sayida
kigiyle el sikigmig herhangi iki kiginin bulunmadigini goriir. Digerlerine kag kigiyle sikigtiklarini soran kiginin
esinin kag kisiyle el sikigmig oldugunu bulunuz.

a, b, ¢, d pozitif reel sayilar: icin

12 1 1 1 1 1 1 3 /1 1+1+1
4 b ¢ d

< <
a+b+c+d_a+b+a+c+a+d+b+c+b+d+c+d_

esitsizliklerinin dogru oldugunu gosteriniz.

2 +y?+22 = 361
1 1 1
—+-+- =0
r Yy z
r—y+z = 11

denklemlerinin tiim (x,y, ) reel ¢oziimlerini bulunuz.

Bir ABC iiggeninin B agisiin i¢ agiortayma C'E dikmesi, C' a¢isinin igagiortayma da BD dikmesi indiriliyor.
DE dogrusu, [AB] kenarimi P noktasinda ve [AC| kenarimi @) noktasinda kestigine gore

|AP| = |AQ)|
oldugunu ispatlayiniz.

Bir ABC ii¢geninin [BC| kenarina paralel olan d dogrusu, AB ve AC dogrularin sira ile D ve E noktalarinda
kesiyor. BE dogrusu ile C'D dogrusunun kesim noktasi P olduguna gore, P noktasinin geometrik yerini
bulunuz.

@ Hicbir n pozitif tam sayisi igin

n* +3n? +1

sayisinin bir tam kare olmadigini gosteriniz.
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1. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinei Asama Sinawvi - 1993 geomania.org

1. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1993

On tabanina gore yazilisi 1994 ile biten ve bir n > 1 tamsayisi igin 1994 - 1993™ seklinde olan bir tamsayinin
varligini gosteriniz.

Bir ABC (m(B) = 90°) ii¢geninin I merkezli i¢ teget cemberi, [BC], [CA] ve [AB] kenarlarma siras: ile
D, E ve F noktalarinda degiyor. [CI N [EF] = L ve [DLN[AB] = N olduguna gore |AI| = |[ND| oldugunu
gosteriniz.

n pozitif bir tamsay1 ve A = {1,...,n} olsun. f : A - A ve o : A — A gibi iki permiitasyon igin, eger
(foo)(),...,(foo)(k) artan ve (f o o)(k),...,(f oo)(n) azalan bir dizi olacak sekilde bir k € A var ise,
f,o 'ya gore “tek tepeli”dir diyecegiz. S, ile o’ya gore tek tepeli permiitasyonlarin kiimesini gosterelim.

n > 4 ise, S, NS, = ¢ olacak gekilde o ve m permitasyonlarinin var oldugunu gosterelim.

Her n > 1igin 0 < apy1 — an < /@, kogulunu saglayan bir (a,) pozitif tamsayilar dizisi veriliyor. 0 < = <
y < 1 kogulunu saglayan herhangi z,y reel sayilari i¢in

ag
<< — <y

m

olacak sekilde ay ve a,, terimleri bulundugunu gosteriniz.

Digbiikey bir dortgeni alanca iki esit bolgeye ayiran ve dortgenin bir kogesinden gegen dogrunun pergel ve
cetvelle nasil ¢izilebilecegini belirleyiniz.

@ Asagidaki kosullar: saglayan nq,ns, ...ng ve a pozitif tamsayilar1 veriliyor.
(i) Her i # j i¢in (n;,n;) =1
(ii) Her 7 igin ™ =1 (mod n;).
(iii) Her i igin n; fa — 1
Bu durumda a® = 1 (mod ) denkliginin gerceklestigi en az 2¥+! — 2 tane 2 > 1 tamsayisinm bulundugunu
gosteriniz.
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2. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Smavi - 1994 geomania.org

2. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1994

Her n € N i¢in /n sayisina en yakin tam sayiya a,, diyelim. Buna gore
>
3
n=1 n
toplamini hesaplayiniz.

Bir ABCD kirisler dértgeninde, m(BAD) < 90°, m(BCA) = m(DCA) dir. [DA] iizerinde |BD| = 2|DE|
kogulunu saglayan E noktasindan gegen ve [C'D] kenarina paralel olan dogru [AC] kogegenini F' noktasinda
kestigine gore,

|AC|-|BD|

= =2
|AB| - |FC|

oldugunu gosteriniz.

Diizlemde ikiger kesisen ve herhangi ti¢li ayni noktadan gegmeyen n tane mavi dogru ¢iziliyor. Bu dogrularin
n
kesistigi noktalara “mavi nokta” dersek, (2) tane mavi noktamiz olur. Daha sonra bir mavi dogru ile

birlestirilmemis olan biitiin mavi nokta ciftlerinden gecen kirmizi dogrular ciziliyor. Iki kirmizi dogrunun
kesistigi noktaya “kirmizi nokta”; bir mavi ve bir kirmizi dogrunun kesistigi noktaya da “mor nokta” diyelim.
Bu iglemden sonra en fazla ka¢ tane mavi, kirmizi ve mor nokta olur?
f:RY — R artan bir fonksiyon olsun. Her u € R™ igin {f(t) + % : ¢ > 0} kiimesinin en bilyiik alt smirna
g(u) diyelim.
(a) z < g(zy) ise x < 2f(2y)
(b) =< f(y) ise & < g(xy)
s >1 vet > 1 olmak tizere
4+ 1=s(s+1)
egitligini saglayan tiim (s,t) sirali tam say1 ikililerini bulunuz.

@ Bir ABC tiggeninin i¢ teget cemberi [BC] ve [C'A] kenarlarina sira ile D ve E noktalarinda degmektedir. [C'B]
lizerinde |CK| = |BD|, [CA] iizerinde |AE| = |CL| kogulunu saglayan K ve L noktalar i¢in AKNBL = {P}
dir. I¢ teget cemberin merkezi I, [BC|] nin orta noktasi @ ve ABC t¢geninin agirlik merkezi G olduguna
gore
(a) 1Q || AK,

(b) Alan(AIG) = Alan(QPQ)

oldugunu ispatlayiniz.
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3. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Smavi - 1995 geomania.org

3. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1995

my,Ma, ..., Mk, 2 < myq ve 2m; < myp1 (1 = 1,2,...,k — 1) kogullarim saglayan tamsayilar olsun. Bu
durumda, ai,ae,...,a; tamsayilar olmak tizere
x = a1 (modmy)
x = az (mod mg)

T ar,  (mod my)

bagintilarindan hicbirini gergeklemeyen sonsuz sayida x tamsayisinin bulundugunu gosteriniz.

Dar agih bir ABC tiggeni ile bu {iggenin diizleminde, ticgenin [BC], [C A], [AB] kenarlarim sirasiyla gap kabul
eden ki, ko, k3 gemberleri ¢iziliyor. Qemberlerln kuvvet merkez1 K, [AK]N k1 = {D}, [BK]N kz = {E} ve

[CK]Nks = {F} olmak iizere, Alan(ABC’) =u Alan(DBC’) =z, Alan(EC’A) =y ve Alan(FAB) = z ise,

U2:.’L‘2+y2+22

oldugunu ispatlayiniz.

N ile pozitif tamsayilar kiimesini gosterelim. Bir A gercel sayisi ile a; = 1 ve her n € N i¢in,

a
1<L+1§A
Qp

kogulunu saglayan, tistten sinirh olmayan bir (a,,)52; gercel say1 dizisi verliyor.

(a) Her n € N i¢in
Ak(n)

1< <A

2%

esitsizliklerini saglayan tek bir k£ : N — N fonksiyonunun bulundugunu ve k’'nin azalmayan ve orten bir
fonksiyon oldugunu gosteriniz.

(b) Yukaridaki k fonksiyonu her degeri en fazla m kez aliyorsa, her n € N i¢in C" < Aa,, olacak gekilde bir
C > 1 gercel sayisinin var oldugunu gosteriniz.

Bir ABC (|AB| # |AC)|) liggeninin A agisinin i¢ ve dig agiortaylar1 BC' dogrusunu sirayla D ve E noktalarinda
kesiyor. [DE] gaph (ve iiggenin diizleminde bulunan) gemberin herhangi bir F' noktasindan BC,CA, AB
dogrularina indirilen dikmelerin ayaklar sirayla K, L, M ise, |K L| = |K M| oldugunu ispatlayiniz.

A, bog olmayan sonlu bir tamsay1 kiimesi ise, A’ya ait elemanlar1 toplamin ¢(A) ile gosterelim ve t(¢) = 0
olarak tanimlayalim. Pozitif tamsayilardan olusan 6yle bir X kiimesi bulunuz ki, her k tamsayis: igin, Ag
ve By, X’in sonlu altkiimeleri olmak {izere, Ay N By, = ¢ ve t(Ag) — t(Bg) = k kogullarini saglayan tek bir
(Ag, By) swrali ikilisi bulunsun.

@ N ile pozitif tamsayilar kiimesini gosterelim. Her m,n € N i¢in
mln <= f(m)|f(n)

kogulunu saglayan ve orten olan tiim f : N — N fonksiyonlarini bulunuz.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3043.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3045.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3046.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3049.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3051.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3054.0

4. Ulusal Matematik Olimpiyat: Tkinci Asama Smavi - 1996 geomania.org

4. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1996

(A,)22, ve (an)22, birer pozitif tam say1 dizisi olsun. Eger her x pozitif tam sayis1 i¢in

N

T = ZmnAn, 0<z,<a, (n=12,....N)vexny #0
n=1
olacak sekilde tek bir N pozitif tam sayis1 ve tek bir (z1,z9,...,zy) tam say1 siralh N lisi varsa, (4,)52,

dizisinin agagidaki kogullar1 sagladigini gosteriniz:

(i) Bir ng igin, A,, = 1 dir.
(i) k # jise, Ay # A; dir.
(lll) Ak < A]‘ iSG, Ak, AJ‘ yi béler.
Kenar uzunlugu 2 olan ABCD karesinin, AB ve C'D kenarlar iizerinde sirasiyla M ve N noktalar1 aliniyor.

CM ve BN dogrular1 P noktasinda, AN ve M D dogrular1 @) noktasinda kesigiyor. |PQ| > 1 oldugunu
gosteriniz.

Gergel eksen iizerinde n tane tam sayiy1 boyuyoruz. k nin hangi pozitif tamsay: degerleri igin agagidaki
sartlar1 saglayan bir K kapali araliklar kiimesinin bulundugunu belirleyiniz:

(i) K ya ait kapal araliklarin birlegimi tiim boyali tam sayilar igerir.

(ii) K ya ait farkl iki kapali arahgin kesigimi bostur.

b
(iii) Her I € K i¢in ay ile I ya ait tiim tam sayilarin sayisini, by ile de boyal olanlar1 gosterirsek, e B %
ar

olur.

Bir ABCD dértgeninin [AD], [DC] ve [C'B] kenarlarina teget olan gemberin degme noktalar sirasiyla K,
L, M ile gosteriliyor. L noktasindan gegen ve AD dogrusuna paralel olan dogrunun; [K M| m kestigi nokta
N ve [LN] ile [KC] min kesigtigi nokta P ise,

|PL| = |PN|
oldugunu ispatlayiniz.
Her n pozitif tam sayisi igin
e -2
k=0

sayisinin n! ile bolindigini gosteriniz.

@ R ile gercel sayilar kiimesini gosterelim. Tiim x, y pozitif gercel sayilar: igin

fle+y) > flo) (1 +yf(2))

esitsizligini saglayan bir f : Rt — R¥ fonksiyonunun bulunmadigimi gosteriniz.
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5. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1997

(6]

522 — 6xy + Ty? = 383 esitligini saglayan tiim (z,y) tam say1 ciftlerini bulunuz.

Bir digbiikey ABCDE besgeninin i¢ bolgesindeki herhangi bir F' noktasinin AB, BC, CD, DE ve FA
dogrularina uzakhg sirasiyla ai, as, as, ag ve as ile gosteriliyor. Bu besgenin A, B, C, D ve E agilarimin
icagiortaylar: tizerinde, |AFy | = |AF|, |BFy| = |BF|, |CF;| = |CF|, |DFy| = |DF| ve |EF5| = |EF)| esitlikleri
saglanacak Fy, Fy, F3, Fy ve F5 noktalar1 alimiyor. F in FA, F5 nin AB, F3 in BC, F, iin CD ve Fs in
DFE dogrusuna uzakhig: sirasiyla by, b, b3, by ve b5 ise

a1 +az +asz+ag+as < by +by+ b3+ by + b5
oldugunu ispatlayiniz.

n > 1 tek, k de pozitif bir tam say1 olsun. n segmen, k adaydan olusan A kiimesine ait bir liyeyi segerken
agsagida tanimlanan “gogunlukcu uzlag1” sistemini kullanmaktadir. Buna gore, her segmen, adaylar1 kendi
tercihine gore bir siitun halinde yukaridan asagiya dogru siralar. Bu “oy siitunlar” (herhangi bir sirayla)
yan yana yazilarak k x n bir “oy matrisi” elde edilir.

! n
a € A adaymin oy matrisinin . sirasinda kag kez gectigini a; sayisi ile gosterelim; I, tam sayis1 da > a; > 5
i=1
esitsizligini saglayan en kiiciik [ sayis1 olsun. [ = mig l, olmak iizere; {a € A|l, = [} kiimesinin tek elemanh
ac
olmasina yol acan oy matrislerine gecerli oy matrisleri diyecegiz ve boyle her matris i¢in, cogunluk¢u uzlagiya
gore yukaridaki kiimeye ait tek aday secilmisg olacaktir.

Ote yandan, wy > we > ... > wy > 0 kosulunu saglayan wq,ws,...,w, gergel sayilarina bir agirlik sistemi;
k

her gegerli oy matrisi igin de, > w;a; sayisina a adaymin toplam agirlikli puan diyelim. Bir wy,ws, ..., wg
i=1

agirlik sistemi, tiim gegerli oy matrisleri icin, cogunluk¢u uzlasiya gore secilen adayin toplam agirlikli puaninin
diger biitlin adaylarinkinden biiyiik olmasina yol agiyorsa, bu agirlik sistemi ¢ogunlukcu uzlagiy1 temsil ediyor
diyecegiz.

(a) k= 3 igin, ¢ogunlukgu uzlagiy1 temsil eden bir agirlik sisteminin bulunup bulunmadigim belirleyiniz.
(b) k > 3 ise, boyle bir agirlik sisteminin bulunmadigini gosteriniz.
Tum a, b, ¢, d ve pozitif e gergel sayilar: icin
(@®+ b+ +d®) <e?(a? + 0>+ +d%) + fle)(a* +b* +c* +d?)
egitsizligini dogru kilan en kiiciik f(e) degerini e cinsinden bulunuz.

Bir ABC iiggeninin A agisinin i¢ ve dig agiortaylarimin BC' dogrusunu kestigi noktalar D ve E ile gosteril-
mek iizere, [DE] gapli F' merkezli ¢gember ile ABC' tiggeninin O merkezli gevrel cemberi ve bu iki gembere
digtam teget olan bir d dogrusu ¢iziliyor. d dogrusunun ¢embere degdigi noktalardan F'O dogrusuna indirilen
dikmelerin ayaklar1 P, @) ve bu iki cemberin ortak kiriginin uzunlugu m ise, |PQ| = m oldugunu ispatlayiniz.

Uc boyutlu uzayda, her biri, kenarlar1 z, y ve z eksenlerine paralel bir dikdértgenler prizmasi biciminde olan
Dy, Do, ..., D, bolgeleri verilmis olsun. Her D; bolgesinin x eksenine, y eksenine ve z eksenine paralel olan
kenarlarmin uzunluklarini sirasiyla x;, y; ve z; ile gosterelim. Tim D; ve D; boélgeleri icin, z; < x; veya

Y < yj; veya z; < z; ise, x; < xj vey; < y; ve z; < z; dir. |J D; bdlgesinin hacmi 1997 ise, {D1, Ds, ..., Dy}
i=1
kiimesinin agagidaki kosullar1 saglayan bir {D;,, D;,,...,D; } altkiimesinin bulundugunu gésteriniz.
(i) k#1l=D;, ND;, #0

(ii) Hacim ({J D;,) > 73.
ki

=1
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6. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1998

Tkizkenar ABC' ii¢geninin (|AB| = |AC|) [BC] tabam iizerinde |BD| : |[DC| = 2 : 1 olacak bigimde bir
D noktasi, [AD] tizerinde ise m(@) = m(B/P\D) olacak bigimde bir P noktasi aliniyor. m(ﬁP\C) =
m(BAC)/2 oldugunu gosteriniz.

Tim 0 < a < b < ¢ gercel sayilar igin
(a+3b)(b+ 4c)(c + 2a) > 60abe
oldugunu gosteriniz.

Bir ¢cemberin iistiindeki noktalar ii¢c renge boyaniyorlar. Kogelerini ¢gember iistiinde ayni renge boyanmig
noktalarin olugturdugu sonsuz sayida ikizkenar iiggenin bulundugunu gosteriniz.

23 4 3367 = 2" esitligini saglayan tiim x ve n pozitif tamsayilarini bulunuz.

XOY agsinin [OX ve [OY 1ginlan tizerinde sirasiyla M ve N degigken noktalar: aindiginda |[OM| + |ON|
sabit ise, [M N] nin orta noktasinin geometrik yerini belirleyiniz.

n X n bir satrang tahtasindaki karelerin kogelerinden bazilari, bu satrang tahtasinin karelerinden olusan her
k x k (1 <k <n) karenin en az bir kenarmin iistiinde boyanmig bir nokta olacak bigimde boyaniyor. Eger
bu kogulu saglamak icin boyanmasi gereken en az nokta sayisim £(n) ile gosterirsek,

Ln) 2

lim —* = =
n—oo M2 7

oldugunu kanitlayiniz.
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7. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1999

0 < z,y,z,w < 36 olmak iizere,
2 +y? =2+ w® (mod 37)

denkligini saglayan (z,y, z, w) sirali tamsay1 dortliilerinin sayisini bulunuz.

O merkezli bir gembere, digindaki bir .S noktasindan ¢izilen tegetlerin degme noktalar1 P ve @); SO dogrusunun
gemberle kesigim noktalar1 A ve B; PB (kiiciik) yaymin herhangi bir i¢ noktas1 X; QX ve PX dogrularinin
OS dogrusu ile kesisim noktalar1 C' ve D ile gosterilmek iizere,

L1 2
|AC| * |AD|  |AB|

oldugunu ispatlayiniz.

n ve p pozitif tamsayilar olmak tizere, i,7 € {1,2,...,n} i¢in |f() — f(j)] < p sartin saglayan

fAL2,....n} - {-p,—p+1,...,p—1,p}
fonksiyonlarinin sayisiin (p + 1)"+! — p**! oldugunu gosteriniz.
1 2000
Her n > 1 i¢in ay, = ap—1(2 — an—1), 3 <ap <1lve > a, =1999 kogullarim saglayan tiim (a,) gergel say1

n=1
dizilerini bulunuz.

Cevrel cemberinin yarigapt R olan dar agih bir A; As As licgeninde, A;, As ve Az noktalarindan gegen yiiksek-
liklerin ayaklar1 sirasiyla Yy, Yo veYs, |A1Y1| = hy, |AoYa| = ho, |A3Y3] = hs; Ay, Ay ve Az noktalarindan
(Y1Y2Y3) gemberine gizilen tegetlerin uzunluklar: da sirasiyla t1, to ve t3 ile gosterilmek {izere,

> () <5m

oldugunu ispatlayiniz.

@ 40 sayimin toplamini, 8 “iglemci” kullanarak bulmak istiyoruz. Baglangicta, her iglemcinin ekraninda 0 sayisi
bulunuyor. Herhangi bir iglemci, kendisine digaridan verilen ya da bagka bir iglemciden aktarilan sayiyi,
ekranindaki mevcut sayiyla bir birim zamanda toplayarak, elde ettigi sonucu ekranina yaziyor. Ekranindaki
say1y1 bagka bir iglemciye aktaran bir iglemcinin ekrani karariyor. Verilen 40 sayidan istediklerimizi istedigimiz
iglemciye girerek ve islemcilerin elde ettigi kismi toplamlar: da istedigimiz iglemciye aktararak, bu 40 sayiy1
en az kag¢ birim zamanda toplayabiliriz?
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8. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2000

Merkezi O ile gosterilen bir cember ve bu ¢emberin i¢ bolgesinde bir A noktasi aliniyor. B noktasi ¢gemberin
tizerinde ve O A dogrusunun diginda olmak tizere, AO B acisinin i¢ agiortay: ile [AB] nin kesigiminin geometrik
yerini bulunuz.

Her n pozitif tamsayis igin
Poz)=a" 42" 242" 3+t +1

seklinde tanimlaniyor. Her a pozitif tamsayisi igin,
Po(z) = (1 + az + 2*R(z))Q(x)

olacak sekilde bir n pozitif tam sayisi ile, katsayilar1 tam sayilar olan R(z) ve Q(z) polinomlarimin bu-
lundugunu gosteriniz.

Tim z,y € {1,2,...,2000} i¢in tamimlanmg ve en ¢ok n swrali (x,y) ikilisinde farkhi degerler alan her
f(z,y), g(z,y) fonksiyon cifti igin z € X ve y € Y iken f(z,y) = g(x,y) olmasim saglayacak bicimde, her
biri 1000 elemanh X, Y C {1,2,...,2000} kiimeleri bulunabiliyorsa, n tamsayisinin en ¢ok kag olabilecegini
belirleyiniz.

p asal bir say1 olsun. Derecesi p’den kiigiik olan, katsayilar1 {0,1,...,p — 1} kiimesinde yer alan ve tiim m,
n tam sayilar: igin
T(n)=T(m) (modp)=n=m (modp)

kogulunu saglayan bir T'(z) polinomunun derecesinin en ¢ok kag olabilecegini belirleyiniz.
Bir a pozitif gergel sayisi ve tepesi A noktasinda bulunan bir ag1 verilmig olsun. A dan gegen ve bu aginin

kenarlarini |AB]| + |AC| = a kogulunu saglayan B ve C noktalarinda kesen tiim gemberlerin A min diginda
bir ortak noktasinin daha bulundugunu gésteriniz.

@ Her = € [0,1] i¢in f™(x) = x olacak sekilde bir n pozitif tam saymin bulunmasin olanakh kilan tiim
f:10,1] — [0, 1] siirekli fonksiyonlarini bulunuz.

(z € [0,1] olmak iizere, f™(x); f'(z) = f(x) ve her k pozitif tam says1 i¢in f*™!(z) = f (f*(z)) bagmtilar
araciligiyla tanimlaniyor.)
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9. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2001

Konveks bir ABC'D dértgeninin [AD] ve [BC| kenarlarmin orta dikmeleri bu dortgenin i¢ bolgesindeki bir P
noktasinda; [AB] ve [C D] kenarlarinin orta dikmeleri de dértgenin ig bolgesindeki bir @ noktasinda kesigiyor.
APD = BPC'ise, AQB = CQD oldugunu gosteriniz.

Bir (z5,)—co<n<oo gercel say1 dizisi, her n tam sayisi igin,

z2 +10

Tn+l = 7

bagintisini sagliyor. Biitiin n tam sayilar i¢in z, < M olmasini saglayan bir M gercel sayis1 varsa, xg
teriminin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Aymn biiyiikliikteki n parcadan olusan bir keki, her pargay:1 en gok bir kez keserek, k kisi arasinda egit olarak
paylagtirmak istiyoruz. n nin pozitif bolenlerinin sayisi d(n) ile gosterilmek tizere; k nin boyle bir paylagimi
olanakli kilan degerlerinin sayisinin n + d(n) oldugunu gosteriniz.

3% 4+ 11Y = 22 esitligini saglayan tiim (z,y, z) sirali pozitif tam say1 iicliilerini bulunuz.

A noktasindan gecen ve biribirine dik olmayan iki dogru ile bu dogrulardan birinin {istiinde A dan farkli bir
F noktasi verilmig olsun. A ve F' noktalarindan gegen ve ikinci dogruyu A dan farkl bir G noktasinda daha
kesen cemberin F' ve G deki tegetlerinin kesigim noktasi Pg ise, P nin geometrik yerini bulunuz.

n X n bir santrang tahtasinin birim karelerini, her ¢ € {1,2,...,n} i¢in 7 inci satir ve ¢ inci siitundaki toplam
2n — 1 kare farkli renklerde olacak bicimde, k renk kullanarak boyamak istiyoruz.

(a) n
(b) n

001 ise, k = 4001 i¢in boyle bir boyama igleminin yapilamayacagini gosteriniz.

2
2™ — 1 ise, k = 2™*+! — 1 icin bu iglemin gerceklestirilebilecegini kanitlayiniz.
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10. Ulusal Matematik Olimpiyati1 ikinci Asama Sinavi - 2002

n > 2 bir tam say1 ve (a1,as9,...,a,), 1,2,...,n sayilarinin bir permiitasyonu olmak tizere, gergel eksen
istiinde 1,2, ...,n noktalarina sirasiyla aq,as, ..., a, elma yerlestiriliyor. A, B, C' isimli ¢ocuklara sirasiyla
xa,xp,xc € {1,2,...,n} noktalan veriliyor. Her k € {1,2,...,n} igin, kendilerine verilen noktalar k

ye en yakin olan gocuklar aj elmay:r paylagiyor. (Elmalar istenildigi kadar kii¢iikk parcalara ayrilabiliyor.)
Qocuklardan hicbiri, diger ikisinin noktalar: aym kalmak iizere, topladig: elma miktar: eskisine gore kesin ar-
tacak bigimde kendisine {1, 2, ..., n} kiimesinde yeni bir nokta segemiyorsa, (x4, 5, x¢) ye bir denge konumu
diyoruz. n nin hangi degerleri igin, bir denge konumunun var olmasim saglayan uygun bir (a1, as,...,a,)
dagiliminin bulundugunu belirleyiniz.

Bir A noktasinda digtan teget olan iki ¢ember, bir I' cemberine B ve C noktalarinda igten tegettir. T’
cemberinin kiiciik gemberlere A noktasinda teget olan kiriginin orta noktast D dir. Cemberlerin merkezleri
dogrudag degilse, BC'D ti¢geninin igteget gemberinin merkezinin A oldugunu gosteriniz.

Cizge Hava Yollar1 (CHY), Cizge Cumhuriyeti’nin bazi kentleri arasinda ugak seferleri diizenlemektedir. Her
kentten en az ii¢ farkli kente sefer vardir ve yalnizca CHY seferlerini kullanarak, Cizge Cumhuriyeti’nin
herhangi bir kentinden bagka bir kentine ulagsmak miimkiindiir. Bunu, yalmizca CHY seferlerini kullanarak

2
herhangi bir kentten bir digerine ulagmanin hala miimkiin kalacagi, ancak kentlerin en az 9 undan sadece

bir seferin olacag: bir gekilde yapmanin olanakli oldugunu kanitlayiniz.

0<z,y<pvey?=z3—x (mod p) kogullarim saglayan (z,y) sirali tam say1 ikililerinin sayisinin p olmasina
yol agan tiim p asal sayilarin1 bulunuz.

Kenar uzunluklan |BC| < |AC| < |AB| kosulunu saglayan dar ach bir ABC {iggeninin AB ve AC kenarlari
tizerinde sirasiyla |BD| = |BC| = |CE)| olacak bigimde D ve E noktalar1 alimyor. ADE ti¢geninin gevrel
gemberinin yarigapimin, ABC {i¢geninin igteget gemberinin merkezi ile ¢evrel cemberinin merkezi arasindaki
uzakliga egit oldugunu gosteriniz.

@ n pozitif bir tam say1 olsun ve R" ile sirali gercel say1 n lilerinin kiimesini gosterelim. 1,2,...,n sayilarinin,
her i € {1,2,...,n — 1} igin, 253y — Zo(41) > 1 esitsizligini saglayan bir o permiitasyonunun bulundugu
R"” ye ait (1, x2,...,%,) elemanlariin kiimesini de T ile gosterelim. Agagidaki kogulu saglayan bir d gergel

sayisinin bulundugunu kanitlayiniz:

Her (a1,as,...,a,) € R™ igin,

1
azii(bl+cl), |ai—bi|§d, ‘CLi*Ci|§d (].SZSTL)

kogullarini yerine getiren (by,...,b,), (c1,...,¢,) € T vardir.
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11. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2003

n > 2 arabanmin katildig: bir yarigta, 1 den n ye kadar numaralanmig arabalar, baglangi¢ noktasindan numara
sirasina gore belli araliklarla ayriliyor. Yarig boyunca bir araba bir bagkasini en ¢ok bir kez gegiyor ve her
araba toplam olarak ayni sayida araba tarafindan geciliyor. Ayrica herhangi farkli iki arabanin yarig boyunca
gectikleri arabalarin sayilar: birbirinden farkh olup, arabalar bitis noktasina farkli zamanlarda variyor. n nin
bu durumu olanakl kilan tiim degerlerini bulunuz.

Bir ABCD konveks dortgeninin AB, BC,CD ve DA kenarlan tistiinde sirasiyla K, L, M ve N noktalar
aliniyor. Alan(AKN) = s1, Alan(BKL) = sy, Alan(CLM) = s3, Alan(DMN) = s4 ve Alan(ABCD) = s

olmak iizere,
V514 V52 + sz + sa < 2Vs

oldugunu gosteriniz.
f:R =R, herte (0,1) ve 1,25 € R icin,
fltar + (1= t)zg) < tf(@1) + (1= 1) f(22)
esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. aq, as, ..., asgo4,
a1 2 az 2 ... 2 Q2003 Ve A2004 = a1

kogullarini saglayan gercel sayilar olmak iizere,

2003 2003
Y flan)arer = ) flag)ar
k=1 k=1

oldugunu gosteriniz.

22n+l 4 97 1 1 gayinsin tam kuvvet olmasini saglayan tiim n pozitif tam sayilarini bulunuz.

Bir ABC {i¢geninin AB ve BC kenarlarina teget olan bir S cemberi, ABC {i¢geninin ¢evrel cemberine de bir
T noktasinda tegettir. I, ABC iiggeninin i¢teget gemberinin merkezi ise, ATI =CTI oldugunu gosteriniz.

@ m X n bir satrang tahtasinin her birim karesine 0 ya da 1 yazilarak elde edilen bir yazilima, 0 ve 1 lerin sayisi
egitse, egit bir yazilhim diyoruz. a gercel bir say1 olmak tizere, m satir ve n siitunun her biri igin, o satir ya

da siitun i¢indeki 1 lerin yiizdesi a dan kiigiik ya da 100 — a dan biiyiik olmayacak sekilde bir esit yazilimi
olanakli kilan m ve n sayilar1 bulunuyorsa, a ya guzel say1 diyoruz. En biiyiik giizel sayiy1 bulunuz.
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12. Ulusal Matematik Olimpiyat1 ikinci Asama Sinavi - 2004

m(ﬁ) > m(a) olan bir ABC {i¢geninde, A kogesine ait yiikseklik, aciortay ve kenarortayin ayaklari, sirasiyla,

H, L ve D noktalaridr. m(@) = m(D/\AL) olmas icin gerek ve yeter kogulun, m(@) = 90° olmasi
oldugunu gosteriniz.

Bir tlkedeki 80 kentten bazilari arasinda kargilikli ucak seferleri yapilmaktadir. Her kentten en az 7 bagka
kente dogrudan ucgak seferi bulunmakta olup, herhangi bir kentten bir digerine dogrudan ya da sonlu sayida
aktarma yaparak ugakla ulasmak miimkiindiir. Karsilikli ugak seferleri hangi kentler arasinda diizenlenmis
olursa olsun, herhangi bir kentten bir digerine en ¢ok k aktarmayla ulagilmasini olanakli kilan en kiigiik &
sayisini bulunuz.

(a) n? —1, n%? — 2 ve n? — 3 sayilarindan her biri igin, bu saymimn pozitif bolenlerinin sayisim 10 yapan bir n
tam sayis1 bulunuz.

(b) n? — 4 {in pozitif bolenlerinin sayismin, n tam sayisiin hicbir degeri icin 10 olamayacagini gosteriniz.

Z tam sayillar kiimesini gostermek iizere, tiim m,n € Z i¢in, f(n) — f(n + f(m)) = m kosulunu saglayan
biitiin f : Z — Z fonksiyonlarimi bulunuz.

Bir ABC iiggenin, [BC| kenarma ait digteget gemberinin, BC, CA ve AB dogrularina degme noktalari,
sirasiyla, Ay, By ve Cy; [C A] kenarina ait digteget gemberinin, ayni dogrulara degme noktalari, yine sirasiyla,
As, By ve Cy; [AB] kenarina ait digteget ¢emberinin, aym dogrulara degme noktalari, yine sirasiyla, As, Bs
ve C3 olsun. A1 B1C1, A3 ByCy ve A3Bs3Cj iiggenlerinin gevrelerinin toplaminin, ABC' iiggeninin ¢evrel
cemberinin yarigapina oraninin alabilecegi en biiyilik degeri bulunuz.

@ n,m > 0 tam sayilar1 i¢in, K(n,0) = ¢ ve
Kn,m+1)={k|1<k<nve K(k,m)NK(n—k,m)=¢}

ise, K(2004,2004) kiimesinin eleman sayisim bulunuz.
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13.

(6]

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2005

Tum a, b, ¢, d pozitif gercel sayilar igin,

Vat + 4 Vat +dt + Vb 4 4 Vbt + dh > 2v/2(ad + be)
oldugunu gosteriniz.

|CB| > |AC| > |AB| kosulunu saglayan bir ABC ti¢geninde, [AC| nmin orta dikmesi [BC] yi K; [BC] nin orta
dikmesi de AC yi L de kesiyor. ABC' {i¢geninin gevrel ¢emberinin merkezi O; CKL ve OAB {i¢genlerinin
gevrel gcemberlerinin merkezleri de sirasiyla O; ve Os olmak iizere, OC 0105 dortgeninin bir paralelkenar
oldugunu gosteriniz.

n+1 kentin bulundugu bir iilkede, bu kentlerden bazilar1 arasinda karsilikli ugak seferleri yapilmaktadir. A ve
B kentleri arasinda yapilan bir kargilikh sefer, ayni giin i¢inde hem A dan B ye, hem de B den A ya yapilan
bir ucus ikilisi anlamma gelip, bir kentten digerine kargihkl olmayan tek yonlii bir sefer mevut degildir. Tki
kent arasinda aym giin icinde birden ¢ok sayida karsilikli sefer yapilabilmektedir. Tki kent arasinda ayni giin
icinde birden ¢ok sayida karsilikli sefer yapilabilmektedir. A kenti i¢in, bir giinde A dan kalkan ucak sayisini
da ile gosteriyoruz. Bagkent digindaki tiim A kentleri igin d4 < n ve yine bagkent digindaki ve aralarinda
kargilikli ucak seferi bulunmayan farklh herhangi iki A, B kenti i¢in, d4 + dg < n kosullar1 saglanmaktadir.
n+1 kent arasinda yer alan bagkentten bir giin iginde yapilan ugak seferlerinin sayis1 konusunda ise, herhangi
bir kisitlama yoktur.

Bu tilkede bir giinde en ¢ok kag¢ karsilikli ugak seferi yapilabilecegini ve bu en ¢ok kargilikli sefer sayisini
olanakli kilan tiim ugus ¢izelgelerini belirleyiniz.

5™ + 7" = k? esitligini saglayan tiim (m,n, k) negatif olmayan tam say iigliilerini bulunuz.
Kenar uzunluklar: a, b, ¢ ve i¢ teget gemberinin yarigapi r olan bir licgende,

1 n 1 1 1
a? b 2T 42
oldugunu gosteriniz.
Terimleri tam sayilar olan bir (a,)S; dizisinde, her n > N igin,

an=H{i|i<i<nvea;+1i>n}

olacak gekilde bir N pozitif tam sayisi varsa, (a,)52; dizisinin en gok kag degeri sonsuz kere alabilecegini
belirleyiniz?
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14. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2006

Bir ABCD konveks dértgeninin [CD] kenar1 lizerinde 0 < |DE| = |FC| < |CD] olacak sekilde E ve F
noktalar1 alimiyor. ADE ve ACF fiiggenlerinin cevrel ¢emberleri ikinci kez K noktasimnda; BDE ve BCF
iggenlerinin ¢evrel gemberleri ikinci kez L noktasinda kesigiyor. A, B, K, L noktalarinin ¢cemberdes oldugunu
ispat ediniz.

(Selim Bahadir)

2006 o6grenci ve 14 6gretmenin bulundugu bir okulda, her 6grencinin en az bir 6gretmen ile tanigik olmasi
kosuluyla, 6gretmenler ve 6grenciler arasindaki tanigikli bagintisi ne olursa olsun; 6gretmenin tanidig1 6grenci
sayisinin, 6grencinin tanidigi 6gretmen sayisina oraninin en az t oldugu, birbirini taniyan bir 6grenci-6gretmen
ikilisinin bulunmasini saglayan en biiyiik ¢ gercel sayisini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

Pyz)=@*+z+1)" - (@ +2)"— (@ + )" —(x+ D"+ 22" + 2" + 1
polinomunun tiim katsayilarinin 7 ile b6liinmesini saglayan biitiin n pozitif tam sayilarim bulunuz.
(Okan Tekman)

n > 2veay,as,...,a, pozitif gercel sayilar olmak iizere
t=ay+ay+...+a,=al+a3+...+a

ise,
Z a; > (n—1)%t
i Y t—1
oldugunu gosteriniz.
(Refail Alizade)

Dar agili bir ABC {iggeninin yiikseklikleri [AA;], [BB1] ve [CC4] olsun. AB1Cy, BC1 Ay ve C Ay By liggenlerinin
i¢ merkezleri, sirasiyla, O 4, Op ve O¢ olsun. ABC ftiggeninin i¢ teget cemberi BC, CA ve AB kenarlarina,
sirasiyla, T4, Tp ve T noktalarinda teget ise, T4aOcTpO ATcOp altigeninin eskenar oldugunu gosteriniz.

(Mehmet Tagiyev)

@ Kenarlari, alani ve i¢ agilarinin derece cinsinden 6lciileri rasyonel sayilar olan bir tiggenin bulunmadigini
ispat ediniz.
(Selim Bahadir)
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15.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2007

Dar agili bir ABC' {i¢geninin AC' kenarim ¢ap kabul eden ¢ember, AB ve BC yi, A ve C diginda, sirasiyla
K ve L noktalarinda kesiyor. ABC' iiggeninin ¢evrel ¢gemberi, C K dogrusunu C' diginda F' noktasinda; AL
dogrusunu ise, A diginda D noktasinda kesiyor. ABC' {iggeninin gevrel ¢emberinin [AC] kiriginin kii¢iik yay1
iistiinde bir E noktasi alip, BE ile AC nin kesistigi noktaya N diyelim. Eger

|AF|? + |BD|? + |CE|* = |AE|* + |CD|* + |BF)?

ise, m(m) = m(B/N\L) oldugunu gosteriniz.
(Sahin Emrah)

2007 x 2007 bir satrang tahtasinin bazi birim kareleri kirmiziya boyaniyor. Tahtanin ¢. satir ve j. siitunundaki
birim kareyi (i,7) ile <14 ve y < j kogullarim saglayan kirmiz1 boyal (z,y) birim karelerinin kiimesini de
S;,; ile gbsteriyoruz. Baglangigta boyali her (¢, j) birim karesine S; ; ye ait boyali karelerin sayis1 yaziliyor.
Daha sonraki her adimda, boyali her (7, j) birim karesine, .S; ; deki karelere bir 6nceki adim sonunda yazilmig
olan sayilarin toplami yaziliyor. Sonlu sayida adim sonunda boyali birim karelere yazili tiim sayilarin tek
say1 haline gelecegini gosteriniz.

(Ozgiir Kisisel)
a+ b+ c = 3 esitligini saglayan ttim a, b, ¢ > 0 gercel sayilar igin,

a® + 3v? b% + 3c¢2 c? + 3a? -
ab?(4 —ab)  bc2(4—be)  ca?(4—ca) ~

oldugunu gosteriniz.
(Refail Alizade)

k > 1 bir say1, p = 6k + 1 bir asal say1 ve m = 2P — 1 olmak {izere,

om—1_1
127m

sayisinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz.
(Sahin Emrah)

~

m(B) = 90° olan bir ABC {iggeninin i¢ teget gemberi, BC kenarmma D noktasinda degiyor. ABD ve ACD
iiggenlerinin i¢ merkezleri sirasiyla X ve Z olmak iizere, XZ ve AD dogrular1 K noktasinda kesisiyor. X Z
nin ABC nin gevrel ¢cemberini kestigi noktalar U ve V;; UV dogru parcasinin orta noktasit M; AD nin ABC
nin gevrel ¢emberini A diginda kestigi nokta Y olmak iizere, |CY| = 2|M K| oldugunu gésteriniz.

(Cafer Tayyar Yildirim)

n kentin bulundugu bir iilkede, herhangi iki kent arasinda, bu kentleri dogrudan birlegtiren en ¢ok bir yol
bulunuyor. Farkli yollarin sadece kentlerde kesisgtigi bu iilkede, herhangi bir kentin tiim yollar1 kapansa
bile, her kentten bagka her kente, gerekirse diger kentlerden gecerek ulagilabiliyor. Farkli A ve B kentleri
verildiginde, se¢tigimiz en cok k yolu istedigimiz gibi tek yonlii yapmak suretiyle, geri kalan yollar nasil tek
yonlii yapilirsa yapilsin, iki kenti dogrudan birlegtiren herhangi bir [ yolu i¢in, A dan baglamak, belirlenmis
yonlere uymak, [ yolunu kullanmak ve herhangi bir kentten en ¢ok bir kez ge¢gmek iizere B ye ulagabiliyorsak,
A kenti B kentine k-yonli baglanabilir diyoruz. Her A kenti bagka her B kentine k-yonlii baglanabiliyorsa,
k en az kag olur?

(Azer Kerimov)
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16. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2008

Diklik merkezi H ve gevrel merkezi O olan dar acili bir ABC tiggeninin BC, AC' ve AB kenarlarimin
orta noktalar sirasiyla Ay, By ve Cy olsun. [HA;, [HB; ve [HC; 1gmlar, ABC figgeninin gevrel ¢gemberini,
sirasiyla Ag, By ve Cp noktalarinda kessin. Ay ByCy tiggeninin diklik merkezi Hy ise, O, H ve Hy noktalarinin
dogrudag oldugunu gosteriniz.

(Omer Faruk Tekin, Semih Yavuz)

1
(a) ——— nin tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarin belirleyiniz.
p
1nPt—1 y " e
(b) ————— nin tam kare olmasi saglayan tiim p asal sayilarini belirleyiniz.
p

(Sahin Emrah)
a+ b+ ¢ =1 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel sayilari i¢in,

a’b? b%c? c2a? 3

>
c3(a? —ab+ b?) + a3(b? — be + ¢2) + b3(c? —ca+a?) ~ ab+bec+ ca

oldugunu kanitlayiniz.
(Semih Yavuz)

N negatif olmayan tam sayilarin ve Z de tiim tam sayilarin kiimesini gostermek tizere, f : N x Z — Z
fonksiyonu,

(i) f(0,0) =1, f(0,1) =1,
(i) her k ¢ {0,1} i¢in, f(0,k) =0 ve
(iii) her n > 1 ve k i¢in, f(n,k) = f(n—1,k) + f(n — 1,k — 2n)

kosullarini sagliyorsa

toplaminin degerini bulunuz.
(Serhat Dogan)

Diizlemde bir I gemberi ve onu kesmeyen bir ¢ dogrusu verilmis olsun. PQ N RS = {A} ve PSNQR = {B}
olacak bigimde, I' cemberi {istiinde P, @, R, S noktalarinin bulunmasini saglayan ve ¢ dogrusu iistiinde yer
alan tiim {A, B} nokta ikilileri i¢in, [AB] yi ¢ap alan gemberlerin kesigim kiimesini belirleyiniz.

(Serhat Dogan)

@ 2008 tane bilgisayardan olusan bir bilgisayar aginda, herhangi iki dongii kesigmiyor. ¢ = 0 aninda, bir
bilgisayar korsan1 bu agdaki bir bilgisayar: ele gegiriyor ve t = 1 aninda da, ag yonetici, ele gecgirilmemig bir
bilgisayara koruyucu bir program yiikliiyor. Her k pozitif tam sayisi i¢in, ¢ = 2k aninda, korsan, varsa, o ana
kadar ele gecirdigi bilgisayarlardan birine dogrudan bagli olan ve koruyucu program ytiklenmemis olan bir
bilgisayar1 daha ele gecirebiliyor; t = 2k + 1 aninda da, ag yoneticisi, varsa, o ana kadar koruyucu program
yiiklenmig bilgisayarlardan birine dogrudan bagl olan ve korsanin ele gecirmemis oldugu bir bilgisayara daha
koruyucu programi yiikleyebiliyor. Bilgisayar agi ne gekilde diizenlenmis olursa olsun, korsanin en ¢ok kag
tane bilgisayar: ele gecirmeyi garantileyebilecegini belirleyiniz.

[ m > 3 olmak {izere, By ve B,, bilgisayarlar1 ve, her 2 < i < m i¢in, B;_; ve B; bilgisayarlar1 dogrudan
bagliysa, m elemanli {By, Ba, ..., By, } kilmesine bir déngt diyoruz.]

(Azer Kerimov)
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17. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2009

p® —4p + 9 un tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarii bulunuz.
(Okan Tekman)

I', ABC tiggeninin gevrel cemberi; D ve E de, sirasiyla [AB] ve [AC] kenarlar tistiinde kogelerden farkli nokta-

lar olsun. A’, BAC nin aclortaymnin I' y1 ikinci kez kestigi nokta; P ve Q da, sirasiyla A’D ve A’ E dogrularimin
I y1 ikinci kez kestigi noktalar olsun. R ve S sirasiyla APD ve AQE {iggenlerinin ¢evrel ¢emberlerinin AA’
dogrusunu ikinci kez kestikleri noktalar ise; D.S ve ER dogrularinin, I' ya A da teget olan dogru iistiinde bir
noktada kestigini gosteriniz.

(Serhat Dogan)

Bir beldenin Elektrik Isleri gorevlisi Ahmet, k giin boyunca her giin, ya sectigi bir direkle yine kendisinin
sectigi istedigi sayida direk arasina birer tel bagliyor, ya da en ¢ok 17 direk ikilisi secip her ikiliye ait direkler
arasina birer tel bagliyor. Beldenin Boya i§leri gorevlisi Berna da, beldede kag direk olursa olsun ve Ahmet
telleri nasil baglarsa baglasin, beldedeki tiim direklerin en ¢ok 2009 renk kullanarak ve aralarina tel baglanmig
herhangi iki direk ayni renkte olmayacak bicimde boyanabilecegini iddia ediyor. k£ nin, Berna’nin iddiasinin
dogru olmasini saglayan en biiylik degerinin belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

Dar agih ABC tiggeninin diklik merkezi H ve A, B, C koselerine ait yiiksekliklerinin ayaklar1 da, sirasiyla

Ay, By, Cy dir. K, [AB] ¢aph ¢emberin kiicitk AB; yay1 tistiinde yer alan ve m(fTK\B) = m(CTK\B) kosulunu
saglayan bir nokta ve [KB] N [CCy] = {L} olmak iizere; C merkezli ve [CL] yarigapl ¢ember [AA;] i M
noktasinda kesiyor. B merkezli ve [BM] yaricapli ¢emberin C'Cy dogrusunu kestigi noktalar P ve @Q ise,
A, K, P ve @ noktalarinin ¢gemberdeg oldugunu kanitlaymiz.

(Hasan Hiiseyin Eruslu)
Tim a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: igin,

(b+c)(a* —v%c?)  (c+a)(b* —c?a®)  (a+b)(c* — a®b?)
ab + 2bc + ca bc + 2ca + ab ca + 2ab + be

oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

@ 1<k <ko<...<kyveayas,...,a, tam sayilar olmak lizere; her N tam sayisi i¢in, k;|N — a; olacak
bi¢imde en az bir 1 < ¢ < n bulunuyorsa, n nin alabilecegi en kiiciik degeri belirleyiniz.

(Okan Tekman)
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18. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2010

Bir iilkede baskente dogrudan karayolu ile bagh kentlerin sayisi 2010 dur. Bagkent digindaki her kent 2010
dan az sayida kente dogrudan karayolu ile bagl olup, ayni sayida kente dogrudan bagh olan herhangi iki
kent i¢in bu say1 ¢ifttir. Bagkenti dogrudan cesitli kentlere baglayan yollardan k tanesi kapatilarak bakima
alinacaktir. Bu tlkedeki karayolu agi nasil olusturulmusg olursa olsun, bunun aralarinda karayolu ulagimi
miimkiin olan herhangi iki kent arasindaki ulagimin hala miimkiin olacag: bigimde yapilmasini olanakl kilan
en biiyiik k sayisim belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

P, ABC tiggeninin i¢ bolgesinde yer alan, A kogesine ait kenarortay tistiinde olmayan ve m(C/ATD) = m(gé\P)
kogulunu saglayan bir nokta olsun. BPNCA = {B’} ve CPNAB = {C'} olmak tizere; AP dogrusu ile ABC
tiggeninin gevrel cemberi ikinci kez () noktasinda, B’'Q) ve CC’ dogrular1 R noktasinda ve B’'Q dogrusu ile P
den AC dogrusuna paralel ¢izilen dogru da S noktasinda kesigiyor. B'C" ve QB dogrular1t AB dogrusunun
C den farkll yaninda yer alan bir T' noktasinda kesigsin. m(B/ﬁ“ ) = m(B/BW\Q) olmasi i¢in, |SQ| = |RB/|
olmasinin gerek ve yeter kogul oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)

Her n pozitif tam sayisi ve ajas . ..a, = 1 kogulunu saglayan tiim aq, aq, ..., a, pozitif gercel sayilar igin,
n

a; I~ 1
N GE= AP

i=1 i=1

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

A ve B noktalar1 [CD] ¢apli ¢emberin iistiinde ve CD dogrusunun farkli yanlarinda bulunuyor. C' ve D
noktalarindan gegen bir I' ¢gemberi [AC] yi uglarindan farkli bir E noktasinda, [BC] yi de F noktasinda
kesiyor. E noktasinda I' cemberine teget olan dogru ile BC dogrusunun kesistigi nokta P olmak tizere; )
noktasi, |QP| = |EP| kogulunu saglayan ve CEP iiggenin cevrel ¢emberi iistiinde yer alan E den farkli bir
nokta olsun. ABN EF = {R} ve |EQ| nun orta noktasi1 S ise, DR ve PS dogrularmin paralel oldugunu
gosteriniz.

(Sahin Emrah)

0 < a,b < 2010*® tam sayilar olmak iizere, P(x) = ax? + bz bigimindeki polinomlarm kiimesini S ile
gosterelim. S ye ait kag P polinomunun, tiim 0 < n < 2010'® tam sayilar1 i¢in Q(P(n)) = n (mod 2010'8)
bagintisini saglayan ve S ye ait olan bir () polinomunun bulunmasini olanakl kildigini belirleyiniz.

(Okan Tekman)

@ K, diizlemdeki digbiikey bir 2010-genin kenar ve kogegenlerinin kiimesi olsun. A, K nin bir altkiimesi ol-
mak iizere; A ya ait her dogru pargas: ¢ifti kesigiyorsa, A ya kesisimli kiime diyelim. Iki kesigsimli kiimenin
birlesiminin en ¢ok kag¢ elemana sahip olabilecegini belirleyiniz.

(Umut Varolgiines)
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19. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2011

n>2ve B =1{1,2,...,n} olsun. Ay, As, ..., Ag; E nin altkimeleri olmak iizere, her 1 < i < j < k igin,
AinAj, AN Ay, Ain Al ve AjN A’ kiimelerinden tam olarak bir tanesi bos ise, & nin alabilecegi en biiyiik
degeri belirleyiniz.
[A, F nin bir altkiimesi ise, F nin A ya ait olmayan elemanlarinin kiimesini A’ ile gdsteriyoruz.]
(Selim Bahadir)

D, ABC fggeninin [BC] kenar1 istiinde koselerden farkli bir nokta ve E, [C'D] nin orta noktasi olsun.
E den BC dogrusuna gizilen dikme [AC] kenarmm |AF| - |BC| = |AC| - |EC| kosulunu saglayan bir F
noktasinda kesiyor. ADC {iggeninin gevrel cemberi de, [AB] kenarii A dan farklh bir G noktasinda kesiyor.
AGPF {iggeninin gevrel cemberine F' noktasindan cizilen tegetin BGFE tiggeninin cevrel gemberine de teget
oldugunu kanitlayiniz.

(Sahin Emrah)
xyz = 1 kogulunu saglayan tiim x, y, z pozitif gergel sayilar: icin,

1 1 1
<1
r+y20 + 21 +y—|—z20+x11 +z+a:20+y11 -

oldugunu gosteriniz.
(Selim Bahadir)

a; =5ven>1ign, a,y1 = ad —2a2 + 2 olsun. p = 3 (mod 4) kosulunu saglayan bir p asal sayist ago1; + 1
say1isini boliiyorsa, p = 3 oldugunu kanitlayiniz.

(Fehmi Emre Kadan)

M ve N diizlemde yer alan diizgiin digbiikey ¢okgensel bolgeler olmak tizere, ug noktalardan biri M ye, digeri
de N ye ait olan dogru parcalarimin orta noktalarindan olugan kiimeyi K (M, N) ile gosterelim. K (M, N)
nin de diizgiin digbiikey ¢okgensel bir bolge olmasini saglayan tiim (M, N) ikililerini belirleyiniz.

(Selman Erol)

@ A iilkesindeki 2011 kent ile B iilkesindeki 2011 kent arasmda karsihkl ucak seferleri yapiliyor. Iki kent
arasindaki seferleri yalnizca bir hava yolu sirketi igletebiliyor ve bir kentten cikan seferleri en ¢ok 19 farkh
hava yolu sirketi isletebiliyor. Uguslar hava yolu sirketleri arasinda bu kosullar1 saglayacak bigimde nasil
paylasilmig olursa olsun, yalnizca bir tek hava yolu sirketinin uguslarini kullanarak herhangi ikisi arasinda
gidebilecegimiz k£ kent bulunuyorsa, k£ nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
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20. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2012

Her n pozitif tam sayisi i¢in P(n!) = |P(n)|! kogulunu saglayan tiim tam say1 katsayili P(z) polinomlarim
bulunuz.

(Fehmi Emre Kadan)

ABC, |AB| = |AC| kosulunu saglayan bir ikizkenar iicgen ve D, A ya ait yiiksekligin ayagi olmak tizere,
ADC icgeninin i¢ bolgesindeki bir P noktasi m(@) > 90° ve m(@)er(m) = m(P/C’§) kogullarini
sagliyor.

CPNAD = {Q} ve BPN AD = {R} olsun. [AB] tstiinde yer alan bir T' noktasi ile [AP tstiinde ve
[AP] disinda yer alan bir S noktasi,, m(TRB) = m(DQC) ve m(PSR) = 2m(PAR) kosullarim saghyorsa,
|TR| = |RS| oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)
Tim x,y gergel sayilar: igin,

() f(f@®) +y+fy) =2*+2f(y) ve
(il) <y = f(x) < fy)

kogullarini saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarini belirleyiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Tium z,y, z pozitif gercel sayilar icin,

r(2zx —y)  yRy—2)  2(22-2)
y(2z+z)  22z+y) z(2y+ 2)

>1

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)
x; € 1,2,...,20,(1 < ¢ < 2012), bi¢imindeki tim (x1,x2,...,22012) 2012-lilerinden olugan kiimeyi P ile
gosterelim.

Bir S C P altkiimesi, her (z1,22,...,2Z2012) € S igin,

¥ <x;(1<4<2012) = (y1,92,.--,Y2012) €S

kogulunu saghyorsa, S ye alcalan kiime

x; <yi(1 <i<2012) = (y1,Y2, ..., Y2012) €S

kosulunu saghyorsa da, S ye yikselen kiime diyelim.

A ve B bog olmayan sirasiyla bir algalan ve bir yiikselen kiime olmak iizere, |[ANB|/ (|4 - | B|) nin alabilecegi
en biiyiik degeri belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
@ Sirasiyla, [AE] ve [AF] dogru pargalar tistiinde yer alan B ve D noktalari i¢in, ABF ve ADE iiggenlerinin

A koselerine ait dig teget cemberleri aymidir. Bu ¢emberin merkezi I, [BF] N [DE] = {C} ve IAB, IBC,
ICD, IDA, TAE, IEC, ICF, IFA icgenlerinin ¢evrel ¢gemberlerinin merkezleri sirasiyla, Py, Ps, Ps, Py,

Q1, @2, @3, Q4 olsun.

(a) Py, Py, P5, P, noktalarimin ve Q1, Q2, Q3, Q4 noktalarinin gemberdes oldugunu gosteriniz.

(b) Bu g¢emberlerin merkezleri sirasiyla, O7 ve Oy olmak iizere, O1, Oz, I noktalarimin dogrudas oldugunu
gosteriniz.

(Ufuk Kanat)
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21.

(6]

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Siavi - 2013

[AB] gapli bir w; ¢emberi ile A merkezli bir wy cemberi C' ve D noktalarinda kesigiyor. wy gemberinin iistiinde,
w1 gemberinin diginda ve AB dogrusuna gore C' ile ayni tarafta yer alan bir E noktasi i¢in, BE dogrusu
wy ¢emberini ikinci kez F' noktasinda kesiyor. wy ¢emberinin iistiinde ve bu ¢emberin C' den gegen ¢apina
gore A ile aym tarafta olan bir K noktas1 2|CK]| - |AC| = |CE| - |AB| kosulunu saghyor. KF' dogrusu wy
gemberini ikinci kez L noktasinda kesiyor.

D noktasimin BE dogrusuna gore simetriginin, L, F' ve C' noktalarindan gecen gemberin iistiinde oldugunu
kanitlayiniz.

(Sahin Emrah)
m pozitif bir tam say1 olsun.

(a) 1+ km3 sayismm bir tam kiip olmasini ve 1 + kn?® sayilarmin hicbir n < m pozitif tam sayist igin bir
tam kiip olmamasini saglayan sonsuz goklukta & pozitif tam sayist bulundugunu kanitlayiniz.

(b) p = 2 (mod 3) kosulunu saglayan bir p asal sayisi ve bir r pozitif tam sayisi igin, m = p” ise, (a)
kismindaki kogulu saglayan tiim & pozitif tam sayilarini bulunuz.

(Sahin Emrah)

n hava yolu girketinin ve 100 kentin bulundugu bir iilkedeki kentlerden bazilar1 arasinda karsilikli olarak
toplam 2013 ugak seferi yapiliyor. Bu seferleri kullanarak bu kentlerden herhangi birinden bir digerine gitmek
olanakli olup, birinden digerine dogrudan veya tek aktarma ile gidilemeyen en az iki kent bulumaktadir. Bu
iilkedeki herhangi iki kent arasinda tek bir girketin uguglarini kullanarak gitmek miimkiinse, n nin alabilecegi
en biiyiik degeri belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

2™ +n = m! esitligini saglayan tiim (m,n) pozitif tam say1 ikililerini belirleyiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Tim a, b, ¢ pozitif gergel sayilari igin,
a® +b% + & — 3abe > M (ab® + bc? + ca® — 3abc)

olmasini saglayan en biiylik M gercel sayisini belirleyiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Diizlemde yer alan ve aralarindaki uzakliklar pozitif tam sayilar olan Pi, P, ..., P, noktalarindan her biri
icin, diger noktalarin bu noktaya olan uzakliklar1 azalmayacak bicimde siralandiginda olusan dizi hep aym
ise, n nin alabilecegi tiim degerleri belirleyiniz.

(Selim Bahadir)

24


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3731.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3732.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3733.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3734.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3735.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3736.0

22. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Smavi - 2014 geomania.org

22. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2014

Bir torbada {istlerine 1 den 2014 e kadar tam sayilar yazilmig 1007 siyah ve 1007 beyaz top bulunuyor.
Her adimda torbadan 1 top ¢ekerek masanin iistiine koyuyoruz ve istersek, o an masanin iistiinde bulunan
toplardan farkl renklerdeki herhangi ikisini seg¢ip diger bir torbaya koyabiliyoruz. Bunu yaparsak, bu iki
topun tistlerinde yazili olan sayilarin farkinin mutlak degeri kadar puan kazaniyoruz. 2014 adim sonunda en
fazla kag puan toplamay: garantileyebilecegimizi belirleyiniz.

(Azer Kerimov)

2% = 3¥77 4 8 esitligini saglayan tiim (z,y, z) pozitif tamsay iiclillerini bulunuz.
(Sahin Emrah)

D, E, F noktalar1 bir ABC ii¢geninin sirasiyla [BC], [C'A], [AB] kenarlar tistiinde olmak tizere AD, BE,CF
dogrular1 P noktasinda kesigiyor ve A kdsesinden gegen bir £ dogrusu ile [DE ve [DF 1ginlan sirasiyla, @ ve
R noktalarinda kesigiyor. [DB 1gm iistiindeki bir M noktasi ile [DC 1gimu {istiindeki bir N noktas igin,
[QN|* | |RM|* _ (IDQ|+|DR|)* — 2|RQ|* + 2|DM| - |DN|

|DN]| |DM| |MN|

esitligi saglaniyorsa, AD ve BC dogrularimin birbirine dik oldugunu gosteriniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Bir ¢emberin birbirine paralel olmayan iki kiriginin orta noktalar1 P ile ) ve bu kiriglerin u¢ noktalarindan
cembere cizilen teget dogrularin kesigim noktalar1 sirasiyla, A ve B dir. ABP ii¢geninin diklik merkezinin
AB dogrusuna gore simetrigi olan R noktasindan AP, BP, AQ, BQ dogrularma inilen dikmelerin ayaklar
sirasiyla, Ry, Ra, R3, R4 noktalar ise,

|AR:| |PRy| _ |ARs| |QRa|
|PR1| [BRs| |QRs| |BR4|

oldugunu kanitlayiniz.
(Fehmi Emre Kadan)

Hangi n pozitif tamsayilar: icin,

v

3

{ai +

kosulunu saglayan birbirinden ve sifirdan farkl a1, a9, ..., a, gercel sayilarinin bulundugunu belirleyiniz.
(Selim Bahadir)
@ Otuz alt1 hava alanindan herhangi ikisi arasindaki karsilikli uguglardan her biri beg havayolu girketinden biri
tarafindan yapilacaktir. Ulagtirma Bakanligi her hava alanina, o hava alaninda aralarinda aktarma yapilabilen

ayni girkete ait her ucug ikilisi i¢in 1 milyon lira destek vermeye karar veriyor. Bakanligin bu uygulama igin
harcayacagi paranin en az ne kadar olabilecegini belirleyiniz.

(Azer Kerimov)
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23. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2015

m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere,

(m +n)?

k= —— 40—
dm(m —n)? +4

sayisi bir tam say1 ise, k£ nin bir tamkare oldugunu gosteriniz.
(Sahin Emrah)

x, y ve z herhangi ikisinin toplami 1 den farkli gercel sayilar olmak iizere,

@4y (e+y?) | P +2)y+2?) | (P +a)(z+a?)
@ry—17 " yrz-10 T (-1

3
22(x+y+z)—i

oldugunu gosteriniz. Egitlik durumunu saglayan tiim (z,y, z) gergel say1 ligliilerini bulunuz.
(Fehmi Emre Kadan)

n > 4 olmak tlizere diizlemde n nokta veriliyor. Tiim nokta ikilileri dogru parcalariyla birlestirildikten sonra
higbir dogru parcasiyla u¢ noktalar: diginda kesismeyen dogru parcalarinin sayisi en ¢ok kag olabilir?

(Melih Uger)

2015 tablonun gosterildigi bir sergide her katilimc: bir tablo ikilisi secip tahtaya yaziyor. Sonra Sahte Sanatgi
(S.S.) tahtada yazih ikililerden bazilarim secip, bu ikililerin her birinde tablolardan herhangi birini daha giizel
olarak igaretliyor. Daha sonra sanat¢inin yardimeist (S.Y.) her adiminda tahtadaki heniiz kiyaslanmamig bir
(A, C) tablo ikilisini, bir B tablosu i¢in tahtada A, B den daha giizel ve B, C' den daha giizel olarak
belirtilmigse, A, C den daha giizel olarak igaretliyor. S.S., tahtaya hangi ikililer yazilmig olursa olsun en fazla
k ikiliyi kiyaslayarak S.Y. nin sonlu adim sonucunda tahtadaki tiim ikilileri kiyaslanmasini saglayabiliyorsa,
k nin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

Not: S.Y, heniiz kiyaslanmanug bir (A;, A,,) tablo ikilisini, As, Az --- , A,_1 tablolan i¢in Ay, As den daha
glizel; Ay, A3 ten daha glizel; ... ; A,_1, A, den daha giizel olarak belirtilmigse, Ay, A, den daha giizel
olarak igaretleyebiliyor.

(Azer Kerimov)
En biiyiik i¢ agis1 D olan bir ABCD kirigler dortgeninde BC' ve AD dogrular1 E, AB ve CD dogrulan
ise I’ noktasinda kesigiyorlar. ABC'D dortgeninin i¢ bolgesinde /ZEPD = ZFPD = ZBAD olacak sekilde

bir P noktasi alimiyor. ABC'D nin gevrel gemberinin merkezi O olmak tizere, FO dogrusu AD, EP, BC
dogrularmi sirasiyla X, @, Y noktalarinda kesiyor. ZDQX = ZCQY ise ZAEB = 90° oldugunu gosteriniz.

(Fehmi Emre Kadan)

@ n ile aralarinda asal olan her a pozitif tam sayisi icin 2n? | @™ — 1 olmasim saglayan tiim n pozitif tam
sayilarini bulunuz.

(Melih Uger)
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25 gesit yemegiyle tinlii bir A kdyiinde yapilacak bir diigiin i¢in 2017 kiginin yagsadigi komsu B kdyiinden
diigline baz kisiler davet edilecektir. B koyiindeki her bir kigi bu 25 gesit yemekten en az birini sevmektedir
ve her yemek i¢in B koyiinde o yemegi seven en az bir kigi bulunmaktadir. B koyiinden diigiine davet edilen
kigilerin kiimesine, her bir yemek davet edilen en az bir kigi tarafindan seviliyorsa, uygun davetli listesi
diyelim. Her uygun davetli listesinden en az bir eleman igeren bir kiimeye ise kamber grubu diyelim. Kendisi
diginda hicbir altkiimesi kamber grubu olmayan herhangi bir kamber grubundaki herkesin sevdigi bir yemek
bulundugunu gosteriniz.

(Selim Bahadir)

Kargilikli kenarlari paralel olmayan bir ABC' D dértgeninde AB ile C'D dogrular1 X de kesisiyor. A merkezli
r1 yaricapl cember ile D merkezli ro yaricaph cember P ve Q da, B merkezli r; yarigapli ¢ember ile C
merkezli 7y yaricaph ¢cember R ve S de kesigiyor.

|XA|-|XB|+72=|XC|-|XD| +ry?

ise, P, @, R, S noktalarinin ¢cemberdes oldugunu gosteriniz.
(Melih Uger)

n pozitif bir tam say1 olmak lizere a11, @12, . . ., Gny pozitif gergel sayilari her 4, j € {1,2,...,n}i¢in a;;-aj; =1
kogulunu saghyor. ¢; = ZZ=1 ax; olmak iizere,

oldugunu gosteriniz.
(Serhat Dogan)

d(a) ile a pozitif tam sayisimin farkh asal bolenlerinin sayisini gosterelim. Her n pozitif tam sayis1 igin
k—m =nve d(k) —d(m) = 1 sartlarin1 saglayan k, m pozitif tam sayilarinin bulunabilecegini gésteriniz.

(Sahin Emrah)

Azalmayan bir zg,x1, - , X017 pozitif tam say1 dizisinde zg = 1 ve x1, o, ..., o917 altdizisi tam olarak 25
farkl pozitif tam say1 igeriyor.

2017
=2

oldugunu gosteriniz. Esitligi saglayan dizilerin sayisini bulunuz.
(Serhat Dogan)

@ Her biri 2017 br uzunlugunda olan sonlu sayida ¢gubuk bir levhanin tizerinde dikey olarak ¢akili halde bulunu-
yor. Bu ¢ubuklarin her birinin iizerinde serbestge kaydirilabilen bir boncuk bulunuyor. Baz1 boncuk ikilileri
lastik pargalariyla birbirlerine birlegtirilmistir. Bu diizenekte ayrica, tiim lastik pargalar: iizerinde yiiriiyebi-
len bir adet Geng Karinca ve sadece uglarindaki boncuklarin yiikseklikleri arasinda 1 br fark bulunan lastik
parcalar: tlizerinde yiiriiyebilen bir adet Yasgh Karinca bulunuyor. Gen¢ Karinca lastikleri kullanarak her
boncuktan her boncuga ulagabiliyor.

Her boncugun yerden yiiksekliginin tam say1 oldugu ve her lastik pargasinin uglarindaki boncuklarin farkl
yiksekliklerde bulundugu durumlara gecerli durum diyelim. Bu diizenekte en az bir gegerli durum varsa
Yagh Karincanin her boncuktan her boncuga ulagabildigi en az bir gecerli durum oldugunu gosteriniz.

(Azer Kerimov)
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26.

(6]

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2018

10
x2+y2+x+y=xy(x+y)—27

25

< 22

eyl < 5
kogullarini saglayan tiim (z,y) gergel say1 ikililerini bulunuz.

Bir ABC {iggeninin i¢ bolgesinde bir P noktasi alimiyor. AP, BP,CP dogrularnn BC,CA, AB kenarlarim
sirasiyla D, E, F noktalarinda kesiyor. [BE 111 iizerinde bir @ noktas1 F € [BQ] ve m(E/DE) = m(B/D\F)
olacak gekilde almiyor. BE L AD ve |DQ| = 2|BD| ise m(FDE) = 60° oldugunu gosteriniz.

n

ai, as, ... dizisi her n pozitif tam sayisi igin ZGLQJ = n'% sartim saghyor. ¢ herhangi bir pozitif tam say1
-1

olmak {iizere, her n > 1 pozitif tam sayis1 igin

cOn _ an—1
oraniin tam say1 oldugunu gosteriniz.

n
Bir ABC {iggeninde A kosgesine ait ig aciortay BC' kenarma teget olan dig teget gemberi D € [AFE] olacak
|AD| _ |BC|?

sekilde D ve E noktalarinda kesiyor. 1AB| = |DEP

oldugunu gosteriniz.

ai, as, as, ay pozitif tam sayilari bir gember etrafina yan yana olanlar aralarinda asal olacak sekilde dizilemi-
yor.i,j, k € {1,2,3,4} ve i # j, j # k, k # i olmak {izere en ¢ok kag (i, j, k) siral tigliisii (ebob(a;, a;))? | ay
sartini saglar?

Baglangicta masanm iizerinde birbirinden farkli 2018 kutu bulunuyor. Ilk asamada Yazan ve Bozan, ilk
hamleyi Yazan yapmak iizere, sirayla 2016 sar hamle yapiyorlar ve her hamlede siras1 gelen tahtada yazili
olmayan bir kutu ikilisi secip tahtaya yaziyor. Tkinci agamada Bozan tahtadaki ikilileri 1 den 4032 ye kadar
istedigi gibi numaralandiriyor ve k£ numaral ikilideki kutulara k ger top koyuyor. Bozan, kutulardaki top
sayilarmin birbirinden farkli olmasimi garantileyebilir mi?
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27. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2019

a, b, c pozitif gercgel sayilar
(Vab—1)(Vbe —1)(Vea —1) =1

sartini sagliyor.
b c b c b a a b
a—— a— 7, - - C— 7, -
c b a’ c b a
sayilariin en ¢ok kaci 1 den biiyiik olabilir?

Her n pozitif tam sayisi i¢in d(n) ile n nin pozitif bolenlerinin sayisim gosterelim. k verilmis bir tek sayi
olmak iizere,
obeb(k, d(al)d(ag) cee d(CLQOlg)) =1

olmasim saglayan bir (a1, as, ..., a2019) artan aritmetik pozitif tam say1 dizisi bulundugunu gosteriniz.

2019 6grencinin bulundugu bir okuldaki 6grenci kuliiplerine sadece 6grenciler iiye olabilmektedir. Her 6grenci
kuliibliniin, kendi iiyeleri arasindan secilmig 12 kigilik bir yonetim kurulu vardir. Bir kuliip toplantisi an-
cak katilimcilarin hepsi kuliibiin iiyeleriyse ve kuliibiin yonetim kurulunun hepsi katilimcilar arasindaysa
gerceklesebilir. Bu okulda, eleman sayisi en az 12 olan her oOgrenci kiimesinin, tam olarak bir 6grenci
kuliibiiniin toplantilarini gerceklestirebildigi biliniyor. Buna gore, tam olarak 27 iiyesi olan 6grenci kuliiple-
rinin sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

|AB| = |AC| sartim saglayan bir ABC iiggeninin gevrel cemberinin kiigiikk AC' yay1 iizerinde ug noktalardan
farkli bir M noktasi alimyor. BM nin AC yi kestigi nokta F, BMC' agsimn i¢ agiortayinin BC' yi kestigi
nokta F' olmak tizere m(AFB) = m(CFE) esitligi saglaniyor. ABC nin egkenar oldugunu gosteriniz.

f o 41,2,...,2019} — {—1,1} bir fonksiyon olmak flizere, her k € {1,2,...,2019} i¢in Oyle bir ¢ €
{1,2,...,2019} vardir ki,
> f) <0

i€Z: (0—i)(i—k)>0

D0

i€Z: 1<i<2019

esitsizligi saglanir. Buna gore,

toplaminin alabilecegi en biliylik deger kagtir?

@ Bir n > 2 tam sayisi ve bir a tam sayis1 verildiginde n | a® — 1 ve n fa?"! +--- + a + 1 sartlarin saglayan
bir d pozitif tam sayisi bulunuyorsa, a tam sayist n-ayirandir diyelim. Bir n > 2 tam sayis1 verildiginde,
0 < a < n ve obeb(a,n) = 1 olup n-ayiran olmayan a tam sayilarmin sayisina n nin kusuru diyelim. Kusuru
en kiiciik miimkiin degere egit olan tiim n > 2 tam sayilarim bulunuz.
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n > 1 bir tam say1 olmak iizere, {1, 2,... ,n2} kiimesinin &k elemanli her alt kiimesinde 2 | y olacak sekilde
x ve y elemanlar1 bulunuyorsa, k nin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

Dar agili bir ABC' iiggeninin i¢ bolgesinde diklik merkezinden farklh bir P noktasi aliniyor. A dan BP ve
CP ye indirilen dikme ayaklar: sirasiyla D ve E, P den AB ve AC ye indirilen dikme ayaklar: sirasiyla F' ve
G dir. [AP] dogru parcasiin orta noktasi X olmak iizere, DFX ve EGX ii¢genlerinin gevrel cemberlerinin

ikinci kesigim noktas1 BC' {izerinde yer aliyorsa, AP L BC veya PBA=PCA oldugunu gosteriniz.

x,y, z pozitif gercel saylar olmak tizere,

2\/(I+y+2) (i+;+i)\/<1+z> (1+%)

ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

p bir asal say1 olmak iizere,

287 — 1
202 +2p+1
bir tam say1 ise, 2p® + 2p + 1 ’in pozitif tam bolen sayisin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Her x gercel sayisi icin [ P(x)| = a|,2| olacak sekilde bir ag, ai, az, ... tam say1 dizisinin bulunmasini saglayan
tliim gercel katsayili P polinomlarini bulunuz.
Not: x bir gercel say1 olmak iizere |z] ile z den biiylik olmayan en biiyilik tam sayiy1 gosteriyoruz.

@ Bir ¢cember iizerindeki 2021 noktadan her biri 1,2,..., k renklerinden birine boyanmistir. Her nokta ve her

1 < r < k rengi i¢in bu noktay1 igeren ve iizerindeki noktalarin en az yarisimin r renginde oldugu bir yay
bulunuyor. Buna gore, k nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
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Baslangicta masadaki iki kutudan biri bog olup, digerinde farkl renkli 29 bilye bulunmaktadir. Dolu kutuyla
baglamak ve kutulara sirayla hamle yapmak iizere her hamlede siras1 gelen kutudan bir veya birkag bilye
secilip diger kutuya aktariliyor. Aym bilye 6begi bir defadan fazla segilmeden en ¢ok ka¢ hamle yapilabilir?

Derecesi d olan gercel katsayili bir polinomun en az d adet katsayisi 1’e egit olup d adet gercel kokii varsa d
nin alabilecegi en biiytlik deger nedir?
(Not: Polinomun kokleri birbirinden farkli olmak zorunda degildir.)

I' cemberi ABC iiggeninin BC' kenarina X noktasinda, AC kenarina ise Y noktasinda tegettir. AB kenari

tizerindeki bir P noktas1 igin X P ve Y P nin I ile ikinci kesigimleri sirasiyla K ve L, AK ve BL nin I ile
ikinci kesigimleri sirasiyla R ve S olsun. X R ve Y S nin AB iizerinde kesistigini gdsteriniz.

Dar agili bir ABC ii¢geninde D € [AC] ve E € [AB] olmak {izere [BD] ve [CE] agortaylardir. D den BC
ve BA ya indirilen dikmelerin ayaklar sirasiyla P ve @, E den C'A ve CB ye indirilen dikmelerin ayaklar
sirasiyla R ve S olsun. AP ile CQ nun kesisimi X, AS ile BR nin kesigimi Y, BX ile C'Y nin kesigimi Z
olmak tizere AZ 1 BC oldugunu gosteriniz.

a, b, ¢, d pozitif tam sayilar: igin
{a-"+c-d* : n=1,2,3,..}
kiimesinin en az bir elemanini bolen asal sayilar sonlu ¢oklukta ise b = d oldugunu gosteriniz.

@ 2021 6grencinin bulundugu bir okulda her 6grencinin tam olarak k arkadasi olup licti de birbiriyle arkadas
olan ii¢ 6grenci bulunmuyorsa, k£ nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?
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Bir ABC ii¢geninde BC' kenarmin orta noktast M, A ya ait i¢ acgiortayin BC ile kesisimi K ve ABC' nin
gevrel ¢emberi ile ikinci kesigimi L olsun. [BC] gaph ¢ember A kogesine ait dig agiortaya teget ise K LM nin
cevrel gcemberine de teget oldugunu gosteriniz.

k,n pozitif tam sayilar olmak iizere k > n! ise
6(k) > (n—1)!
oldugunu gosteriniz.
a1, ag, ..., G022 negatif olmayan gergel sayilar a; + as + ... + ag022 = 1 esitligini saghyor. En ¢ok kag (i, j)
sirali ikilisi igin
a?+aj; > 1
L T 2021

olur?

Hangi a gercgel sayilar: i¢in
2 +a . y3+a . 2 +a
y+z x+z zty
olmasini saglayan farkli x,y, z gercel sayilar1 bulunur?

ABC {i¢geninde 90 > A > B > C dir. Diklik merkezi H ve gevrel cember merkezi O olmak iizere HO
ile BC' dogrularimin kesigimi 7, AHO {i¢geninin ¢evrel ¢gemberinin merkezi ise X olsun. H noktasimn T'X
dogrusuna gore yansimasinin ABC' nin gevrel ¢emberi tizerinde oldugunu gosteriniz.

@ 2022 6grencinin bulundugu bir okulda tatil boyunca her giin ya miize gezisi ya da doga gezisi diizenleniyor.

Hicbir 6grenci aym tiir geziye ikinci kez katilmiyor ve tiim gezilere farkl sayida ogrenci katiliyor. Iki geziye
beraber katilan iki 6grenci bulunmadigina gore, toplam gezi sayisinin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.
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Sonsuz ¢oklukta k pozitif tam sayist i¢in
n? +m?

mi+n

olacak sekilde m ve n pozitif tam sayilarimin bulunmadigini gosteriniz.

Bir ABC figgeninin i¢ bolgesinde bir P noktasi alimyor. BPC {i¢geninin ¢evrel ¢emberine P noktasinda
igten teget olan w4 ve digtan teget olan I'y gemberleri, ABC {i¢geninin gevrel ¢cemberine de sirasiyla A; ve
As noktalarinda igten tegettir. By, Bs ve C7, C noktalar: da benzer gsekilde tamimlaniyor. O noktast ABC
iiggeninin ¢evrel cember merkezi olmak iizere, A1 A, By By, C1Cs ve OP dogrularinin noktadasg oldugunu
gosteriniz.

Rakamlarimin biri 1, biri 2, ..., biri 9 olan 9 basamakl tiim sayilara dengeli say1 diyelim. Tim dengeli
sayilarin yan yana ve kiigiikkten biiytige dogru yazilarak olusturdugu rakam dizisi S olsun. S dizisindeki &
ardigik terimden olusan herhangi iki alt dizinin birbirinden farkli olmasimi saglayan en kiiciik k degerini
bulunuz.

Basglangicta tahta iizerinde her birinin 31 koordinati olan 31 adet
(1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1)

31-lileri yazilmigtir. Her iglemde, tahtada bulunan (ai,as,...,as1) ve (by,ba,...,b31) 31-lileri seciliyor ve
(a1 + by,a9 + b, ..., as1 + bs1) 31-lisi de tahtaya yaziliyor. En az kag iglem sonucunda tahtada

(0,1,1,...,1),(1,0,1,...,1),...,(1,1,1,...,0)
31-lilerinin tiimi yer alabilir?

23 gercel sayidan olugan bir kiimenin, bog olmayan ve elemanlarinin ¢arpimi rasyonel say1 olan alt kiimelerinin
sayis1 tam olarak 2422 olabilir mi?

@ Bir ABC ii¢geninin BC, AC, AB kenarlan iizerinde sirasiyla D, E, F noktalarn DE | AB, DF | AC
|BD|  |ABJ?
°pc| T JACP
noktasinda ve ABC' {iggeninin cevrel cemberine A noktasindan cizilen teget ile ikinci kez S noktasinda
kesigiyor. FF dogrusu, BC ve SR dogrular ile sirasiyla L ve T noktalarinda kesigiyor. SR dogrusunun
[AB] dogru parcasim ortalamasi i¢in gerek ve yeter kogulun B.S dogrusunun [T'L] dogru pargasini ortalamasi
oldugunu gosteriniz.

olacak sekilde aliniyor. AEF iiggeninin ¢evrel ¢emberi, AD dogrusu ile ikinci kez R
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n > 3 bir pozitif tam say1 olmak tizere, n koseli bir tam c¢izgenin her kenarina birer gercel say1 agagidaki
kosullar1 saglayacak sekilde yazilmisgtir:

(i) Cizgedeki her tiggenin kenarlarima yazilan sayilardan ikisi birbirine esit olup diger say1 ise bu sayilardan
biiyiiktiir.

(ii) Her kosenini agirlegs, o koseden gikan kenarlara yazilan sayilarin toplami olmak {izere, tiim kogelerin
agirliklar: birbirine esittir.

Buna gore, n sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Dar agili bir ABC {icgeninin diklik merkezi H ve A, B,C koselerinden indirilen yiiksekliklerin ayaklari
sirasiyla D, E, F olsun. DEF {i¢geninin ¢evrel ¢cemberine D noktasinda teget olan bir gemberin EF' dogrusu
ile kesistigi noktalar P ve @ olsun. PH ve QH dogrular: ile BHC tiggeninin cevrel ¢cemberinin ikinci kesigim

noktalar: sirasiyla R ve S olsun. A noktasindan gegen ve E'F dogrusuna dik olan dogrunun BC dogrusu ile
kesistigi nokta T olsun. R, S, D,T noktalarinin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.

Her n > 2 tam sayisi igin f(n) ile n sayisinin farkh asal bolenlerinin garpimini gosterelim (6rnegin, f(5) = 5,
f(8) =2ve f(12) =6 olur). a1, as, ... dizisi, a; > 2 bir tam say1 ve her n > 1 i¢in
Ap4+1 = an + f(an)

olacak gekilde tanimlaniyor. Her p asal sayisi igin, {a;}$2; dizisinde p ile bdliinen bir terim bulundugunu
gosteriniz.

n bir pozitif tam say1 ve n sayisinin tiim pozitif bolenleri 1 = d; < ds < -+ < dg = n olsun.

2dy +dy+ds = dr
d3d6d7 = N
(de+d7)* = n+1

egitlikleri saglaniyorsa n sayisinin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Her z,y, z € R* icin
ol () - {5+ 18- 8

denklemini saglayan tiim f : Rt — R fonksiyonlarini bulunuz.

Not. Bir x gercel sayst igin, |x| sayist x’in tam degeri olmak tzere, {x} = x — || olarak tanvmlanwyor:
(2.7} = 0.7 ve {4} = 0.

@ m,n > 2 tam sayilar olmak tizere, m x n satrang tahtasinin bazi birim karelerine birer kale, her kale tek

sayida kale tarafindan tehdit edilecek gekilde yerlestirilmigtir. Buna gore, satrang tahtasinin tizerindeki kale
sayisinin alabilecegi en biiylik degeri bulunuz.
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