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1. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 1993

Kosegenleri dik kesigen bir dértgende kogegenlerin uzunluklar: toplami 12 ise bu dortgenin alan en ¢ok kag
olabilir?

a) 18 b) 32 c) 16 d) 24 e) 36
Coziim:

Yanit:

x
Kosegenlerin uzunluklarina x ve y dersek dortgenin alami A = ?y dir. x +y = 12 verildigi gbz 6niine alinirsa,

2
arimetik-geometrik ortalama esitsizliginden xy < (x;—y) = 36 olup A < 18 elde edilir. z = y = 6 igin

Amax = 18 degerine ulagir.

Bir ABC {iggeninde [AB] kenar iistiinde alinan (A ve B den farkli) n degisik nokta ile C' yi, [BC] kenari
iistiinde alinan (B ve C den farkli) k degisik nokta ile A y1 birlestiren dogru pargalar1t ABC {iggenini toplam
kag bolgeye ayirir?

a) nk b)n+1l+kn ) (n+1)(k+1) d) (n+1)k e)(k+1)n

Coziim:

Yanit:

[AB] tizerindeki n tane noktay1 C' ile birlegtirdigimizde n + 1 bolge olugur. [BC] {izerindeki k tane noktayi
A ile birlegtirdigimizde (n +1) + (n+1) +---+ (n+ 1), yani

k+ 1 tane (n + 1) bolge olugur. Dolayisiyla (k + 1)(n + 1) tane bolge elde edilir.

n tamsayisinin asagidaki degerlerinden hangisi icin 210 + 213 + 27 bir tam kareye esit olur?
a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14

Cozim:

Yanit:

210 = (2%)2 ve 213 = 2. (2°) - 27 oldugundan n = 14 icin 219 + 2. (2°) - 27 + 21 = (25 4 27)2 olur.

13!+ 1 < p < 13! + 13 kogulunu saglayan kag p asal sayis1 vardir?
a)h b) 0 c)3 d) 1 e) 2

Coziim:

Yanit: E

Verilen aralikta asal say1 mevcut degildir. Ciinkii 13!4-2,13! +3, ..., 13!+ 13 sayilan bilesik sayidir. 13! sayis1
¢ift oldugundan bu sayilardan ikinci bilegeni ¢ift olanlar en azindan c¢ifttir. Ikinci bilegeni tek olanlarin ise
bu tek bilegenleri bu tek sayilar 13’ten kiigiik oldugundan 13! sayisi iginde ¢arpan olarak mevcuttur.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6127.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6129.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6131.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6130.0
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Eger niifus t = 0 dan t = 1 e kadar %4, t = 1 den t = 2 ye kadar %7 oraninda artmissa t = 0 dan ¢t = 2 ye

kadarki niifus artig orani kagtir?
Ny it
d rJ
) i+ ij e)i+j+ 190

a)i+j  b)ij c)i+j+%
Coziim:

Yanit:

t = 0 aninda niifusun N oldugunu kabul edelim. ¢ = 1 de niifus % artigla N -
N 14 100 j+1007N 100 + i+ j + (47)/100
100 100 100

7+ 100

olur. t = 2 de niifus %

oraninda yeni bir artigla ( olur. Dolayisiyla ilk durumdan

son duruma kadar niifus artig orani yiizde ¢ + j + % olur.

@ Asagidaki ispatta hangi adim hatalidir?

1
TEOREM: 5 Saysmm karekoki yoktur.

. 1
ISPAT: z = \/; oldugunu varsayalim. O zaman

222 =1 i
— 2224+ 1=4—422 1
= *4222+1=a*+4—42% i
= (224 1)? = (22 - 2)? v
= 224+1=22-2 v
= 1= -2 (celigki) vi

a)i = i b) it = i c) iti = v d)iv = v e)v = vi
Coziim:

Yanit: @

(iv) adimmdaki (22+1)? = (22—2)? ifadesinde her iki tarafin karekokii alimirken 2241 = |22 —2| yazilmaldir.
1
22 = = oldugundan 2% — 2 < 0 dir. Dolayisiyla |22 — 2| = 2 — 22 dir. Fakat (v) adiminda |22 — 2| = 22 — 2

alinarak hata yapilmigtir.

1,2,3,4 rakamlarinin permiitasyonuyla elde edilen 4 rakamli sayilarin tiimiiniin toplam: agagidakilerden
hangisidir?

a) 66660  b) 66000  c) 66600  d) 60000  e) 66666

Cozim 1:

Yanit:

Bu rakamlar kullanilarak yazilan 4! = 24 adet saymin her basamaginda bu rakamlarin her biri 24/4 = 6 kere
tekrar eder. Bu durumda yazilabilecek sayilarim toplami 6(4 + 40 + 400 + 4000 + 3 + 30 + 300 + 3000 + 2 +
20 + 200 4 2000 + 1 + 10 4 100 + 1000) = 66660 olur.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6132.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6133.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6134.0
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Cozim 2:

Yanit:

Daha karmasik tipteki sorular1 da ¢bzmeye yarayacak giiclii bir yontemi agiklayalim:

142 4
Her bir rakam her bir basamakta esit sayida (6 kez) goriilecektir. a = 1+2+3+d = 5 olmak iizere bu

simetriden dolay1 4! = 24 sayinin her birini aaaa dért basamakli sayisi gibi diiglinebiliriz. Bunlarim toplami
24 - agaa =24 -a - 1111 = 66660 bulunur.

zz—yt =
rt+4dyz =

L =

denklem c¢iftinin x, y, 2z, t negatif olmayan tam sayilar olmak {izere kag tane (z,y, z,t) ¢dziim takimi vardir?
a) 4 b) 2 c)1 d) 0 e)3

Coziim:

Yanit:

4z + 3t 3z—1t
x ve y degigkenlerine gore denklem sistemi ¢oziiliirse x = s i

2y YT g
tam sayilarda calistigimizdan asikar olarak 3z —t < 422 +t2 oldugundan y nin tam say1 olmasi icin 3z —t = 0

bulunur. Negatif olmayan

yani y = 0 olmalidir. Bu durumda z = — olacagindan x = z = 1 olmalidir. Buna kargilik ¢ = 3 olmas1

z
gerektiginden denklem sistemini saglayan tek ¢oziim takim (1,0, 1, 3) olur.

Sekilde D merkezli, z yarigapli gember AB dogrusuna
ve O merkezli [AB] gapli cembere tegettir. |[AC| = «,
|CB| =y ise, x, y, z arasinda hangi bagint1 vardir?

251

(£
O
i}

[==]

a) 222 = ay b) zz + 2y = xy c) 222 =22 + 42 d) zz +ay =2y e) z2 =y? + 22

Co6ziim:

Yanit: E

[AB] ¢apli ¢emberin yarigapi Ty

olacagindan |OD| =

x;—y —zve |OC| = L ; Y olur. OCD ticgeninde

2 2
Pisagor teoremi yazilirsa <$2+y — z) = <x 5 y> + 22 egitliginden zx + zy = xy bulunur.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6136.0
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A

il E

-~

Sekilde ABC ikizkenar {iggen olup m(A) = 120° dir. =,y dogrular sirasiyla [AB] ve [AC] nin orta dikmeleri,
xN[BC] ={D}, yN[BC] = {E} ve |BC| = 24 olduguna gore, |DE| kagtir?

a) 14 b) 6 c) 10 d) 12 e) 8
Coziim:

Yanit:

[AD] ve [AE] ¢izilirse ABD, AEC {iggenleri ikizkenar, ADFE ti¢geni de eskenar olur. Boylece |BD| = |DE| =
24

22+ (z +1)2 + (z + 2)? = y? denkleminin z,y tamsay1 olacak sekilde ka¢ tane (z,y) ¢oziim takimi vardir?
a) Sonsuz b) 12 c) 2 d) 0 e)3

Coziim 1:

Yanit: @

Verilen denklemi y? = 322 + 6x + 5 biciminde yazalim. Bu ifadeyi mod 3 ’te incelersek y? = 2 (mod 3)
bulunur. Halbuki bir y tamsayisi i¢in y = 0,1, —1 (mod 3) olup bu degerlerin karesini alirsak y? = 0,1
(mod 3) elde edilir. Yani y? # 2 (mod 3) dir. Dolayisiyla y? = 322 + 6x + 5 denkleminin tamsayilarda
¢Ozlimi yoktur.

Cozim 2:

x, x+1, 42 sayilar1 mod 3 te, 0, 1, 2 sayilarinin bir permiitasyonuna denktir. Bu durumda, 3> = 04+1+4 =
5 =2 (mod 3) denkliginin ¢6ziimii olmadig kolayca goriilebilir.

7 yolcu 3 vagondan olusan bog bir trene rastgele birer vagon secerek binerler. Birinci vagonda tam olarak iki
yolcu bulunmas: olasilig1 agagidakilerden hangisidir?

a)% b 448 c 560 d 452 o 512
729 729 2187 2187 2187


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6137.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6138.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6139.0
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Coziim:

Yanit:
21-32 224

7
. 7 _ : .95 — . —_— =
Tiim durumlarin sayis1 3 = 2187 ve istenen durumlarin sayisi <2> 2 21 - 32 olup olasilik 2187 729
elde edilir.

k > 1 bir tamsayi1 ve k Z 9 (mod 17) ise, 2k—1 ve 9k+4 tamsayilarinin en biiyiik ortak boleni agagidakilerden
hangisidir?

a) 7 b) 17 c)2k—1 d)1 e) Higbiri

Cozim:

Yanit: @

Coziim icin Oklid algoritmas: kullanalim. Buna gore Obeb(a,b) = Obeb(a,a + bk) olgusunu kullanacagiz.
Obeb(2k — 1,9k + 4) = Obeb(2k — 1,k + 8) = Obeb(—17,k + 8) olur. Verilenlerden k& + 8 # 0 (mod 17)
oldugundan yanit 17 olamayacagindan, 1 olmaldir.

Ty+rT+y 5
22y+ay? = 6

denklemleri veriliyor. y > 1 ise 22 + 2y? agagidakilerden hangisine esittir?
a) 3 b) 6 c)9 d) 8 e)5

Coziim:

Yanit:

Ik denklemi sirasiyla  ve y ile carpip cikan denklemleri toplarsak z2y+zy2 + (z+y)? = b(x+y) ve x+y =t
dersek 2 — 5t 4+ 6 = 0 denklemini elde ederiz. Denklemin kokleri z +y = 3 ve x +y = 2 dir. Simdi = +y = 3
alarak verilen denklemleri toplarsak xy(x +y + 1) +  +y = 11 denklemine yani xy = 2 degerine ulagiriz.

2
x4y = 3 ve zy = 2 denklemlerinin ortak ¢éztimiinden z = 2 ve x = 1 elde olunur. t = liciny=—-=2>1
x

olur. z + y = 2 olmasi durumda reel kokler olusmaz. Oyleyse z2 + 242 = 1+ 8 = 9 bulunur.

Bir ABC iiggeninde A ve B koselerinden gizilen kenarortaylar dik olarak kesigmektedir. |BC| =7, |AC| =9

olduguna gore, |AB| agsagidakilerden hangisine egittir?

a) V28 b) V24 c) V27 d) V25 e) /26

Coziim:

Yanit:

|AB| = 2z olsun. O zaman C kogesinden gegen kenarortayin uzunlugu V. = 3z olur. ABC iiggeninde C
kogesine gore kenarortay teoremi yazarsak 81 + 49 = 222 + 1822 den |AB| = 2x = v/26 bulunur.

Verilen alt1 degisik rengi kullanarak bir kiibiin her yiiziinii farkli bir renge boyuyoruz. Kiibiin istenildigi kadar

ve istenilen istikametlerde dondiiriilmesiyle biri digerinden elde edilen iki boyamay:1 aymi kabul edersek, bu
boyama iglemi kag degisik bigimde yapilabilir?

a)6 b)12 ¢)30 d)90 ) 180


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6140.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6142.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6143.0
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Cozim 1:

Yanit:

Belirli bir rengin daima tabanda oldugunu varsayabiliriz. Ornegin mavi rengimiz varsa, kiipii déndiirerek
mavi renkli yiizeyi daima tabanda tutabiliriz. Simdi mavi renkli yiizeye paralel olan yiizeyi (lst yiizeyi)
boyamak icin kalan 5 renkten birisi segmeliyiz. Bu segim 5 farkli yolla yapilabilir. Diyelim ki kirmizi renkle
ist yiizeyi boyadik. Artik kiiptin alt-list yiizeyleri arasinda degigim yapilmayacaktir. Yani alt yiizey mavi
ile ve iist ylizey kirmizi ile sabitlenmis oldu. Kalan 4 renk ile yan yiizeyleri boyayacagiz. Dondiirmeler ayni
kabul edildigi igin, dairesel permiitasyon uygulariz. (4 — 1)! = 6 yolla yan yiizeyler boyanmig olur. Carpma
prensibiyle, 5 - 6 = 30 farkli boyama yapilabilir.

Cozim 2:
Kiipiin dénme simetrilerinin grubu 24 elemanhdir. Bir platonik kat: cisim i¢in

Dénme simetrilerinin sayis1 = (Kose sayist) - (Bir késenin derecesi)

egitligi vardir. Kiiplin 8 kdsesi vardir ve bir kdgenin derecesi (yani kdgeye birlegen ayrit sayisi) 3 oldugundan
kiiplin dénme simetrilerinin sayisi 8 - 3 = 24 tiir. Simdi 6 yiizeyin her birini farkli renklerle 6! yolla boyaya-
biliriz. Déndirmeler 6zdeg kabul edildiginden,

6!
o1 = 30
yolla boyama yapilabilir.

Not: Kullanilan formiille ilgili aciklamay1 buradan takip edebilirsiniz.

. 4T, 4T3 4T, .. o .
17| T, =13 +23 4 ... 3ve P, = . Imak , P dakilerd
+ 2° + + n° ve 2(T2 — T1) 3(T3 — T2) n(Tn — Tn—l) olmak uzere, I55 agagidakilerden

hangisine egittir?
a) 317 b) 169 c) 1993 d) 3991 e)7

Co6zim:

Cevap:

- 9 12
Oncelikle T, =13 4+ 23 + ...+ n3 = n*(n+1)%

4
4T, n*(n+1)?2  (n+1)?

n(T, —Th-1) nt n?

esitligini yazarsak,

n

= p= [T = (2

Dolaysiyla Pys = 132 = 169’dur.

Iclerinde @, b ve ¢ nin bulundugu 10 degisik harfin permiitasyonlarmm ka¢ tanesinde a, b ve ¢ harflerinden
ikisi yan yana gelmez?

a)89-8 b)4-91 ¢)8-9 d)42-8 ) 84-8l


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6144.msg21668#msg21668
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6146.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6151.0
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Coziim:

Cevap: @

Harfler a,b, ¢, x1, x2, - - - ©7 olsun. Burada icerme-digarma prensibini kullanacagiz.

10 harfin farkli siralama sayisi: 10!
a, b, ’den ikisinin yan yana oldugu durum: (;) -21-9!

a, b, ¢’den iigliniin de yan yana oldugu durum: 3! - 8!
Tim durum: 10! — 6 - 9!+ 6 - 8! = 42 - 8! bulunur.

! +
r  2x—
bu araliklarin uzunluklar: toplami ne olur?

a) Sonsuz b)g c) g

> 1 egitsizliginin reel sayilardaki ¢oziim kiimesi ayrik araliklarin birlesimi olarak yazildiginda,

d) g e) 2
Coziim:

Yanit:

—2z2 -1
Esitsizlik diizenlenirse —2 ol

x(2x — 1)

> 0 elde olunur. Pay ve paydanin kokleri sirasiyla { 7 7 '3

5— V17 5+ﬁ0 1}

5—Vv17
kiimesinin elemanlaridir. Egitsizlik tablosu kolayca yapilarak ¢oziim kiimesinin ayrik araliklar1 G, = (O, ] ,
1 5+V17
Go= (57—

% 1 olup bu araliklarin boylar1 toplami 2 olarak bulunur.

T +y = t
24y = 2

denklem sisteminin tiim reel degerli (x,y,t) ¢dziimleri i¢inde ¢ nin alabilecegi en biiyiik deger ne olur?
a)2 b)4 ¢)1++v2 d)4++v2 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

(x+y)? < 2(x2+y?) esitsizliginin dogrulugunu gosterelim. Ya Cauchy-Schwarz esitsizliginden, ya da cebirsel
ozdegliklerden bu egitsizligin dogru oldugu goriilebilir. Elemanter ¢oziim olsun diyerek

22 + ) > (4 y)? = 202 + 27 > P+ 2y 4+ = 2 -2y + 9y’ >0 = (z—y)*>0

yazabiliriz. Son esitsizlik dogru oldugundan (z + y)? < 2(z% + y?) esitsizligi de dogrudur. ¢ > 0 degerlerini
burada yazarsak t? < 22t olup 0 < ¢ < 4 elde edilir. ¢ = 4 durumuna érnek ¢oziim (z,y,t) = (2,2,4) vardr.
tmax = 4 tur.

m ve n tamsay1 olmak iizere m? + n? < 10001 ise, 3m + 4n nin alabilecegi en biiyiik deger ne olur?
a) 403 b) 480 c) 490 d) 500 e) Higbiri


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6152.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6182.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6184.0
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Cozim 1:

Yanit: @

m,n birer tamsay1 oldugundan m? + n? < 10000 yazabiliriz. Cauchy-Schwarz esitsizliginden
(3 +4y)® < (32 +4%)(m* +n?)

olup
(32 4 4y)? < 25 - 10000

elde edilir. Buradan 3z + 4y < 500 bulunur. Ayrica (3z 4+ 4y)max = 500 esitlik durumuna 6rnek olarak
m = 60,n = 80 degerleri vardir.

Cozim 2:

Karesel Ortalama > Aritmetik Ortalama kullanarak ¢ézelim.

1/2

(m)2+ +(m)2+(n)2+ +(n)2 P
3 3 4 4 3 3 4 4

9 tane 16 tane > 9 tane 16 tane

25 25

1/2 2 2\ 1/2
(10000) ><m —I—n) 23m+4n:>50023m+4n

25 25 25

Esitlik durumu igin, % = — = k ve 3m + 4n = 500 olmas1 gerekir.

n
4
3-3k+4-4k =500 = k£ = 20, m = 60, n = 80 olmas1 gerekir.

Sekilde, OABC' kenar uzunlugu 2a olan bir kare,
1 D € [0C], E € [BC], |OD| = |EC|, [AE]U [BD] =
;f'.:; {F} dir. Buna gore F noktasinin z, y koordinatlari
E arasinda hangi bagint1 vardir?
C

) AI}I

8) (0-207 +(y—aP =@ b) -0+ -2 =dd ) (2-0)’+ -0 =a


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6464.0
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Coziim:

Yanit:

'l_l
Y E B
C —= -
g 4 b
F £ T 5
Ny
l| M ;\'III I
D ' -+ “
Y, T -"II
0 _l — A .?':'-JI

ABE = BCD kenar-agi-kenar egliginden dolay1 m(m) = m(D/B\C’) olup AE | BD elde edilir. F noktast,

sabit |AB| = 2a uzunluklu dogru pargasim sabit m(XF\B) = 90° ag1 altinda gordiigiinden F' noktalari
|AB| = 2a gaph ¢ember {iizerinde bulunurlar. Merkez noktasi N(2a,a) oldugundan bu gemberin denklemi
(x —2a)? + (y — a)? = a? dir.

A E B

Sekilde ABCD (AB || CD) bir yamuk, m(B) = 48°, m(D) = 138°. |AB| = 2|DC| = 4a, |AE| = |EB|,
|DF| = |FC| olduguna gore |EF| agagidakilerden hangisidir?

3a 2a a
a) 2a b) ? C) ? d) 5 e) a
Coziim:

Yanit:

D Il ol 1 c
Ll N L}
# \\
- AN
’,f .
o 4= 1) o
42 1 ’(142“ “43‘ ”48
A LI G LI E LIl H Ll B

[AE] ve [EB] nin orta noktalar sirasiyla G, H olsun. AGFD ve BHFC birer paralelkenar olup |GE| =
|EH| = a olur. Ayrica m(FGE) = m(AGE) = 42°, m(FHE) = m(CBE) = 48° oldugundan (m(GFH) =
90° dir. GHF dik tiggeninde |FE| = a bulunur.
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101,10101,1010101, ...,10101 ... 01 dizisinde ka¢ tane asal say1 vardir?
100 tane 1

a)0 b) 49 c)l d) 12 e) 33
Coziim:

Yanit:

Oncelikle 2n + 1 basamakh
101010101 ...01
sayisini goz Oniine alalim. Bu sayiy1
101010101 ...01 = 10° + 10% + 10* + - -- 410%™ = 100° + 100" + - - - 4- 100"

seklinde yazabiliriz.

™t —1

l4+a+a*+a®+-- +a" =
a—1

oldugunu kullanarak sayimizi

100"t —1 (10"t —1)(10"*tt 1) (10" 4 .- 4+ 1)(10" T +1) 4
99 99 B 11 B

seklinde yazabiliriz. Simdi durumlar: inceleyelim. Eger n sayis1 cift ise n 4 1 sayis1 tek olacaktir ve 107+! 4-1
sayist 11 e boliinecektir ve A sayisi hem tam say1 olacak, hem de asal say1 olamayacaktir. n sayis1 tek ise
10" +---+1=111111...1 sayst 11 e boliinecektir ve asal olamayacaktir. O halde dizide n = 1 igin 101 den
bagka asal say1 yoktur.

Carpanlarin sirasimi da hesaba katarsak 1000000 sayisi ii¢ pozitif tamsaymmin carpimi olarak kag degisik
bigimde gosterilebilir?

a) 1024 b) 784 c) 756 d) 354 e) 134

Coziim:

Cevap:

a-b-c=10%=25.55% olmahdir. @ = 271 - 591, b = 272 . 592 ve ¢ = 2%3 - 5Y3 olsun. Bulmamiz gereken say1,
1 +x2+23=26

y1+y2+y3s==6

denklemlerinin ¢oziim sayisidir. Iki denklemin de ¢OzUm sayisit ayni olacagindan birininkini bulup karesini

+3- 1) — 28 olur.

almak yeterlidir. z’liler i¢in nesne dagilim problemlerinden biliyoruz ki ¢oziim sayisi ( 5_1

Toplam gosterim sayis1 282 = 784’diir.
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r+3y = tx
r—y = ty
224y = 2

denklem sisteminin kag tane reel degerli (z,y,t) ¢oztim takimi vardir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)9

Coziim:

Cevap: @

Eger t = 0 ise 22 + y? = 0’dan (z,y,t) = (0,0,0) ¢oziimii gelir. Eger z = 0 veya y = 0 ise yine ayn1 ¢dziim
gelir. ¢t # 0 durumunu inceleyelim. Ilk iki denklemi birbirine bolersek,

3
%_yy:%:>x2—2xy—3y2=():>(1:+y)(:c—3y)=0

i) x = —yise x + 3y = x — 3x = —2x = tx, buradan ¢ = —2 bulunur.
Pyt =ut=4=0=+/2

Buradan (z,9,t) = (v2, —v/2, =2), (—=v/2, V2, —2) coziimleri gelir.

1) x = 3y ise x + 3y = 2z = tx, buradan t = 2 bulunur.

2
92 4+ 9> =102 =4 = r=+——

V10
2 2 2 2
Buradan (z,y,t) = , ,2), (— ,— ,2) coziimleri gelir.
(@51 = 10" 310 ) V10 3v10 )6 8
Toplam 5 ¢ozlim vardir.
p p E Sekilde ABCDE diizgiin besgen, O noktasi bu
1l 1
" beggenin merkezi ve |PA| = |QB| = §|AE| dir. Buna
gore @ acis1 kag derecedir?
o
a
B D
C

a)54 b)36 <¢)72 d)50 e) 60

11
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Coziim:

Yanit:

|PA| = |QB| =|RC|=|SD| = |TE| olacak bigimde R € [BC|, S € [CD], T € [DE] alahm. PAQ =~ QBR
RCS = SDT = TFEP kenar-agi-kenar eglikleri vardir. Bu egliklere gore PQRST besgeninin diizgiin oldugunu
gormek kolaydir. |OP| = |0OQ| = |OR| = |OS| = |OT| oldugundan (nedenini diigiiniiniiz) O noktasi ayni

m(TPQ)
2

zamanda PQRST diizgiin besgeninin de merkezidir. m(O/P\Q) = = 54° bulunur.

Sekilde, BD ve CE dogrulari, O merkezli [AB] ¢aph

D
B ) gemberin tegetleri, C € AB ve |AO| = |BC| dir.
T |AB| = 12 olduguna gore EDF iiggeninin alam
// ~_|F agagidakilerden hangisidir?
.";
I C
4 o

a)12 b)8 «¢)4/3 d)6 e)3V3
Coziim:

Yanit:

OE L CE ve |OE| = |0A| = |0B| = |BC| = 6 oldugundan m(COE) = 60° dir. OEFB bir deltoid olup
m(FOE) = m(FOB) = 30° dir. Boylece |OE| = v/3|EF| olup |EF| = 2v/3 bulunur. EDF {icgeninin eskenar

EF|?
M = 3v/3 olur.

oldugunu goérmek kolaydir. Alan(EDF) = 1

p, ¢ pozitif tamsayilar ve p = ¢+ 2 ise, p? +¢? = x (mod 72) denkligini saglayan en kiigiik pozitif 2 tamsayisi
agagidakilerden hangisidir?

a) 2 b) 34 c) 70 d)1 e)4

12
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Coziim:

Yanit:

P?+q® =p?>+(p—2)2 =2p?> —4p+4olur. 2p> —4p+4 = = (mod 72) denkliginde x = 1 olamayacag1 agiktur.
Ciinkii denkligin tanimindan, 2p? — 4p+ 2 — x = 72n olacak bicimde bir n tamsayis1 vardir. Béylece z in ¢ift
say1 olmasi gerektigini anlariz.

x > 1 oldugundan, * = 2 igin denkligin ¢oziimii var midir? Aragtiralim: 2p? — 4p + 4 = 2 (mod 72)
denkliginden 72n = 2p? — 4p + 4 — 2 yazilir. 36n = p? — 2p + 1 olur. (p — 1)2 = 0 (mod 36) denkligini
saglayan p pozitif tamsayilar: vardir. Bir érnek p = 37 dir. ¢ = 39 olur. Boylece en kiiciik pozitif deger x = 2
oldugu anlagilir.

Sekilde ¢izgilerin tizerinden gitmek koguluyla, A dan
C baslayip beg noktadan gectikten sonra C' ye varan
(6rnegin ABCBADC gibi) kag farkl yol vardir?

a) 24 b) 32 c) 33 d) 81 e) 90
Co6zim 1:

Yanit:
(Lokman GOKCE)

Elbette, adim sayis1 kismen az oldugu icin alt durumlara ayirip sayarak sonuca gitmek miimkiindiir. Halen
alt durum hesaplamasinin bir parga zorlugu vardir. Fakat, adim sayisi1 daha fazla oldukga alt durum inceleme
hesaplamalar: da daha fazla artacaktir. Coztimiin kafa karigtiriciligi da artacaktir. Bu sebeple, probleme genel
bir ¢6ztim yolu bulmayi deneyelim. Bu yolda, israrla bir a(n) dizisi i¢in dogrusal indirgeme bagmtisi elde
etmeye odaklandigim icin inatgi yol olarak isimlendirecegim.

X noktasindan harekete baglayip n hamle sonunda C' noktasina ulagilan yollarin sayist z(n) olsun. X €
{A, B,C, D} igin sirasiyla = € {a,b,c,d} gosterimlerini kullanalim. a(1) = 1,a(2) = 2, b(1) = d(1) = 1,
b(2) = d(2) =1, ¢(1) = 0,¢(2) = 3 hesaplamalarin yapmak kolaydir. Ayrica simetriden dolay: b(n) = d(n)
dir.
A dan harekete bagladigimizda ilk hamlemizde ya B ye, ya C ye ya da D ye gidebiliriz. b(n — 1) = d(n — 1)
oldugundan

a(n) =2b(n—1) 4+ c¢(n —1) (1)

B dan harekete bagladigimizda ilk hamlemizde ya A ya ya da C ye gidebiliriz.

bn)=a(n—1)+c(n—1) (2)

13
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C dan harekete bagladigimizda ilk hamlemizde ya B ye, ya A ya ya da D ye gidebiliriz. b(n — 1) = d(n — 1)
oldugundan
e(n)=2b(n—1)+a(n—1) (3)

bagintilar1 yazilir.
(1) ve (3) tun farkindan, a(n) — ¢(n) = (¢ — 1) — a(n — 1) olup

a(n) +a(n—1)=c(n) +c(n —1) =m(n) (4)
elde edilir. (2) de n yerine n + 1 koyup (2) esitligi ile yeniden toplarsak
b(n)+bn+1)=a(n)+aln—1)+c(n)+c(n—1) =2m(n) (5)
elde edilir. (1) ve (3) iin toplamindan, a(n) + ¢(n) = a(n — 1) + ¢(n — 1) + 4b(n — 1) olur. Bu bagmtida n
yerine n + 1 yazip bu bagint1 ile yeniden toplarsak
m(n+ 1) =m(n) + 4m(n — 1) (6)
esitligi elde edilir. (4) deki m(n) = a(n) + a(n — 1) bagntisim (6) da kullanirsak

a(n+1) =5a(n — 1) +4a(n — 2) (7)
n > 3 tam sayilari i¢in kullanabilecegimiz dogrusal indirgeme bagintisina ulagiriz. (1) yardimiyla a(3) =
2b(2) + ¢(2) = 2+ 3 = 5 bulunur.
a(4) =5a(2)+4a(l)=5-2+4-1=14, a(6) = 5a(4) + 4a(3) =5-14 +4 -5 = 90 bulunur.
Daha Inatgilar igin Not: a(n+1) = 5a(n—1)+4a(n—2) bagmtismm karakteristik denklemi 3 —5r —4 = 0

1F V17

dir. 71 = —1 bir kék oldugundan (r + 1)(r? — r — 4) = 0 bigiminde yazilir. Diger kokler ise 753 = :FT
olur. Ay, Ay, Az gergel sabitler olmak tizere (a,,) dizisinin genel terimi

a(n) = Ayri + Aory + Asry (8)

formundadir. a(1) = 1,a(2) = 2,a(3) = 5 degerlerini kullanarak A;, Az, A3 katsayilarim ¢ozebiliriz. Bu
noktada Wolframalpha’dan yardim alarak veya kaba kuvvet iglemlere girigerek

1 N 1 " 1 "
a(n) = GV (—17(5 +VIT) (=)™ + (34 + 6V1T) (2(1 - Jﬁ)) + (51 + 11V17) (2(1 + \/ﬁ)) )

sonucuna ulagabiliriz.
Cozim 2:

Genel terim bulma inadimizdan vazgegerek, soruyla kavga etmeden basitce ¢ézelim. Buna da sakin yol
ismini vereyim.

(Lokman GOKCE)

Onceki ¢oziimde gordiigiimiiz gibi (1), (2), (3) bagmtilarm kullanarak a(3) = 2b(2) + ¢(2) = 5 bulmustuk.
a(6) fazla uzakta degil, biraz daha toplama ve ¢arpma yapmaya devam edebiliriz. Asagidaki gibi tabloyu

dolduralim.
n | a(n) | b(n) | c(n)
1 1 1 0
2 2 1 3
3 5 ) 4
4| 14 9 15
51 33 29 32
6| 90 62 91

14
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a(6) = 90 bulunur.

ABC (m(B) = 90°) iicgeninde [AC] kenarmmn orta noktast D dir. ABD ve BDC ii¢genlerinin gevrel

¢emberlerinin yarigaplar: sirasiyla x, y ve ABC' tiggeninin kenar uzunluklar a,b, ¢ ise z agagidakilerden
Y

hangisidir?

a b2 — a? c Vb b% — a?
a) g b) 7(][ C) B d) 7 e) 70
Cozim:

Cevap:

b
|AD| = |DC| oldugundan A(ABD) = A(BDC) olur. Z—RC = S formulunu uygulayalim.

_ |AD[-|BD|-|AB| _ |DC|-|BD|-|BC| _ ,

A(ABD) - i

(BDC)

Diizenlersek
r |AB] ¢  Vb?—a?

y |BC| a a

bulunur.

[T 5.
=]

Sekilde, ABC'D (AB || CD) bir yamuk, kogegenlerin kesigtigi nokta E dir. Alan(ABCD) = 25, Alan(AEB)—
Alan(DEC) = 5 olduguna gore Alan(BEC) agagidakilerden hangisine esittir?

a)7 b)5 ¢)8 d)6 e)4
Coziim:

Yanit: @

Alan(BEC) = Alan(AED) = z diyelim. Alan(DEC) = y dersek Alan(AEB) = y+5 olur. Yamukta alanlar

carpimi ozelliginden

2? =y(y +5) (1)
ve toplam alandan
20 4+2y+5=25 (2)

yazilir. y = 10 — x degerini (1) de yazarsak 22 = (10 — z)(15 — ) olup bu denklemden z = 6 elde edilir.

15
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22 + ax + 2a = 0 denkleminin biitiin kokleri tamsay1 olacak sekilde secilebilecek a reel sayilarmin sayisi
agagidakilerden hangisidir?

a) 4 b) 6 c)0 d) 3 e) Sonsuz
Coziim:

Yanit:

Denklemin tamsay1 kokleri m,n olsun. Vieta formiillerinden m 4+ n = —a, mn = 2a olur. Iki tamsayinin
toplami da bir tamsay1 oldugundan a bir tamsayidir. Bu denklemlerden

mn = —2(m+n)
m(n+2) = —2n

—2n 4
m = =2+

n+2 n+2

olup (n + 2) | 4 tir. Buradan n € {—6,—4,—-3,—1,0,2} olur. Bu n degerlerine karsiik m nin degerleri
sirasiyla m € {—3,—4,—6,2,0,—1} olur. Boylece a = —(m + n) € {9,8,—1,0} bigiminde dort deger elde
edilir.

A ={1,2,3,4} kiimesinin her a elemani igin (f o f)(a) = a kogulunu saglayan kag tane f : A — A fonksiyonu
vardir?

a) 24 b) 1 c)9 d) 6 e) 10
Coziim:

Yanit:

Cozum 1: (f o f)(a) = a olmas i¢in f(a) = b iken f(b) = a olmalidir. Bunun i¢in iki alt durum vardar:
a = b durumlar veya a # b durumlari.

a = b olan higbir (a,b) € f ikilisi yoksa: f(1) = b igin b in{2,3,4} secimleri vardir. Geri kalan elemanlar da
tek yolla birbirine gidecektir. Ornegin f(1) = 2 ise f(2) = 1 oldugundan f(3) =4 ve f(4) = 3 zorunlu olarak
gelir.

a = b olan ikili sayis1 ¢ift sayida olmak zorundadir. (Neden?) f(a) = a olan iki farkh a degeri olan f
fonksiyonlarina bakalim. Ornegin f(1) = 1, f(2) = 2 ise geri kalan iki eleman tek yolla birbirine gidecektir.
Ciinkii f(3) = 4 ve f(4) = 3 zorunlu olarak gelir. Dolayisiyla kendi kendiyle eglesen elemanlarin segimi

= 6 yolla yapilir.
a = b olan ikili sayis1 dort tane ise f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3,f(4) = 4 olur. Bu durumda 1 tane f
fonksiyonu yazmig oluyoruz. f = I4 birim fonksiyonu olur.
Toplam 3 + 6 + 1 = 10 tane istenen ozellikte fonksiyon vardir.

Cozum 2: A={1,2,...,n} kiimesi verildiginde her a € A i¢in (f o f)(a) = a kosulunu saglayan f: A — A
fonksiyonlarinin sayisi a, olsun. a; = 1 ve ag = 2 dir. a, dizisini olugturan f fonksiyonlarim iki grupta
inceleyebiliriz:

f(n) = n olanlar: Bunun igin {1,2,...,n — 1} kiimesi {izerinde tamiml f fonksiyonlarinin sayisi a,—; dir.

f(n) # n olanlar: Bunun igin f(n) degerinin se¢imi n — 1 yolla yapilir. Diyelim ki f(n) = b # n olsun.
Bu halde f(b) = n dir. A kiimesinden b ve n atildigi zaman geriye kalan elemanlarla olugturulabilecek f
fonksiyonlariin sayisi a,, o dir.

Dolaysiyla a,, = ap—1 + (n — 1)a,—_o dir. Buna gore

a3:a2+2a1:2+2:4
a4:a3+3a2:4+6:10
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bulunur.
Notlar:

1. Bu problemin n = 7, n = 8 durumlarim forumda ilk kez 8 Mart 2012 tarihinde Tersi kendisine esit
permiitasyon fonksiyonlarinin sayisi baghgi ile burada sormustum. Yaklagik 40 glin sonra da 2012 Tibitak

Lise Matematik Olimpiyat1 1. Asama Simmavi’'nda n = 7 durumu sorulmustu. Yani sinav sorusu yakalamig
olduk:)

2.Coziim 2’de verdigimiz indirgemeli dizi yontemini, iiyelerimizden Ferhat Golbol forumda agiklamigti.

Verilen bir (a,) dizisinden her n igin b,, = a,4+1 — a,, seklinde bir (b,,) dizisi tanimlaniyor. ag = aqg = 0 ve
her n igin b,+1 — b, = 2 ise a; agagidakilerden hangisine esittir?

a) 273 b) 301 c) 186 d) 403 e) 281
Cozim:

Cevap:

an, lizerinden bir indirgemeli dizi olugturalim.
bn+1 —bp, = Ap42 — 2an+1 +a, =2

olur, fakat karakteristik denklemi gikarabilmemiz igin 2’yi yok etmeliyiz. Bunun i¢in n yerine n 4+ 1 yazip
taraf tarafa gikaracagz.
= Gn+t3 — 3ap42 +3ap41 +an, =0

Bu indirgemeli dizinin karakteristik denklemi
=32 +3x-1=(x—-1>=0
olur. Kokler ¢akigik oldugundan dizinin formiilii
an, = An? 4+ Bn+C
seklinde olmalidir. (indirgemeli diziler ve karakteristik denklemler ile ilgili ayrintili bilgi icin Lokman Gokge

hocamin forumdaki pdf dosyasini inceleyebilirsiniz. )

ag = ago = 0 oldugundan a,, = A(n—8)(n—40) formatinda olur, simdi A’y1 bulmak i¢in a2 —2a,+1+a, = 2
esitliginde yerine koyalim. Buradaki n’li terimler birbirini gétiirecek ve A = 1 kalacaktir.

Dolayisiyla her n igin a,, = (n — 8)(n — 40)’dir. n yerine 1 yazarsak a; = 273 bulunur.

Negatif olmayan z,y tamsayilar1 i¢in tanimlanan F(z,y) fonksiyonunda
i) Her z,y igin Fx + 1,y) + F(z,y+ 1) = F(z,y) + F(z+ 1,y + 1)
i7) Her z igin F(z,0) =z
1i1) Her y > 0 i¢in F(0,y) =1
ise F'(1000,993) asagidakilerden hangisine esittir?
a) 1993 b) 1001 c) 999 d) 994 e)7
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Cozim 1:

Cevap:

Ik sartta y yerine 0’dan y — 1’ye kadar yazip taraf tarafa toplarsak,
F(z+1,0)+ F(z,1) = F(z,0) + F(x + 1,1)

F(x+1,1)+ F(z,2) = F(z,1) + F(z + 1,2)

Flz+1l,y—1)+ F(z,y) = F(zr,y — 1)+ F(z + 1,y)

F(x+1,0) + F(z,y) = F(2,0) + F(z + 1,y)

Burada ikinci sart1 kullanirsak
Flr+1y) - Fz,y) =1

bulunur. Son buldugumuz esitlikte = yerine 0’dan =z — 1’e kadar yazip toplarsak

F({,C,y)—F(LC—]_,y):l

Flz,y) =z +1
bulunur. Yani y > 0 i¢in F'(z,y) = « + 1 bulunur. F(1000,993) = 1001 bulunur.

Coziim 2:

Test teknigi ile F(z,y) = « 4+ 1 fonksiyonunu tahmin etmek zor degil.

(1) de verilen fonksiyonel esitlikte « ler F' nin ilk parametresinde, y ler F' nin ikinci parametresinde kalms.

F(z,y) = G(z) + H(y) seklinde bir fonksiyon (¢) i saglar.
(73) ve (i4i) ten G(x) = x ve H(y) = 1 in sagladig1 goéruliir.
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Sekilde ABCD ve APQR dikdortgenlerinin alan-

0 lar1 sirasiyla a ve b dir. Asagidakilerden hangisi
dogrudur?
D c
R
p I
4 E

a)a<b b) 4a = 3b c)a=1b d) 3a=2b e)a>b
Coziim:

Cevap:

o
D ¢
R e
1 B

D AP tiggeninin alani hem RAPQ hem de ABC'D dikdortgeninin alaninin yarisidir, dolayisiyla bu iki dikdort-
genin alani esittir.

Bir torbada her birinin iizerinde 1 den 20 ye kadar olan tam sayilardan biri yazili 20 top bulunmaktadir.
Ustiinde ayni say1 yazili olan herhangi iki top yoktur. Bu torbadan bir top c¢ekilir ve listiindeki say1 kaydedil-
dikten sonra top torbaya geri konur. Bu iglem 10 defa tekrar edilirse, ¢gikan 10 sayinin hepsinin birbirinden
farkli olma olasihigi kagtir?

(20) (20) 101 (29)
: 20 10
10 b) 10 c 10 d 10 e) 10

2010 2010 2010 2010 2010

a)
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Coziim:

Cevap:

. 0
Tk cekilen topun daha 6nce ¢ikmamig olma olasilig 20’

Ikinci ¢ekilen topun daha énce ¢ikmamig olma olasilig 20’

10
10. gekilen topun daha once gikmamig olma olasilig: 20

2
20 19 10 = (18) 10!
10 sayisinin farkli olma olasihigs — - — -+ — = 101 _ bulunur.

20 20 20 2010 2010

Agagidakilerden hangisi 1994 - 1996 - 1998 - 2000 sayisindan daha biiytiktiir?

a) 19932.20012  b) 1993-19972-1999  ¢) 1993-1995-1997-2001  d) 1993-19972-2001  e) 19952
19992

Cozim 1:

Cevap:
x = 1997 diyelim. Ana ifade A = (x — 3)(z — 1)(z + 1)(z + 3) olur.
a) 19932-2001% = (z —4)*(z+4)? = (2? — 16)? olur. (22 —9) > (22 —16) ve (22— 1) > (22 — 16) oldugundan

A= (2% = 1)(2? - 9) > (2* — 16)?

olur.
b) 1993-1997%-1999 = 22 (x —4)(x+2) olur. (x—3)(x—1) > z(z—4) ve (z+3)(z+1) > z(z+2) oldugundan

A>2%(x—4)(z+2)

bulunur.
¢) 1993-1995-1997-2001 = z(z—4)(x—2)(x+4) olur. (z—3)(x+3) > (x+4)(x—4) ve (x—1)(z+1) > z(x—2)
oldugundan
A>z(x—4)(z—2)(z+4)
bulunur.

d) 1993-1997%-2001 = 22(x —4)(z+4) olur. (z—3)(x—1) > z(z—4) ve (x+3)(z+1) > 2(z+4) oldugundan
A > 2 (x —4)(x +4)

bulunur.
e) 19952 - 19992 = (x — 2)?(x + 2)? olur. (z — 3)(x — 1) < (z — 2)% ve (v + 3)(z + 1) < (2 + 2)? oldugundan

A< (z—2)%(x+2)?

bulunur.
Yani E daha biiyiiktiir.
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(6]

Cozim 2:

1994 - 1996 = 19952 — 1 ve 1998 - 2000 = 19992 — 1 oldugu icin acik sekilde 19952 - 19992 sayis1 1994 - 1996 -
1998 - 2000 sayisindan biytiktiir.

x4y + z = 1 olmak lizere x,y, z pozitif reel sayilari igin

1 1 1

I+—)(1+-) 1+~

x Y z

carpiminin alabilecegi en kiiglik deger agagidakilerden hangisidir?

a) % b) 8 c) 27 d) 64 e) 84

Coziim:

Cevap: @

Ifadeyi acalim,

1 1 1 1 1 1 14+z+y+=z 1 1 1 2
I+ )11+ |1+ )=1+-+-"F+-F+— =1+ —F -+ -+ —
x y z x Yy z

TYz x Yy z  xyz
A.G.O.’dan )
r+y+z2>3Yryz = — > 27
TYz
A H.O.'dan - 3 L1 1
T z
el e R R Y
L y
Yy oz

Bu iki egitsizlikten
1 1 1
<1+> <1+> (1+> > 64
x Yy z

1
olur. Esitlik durumu z =y =z = g’tiir.

13 kisilik bir topluluk, her birinde en az bir kigi bulunan iki alt topluluga farkl bigimde ayrilabilir?
a) 63 b) 168 c) 169 d) 4095 e) 8191

Coziim:

Yanit: @

olusmasini engelleyelim. Geri kalan 12 kiginin her birini ya birinci gruba ya da ikinci gruba gonderebiliriz.
Bunlarin dagitim sayisi 2'2 = 4096 dir. Ancak herkesin ilk grupta oldugu, ikinci grubun ise bos oldugu 1
durum vardir. Bu istenmeyen durumu ¢ikarirsak, istenen durumlarin sayis1 4096 — 1 = 4095 tir.

ABCD digbiikey (konveks) dortgeninde |AB| = 12, |BC| = 4, |CD| = 3, |[DA| = 13 ve m(B/C\D) = 90°
olduguna gore, bu dortgenin alan asagidakilerden hangisidir?

a)24 b)32 )36 d)48 e)84

21


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6485.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6486.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6492.0

2. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Agsama Sinavi - 1994 geomania.org

Coziim:

Cevap:

Pisagordan |BD| = 5 bulunur. Buradan ABD {iggeni 5 — 12 — 13 iiggeni, BC'D ise 3 — 4 — 5 ti¢geni olur.

A(ABCD) = A(BCD) + A(ABD) — %4 4 % _ 36

bulunur.

|72 +8x] < A denkleminin, tam sayilar kiimesi iginde tam olarak 13 tane ¢oziimii olmasi igin A nin alabilecegi
en kiigiik deger nedir?

a) 8 b) 9 c) 19 d) 20 e) 30
Coziim:

Cevap: @

Tam sayilar kiimesinde inceledigimiz i¢in 2% + 8z ifadesi de tam sayidir. Dolayisiyla |22 + 82| = 2% + 8z
olur.

flx)=2 482 —-A<0

f fonksiyonunun negatif veya sifir olmasi icin « degeri iki kokiin arasinda veya esit olmasi lazim. 13 tamsay1
degeri olmasi icgin koklerin farki en az 12 olmasi gerekir.

|Z1 — 29| = VA =V64+4A>12= A>20
Simdi A = 20 igin saglayip saglamadigina bakalim. A = 20 i¢in
2?4+ 82 —20= (z+10)(z —2) <0
x degerleri, x = —10, -9, ..., 1,2 olur ve 13 deger vardr.
Her z reel sayisi icin M
VI e a1 8
a) a®> > 8 b)0<a <75 c) |a| < 10 d)a=0 e)a<T4

< 8 esitsizligi saglaniyorsa, asagidakilerden hangisi dogrudur?

Coziim 1:

Cevap:

Oncelikle 22 + 4z + 8 = (x +2)? + 4 > 0 olacagindan kars: tarafa atarsak esitsizlik yonii degigmez.
2? +az+1 < 8(z? + 4z +8)

olur. Bu esitsizligi diizenleyelim.
0< 72?2+ (32 —a)z + 63
olur. Eger bu ikinci dereceden denklemin kokii varsa 0’a esit olabileceginden sart1 bozar. Denklemin kokii yoksa
kollar1 yukar: bakan bir parabol oldugundan her x i¢in pozitif olur.
A=(32-a)?-4-7-63<0= (a+10)(a—74) <0
olur. Yani a sayis1 (—10, 74) arahgindadir. Bu sart1 saglayan her a igin sadece a < 74 ifadesi dogru oldugundan
cevap E olacaktir.

Fakat bazi kaynaklarda a < 74 ifadesi (—oo,74) olarak algilanacagi belirtilerek sorunun cevabmin yanls
oldugunu belirtmigler, o zamanda bu sorunun TUBITAK tarafindan iptal edilip edilmedigini bilmedigimden
yukaridaki ¢éztimii birakiyorum.
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Cozim 2:

Lokman Gokgenin yorumu:

(—10, 74) arahgim kapsayan herhangi bir kiime dogru cevap olarak sunulabilir. Ornegin a < 75 veya |a| < 100
secenekleri de birer dogru cevaptir. Soruda a nin alabilecegi tiim degerlerin kiimesi (a i¢in en genis aralik)
sorulmadigi icin illa segeneklere —10 < a < 74 yazilmasina gerek yoktur. Ozetle, soruyu iptal ettirecek bir
gerekge yoktu ve iptal edilmemistir.

@ Her n e N={1,2,3,...} i¢in a,, = 2™ olsun.

(bn) ile (a1, a1,a1,az2,a2,az,...,04p,an, Ay, ... ) dizisinin genel terimini gosterelim. Her n € N i¢in

bn
k< <K
<on S

olacak sekilde, n ye bagh olmayan pozitif k, K, C sayilar1 varsa, C' ne olmalidir?
a)2i  b)3s ¢)2z d)3z e)2m T

Cozim:
Yanit:
Oncelikle en kolay goriilen b3 = a1, bg = as, ... , by = @y = 2™ gbzlemini yapalim. Her n pozitif tamsayisi
icin saglanan k < % < K esitsizliginde n = 3m (m bir pozitif tamsay1) yazarsak k < % < K olup
om
C3m

iistel ifadesinin sinirli olmasi gerekiyor. Bunun i¢in bu oranin ya sabit ya da azalan olmasi gerekir. Eger bu
oran azalan bir ifade ise, en biiytik alt sinir k& = 0 olacagindan, k > 0 bilgisi ile geligir. O halde bu oran
sabittir. Yani
C =23

se¢meliyiz. Bu durumda K > 1 ve k < 1 olacak bigimde K, k sayilar1 segmek yeterli oluyor.
Elbette C' nin bu degerini n = 3m — 1 ve n = 3m — 2 hallerinde de kontrol etmek gerekir.
n =3m — 2 olsun. by = a1, by = aq, ... , b3m—_2 = a,, gézlemini yapmak kolaydir. Her n pozitif tamsayisi icin

b b
saglanan k < C% < K esitsizliginde n = 3m — 2 yazarsak her n pozitif tamsayisi i¢in saglanan £k < C—r; <K
b _ m
0337;722 < K olup Con2 ifadesinin sinirl olmasi
gerekiyor. Bunun i¢in C' = 23 almmalidir. Tabii bu durumda k < 273 ve K > 273 olacak bicimde K,k
sayilar1 secmek yeterli oluyor.

esitsizliginde n = 3m (m bir pozitif tamsay1) yazarsak k <

1 1

Son olarak n = 3m — 1 durumunda da benzer iglemler ile C' = 235 , k <2735 ve K > 275 olacak bigimde

K, k sayilar segcmek yeterli oluyor.

Sonug olarak tiim durumlar: beraber diigliniirsek C' = 2%, 0<k<23veK>1 secilmelidir.

n pozitif bir tamsay1r olmak iizere, S, ile {1,2,...,n} kiimesini gosterelim. .S,, kiimesinin igerdikleri ele-
manlarin toplamlar:1 birbirine egit olan iki ayrik alt kiimeye ayrilabildigini kabul edelim. Bu durumda
agagidakilerden hangisi dogrudur?

a) n, 4k + 1 bigiminde olmak zorundadir.

b) n, 4k + 2 bigiminde olabilir.

c) n, 4k bigiminde olmak zorundadir.

d) n, ya 4k ya da 4k + 3 biciminde olmak zorundadir.

e) Istenen kogullar1 saglayan bir n sayis1 yoktur.
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Coziim:

Cevap: @

1
Sy, kiimesindeki elemanlarin toplami 7'(n) = n{n+1)

‘dir, kiime, toplamlar:1 birbirine egit iki ayrik kiimeye

ayrilabiliyor ise, T'(n)’in ¢ift olmas: gerekir, agiktir ki n = 4k ya da n+ 1 = 4k olmas1 gerekir. Ornegin n=3
icin, 1, 2, 3 olarak ayrilabilir.

Rasyonel sayilardan rasyonel sayilara tamiml bir f fonksiyonu tiim a, b rasyonel sayilar igin f(a 4+ b) =
5
f(a) + f(b) denklemini saglasin ve f(2) = 3 olsun. f <2> degeri asagidakilerden hangisidir?

a)g b) 3 c) — d)% e)g

Cozim 1:

Yanit:

azbziginf(l)zf(é) —l—f(;) =301upf<2> :Zolur
a=2b= % icin f <;> =f(2)+f (;) = % elde edilir.
Cozim 2:

Yanit:

Ik ¢oziim oldukga sadedir. Ayrica, biraz fonksiyonel denklem teorisi kullanarak da soruya yamt verebiliriz.
Rasyonel sayilar kiimesi iizerinde tammmh f(a 4+ b) = f(a) + f(b) Cauchy fonksiyonel denkleminin genel

3 5 3 5 15
¢oziimii f(x) = cx tir. f(2) = 3 koguluna uygun ozel ¢oziim ise f(x) = 2% tir. Boylece f <2> =5'5=7%1
olur.

Pozitif tam say: giftlerinin kiimesinden pozitif tam sayilar kiimesine giden bir f fonksiyonu, tiim «, y pozitif
tam sayilan icin f(z,z) =z, f(x,y) = f(y,2), f(z,y) = f(x,x + y) kogullarimi sagliyorsa f(91, 143) nedir?

a)l b) 2 c) 13 d) 14 e) 15
Coziim 1:

Yanit:
£(91,143) = f(91,52) = f(52,91) = £(52,39) = f(39,52) = f(39,13) = f(13,39) = f(13,26) = f(13,13) =
13 bulunur.

Cozim 2:

Yanit:

Test mantig1 ile goyle ¢ozebiliriz: Soruda verilen sartlar: saglayan bir fonksiyon EBOB(z,y) fonksiyonudur.
EBOB(91, 143) = 13 olarak bulunur.
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Belli bir birime gore tiim kenar uzunluklar1 tamsayilar ve bir kenarinin uzunlugu da 6 olan kag¢ tane dik
iggen vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 6 e) Sonsuz sayida
Coziim:

Yanit: E

Hipoteniis uzunlugu 6 iken dik kenarlarin tamsay1 olamayacagi agiktir. O halde dik kenarlardan biri 6 dir.
Hipoteniis uzunlugu x ve diger dik kenarin uzunlugu da y olsun.

2? —y® = (z—y)(z+y) =36

yazilir. Burada carpanlari incelersek yalnizca

r—y = 2
r+y = 18

durumundan ¢6ztim gelir ve (z,y) = (10, 8) elde edilir.

2015 — 1 sayis1 agagidakilerden hangisi ile boliinmez?
a) 11 b) 19 c) 31 d) 41 e) 61

Cozim:

Yanit: @

Secenekleri inceleyelim.

a) icin Fermat teoremine gére 3'° = 1 (mod 11) oldugundan 20 = 91° = 330 = (319)3 = 1 (mod 11) elde
edilir. 11](20'® — 1) dir.

b) i¢in 20 = 1 (mod 19) ve 20'® =1 (mod 19) oldugundan 19((20'% — 1) dir.

¢) igin Fermat teoremine gore 123 =1 (mod 31) oldugundan 20'5 = 5115 = 8215 = 113! = 14415 = 1230 =
1 (mod 31) olup 31|(20'% — 1) dir.

e) i¢in Fermat teoremine gore 3°° = 1 (mod 61) oldugundan 20'° = 811° = 30 = 1 (mod 31) olup 61](20'° —
1) dir.

Fakat,

d) i¢in 20'° =9 (mod 41) oldugu gosterilebilir. Boylece 41 J(20® — 1) olur.

Bir torbada 10 kirmizi, 4 beyaz top vardir. Toplar, c¢ekilen toplar torbaya geri konmaksizin, birer birer
torbadan gekilmektedir. Sekizinci top da gekildikten sonra, beyaz toplarin tliimiiniin ¢ekilmig olma olasiligy

kagtir?
10 8 2 15 2
bl b) = z d) =2 z
RVE! V51 97 Vo1 93
Coziim:

Yanit:

()

Aranan olasihk —4%— 10 olur.

14\ ~ 143
4
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Cakigik olmayan OA ve OB dogrular veriliyor. OA iizerinden segilen bir noktadan OB ye bir dik iniliyor
ve dikmenin OB ftizerindeki ayagindan O A ya ikinci bir dik iniliyor. Son dikmenin OA iizerindeki ayagidan
tekrar, OB ye bir dikme iniliyor ve bu iglem sonsuz devam ediyor. Ilk iki dikmenin uzunluklar sirast ile a
ve b olsun. a > b ise, ¢izilen sonsuz sayidaki dikmenin uzunluklar: toplami nedir?

a? (a—10) a? —v? (a® — b?) a
b —_— d —= —
N P ) 2 °) % ) % °) =
Coziim:
Yanit:
4
D
<
F
P b a
. ar
-
@] z C B

b2
Sekilde |AC| = a, |CD| = bdir. ACD ~ DEF olup benzerlik orani r olsun. Yani, r = el olmak tizere |DE| =

ar, |EF| = br dir. Cizimlere devam edilirse, her adimda olugan dik tiggenin kenarlar1 kendinden énceki benzer
oldugu dik iiggenin kenarlarinin r kati olur. Boylece, sonsuz geometrik toplam formiilii kullanilarak

1
Th=a+ar+ar’+---=a
1—r
9 1
To=b+br+brc-+---=0b
1—r
yazilir.
To ATy = (a4 b)—— = (0 b)) — (@t b) =% =~ elde edil
— = = = ilir.
1To=e 1—r 1—(b%/a?) “ a0 a—b 0F

Dogal sayilardan tam karelerin atilmasiyla elde edilen 2, 3,6, 7, 8,20, 11, ... dizisinin 1994 tinct terimi nedir?
a) 2036 b) 2037 c) 2038 d) 2039 e) 2040

Coziim:

Yanit: @

Oncelikle 1936 = 442 < 1994 < 452 = 2025 oldugunu gozlemleyelim. Boylece ilk 1994 pozitif tam say1 icinde
44 tane tam kare atilmigtir. Boylece dizinin 1994. teriminin 1994 + 44 = 2038 olacaginmi diigiinebiliriz. Fakat
bu arada 2025 = 452 terimi de vardir ve listeden atilacaktir. Dolayisiyla dizinin 1994. terimi 2038 + 1 = 2039
olur.

Rastgele secilen alt1 basamakli bir dogal sayinin tam olarak iki basamaginda 1 bulunmas: olasiligi nedir?
1 1 1

O R N AN RN 11

755 800 45 3 101
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Coziim:

Yanit: E

Tiim alt1 basamakli dogal sayilarin sayist 9 - 10° tir. Simdi tam olarak iki basamaginda 1 bulunanlar1 hesap-
layalim. Bunun igin iki alt durumda inceleyebiliriz:

5
1 rakami ile baglayanlar: bulalim. Diger 1 in gelebilecegi (1) = 5 yer vardir. Kalan 4 basamag1 9* yolla
doldurabiliriz. Buradan 5 - 9* durum elde edilir.

5
1 rakami ile baglamayanlari bulalim. 1 lerin gelebilecegi (2) = 10 yer vardir. En soldaki basamaga 0

yazilamayacag icin, buray: 8 yolla doldurabiliriz. Kalan 3 basamagi 9° yolla doldurabiliriz. Buradan 10-8-93
durum elde edilir. Boylece istenen olasilik

5-9410-8-9° 5-9%-(9416) 81
9-10° 9.1 800

bulunur.

Rakamlarimin say1 degerleri ¢arpimi 90 olan kag tane bes basamakl pozitif tam say1 vardir?
a) 105 b) 135 c) 155 d) 180 e) 215

Coziim:

Yanit: @

90 = 2 - 32 .5 oldugu icin

5!
abcde =1-2-3-3-5 olabilir. Tekrarli permiitasyondan o= 60 farkli dagilim olabilir.

5!
abede =1-1-2-5-9 olabilir. o = 60 dagilim.

5!
abede =1-1-3-5-6 olabilir. o= 60 dagilim.

Toplamda 180 farkli beg basamékh say1 vardir.

ABC eskenar {iggen, m(B/C-’\D) = 90°, |AB| =4 ve
D |CD| = 2v/3 ise |AE| asagidakilerden hangisidir?

i

&5

a) - b) g c)3 d) 2v2 e) V3
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Coziim:

Yanit: E

]

&5

| |
| |
1
1
| |
1
5 2 H 2 C

Eskenar figgenin bir yiiksekligi |[AH| = 2/3 oldugundan AHCD bir dikdértgendir. Boylece BCE ~ DAE

AFE AD 1 4
u = u = — dir. Buradan |[AE| = 3 elde edilir.

(agr-agi-ag1 benzerligi) olup \EC| ~ |BC| " 2

Bir ciftlikteki tavsanlarin sayisi Mart ayinda bir tam karedir. Tavsanlarin sayisi Nisan ayinda 100 adet
artarak bir tam kareden bir fazla hale gelir. Mayis ayinda, tavsan sayisi, yine 100 adetlik bir artigtan sonra
yeniden tam kare olur. Tavganlarin Mart ayindaki sayisi ne olur?

a) 477 b) 482  ¢) 492 d) 50?2  e) 512

Coziim:

Cevap:

Mart aymdaki tavsan sayisi #2, Nisan ayimdaki tavsan sayisi y2 + 1 ve Mayis aymda 22 olsun. Verilenlerden
y? — 22 =99
22 —y? =101

bulunur. 22 —y? = (z —y)(z +y) = 101 asal oldugundan z —y = 1 ve z+y = 101 olmalidir. Buradan y = 50

bulunur.
502 —2? =99 = 22 =50 —2-50+ 1 =49 —

Yani Mart ayinda z? = 49? tavsan vardir.

Bir tiir loto oyunu, biletin iistiindeki 1,2,...,49 sayilar1 arasindan 6 tanesini segip isaretlemek suretiyle
oynanir. Yapilan cekiliste, bu 49 sayidan 6 tanesi belirlenir. Lotoyu oynayan kisi, oynadigi biletin {istiinde
isaretledigi 6 say1 ile gekiligte ¢ikan 6 say1 ayniysa, biiyiik ikramiyeyi kazanir. Cekiliste 6 sayidan higbirini
tutturamayanlara teselli miikafat1 verilirse, teselli miikafati kazanmay1 garantilemek igin, en az kag bilet

oynamak gerekir?
49 48 47 46 45 44
— 1 -2 1 — 1

a)7 b)12 ¢)43 d) (469)<463>
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Coziim:

Yanit:

7 bilet oynanarak teselli miikafat1 garantilenebilir. S6yle ki: biletleri {1,2,...,6}, {7,8,...,12},{13,14,...,18},
{19,20,...,24}, {25,26,...,30}, {31,32,...,36}, {37,38,...,42} biciminde oynayalim. Cekiligte ¢ikan 6
saymin bu 7 kiimede olup olmadigi kontrol edilirse, bu kiimelerden en az birine c¢ekilisten gelen sayilardan
higbiri isabet etmemig olacaktir.

6 bilet ile bu garantilemenin yapilamayacag1 agiktir. Ciinkii ¢ekilisten gelen her bir say1, 6 biletten yalmzca
birinde goriilmesi olasidir.

Sekildeki O ve O merkezli birbirine teget ¢emberlerin
yarigaplari sirasi ile R ve r dir. Ortak teget uzunlugu
|AB| = 2v/3 ve dairesel bolgelerin alanlar1 toplami
107 ise R + r kagtir?

a) 1++3 b)g )3 d)2+v6 e)4

Coziim:

Yanit:

O’ noktasmdan AO ya inen dikme ayag1 C olsun. |CO’| = 2v/3, |00’| = R+, |OC| = R —r dir. COO’ dik
iicgeninde (R+1)? = (R —1r)? + (2v/3)? olup
Rr =3 (1)

elde edilir.

Ayrica dairelerin alanlar toplammdan m(R? + r2) = 107 olup
R*+r%=10 (2)

bulunur.
(1) ve (2) denklemlerinden (R + )% = R? + 72 +2Rr = 10 + 6 = 16 olup R + r = 4 bulunur.
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Taban yarigaplar1 2 ve 6 olan dik kesik koninin igine yerlestirilen kiire, yanal yiizeye ve tabanlara teget

olduguna gore, bu kesik koninin hacmi agagidakilerden hangisidir?

148v/3 164v/3 208+/3 248+/3 3244/3
a) ™ b) T c) ™ d) ™ e)
3 3 3 3 3

™

Coziim:

Yanit:

Kiirenin yarigap1 r olsun.

Kesik koninin yiiksekligi 2r olacaktir.

2
= — = h=rdir.

Kesik konini tamamlayalim. Eksik kismin yiiksekligi h olsun. Benzerlikten 7 5
r

104 -r

1 1
Bu durumda kesik koninin hacmi V== -7-62-3r— = - 7-22.r = - 7 olacaktar.

Kiirenin koniye tegetligini, AB = 12, CD = 4, BC = AD olmak iizere, tegetler dortgeni olan ABC'D
ikizkenar yamugu ile ifade edebiliriz.

Tegetler dortgeninin 6zelliginden BC = AD =6+ 2 = 8.

C den AB ye indirilen yiikseklik icin Pisagor uygularsak 472 = 82 — 42 = 48 = r = 21/3 elde edilir.

104-r 208v/3

Bu durumda V = 3

7 olacaktir.

2|z — 1] — |x + 2| = 6 denkleminin ¢6ziimii olan reel sayilarin toplami agagidakilerden hangisidir?
a)0 b) 2 c)8 d) 10 e) 12

Coziim:

Yanit:

i) 2 > 1 olsun. Bu durumda |x—1| = z—1 ve |[z+2| = 242 olur dolayisiyla 2(z—1)— (2 +2) = 6 =
buluruz.

1) 1 >« > —2 olsun. Bu durumda |z — 1| =1 — x ve | 4+ 2| = 2 4+ 2 olur buradan da 2(1 —z) — (x + 2) =

6 — buluruz.

i4i) —2 > x olsun. Bu durumda ise |z — 1| = 1— 2z ve |x 4+ 2| = —x — 2 olur buradan da 2(1 —2) — (—x —2) =

6 = buluruz.

Boylece verilen denklemin reel sayilardaki ¢oziim kiimesini {—2,10} olarak elde ederiz. Sorumuzun cevabi
10 + (—2) = 8'dir.

Boy ortalamas: 1,68 m olan bir toplulukta kadinlarin boy ortalamasi 1,66 m, erkeklerin boy ortalamas: 1,74
m’dir. Bu toplulukta erkek sayisinin kadin sayisina orani nedir?

1 2 3
Coziim:

Yanit:

Kadinlarin sayis1 x, erkeklerin sayis1 y olsun.

1
(x—l—y)~1,68:a:-1,66+y~1,74:>x~0,02:y~0,06:>m:3y:>y:§.
x
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ig teget gemberinin merkezi I, agirlik merkezi G olan ABC iiggeninin kenar uzunluklar sirasiyla 15, 21 ve
9 olduguna gore |GI| kagtir?

a)% b) V3 c)g d) 2 e)%§

Coziim:

Yanit: @

Lemma: Herhangi bir ABC iiggeninde kenar uzunluklari a, b, ¢ olmak tlizere IG || BC olmas igin gerek ve

b
yeter sart a = re olmasidir.

iyi bilinen bu lemmanin ispatini vermeyecegiz ancak ilk kez karsilagan okuyucularin kendi ¢abasiyla lemmay1
ispatlamalarini 6nemle tavsiye ederiz.

2149

|[AB| =c=9, |AC| =b=21, |[BC| =a =15 olsun. 15 =
[AD] i¢ agiortay ve [AFE] kenarortay olmak iizere paralellikten AIG ~ ADE olup

oldugundan lemmaya gore, IG || BC dir.

1G] |AG| 2 W
|DE|  |AE| 3

yazilir.

BD| |CD|
T 21

dersek |BC| = 10z = 15 olup = = g, |BD| = g dir. |BE|=|CE| = % oldugundan |DE| =

O halde |DE| uzunlugunu hesaplayalm. I¢ aciortay teoreminden dir. |BD| = 3z, |CD| = Tx
15-9

= 3 tir.
5 ur

(1) denkleminden |G| = 2 bulunur.

ABC iicgeninde, |AB| = |AC|, D € [BC), m(CDA) = 2a, m(ACB) = a, |CD| = z, |DB| = 2, |CA| = y ise
x ile y arasinda hangi baginti vardir?

a)y? —2rx =4 b)y—x=2 c)z?=2y+2 d) 22 +y? =4 e)y? —4z? =1

Cozim:

Yanit:
|AB| = |AC| = y ve m(m) = « dir. Boylece ADB iiggeni de ikizkenar olup |DA| = 2 dir. Simdi
ADB ~ BAC agi-agi-ag1 benzerligi oldugundan

2
vy __=2 yazilir. Buradan y? = 2z + 4 elde edilir.
x+2 y
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Bir dolapta bulunan 10 degisik ¢ift ayakkabi arasindan karanhkta 8 tane tek ayakkabi rastgele alinir. Bu

sekiz ayakkabi icinde on ¢iftten higbirinin hem sag, hem sol tekinin bulunmama olasiligi kactir?
N € ([N €
a) b) c) d) ~—7%— ©

mOE e e

20
()
Coziim:

Yanit:

2
Tim durumlar 20 ayakkab: icinden 8 ayakkabi secilmesidir. Bunlarin sayisi ( O> olur. Simdi istenen du-

i 10
rumlarin sayisini hesaplayalim: Once 10 ayakkabi ¢iftinden 8 ¢iftin se¢im sayisini belirleyelim: ( 8) olur.

Simdi bu 8 ciftten her birinden ya sag ayakkabiy1 ya da sol ayakkabiy1 secmeliyiz. Bu secimlerin sayis1 da, 28
olur. Boylece istenen durumlarin olasilig

10 o8

8

()

2,a, b, c,n pozitif tam sayilarindan olugsan artan bir sonlu dizidir. a, b, ¢ say1 licliisiiniin tam 33 farkl secimi,
bu dizinin ilk {i¢ terimini geometrik, son ii¢ teriminin de aritmetik bir dizi olusturmasini saglamaktadir. n
sayisinin alacagl en kiigiik deger kactir?

a)3  b)1024 «¢) 1089  d) 2180 e) 2314

elde edilir.

Coziim:

2,a,b geometrik dizi ise a? = 2b olacag icin a ¢ift sayidir. a = 2m olsun.
Dizi 2,2m, 2m?, ¢, n haline doniisecektir.
n + 2m?
2
Diziyi yeniden yazarsak 2,2m, 2m?, m? + k, 2k elde ederiz.

2m?, ¢, n aritmetik dizi ise ¢ = =m?+ g olmali. Bu durumda n = 2k gibi bir ¢ift say1 olmali.

Dizinin artan olmasi icin 2m < 2m? < m? + k, yani m > 2 ve k > m? olmas1 gerekir.
Soruyu yeniden yazarsak:

(2m, 2m?, m? + k) ficliisiiniin tam 33 farkli se¢imi bu dizinin ilk ii¢ terimini geometrik, son ii¢ terimini de
aritmetik dizi yapiyorsa 2k en az kactir?

a ve b de m ye bagh oldugu icin, m > 2 ve k > m? tam sayilar olmak iizere; soru sdyle diisiiniilebilir:
Hangi k degeri igin m > 2 ve k > m? sarti saglayan tam olarak 33 (m, k) ikilisi vardir?

k = 34% + 1 = 1157 sayis1 igin (2, 1157), (3,1157),..., (34, 1157) ikileri s6z konusu dizi sartlarini saglar.
n = 2k = 2314 olarak elde edilir.

b, bir pozitif tam say1 ve () sayilarin b tabanina gore gosterimi olmak iizere (12) - (15)p - (16), = (3146)5
ise, (12)p + (15)p + (16)p saywsinin 10 tabanindaki karsihgr nedir?

a)37 b)40 c¢)43 d)48 e) 54
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Coziim 1:

Yanit: E

Sayilar1 10 luk sisteme gore yazarsak (b + 2)(b+ 5)(b+ 6) = 3b + b? + 4b + 6 denklemini elde ederiz.
b3 + 1307 + 52b+ 60 = 3b> + b* + 4b + 6 = b* — 6b°> —24b—27 =0

b > 6 olmali ve 9 | 27 oldugu i¢in b = 9 koklerden biri olabilir.

9% —6-92—-24-9—27=27(27— 18 — 8 — 1) = 0 oldugu i¢in b = 9 dur.
b+2)+(b+5)+(b+6)=3b+13=3-9+ 13 = 40.

Cozim 2:

Esitligin iki yanin1 modb de inceleyelim.

2.-5-6=6 (mod b) = 54 =0 (mod b) elde edilir.

b=6,9,27,54 olabilir. (6 olamaz. Ik deneyecegimiz say1 9 olur.)

T=(0b+2)+((b+5)+ (b+6) = 3b+ 13 oldugu igin giklardan kontrol edersek sadece b = 9 ve T = 40 saglar.

Asagidaki sayilardan hangisi, 4n? + 1 sayisin1 n nin sonsuz sayida tam say1 degeri icin béler?
a) 3 b) 7 c) 11 d) 13 e) Higbiri

Coziim 1:

Yanit: @

Cozim 1:

4n? +1 = 0 (mod 3) denkliginde n € {0,£1} degerleri denenirse bunlardan hicbirinin ¢oziim olmadig
goriliir.

4n?+1 =0 (mod 7) denkliginde n € {0, 1, £2, 43} degerleri denenirse bunlardan hicbirinin ¢6ziim olmadig
goriliir.

4n? + 1 = 0 (mod 11) denkliginde n € {0,41,42,+3, +4, £5} degerleri denenirse bunlardan higbirinin
¢Ozlim olmadig1 goriiliir.

4n? +1 =0 (mod 11) denkliginde n € {0,41,42,+3, +4, 45 46} degerleri denenirse bunlardan n = 4 ve
n = —4 igin denklik saglanir. O halde n = +4 (mod 13) bigimindeki her n tam sayisi igin bu denklik saglanir.

Cozim 2:

Coziim 2: Kare kalanlar ile ilgili su lemmay1 kullanalim.
Lemma: m bir tam say1 olmak iizere 22 = (mod p) denkliginin
e p = 4m + 1 bicimindeki asal sayilar i¢in ¢oziimii vardir.
e p = 4m + 3 bigimindeki asal sayilar igin ¢éziimii yoktur.

Buna gore verilen ifadenin p asal sayisina boliinebildigini diigiinerek
(2n)? = -1 (mod p) (1)

bi¢iminde yazalim. p € {3,7,11} asal sayilar1 4m + 3 formunda oldugundan(1) denkliginin ¢6ztimii yoktur.
p = 13 asal sayis1 4m + 1 formunda oldugundan (1) denkliginin ¢dziimii vardir. Denenerek bu ¢bziimiin
n = 44 (mod 13) oldugu goriilebilir.
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m, n pozitif tam sayilar ve p > 2 bir asal say1 olsun. m #Z 0 (mod p) olmak lizere m"™ +n™ = 0 (mod p)

denkligini saglayan (m,n) sirali ikililerinin olugturdugu kiimede kag eleman vardir?
a)0 b) 1 c)p d) Sonsuz sayida e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

m=1ise 14+n =0 (mod p) = n=p—1 (mod p) olacak. k pozitif bir tam say1 olmak iizere; 1*P~! + (kp —
1) =0 (mod p) olacagi i¢in n = kp — 1 sayilar1 denkligi saglar.

O halde bu denkligin sonsuz sayida ¢oziimi vardir.

Bir kiipiin bir kégesinde bulunan bir 6riimcek sadece kiipiin kenarlar1 boyunca hareket edebilmektedir. Her

noktadan en fazla bir defa gegmek koguluyla, bu 6riimcek bulundugu kogeden en uzaktaki koseye kag farkl
yoldan gidebilir?

a) 6 b) 9 c) 12 d) 18 e) 671
Coziim:

Yanit: @

Kiipiin taban1t ABCD, tavam da EFGH olsun. (A ile E, B ile F' komsu olmak iizere)
A dan G ye gitmek istiyoruz.

A dan B, D, E ye simetrik 3 yol var.

Bu yollardan birini, (B) yi ele alahm. C veya F ye gidilebilir. 2 simetrik yol var.

C ye gittigimizi varsayalim. C — G, C — D —H -G ve C — D — H— FE — F — G geklinde 3 yol ile devam
edilebilir.

O halde 3 -2 -3 =18 farkl yolla A dan G ye ulasilabilir.

toplami kagtir?
a) 300 b) 3267 c) 3300 d) 3330 e) 3333

Coziim:

Yanit:

k negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere;

n = 3k ise {%J = {WJ =2k

3 3
Cl2n 2. (3k +1) 2
—3k+lise | 2| = [T D dop 2] — o
nesketie | ] = |20 < |2k )
2 2. 2 1
n =3k + 2 ise {;J:{(?’SHJZ{WFH?)Jz%Jﬂ
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100 m 33 33 32
ZbJ = Y 2%+ 2+ (2k+1)
n=1 k=1 k=0 k=0
33 66
= 2> k+) k

k=1 k=1
33-34 6667

= 2. —

2 N 2
= 33-34+33-67
= 33-101
= 3333

|22 + 42| = |2%] + 4|2 denkleminin reel sayilardaki ¢oziim kiimesinde 2 = 0 sayisini igine alan en genis

aralik agagidakilerden hangisidir?

1
a) —1<z<1 b)0<r<+/5-2 c)—§§x§\/5—2 d)z=0 e)0<zr<V5-2

Coziim:

Yanit: E

—1 <z <0 olsun.
|z| = —1 ve [2%] = 0 dir. Dolayisiyla |22 ] + 4|z ] = —4 tiir.

f(x) = 2% + 4z fonksiyonu bu aralikta artandir. —3 = f(—1) < f(z) < f(0) = 0 oldugu i¢in [2% + 4z | €
{-1,-2,-3}.

Dolayisiyla = = 0 ¢ziimiinii igeren araligl negatif sayilara dogru genisletemeyiz.
Simdi de bu araligi pozitif sayilarda ne kadar genisletebiliriz, ona bakalim:

0 <z <1 olsun.

|z] =0 ve || =0 dir. Dolayisiyla |22 | + 4[z] = 0 dur.

|22 4 42| = 0 olmas igin 22 + 42 < 1 olmas1 gerekir.

—44++/42+4
%:—2i\/§

O halde 0 < z < v/5 — 2 < 1 arahgindaki sayilar igin 2% + 42| = 0 dur.
V5 —2 <z < 1oldugunda 1 < |22 + 4z] < 5 olacagl igin bu araliktaki hicbir say1 denklemi saglamaz.

2?2 + 4 — 1 < 0 esitsizligini ¢ozersek z1 o =

Toplarsak = = 0 iceren en bityiik aralik: 0 < z < /5 — 2 dir.

Py, P, ..., Py farkh asal sayilar ve Py + P, + -+ - 4+ Pj2 = ¢ (mod 12) olsun. Bu durumda z agagidakilerden
hangisi olamaz?

a0 b)3 ¢)7 d)8 el
Coziim:

Seceneklerdeki sayilari her biri « i¢in uygun bir deger olabilir. Dogru yanit seceneklerde yoktur.

k bir tam say1 olmak iizere 12k = 1 ve 12k F 5 formatlarinin her birinde sonsuz ¢oklukta asal say1 vardir.
Buna gore

P; = 12k; + 1 bigiminde segilirse Py + Py + -+ - + P12 = 0 (mod 12) elde edilir. = 0 olabilir.

P, =2, P, =3vei>3icin P, = 12k; + 1 bigiminde segilirse P; + Py + -+ + P12 = 3 (mod 12) olur. z = 3
olabilir.

P, =2 P, ="Tvei>3icin P, = 12k; + 1 bigiminde segilirse Py + Py + -+ Pj2 =7 (mod 12) olur. z =7
olabilir.
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P, =3, P, ="T7vei>3icin P, = 12k; + 1 bigiminde segilirse P; + Py + -+ + P12 = 8 (mod 12) olur. z = 8
olabilir.

P, =2 P, =11vei > 3 igin P, = 12k; + 1 bigiminde segilirse P; + P + -+ + P12 = 11 (mod 12) olur.
x = 11 olabilir.

ABC ftiggeninde [AH,], [BH>] yiikseklikleri H noktasinda kesigiyor. Hy, H, Hy noktalarindan gegen gemberin
H, deki tegeti [AB] yi D de kesiyor. |AC| =17, |CH;| = 15, |H1 B| = 4 olduguna gore |DH;| kagtir?

a)4v/5 b)2v5 ¢)4 d)3vV2 e)3

Coziim:

Yanit: E

/HHC = ZHH>C = 90° oldugu i¢in HH;C H> kirigler doértgenidir. Yani (H Hy1H3) gemberi C' den geger.
Basit ac1 hesabiyla ve teget-kirig ag1 ozelligi ile /BAH, = ZHCH, = ZHH; B ve dolayisiyla AD = DH;
elde edilir.

AB

ABH; dik ti¢gen oldugu i¢in DH;, = -

AH,C dik iicgeninde Pisagor’dan AH; = 8. AH, B dik {icgeninde Pisagor’dan AB = 4/5.
Bu durumda DH; = 2v/5 olur.

Digbiikey (konveks) ABCD dértgeninde |DA| = |AB| = 2, m(A) = 108°, m(C) = 126° ise |AC| kagtar?

3V3 1++2 RV

a) 2 b) 3 c) 5 d) 5 e) -

Coziim:

Yanit:

A merkezli ve |AD| = |AB| = 2 yarigapli ¢emberi ¢izelim. Cevre agi-merkez aq iligkisi olan m(D/AE) +
2-m(DCB) = 108° + 2 - 126° = 360° bagintis1 saglandigindan C' noktasi da bu gemberi tistiindedir. Yani
|AC| = 2 bir bagka yarigaptir.

A, B, C, D ve E diizlem iistiinde beg degisik nokta olsun. Bu noktalar1 birlegtiren dogrulardan higbiri
bir bagkasina dik ya da paralel olmasin. Bu beg noktanin her birinden geri kalan dort noktay: birlestiren
dogrulara dikler gizelim. Bu dikler birbirleriyle A, B,C, D, E noktalar1 diginda toplam olarak en fazla kag
degisik noktada kesigebilirler?

a)300 b)310 ¢)320 d)330 ) 360
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Coziim:

Yanit: E

l

Noktalar A, B,C, D, E olsun.
(A, B) ikilisi igin; A dan inilen dikmelerle (d(A)) B den inilen dikmelerin (d(B)) ka¢ noktada kesigtigine
bakalim.

B den inilen dikmeleri A dan gecen dogrularla (AE, AD, AC) ile A dan gegmeyenler (ED, DC, EC)
dogrulara indirilen dikmeler diye iki gruba alalim. (d;(B) ile da(B))

d(A) ile dy(B) deki her dogru 6 noktada, toplam 6 x 3 = 18 noktada kesigir. Bu iki kiimenin elemanlari
paralel degildir.

d(A) ile dy(B) deki her dogru 6 noktada kesismez. Ornegin d(B, ED) || d(A, ED) oldugu icin 5 noktada
kesigir. 5 x 3 = 15.

d(A) ile d(B); 15+ 18 = 33 noktada kesisir.
C(5,2) = 10 nokta ¢ifti oldugu icin 330 kesigim noktas: gikar.
Coziimde eksik olan bir seyler daha var: tiggenlerin diklik merkezleri.
A, B,C, D, E noktalar1 C(5,3) = 10 {iggen belirtir. 330’u bulurken 3 dikme 3 noktada kesigir varsaymigtik.
Halbuki diklik merkezinden dolay: 3 degil 1 noktada kesigirler. Yani her {iggen i¢in 2 nokta fazla sayilmis.
2 x 10 = 20.
330 — 20 = 310
Not 1: Bu soru IMO 1964/5 sorusu ile ayn.

IMO sorusunda A, B, C, D, E noktalarinin sayilip sayilmayacagi hakkinda bir gsey denmedigi i¢in orada cevap
315 olarak bulunmustu. Burada cevap 310 olacaktir.

Aslinda soru burada bitmiyor. A, B, C, D, E nin segilisine gore bagka dikmeler de noktadas olabilir.

37


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3677.msg12435#msg12435

2. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Agsama Sinavi - 1994 geomania.org

Oyle 5 nokta secilebilir mi ki, s6z konusu dikmeler 310 degisik noktada kesissin.

John Scholes, kalva.demon.co.uk, yarigmacilarin sozlii olarak bunu yapmalarina gerek olmadig: seklinde bil-
gilendirildigini diigiiniiyor.

The Tmo Compendium kitabina gore jiiri 6rnek 5 nokta beklememis. Yine bu kitabin ifadesine gore A(1,1),
Ble, ), C(e?,72), D(e?,7), E(e*, m*) noktalarinin yukarida tespit ettiklerimiz digimnda noktadas dikmeler
olusturmayacag1 kolaylikla goriilebilir. Ben ise kolayca géremiyorum. Bu konuda ¢6ziimiiniiz varsa burada
paylasabilirsiniz.

Not 2: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yili basimh Tiibitak Matematik Olimpiyat1 Soru ve Coziimleri ki-
tabinda cevap (E) olarak verilmigtir. Oradaki ¢oziim hatalidir.
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A Sekilde m(A) = 58° ve O noktast ABC' ii¢geninin
gevrel gemberinin merkezidir. m(DBC) kag derece-
dir?

D
B* C

a) 32° b) 30° c) 29° d) 28° e) 25°
Coziim:

Yanit:

Ayni yay1 goren gevre agi-merkez agi iligkisinden m(?@?) =2 m(@) = 2.58% = 116° olur. BOC

— — 180° — 116°
ikizkenar iiggen oldugundan m(OBC) = m(OCB) = — = 32° olur.

Bir bakkalda 16, 18, 19,20 ve 31 litrelik 5 tenekeden dérdiinde ¢icek yagi, birinde zeytinyag vardir. Bakkal,
bir miigteriye litrenin belli bir tam kat1 kadar ¢icek yag satar. Bagka bir miigteriye de ilkine sattiginin iki kat1
kadar ¢icek yagi sattiktan sonra, elinde hig ¢icek yagi kalmadigini goriir. Zeytinyag: kag litrelik tenekededir?

a)16  b)18 ¢)19 d)20 e)31
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Coziim:

Yanit: @

Satilan cigek yag, litre cinsinden 3 ile tam bdliinebilen bir sayidir. O halde 16,18,19,20,31 sayilarinin
modiilo 3 deki degerleri sirasiyla 1,0,1,2,1 incelenirse, bunlardan 4 tanesinin toplami, 3 ile boliimden 0
kalani vermelidir. Bu durum 1,0, 1, 1 kalanlar: i¢in miimkiindiir. O halde modiilo 3 te 2 kalani veren tenekeyi
ayiwririz. Yani 20 litrelik tenekede zeytinyagi vardir.

(x+vVa2+1) (y+Vy?>+1)=1ise, x +y nedir?
a) —2v/2 b) —v2 ¢) -1 d)0 e)2

Cozim:

Yanit: @

Test mantigi ile z = y = 0 i¢in denklemin saglandig1 gozlemlenirse x 4+ y = 0 bulunur. Bu denklemi saglayan
basgka sayilar da olabilir. Simdi de sorunun tam ¢éziimiini yapalim.

1
Verilen denklemden y++/y% + 1 =

1
————— =Vl +l-zve /¥ +1l-y= ———=ax+vr2 +1
z+vVa?+1 y+Vy2+1
olur. Taraf tarafa cikarma yapilirsa (y + /42 +1) — (Vo2 +1—9y) = (Va2 + 1 —z) — (Va2 + 1+ z) olup
2y = =2z ve x +y = 0 elde edilir.

Not: Denklemi saglayan tiim (z,y) gergel say1 ikililerini bulmak istersek, y = —x degerini ana denklemde

yazabiliriz. (z+v/z2 + 1)(y++/y2 + 1) = 1 denkleminden (z++v/22 + 1)(—z++v/22 + 1) = 1 bulunur. ki kare
fark: 6zdegliginden dolay1 bu esitlik daima dogrudur. O halde verilen denklemin tiim gercel ¢oziim ikilileri
(z, —z) bigimindedir.

Bir salona giren ti¢ kisi eldivenlerini vestiyere birakiyor. Eldivenleri geri alirken, her birine rastgele iki eldiven
veriliyor. Her birinin kendisine ait olan eldiven ¢iftini almig olma olasiligi nedir?
1

1 1 1 1
Ay P 95 Vi 9y

Coziim:

Yanit: .

6\ [4)\ (2 .
Toplam durum sayisi (2> (2) (2> =15-6-1 = 90. Istenen durum sayis1 1.

1
O halde aranan cevap % olur.

7 sayis1 2,22,222,2222, ... dizisinin kag¢ terimini boler?
a)0 b) 1 c)6 d) 7 e) Sonsuz sayida

Cozim 1:

Yanit:

222222 =2-111111 = 2-111-1001 ve 1001 = 7-11-13 oldugundan 7 | 222222 dir. Dolayisiyla, tiim rakamlar
2 den olugan ve basamak sayisi 6 min kat1 olan tiim pozitif tam sayilar 7 ile tam boliinebilir. 7 | 222222222222
gibi. Bu sekilde sonsuz c¢oklukta say1 vardir.
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Cozim 2:
2 ile 7 aralarinda asal oldugu igin bu soru; 1,11,111,... dizisinin kag terimi 7 ile boliiniir sorusu ile aynidir.
9 ile 7 aralarinda asal oldugu icin yeni soru da; 9,99,999,... dizisinin ka¢ terimi 7 ile boliiniir sorusu ile

aymdir. Bu dizi egdeger olarak 10! — 1,102 —1,...,10% —1,... seklinde yazilabilir.

Fermat’in Kiigiik Teoreminden 10° = 1 (mod 7) olacagi i¢in k € Z* olmak iizere n = 6k siradaki terimler 7
ile boliniir.

@ Bir dik ticgenin dik kenarlar: x ve y birim uzunluktadir. Bu dik ti¢ggenin hipoteniisii tizerine diga dogru bir
kare ciziliyor. Uggenin dik kosesi ile karenin merkezi arasindaki uzaklik nedir?

T+y Tty Vr+y VZTy Ty
a) B) b) /2 c) 5 d) B) e) W
Coziim:

Yanit: E

e T
’
Y
* LY
b
C, a .
i A
! 1
! !
! a 1
- |
e |
ll ]
N [/
A '
y ¥y
Y
by
A ™ .~ B
. -

Sekildeki gibi ABC dik ti¢genini gizelim. Karenin merkezi O noktasi olsun. |OB| = |OC| = a dersek |BC| =
av2 olur. m(BAC) = m(BOC) = 90° oldugundan ABOC bir kirigler dortgenidir. Ptolemy teoreminden

|OA|-aV2=z-a+y-a

Tty .
olup |OA| = elde edilir.
V2
v Sekilde AB, P(1,1) noktasindan gegen bir dogru ve
Cxy) B(0. y)
P(1.1)
x
O A
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OABC bir paralelkenardir. C'(z,y) noktasinin  ve y koordinatlar: arasinda hangi bagint1 vardir?

x4y r—y
a)ytyr=ux )2ytyr=x c)y+2yr=uz )y =~ e)y "
Coziim:

Yanit:

-1 -0
OC' || PB oldugundan bu dogrularin egimleri egittir. Béylece, Z(; 1= Y 0 olup diizenlenirse y + zy = =

_ T —
esitligine ulagiriz.

+ + 3 + -+ ki toplami neye egittir?
3' 100! P ye estth
99 101 99 1
1 b) — 11— — d) 1 11— —
a) 1+ 1501 w0 9l Y R TIT]
Cozim:
Yanit:
99
1 2 3 99
S=— + 3 + — 1 + .+ Tool = nz:l ﬁ yazabiliriz. Asagidaki teleskopik toplami olugturarak,

99 99 99
(n+1)—1 n+1 1 1 1 1 )
— — = — = —_—— == 1 - T 1 .
s ; (n+1)! nz::l n+t1)! (nt1) 2\ (n+1)! Tog; clde ederiz

n=1

@ Bir say1 dizisinin birinci terimi 20 dir. Bundan sonraki her terim kendisinden 6nceki terimin karesinin ra-
kamlar1 toplamina 1 eklenerek elde ediliyor. Bu dizinin yiiziincii terimi nedir?

a)5 b)7 ¢)8 d)1l )14

Coziim:

Yanit: @

(an) dizisinin ilk birkag terimini hesaplayalm: (a,) = (20,5,8,11,5,8,11,...) olmaktadir. Bu durumda ilk
terimden sonra dizinin periyodunun 3 oldugunu anliyoruz. ajpg = a4 = 11 bulunur.

Asgagidaki kiimelerin hangisi
{a€Z|d"=a (mod 63)}

kiimesinin alt kiimesi degildir?

a){a€Z|a=0 (mod 21)} b) {a€Z|a=0 (mod 9)} c){a€Z]|a=2 (mod 3)}
d){a€Z|a=1 (mod 3)} e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

63 = 7 -9 dur. Fermat teoreminden dolay1 her a tam sayisi i¢in a a (mod 7) denkligi saglanir. Euler
teoreminden dolay1 (a,9) = 1 iken a® = 1 (mod 9) olup a” = a (mod 9) saglanir. Yine 9 | a iken o’ = a
(mod 9) saglanir. Sadece (a,9) = 3 iken a” # a (mod 9) olur. O halde denkligin ¢6ziim kiimesi S = {a € Z |
a % 3,6 (mod 9)} olur. (b),(c), (d) segeneklerinde verilen kiimeler S nin birer alt kiimesidir.

T =
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[12]

Ote yandan 21 € {a € Z | a = 0 (mod 21)} olup 21 & S dir. (a) seceneginde verilen kiime S nin bir alt
kiimesi degildir.

log, b log, ¢ log.a
a—b+1 b—-c+2 c—a+3

a, b, ¢ gergel sayilar1 (0,1) araliginda ise, ifadesinin alabilecegi en kiigiik

degeri kagtir?
1 3

Coziim:

Yanit: Higbiri
Bu soru bu baglantida tartigildi. Lokman Gokge’'nin ¢oziimii asagida:

log, b logy, ¢ log.a

T a—b+1 b-ct+2  c—a+3
ulagtigimizi agiklayalim:

3 3
dersek S > 3 oldugunu gosterebiliriz. Simdi bu 3 degerine nasil

S toplamini olugturan {i¢ terim de pozitif oldugundan aritmetik-geometrik ortalama esitsizligini uygulayabi-
liriz ve log, b - log;, ¢ - log. a = 1 oldugundan

ol

S>3(( log, b - log, c-log.a )

. )
4 b+ )(b—c+2)c—atd) :3((a—b+1)(b—c+2)(c—a+3)> )

elde edilir. Ayrica

a—b+1)+(b—c+2)+(c—a+3)
3

((a—b+1)(b—c+2)(c—a+3))%S( =2 (2)
olup (1) ve (2) esitsizliklerinden S > g elde edilir. Esitlik durumunun saglanmasi i¢in (a—b+1) = (b—c+2) =

(¢ —a+ 3) olmasi gereklidir. (Gereklidir ama bu bile yeterli degildir, ¢linkii logaritmali kesirlere de ortalama
esitsizligi uygulanmigti.) Ancak bu durum a = 1,b = ¢ = 0 iken gergeklesir. Bu ise a, b, ¢ sayilarinin (0, 1) agik

araliginda olmasi ile geligir. Yani esitlik durumu miimkiin degildir ve S > 3 bulunur. Dolayisiyla (a), (b), (¢)

secenekleri elenir.

11
Diger taraftan a = b = c iken S = 5 olup (d), (e) secenekleri elenir.

3
Not: Yamt olarak ¢) — verilmig. Siav eski tarihli oldugu igin orijinal soru kagidi elimize ya da resmi sitede

yoktur. Soruyu kitaba aktarma agamasinda bir yazim hatasi yapilmig olmasi da miimkiindiir.

Ondalik yazihiminda 4 ve 7 rakamlari bulunup, 0 ve 8 rakamlar1 bulunmayan ka¢ tane 10 basamakli say1
vardir?

a) 810—2.710461  b)8l—2.7146! ) 10°—2-10"+65 d)2(})8 ) 2(})8 —6(})8"
Coziim:

Yanit:

0, 8 rakamlarini icermeyen tiim 10 basamakl sayilarin sayis: 8'° dur. Bunlarin icinde 4 rakami icermeyenlerin
sayis1 710 dur. 7 rakami igermeyenlerin sayis1 da 710 dur. 4, 7 rakamlarmm ikisini de icermeyenlerin sayisi ise
610 olur. Icerme disarma prensibinden, istenen durumlarm sayis1 810 — 2 - 719 4 610 geklinde elde edilir.
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B D c

Sekilde F, [AC] nin orta noktasi, D € [BC| ve {E} = [BF]N[AD] dir.
|DC| = 4|BD|, Alan(DCFE) = 42 ise, Alan(ABE) ne olur?
a)2l  b)20 )18 d)15 e) 12

Coziim:

Yanit: @

Menelaiis teoreminden AP . €D . |BE| |BD| . |CF| . [AE| —

AC| DB| |EF| =1 olup |EF| = 2|BE| bulunur. Yine BC| |[FA| |ED] 1
olup |AE| = 5|ED| bulunur. Béylece, Alan(BDE) = S denirse, Alan(DEF) = 25, Alan(ABE) = 55 olur.
Ayrica Alan(CDF) = 4 - Alan(BDF') oldugundan Alan(CDF) = 125 olur. Dolayisiyla Alan(CDEF) =
145 = 42 olup S = 3 elde edilir. Sonug olarak, Alan(ABE) = 55 = 15 bulunur.

n"+1=(n+1)(2n + 1) esitliginin tam sayilar kiimesinde kag ¢éziimii vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Sonsuz sayida

Coziim:

Yanit:

n < —2iken n”+1 ifadesi tam say1 degildir. Bu durumda ¢oziim gelmez. —1 < n < 3 i¢in denenirse, n = —1 ve
n = 3 icin esitligin saglandig1 goriilebilir. n = 4 icin n"+1 = 4*4+1 = 257, (n+1)(2n+1) =5-9 = 45 tir. n > 4
icin n™+1 ifadesi (n+1)(2n+1) ifadesinden ¢ok daha hizli biiytimektedir. Bu durumda n”+1 > (n+1)(2n+1)
olup ¢oziim yoktur. Dolayisiyla denklemin ¢6ziim kiimesi {—1, 3} olur.

Herhangi bir 7 > 0 sayisiigin; f : R - R, g: R — R ve

v -2 <r? = |f(x)-3|<r
w—2 < — = |glx)—4[<r
10
sartlarim saglayan (f, g) fonksiyon ¢iftleri diigiiniiliiyor.
1
Asagidaki x degerlerinden hangileri |f(z) + g(z) — 7| < 3 esitsizligini bu tiir (f,g) ¢iftlerinin tiimii igin

saglar?

44


https://geomania.org/forum/index.php?topic=8214.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=8196.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=8251.0

3. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 1995 geomania.org

(I) 2=1,9 (II) z=2024 (III) =195 (IV) z=1,9
a) Higbiri igin

b) Sadece (I) igin

c) Sadece (I) ve (II) igin

d) Sadece (I),(I1),(III) igin

e) Hepsi igin

Coziim:

Yanit:

|f(x) =3 <7
lg(z) —4| <r

esitliklerinden mutlak deger esitsizligini uygularsak
= |f(x) +9(@) =T < [f(z) =3[+ |g(x) — 4] < 2r

1
Ayrica soruda |f(x) + g(z) — 7] < 3 verildiginden

- 1
r> -
4
Dolayisiyla
|z — 2| < ! < !
v 10 16

elde edilir ve € (1,975,2,025) elde edilir. Bu aralikta olan yonergeler ise I, IT dir.

Sekildeki ABC iicgeninde,
m(ZB\C) = 45°, m(m) = 75° ve |BC| = 6 dir.
Yiiksekliklerin kesim noktas1 H ise |AH| asagidakilerden hangisine esittir?

A
I E
B D C

a)2v/3 Db)3v3 ¢)3v2 d)2v2 e) V6
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Coziim:

Yanit:
6

C den [AB] ye inilen dikme ayag: F olsun. BCF ikizkenar dik tiggeninde |BF| = |CF| = 7= 3v/2 dir.

~
V2 _

m(B/I—{?’) = 60° oldugundan BFH dik {iggeninde |HF| = 7 V6 bulunur. AFH ikizkenar dik iicgen

oldugundan |AH| = V3 -6 = 2¢/3 olur.

2 mavi, 2 kirmiz1 ve 2 beyaz top bir ¢cember etrafina rastgele dizildiginde ayni renkli toplarin hep yan yana
gelme olasiligr nedir?

1 1 1

Coziim:

Yanit: Seceneklerde yoktur.

Olasilikta 6zdes nesne yoktur! Dairesel permiitasyondan, érnek uzaym eleman sayisi (6 — 1)! = 5! = 120 dir.
Istenen durumlarin eleman sayisi ise (3 —1)!-2-2-2 =16 dir. Boylece istenen durumlarin olasiligi

_ 16 _ 2
P=120 " 15°

Not: Bu problem, iilkemizde matematik 6gretmenleri tarafindan gesitli platformlarda tartigildi. Farkli yanitlar
iiretilebildigi igin, uzman goriigii almak amaciyla yabanci bir site olan math.stackexchange.com sitesinde
baglik agcmigtim. Konuyla ilgilenenler sayfay1 ziyaret edebilir.

Asagidaki sayilardan hangisi b > 1 dogal sayisi ne olursa olsun asal degildir?
a) (11),  b) (111),  c¢) (1111),  d) (11111), e) Hicbiri

Cozim:

Cevap:
(1111)y = B3+ b2 +b+1 =b*(b+1)+(b+1) = (b +1)(b+1) sayisinda iki carpan da 1 den biiyiik oldgundan
her haliikarda bilegik sayidir.

a ,b, c gergel sayilar igin,
a+b+c = 2
a?+b2+c2 = 2
ise, ¢’'nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

2 5 4
Coziim:

Yanit: @

a+b=2—-c=>a?+b>+2ab=c®—4c+4
2 —de+4=a>+b2+2ab<a®+b%+a?+b%=2(a®+b%) =2(2-c?)
?—dc+4<4-22 =3 -4c<0=0<c<3
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Bir sirada 9 koltuk bulunmaktadir. 6 kisi bu sirada rastgele oturduktan sonra yan yana iki bog koltuk kalmasi

olasiligr nedir?

1 2 4 5 7

i b) = = d) = L
2) 13 TR AT )z 91
Coziim:

Yanit:

Istenmeyen durum, bos koltuklarin ayrik durumlarda olmasidir. Al kisiyi 1,2, 3,4, 5, 6 ile gosterelim. —1 —
2 —3—4—5—6— gibi bir siralamada — igaretiyle gosterilen yerlerden tii¢ tanesine bos koltuk getirecegiz.

7 9
Bu sekilde (3 = 35 tane durum vardir. Tiim durumlar ise, bog koltuklarin secim sayisi (3) = 84 olur.

Boylece istenen olasilik

elde edilir.

7
Not: Eger insanlarin yer degistirmelerini de hesaba katmaliydik denirse, istenmeyen durumlarin sayisi (3) -6!

9 7
ve tiim durumlarin sayisi (3> - 6! olacagindan, istenen olasilik yine 12 gelirdi.

A Sekilde |BC| = 2, |AC| = 1 ve m(ACD) = 90°
i dir. [AC] capl cemberin [AB] kenarini kestigi E nok-
E tasindan ¢embere ¢izilen teget BC’yi D’de kestigine
gore, tan (ED\C’) agagidakilerden hangisidir?

B D C
a) —2 b)—% c)% d)% e) 2
Cozim:

Yanit: @

[AC] cap oldugundan Thales teoremi geregince m(A/E\C) = 90° dir. Ayrica, egit uzunluklu teget pargalarindan
|DE| = |DC| dir. BCE dik ti¢geninde Thales teoreminden dolay:, |DE| = |DC| = |DB| dir. Béylece BDE

ikizkenar tiggen olup m(EDC) = 2 - m(ABC) olur. m(ABC) = « dersek tana = ||BC|| =3 dir.
9 1
= 2tan o D) 4
tan(EDC) = tan(2«) = T ola . T-3
4

elde edilir.
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Asagidaki sayilardan hangisi (a® — 1) - a® - (a® + 1) say1sm1 a’nin en az bir tam say1 degeri i¢in bolmez?

a) 6 b) 7 c)8 d) 9 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

e a cift say1 iken 8 | a dir. a tek say1 iken 8 | (a? — 1) dir. O halde her a tam sayisi icin 8 | (a® — 1)a3(a® + 1)
olur.

e 3 | aiken 9 | a? dir. 3 1 a iken ¢(9) = 6 oldugundan 9 | (a® — 1) dir. O halde her a tam sayis1 icin
9| (a®—1)a®(a® + 1) olur.

e Fermat teoreminden a” = a (mod 7) oldugundan 7 | a(a® — 1) dir. O halde her a tam sayist icin 7 |
(a® — 1)a3(a® + 1) olur.

e Yukaridaki sonuclara gére her a tam saysi i¢in 6 | (a® — 1)a3(a® + 1) olur.

n pozitif bir tam say1 olmak tizere
1
{a eN:|ya—n|< 5}
kiimesinde kag eleman vardir?
ayn—1 b)n+1 c)2n—1 d) 2n e)n(n+1)

Coziim:

Yanit: @

1 1 1 1 1 1 1
|\/E—n\§§ = —ig\/a—ngg — n—§§\/5§§+n = n2—n+1§a§n2—|—n+i

oldugundan bu aralikta a € {n?> —n+1,n%> —n+2,...,n? +n} degerlerinin her birini alabilir. Béylece a nin
alabilecegi (n? +n) — (n> —n + 1) + 1 = 2n dogal say1 degeri vardir.

Jekilde A noktasindan gegen iki ¢emberden d
dogrusuna B’de teget olamin yaricapt 9, C’de
teget olanin yaricapt 4’tiir. ABC ti¢geninin ¢evrel
cemberinin yaricap: agagidakilerden hangisine egittir?

a)§ b) 5 c) 6 d)v6 e) V13
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Coziim:

Yanit:

B de teget olan ¢emberin merkezi Oy, C de teget olanin merkezi Oy, (ABC') gemberinin merkezi de O olsun.
/ZAOC =2/ABC = ZAO1B

/JAOB =2/ACB = LZAO>C

Bu durumda AAOC ~ ANAOB ve ANAOB ~ AAO5C'. Benzerlik oranlarini yazip

OC _AC OB _AB
OB AB’ 0,C AC

taraf tarafa carparsak OB? = O1B - 0,C =9 -4 = 36 => OB = 6 elde edilir.

Bir cember etrafina, her say1 bitigigindeki iki saymin carpimina esit olacak sekilde en fazla kag farkl sayi

yazilabilir?
a) 3 b) 6 c) 15 d) 243 e) Sonsuz sayida

Cozim:

Yanit: E

Sayilardan biri 0 olursa, bu durumda gember etrafindaki diger tiim sayilar 0 olacaktir. Yalniz bir farkh say:

yazmig oluruz. Bu yiizden ¢ember etrafindaki sayilarin 0 dan farkli oldugunu varsayabiliriz. Bu durumda,

cember etrafindaki sayilar sirasiyla 1,2, X3, ..., %, olsun. xy - r3 = T2 ve Ts - x4 = x3 olur. Bu esitlikleri
1 1

taraf tarafa carparsak x; - x4 = 1 olup z4 = — elde edilir. Benzer gekilde z5 = —, x¢ = —, x7 = — = z7,
T1 T2 T3 L4
xg = xo olup en fazla 6 farkl say1 yazabilecegimizi anliyoruz. Bunun i¢in bir 6rnek verelim: Cember etrafina
3112
sirasiyla 2,3, =

5333 yazabiliriz.

(ABC)7 = (CBA)y ise C agagidakilerden hangisidir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Coziim:

Yanit:

A, B, C sayilar1 7 tabaninin rakamlar: oldugu i¢in 0 < A, B, C' < 6 dir. Ayrica, verilen sayilarin {i¢ basamaklh
olabilmesi i¢gin A > 0, C' > 0 dir. Cozlimleme yaparsak, 49A+ 7B+ C = 81C + 9B+ A olup B = 8(34—5C)
elde edilir. 8 | B oldugundan sadece B = 0 degerini alabilir. Bu halde 34 = 5C olup, yalmzca A =5, C =3

durumu mimkindiir.

a bir tam say1 olmak iizere, 2> + x + a = 0 denkleminin kokleri ile ilgili olarak agagidakilerden hangisi
dogrudur?

a) Yalmizca sonlu sayida a igin sadece bir kokii tam say1 olur.

b) Yalnizca bir kokii tam say1 olacak sekilde sonsuz sayida a vardir.
¢) Yalnizca sonlu sayida a igin biitiin kokleri tam say1 olur.

d) Sonsuz tane a icin biitiin kokleri tam say1 olur.

e) Higbir a i¢in tam say1 kokii olamaz.
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Coziim:

Yanit: E

Denklemin koéklerinden biri 7 olsun.
Pr)y=2*+2z+a=(x—-r)@®>+rz+r’+1)+a+r+7rvea=—r—7r3 tir.
Buna gore her r tam sayisi igin a bir tam say1 olacaktir.

Q(r) = 22 + ro +r2 +1 = 0 denkleminde A = 72 —4(r? + 1) = —3r2 — 4 < 0 oldugu icin Q(z) in gergel
koki yoktur.

O halde P(x) in tek gercel kokii r dir.

S={reZ|a=—r®—r} kiimesine ait her a saysi i¢in denklemin tek bir tam say1 kokii vardur.

ABCD Xkaresinin [AD] ve [C'D] kenarlar iizerinde sirasiyla K ve L noktalar m(D/—\AL) =30° ve m(ﬁ( )=
15° olacak gekilde segiliyor.

[CK]N[AL] = {P} olmak iizere m(APB) kag derecedir?
a)l5 b)30 c¢)45 d)60 e)75

Coziim 1:

Yanit: @

ZAPC =90° + 30° + 15° = 135°
2/APC + ZABC = 360° ve AB = AC oldugu i¢in (APC) ¢emberinin merkezi B dir. Yani BA = BP.
/ZBAP = 90° — 30° = 60° oldugu i¢gin AAPB eskenardir.

Cozim 2:

A dan CK ya inilen dikmenin ayag1 H olsun.

/HCA =30°, LPAC = 150, ZHAP = ZHPA = 45°.

AH =1 dersek AAHP ikizkenar dik iicgen oldugu icin AP = /2.

ACAH bir 30° — 60° — 90° iicgeni oldugu icin AC' = 2 ve karenin kenar1 AB = /2 olacaktir.
AP = AB = /2 ve ZPAB = 60° oldugu i¢in AAPB egkenar iicgen ve ZAPB = 60° dir.

Cozim 3:

/APB = « diyelim.
/ZABP =120° — a, ZPBC = a —30°, ZCPB = 135° — « olacaktur.
AABP de ve APBC' de Siniis oranlarim yazahm:

Aj _ sina @ B sin 75°
BP  sin60°" BC  sin(135° — «)

Taraf tarafa carpip diizenlersek

sin av sin 60° sin 60°

sin(135° —a)  sin75°  sin(135° — 60°)

a = 60° oldugu kolayca goriilebilir.
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x>0i¢in f(x+1)==x- f(z) ve f(1) =1 ise agagidakilerden hangisi dogrudur?
a) f(x)’in en kiigiik degerini aldig1 nokta (1,2) arahigindadir.

b) f(z)’in en kiiciik degerini aldig1 nokta (0, 1) arahgindadir.

c) f(z) en biiyiik degerini = 1 noktasinda alir.

d) f(«)’in en biiyiik degerini aldig1 nokta (1,2) araligindadir.

e) f(z)’in en biiyik degerini aldig1 nokta (2, c0) araligindadir.

Coziim:

Yukaridaki agiklamalarimi matematik kafasi sitesinde de paylagmigtim. Emrah Sercan Yilmaz bey’in cevabi
sorunun hatali oldugunu gosteriyor.

Yanit: Soru Hatali oldugundan yanit yoktur.

Coziim [Emrah Sercan Yilmaz]: (0,1) araligy iizerinde f(z) = cot(—mz) ve z = 1 igin f(1) = 1 olarak
tammlanirsa bu fonksiyon biitiin giklar: eler. Ciinkd her z > 0 igin f(z + 1) = z - f(z) bagintis1 yardimiyla
tiim = > 1 degerleri i¢in goriintiiler iiretilebilir. Ayrica lim,_,o+ cot(—mz) = —o0 ve lim,_,;- cot(—mz) = 0o
olup fonksiyonun maksimum veya mimimum degeri yoktur.

B C D

Sekilde [BE], ABC fii¢geninin bir i¢ agiortay1, [AD] ise bir dig agiortayidir. DE dogrusu AB dogrusunu F
noktasinda kesmektedir.

m(fB\C) = 46°, m(@) = 84° ise m(gF\C) kag derecedir?
a)94  b)92 )9 d)S88 e)s4

Cozim:

Yanit:

AABC de, D, E, F noktalar i¢in Menelaus uygulayalim.

AF BD CE _|
FB DC FEA
ig aglortay teoreminden
£A _AB
CE BC
Dig agiortay teoreminden
DC _ AC
BD AB
elde edilir. Ug esitligi taraf tarafa carparsak
AP _ AC
FB BC

elde ederiz. Bu da C'F nin ZACB nin agiortay1 oldugu anlamina gelir.
/BFC =180° — LZFBC — ZFCB = 180° — 46° — 42° = 92°.
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Bir n dogal sayis1 48 e boliindiigiinde kalan 47 oluyor. Aymi say1 49 a boliindiigiinde kalan yine 47 dir. Bun

sayis1 42 ye boliiniince kalan ne olur?
a) b b) 7 c) 13 d) 24 e) 41

Coziim:

Cevap:

Pratik ¢oziim:

n = 47 verilen iki sart1 saglamaktadir, 42 ile boéliimiinden kalan ise tir.
Gergek ¢oziim:

Verilen bilgiler 1g18inda n sayisinin ekok{48,49} ile boliimiinden kalanin 47 olacagi agiktir. O halde n =
k - ekok{48, 49} + 47 yazabiliriz.

ekok{48,49} sayis1 42 ile tam boliindiigiinden,
n = k - ekok{48,49} + 47
=k - ekok{48,49} + 42 +5

42 ile tam boliiniir

sayisinin 42 ile boliimiinden kalanin oldugu agiktir.

{1,2,4,5,6,8,9,10, 11} kiimesinin, elemanlar1 arasinda iki ardigik say1 bulunmayan 4 elemanl alt kiimelerinin

sayis1 asagidakilerden hangisidir?
a) 26 b) 29 c) 42 d) 78 e) 126

Coziim:

Yanit: E

Elemanlar kiiclikten biiytige siralayip sayalim:

{1,4,6,z} seklinde 4 tane, {1,4,8,x} seklinde 2 tane, {1,4,9,11} seklinde 1 tane,
{1,5,8,z} seklinde 2 tane, {1,5,9,11} seklinde 1 tane,

{1,6,8,z} seklinde 2 tane, {1,6,9,11} seklinde 1 tane,

yani {1,z,y, z} seklinde toplamda 13 altkiime vardir.

{2, x,y, 2z} seklinde de 13 altkiime vardir.

{4,6,8, 2} seklinde 2 tane, {4,6,9,11} seklinde 1 tane altkiime vardir.

O halde, iki ardigik say1 icermeyen 4 elemanh altkiimelerin sayis1 13 + 13 + 3 = 29 dur.

a, b pozitif gergel sayilar olmak tizere,

alnbpina g 4 plne = 8 ise (Ina).(Inb) carpimi kagtir?

1 3
a) §1n2 b) In2 c) 51112 d) 3In2 e) (In2)?
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Coziim:
Cevap:
a = €* ve b= e¥ doniiglimii yapalim. Bu durumda Ina = = ve Inb = y elde edilir. Verilen esitlikten
XY 4 2™ =8
elde edilir. e®™ =t dersek,
2 +2t=8 = (t+1)2?=9 = t=—-14+3=-4,2

¢Ozlimleri elde edilir. ¢ > 0 oldugundan ¢ = e*¥ = 2 bulunur. Buradan zy = (Ina) - (Inbd) = In2 elde edilir.

1 den 56 ya kadar dogal sayilar, bir gember etrafina, herhangi ardisik dizili 5 sayinin toplami en az K olacak
sekilde dagitilmistir. K en ¢ok kag olabilir?

a)15 b)56 c)142 d) 143  e) 270

Cozim 1:

Cevap:

Oncelikle cevabin 140’dan biiyiik olamayacagm gosterelim. 56 digindaki 55 say1y1 ardisik besli sayilar olarak
gruplarsak 11 tane 5’li grup vardir. Her birindeki sayilarin toplami en az K oldugundan toplam en az 11K

olacaktir. Dolayisiyla
55 - 56
1+24+3+---+55=

> 11K = 140 > K

elde edilir. Ancak K sayisi 113’den de biiyiik veya esit olmalidir. Ciinkii 1,56,2,54,4, 52, 6,50, 8,48, 10, 46,
12, 44, 14, 42, 16, 40, 18, 38, 20, 36, 22, 34, 24, 36, 26, 34, 28, 32, 30, 31, 29, 33, 27, 35,25, 33, 23, 35, 21, 37, 19,
39, 17, 41, 15, 43, 13,45,11,47, 9,49,7,51, 5,53, 3, 55 geklindeki bir dizilimde ardigik 5 sayinin toplami en az
113’tiir. Dolayisiyla istenilen sarti saglayan en biiyiik K tamsayist 113 ile 140 arasinda olmahidir. Siklardan
higbiri bunu saglamaz.

Cozim 2:

Yanit: Siklardan higbiri.

a1 +ax+ast+as+as = ki > K

as +as+as+as+ag = ko > K

asg +a1 +ax+az+as = ksg > K
56 56

Taraf tarafa toplarsak 5 - Z a; = Z k; > 56 - K elde ederiz.
i=1 i=1

56 56

56 - 57 5-56-57
Z a; = Zz = esitligini yerine yazarsak — > 56 - K esitligini elde ederiz. Esitsizligi saglayan
= i=1

e;llbiiyiik tam say1 K = 142 dir.

Bu asamada cevabin 142 oldugunu diisiinebiliriz. Biiyiik ihtimalle soruyu hazirlayan da bdyle diigtindi.
Cevabin 142 oldugunu varsayalim.

mod 56 da diigiiniirek k; # ki1 olmali. (k; 11 —k; = a;45 —a; ve tiim a; ler birbirinden farkli olmak zorunda)

(“)rnegin7 k1 = 142 olsun, ko > 143 olmak zorunda.
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56
Bu durumda tiim k; lerin toplami en az 28 - 142 + 28 - 143 = 28 - 285 = y olacaktir. Zaten Z k; =
i=1

5-56-57
2
Bu da ardigik k; lerin farkinin tam olarak 1 oldugu anlamina gelir.

oldugu icin k; < 143 olmali.

|k2 — k1| = |ag — a1| = 1 omalu.

a; lerden den biri 1 olmak zorunda, a; = 1 olsun. ag = 2 olmak zorunda. Yani ky = 142 ve ko = 143 (Tekler
142 giftler 143). k¢ = 143, k7 = 142. k7 — kg = a11 — ag = a11 = 1 = a; olmak zorunda. Celigki.

O halde cevap 142 den kiigiik olmall.

56 olabilir mi?

[1,2,3,4,47,5,6,7,8,31,9,10,11,12,15,13,14, 16, . . ., 56] seklinde bir dizilim de K = 57 oluyor.
Bu durumda 57 < K < 142 oldugunu séyleyebiliriz.

n < 15 olmak tzere, t1,to,...,t, tek sayilar,

th 43 + - + 2 = 1963 esitligini saglamaktadr.
n kag olmalidir?

a)9 b) 11 c) 12 d) 13 e) 15

Coziim:

Cevap:

t tek tamsayisi icin 16 | t* — 1 oldugunu gosterelim. t* — 1 = (¢t — 1)(t + 1)(t* + 1) oldugundan ve t tek
oldugundan ¢ — 1 ve t + 1 sayilarindan biri 2’ye digeri 4’e boliinecektir. Ayrica t? + 1 de cift oldugundan
t* — 1 sayisinda en az 4 tane 2 carpam olacak ve 16’ya tam boliinecektir. Bu durumda

ti+ty+---+th=n (mod 16) = n=1963=11 (mod 16) = n = 11

elde edilir. Ornek durum olarak da ti =ty =t3=>5,t4=3,t5 =tg =--- =111 = 1 saglar.

Sekilde yer alan 8 dogru pargasindan her biri tek bir
renkle ve ortak bir noktasi bulunan dogru pargalari
farkli renklerde olmak kogulu ile mevcut 5 farklh renk
kullanilarak boyanacaktir. Bu 5 rengin tiimiinii kul-
lanmak gerekmiyorsa, soz konusu boyama iglemi kag
farkl gekilde yapilabilir?

a)480  b) 720 ¢) 1200 d) 1680  e) 2160
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Coziim:

Yanit: Siklardan higbiri

Renkler A, B,C, D, E olsun. Once 5 renkten 4’{inii (diyelim A, B, C, D’yi) (i) yolla secip, kogegenleri
olugturan 4 dogru pargasimn 4! yolla boyayalim (ortak noktalan bulundugu igin bunlar degisik renklerle
boyanacak).

O halde 5. rengi (E’yi) en fazla 2 kez kullanabiliriz ve 2 kez sadece 2 kars: kenarda kullanabiliriz. Bu durumda
2 kars1 kenar1 2 yolla segebiliriz. Diger 2 karsi kenar 2’ser yolla boyanabilir. Bu durumda 2 -2 -2 = 8 secenek

bulunur. E rengini tam 1 kez kullanirsak, kullanacagimiz kenari 1) yolla secebiliriz. Ornegin iistteki kenar

E rengine boyansin. O halde sag kenar A rengine boyanirsa alt kenar B, sol kenar C' rengine boyanmak
zorunda. Sag kenar D rengine boyanirsa, ya alt kenar A, sol kenar B veya C, ya da alt kenar B, sol kenar

4
da C rengine boyanacak. Dolayisiyla bu durumda (1> (1 +2+41) = 16 segenek bulunur. F rengini hig

kullanmazsak, iist kenan D veya C ile boyamak zorundayiz. D ile boyarsak, sag kenar1 A, alt kenar1 B
ve sol kenar1 C' ile boyamak zorundayiz. Ust kenar1 C' ile boyarsak, sol kenar1 B, alt kenar1 A, sag kenari
da D ile boyamak zorundayiz. Dolayisiyla bu durumda sadece 2 segenek bulunur. Boylece boyama iglemi
5-4!- (8 +16 + 2) = 3120 yolla yapilabilir.

Kaynak: Sonlu Matematik Olimpiyat Sorular1 ve Coziimleri, Refail Alizade, Unal Ufuktepe, 2006. Problem
No: 2.59, Sayfa 139.
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4. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinavi - 1996

. u [
B D C

Sekildeki ABC' dik iiggeninin kenarlarina K noktasindan indirilen dikmelerin ayaklar1 D, E, F' dir.
|BC|=a, |CA|=b, |AB|=c¢,
|CD| ==z, |AE|=y, |BF|=z

ise ax + by + cz agagidakilerden hangisine esittir?
a)2ab b)ab c)a® d)b¥? e)c?

Coziim:

Yanit:

ABC dik iicgeninde Pisagor teoreminden ¢ = a2 + b2 dir. Ote yandan, Carnot teoreminden (a — )% + (b —
y)? + (¢ — 2)? = 22 4+ y? + 22 olup parantezler acilirsa,

a® + 0% + ¢* = 2(ax + by + c2)

2

olur. Boylece, 2¢? = 2(ax + by + cz) esitliginden az + by + cz = ¢? sonucuna ulagiriz.

x ve y tam say1 olmak iizere, 12 — y? = 1996 esitligini saglayan kag (x,y) siral ikilisi vardir?
a) 12 b) 6 c)4 d) 0 e) Sonsuz sayida

Cozim:

Yanit:

22 — 3% = 1996 = 22 - 499 seklinde asal carpanlara ayiralim. 1996 cift say1 oldugundan x ve y beraber ¢ift
say1 veya beraber tek say1 olabilir. Her iki durumda da x +y ve  — y ¢ift say1 olmalidir. Iki kare farkindan
(x —y)(z +y) = 22 - 499 yazlabilir.

r—y =998 rT—y=-—2 r—1y=—998

z+y =998 r+y=2 x+y=-998 T+y=—2
rT—y=2

denklem sistemleri ¢oziiliirse 4 tane (x,y) sirah ikilisi elde ederiz.
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2t +ax3 +bx? + cx +d = 0 denkleminin iki kokii u # 0 olmak iizere, x = u ve = —u ise, katsayilar arasmda
agagidaki bagintilardan hangisi her zaman dogrudur?

a) ¢ —abc+a?d =0 b)a+b+c+d=0 c) a? +b% = c? + d? d) ab > cd e) ad = bc

Coziim:

Yanit:

Verilen denklemde x = u ve x = —u koklerini yazarsak

4

wtad +bul+cu+d=0
Woad+ bl —cu+d=0

olur. Bu denklemleri taraf tarafa toplayarak ve gikararak:

u4+bu2+d0}

au? +c¢=0
elde ederiz. Tkinci denklemden u? = — < olup birinci denklemde yazarsak c? —abc+a%d = 0 sonucuna ulasiriz.
a

Not: Burada u # 0 verildiginden u? = < # 0 olup ¢ # 0 dir. Ayrica u? nin tamiml olmasi icin a # 0
a

olmasi gerektigini de anlariz.

{1,2,3,...,99,100} kiimesinden herhangi ikisinin farki 7 olmayacak sekilde en gok kag eleman segilebilir?
a) 53 b) 52 c) 51 d) 50 e) 49

Cozim:

Yanit:

S =1,8,15,...,92,99
Sy =2,9,16,...,93,100
Sy =3,10,17,...,94

Sy =7,14,21,...,98

olsun. Herhangi bir S; dizisinden ardigik eleman almamamiz gerekiyor.

S1 ve So den en fazla 8, digerlerinden en fazla 7 say1 olmak tizere 51 say1 alinabilir.
S=1{1,2,3,4,5,6,7,15,16,...,21,...,85,86,...,91,99,100}

4
n nin agagidaki degerlerinden hangisi igin, Y " sayis1 5 ile boliinmez?
i=1

a) 241  b)240 «¢)239 d)238 e) 237
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Coziim:

Yanit: E

i sayilar 5 ile aralarinda asal oldugu i¢in Fermat’in Kiiciik Teoremi geregi i* = 1 (mod 5).
%40 = ()59 = 1 (mod 5).
4
i =4 (mod 5).
=1

K2

@ Bir ABCD paralelkenarimin [AB] kenar iizerinde 3|AE| = |EB| ve [AD] kenarn tizerinde, 2|AF| = |FD|
olacak bicimde E e F' noktalar1 aliniyor.

[EF|N[AC] ={K} ise ||j[C(|| kagtir?

a) 7 b) 6 c) 5 d) 4 e)3

Coziim:

Yanit:

AD = 3k, AB = 4m olsun.

[AEF] = S dersek, Sinlis Alan Formiilinden [DCF] = 85, [BCE] = 95, [ABCD] = 245 olacaktir. Bu
durumda [CEF] = 6S olur.

AC  [AECF]

AK ~ [AEF] 7
A D
E
B c

~

Sekildeki ABCD yamugunda m(C) = m(ﬁ) = 90° dir. D, A, B noktalarindan gegen ve yaricapi 5 olan
gemberin [DC] kenarim D diginda kestigi ikinci nokta E olmak iizere,

m(AAB) = m(BAE) ve |CE| = 3v/2 ise |AD| kagtur?

a)5vV3 b)4v/3 ¢)3v/5 d)TV2 e)6V2
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Coziim:

Yanit: @

m(AB) = m(BE) oldugu icin AB = BE.

/ZADE = 90° oldugu i¢in AE captar.

AABE ikizkenar dik iiggen ve AB = BE = 5/2 dir.
ADCF dikdortgenini kuralim.

ZABF = /BAD = /BEC oldugu icin AAFB =~ ABCE.
AD = FC = FB+ BC = EC + BC = 3V2+4/2 =72

22 —10z—14 = 2v/22 — 10z + 1 esitligini saglayan tiim 2 gercel sayilarinin toplami asagidakilerden hangisine
esittir?

a) 20 b) 10 c) —9 d) —20 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

t = 22 — 10z — 14 olsun.

Denklem ¢ = 24/t + 15 denklemine doniisiir.

t? = 4t + 60 = (t + 6)(t — 10) = 0.

t negatif olamayacag icin ¢ = 10 dur.

2?2 =10z — 14 = 10 = 22 — 10z — 24 = (z — 12)(z + 2) = 0 denkleminin kékler toplami 10 dur.

3 kirmizi, 3 mavi, 3 yesil top rasgele siralandiginda, en az iki kirmiz topun yan yana gelme olasiligi nedir?

8 7 6 ) 4

Cozim 1:

Yanit:

9 top 9! yolla siralanabilir. Kirmizi toplarin ayrik konumda oldugu durumlari hesaplayalim. Mavi ve yesil
toplar 6! yolla siralanabilir. Bunlarin en sagina, en soluna veya aralarina kirmizi toplar1 7 - 6 - 5 yolla

7-6-5-6! 5 .
yerlegtirebiliriz. Boylece kirmizi toplarin ayrik konumda olma olasiligi p = — o T 2 dir. Istenen
. !

olasilik ise 1 —p = B bulunur.

Coziim 2:

Yanit: E

9!
Verilen 9 top TR yolla siralanir. 3 kirmizi top 6zdes oldugundan, iki tanesini blok yapip en az iki yan

yana kirmiz top olmasini saglayabiliriz.

% = 20 yolla, yapilan bir blok ve diger kirmiz1 top ise kalan bosluklara 72 yolla
yerlestirilebilir. Dolayisiyla en az iki kirmizi top yan yana 72 - 20 farkli yolla gelebilir. Istenen olasilik ise
72.20- (313 7

— = — dir.

9! 12

Mayvi ve yesil toplar
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p ve ¢ farkh asal sayilar, a ve b farkl pozitif tam sayilar ve n = p®.¢® olmak fiizere, n? sayismin pozitif

bélenlerinin sayis1 81 ise n® sayisinin pozitif bolenlerinin sayis1 kactir?
a) 169 b) 160 c) 117 d) 84 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

n sayisinin pozitif bélen sayisini veren fonksiyon 7(n) olsun. 7(n?) = (2a + 1)(2b+ 1) = 81 olup 2a +1 =3
ve 2b+ 1 = 27 dir. Buradan a = 1, b = 13 elde edilir. 7(n) = (3a + 1)(3b+ 1) = 4 - 40 = 160 elde edilir.

2 3n+2
Z ————— toplam agagidakilerden hangisine esittir?

n(n+1)(n+2)
293 189 3 5
fhiad i - d) 2 2
2) % P 9 1 120 )i 910
Coziim:

Yanit: E

Verilen toplami

: 3n + 2 9 2
Z n(n+1)(n+2) B 2::1 (n+1)(n+2) n(n+1)(n+2)

é <n—|—1 n—11-2> +,§1 (n(nl—i—l) - (n+1)1(n+2)>

bi¢iminde teleskopik toplam olarak yazarsak, sadelegmeler sonucunda

gL LY (1 1\ _18
2 11 2 110/) 110

9
X

elde ederiz.

sinx = % denkleminin gergel ¢oziimlerinin sayis1 agagidakilerden hangisine esittir?

a) 17 b) 15 c) 4 d)9 e)7
Coziim:

Yanit: E

f(x) = g(z) denkleminin ¢bziimlerini bulmak (ya da saymak) i¢in kullamlabilecek yontemlerden biri y = f(x)
ve y = g(x) grafiklerini ¢izip kesigim yerlerini bulmak.
r=0;y =sinx ve y = ;—2 fonksiyonlar: i¢in ortak bir ¢oziimdiir. Iki fonksiyon da orijine gore simetrik

oldugu icin = > 0 igin n ¢6ziim varsa, z < 0 i¢in de n ¢6ziim olacaktir. Bu durumda toplamda 2n + 1 ¢6ziim
olacaktir.

z>0icin y =sinz ve y = % fonksiyonlarimin ka¢ noktada kesistigini saymaya caligalim.
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y=sinzile y = x fonksiyonu 7 noktada kesisir.

1
Egimi 45— >m > 8% olan y = ma dogrusu ile y = sinz fonksiyonu 7 noktada kesisir.
2
O halde aradigimiz yanit 2 -7+ 1 = 15 tir.

1 < a <100 olmak iizere, a%® =1 (mod 77)
bagintisini saglayan kag tane a tam sayis1 vardir?
a) 79 b) 78 c) 77 d) 76 e) 75

Coziim:

Yanit: E

Euler’e gére (a,77) = 1 olmak iizere her a tam sayisi icin a?(" = a5 =1 (mod 77).

a’
1 1
[1,100] arahiginda 77 ile aralarinda asal olan sayilarin sayisi 100 — {;)J { OOJ + { 7070J 78.

m(g) < 90° olan bir ABC D paralelkenarinin [BC] kenarima C noktasindan gikilan dikmenin AB dogrusunu
kestigi nokta E olmak iizere,

|AB| = |CE| = 2|BC| = 2v/2 ise |AC|? + |DE|? kagtir?
a)8/5+26 b)4y/10+26 ) 4V5+16  d) 2V/10+16  e) 22+ 26

Coziim:

Yanit: .

AD ile EC, F de kesissin.

BC || AF oldugu icin ZAFE = /BCE = 90°

Pisagordan elde ettigimiz AC? = FA? + FC?, ve DE? = FD? + FE? esitliklerini taraf tarafa toplarsak
AC? + DE? = FA? + FE? + FD? + FC? = AE? 4 CD? elde ederiz.

ABCE de Pisagor’dan BE = V10.

AE = AB + BE = 2v/2 4+ /10 ve CD = 2+/2 esitliklerini yerine yazarsak AC? + DE? = (2\@ + \/ﬁ)2 +
(2v/2)? = 26 4 85

Ahmet yalmzca 2, 3,4 rakamlarindan olusan 13 basamakli bir say1 tutuyor. Betiil n sayidan olusan bir liste
hazirhiyor. Bu sayilardan birinin en az 5 basamagi Ahmet’in tuttugu saymin kargihik gelen basamaklar ile
gakigiyorsa Betiil oyunu kazaniyor. Ahmet’in tuttugu say1 ne olursa olsun Betiil’iin oyunu kazanmasi igin n
en az kag¢ olmalidir?

a) 13 b) 5 c)4 d) 3 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: @

13
Ahmet’in tuttugu sayida en ¢ok tekrarlanan sayi en az [3—‘ = 5 kez gececektir.

Betiil’iin tahminleri 2222222222222 3333333333333, 4444444444444 olursa Betiil oyunu kazanacaktir.
Betiil 3 tahminde oyunu kazanmay1 garantileyebiliyor. Peki 2 tahminde de kazanabilir mi?

Betiil'iin tahminleri ayas . . . a1z ve bybs . .. by3 olsun. Ahmet ¢; € {2,3,4}—{a;, b;} seklinde ¢1ca . . . ¢13 sayisi
tutmug olsaydi, Betiil hi¢cbir saymin yerini bilemeyecekti. O halde Betiil iki tahminde oyunu kazanmayi
garantileyemez.

1M 422 4.+ 13" sayis1 13 ile boliindiigiinde kalan asagidakilerden hangisidir?
a) 3 b) 2 c)1 d) 0 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

4! =12 oldugu i¢in n > 3 olmak tizere 12 | n! dir.
Fermat’'m kiigiik teoremine gére (a,13) = 1 olmak iizere a'? = 1 (mod 13).
22 433 gt 1212 13 =1 422430491 4+0=1+4+(3%)24+9=2 (mod 13)

Asagidaki p asal sayilarindan hangisi icin,
22+ 2+ 1=0 (mod p) denkliginin en az bir tam say1 ¢éziimii vardir?
a) 6563  b) 647  c) 641 d) 617  e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Sorudaki denkligin iki tarafin1 da x — 1 ile ¢arparsak 2> — 1 =0 (mod p).

Siklardaki asal sayilar 3k 4+ 2 formundadir.

Fermat'm Kiigiik Teoremi geregi zP~! = 1 (mod p) ve 2771 = 2%+ = (2%)*2 = 1 (mod p) elde edilir.
Denkligin tek ¢oziimii z = 1 (mod p) olabilir. Sorudaki denklikte yerine yazarsak 2> + x +1 = 3 = 0
(mod p) elde ederiz. Bu da ancak p = 3 iken miimkiin olabilir. Celigki.

Uger kisilik ii¢ aileden olusan dokuz kisi, {i¢ odaya, her birine {i¢ kigi olmak iizere, rasgele girerler. Tam olarak
bir ailenin bireylerinin ayni odaya girmis olmas1 ve diger iki odadan hic¢birinde tam bir ailenin bulunmamasi
olasilig1 nedir?

27 3 27 9 3
Vo Pxm 9% Y 97
Coziim:

Yanit:

|
9 kisi 3 odaya <§) (6> (3> o =876 -5 sekilde yerlestirilir.

3)\3) ~ 33!
Ailelerin adlar1 A, B, C' olsun.
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6\ /3
A ailesi 1. odaya girsin. Diger 6 kisi, diger 2 odaya (3) (3) sekilde girer.

B ailesi 2. odaya girdiyse, C ailesi 3. odaya girmis demektir. Tersi C' ailesi 2. odaya girmigse B ailesi 3. odaya
girmis demektir.

(g) (2) — 2 = 18 gekilde A ailesi 1. odaya girmis, 2. ve 3. odalardan higbirisinde tiim bireyler ayni aileye

mensup degildir.
Benzer islemleri B ailesi 1. odaya girdiginde veya C' ailesi 1. odaya girdiginde tekrarlayabiliriz. Bu durumda
3 - 18 = b4 sekilde sorudaki gibi bir dagilim yapilabilir.

54 9 9

halde P — - -2
O halde 8765 8-7-5 230

Bir [AX 151 tizerinde |[AO| = |OB| = | BC| olacak bigimde sirayla O, B, C noktalar1 alinarak O merkezli, [AB]

gaph ¢ember ve ¢ember iizerinde m(BAD) = 78° kogulunu saglayan D noktasindan bu gembere bir teget
¢giziliyor. C' noktasindan bu tegete indirilen dikmenin ayagi F ise EBC agis1 kag derecedir?

a) 146 b) 144 c) 142 d) 140 e) 138
Coziim:

Yanit: E

ZODE = ZCED = 90° oldugu i¢in ODEC bir dik yamuktur.
DE nin orta noktast M olsun. BM bu yamukta orta tabandir, dolayisiyla BM | DE dir.
ABDE de BM hem yiikseklik hem kenarortay oldugu i¢in BD = BE olacaktur.

/MBE = /DBM = Z0DB = Z0OBD = 90° — ZBAD = 12° ve Z/ZEBC = 180° — ZABE = 180° —
3Z0BD = 180° — 36° = 144° dir.

x,y gergel sayilar: icin

22+ 9y =6ve 2 +y3 = 14 ise

z* + y* toplaminin alabilecegi degerlerin kiimesi asagidakilerden hangisidir?

a) {17}  b) {3, 4}  ¢) {17, 10v/15—22}  d) {34, 20v/15 —44}  e) Higbiri

Cozim:

Yamt:@

zy = a diyelim. 2% + y? > 22y = 3 > o dir.
(x+y)?=a*+y*+22y=6+2a=2+y=06+2a.
2t 4yt = (22 + y?)? — 222y% = 36 — 24 > 18.

Bu durumda cevap ya (D) ya da (E) olur. Cevap (D) ise a? = 1 bir ¢dziim olarak gelecektir. Bu da derecesi
2 den biiyiik bir polinom ile kargilagirsak polinom bdélmesi ile yolumuza devam edebilecegimiz anlamina gelir.

2?4y =(z+y) ((z+y)? —3zy) = V6 +2a(6 + 2a — 3a) = /6 + 2a(6 — a) = 14.
Her iki tarafin karesini alirsak 2(a + 3)(6 — a)? = 142 = 2- 98 = (a® — 12a + 36)(a + 3) = 98.

a® — 12a® + 36a + 3a® — 36a1108 — 98 = a® — 9a2 + 10 = 0 denkleminin bir ¢dziimii @ = —1 dir. Buradan
a? =1 gelir.

104+v60

Polinom bélmesiyle a® — 9a? + 10 = (a + 1)(a® — 10a + 10) = 0 elde edilir. Diger kokler as 3 = 5

5 + /15 olur.
3 > a olmasi gerektiginden as = 5 4 /15 saglamaz. a3 = 5 — V15 = a® = 25 + 15 — 10v/15 = 40 — 10V/15
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a® =1 icin 2* + y* = 36 — 2a% = 34.
a? =40 — 10V/15 icin z* + y* = 36 — 2a® = 36 — 2(40 — 10v/15) = 201/15 — 44 olur.

ay ile 4/n ye en yakin olan tam sayiyr gosterelim.

1 1 1
a1 Q2 a2070

toplami agagidakilerden hangisine esittir?
a) 93 b) 92 c) 91 d) 90 e) 89

Coziim:

Yanit: @

ap2 =k ve a(41)2 = k + 1 olacaktir.
Bu durumda ay =1, ag =2, ag =3, ..., asges = 45, as116 = 46 olur.

m, £ > 0 tam sayilar olmak iizere;

1 1
ak2+m:ki§in\/k2+m<k+§:>m<Z+k:>m<k‘+1

1 1
akz,g:kigin\/kz—fzk:—i:>€§k:—1:>£<k
K2 —(k—1), k* —(k—2), ..., k* =1, kK, kK2 + 1, ..., k + k sayilan icin a, = k olacaktir. O halde
k+ (k—1) 41 =2k tane say1 i¢in a,, = k dir.
Dizinin ilk elemanlarina bakarsak bu durumu gorebiliriz: a1 =as =1, a3 =a4 =ag=a7r =2, ...

ay, = 45 denkleminin en biiyiik ¢éziimii 452 + 45 = 2070 dir.

45 45
1 1 1 2k
ar  az azgro = k=
1,4,7,...,100 aritmetik dizisine ait terimlerden 19 tanesini, bunlardan herhangi farkl ikisinin toplami n’ye

esit olmayacak bigimde segmemizi agagidaki n sayilarindan hangisi mtimkiin kilar?
a) 110 b) 107 c) 104 d) 101 e) 98

Coziim:

Yanit:

{3n+1} dizisinin ilk 19 terimi 1,4,7,...,52,55 tir. Bu 19 sayidan herhangi ikisinin toplami en fazla 52455 =
107 olabilir. Dolasiyla 110 olamaz. O halde yamt (A) dir. Test i¢in ¢éziim burada biter.

Diger sayilar i¢in bu sekilde 19 say1 secilemeyecegini de gosterelim.
Herhangi iki elemaninin toplamlari n ye esit olmayan sayilarin kiimesi S,, olsun.

Toplamlar1 107 olan say: ¢iftleri (7,100), (10,97),...,(52,55) olmak iizere 16 tanedir. Bu say1 giftlerinin her
birinden sadece bir say1 S197 nin elemani olabilir. 1 ve 4 de S197 nin eleman olabilir. O halde |S197| = 18 < 19
olabilir.

Toplamlar1 104 olan giftler (4,100), (7,97), ..., (49,55) olmak iizere 16 tanedir. 1 ve 52 ile S1p4 kiimesi en
fazla 18 elemanh olabilir.

Toplamlar1 101 olan 17 ¢ift vardir. |S1p1| = 17 < 19 dur.

Toplamlar1 98 olan ¢iftler (1,97), (4,94), ..., (44,55) olmak iizere 16 tanedir. 52 ve 100 ile birlikte Sgg en
fazla 18 elemanl olabilir.
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Toplamlar1 110 olan ¢iftler (10,100), (13,97), ..., (52,58) olmak iizere 15 tanedir. Bu ¢iftlerin sadece bir
elemani ile {1,4, 7,55} kiimesini birlegtirdigimizde toplam 15+4 = 19 elemanl S;1¢ kiimesini bulmus oluruz.

[AB] ve [DC] kenarlar paralel olan bir ABC'D yamugunun kogegenlerinin uzunluklar1 |AC| = 3, |BD| =5
tir. [AB] ve [DC] kenarlarinin orta noktalar1 arasindaki uzaklik 2 ise bu yamugun alam kagtir?

a) 8 b)? c) 7 d) 6 e)12—1

Coziim 1:

Yanit: @

AB nin orta noktast M, DC nin orta noktasi N olsun.

ABDE ve AM N K paralelkenarlarini kuralim.
AB+ DC
EC=FED+DC=AB+DC, KC=KN+ NC =AM+ NC = —

Bu durumda K, EC nin orta noktasidir.

Ayrica paralelkenar ve yamukta alan egitliklerinden [AED] = [ABD] = [ABC] oldugu i¢in [ACE] = [ABC D]
elde edilir.

AE = BD, AK = MN = 2 oldugu igin AACE kenarlar1 3 ve 5, diger kenara ait kenarortay: 2 olan bir
liggendir.

AFE = BD = 3 kabul edelim. AACFE fti¢geninin alanim aragtiriyoruz.

Bu noktadan sonra birkag sekilde ilerleyebiliriz.
4
K dan AF cizilen paralel AC yi L de kessin. KL = g, AL = g ve AK =2 = 3 oldugu i¢in ZAKL = 90°.

VKAE = 90°, [KAE) = % :3-2 = 3 ve [ABCD] = [CAE] = 6 olur.l

EACF paralelkenarim kurarak da ¢oziime gidebiliriz.

AF =4, FC = 3 ve AC =5 oldugu i¢in [CAE] =[ACF]=6. 1

Bir diger ¢ozlime de siniis alan formiiliinden gidebiliriz. AC'AE nin alani i¢in sin ZCAFE ye ihtiyacimiz var.
Kenarortay teoreminden EC' yi bulabiliriz. Kosiniis teoreminden cos ZC AE yi bulabiliriz.

AE? AC? EC?
¢ _EC AK? ve biraz dért islemle EC? = 52 elde ederiz.

Kenarortay teoreminden

2 4
Kosiniis teoreminden AE? + AC? — 2AF - AC - cos Z/CAE = EC?. Buradan da cos ZCAE = 7% ve
4 1 4
sin /CAE = £ dolaysiyla [CAE] = 3 3:5- E= 6. 1

Cozim 2:

AB nin orta noktast M, DC nin orta noktast N olsun. Kogegenler P noktasinda kesissin. BD =3, AC =5
kabul edelim.

Oncelikle M N nin P den gectigini gosterecegiz. AABP ~ ACDP oldugu icin bu iki {icgenin PM ve PN
kenarortaylarinin kenarlar ile yaptigi agilar da esit olacaktir. /ZBPM = ZDPN. Bu da M, P, N noktalarinin
dogrusal oldugu anlamina gelir.

1
[ABCD] = 3 AC - BD - sin ZDPC oldugu igin sin ZDPC' degerine ihtiyacimiz var.

) PD  PC PN PD PC
AAf)g ~ ACDP den benzerlik oranlarin1 yazarsak B = PA- PM = PDLPB _ PCE+PA

PN+ PM’
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Dolayisiyla PD : PC : PN = 3:5: 2 elde ederiz.

Bu asamadan sonra ilk ¢oziimdeki yollar: takip edebiliriz. Bunlardan, paralelkenar olusturdugtimuz yontemi
kullanarak ¢oztime devam edelim.

DPCQ paralelkenarim olugturalim. DP : PQ : @D = 3 : 4 : 5 oldugu i¢in sin ZPDQ = 4/5.

1 1 1
Bu durumda [ABC’D]:5-AC~BD-sin4DPC:5-5-3~sin4PDQ:§-5-3- =6

(ST

Coziim 3:

Test mantigiyla ABC'D yi paralelkenar kabul edelim.

AB nin orta noktast M, DC nin orta noktasi N olsun. Kosegenler P noktasinda kesissin.

4
AD = MN =2 ve AAPD nin kenarlar g, 3 g oldugu i¢in [APD] = g ve [ABCD] = 6 elde edilir.

Elimizde 50’si beyaz, 50’si siyah olmak tizere toplam 100 top var. Bunlarin tamamini her torbada en az bir
top bulunacak sekilde iki torbaya dagitiyoruz. Bu torbalardan birini rasgele segerek, i¢cinden yine rasgele bir
top ¢ekiyoruz. Birinci torbadaki beyaz top sayisini x, siyah top sayisini da y ile gosterelim. Tiim dagilimlar
arasinda, cekilen topun beyaz olmasi olasiligini en biiyilik yapan (z,y) siral ikilisi agagidakilerden hangisidir?

a) (50,0) b) (49, 48) c) (25,25) d) (1,2) e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Cevap, (1,0) ya da (49, 50) dir.

1 1 50 — 1 50 —
Topun beyaz gelme olasihgr: P(z,y) = = - :c + = ro_ - x + x )
2 z4+y 2 100—-xz—y 2\z+y 100—z—y
) 1 1(z 50—z .
z +y = t olsun. Topun beyaz gelme olasihgimi P(x,y) = 3 Q(z,t) = o\ + 100 = seklinde de

tammlayabiliriz. Q(z,t) en bilyiik degerini aldiginda P(z,y) de en biiyilik degerini alacaktir.

Q(z,t) = Q(50 — ,100 — ¢) oldugu kolayca goriilebilir.

t > 50 oldugunda Q(z,t) aradigimiz en biiyiik deger olsun. 100 — ¢ < 50 olacaktir.

Q(z,t) = Q(50 — 2,100 — t) oldugu i¢in Q(50 — x, 100 — t) de en biiyiik deger olacaktir.

Diyelim ki Q(20,60) en biiyiikk deger, bu durumda Q(30,40) da en biiyiik deger olacaktir. Dolayisiyla en
biiyiik degeri t < 50 iken aramakta bir sakinca yok.

Simdi biraz diizenlemeyle Q(z,t) = % + 1030_ e 10096_ ;= (1 — 1001_ t) + 1030_ ; elde ederiz.
1 <t <50 olsun. ¢ yi sabit tuttugumuzda Q(x,t) fonksiyonu x artarken artmakta. O halde Q(z,t) en bliylik
degerini x = t oldugunda alir.

r 50—z 100 — 2 — 50 50 50
- -1 —92_ —92_ lacag ici —Q(1,1) =
Q)=+ = " 02 100 — = Too _ g Olacad idn maxQ(z, ) = Q(1,1)
_ 950 _ 148 . .
99 99
y 1 1 1 74
Aradigimiz yamt: P(1,0) = 5 Q(1,1) = 5 Q(0—-1,100—1) = 3 Q(49,99) = P(49,50) = 99
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Bir XOY agisinin OX kenar tizerinden |OA| = 3, |OD| = 5 olacak bi¢imde alinan A ve D noktalari, OY
kenar1 iizerinde de |OC| = 4 ve |OB| > 4 olacak bigimde alinan C ve B noktalar i¢in [AB] N [DC] = {E}
ve |AE|.|OB| = 3|EB| ise |OB| kagtir?

60 55 19
e N 2 q
a) - ) 5 c) 1 ) 8 e)6

Coziim:

Yanit:

AOAB de D, E, C noktalar i¢cin Menelaus uygularsak

oD AE BC _|
DA EB CO
elde ederiz.
OB =1z d k A—E—i—§ itligini Menel denklemind i k
= x dersek ve EE-OB = esitligini Menelaus denkleminde yerine yazarsa
5 3 xz—4 60
—_— . — . = 1 1 — = = —
5 7 1 — 152 —-60=8x —= =z« -

olarak bulunur.

m ve n pozitif tam sayilar olmak {izere,
n+(n+1)+---+ (n+m) = 1000
egitligini saglayan kag (m,n) swrali ikilisi vardir?
a) 10 b) 5 c)3 d) 2 e)l

Cozim:

Yanit:
m(m+1)  (m+1)(2n+m)

Biraz diizenlemeyle (m + 1)n + 5 = 5 = 1000 = (m + 1)(2n + m) = 2000 = 2453
elde edilir.

m,n pozitif tam sayilar oldugu igin 1 < m + 1 < 2n + m olacaktur.

m tek ise m + 1 cift say1, 2n + m tek say1 olacaktir. m + 1 = 2* = 16 = m = 15 olabilir; ama 2* - 5 > 52
oldugu igin buradan bagka ¢6ztim gelmez. (m,n) = (15, 55) bir ¢ozlimdiir.

m cift ise m + 1 tek say1, 2n + m cift say1 olacaktir. m +1=5=m =4 ve m +1 = 52 = m = 24 birer
coziimdiir. m +1 = 1, m > 0 oldugu icin saglamaz; m + 1 = 5% > 2% oldugu icin bagka ¢oziim gelmez.
(m,n) = (4,198) ve (m,n) = (24, 28) diger iki ¢dziimdiir.

O halde toplamda 3 ¢6ztim vardir.

Not: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yili basimh Tiibitak Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda
cevap (FE) olarak verilmistir. Oradaki ¢oziim hatalidir.

|AB| = 12 olmak iizere, [AB] ¢aph ¢emberin |[AC| = 8 kosulunu saglayan [AC)] kirisi giziliyor. Bu ¢emberin C
noktasindan gegen tegetine, B noktasindan indirilen dikmenin ayagi D ise BDC ii¢geninin alani agagidakilerden
hangisine egittir?
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Coziim:

Yanit: .

Teget kirig acidan ZBAC = ZBCD = a.
BC = ABsina, CD = BC cosa, BD = BC'sin a.

1 .
[BDC] = 3 - AB? - sin® accos a.

3
AC 8 2 B 1 ., (VB 2 80v5
cos = AB-12" 3 ve sihno = 5 esitliklerini yerine yazarsak [BDC] = 3 124 (3 3= g

a ve b den olugan 9 harfli dizilerden kag tanesi baba kelimesini icerir?
a) 192 b) 186 c) 158 d) 156 e) 154

Cozim:
Yanit:
1. b a b a - - — — — :32
2. — b a b a - — — — :32
3. - — b a b a - — — :32-8
4, — — — b a b a — — :32-8
5 — — — — b a b a — :32-8
6 — — — — — b a b a :32—-8-2

(1) Ilk dért harf baba olduktan sonra geriye kalan beg harf 2° = 32 farkh sekilde secilebilir.

(2) —baba — — — — igin bostaki beg harf 2° = 32 farkh sekilde segilir. (2) ile (1) dagihmlarmin ortak
permiitasyonlar1 yoktur.

(3) — — baba — —— i¢in 32 dagilm yapalm. (3) ile (2) nin ortak dagilimi yoktur; ama (3) ile (1) in ortak
dagilhmi vardir. (3) teki bababa — —— ile baglayanlar (2% = 8 tane) (1) dagihiminda sayildig1 igin 32 — 8 farkh
dagilim yapilabilir.

(4) — — —baba — — i¢in 32 dagilim yapalim. (4) iin (1) veya (3) ile ortak dagilmi yoktur; ama (2) ile ortak
dagilhmi vardir. (2) teki —bababa — — ile baglayanlar (2% = 8 tane) (2) dagiliminda sayildigi igin 32 — 8 farkh
dagilim yapilabilir.

(5) — — — — baba— igin yapilabilecek 32 dagihimdan bazilari (1) veya (3) te yer almistir. (1), (3), (5) in ortak
dagilimlar1 — — bababa— seklindedir. Bunlarm sayisi1 da 22 = 8 dir. (5) in (2) veya (4) ile ortak dagilimi
yoktur.

6) ————— baba igin 32 dagilim yapalim. (6) nin (3) veya (5) ile ortak bir dagilimi yoktur; ama (4) veya
(2) veya (1) ile ortak dagilimlar1 vardir. (2) veya (4) ile ortak dagihmlar — — —bababa seklinde olup 2% = 8
tanedir. (1) ile ortak dagilimlar baba — baba seklinde olup 2! = 2 tanedir. O halde (6) icin daha énceki
dagilimlarda sayilmayan 32 — 8 — 2 tane yeni dagilim mevcuttur.

Toplamda 6-32 —4-8 —2 =532 — 2 = 158 dagilim mevcuttur.

Farkl boylarda 17 kisi yan yana dizilmis olsun. Bunlardan n tanesi artan ya da azalan bir boy sirasinda

kalacak sekilde geri kalanlar siradan uzaklagtiriliyor. Bu dizilig ne olursa olsun, boyle bir iglemi olanakl kilan
en biiyiik n sayisi agagidakilerden hangisidir?

a) 8 b) 7 c)6 d) 5 e)4
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Coziim:

Yanit: @

1. kiginin boyu a; olsun.

x; ile a; ye kadar olan en biiyiik artan alt dizinin eleman sayisini, y; ile de a; ye kadar olan en biiyiik azalan
alt dizinin eleman sayisini gosterelim.

f@) = (x;,y;) swal ikilileri igin ¢ # j iken f(i) # f(j) dir. (Cinki dizide a; den sonra gelen say1 a; den
biiytik oldugunda z; 1 = x; + 1, kiigiikk oldugunda y;+1 = y; + 1 olacaktir.)

Bu durumda f(1), f(2),..., f(17) sirah ikilileri birbirinden farklhdir. 1 < z; <4 ve 1 < y; < 4 oldugunda en
fazla 16 sirali ikili tanimlanabilecegi igin en az bir ¢ degeri i¢in z; > 4 veya y; > 4 olmali. Yani herhangi bir
{a;} dizisi i¢cin max(f(17)) = max(z17,y17) > 4 olmal.

1,2,3,...,17 dizisini disiinelim. x17 = 17 olabiliyor.

17,16, ...,1 dizisini diisiinelim. y;7 = 17 olabiliyor.

4,3,2,1,8,7,6,5,12,11,10,9, 16, 15, 14, 13, 17 dizisini diiglinelim. x17 = 5 olabiliyor, daha fazla olamiyor.
O halde dogru yamt d) 5.

Daha ayrintili bilgi icin Erdds-Szekeres Theorem.

r € Rigin fi(x) = 22 — 2z ve n > 1 icin f,11(x) = fi(fn(x)) bagmtilaryla fi, fo, f3,... fonksiyonlar:
tanimlaniyor.

f1906 fonksiyonunun [0, 2] kapali arahiginda alabilecegi en kiigiik ve en biiylik degerler agagidakilerden han-
gisidir?
a) 0 ve3 b) 0 ve 2 c) —1ve24 d) —1ve3 e) —1ve0

Coziim 1:

Yanit: @

fi(z) = 22 — 2z fonksiyonun grafigi agagida verilmistir.

[0,2] araliginda —1 < fi(x) < 0.
—1< fi(z) <0 araliginda 0 < fo(x)
0 < fa(z) < 3 araliginda —1 < f3(x)
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—1 < f3(x) < 3 araliginda —1 < fy(z) < 3.

n >4 igin —1 < f,(z) < 3 olacaktr.

f1996(1) = 3 olacaktir. En biiyiik deger bulunmug oldu.
f1996(x0) = —1 olacak gekilde 0 < z¢ < 2 sayis1 var nudir?
f1995(x0) = 1 olmali.

Yeterince kiiciik 0 < z sayilar i¢in 0 < fi(x) < fs(x) < -+ < figeos(x) =a <1ve 0> fo(x) > falz) > >
fiooa = (@ —1)2 — 1 > —1 gartlan saglanabilir.

fro04(xg) = 1 — v/2 olacak sekilde xq secersek —1 < fig96 en kiiciik degerine ulagabilir.

O halde yanmt (D) sikkidur.

Aslinda f996(z) = —1 denkleminin bir¢ok ¢6ziimii vardir.

Agagidaki adimlar izlenip bunlardan biri bulunabilir:

2?2 =2z =1= 2z =1=4+/2 oldugu icin figo4(x¢) = 1+ v/2 olabilir.

f(x) = 2% — 22 = (z — 1)? — 1 6zdegligini kullanirsak hesaplamalarimizi daha kolay yapabiliriz.

fx)=(x—-1)2-1=1+v2= 2, =1+ v2+ V2 oldugu icin f1g93(0) =14+V2+V2

xo—1+\/2+\/2+ +\f

1993 tane 2

f(xo)zl—\/2+\/m

1994 tane 2

To=1% 2—\/2+\/2+\/--~+\/§

1994 tane 2

Cozim 2:

Cevap: @

Verilen fonksiyonu fi(z) = (z — 1)? — 1 olarak yazalim. Bu durumda f,,1(z) = (f.(z) — 1)? — 1 olacaktir.
Bu fonksiyonlarin hepsi polinom oldugundan stirekli ve tiirevlenebilirdir. f,,11(z)’in minimum ve maksimum
degerleri ya x = 0 ve x = 2 siur degerlerinde ya da f; ;(z) = 0 lokal ekstremumlarda alimr. = 0 ve z = 2

i¢in fr41(x) =0 olur.
Fr(@) =25 (2) (fu(2) = 1)

olacagindan lokal ekstremumlar f,(z) = 1 veya f)(z) = 0 oldugu x degerlerinde almr. f](z) = 0’1 de
acgarsak, fn,_1(x) = 1 veya f/_,(xz) = 0’a ulagiriz. Bu sekilde ilerlersek, fig9¢(x)’in lokal ekstremumunun
2 < k <1995 igin fr(z) = 1 oldugu noktalarda ve x = 1’de oldugunu goriiriiz. z = 1 i¢in f1(1) = —1,
f2(1) =3, f3(x) = 3 ve bu sekilde ilerlenince f1996(1) = 3 bulunur.

fe(x) = 1ise fri1(z) = —1, fry2(x) = 3 olur ve k + 2’den sonra hep 3 olarak ilerler. Dolayisiyla k = 1995
haricinde bu degerlerden de hep figos(x) = 3 gelir. & = 1995 igin fig96(xz) = —1’dir. Dolayisiyla eger
f1o96(x) = —1 veya fig95(x) = 1 olacak gekilde bir 2 oldugunu gosterirsek minimum ve maksimum degerlerin
—1, 3 oldugunu gostermis oluruz. Bu da barizdir ¢iinkii f1995(0) = 0 ve f1995(1) = 3’diir. Yani (0, 1) araliginda
bir x igin fig95(x) = 1 olmalidir.

Sonug olarak en kiiciik deger —1, en biiyiik deger 3’tiir.
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Asgagidaki a sayilarindan hangisi igin;
n® =n (mod a) bagintisini saglamayan en az bir n tam sayisi vardir?
a) 667 b) 561 c) 547 d) 503 e) 491

Coziim 1:

Yanit:

Her n =0 (mod a) sayist i¢in denkligin saglandigr agiktir. Bunun i¢in n # 0 (mod a) kabul edelim.
Fermat’in Kiigiik Teoremi geregi a asal sayilar i¢in n® = n (mod a) daima saglanir.
Siklardan a = 561 in 3 ile bdliindiigii, yani asal olmadigi hemen goriilebilir.

Bu noktada siklardaki diger sayilarin asal olup olmadigi hakkinda bir test yapmadik. Ayrica bilesik a sayilar
i¢in de denklik saglaniyor olabilir. (Nitekim boyle sayilar vardir ve bu sayilara Carmichael Sayilar: denir. 561
de ilk Carmichael Sayisidir.)

O halde cevabm 561 oldugunu iddia etmek yanlhg bir ¢6ziim olacaktir. (Muhtemelen 1996 yilinda bu smava
girenler arasindan en yiiksek puan elde eden 100 kisi icinde hatir1 sayilir sayida ogrenci bu soruda B gikkini
isaretlemigtir.)

561 =3-11-17 dir.
p € {3,11,17} olsun.

n # 0 (mod p) olmak iizere;

560 — 561

n?~1 =1 (mod p) ve p—1 | 560 oldugu igin n (mod p) ve n
n =0 (mod p) igin zaten n? = n (mod p) saglanacaktir. Bu durumda her n sayis1 igin p | n5* —n dir.

n®! — n sayis1 hem 3 e, hem 11 e, hem de 17 ye tam bdliiniir. Bu durumda her n sayisi icin n®! = n

(mod 561) dir.
O halde yanit, 561 olamaz.

=n (mod p) olacaktir. Diger taraftan

Bu durumda siklardaki diger sayilarin asalliklarini da test etmemiz gerekecek.
667 = 23 - 29.

n%67 = (n22)30 n"=n"=n (mod 23)

27 =13 # 2 (mod 23)

a = 667, n = 2 i¢in verilen denklik saglanmaz. Bu durumda cevap A sikkidir.
a = 667 igin denkligi saglamayan n = 2 sayisini nasil bulduk?

23 asal say1 oldugu igin en az bir g sayisi i¢in ordas(g) = 22 dir. (Her p asal sayisi i¢in en az bir ilkel kok
vardir.) Yani g ilkel kokii igin g% # 1 (mod 23) ve ¢” # g (mod 23). Yani a = 667 igin en az bir n = g sayist
i¢in denkligin saglanmadigini biliyoruz. i§in ilging tarafi 2, mod23 te bir ilkel kok degildir; ama denkligi
saglamadig1 yukarida yaptigimiz gibi kolayca gosterilebilir.

667 in saglamadigim gordiikten sonra diger sayilarin test edilmesine gerek kalmuiyor.
(Gergekten de 491,503, 547 sayilart birer asal sayidir.)

Coziim 2:

geo hocamin da dedigi gibi bu esitligi her n i¢in saglayan bilegik a pozitif tamsayilar1 Carmichael sayilar
olarak adlandirilir. Gergi kullanilan tanimi su sekildedir;

Carmichael Sayilari: Bir bilesik a pozitif tamsayisi (a,n) = 1 olan herhangi bir n tamsayis icin n¢~! =1
(mod a) denkligini sagliyorsa a’ya Carmichael sayisi denir.

Ancak bu iki tanim denktir ve ikisi de kullanilabilir. Bununla birlikte Carmichael sayilariyla ilgili en bilinen
teorem su sekildedir.

Teorem: Bir n bilegik sayis1 Carmichael sayisidir ancak ve ancak n sayisi karebolensiz ve p | n olan her p
asal sayisi igin p — 1 | n — 1'dir.
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Bunun ispatini yapalim. n sayisinin Carmichael oldugunu kabul edelim. Iki tammi da kullanabiliriz ama ben
sorudaki tanimi kullanacagim. ¢ | n olan bir asal igin @ > 1 igin ¢* | n olsun. Bu durumda

n—1 _ n—1

¢""=q (modn) = n|gq

—q¢ = ¢"“|¢" " —q¢

olur. n—1 > 2 oldugundan ¢"~! — ¢ ifadesi en fazla ¢’nin birinci kuvvetine béliiniir. Dolayisiyla a = 1 olmak

zorundadir. Demek ki n’yi bolen herhangi bir asalin karesi n’yi bélmiiyor. Bu da n karebdlensizdir demektir.
Simdi ise rastgele bir p | n asali alahm. p modunda ilkel kok olan bir m tamsayisim secersek m? = 1 (mod p)
olmasim saglayan her d icin p — 1 | d olacaktir. Mertebe konusu ile ilgili Lokman hocanin yaymladig dersler
bulunuyor, inceleyebilirsiniz.

n—1 _—_

m (modn) = m"=m (modp) = m" =1 (modp) = p—1|n—1

n —

m

bulunur.

Simdi ise n’nin karebolensiz ve p | n olan her asal say1 i¢in p— 1 | n — 1 oldugunu varsayalim. n = pyps - - - pg
diyelim. Herhangi bir a tamsayisi i¢in (a,n) | n = p1pa - - - pr oldugunu kenara yazalim. Cin kalan teoreminden

n

a”=a (modn) < (Her p; | n asali igin " =a (mod p;))

olur. p; asallarini (a,n)’yi ve dolayisiyla a’y1 bolenler ve bolmeyenler olarak ayiralim.
Eger p; | a ise a™ = a =0 (mod p;) olacagindan ispatlanacak bir gsey yoktur.
Eger p; |/a ise (a,p;) = 1’dir ve

n 1

a"=a (modp;) < a" " =1 (mod p;)

olur ki bu da dogrudur ¢iinkii p; — 1| n — 1 oldugundan
1 n=1\Pi—1
a" Tt = (aprl) =1 (mod p;)

olur. Ispat boylece biter.

Dolayisiyla ana soruya doniilecek olursa, verilen a sayilarimi asal garpanlarina ayirip, karebolensizligine ve
p—1|n—1 sartim saglayip saglamadigina bakabiliriz.

667 = 23 - 29 igin 22 |/666 oldugundan istenilen saglanmaz ve 667 bir Carmichael sayis1 degildir.
561 =3 |11 |17 igin 2,10, 16 | 560 oldugundan 561 bir Carmichael saysidir.

547,503,491 sayilar asal oldugundan Carmichael degildir ama Kii¢lik Fermat teoreminden istenilen esitligi
saglar.

2% — 2+ 1 polinomunun 2" — z + 1 polinomunu tam olarak bdlmesini miimkiin kilan n pozitif tam sayilarimin
kiimesi agagidakilerden hangisidir?

a) {2}

b) {neN : n=2 (mod 3)}

c){neN : n=2 (mod 6)}

d) {neN : n=2 (mod 12)}

e) Higbiri

Cozim:

Cevap:

2? —x+1 polinomunun z"™ — x + 1’i bolmesi i¢in 22 —z9+ 1 = 0 olan herhangi bir ¢ € C igin 2§ —2o+1 =10
olmalidir. 2 — z + 1’in kath kokii olmadigindan bu ayni zamanda gerek ve yeterli sarttir. zg # —1 oldugunu
not alalim.

2 —20+1=0 = (zo+1)(2f 2o+ 1) =23 +1=0 = 2} =-1 = 2§=1
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a €{0,1,2,3,4,5} olmak iizere n = a (mod 6) igin
al —xo4+1= @0 al —azo+1=28 —zo+1
olacaktir. z3 = 2o — 1 oldugundan, buradan
28—z +1=af — 22 =ad(z372 1)

elde edilir. 2y # 0 oldugundan z§ 2 = 1 olmahdir. 23 = —1 ve a € {0,1,2,3,4,5} oldugu goz éniinde
bulundurulursa, a = 2 elde edilir. Yani n = 2 (mod 6)’dir. Yapilan iglemler geri dondiiriilebilir oldugundan
bu formattaki tiim n’ler istenileni saglar.

Not: Polinomlar R {izerinden tanimlansa bile R’i kapsayan en kiigiik cebirsel olarak kapali cisim karmasik
sayilar oldugundan yukarida kullanilan teorem saglanmalidir.

f:7Z x Z — Z fonksiyonu, her z,y € Z igin,
) fle+Ly+1)+ fzy)=flzy+ )+ flz+1y)
2) f(z,0) = 2?
3) f(0,y) = -y
kogullarini sagliyor. f(1000,996) asagidakilerden hangisidir?
a) 7984 b) 1996 c) 16 d) 4 e) Higbiri

Cozim 1:

Yanit:

Test teknigi ile f(x,y) = 2% — y? fonksiyonunu tahmin etmek zor degil.

(1) de verilen fonksiyonel egitlikte « ler f nin ilk parametresinde, y ler f nin ikinci parametresinde kalmus.
f(z,y) = g(x) + h(y) seklinde bir fonksiyon (1) i saglar.

(2) ve (3) ten g(x) = 22 ve h(y) = —y? nin sagladigr goriiliir.
£(1000,996) = 1000% — 996% = (1000 — 996)(1000 + 996) = 4(2000 — 4) = 8000 — 16 = 7984

Coziim 2:

Yanit:

fla+Ly+1)— fla+1,y) = f(z,y+ 1) — f(z,y) teleskopik bagntisim goz ontine alalim.
y=0,1,2,...,n — 1 tam say1 degerini verirsek f(xz+ 1,n) — f(x +1,0) = f(z,n) — f(z,0) olup

fle+1,n) = f(z,n) = (z + 1) - 2?

elde edilir. Simdi de bu teleskopik ifadede x = 0,1,2,...,m — 1 tam say1 degerlerini verirsek f(m,n) —
f£(0,n) = m? — 02 olup

f(m,n) =m?* —n?

¢Ozlimiine ulagilir. Ayrica bu ¢6ziimiin, verilen ana denklemi sagladigi kontrol edilebilir. Boylece f(1000,996)
10002 — 9962 = (1000 — 996) (1000 + 996) = 7984 bulunur.

Bir tiggen, olusacak iiggenlerin tiim kogelerinde ayni sayida kenar kesigecek sekilde n tiggene ayrilabiliyorsa
n en ¢ok kag olabilir?

a) 19 b) 15 c) 7 d) 3 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

n i¢in ist limit yoktur.

Bir iiggenin kenarorta noktalarini birlestiren tiggeni ¢izelim. Bu prosediirii stirekli uyguladigimizda ilk tiggenin
kogeleri harig diger tiim kogelerde 4 kenar kesisir. (bkz. ilk gekil)

ﬁggeni ikinci sekildeki gibi 7 iiggene ayirdigimizda her koseden 4 kenar cikar. En icteki iiggen yukarida
anlatildigi gibi kenarorta noktalar: iizerinden sinirsiz sayida tiggene ayrilabilir.

Ortaya cikan sekilde tiim kogelerden 4 kenar gikmig oldu.

Elemanlarindan herhangi ikisi aralarinda asal olan ve herhangi ikisinin fark: ti¢iinciisii ile boliinen, ii¢ elemanl
tim {a, b, ¢} C Z kiimelerini dikkate aldigimizda, asagidakilerden hangisi dogru degildir?

a) a,b, ¢ sayilarindan en az biri negatif olmalidir.

b) Sifirdan farkh hangi ¢ tam sayis:1 verilirse verilsin, {a, b, ¢} istenen kogulu saglayacak bigimde a ve b tam
sayilar1 bulunur.

¢) a,b,c sayilarindan en az birinin mutlak degeri 1 ya da 2 dir.
d) a, b, c ardigik tam sayilar olamaz
e) Higbiri

74


https://geomania.org/forum/index.php?topic=8250.0

4. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinavi - 1996 geomania.org

Coziim:

Yanit:

0 ile boliinebilme tanimsiz oldugu i¢in a, b, ¢ den hicbiri 0 olamaz.

Sayilardan en az ikisi birbirine esit olsun: a, a, ¢ gibi

¢ |0 vea|c—aolmah. Ilki stfirdan farkl her say1 icin dogru, ikinci ise a | ¢ iken dogru. (a,c) = 1 oldugu
i¢gin a € {—1,1} olmal.

Her ¢ # 0 sayisi igin (1,1, ¢) tigliisii sorudaki sart1 saglar. (¢ |0 ve 1| c¢—1)

Bu durumda (A) énermesi dogru degil ve (B) onermesi dogrudur. (Her ¢ sayisi i¢in a = b = 1 alinabilir.)
Cevabin (A) oldugu bu asamada belirlenmig oldu. Sorunun sithhati agisindan yine de devam edelim.
Sayilarim ardigik oldugunu varsayalim.

(a,a+1,a+2)icina | 1 vea+2|1olmal. a € {-1,1} vea+2 € {-1,1} = a € {-3,—1} in ortak
¢Ozlimii a = —1 dir.

(—1,0,1) sayilar sorudaki sarti saglamayacagi igin a, b, ¢ sayilar1 ardigik tam sayilar olamaz. (D) dogrudur.

Sayilardan en az ikisi birbirine esitken bu esit sayilarim —1 veya 1 oldugunu gérmiistiik. Bu sart altinda (C)
sikki dogru oluyor. Diger sartlar igin (D) nin dogrulugunu aragtiralim:

Sayilardan higbiri digerine esit olmasin:

Sayilar a < b < ¢ seklinde siralansin.

alc—b,b|c—avec|b— a olacaktir.

a<c—b,b<c—avec<b—aolmal.

a+b<c<b—a=2a<0=a<0olmal.

Bu bilgiyi kullanarak a < b < ¢ ifadesini —a < ¢ — b seklinde yazabiliriz.
b—a<c<b—aolduguicinc=>b-—a.

b|c—aifadesi b |b— 2a ya doniigiir. Bu da b | 2a oldugu anlamina gelir. (a,b) = 1 oldugu igin b | 2 olmali.
Bu durumda b € {-2, —1,1, 2} olacag i¢in (C') de dogrudur.

Not: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yili basimh Tiibitak Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda
cevap (FE) olarak verilmistir. Oradaki ¢oziim hataldir.

A B

Sekilde ABC'D kare,
m(@) = 90° ve [BD] nin orta noktasi F dir.
|[EA| =a, |[EF|=b, |ED|=cise
ABD {iggeninin alani agagidakilerden hangisidir?
b% + ac

3

d)bz—% e) b* — ac

a) a®> +b% + ab b) b + 4ac c) 5
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Coziim 1:

Yanit:

AF 1 BD oldugu i¢in AEDF bir kirigler dértgenidir.
Ptolemy uygularsak AF-ED + AE-DF = EF - AD, yani AF-(a+c) =b-AF -2 = a® + ¢ = 2b% — 2ac.
AD?*  a*+¢?

5 = 5 =b%—ac

[ABD] =
Cozim 2:
ED uzantist lizerinde ACGD = AFEDA olacak sekilde G noktasi, benzer sekilde E'A uzantisi {izerinde I

noktasi alalim. I B ile GC, H de kesigsin. AEDA = ANGCD = AITAB = AHBC ve EGHI kare olacaktur.
Simetriden EF = GF = HF = IF yani F noktas1t hem ABCD karesinin hem de EGH I karesinin merkezi

olacaktir.

[ABCD] = [EGHI| —4-|[EDA] =2-EF? —2-EA- ED = 2b? — 2ac olacaktir.
ABCD

Bu durumda [ABD] = % =b% — ac olur.
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5. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinavi - 1997

Kenar uzunlugu 24 olan bir ABCD karesinin [AB], [BC], [CD] ve [DA] kenarlan {izerinde sirasiyla, E, F,
G ve H noktalar1 alimyor. |DG| = |DH| = 9 ve EFGH doértgeni, tabanlarindan biri [HG] olan bir yamuk
ise, bu yamugun alani en ¢ok kag olur?

a) 441  Db)306 c¢) 288 d)270 e) 225

Coziim 1:

Yanit:

AC || GH || EF oldugu i¢in BE = BF = «z tir. BD 1 AC dolayisiyla BD L EF ve BD 1| GH.
Daha genelini ¢ézmek adina DH = DG =9 =y ve AB = 24 = qa diyelim.

GH + EF = (y +)V2

BD, EF ve GH yi sirasiyla I ve J de kessin.

2 (20— —y)V2
Yamugun yitksekligi IJ = BD — BI — DJ = a3 — Y +2z)\[: (24 I2 y)V2

Yamugun alani
(GH+EF)IJ (y+z)2a—2z—y)
A= 5 = 5 (1)

2
Toplamlar: 2a = 48 olan iki saymin carpimi en fazla a x a = 242 olabilir. Bu durumda max A = % = 288

dir. B
Not: (1) de z+y = z dersek else edilen 2. dereceden polinomun en biiyiik degerini paraboliin tepe noktasindan

yola ¢ikarak ya da polinomun tiirevini alarak da elde edebiliriz. Bizim ¢6ziimde uyguladigimiz ise AO > GO
esitsizliginin pratik hali.

Cozim 2:

Daha genelini, yani kenar uzunlugu verilen bir karede DG = DH sartiyla olusturulan FFGH yamuklarinin
alaninin en fazla karenin alaninin yarisina esit olacagini ispat edecegiz.

[ABCD)]

DH = DG = AE = CF olacak sekilde E, F, G, H noktalarin1 secelim. Agik sekilde [EFGH| = 5

dir.

Bunun haricinde se¢ilen Fy, F}y noktalar: (soldaki sekil) ve Eo, F5 noktalar (sagdaki sekil) igin [E4 Fi1GH] <
[EFGH] ve [ExF,GH] < [EFGH] oldugunu gosterecegiz.
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Ep E
V
L\

&

E,, Fy igin (soldaki sekil); F1H N EF = {K} ve iGN EF = {L} olsun.
EFGH ve E1F1GH yamuklarinda K LG H ortak alandir.

A

H

D G C D

[EHE,] = [E\FE) > [E,LE] = [EKH| > [E,KI] (1)

Simetriden dolay1 [FHK] = [FGL] ve [EE, FH] yamugunda [EHK| = [E 1 FK].
F1F FK yamugunda KF > E; F} oldugu icin

[E1LFy] < [E1KF] = [FGL) (2)
(1) ile (2) yi birlestirdigimizde [EK H] 4 [FGL] > [EyLFy] + [Ey K L] = [E1 L1 FK] dolayisiyla
[EFGH] > [E,F\GH| (3)

elde ederiz.
Es, F» igin (sagdaki sekil); EH N ExFy = {M} ve FG N EyF; = {N} olsun.
EFGH ve E5FyGH yamuklarinda M NGH ortak alandir.

[EsHE)] < [ENE,] = [E;HM) < [ENM] (4)
[EFN] = [EFFy] = [GFFy] > [F,GN] (5)
(4) ile (5) birlestirildiginde [EFNM]| = [EFN| + [ENM] > [E;HM] + [F>GN| dolayisiyla

[EFGH] > [EyF>GH)| (6)

elde edilir. B
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Cozim 3:

AC || GH || EF ve DH = DG oldugu i¢in BE = BF ve EFGH ikizkenar yamuktur. Dolayisiyla FH = EG.

EG ile FH arasinda kalan ac¢1 2« olsun. ZEGC = 45° + « olacaktir.
a
AB = a dersek, FG = ————
a dersek, (5> + ) ve

1 1 in2
[EFGH] = ;- EG-FH -sin2a = ; -’ pnoe (1)

2 sin?(45° + )

olur.
1
sin?(45° + @) = (sin45° cos o + cos 45° sin a)? = sin® 45°(cos o + sina)? = 3 (1 + sin 2a) degerini (1) de
yerine yazarsak
sin 2« 1
EFGH|=a? — " 2. — 9
EFGH) =" 1 §2a =% 1 @
sin 2«
2

max[EFGH] i¢in sin 2o = 1 olmali. Bu durumda max[EFGH]| = % olur.
Cozim 4:
D(0,0, A(0,24), B(24,24), C(24,0) olsun.
G(9,0) ve H(0,9) olacaktr.
E(x,24) dersek F(24,x) olacaktir.

0 9

9 0 2 2 2

1 1 24 — (x — 24
[EFGH]|==-[24 x|=--]92+24%+92—9% — 2% = W9 < =288
2 2 2 2
r 24
0 9

Kenar uzunluklan |AB| = 5, |BC| = 4 ve |[AC| = 7 olan ABC ii¢geninin koseleri merkez alinarak, ikiger
ikiger birbirine digtan teget ii¢ cember c¢iziliyor. B ve C' merkezli gemberlerin degme noktas1 E ise, |AF]
nedir?

a) V6 b) V7 c) 25 d) 26 e) 27
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Coziim:

Yanit:

A, B ve C merkezli gemberlerin yarigaplar: sirasiyla x, y, z olsun.

a=y+z=4b=cx+z=Tc=x+y=>5
a+b+c

5 8

rty+z=

52.3+ 771
4
Dikkat edilirse gemberler birbirine i¢teget ¢gemberin kenarlara degdigi noktada dokunmakta.

BE =y =1ve CE = z = 3. Stewart’tan AE? = —3.1=98 = AE = 2/7.

N sayisinin ondalik yaziliminda birler basamagindaki rakam 2’dir. Bu rakami bulundugu yerden kaldirip en
basa yazdigimizda elde ettigimiz say1 N’nin iki kat1 ise, N’nin basamak sayis1 en az kacgtir?

a) 12 b) 36 c)4 d) 18 e)6
Coziim:

N =ay,_10n_5...012 ve N' =2a,,_1ay,_a...a; olsun.

N -2
Ap—-10p—2...01 = 10

olacag1 i¢in

N -2
N’:2-10"*1+T:2N:>2(10”—1):19N
Bu durumda 10" =1 (mod 19) olmal.

Fermat’tan 10'® = 1 (mod 19) oldugunu biliyoruz; ama bu demek degil ki en kiigiik n sayis1 18 dir. (10,
mod19 da bir ilkek kok ise aradagimiz cevap 18 olacak)

Bu sart1 saglayan en kiigiik say1 d olsun. 107 = 1 (mod 19) ve d | 18 olmal.
d < 18 ise 10° =1 (mod 19) veya 10° =1 (mod 19) olmali.
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10> =5 (mod 19), 10* = 12 (mod 19), 105 = 122 = 11 (mod 19), 10° =11-12 =11 = —1 (mod 19) oldugu
igin 10" =1 (mod 19) denkligini saglayan en kiigiik n tam sayis1 18 dir.

Not: Siklardan gitmek istersek sadece 6 y1 denememiz yeterliydi.

A, B,C, D den her birinin ya her soyledigi yalan, ya da her séyledigi dogrudur. Aralarinda su konusma geger:
A, B ye “Sen yalancisin” der. C, A ya “Asil sen yalancisin” der. D, C' ye bunlarmm (A ve B nin) ikisi de
yalanci der ve “Ayrica sen de yalancisin” diye ekler. Bu dort kisi i¢indeki yalancilarin kiimesi agagidakilerden
hangisidir?

a) {B,C,D} b) {B,D} c) {A,B,C} d) {A,C} e) {A, D}

Coziim:

Cevap:
Eger A yalanci degilse B ve C yalancidir. Bu durumda D’nin ilk soyledigi yalanken ikincisi yalan degildir.
Bu bir celigkidir.

Eger A yalanciysa B yalanci degildir. C' de yalanci degildir fakat D yalan sOylemistir. Bu durumda yalancilar
{A, D} dir.

a,b,c,d,e, f,g,h,i,jharfleri, a, b’den ve ¢ de d’den daha 6nce gelmek kogulu ile kag degisik sekilde siralanabilir?

10!

10! s
a) Jisr b) = c) 8! d) 4-6! e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

a, b kendi igerisinde yer degistiremeyecegi, ¢, d kendi igerisinde yer degistiremeyecegi icin; a, b, ¢, d, e, f, g, h, 1, j
viz,z,y,y,e, f,g,h, i, 7 gibi disiinebiliriz.
10! 10!

ol = 1 elde edilir.

{(z,y) e R? :y =2 — 3}, {(v,y) € R? : y = (z — 3)?}, {(x,y) € R? : y = (x — 3)3} kiimelerinden en az
ikisine ait olan noktalarin sayisi kagtir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

r=3=@-3?%=(2-3)((r-3)—1)=0=m1 = 3,12 =4 = (3,0),(4,1)
r—3=(2-32=(z-3)((z—-3)2?-1)=0= 21 =3,20 =4,23 =2 = (3,0),(4,1),(2,-1)
(x=3)2%=(@x-3°=(x-3)2((z—-3)—-1)=0= 12, = 3,25 =4 = (3,0),(4,1)

Grafik igin: wolfram

2

m ve n pozitif tamsayilar olmak iizere, 2n? — 36 = m? — mn denklemini saglayan kag (m,n) siral ikilisi

vardir?
a) 2 b) 0 c) 4 d) 3 e) Sonsuz ¢oklukta
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Coziim:

Yanit:

Esitligi diizenledigimizde 36 = 2n? + mn — n? = (2n — m)(n + m) elde ederiz.

(2n — m) 4+ (n 4+ m) = 3n oldugu i¢in 36 y1 toplamlar1 3 iin kat1 olan iki ¢arpan geklinde yazmaliy1z.

3-12 =236,6-6 = 36 ve 12-3 = 36 durumlarindan (m,n) = (7,5), (m,n) = (8,4) ve (m,n) = (—2,5)
bulunur.

m ve n pozitif oldugunundan aradigimiz yanit 2 dir.

[AC] ve [BD] kosegenlerinin orta noktalari, sirasiyla M ve N (M # N) olan bir ABC'D dortgeninde M N
dogrusu [AD] kenarmm P, [BC] kenarin1 da @) noktasinda kesiyor.

Alan(MAP) = z ve Alan(PDCM) = y ise, |gg| nedir?
Yy—x y—2x T+ 2y Yy —x 2x +y
b d
a) z ) 2z ©) 2y ) 2z e) Y
Coziim 1:

Yanit: @

D den gecen ve M N ye paralel olan dogru BC ve AC ile sirasiyla R ve S noktalarinda kesigsin.

ND =NB = QR=QB ve AM = MC bilgisiyle,

PD _MS _MS _QR_QB _, Q)
AP  AM MC QC QC

[MAP] AP-AM 1 AP 1 1 11z
[ACD]  AD-AC 2 AD 2 AP+PD 2 1+k z+y
AP
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Y gy p— k=Y m
2z 2z
Cozim 2:

Test mantigiyla ABC'D yamuk olarak ele almabilir. (AB || CD)

Bu durumda [MAP] = z, [PDCM| = y = 3z tir. Aradigimiz yamt ise QB : QC =1 dir.
-z 3Jr—=x

Siklardan sadece 4 =1 saglar.

2x 2x

@ (an)S2; tamsayr dizisi, a; = 1 (mod 13), ag = 4 (mod 13) ve n > 3 i¢in, a, = 4a,—1 — 4a,—2 (mod 13)
kogulunu saghyorsa, aigo (mod 13) asagidakilerden hangisidir?

a) 7 b) 6 c) 12 d) 9 e) Higbiri
Coziim 1:

Yanit:

a; =1,

as =4,

a3 =4-3=3-22
ag=4-(3-22—-4)=4.23
as=4-(4-23-3-22)=5.24
Iddia: ay =mn-2""1

py1 = 4(an - anfl)
= 4(n-2""t—(n—-1)-2772)
— 4(n . (27171 _ 2n72) + 2n72)
4(n . 2n72 + 2n72)
= 4(n+1)2n2
= (n+1)2" =

Soruya geri donersek,

olacaktir.

Fermat’in Kiigiikk Teoreminden

a0 = 100-299 (mod 13)
= 9-29.2%  (mod 13)
= 72 (mod 13)
= 7 (mod 13)

Cozim 2:

Dogrusal indirgemeli dizilerin ¢6ziim yontemini uygulayacagiz.

ap =72, p1 =T, an_o = 1 olarak aldigimizda,

rP=dr—4=(r-27=0=r,=2
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Bu durumda genel terim
an=0a-2"+b-n-2"

seklinde olacaktir.

1
a1 = 2a+ 2b =1 ve ag = 4a + 8b = 4 denklemlerinin ortak ¢éziimiinden a =0 ve b = 3 gelecektir. O halde

genel terim
ap =n-2""1

olacaktir.

a100 = 100-2% elde edilir. Fermat'in Kiigiik Teoreminden faydalanarak ya da 2° = 64 = —1 (mod 13) oldugu
fark edilerek ajgo =7 (mod 13) sonucuna ulagilabilir.
Cozim 3:

Bir nevi dogrusal indirgemeli dizilerin ¢oziim yonteminin ispatini yaparak sonuca gitmeye caligalim.

an =4a,_1 —4a,_2

Her tarafl 2™ ile bolelim.

Qp, Gp—1 Ap—2
no_ 9. — 1
on gn—1 on—2 ( )
1
b, = ;—Z dizisini tamimlayalm. b; = 5 ve by = 1 olacaktir. (1) deki esitligi b,, cinsinden yazarsak
byp =2bp,—1 — b2 (2)
elde edilir. Biraz diizenlemeyle
by —bp1 =bp_1 —bp_2 (3)

elde edilir. Tim ardigik terimlerin farki birbirine esit oldugu i¢in b,, dizisi aritmetik dizidir.

1
bn_bn—1:b2_b1:§ (4)
b, genel terimini
b= (n—1) = +b =2 (5)
" 2 "2
seklinde elde ederiz. Bu durumda a,, dizisi,
an = 2"b, = 2" - g = non-! (6)

olarak elde edilir.

Fermat’in Kiiciik Teoreminden

a0 =100-2"=9-(2%)% .22 =72=7 (mod 13)
elde edilir.
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1 1 1 1
10| T = + + +o

[10] IV2+2V1  2v343vV2  3vV2+4V3 1996+/1997 + 1997+/1996
hangisi dogrudur?

43 44

— T —

Au<T<g

43 43

— <« T < =

P) 16 <7<

1995

1996 - 1997
1996

1997 - 1998
e) Higbiri

toplami icin asagidakilerden

c) T =

d) T =

Coziim:

Yanit:

1996 1
T=> seklinde yazilabilir.
=1 i/E+ 1)+ G+ 1)V

1 (i +1)Vi—i/(i+1)
i+ + (i +1)Vi ((i+1)\/{+i\/W) ((i+1)\ﬂ—i\/m)
(i +1)Vi—i/(i+1)

(i+1)% —2(i + 1)

(i 4+ 1)Vi—iy/(i+1)

14+ 1)1
a4
Vi Vit1
Bu durumda T'=1 — ; olur.

V1997

1 1
442 < 1997 < 452 oldugundan,

1
152 S 1997 < 122

1 1 43 44
— il k S 1 eklersek, 1 — — < T <1—— — < T < — bul .
1le carptiktan sonra 1 eklersek, 1 <1l < 15 ve 1 <1< 5 bulunur

|AC| = 44/3 olan bir ABC {icgeninde [AB], [BC] ve [C'A] kenarlarinin orta noktalarn sirasiyla D, E ve F
dir. D, B ve E noktalarindan gecen ¢ember, bu tiggenin agirlik merkezinden de gegiyorsa, |BF| kagtir?

a)6 b)4/3 ¢)3v3 d)4 e)3

Cozim 1:

Yanit:

Agirlik merkezi G olsun.
DE || AC ve DBEG Xkirigler dortgeni oldugu i¢in /ZFAG = ZGED = ZDBG.
Buradan da F'G - FB = FA? elde edilir. (A.A. benzerliginden AFAG ~ AFBA.)
FG = x dersek F'B = 2z.

3% = (2vV3)? = 2 =2
Buradan da BF = 3z = 6 elde edilir.
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Cozim 2:

Agirhik merkezi G olsun. DF ile BF dogrular1 H de kesigsin.
DH = HE = /3.
HG = y dersek GF = 2y ve BH = 3y.

H noktasinin ¢embere gore kuvvetini yazarsak

DH-HE=BH -HG=3=3>—=y=1

Buradan da BF = 6y = 6 elde edilir.

Asagidaki P(x) polinomlarmdan hangisi i¢in, P(z) = Q(x)(z? + 1) + R(z)(x — 1) olacak sekilde tamsay1

katsayih Q(x) ve R(x) polinomlar1 vardir?
a) P(z) = 2% + 22% + 325 + 22

b) P(z) =% + 2" + 22+ 1

c) P(z) = 2%+ 22% + 2* + 32

d) P(z) =2 + 427 + 23 + 32 + 2

e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

P(1)=Q(1)-2+ R(1) -0 = 2Q(1).

Q(z) tam say1 katsayil oldugu Q(1) tam sayrdir. Dolayisiyla P(1) ¢ift tam sayidir.
Siklardan sadece A segenegindeki P(z) = x° + 225 + 325 + 2z, (P(1) = 8) ¢ift tam say1 deger verir.

Q(z) = 4 polinomu igin,

P(z) = 2% + 225 4+ 32° + 22 = 4(2%2 + 1) + R(x)(z — 1) esitligini saglayan R(z) polinomu vardar.

(R(z) = 28 + 27 + 25 4 32° + 62* + 623 + 62 + 22 + 4)

[a] ile a gercel sayisini agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosterelim. Her x gergel sayisi igin,

s+ [3] - [3)- 2

olarak tamimlanan fonksiyonun deger kiimesi agagidakilerden hangisidir?
a) [0,1) b) [0,2) c) [0,3) d) [0,4) e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

x> [z] >z — 1 oldugundan 1 — z > —[z] > —z olur ve

(-3 0-9)-0-9>- -]

olacagindan
3> f(x)>0

X X T
>r— o= 5=

bulunur. Test mantigiyla bu kadari cevabi bulmak i¢in yeterlidir ama tam ¢6ziim olmasi igin devam edelim.

f’nin deger kiimesi S olsun. Yukaridan gorebilecegimiz gibi S C [0,3) olacaktir. a € [0,3) olsun. Eger

a €10,2) ise . . .
f@y=a-[5]-[5] - [§]=¢
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olur ve a € S olur. Eger a € [2,3) ise

fla+3)=(a+3) - [a+3} _ [a+3] B [a+3

5 3 5 ] (a+3) 0=a

olur. Yani her a € [0, 3) igin a € S’dir. Buradan [0,3) C S ve S = [0,3) bulunur.

Digbiikey bir ABC'D dortgeninin kogegenlerinin kesigim noktast O, AOB ii¢geni ve COD {i¢geninin alanlar
sirasiyla 4 ve 9 ise bu dortgenin alani en az kag olur?

a) 20 b) 22 c) 24 d) 25 e) 27
Coziim:

Yanit: @

[BOC] = z ve [AOD] = y olsun.

AO/OC = [AOB|/|COD] = |[AOD]/|COD] = xy = 36.
AO > GO dan x +y > 2,/zy = 12

[ABCD] =z +y+4+9>12+13 = 25 olur.

Esitlik durumu @ = y = 6 iken, yani AB || CD iken saglanir.

Bir ABC'D digbiikey dortgeninde |AD| = 2, m(@) = m(@) = 90°, E ve F noktalar sirasiyla ABD
ve ACD iicgenlerinin i¢ teget cemberlerinin merkezi olmak iizere, |EF| = /2 ise |BC| nedir?

Wvi Y gf2 gV g

Cozim 1:

Yanit: .

ABCD bir kirigler dértgenidir. BE, ZABD nin agiortay: oldugu i¢in, ¢evrel gemberi AAD yayinin orta noktasi
G de keser. Benzer durumdan dolay1 C'E de cevrel gemberi G de keser. Bu durumda AAGD ikizkenar dik
icgen ve AG=GD = V2 olur.

/ABD
ZAED = 90° + = 135° ve benzer sekilde ZAFD = 135° oldugu i¢in AEF D kirigler doértgenidir.

AG = GD ve 2/AED + ZAGD = 360° oldugu i¢in AEF D nin g¢evrel merkezi G noktasidir. Bu durumda
AG =GD = EG = FG = /2 = EF, dolayisiyla AEFG eskenar olur.

AD kenarmin orta noktasma O dersek ZBOC = 2/BGC = 120° ve BO = OC = 1 olacaktir. ABOC bir
30° — 30° — 120° {icgeni oldugu icin BC' = BOV3 = /3 elde ederiz.

Coziim 2:

ZABD = ZACD oldugu igin ABCD bir kirigler dértgenidir.

LAED = 90° + £ABD

= 135° ve benzer gekilde ZAF D = 135° oldugu igin AEF' D bir kirigler dértgenidir.

/BAD /CAD /BAC
2 T 2 T2 (1)

/EAF = /FAD — /FAD =

Kirigler dortgenlerinde Siniis oranlarini yazarsak

E B sin /FAF B sin /FEAF @)
AD  sin/ZAED ~ sin145°
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& _ sin/BAC  sin Z/BAC
AD  sin/ABD  sin90°

3)

1
elde ederiz. EF = /2 ve AD = 2 degerlerini (2) de yerine yazarsak sin ZEAF = 5 Ve ZEAF = 30° elde

ederiz. Bu durumda (1) den elde ettigimiz ZBAC = 60° degerini (3) te yerine yazarsak BC' = /3 elde
ederiz.

Not:
EF . -\2AD? — EF?

sin 2a = 2 sin « cos  dontigimiuni kullanarak BC = 1D elde ederiz.

222 + ky? = 22 (mod 32) denkliginin; z,v, 2 tek tam sayilar olmak iizere, en az bir ¢oziimiiniin bulunmasini
saglayan k tam sayilarimin kiimesi agagidakilerden hangisidir?

a) {k: k=7 (mod 16)} b) {k:k =7 (mod 32)} c) {k:k=7 (mod 8)}
d) {k:k=7 (mod 4)} e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

2,7, 2 tek sayilar olduklarmdan 22 = y? = 22 = 1 (mod 8)’dir. Ayrica
222 + ky* = 2% (mod 32) = 22° +ky?’ =2? (mod 8)
oldugundan
24+k=1 (mod8) = k=7 (mod8)

olmalidir. Eger ¢6ziim olmasini saglayan k’larin kiimesine S dersek
SC{k|k=7 (mod?8)} (1)

olmahdir. Simdi herhangi bir k € {k | k =7 (mod 8)} alalim. k i¢in 4 olasilik vardur.
i) k=7 (mod 32) ise
2% + 7y? = 2> (mod 32)
denkligin ¢6ziimii var m1 diye bakmaliyiz. Eger (z,y,2) = (1,1, 3) secersek denklik saglanir. k£ € S’dir.
i) k = 15 (mod 32) ise denklik
222 +15y% = 2°  (mod 32)
olacaktir. Eger (z,y,2) = (3,1,1) secersek denklik saglanir. k € S’dir.
iii) k = 23 (mod 32) ise denklik
222 +23y% = 2?  (mod 32)
olacaktir. Eger (z,y,2) = (3,1, 3) secersek denklik saglanir. k € S’dir.
iv) k = 31 (mod 32) ise denklik
222 +31y? = 2°  (mod 32)
olacaktir. Eger (z,y,2) = (1,1,1) segersek denklik saglanir. k € S’dir.
Her durumda k € S oldugundan
{k|k=7 (mod8)}CS (2)
olacaktir. (1) ve (2)’den S = {k | k=7 (mod 8)} bulunur.
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S kiimesinin her elemani 7' kiimesinin her elemanindan kii¢iik olmak {izere, 1 den 100 e kadar olan tam
sayilardan 10 ar elemanlik S ve T kiimeleri ka¢ degisik sekilde segilebilir?

S WD) o) () omen
Coziim:

Yanit:

E ={1,2,...,100} kiimesine ait herhangi 20 elemanl bir A alt kiimesi (a; < as < -+ < azo) tek bir gekilde
A=SUT (S={a1,aq2,...,a10} ve T = {a11,a12,-..,az}) olarak yazilabilir. Bu durumda aradigimiz yanit

20 elemanli tiim alt kiimelerin sayis1 olacaktir:

x,y, z gercek sayilar olmak iizere, 2 —y = 24, y>—z = 24, 23—2x = 24 denklem sisteminin ka¢ ¢oziimii vardir?
a)0 b) 3 c)4 d) 6 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

-y =24 (1)
y? — 2 =24 (2)
2 —x =24 (3)
(1) den (2) yi gikaralim:
o -yt =y -z (4)
(2) den (3) i gikaralim:
-t =x—z (5)
(3) ten (1) i gikaralim:
Bt =y (6)

(4) ten © > y ise y > z olmali. y > z bilgisini (5) te kullanirsak > z olmali. > z ise (6) mn sag tarafi
r—y < 0= z < yolmali. Bu da x = y oldugu anlamina gelir. Benzer durum x < y de de elde edilir.
Simetriden dolay1r x = y = z olmali.

P-r=24=13-2-24=0= (z—-3)(2?+32+8) = 0 = x = 3 oldugu icin sistemin tek ¢oziimii (x,y,z) =
(3,3,3) tiir.

a, b, ¢ adindaki ii¢ adam, adlar1 (aym sirayla olmasi gerekmeksizin) x, y, z olan egleri ile kitap almaya
gikarlar. Kitaplarin fiyatlar: tam sayilar olup bir kiginin aldigr tiim kitaplarin fiyati aymdir. Bu alt1 kigiden
her biri bu aligverigte bir kitaba 6dedigi para kadar kitap alir. Adamlardan her biri kendi eginden 63 lira; a, y
den 23 lira; b de x ten 11 lira daha fazla harcar. d nin w ile evli olma durumunu (d,w) ile gosterirsek,
agagidakilerden hangisi dogrudur?

a) (a,2) ,(b,x) ,(¢,y)  b) (a,9),(b,2) ,(c;x)  ¢) (a,7),(by),(c2)
d) (a,2) ;(b;y) ,(c,x) e (a,y),(b,2) ,(c,2)
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Coziim 1:

Cevap: @

m kigisinin aldig1 kitaplarin bir tanesinin fiyat1 n,, olsun. Aym zamanda n,, adet kitap aldigindan, bu kisi
nZ, lira 6demistir. a, y’den 63 lira degil, 23 lira fazla harcadigindan bu kisiler evli degildir. Benzer sekilde b
ve = de evli degildir.

ny —ni =23 = (ng+ny)(ng—ny) =23 = ng+ny, =23 ve ng—ny, =1 = (ng,ny) = (12,11)
ni—n2=11 = (np+nz)(np —nz) =11 = np+n, =11 ve ny —n, =1 = (np,ns) = (6,5)
ne'nin egi t kitap aldiysa
n2—1*=63 = 144 -t*=63 = t* =81 = t=9

olur. z ve y’nin ikisi de 9 kitap almadigindan a’nin esi z olmalidir ve 9 kitap almistir. b’nin esi = veya z

olmadigindan y olmalidir. ¢’nin esi ise « olur. Cevap ‘ (a,2),(b,y), (c,x) ‘ olmaldir.

Not: Basta a ve b'nin eglerinin kim olamayacaginmi soylemistik. Bu bilgilerle giklar1 elersek sadece C ve D
siklart kalir. Yani b'nin esi y oldugunu gorebiliriz. Eger a’nin esi x olsaydi yukaridaki notasyonlarla

(n2 —n2) + (nj —n)) =634 63 =126
(ng —n2)+ (nj —n3) =23+11=34

celiskisi ¢ikardi. Boylece C’yi eleyip, dogru cevab1 D bulabilirdik.
Coziim 2:

Soru hatahdir.
Bir 6nceki ¢oziimde (b, y) bulduk.
ny = 6 ve n, = 11 bulundu; ama n? — nf/ = —85 # 63 esitligi saglanmaz.

Soru; “Adamlardan her biri kendi esinden 63 fazla; a, y den 943 fazla; b, x ten 143 fazla” seklinde
sorulsaydi cevap (D) olarak bulunabilirdi.

Yeni haliyle iki gsekilde sonuca gidebiliriz:

[d,w] ile d nin w ile evli olmama durumunu gosterelim

Bu durumda, n} — nZ = 943 ve nj —n2 = 143 oldugu icin [a, y] ve [b,z]. (4), (B), (E) siklar elenir.
nZ+nj —n2 —ni = 1086 # 63+ 63 oldugu iin (a,z) ise [b, y]. (C) sikkn elenir. Geriye sadece (D) gikkn kalir.
Tam ¢oziim yapmak gerekirse:

(d,w) cifti i¢in n2 — n2 = 63 oldugu igin (ng — ny) (g + ny) =63 =1-63 = 3-21 = 7- 9 olacaktur.
Buradan sadece (ng,nq,) € {(32,31),(12,9), (8,1)} gelir.

ng > 943 oldugu icin ng = 32, ny = 9, a’nin esinin 31 kitap aldig1 ve y nin esinin 12 kitap aldig1 sonucu
cikar.

ni —n2 = (np—ng)(np+ny) = 143 =1-143 = 11- 13 oldugu ve n, < 32 oldugu i¢in n, = 12 ve n, = 1 olur.
ng = 1 oldugu icin z in esi 8 kitap almig olmali. Bu durumda « in esi ¢ dir. n. = 8.

ny = 12 ve n, =9 oldugu icin (b,y) dir.

Bu durumda n, = 32 ve n, = 31 olacaktur.

Toparlarsak, (a, z), (b,y), (¢, x) tek ¢oziimdiir.
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Cozim 3:

Sorunun dogru olmasi i¢in 63 degeri sabit kalmak sartiyla hangi sayilarin sagladigini bilgisayar yardimiyla
bulmugtum.

Mustafa Tongemen, Tiibitak Ulusal Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda aslinda daha giizel
bir nokta yakalamis.

Soru; “Adamlardan her biri kendi esinden 63 lira fazla harcar; a, y den 23 kitap; b de x ten 11
kitap fazla alir.” geklinde soruldugunda da dogru oluyor.

(d,w) cifti i¢in n2 — n2, = 63 oldugu igin (ng — ny) (g + ny) =63 =1-63 = 3-21 = 7- 9 olacaktur.
Buradan sadece (ng,n,) € {(32,31),(12,9), (8,1)} gelir.

a, y den 23 fazla kitap almissa n, = 32, n, = 9 olmak zorunda.

b, x ten 11 fazla kitap almigsa n, = 12, n, = 1 olmak zorunda.

Bu durumda (a, 2), (b,y), (¢, z) aradigimiz yanmt olur.

1 < n < 200 kosulunu saglayan ve 1’den biiylik hicbir tam sayimnin karesi ile boliinmeyen kag n tam sayisi
vardir?

a) 116 b) 112 c) 121 d) 111 e) Higbiri
Coziim 1:

Cevap:

Bu n sayis1 karekalansiz bir sayidir. Asal carpanlarina ayirdigimizda farklh p; asallar icin n = pips -+ - pi
formatinda olmahdir. Eger k > 4 ise
n>2-3-5-7=210

olur, bu da verilen araligin disina ¢ikar. Demek ki n = p, n = pq veya n = pgr formatinda olmahdir. 200’den
kiiciik asal sayilar1 bulmak gerekiyor. Sinavda yeterli vakit oldugundan soruyu hazirlayanlarin, sinavdaki
ogrencilerin bu sayilar1 bulmakla ugrasabileceklerini diiglindiikleri kanisindayim.

i)n=pisen=2,3,5"7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79,83,89,97,101, 103, 107,
109,113,127,131,137,139, 149,151, 157,163, 167,173,179, 181, 191, 193, 197, 199 olmak lizere 46 tane asal say1
vardir.

ii) n = pq ise genelligi bozmadan p < ¢ olsun. 200 > n > p? oldugundan 13 > p olmahdr.

iifa) p = 2 ise 2 < ¢ < 100 olmaldir. Yukarida yazdigimiz asallara bakarsak 24 tane ¢ bulunur.

iib) p = 3 ise 3 < ¢ < 66 olmalidir. Yukarida yazdigimiz asallara bakarsak 16 tane ¢ bulunur.

iic) p =5 ise 5 < ¢ < 40 olmalidir. Yukarida yazdigimiz asallara bakarsak 9 tane ¢ bulunur.

iid) p = 7 ise 7 < ¢ < 28 olmalidir. Yukarida yazdigimiz asallara bakarsak 5 tane ¢ bulunur.

iie) p = 11 ise 11 < ¢ < 18 olmalidir. Yukarida yazdigimiz asallara bakarsak 2 tane ¢ bulunur.

iif) p = 13 ise 13 < ¢ < 15 olmahdir. Bdyle bir ¢ asal yoktur.

Iki asal béleni olan 24 4+ 16 + 9 + 5 + 2 = 56 say1 vardir.

iii) n = pqr ise genelligi bozmadan p < q < 7 olsun. 200 > n > p3 oldugundan p = 2,3, 5 olabilir.

iiia) p = 2 ise gr < 100 olmalidir. Buradan da ¢ < 10 olur.

iiiaa) (p,q) = (2,3) ise 3 < r < 33 olmahdir. Yukarida yazdigimiz asallara bakarsak 9 tane » bulunur.
iiiab) (p,q) = (2,5) ise 5 < r < 20 olmalidir. Yukarida yazdigimiz asallara bakarsak 5 tane r bulunur.
iiiac) (p,q) = (2,7) ise 7 < r < 14 olmahdir. Yukarida yazdigumiz asallara bakarsak 2 tane r bulunur.
iiib) p = 3 ise ¢r < 66 olmalidir. Buradan da ¢ < 7 olur.

iiiba) (p,q) = (3,5) ise 5 < r < 13 olmalidir. Yukarida yazdigimiz asallara bakarsak 3 tane r bulunur.
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iiibb) (p,q) = (3,7) ise 7 < r <9 olmalidir. Boyle bir r asali yoktur.
iiic) p = 5 ise gr < 40 olmaldir. ¢, > 7 oldugundan bdyle ¢, r asallar1 yoktur.
Dolayisiyla 3 asal boleni olan 9 + 5 + 2 + 3 = 19 tane n vardir. Toplamda 46 4 56 + 19 = 121 tane n vardir.

Not: Soruyu ¢ozmek icin 46 tane asal sayiyi, arada say: kagirmadan yazmak gerektiginden, bu soruda
islem hatas1 yapmak ¢ok kolaydir. Ben bile ¢6ziimii girerken iglem hatasi yapmadigimdan emin olamadim.
Dolayisiyla bu soru benim icin, argo olacak ama, “amele igi” bir soru olmus.

Coziim 2:

Sk ile 1 < n < 200 ve k | n sayilarimn kiimesini gésterelim.
Aradigimiz yanit; |S| =198 — |S4 U Sg U So5 U Sy9 U Sq21 U 5169| olacaktir.

[S4 U Sg U S5 U Ssg U S121 U Sieel |Sa| + |So| + |Sas| + [Sag| + |S121] + [S169]
—|S36] — |S100] — |S196]
= 494+224+7+4+1+1-5-1-1
= 77

O halde cevap 198 — 77 = 121 dir.

Bir ¢embere, digindaki bir A noktasindan gizilen tegetlerin degme noktalar1 B ve C dir. [AB] ve [BC] nin

orta noktalar1 sirasiyla D ve E, C'D dogrusunun ¢emberi kestigi diger nokta F' olmak tizere, m(@) = 36°
ise m(EFC) kag derecedir?
a) 36 b) 45 c) 54 d) 60 e) 72

Cozim:

Yanit:

Teget-Kirig agigdan LZACF = ZCBF.
ED || AC den ZACF = ZEDF.

/EBF = /EDF oldugu i¢in BEF' D bir kirigler dértgenidir.
180° — ZBAC

LEBA =/FFC = — = 72°.

23 — Tz + 1 = 0 denkleminin, varsa, pozitif koklerinin (¢arpma iglemine gore) terslerinin toplamim S ile
gosterirsek, agagidakilerden hangisi dogrudur?

13 15
a) 5 < S<7 b) 7T<S< 3 c)S=7 d) Denklemin pozitif kokii yoktur. e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

Verilen denklemin 3 tane kokiiniin iki tanesinin pozitif, bir tanesinin negatif oldugunu gosterelim. Polinoma
P(z) dersek P(—3) = =5, P(—2) =7, P(0) =1, P(1) = —5, P(3) = 7 oldugundan aradeger teoreminden
(=3,-2), (0,1), (1,3) arabklarinda birer koki vardir. Negatif koke —a, pozitif kklere b ve ¢ diyelim. Vieta

teoreminden 1 1 1 1 (—a)b+(—a)c+b 7
—a)b+ (—a)c+ be -
S R v T

Dolayisiyla S = 7+ Ldir. Yukarida buldugumuz araliklardan dolay1 a € (2,3) ve buradan da 1 € (1, 1)dir.
Dolayisiyla

7

1 1
7<7+§<S<7+§73
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elde edilir.

Not: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yil1 basimlh Tiibitak Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda
sorunun yanitinin olmadig1 belirtilmistir. Oradaki ¢oziim hatalidir.

0 <n <945 ve Z k=0 (mod 105) kosgullarim saglayan kag n tam sayisi vardir?
k=1
a)80 b)8 «¢) 82 d) 90  e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

Eger

ikQ _ nn+1)2n+1)
k=1 6

yazarsak, istenilen sart
n(n+1)2n+1)=0 (mod 105-6)

ile denktir. 105-6 = 2-32-5-7 oldugundan 2, 5, 7,9 modlarinda incelememiz yeterlidir. Ifadenin her zaman
2 modunda 0 kalan1 verdigi barizdir. Mod 5 igin

nn+1)2n+1)=0 (mod5) <= n=0,2,4 (mod 5)

Mod 7 i¢in
nn+1)2n+1)=0 (mod7) <= n=0,3,6 (mod7)

Mod 9 icin ya n, n + 1, 2n 4+ 1 carpanlar1 0 kalan1 vermelidir ya n ve 2n 4+ 1 carpanlar: 3’iin kat1 kalan
vermelidir (ki boyle bir n yoktur) ya da n+1 ve 2n+ 1 garpanlar1 3’iin kat1 olmalidir (bdyle bir n de yoktur).
Buradan

n=0,4,8 (mod9)

¢oziimleri bulunur. Cin kalan teoreminden n’nin alabilecegi degerler mod 315’de 27 adettir ve bunlardan biri
0 kalanidir. 945 = 3 - 315 oldugundan 0 < n < 945 araliginda 27 - 3 = 81 ¢ozlim vardir. 01 ¢ikartirsak 80
¢Ozliim bulunur.

Tahtaya 1 den 12 ye kadar olan tam sayilari yazalim. Her adimda bu 12 sayidan ikisini silerek, ya toplam-
larinin ya da farklarimin mutlak degerini iki kere yaziyoruz. Sonlu sayida adim sonucunda tahtaya yazili
sayilarin hepsi ayni n tam sayisina egit hale geliyor. n agagidakilerden hangisi olamaz?

a)9 b) 24 c) 10 d) 16 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

2—-1=1,4-3=1,...,12—11 =1 ile tahtadaki tiim sayilar 1 e donusiir.
(1,1) iizerinden siirekli toplama iglemi ile 2°, ... 2" sayilar elde edilebilir.

(1,1) = (2,2) — (4,4) — (8,8) — (16,16) — ...

Ik 6 saymin tamamini ¢ yaptigimizi, ikinci 6 sayinin tamamini da b yaptigimizi varsayalim. O zaman 1. ile
7., 2.1ile 8., ..., 6. ile 12. toplanarak tahtadaki tiim sayilar a + b haline gelir.

9=a+b=8+4+1,24=a+b=16+8,10=a+b=8+2, 16 =a+ b = 8+ 8 oldugu i¢in siklardan hepsi
elde edilebilir.
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[AB] gapli bir gemberin [AC] ve [BD] kiriglerinin kesisim noktasi P olmak iizere, |AP| = 2v/2, |PC| = 3v/2

ve |AB| = 5v/3 ise | BP|.|BD| nedir?
a)55 b)48 ¢)30v2 d)25V3 e)36

Cozim 1:

Yanit:

AABC de Pisagor uygularsak BC' = /AB2 — AC? =5 elde ederiz.
BP-BD = BP-(BP+ PD)=BP?+ BP-PD

P noktasinin kuvvetinden BP - PD = AP - PC,

ABPC de Pisagordan BP? = BC? + PC?,

BP-BD = BC? + PC? + AP - PC = 25 + 18 + 12 = 55 elde edilir.

Coziim 2:

P den AB ye inilen dikmenin ayag1 H olsun.

AH-AB = AP - AC ve BH - BA = BP - BD esitliklerini taraf tarafa toplarsak
AP-AC + BP-BD = AB(AH + BH) = AB>

elde ederiz.
Degerleri yerine yazarsak BP - BD = (5\/3)2 —2v2-5v2 =75 — 20 = 55 elde ederiz.

O merkezli R yarigapl bir gemberin [OA] ve [OB] yarigaplar tizerinde sirasiyla L ve M noktalar1 aliniyor.

(2v/3 — 3)R?

AB yaymin orta noktas1 K olmak tizere, K LM {iggeni eskenar tiggen ve Alan(KLM) = — ise
m(m) kag derecedir?
a)15 b)30 )45 d)60 )75

Coziim:

Yanit: E

Simetriden dolayr KLOM deltoittir. KLPM eskenar doértgenini olugturalim. Agik sekilde P € OK.
Hesap kolaylig1 olsun diye R = 2 alalim.
KL*J/3 2v/3-3
4 2
KIL?=4-2y3= KL =+/3—1, dolayisiyla KP = 3 — /3.
OK:QolduguigindeOP:Qf(Sf\/g):\/571:LP:PM.
/ZLPM

[KLM) =

Bu durumda ZLOM = = 30° olacaktir.

|z — aj] 1
—_— = olacak
B+z)(3+x;) 33

sekilde en az iki x;, x; elemaninin var olmasini gerektiren en kiicitk n tam sayis1 kagtir?

a) 34 b) 12 c)3 d) 100 e) Higbiri

n elemanl her {1, 2o, ..., z,} negatif olmayan gercel say1 kiimesinde, 0 <
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Coziim 1:

Cevap:

Kiimenin elemanlarimi z; < z2 < --- < x,, olarak dizelim. Verilen esitsizligin higbir z;, z; i¢cin saglamadigim
varsayalim. Ttm farkl ¢ ve j icin
2o x|l 1
B+z)(3+x;) — 33

olmalidir. Genelligi bozmadan ¢ > j olsun. 3 4+ x; = a ve x; — x; = k diyelim,

k 1

s =

ala+k) — 33
1

olacaktir. Soldaki ifadeyi k’ya bagh bir fonksiyon olarak diigiinelim. Tiirevi CERaL oldugundan bu ifade k’ya

gore artandir. Dolayisiyla i’i j 4+ 1 olarak almamiz ve incelememiz yeterlidir. Esitsizligi diizenlersek

Tjy1 — Ty 1
> — <— 2,130 —x;) > 9+ 36x;
Bre)B o) ~ 3 o T o) 29436,

elde edilir. Buradan i = 1,2,...,n — 1 i¢in z; < 30 olmas1 gerektigini goriiriiz. Bunu kabul ederek
9 4 36z
T e}
=30 —a

elde ederiz. Sagdaki ifadeyi de x;’ye bagh bir fonksiyon olarak yazp, tiirevini hesaplarsak, artan oldugunu
9+ 36.73J

50—z, olarak almaliyiz.

gorebiliriz. Dolayisiyla en uzun (z;) dizisini elde edebilmek i¢in 7 = 0 ve z; 41 =

Dizinin elemanlarini yazarsak,
03 29125 15 21 o7
1073’8 7727574777 27
olur ve 11 terimden daha fazla ilerleyemeyiz. Dolayisiyla 12 veya daha fazla terim varsa kesinlikle verilen
esitsizligi saglayan bir ikili vardir.

30

Coziim 2:
e e |z; — ;] 1 1 1 .
Basit bir d 1 le 0 < = - < — elde ederiz.
asit bir diizenlemeyle Bra)B+1) w43 43 33 elde ederiz
1 1 1
Yi = 13 seklinde degisken degistirsek 0 < y; < 3 ve 0 < |y; —y;| < 33 olacaktir.
(O, %] araliginda 11 noktay1 (n = 1,2,...,11 olmak iizere) y, = % geklinde secersek herhangi iki noktanin
1
arasindaki uzaklik |y; — y;| > — olacaktir.
7133
(0, %] arahgml (0, 3—13], (%, 3—23], ceey (%, %] seklinde 11 ayrik bolgeye ayiralim. 12 nokta aldigimizda Giiver-

cin Yuvasi Ilkesi geregi en az 2 nokta aym aralikta yer alacaktir.

1
Bu durumda bu iki nokta i¢in 0 < |y; — y;| < 33 olacaktir.
Cozim 3:

Verilen sarti saglamayan bir n sayist ve 0 < z; < z9 < .-+ < 1z, dizisi diiglinelim. Her ¢ > j icin
XT; — SL'j

1
—— 21— > — olacaktr.
B+z)(34+x;) — 33

1 1 >i
3+£L'j 34+x; — 33

esitsizliginde i = 7+ 1 ve 7 =1,2,...,n — 1 degerlerini yazarsak
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1 1 < 1
3+x1 3+x2 — 33
1 1 1

>
3+ 29 3+x3 ~ 33

1 1 S 1
3+2p—1 3+x, 33

olur. Alt alta toplarsak, teleskopik toplam olusur ve

1 1 >n—1
3421 3+z, — 33

1

3+ 21 3 + x,
saglanmayacagini anliyoruz. Kogulu saglayan en az iki x;, x; sayisimin olmasi i¢in n > 12 olmalidir.

1 12 -1 .
— > = — olmamas1 gerekir. Isterseniz bu egitsizlik miimkiin olabiliyor
3+ X1 3+ 12 33 3
mu diye bir kez daha kontrol edelim. x; = 0 en kiigiik degerini verirsek ve x15 — oo limit durumunda

1 1 —
elde ederiz. 3 > oldugundan 3 > n elde ederiz. Buradan n < 12 iken istenen kosulun

Simdin = 12 igin

1
— < = olur.
3+ x 3+ x12 3

esitlik saglanabiliyor. Fakat x12 < oo bir pozitif gercel say1 oldugundan 0 <
1 1
(0, 5) araligini 11 eg uzunluklu alt araliga ayirirsak, yani alt araliklarin uzunluklar: 33 olursa (bkz Geo’nun
1 <
3+ xj 34+ x;

¢6zlimil); sectigimiz 12 noktadan en az ikisi aym alt araliga diiser. Bu sayilara z;, x; dersek

1
33 kogulu saglanir. En kii¢lik deger n = 12 dir.

Ondalik yazilimlarinda hicbir rakamin yan yana tekrarlanmadigi ve 1 < n < 10?7 kosulunu saglayan kac n

tam sayis1 vardir?

91998 -9 91997 -1

J =7 c) ——
8 8

a) 91997 b) d) 10.91996 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

n = 1097 gart1 saglamadigindan n < 101997 kabul edebiliriz. Yani n en fazla 1997 basamakl olabilir. k
basamakli olsun. Soldan ilk basamak 0 olamayacagindan 9 tane deger alabilir. Ondan sonraki basamaklar
ise 0 olabilir ama ondan 6nceki basamak olamazlar. Dolayisiyla onlar icin de 9 deger vardir. Sonug olarak 9*
tane k basamakli sart1 saglayan say1 vardir. k = 1,2,...,1997 olabileceginden aradigimiz cevap

1§:ng_91998_1_1_91998_9
o 9-1 N 8
k=1

olacaktir.

-2 + - denklemini sagliyorsa b'nin

5
a, b sifirdan farkh ve ¢ pozitif olmak tizere, a,b, ¢ tam sayilari, —
663 17 ¢

alabilecegi en kiiciik pozitif deger nedir?
a)h b) 44 c)1 d) 76 e) Higbiri
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Coziim:

Cevap:

a’ll kesiri karg1 tarafa atarsak

b 5—-3%
¢ 663
olur. b ve ¢ pozitif oldugundan a negatiftir. a yerine —n yazalim. Boylece n, b, ¢ > 0 olacaktir.
b 5+39n
¢ 663

%’nin en sade hali 2 ise b = pk ve ¢ = gk olacak sekilde bir k pozitif tam sayis1 vardir. b’nin en kiiciik

degerini aradigimizdan [llc = 1 se¢meliyiz. 663 = 3 - 13 - 17 oldugundan ve 39n + 5 sayisi ne 3’in ne de 13’iin
tam kat1 oldugundan, 522371 kesiri ya sadelesemez ya da 17 ile sadelegir. Eger sadelesmiyorsa b = 39n + 5
olmalidir. Buradan minimum b degeri 44 bulunur.

Eger 17 ile sadelegebiliyorsa b = 39%* 5 olmalidir. Buradan
3In+5=6n+5=0 (mod17) = n=16 (mod 17)
. 16-39+5

bulunur. Yani b’nin en kiiciik degeri = 37 bulunur. Yani en kiiciik b pozitif tam say1 degeri 37’dir.

17

I¢lerinde siyah ve beyaz toplar olan iki torbada toplam 25 top var. Her torbadan rasgele birer top alindiginda
her ikisinin de beyaz olma olasilig1 0,54 ise her ikisinin de siyah olma olasiligi nedir?

a) 0,46 b) 0,04 c) 0,16 d) Verilenler bu olasiligi belirlemek igin yeterli degil. e) Higbiri
Coziim:

Cevap:

Ik torbada x adet, ikinci torbada 25— adet top olsun. Beyaz top sayisi ise birinci ve ikinci torbada sirasiyla
y ve z olsun. Beyaz top olasilig1 0 olmadigindan y, z # 0’dir. Ayrica 1 <y <z ve 1 < z < 25 — z olmaldir.
Genelligi bozmadan ilk torbada daha fazla top olsun diyebiliriz. Yani 1 < x < 12’dir. Verilen olasilik,

Y z 27
g — 054 = 2%
r 2b—x 05 50
Dolayisiyla, oyle bir k € Z* vardir ki
yz = 27k
(25 — x) = 50k

Ikinci denklemden 5 |  olmas1 gerektigi goriilebilir. Yani = 5 veya x = 10 olabilir.

i) Eger x = 5 ise (25 —z) = 50k’dan k = 2 bulunur. 1 <y <5 ve 1 < z < 20 olur. Ayrica k = 2 oldugundan
yz = b4 olacaktir. y ve z’nin araliklarindan yz = 54 olmasim saglayan tek say1 ¢ifti (y,z) = (3,18)’dir.
Cekilen iki topun da siyah olma olasilig

2
.2 =0.04
20 0.0

(S0 V)

bulunur.

ii) Eger = 10 ise k = 3 bulunur. 1 < y < 10 ve 1 < z < 15 ve yz = 81 olacaktir. Bu sartlar saglayan tek
(y, 2) cifti (9,9)’dur. Olasihig: tekrar hesaplarsak
1 6
10 15
elde edilir. Tiim durumlarda 0.04 bulundugundan aradigimiz olasilik 0.04’diir.

0.04

Not: Bu soru benim goziimde ¢ok iyi hazirlanmig bir sorudur. Ortaokulda ve lisedeyken bu sorudaki ince
ayara hayran olmus ¢ok fazla matematik ve bilgisayar olimpiyatcisi 6grenciyle kargilagmigtim. Hatta bilgi-
sayar olimpiyatlarindaki matematik kismini hi¢ sevmeyen bir bilgisayar olimpiyatgisi arkadagim bu sorunun
matematige olan ilgisini ¢ok fazla arttirdigini soylemisti.
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1, T2, ..., X100 Negatif olmayan gercel sayilar ve x1 + xo + -+ - + x190 = 100 ise x1.x2 + T2.x3 + T3.24 + ... +
T9s-Tgg + Tgg-T100 toplaminin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

a) 99 b) 199 c) 2500 d) 5000 e) Higbiri
Coziim:

Cevap:

T1To + Toxs + T3X4 + ... + TogTgg + TogT1gp ifadesine bakilirsa goriiliir ki, tiim terim carpimlarinin indis
ikilileri tek-¢ift halindedir. O halde, sayilarin her biri negatif olmayan gercel sayilar oldugundan, tek ve ¢ift
indisli terimleri ayirarak

X1 + ToX3 —+ 3Ty + ...+ T9gT99 —+ 299100 S (iCl =+ T3 + ...+ CEgg) . (1’2 —+ Ty + ...+ xloo)

oldugunu gorebiliriz, ¢ilinkii esitsizligin sag tarafindaki parantez ¢arpiminin aciliminda sol tarafindaki terim-
lerin her biri mevcuttur.

O halde bu iki toplami A = x1 +z3+ ...+ x99 ve B = x5 + x4 + ...+ 100 Olarak gosterirsek,

T1%T2 + ToTs + T3T4 + ... + TogTog + TogT100 < A - B
oldugunu biliyoruz.

Soruda verilen A + B = 100 bilgisini kullanarak aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden
2 2
AB§<A;B)<€% — 2500

elde ederiz. Yazmii oldugumuz son iki egitsizlikten

T1X2 + Toxz + T3xy + ... + TogTog + TogZT100 < 2500

elde ederiz. Esitlik durumunun da 6rnegin
$1=$2=50,1‘3:$4:...=O

alarak saglandig goriilebilir.

P |
—— sayisin tam kare olmasini saglayan kag p asal sayis1 vardir?

a) 4 b) 2 c)1 d) 8 e) Sonsuz ¢oklukta
Coziim:

Yanit: E

p = 2,3,5 sayllarini deneyelim.

=2= 2 -1 = gl
p= 5 =3 saglamaz.
22 1
p=3= 3 = 1| saglar.
24 -1
p=5= = 3 saglamaz.
p > 5 olsun.

47 —1=pT? =3 (mod 4) ve T? = 0,1 (mod 4) oldugu icin p = 4k + 3 formunda bir asal saydir.
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42k+1 —_1= (22k+1 _ 1)(22k+1 + 1) — pT2

obeb(22k+1 — 1 22k+1 4 1) = 1 olacag icin inceleyecegimiz iki durum var:

(i) 22K+t —1 =T7 ve 22! 1 = pT7

(ii) 22F+1 — 1 = pT? ve 22K+1 11 = T7
p = 4k + 3 formunda bir asal say1 oldugu icin (i) deki ikinci esitligi mod 4 te incelersek 22F*1 + 1 = 1
(mod 4) ve pT? = 3T? = 0,3 (mod 4) elde ederiz. Yani (i) den bir ¢oziim gelmez.

(ii) deki ikinci denklemden 2241 = T2 — 1 = (T, — 1)(Ty + 1) elde ederiz. 22**1 in carpanlar a,b pozitif
tam sayilar olmak iizere 2% - 2° formunda olmali. Carpanlarin farklar: 2 oldugu icin 2° — 2® = 2 olmali. Bu
da ancak a = 1, b = 2 iken gergeklesir.

Th—-1=2=T,=3=2*"1=T2 1=8=Fk=1ve|p=4k+3=T7|dir.

O halde aradigimiz degerler p = 3 ve p = 7 dir.

al ile a gercgel sayisini agmayan en biiyilik tam sayiy1 gosterelim.

x] + [3z] + [bx] + [Tx] + [11z] 4 [13z] = 1994
+ [3x] + [5x] + [7x] + [11z] 4 [13x] = 1995
x| + [3x] + [bz] + [72] + [112] + [132] = 1996

[a]
[]
[]
[]
[2] + [32] + [52] + [7a] + [112] + [132] = 1997

denklemlerinden kag¢ tanesinin ¢6ziim kiimesi bog degildir?
a) 4 b) 3 c) 2 d)1 e) Higbiri

Coziim 1:

Cevap: @

x — 1 < [z] < z oldugundan dolay1 A = 1994, 1995, 1996, 1997 i¢in

40z — 6 < [z] + [3z] + [bz] + [7z] + [11z] + [13z] = A < 40z

A AT
40 — 40
olacaktir.
Amnm verilen her degeri igin 49.85 = 1931 <z < 2303 = 50.075 olacaktur. Yani [z] = 49 veya [] = 50 olabilir.
Eger [z] = 50 ise x > 50’dir ve

A = [z] + [3z] + [bx] + [7z] + [11a] + [13z] > 40 - 50 = 2000
olur fakat bu bir geligkidir. Yani [z] = 49’dur ve 49.85 < x < 50’dir. Dolayisiyla
149.55 < 3z < 150 = [3x] = 149

249.25 < 5z < 250 = [5a] = 249
348.35 < Tx < 350 = [7z] = 348 veya [7z] = 349
548.35 < 11z < 550 = [11z] = 548 veya [l1z] = 549
648.05 < 13z < 650 = [13z] = 648 veya [13z] = 649

Buradan da
A = [z] 4 [3x] + [bz] + [Tz] + [11x] + [13z] < 49 + 149 + 249 + 349 + 549 + 649 = 1994

Yani A, verilen degerleri arasinda sadece 1994 degerini alabilir. Ornek durum olarak da 49.99 gibi 50’ye cok
yakin sayilar verilebilir.

99


https://geomania.org/forum/index.php?topic=7680.0

5. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinavi - 1997 geomania.org

Cozim 2:

a tam say1 ve 0 < y < 1 olmak lizere; x = a + y olsun.

A [z] + [3z] + [6z] + [Tz + [11z] + [13z]
la + y] + [3a + 3y] + [Ba + 5y] + [Ta + Ty] + [11a + 11y] + [13a + 13y]
40a + [y] + [3y] + [5y] + [7y] + [11y] + [13y]
40a+0+4+24+4+6+ 10+ 12
40a + 34

Bu durumda, A toplami 40 ile boliindiigiinde 34 ten biiyiik kalan alamaz. 40 x 49 + 34 = 1994 oldugu igin
denklemlerden sadece biri saglayabilir.

[N

1
a=49 ve 1l — ' <y < 1 sayilari igin A = 40a + 34 = 1994 esitligi saglanir.

Her a,b,c,d igin, (a | b, b| cvec|d) = {a,b,e,d} ¢ T kogulunu saglayan ve pozitif tam sayilardan
olugan n elemanl her 7" kiimesi, hicbiri bir digerini bélmeyen en az 6 tam say1 igeriyorsa n tam sayisinin
alabilecegi en kii¢iik deger nedir?

a) 18 b) 15 c) 17 d) 16 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: @

15 elemanh T = {2,22,23 3,32 335,52, 53,7, 72,73,11,112,113} kiimesi, higbiri bir digerini bélmeyen en
fazla 5 tam sayi igerir.

Ciinkii Ty, = {k, k?, k3} olmak iizere Sy, S3, S5, S7, S11 kiimelerinin her birinden en fazla bir eleman almabilir.

16 elemanh T = {2,22,23 3,32,3% 5,52,5% 7,72, 73, 11,112,113, 13} kiimesinde ise hicbiri bir digerini bélme-
yen 6 eleman bulunabiliyor.

(Z*,]) kismi sirali bir kiimedir. Kismi sirali kiimelerdeki zincir ve anti-zincir kavramlarim kullanacagz.

Soru bize en fazla 3 uzunluklu bir zincir oldugunu, 6 uzunluklu bir anti-zincirin var olmasi i¢in kiimenin en
az kag elemanli olmas1 gerektigini soruyor.

Dilworth veya Mirsky Teoremlerinin bir sonucu olarak rs + 1 elemanlh kiimede r + 1 uzunlukta bir zincir
yva da s + 1 uzunlukta bir anti-zincir bulunur. 16 = 3 -5 + 1 oldugu i¢in 16 elemanli bir kismi sirali kiime
igerisinde 341 = 4 elemanl bir zincir ya da 541 = 6 elemanl bir anti-zincir vardir. Tanim geregi 4 elemanlh
zincir olmadigl i¢in 6 elemanli bir anti-zincir vardir.

Kaynaklar:
Partially Ordered Sets

Bagntilar

Katsayilar1 tam sayilar olan ve 5 farkli tam sayida 8 degerini alan bir polinomun en ¢ok ka¢ tam say1
kokii olabilir?

a)0
b) 8
c) b5
d) Bu kogullar saglayan polinom yoktur.

e) Bu kogullar saglayan polinomlarin tam say1 koklerinin sayilar: tistten sinirh degildir.
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Coziim:

Cevap:

Bu sart1 saglayan bir polinom P(z) olsun. Farkh a, b, ¢, d, e degerlerinde P(z) = 8 olsun. O halde

P(r) = Qx)(z —a)(z —b)(z —c)(x —d)(x —e) +8
olacak gekilde bir tam say1 katsayili ) polinomu vardir. Basitge (Q = 1 alarak boyle bir P polinomu oldugunu
gorebiliriz.

t tam sayist P’'nin bir koki olsun. ¢ # a, b, ¢, d, e oldugu barizdir ve
QW) —a)(t —=b)(t —c)(t —d)(t —e) = =8

—8&’i en az 5 farkli tamsayimin ¢arpimi olarak yazmaliyiz. —8’in tiim bélenleri —8, —4, -2, —1, 1, 2, 4, 8 oldugundan
bunlardan 3 tanesini veya daha azini ¢ikartarak kalanlarin carpimini —8 yapmaliy1z. Bu gikartilan bolenler
x,y, z olsun. Dolayisiyla

—8ryz=(—8)-(—4)-(-2)-(-1)-1-2-4.-8 = zxyz = —512

ancak xyz'nin alabilecegi en kiigiik deger (—8) -8 -4 = —256’dir. Yani —512’i elde edemeyiz. Bu polinomun
tam say1 kokii olamaz.

a,b,c,r,s,t € {0,1,2,3,4} olmak iizere, f(x) = 23 + az® + bx + ¢ polinomlarindan kag tanesi, f(x) =
(x +7)(2? + sx +t) (mod 5) seklinde bir denkligi saglamaz?

a) 30 b) 10 c) 20 d) 40 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: @

fl@) = (x +7) (x2 +sx+t) (mod5) seklinde gosterilebilen polinomlar saydigimizda r,s,t sayilari 5er
degisik deger alabildikleri icin 5% secenek cikiyor, fakat bunlardan bazilarim birkac kez saymis oluyoruz.

r,u, v birbirinden farkli olacak sekilde (x + r)(x 4+ u)(z + v) bi¢iminde yazilabilen <2) tane polinomu 3’er

kez saymigiz, 2’sini gikarmamiz gerekir. u = v (mod 8) olacak sekilde [(x +u)(z + v)z] biciminde yazlabilen
5-4 = 20 tane polinomu 2’ser kez [(z + u)(z +v)?] ve (z + v)[(z + w)(z + v)] seklinde yazmigiz, birini

5

cikarmamiz gerekir. Tiim polinomlarm sayisi 53 tiir ve bunlardan 53 — 2 3) —5-4 tanesi (x+r) (;U2 +x+ t)

seklinde yazilabilir. Bu gekilde yazilamayanlarin sayisi da
3 3 5
5% — 5% =2 3 —5-4| =40
olacak.

Kaynak: Sonlu Matematik Olimpiyat Sorular1 ve Coziimleri, Refail Alizade, Unal Ufuktepe, 2006. Problem
No: 2.62, Sayfa 140.
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6. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 1998

Kenar uzunluklan |BC| = a, |CA| = b, |[AB| = ¢ olan bir ABC ii¢geninde 3m(A) +m(B) = 180° ve 3a = 2¢

ise, b nin a cinsinden degeri agagidakilerden hangisidir?

a) 3?& b) % c) av?2 d) a3 e) 2a;/§

Coziim 1:

Yanit: E

/C =2 LA = 2a olur. ZC’nin agiortayr C'D’yi ¢izelim. /BCD = /DCA = ZCAB = « olacaktir. Bu

durumda ACBD ~ AABC (A.A) elde edilir.
CB _ BD 3a 2

2a 3a
—_— = — 2: . 2: - —_— = — = — = — =
1B CB:CB BD-AB =a BD 2:>BD 3:>AD 5 3

olur.

Bu asamadan sonra iki gekilde ¢ozlime gidebiliriz:

(i) Agiortay teoreminden

BC_AC o b, 5
BD  AD 27(1 o 5£ T4
3 6
elde edilir.
(ii) LDAC = ZDCA oldugu i¢gin AD = DC = % ve benzerlikten
5a 3a
CB CD CD-AB g 9  ba
2 Y A0 = = -
A~ ac ~ 49T —¢p a 4
Cozim 2:
AB BC AC
niis T ., _ _ lur.
Siniis Teoremin’den Sm%a — Sno — Sn1%0° —3a olur
c _a b :>sin2a_§:>2 —§:>o _§
sin2a¢  sina  sin3a sina 2 COSQ_Q ¢ sa—4
sin 3«

Ik denklemden b’yi cekersek, b =a - elde ederiz.

sin o
sin 3o = 3sin o — 4sin® o oldugu icin b = a(3 — 4sin? @) elde edilir.
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3 9 .9 7 o .9 7 oa -
coso = 1 = cos?a = 6 = sin“a = 6 olacagl i¢in b = a (3 — 4sin a) =a (3 —4. 16) =7 elde edilir.
Coziim 3:

L . . /ZBCA
[AC iizerinde (AABC’nin diginda) BC = CD = a olacak sekilde D noktasi alalim. ZBDC = g =

ZCAB oldugu i¢in BD = AB = ¢ dir.

A

Bu agamadan sonra iki sekilde ¢oziime gidebiliriz:

(1) Ikizkenar {iggende Stewart’m 6zel halinden

9a?
3a\> - 5a
AB%*— AC-CD = BC? = () —ba=a?=b=-4 -2
2 a 4
olur.
(ii) ADCB ~ ADBA dir.
DC DB 9a 9a d5a
DB~ DA~ P A==
Coziim 4:
LA = a dersek ZC = 2« olur.
B den AC ye inilen dikmenin ayag1 H olsun.
BA

C ..
— = — tur.

BH = BA -sina= BC -sin2 in2a = 2si ldugu ici = =
sin o C - sin 2« ve sin 2« sinacosa oldugu igin cosa = o— = = o =
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AH 3 3¢ Y9a .
ANABH de, A =cosa = 1 = AH = 1-78 elde edilir.
812 92 52 2
AB? — BC? = AH? — CH? = =~ —CH2:c2—a2:%—a2:%iC[—ﬂ:%:;CHZ%,
AC:AH—l-CH:lo?a:%Lolur.

Not 1: Aslinda H nin [AC] disinda oldugu durumda AC = AH — CH = 8§a = a olur. /B = « olacag! icin

ABC f{iggeni ikizkenar dik {iggen olur. Bu durumda kenarlar a, a, 3a/2 olamaz.

1
Not 2: ZC nin dar aci oldugunun bir diger ispat1 da cos2a = 2cos? a — 1 = = > 0 olmasidir. Zaten cos 2

CH 10 5
hesaplandiginda cos 2a = BC = CH = % elde edilecegi igin AC' = ?a = Za cikar.

21998 savisinin ondalik yazilimi ile 5'99% sayisimin ondalik yazilimini art arda yazarsak, olusan yeni say1 kac

basamakl olur?
a) 1998 b) 1999 c) 2000 d) 3996 e) 3998

Cozim 1:

Yanit: E

10% < 21998 < 109+ ise 21998 sayis1 a + 1 basamakhdir.
10° < 51998 < 10! ise 51998 sayis1 b+ 1 basamakhdar.

Taraf tarafa carparsak
10a+b < 101998 < 10a+b+2

olacagindan, a+b < 1998 = a+b+1 < a+b+2 elde edilir. Bu durumda yeni say1 (a+1)+ (b+1) = a+b+2
basamakli olacagindan a + b+ 1 = 1998 = a + b + 2 = 1999 elde edilir.

Cozim 2:

21998 — 102 olsun. 10¢ sayis1 da |a] + 1 dir.

Her iki tarafin log unu alirsak, 1998log 2 = a olacagindan 2'9% sayis1 |a] + 1 = [19981log 2| + 1 basamakli
olacaktir.

Benzer sekilde 5'9%% = 10 sayis1 da [1998log 5| + 1 basamakli olacaktir.
Bu iki sayimin yan yana yazimi [1998log2|+1+1998log5|+1 = [19981og 2|+ 1998 1og 5| 42 basamakldur.

19981og2 — 1 < [19981log 2| < 1998 log 2
19981log5 — 1 < [19981log 5] < 1998log 5

ifadelerini taraf tarafa toplarsak,
1998(log 2 + log 5) — 2 < |19981og 2] + [19981og 5] < 1998(log 2 + log 5)
elde edilir. log2 4+ log5 =log2 -5 = log 10 = 1 olacagindan,
1998 — 2 = 1996 < [19981og 2] + [1998log 5] < 1998

olur. Bu durumda aranan say1 [1998log 2] + [19981log 5] + 2 = 1997 + 2 = 1999 basamakl olacaktir.
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Cozim 3:

Ik say1 A = |19981og 2| + 1 basamakl, ikinci sayr B = |19981og 5| + 1 basamakl.

log2 +logh =1=logh =1 —log?2 ozdesligini kullanarak,

A+ B [1998log2] + 1+ |1998(1 —log2)| + 1
[19981og 2| + 1+ [1998 — 19981og2)| + 1
= 2000+ |1998log 2| + |—19981og 2|

| | fonksiyonu ile agmayan en biiylik tam sayiy1 gosterdigimiz igin pozitif deger 0 < n < 1 ve M tam say1
olmak iizere; |[M +n| =M ise |-(M +n)] = —M — 1 dir.

Bu durumda, A + B = 2000 — 1 = 1999 olacaktir.
Coziim 4:

Biraz test mantig ile soruya yaklagacagiz.

n = 0 icin 2050 = 11 = 2 basamakl

n =1 icin 215! = 25 = 2 basamakl

n = 2 icin 2252 = 425 = 3 basamakli

n = 3 icin 2353 = 8125 = 4 basamakl

n = 4 i¢in 2451 = 16625 = 5 basamakl

n =5 icin 2555 = 323125 = 6 basamakh

n = 6 icin 2656 = 6415625 = 7 basamakl

n =7 icin 2757 = 12878125 = 8 basamakli

Bu sekilde giderse n = 1998 icin 2199851998 say1s1 n + 1 = 1999 basamakl olacaktir.

Bu gikarimimiz tamamen sezgiseldir. 1999 cevabi test teknigi agisindan bir tahmin niteligi tagimaktadir.
Olimpiyat sorularinda bu tip ¢ikarimlar yaparken dikkatli olunmalidir. Ters koseye yatabiliriz.

6 elemanli bir kiime higbiri bog olmayan ii¢ ayrik alt kiimeye kag degisik bicimde ayrilabilir?
a) 90 b) 105 c) 120 d) 180 e) 243

Coziim 1:

Yanit:

Kiimenin 6 elemanini 3 kutuya yerlestirecegiz.
Her eleman igin 3 alternatif oldugu icin 3% farkh yolla bu iglem yapilabilir.
Yalniz, yukaridaki dagitimda bazi1 kutular bog kalmig olabilir. igerme—D@arma Ilkesine gore

(0,1 veya 2 kutunun bog oldugu durumlar) - (1 veya 2 kutunun bog oldugu durumlar) + (2 kutunun bog
oldugu durumlar)

(0,1 veya 2 kutunun bog oldugu durumlar): 35

(1 veya 2 kutunun bog oldugu durumlar): (?) 2% (Bos olacak bir kutu segiliyor, digerleri akigina birakiliyor.)
(2 kutunun bos oldugu durumlar): (g) 16 (Bos olacak iki kutu segiliyor, digerleri bog olmayan kutuya koyu-
luyor.)

Bu durumda 3% — 3-26 +3 = 729 — 192 + 3 = 540 farkli yolla bu islem yapilabilir. Yalniz, mesela tiim 6

eleman da 1., 2. ve 3. kutularda birer kez yer aldi. 540’1n icinde kutularin siralinigi da var. Bu durumda

4
53—'0 = 90 farkli yolla, kutularin siralanigi 6nemsenmeksizin elemanlari1 3 kutuya yerlestirebiliriz.
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Cozim 2:

OO0 |, o+ OO _

Kiimelerin eleman sayilar1 1 —1—4, 1 —2 — 3 ve 2 — 2 — 2 olabilir. o1 1) )5 3l =

15 460 + 15 = 90.

x,y, z gercel sayilar olmak iizere, 222 4 532 + 1022 — 2zy — 4yz — 6zx + 3 ifadesinin alabilecegi en kiiciik
deger agagidakilerden hangisidir?

a)0 b) 3 c) —3 d) 1 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

Bu tip sorularda amagc, ifadeyi tam kare garpanlara ayirmaktir. Neden boyle oldugunu birazdan daha iyi
anlayacaksiniz.

(22 = 2zy +9°) + 4y —dyz +2°) + (22 =622+ 92°) +3= (2 —9)* + 2y — 2)* + (x — 32)* +3

(x—y)? >0, (2y —2)? >0 ve (x —32)2 > 0 oldugu icin (z — y)? + (2y — 2)% + (z — 32)% + 3 > 3 elde edilir.

Yani cevabin > 3 oldugunu biliyoruz. Peki 3 olabilir mi? Bunun igin esitsizliklerdeki esitlik kisimlarini ortak
¢ozmek gerekecek.

z—y = 0
2y—z = 0
r—3z = 0

Acik sekilde z = y = 2z = 0 bir ¢oziim. Bu durumda (z — y)? + (2y — 2)? + (x — 32)? + 3 = 3 elde edilir.

Kosegenlerinin kesigim noktasi F ile gosterilmek iizere, bir ABCD kirigler dortgeninde m(ﬁ) = m(f)),
m(@) = 150°, |BE| = z, |[ED| = y ve |AC| = z ise, y nin x ve z cinsinden degeri asagidakilerden
hangisidir?

z—2x 2z — 3z

a)

Z—x z —2x
e)
2 2

N A

c) z+ V3 d)

Coziim 1:

Yanit: @

/B = /D ve dorgen kirigler dortgeni oldugu i¢in AC ¢aptir. O bu kirigler dértgeninin gevrel merkezi olsun.

/BOD = 2-/BAD = 2-(180° — 150°) = 60° olacagindan ABOD bir egkenar iiggendir. Bu durumda
z—2x

gemberin yaricapr OB =0D =BD =z +vy,caprz =2(zx+y) =2z + 2y => y = gikar.
Coziim 2:
o . BD T+y - o
ABCD’de Siniis teoreminden — 500 = 2R = —— = 2R = 2 +y = R elde edilir. AC ¢ap oldugu icin
sin =
2

-2
z x elde edilir.

=2 +2y=>y=
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Cozim 3:

AC’nin ¢ap oldugu gergegini yakalayamadigimizi varsayarsak:
/BAC = Z/BDC = « olsun.
ABCD’de Siniis teoreminden

BD BC xr+y BC . BC
. = = = — = sina =
sin150°  sina 3 sin o 2z + 2y
BC BC -2
Aynmi zamanda AABC' dik {i¢ggeninde sina = - L oldugu icin, z =22+ 2y = y = 72T clde edilir.
z

@ 23 — 5% — 222 + 56 = 0 (mod p) denkliginin kag p asal sayisi i¢in 0 < x < p olmak iizere iig farkli tam say1
koki yoktur?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

3. dereceden denklemlerin ¢oziimiinde genel bir yol olan son terimin carpanlarindan yararlanalim.

23 —5.22 -22.2456 =8 — 20— 44 + 56 = 0 olacag icin = = 2 bir ¢oziimdiir. Polinom bélmesi yaparak
diger kokleri de bulabiliriz. Sonugta (z — 2)(x — 7)(z + 4) elde edilir.

(x—=2)(z—T)(z+4)=0 (mod p)

denkliginin ¢oziim kiimesi {2,7,—4} tiir. Bu elemanlardan ikisi modp de birbirine denk ise, denkligin {ig
farkl kokii yoktur. Aksi halde denkligin ii¢ farkli kokii olacaktir.

2 = 7 (modp)= 0=5 (modp)=p = 5
2 = -4 (modp)= 6=0 (modp)=p = 2veyap=3
7 = =4 (modp)= 11=0 (modp)=p = 11

Bu durumda p € {2,3,5,11} icin denkligin tigten az, farkh kokii vardir.

Alinan herhangi n kiime arasinda birbirini icermeyen en az 3 tane veya herhangi ikisinden biri digerini igeren
en az 3 tane kiime bulunmasini garanti eden en kiiciikk n tam sayis1 nedir?

a) 4 b) 5 c)6 d) 7 e)8
Coziim 1:

Yanit: E

Soruda istenen p V ¢ ifadesinin tersi p’ A ¢’ dir. Dort kiime arasindan birbirini icermeyen en fazla 2 tane
ve herhangi ikisinden biri digerini igermeyecek en fazla 2 tane kiime bulunan tek bir konfiglirasyon vardir:
A C B, C C D (Kolaylik olmasi agismdan ANC = {} ve BN D = {} kabul edebiliriz.). Goriildigi gibi 4
kiime oldugunda soruda verilen sart1 saglamayan bir konfigiirasyon bulunabiliyor. Bu konfigiirsayona bir £
kiimesi eklediginizde bu kiime A ya da C kiimelerinden birinin alt kiimesi ya da B ya da D kiimelerden birini
igeriyorsa herhangi ikisinden biri digerini igeren 3 kiime bulunmus olacak, degilse A, C, E kiimeleri birbirini
icermeyen 3 kiime olacak. Bu durumda alinan herhangi 5 kiime arasindan sorudaki sart kesinlikle saglanir.

107


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3823.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3825.0

6. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinavi - 1998 geomania.org

Cozim 2:

Kiimelerin kiimesi S olsun.

(S, C) kismi sirali bir kiimedir. Kismi sirali kiimelerdeki zincir ve anti-zincir kavramlarini kullanacagiz.
Soru bize 3 uzunluklu bir anti-zincirin veya 3 uzunluklu bir zincirin var olmasi i¢in S nin en az kag elemanh
olmasi gerektigini soruyor.

Dilworth veya Mirsky Teoremlerinin bir sonucu olarak rs + 1 elemanl kiimede r + 1 uzunlukta bir zincir ya
da s+ 1 uzunlukta bir anti-zincir bulunur. 5 = 2-2 41 oldugu icin 5 elemanh bir kismi sirali kiime igerisinde
2 4+ 1 = 3 elemanl bir zincir ya da 2 + 1 = 3 elemanli bir anti-zincir vardir. O halde aradigimiz en kiigiik n
degeri 5'tir.

Kaynaklar:
Partially Ordered Sets
Bagintilar
a
(a,) dizisi, a; = 1 ve n > 1 i¢in a,, 11 = ———— seklinde tammmlaniyor. a; < 1072 esitsizligini gercekleyen

V1+4a2
en kiiciik k£ degeri nedir?

a) 2501  b) 251  c) 2499 d) 249 ) Hicbiri

Coziim 1:

Yanit:

Qnp An41
1+ 4a? 1
2 - 2
]én a@ﬁl
S td = -
an a@ﬁl 1
4= 5=
n+1 n

Denklemin genel terimini bulmak icin, son buldugumuz esitligi a;’e kadar devam ettirelim.

1 1
4 = —
az a72h1
1 1
4 = 2 . a2
n—1 n—2
1 1
4 = = - =
.
4n—-1) = ———
(n—1) 2@
1
1
2 _
n in 3
a, =

van — 3

=—— <1072 =100 < v4k — 3 = 10003 < 4k = 2500 + 2 < k olur. Yani verilen sart1 saglayan en
vak — 3 1 8 glay
kiigiik k degeri 2501 dir.

3
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Cozim 2:

Test mantigl ile hareket edecegiz.

1 1 1 1
ap =1,a = —, a3 = —, ay = ——, ... seklinde devam ediyor. Buradan genel terimi a, = ———
1 2 3 4 S Yy g \/m

V5 Vo V13!

seklinde bulduktan sonra, Coziim 1’deki iglemleri yapacagiz.

@ Birbirine digtan teget olan [AB] ve [BC] gapl iki ¢emberin merkezleri, sirasiyla D ve E ile; A noktasindan
E merkezli gembere ve C noktasindan D merkezli gembere (AC dogrusuna gore ayn tarafta kalacak sekilde)
cizilen tegetlerin kesisim noktasi F ile gosterilmek iizere, |DB| = |BE| = /2 ise, AFC iicgeninin alani
agagidakilerden hangisidir?

a) 77\/5 b) ¥ c) 42 d) 23 e) 2v/2

Cozim:

Yanit:

Cemberler es oldugu i¢in F'B, AAF(C’de simetri eksenidir. C'F', D merkezli cembere T’de dokunsun. AT DC
1
dik iicgeninde DT = /2, DC = 3v/2 oldugu icin Pisagordan TC = 4 ve tan /TCD = —— elde edilir.

2V2

1 1-4+/2
AFBC dik tggeninde tan ZBCF = ——= olacag i¢cin F'B = 1 ve Alan(AFC) = 2\[ = 2/2 olarak

2V2

bulunur.

p ve q tek sayilar asal sayilar dizisinin ardigik iki terimi olsun. p+ ¢ sayisimn farkli pozitif bolenlerinin sayisi
en az kag olabilir?

a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6
Cozim 1:

Yanit:

Tek asal sayilarin toplami bir cift sayidir. k& > 1 olmak iizere; p + q = 2k = 2'k! sayismim da pozitif bolen
sayisi en az 2 X 2 = 4 olacaktir. Bu son soyledigimiz sey, kismen yanlg. Neden? m > 1 olmak tizere; k = 2
olma durumunda, 2k = 4m olacagindan bu ifadenin pozitif bolen sayis1 (2 + 1) = 3 tiir. Belki de bu sekilde
iki asal say1 yoktur. 3 pozitif bolen oldugu i¢in m = 1 yani p + ¢ = 4 olmas1 gerekir. Bu gekilde ardigik iki
asal say1 yoktur. O zaman 4 pozitif bolen icin aragtirma yapalim. 3 +5 = 8 = 23 sayis1 (3 + 1) = 4 pozitif
bélene sahip. Gergi soruyu ¢ozerken diigiinmedigimiz bir olasiliktan bulduk sonucu. 3’ten az olamayacagim
gosterdik, 3 olamayacagim gosterdik. 4’e bir 6érnek bulduk. O zaman cevap 4’tiir.

Aslinda p+¢q = 2k’nin 4 boleni olmasi igin ya k = 4 olacak, ya da k bir asal say1 olacak. k =4 icinp =3,¢ =5
asal sayilar1 bulunabilir.
k asal say1 ise, p+q = k+k olacag i¢in k’'nin p ile ¢ arasinda bir asal say1, yani p < k < ¢ olmasi gerekir. Bu

da soru da verilen p, ¢ ardigik iki asal say1 ifadesine ters diiger. Yani, anlayacaginiz, p + ¢ ifadesinin 4 pozitif
boleninin olmasini saglayanan tek (p, q) asal ikilisi (3,5)’tir.

Coziim 2:

. ; ) p+q L s ..
p + g > 8 cift sayisinin bolenlerinden bazilari kabaca 1,2, — p + ¢ dir. 4ten daha az boleni olmasi i¢in
P+q

= 2 = p+ q = 4 olmasi gerekir. Asal sayilar dizisinin en kiiciik iki tek elemam 3 ve 5 oldugu igin

p+ g > 8 olacagidan pozitif bolenler en azindan 1,2, 4,8 olacaktir. Bu durumda 4 pozitif bolenli p + g sayist
vardir; fakat 3 bolenli yoktur.
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Bir kiibiin yiizlerine 1, 2, 3,4, 5, 6 sayilarin isaretleyerek bir zar yapmak istiyoruz. Ortak bir ayrita sahip iki
yiize komgu yiizler dersek, ardigik sayilarin komsu yiizler iistiinde yer almasi koguluyla, bu zar1 kac¢ degigik
bigimde yapabiliriz?

a) 10 b) 14 c) 18 d) 56 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

1 ve 2 yi yerlegtirdikten sonra kiipii acalim.

A C

S~

A=3ve B=4ise (C,D) ikilisi (5,6) ya da (6,5) olabilir.
A=3veD=4ise (B,C) ikilisi (5,6) ya da (6,5) olabilir.
Bu durumda A = 3 ise 4 farkh dizilis var. Benzer sekilde C = 3 igin 4 farkli dizilig olabilir.

B = 3 ise D = 4 olamaz; ¢iinki (A, C) ikilisi komsu degil. Bu durumda B = 3 ve A =4 ise (C,D) = (6,5)
olmali. B =3 ve C' =4 igin ise (4, D) = (6,5) olacak.

Yani toplamda 4 + 4 + 2 = 10 farkh dizilis miimkiin.

Bir dik tiggende hipoteniistin uzunlugunun gevreye oraninin alabilecegi tiim degerler gergel sayilar ekseninde
bir aralik olugturur. Bu araligin orta noktasi nedir?

2v2 +1 V241 2v2 -1
ver- T d)v2-1 )

a) = b) = c) V21

2

Coziim:

Yanit:

Hipoteniis ¢ ve diger kenarlar a, b olsun. Pisagordan
A =a24+b>2ab= 22>+ 2ab = (a—l—b)2 =cV2>a+b

ve licgen esitsizliginden
a+b>c

elde edilir. Esitsizliklerin her iki tarafina ¢ eklersek

c S 1
+b+c T 1442

c+evV2>a+b+e=
a

ve )
a+b+c>20:7>#
2 a+b+c
elde edilir. ( 1+1 73 3] araligimn orta noktasi
L1 3+V2
1+v2 2 _2+2/2 _2v2-1
2 2 4

olur. Dikkat edilirse alt sinir iiggen ikiz kenar dik iggen iken, list sinir da liggen dejenere iken yani agilarindan
biri 0° iken elde ediliyor.
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Yiiksekliklerinin kesigsim noktasi H olmak {iizere, bir ABC {i¢geninde m(é) = m(a) = a ve A, H,C nokta-
larindan gegen ¢emberin merkezi O ise, HOC agisinin « cinsinden 0Olgiisti nedir?

a) 90° — a b)90°+% c) 180° — d)lSOO—% e) 180° — 2a

Coziim:

Yanit:

ZHAC =90° — /B = 90° —a, ZHOC =2 - ZHAC =2 - (90° — o) = 180° — 2a.

22 +223+322 —2+1 =0 (mod 30) denkliginin 0 < = < 30 olacak sekilde kag farkli tam say1 ¢oziimii vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4

Coziim:

Yanit: E

30 =2-3-5 oldugu i¢in mod2, mod3, mod5 te denkligi inceleyecegiz.
3 modda da z # 0 oldugu asikar.
mod?2 i¢in, z =1 (mod 2).

Fermat’m kiiciik teoreminden 22 = 1 (mod 3) olacag icin,
22?4202 4327 —24+1=14224+3-2+1=24+2=0 (mod3)=2z=1 (mod3)

elde edilir.

Yine Fermat'in kiigiik teoreminde z# = 1 (mod 5) olacag icin,
et 4203 -2 —r41=222 222 —24+2=0 (mod 5)

denkligini saglayan degerleri aragtiracagiz. Sirasiyla 1, 2 ve 4 = —1 (mod 5) i¢in denkligin saglanmadigin
gorelim. =3 (mod 5) icin 2-32 —2-32-3+2=4+2—-3+2=0 (mod 5) elde edilir ki, z = 3 (mod 5)
denkligin tek kokii olur. Son durumda

=1 (mod2),z=1 (mod3),z=3 (mod 5)

denkliklerinin ortak ¢6ziimii = 13 (mod 30) dur.

13 sayisi g0yle buluyoruz. x + 2 sayist hem 3 ile boliimiiyor, hem de 5 ile boliiniiyor. Bu durumda z = 13
ya da x = 28 olacaktir. z =1 (mod 2) oldugu i¢in « = 13 tiir.

Ama soruyu c¢ozerken, 13 sayisini bulmamiz sart degil. Cinlilerin Kalan Teoremine gore 2,3,5 sayilar
ikigerli olarak aralarinda asal olduklari i¢gin mod2 -3 -5 yani mod30 da s6z konusu denklik sisteminin bir
¢Ozimii vardir.

12 evli ¢ift yuvarlak bir masanin etrafinda, erkeklerin hepsi masanin bir tarafinda yan yana, her kadin da
esinin tam karsisinda olacak gekilde oturmaktadir. Masada oturanlar, her seferinde yan yana oturan bir
kadinla bir erkegin yer degistirmesi suretiyle, tiim esler yan yana gelinceye kadar yer degistirir. Bunun i¢in
en az kag yer degistirme iglemi yapilmigtir?

a)36  b)55 c) 60 d) 66  e) Hicbiri
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Coziim:

Yanit: @

FEq’i K, ile kavusuncaya kadar yer degistirelim.

FEy < Ki9, K11, ... Ky seklinde toplam 11 yer degistirme gerekecek.
Simdi de ayni seyi E5 igin yapalim.

FEs < Ki9, K11, ... K3 seklinde toplam 10 yer degistirme gerekir.

Fig & K9, K11, 2 yer degigtirme gerektirirken,

Fq1 ¢ K9 ile 1 yer degigtirme ile egine kavugacaktir.

11-12
Tim bunlar toplarsak 1 +2 + --- 4+ 11 = ——— = 66 yer degistirme elde ederiz. 66 yer degistirme ile tiim

esleri yan yana oturttuk. Ama daha az sayida yer degistirme ile oturtabililir miyiz? Buna cevap vermemiz
gerekiyor.

|E; K;| ile eslerin birbirinden uzakligini gdsterelim. Baglangigta her ¢ift i¢in | F; K;| = 12. Son durumda bunun
|E;K;| = 1 olmasim istiyoruz. Baglangicta leil |E; K;| = 144 iken son durumda Zzlil |E; K;| = 12 olmali.

Her seferinde yer degistirdigimiz F, < K, ikilisi eslerine en fazla 1 birim yaklagiyorlar. Bu durumda seferinde
Zzlil |E; K;| toplam1 en fazla 2 birim kiigiilebilir. Bu takdirde, toplam degerinin 144 ten 12 ye diismesi igin

enaz — — = 66 adim gerekir. 66 adimda soruda istenen yer degistirmeyi yapabildigimize gore cevap 66
dir.

x,y, 2 sayilari

22 +y?’+2z = 15
rH+y+22 = 27
zy+yz+zx = 7

denklemlerini sagliyorsa, agagidakilerden hangisi dogrudur?

a)3<|z+y+2<4
b)5<|zr+y+2/<6
) T<|r+y+z <8
d)9<|z+y+2<10
e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Uciincii denklemi 2 ile genisletip denklemleri taraf tarafa toplarsak;

Pyt rty+ 22y + 2+ 2 = 15427427
(22 +y? + 22+ 20y + 2yz + 222) + (. +y+2) = 56
(z4+y+2)?2+@+y+2) = 56

elde edilir. = +y + 2 = S dersek, S2 + S — 56 = 0 esitliginin ¢oziim kiimesi {7, -8} olur. Bu durumda
|S] = |z +y+z| =7 veya |S| =8 olacag) i¢cin 7 < |z + y + z| < 8 esitsizligi dogru olacaktir.
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Bir ABC {iggeninde A acisinn i¢ agiortay: ile [BC] min kesigsim noktasi D; [CB 15 iizerinde |DE| =
|DB|+ |BE)| 6zelliginde bir nokta E; A, D, E noktalarindan gegen ¢cemberin AB dogrusunu ikinci kez kestigi
nokta F ile gosterilmek iizere, |BE| = |AC| = 7, |AD| = 2/7 ve |AB| = 5 ise, | BF| nedir?

D2 BVE 9nE @3 oV

Coziim:

Yanit:

BD = 5k ise DC = 7k dir. B noktasmin kuvvetini alirsak
EB-BC=AB -BF = 7-5k=5-BF = BF =7k

elde edilir. Aciortay teoreminden

AB-AC —BD -DC =AD?>=35—-35k> =28 = 7=35k> = k =

p1 < pa < -+ < pag, [3,100] araligindaki asal sayilar1 gostermek lizere,

24
Zp?gl =a (mod 100)
i=1

denkligini gercekleyen en kiiciik @ > 0 sayist nedir?
a) 24 b) 25 c) 48 d) 50 e) 99

Coziim:

Yanit:
1 1

Euler Teoreminden (a, 100) = 1 olmak iizere, a®(1°?) =1 (mod 100) elde edilir. $(100) = 100-(1—5)-(1—5) =

40 oldugu igin a*® = 1 (mod 100) olur. 40[99! oldugu icin de a® = 1 (mod 100) olacaktir. Bu durumda
p2 = b haric¢ diger 23 asal say1 100 ile aralarinda asal oldugu i¢in mod100 de 1 kalanim verirler. 5 i 6zel
olarak inceleyecegiz.

i > 1 tam says1 igin 5 = 25 (mod 100) olacagindan, 5% = 25 (mod 100) elde edilir.
Son durumda 25 + 23 - 1 = 48 aradigimiz yanit olacaktir.

Bir torbada 3 i mavi 22 si siyah toplam 25 top vardir. Ahmet, 1 ve 25 arasinda bir n tam sayisi seger.
Betiil, torbadan birer birer ve geriye koymaksizin rastgele n tane top ceker. Cekilen n toptan tam olarak
ikisi maviyse ve bunlardan ikincisi n inci sirada gekilmigse Ahmet, aksi halde ise, Betiil oyunu kazanir. Oyunu
kazanma olasiligini miimkiin oldugu kadar yiikseltebilmek i¢in, Ahmet hangi n sayisini segmelidir?

a)2 b)ll ¢)12 d)13 e) 23
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Coziim:
Yanit: @
3- 22 21 25—n 2 .
_ o) — > 322 S 20-mn 2 Sz .
P(n=2) 95 24 olur. n > 3 igin 25 5123 37 —n %—n gibi bir olasilik elde edecegiz. Ilk mavi

top n — 1 yerden birine gelebilecegi i¢in

3:2:(25—n)  3:2 (n—1)(25—n)
25-24-23  25.24 23

P=(n-1)-

olur. (n — 1)(25 — n) ifadesi en biiyiik degerini n — 1 = 25 — n oldugu zaman yani n = 13 te alir. Burada
yaptigimiz sey, toplamlari sabit olan iki say1 en biiyilik degerini sayilar egitken alir. Bunu gérmenin diger bir
yolu da AO > GO esitsizligi:

(n—1)+(25—n)
2

>vVn—-1)(25—-n)=13>+/(n—1)(25 —n) = 169 > (n — 1)(25 — n)

ve esitlik n — 1 = 25 — n iken saglanir. Yani P yi maksimize en eden n degeri 13 tiir.

1
2331/ 4 5313 = 6 denkleminin kag farkli gergel ¢oziimi vardir?
a)0 b) 2 c)3 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

x < 0 igin sol taraf negatif olacag: i¢gin denklemin negatif kokii yoktur.
z > 0 ig¢in, AO > GO uygularsak

6 331/w el
3= \/x331/“¢3 =/ 37t > /32 =3

1 1
elde edilir. Bu durumda iki kez AO > GO kullandigimiz i¢in, hem 2331/7° = —33“3 hem de 2% = —5 olmal.
x x

Tkincisi birincisini gerektireceginden 2 = 41 elde edilir. Negatif olamayacag i¢in esitlik durumu sadece = 1
iken saglanir.

ABC' dar agih bir iicgen, D ve E sirasiyla [AC] ve [AB] iizerinde m(ﬁ) = m(A/E\C) = 90° kogulunu
saglayan noktalar; AED iiggeninin gevresi 9 ve gevrel ¢cemberinin yarigapi % olmak iizere, ABC' iiggeninin
gevresi 15 ise, |BC| agagidakilerden hangisidir?

a)5h b)2—54 c) 6 d) 8 e)t—8

Cozim 1:
Yanit: E
BCDE kirigler dortgeni oldugu igin
/ABC = LADFE ve LZACB = ZAED

olacaktir. Bu durumda AADE ~ AABC dir ve benzerlik orani % tir.

AD 9 3 . 4
@_TE)_5:>§1HAA_5
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Cevrel cemberlerin yarigaplar: oram da benzerlik oranina esit olacagindan, (ABC') nin yarigapi icin

elde edilir. AABC de Siniis Teoreminden

gikar.
Cozim 2:

ABC fiiggeninin ¢evrel merkezi O, diklik merkezi H, BC nin orta noktast M olsun.

AH =2 OM Obzelligini kullanarak ¢oziime gidecegiz.

AFEHD Kkirigler dortgeni oldugu i¢in AED cevrel gemberi H den geger. AH bu ¢emberin bir ¢capidir. O halde
9 18 AH 9

AH = 2-5 = = tir. Bu durumda OM = - = 3 tir.

ANADE ~ AABC oldugu igin bu ii¢genlerin ¢evrel yarigaplariin oranlari da benzerlik oranina egit olacaktir.
9

£ 9
_5_ = — =
O halde 0C — 15 = 0C =3.

12 24
OMC dik tiggeni bir 3 — 4 — 5 tiggenidir. O halde CM = = ve BC=2-CM = = elde edilir.

(z12 ... T1908), ondalik sistemde 1998 basamakl bir sayinin gosterimi olmak tizere, (x122...x1998) = 7 -
10996 (2 4+ @9 + - -+ + 21908) denklemini saglayan kac (w122 . .. T1998) sayist vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Coziim:
Yanit:
Acik bir gekilde
(122 ... T1908) =7 101996(331 + 294+ 21908) =0 (mod 101996)

oldugu goriiliiyor. Bu durumda
T3 =4 =" = Ti998 =0

olur ve soru
(£12200...0) = 7-10"9%(z; + )

halini alir.

21101997 4 2510199 = 7. 10199 (21 + 25) = 102 + 2% = T2y + 729 = 321 = 62y = 21 = 21

Bu sart1 saglayan (z1, z2) ikililerinin kiimesi S = {(2, 1), (4,2), (6,3),(8,4)} ve |S| = 4 olacaktir.
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n X n (n > 7) satrang tahtasinda oynanan iki kisilik bir oyunda Ahmet’in bir, Betiil’iin ise iki tag vardir.

Ik olarak Ahmet tagim n? kareden birine yerlestirir. Sonra Betiil, tahtanin kenarmdaki karelerden bog olan
ikisine taglarini yerlegtirir. Taglar yerlestirildikten sonra Ahmet ile baglayarak sira ile hamle yaparlar. Ortak
bir kenara sahip iki kenara komsu kareler diyelim. Ahmet, hamle sirasi kendine geldiginde tagini bulundugu
kareden ya bos olan bir komgu kareye siirer ya da tahtanin kenarindaki karelerden birinde bulunuyorsa
tahtanin digina gikarir. Betiil ise, her iki tagini da bulunduklar: karelerden komsu karelere siirer. Betiil’iin
taglarini siirdiigii karelerden birinde Ahmet’in tagi varsa Betiil Ahmet’in tagim yer ve oyunu kazanir. Tagini,
yenmeden tahtanin digina cikartabildigi takdirde ise, oyunu Ahmet kazanir. Ahmet’in oyunu kazanmasim
garanti etmek icin tagim ilk bagta yerlestirebilecegi karelerin sayisi nedir?

a)0 b) n? c) (n—2)? d) 4(n—1) e)2n—1
Coziim:

Yanit: @

Ahmet tagim tahtanin kenarlarina koyarsa, oyuna o baglayacag: i¢in oyunu kesinlikle kazanir. 4(n — 1)

Ahmet tagii tahtanin kenarlar1 diginda bir kareye koyarsa, Betiil taglarimi Ahmet’in tagini ¢apraz olarak
sikigtiracak sekilde koyar.

2% — 22 + 22 = A denkleminin farkh gercel ¢éziimlerinin sayisini n(A) ile gosterelim. A tiim gercel degerleri
aldiginda n(A) nin alacagi degerlerin kiimesi agagidakilerden hangisidir?

a) {0,1,2,3,4,5,6} b) {0,2,4,6} c) {0,3,4,6} d) {0,2,3,4,6} e) {0,2,3,4}
Coziim:

Yanit: @

f(z) = g(x) denkleminin ¢6ztim kiimesi y = f(z) ve y = g(x) denklemlerinin grafiklerinin kesigtigi nokta-
lardir.

Bu durumda 26 — 2% 4+ 22 = 22(2* — 222+ 1) = 22(22 — 1)? = A denkleminin ¢6ziim kiimesi y = 22 (2? — 1)?
ile y = A grafiklerinin kesistikleri noktalar olacak.

y = 2%(2® — 1)? denkleminin kékleri {—1,0,1} dir. Tiim bu kokler kath koktiir. Yani bu noktalara gelince
fonksiyon artan-azalan durumunu degistirir. Bu durumda

y = A < 0 i¢in denklemin hi¢ kokii yoktur.
y = A = 0 i¢in denklemin 3 kokii vardir.
Yeterince biiylik A’lar i¢in denklemin 2 kokii vardir.

y = x2(2? — 1)? fonksiyonu (—1,0) ile (0,1) araliginda simetrik oldugu icin egrilerin tepe noktalar1 aymdir.
A bu tepe noktasinin ordinat degerine esit oldugunda denklemin 4 kokii olacaktir.

(—1,0) araligindaki tepe noktasi ile y = 0 arasindaki degerler i¢in denklemin 6 kokii olur.
Yani n(4) = {0,2,3,4,6} dir.

mﬂ
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ABC bir ii¢gen; |BC| > |BA| ve D bu tiggenin i¢ bolgesinde m(A/B\D) = m(@) kogulunu saglayan bir
nokta olmak {izere, m(?l-)f’) = 150° ve m(mﬁ) = 60° ise m(@) kag derecedir?
a)d5  b)50 c)60 d)75  e)80

Cozim 1:

Yanit:

[BA tizerinde BE = BC olacak sekilde E noktas: alalim.

Ikizkenar {i¢genin tepe noktasmdan cikan aciortay simetri ekseni oldugundan /BDE = /BDC = 150° =
ZEDC = 60° ve DE = DC dolaysiyla da ADEC egkenardir.

ZDAC = ZDEC = 60° oldugu igin ADCE kirigler dértgenidir. Bu durumda £/DCE = ZDAB = 60° olur.
Coziim 2:
AABC ftggeninin i¢ merkezi igin
ZBIC =90° + % =90° 4+ LTAC
bagmtis1 vardir. ZITAC = 60° ise ZBIC = 150° olacaktir. I € [BD oldugu i¢in D noktasi i¢in soruda

verilen her oOzellik I noktasi icin de saglanir. Bu durumda biraz da test mantigi ile I = D kabul edip,
/BAI = ZIAC = 60° elde ederiz.

Coziim 3:

/ABD = /DBC = a ve ZBAD = (3 olsun.
/BCD = 30° —a ve ZACD = 90° — a — 3 olacaktur.
AABC de, D noktasi igin Ceva Teoreminin Trigonometrik Halini uygularsak:

sinf  sin(90° —a — f) sina

sin 60° sin(30° — «) sin «v

Biraz diizenlemeyle sin 3 - cos(a + ) = cos 30° - sin(30° — «) elde ederiz. Trigonometrik ters dontisiimlerle
sin(a+28) —sina = sin(60° — o) — sin @ = sin(a + 25) = sin(60° — «) olur. Bu durumda a4 25 = 60° — «
yada a + 28 = 180° — (60° — ) = 120° 4 « olur.

Ilkinden 8 = 30° — «, ikincisinden 8 = 60° elde edilir. 8 = 30° — a oldugunda AB = BC olacagi, bu da
sorudaki kosul ile gelisecegi i¢in 8 = 60° tek ¢oziimdiir.
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x + 1998 + , | v + 1998 + x+1997+\/x+1997+~--+\/z+1+ z+ 1+ /7 + vz =y denklemini

saglayan kag (z,y) sirali tam say1 ikilisi vardir?
a)0 b) 1 c) 1998 d) 3996 e) Sonsuz goklukta

Coziim:

Yanit:

Iki tarafin karesini alip, kok icerisinde olmayan ifadeleri saga gecirelim. Sonra bu kare alma igini

r+Vr=A€cZ

elde edene kadar devam ettirelim. Bu iglemi bir adim daha ilerletirsek \/z = A2 — z € Z elde ederiz. Bu da
2’in tam kare olmasini gerektirir.

T € Z* olmak iizere; z = T? dersek, v+ /2 = A= T? +T = A2 olur. T2 < A2 < (T+1)2=T?+2T +1
ardisik iki tam kare arasinda bir bagka tam kare olamayacag icin bu sekilde bir = T2 tam sayis1 yoktur.

U] birim kareyi gostermek iizere, istenilen sayida H] ve en cok bir tane [J kullanarak agagidaki n tam
sayilarindan hangisi i¢in n x n lik bir satrang tahtas1 kaplanamaz?

a) 96 b) 97 c) 98 d) 99 e) 100
Coziim:

Yamnit: | Soru hatalhdir

2 tane L sekliyle 2 x 3 bolge kaplanabilir.

’J

Bu durumda 2m x 3k seklinde alanlar sadece L gekilleriyle kaplanabilir. Bu yolla 6k x 6k seklinde tahtalar
sadece L sekilleriyle kaplanabilir. Bu durumda 96 x 96 secenegi eleniyor.

n =96+ 2 ve n = 96 + 4 formundaki tahtalar bir tane 96 x 96, iki tane 96 x (n — 96) seklinde L ler ile
kaplanabilir hale getirilebilir.

%r/“
i

Arta kalan (n — 96) x (n — 96) alanlar yukarida gosterildigi gibi bir adet [J kullanilarak kaplanabilir. Bu
durumda 98 x 98 ve 100 x 100 tahtalar: da kaplanmig oldu.

97 x 97 tahtasim 94 x 93, 3 x 92, 93 x 4 liikk L lerle kaplanabilir alanlara agagidaki sekildeki gibi ayirirsak,
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92
3
y . Hf
93 4

geriye kalan bir kosesindeki bir kare eksik 4 x 5 lik parca da yukaridaki gibi L sekilleri ve bir adet O ile

kaplanabilir.

—I_H_J_

pigseligly

-

9 x 9 luk bloklar yukaridaki sekildeki gibi kaplanabilecegi icin 99 x 99 luk tahta da kaplanabilir.
O halde giklarda verilen tiim tahtalar bahsedilen sekilde kaplanabilir.
Not 1:

Resmi cevap anahtarinda bu sorunun cevabi | D) 99 | olarak verilmis.

Kaynak:
AoPS
Not 2:

Bu sorunun hatali olduguna dair 2002 yili Liselerarasi Proje Yarismasinda tglinctlik odili almig bir
galigmaya Matematik Diinyasi Temmuz 2002 (Syf. 19-22) sayisindan ulagabilirsiniz.

28 \/ r+4vr—4— \/ z + 2v/x — 1 = 1 denkleminin farkli gergel ¢oziimlerinin sayis1 nedir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4

Coziim:

Yanit:

\/x+4\/F:\/ _4+2.2.\/m+4:\/(\/m+2)2:mH

\/x+2\/ﬁ=\/x—1+2-1-\/ﬁ+1=\/(\/ﬁ+1)2=¢aﬁ+1

Ikinci ifadeyi ilkinden cikarisak

\/x+4\/9:—47\/1:+2\/x71:\/x74—\/x—1+1:1:>\/x— =vr—1

elde edilir. Bu esitligin ise ¢ozlimii yoktur.
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~

ABCD bir digbiikey dortgen, m(é) = m(D) = 90°, CD dogrusuna C noktasinda teget olan ve A, B

noktalaridan gegen gember ile [AD] nin kesigim noktasi F olmak iizere, |[BC| = 20 ve |AD| = 16 ise, |CE]|
nedir?

a)9 b)6v2 ¢c)4/5 d)TV2  e) 10

Coziim:

Yanit:
BC 1L CD ve CD (ABC) ¢emberine teget oldugu i¢in BC' ¢aptir. Cemberin merkezi O olsun. O dan AFE ye
inilen dikmenin ayag1 F' olsun. AF = FE oldugu i¢in

OC=FD=10=AF=AD—-FD=16-10=6
elde edilir. AOAF dik iiggeni 6 — 8 — 10 iiggeni oldugu igin OF = CD = 8 ve AECD dik {iggeninde
EC?=CD?*+ED?*= EC*=4*>+8 =80= EC =4V5
olarak bulunur.

m = (abab) ve n = (cded) ondalik sistemde dort basamakl sistemde dort basamakl iki tam sayimnin gosterimi
olsun. m + n sayisinin tam kare olmasini saglayan (m,n) iftleri igin, a - b - ¢ - d ¢arpimi en ¢ok kag olabilir?

a) 392 b) 420 c) 588 d) 600 e) 750
Coziim:

Yanit: @

m+n = (1000a + 100b+ 10a + b) + (1000c + 100d + 10c + d)
1010a + 101b + 1010c + 101d

101(10a + b + 10c + d)

101(ab + cd)

101(ab +cd) = T? = (ab+cd) = 101k?

elde edilir. 20 < ab + cd < 198 olacag icin de k = 1 ve ab + cd = 101 olur.

2<b+d<18=101—-18=83<10(a+c)<99=10(a+c)=90=a+c=9=b+d=11

a-b-c-d’ yi maksimize etmek icin a ile ¢, b ile de d de birbirine ¢ok yakin olmali. Bunun nedeni toplamlari
sabit olan (a + ¢ = 9) iki saymin garpimi en bilyiik degerini sayilar egit (a = b) iken alir. Bu AO > GO nun
bir sonucudur. Bu durumda

{a,c} = {4,5},{b,d} = {5,6} = max{a-b-c-d} =4-5-5-6 =600

olur.

m siitun ve n satiri olan bir satrang tahtasinda iki kisilik bir oyun oynaniyor. Her iki oyuncunun da birer tag
olup, baglangicta birinci oyuncunun tag: tahtanin sol iist kogesindeki, ikinci oyuncununki ise, tahtanin sag alt
kogesindeki karedir. Ortak bir kenara sahip iki kare komsu sayilmak iizere, hamle siras1 gelen oyuncu, tagini
bulundugu karenin komsularindan birine siirer. Stirdiigii karede diger oyuncunun tasi varsa, onu yiyerek oyun
digt birakir. Oyunu, diger oyuncunun tagimi yiyen veya tagini, diger oyuncunun taginin baglangicta bulundugu
siraya once ulagtiran oyuncu kazanir. Ik hamleyi birinci oyuncu yaparsa, asagidaki (m,n) sirali ikililerinden
hangisi i¢in ikinci oyuncunun oyunu kazanmasini garanti eden bir strateji vardir?

a) (1998,1997)  b) (1998,1998) ) (997,1998)  d) (998,1998)  e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: @

Soruda “diger oyuncunun taginin baglangicta bulundugu siraya once ulagtiran” gibi bir ifade var. Aslinda
“sira” yerine “satir” denmesi gerekirdi. Sira ayni zamanda siitunu da tanimlayabilecegi i¢in ilk oyuncu her
zaman tahtanin kenarlarindan birine ikinci oyuncudan 6nce varabilir. Cevap anahtarinda D secenegi dogru
sik olarak verildigi i¢in, soruda “sira” ifadesinden maksadin “satir” oldugu sonucu cikar.

n < m oldugu durumlarda birinci oyuncu her zaman dikine hareket ederse oyunu kazanir.

m = 997,n = 1998 durumu igin, tahtay1 satrang tahtasinda oldugu gibi damali (siyah-beyaz) sekilde bo-
yayalim. Sol iist kose beyazsa, sag alt kose siyah olacaktir. Ilk hamle sonunda birinci oyuncu siyah kareye
gegecek, bu durumda ikinci oyuncu siyah karede oldugu igin birinci oyuncunun tagini yiyemez. Bu durum
sonraki hamleler i¢in de gecerli olacak. m = 997, n = 1998 igin ikinci oyuncunun birinci oyuncunun tasini
yeme ihtimali yok. Birinci oyuncuda, ilk baglama avantaji da oldugu i¢in oyunu her zaman kazanabilir.

m = 998, n = 1998 durumu igin ise, sol iist koge beyazsa, sag alt kose de beyaz olacak. Bu durumda, birinci
oyuncu her zaman farkli renkteki kareye hareket etmek zorunda oldugu icin ikinci oyuncuyu hicbir zaman
yiyemeyecek. Bu durumda yeme avantaji, ikinci oyuncuda oluyor. Bakalim, ikinci oyuncu bu avantajini nasil
firsata doniigtiirecek.

Tkinci oyuncu ilk olarak birinci oyuncuyla aym siitunda yer alana kadar yatay hareket yapacak. Bu durumda,
bu kadar yatay hareketle oyunu kazanmak i¢in rakibinin tagini yemesi gerekecek. Bu agsamadan sonra, raki-
biyle arasindaki dikey fark: yavag yavasg kapatmaya baglayacak. Rakibi bu durumdan kurtulmak i¢in yatay
hareketler yapacak. Normalde yatay hareketlerin takibi gerekir; ama birinci oyuncu bir saga bir sola giderek
oyunu kilitleyebilecegi i¢in, stitun takibi igin daha farkli bir strateji gerekir. Ikinci oyuncu birinci oyuncu ile
stitunu egitledikten sonra, birinci oyuncunun yatay hareketine ilk bagta dikey hareketle tepki verecek. Birinci
oyuncu bir 6nceki adimda yaptig1 yatay hareketin tersini yapmaya calisirsa, birinci oyuncu zaten o stitunda
oldugu ic¢in bir tane daha dikey hareketle birinci oyuncuya daha da yaklasacak. Birinci oyuncu bir onceki
hamlesiyle aym yonde yatay hareketi tekrarlarsa, bu sefer ikinci oyuncu onu siitunca takibe alacak. Birinci
oyuncu illa ki ters yonde yatay hareket yapacak cilinkii en kotii ihtimalle tahtanin kenarina gelecek. Bu ana
kadar, ikinci oyuncu bir karelik takip mesafesini korumus olacak. Ikinci oyuncu, aralardaki dikey harekete
dikey hareketle cevap verirken stitunca takip mesafesi korunurken satirca takip mesafesi azalacak. Belirli bir
andan sonra, birinci oyuncu ile ikinci oyuncu ayni 2 x 2 karenin igerisinde yer alacak ve ikinci oyuncu birinci
oyuncuyu yiyecek.

1
f : RT — R fonksiyonu her z,y € R* igin f(z) + f(y) = f(z)f(y) + 1 — — kogulunu saghyor ve f(2) < 1
Ty
ise, f(3) degeri nedir?

a) 2/3
b) 4/3
c) 1

d) Verilenlerden tek bir f(3) degeri belirlenemez.
e) Verilen kogullar1 saglayan bir f fonksiyonu yoktur.

Coziim:

Yanit:

PSSt )0 =07 1—&
~ 2/(1) - (1) =
~ JW@-f1) =

oldugu igin f(1) =0 ya da f(1) = 2 elde edilir.
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oldugu icin f(1) = 0ise f(2) = - yada f(1) =2 ise f(2) = g elde edilir. Soruda f(2) < 1 olarak verildigi
i¢in f(1) =0 dur.

=1 = f@)+ ) = @) 1) +1- —
= f(w)=1—%
= f(3):§

elde edilir.

1
Coztimin sihhati agisindan f(z) = 1 — — fonksiyonunun soruda verilenleri sagladigindan emin olalim:
x

fa)=1-1 = f@)=
f@+ 1)~ f@f W) = (=D+0-1)=1-D1-0)
1 1 1 1 1
= 2-1-—-—1—-—— 4+=4-=
x Yy xTYy T T

= 1— —
Y

[BC] ¢apl bir ¢gemberin bu c¢apma dik olan bir kirigi [AD], AC ve C'D yaylarimin orta noktalar1 sirasiyla
E ve F, ADN BE = {G}, AF N BC = {H} olmak iizere, m(AC) = « ise, BHG agisinin « cinsinden
Olctisii asagidakilerden hangisidir?

., o . o o o, O 180° — 2«
a) 90 . b) 60 —3 c) a—30 d) 15 t3 9)73
Coziim:
Yanlt:
ADNBC ={I}, AFNBE ={J} ve ABNGH = {K} olsun.
AE=FEC = CF=FD
/BID = wzgoo
JBIF — AAEJ;ABF

LAC — LEC + £BF
2

LAC — LFD + /BF
2
LAC + £BD

R s
2
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elde edilir. Bu durumda AABH da, AI ve BJ yiikseklik oldugu icin G diklik merkezi ve HK da yiikseklik
olur. Bu durumda

/ABH = # - g — /ABH + /BHG = 90° = /BHG = 90° — g

olur.

a, b, c,d rasyonel sayilar ve a > 0 olmak iizere, an® + bn? + cn + d sayis1 her n > 0 tam sayisi icin bir tam
say1 oluyorsa, a nin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

1 1
a)l b) 3 c) 6 d) Boyle bir en kiigiik deger yoktur. e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

n = 0 i¢in, d’nin tam say1 olmasi gerekir.
n = 1icin, a + b+ ¢+ d bir tam sayidir
n = 2 icin, 8a + 4b + 2¢ + d tam sayidir.
n = 3 igin, 27a + 9b 4 3¢ + d tam sayidir.
Buna gore (a+b+c+d) —d=a+ b+ ¢ bir tam say,
(8a+4b+2c+d) —2(a+ b+ c) —d = 6a+ 2b bir tam say1,
(27a 4+ 90+ 3c+d) —3(a+ b+ ¢) — d = 24a + 6b bir tam sayi,
4(6a + 2b) — (24a + 2b) = 2b bir tam say,
(6a + 2b) — 2b = 6a bir tam say1 gikar.
1 1
Soruda a > 0 verildigi i¢in 6a > 0 = 6a > 1 = a > G elde edilir. a = G degeri icin an® + bn? + cn +d
1
ifadesini her zaman tam say1 yapan b, ¢, d sayilar: var mi1? Onu arastiracagiz. Yani a > 6 oldugunu gosterdik;
1
ama heniiz a = 5 olabilecegini gosteremedik.
(n—1)(n)(n+1) = n® —n sayisim ele alahm. Ardigik {ig sayidan en az biri 2 ile, tam olarak bir tanesi de 3 ile
nd—n 1

= 7-n3+0-n2+_—1-n+0
6 6

boliintir. Bu tigiiniin ¢arpimi da dogal olarak 6 ile boliiniir. Bu durumda

say1st her n > 0 icin tam sayidir.

10 elemanl bir kiimenin, hi¢biri bir digerinin altkiimesi olmayacak sekilde en ¢ok kag altkiimesi bulunur?
a) 126 b) 210 c) 252 d) 420 e) 1024

Cozim 1:

Yanit:

Test mantig: ile hareket edecegiz. Eksik ¢oziim yapip, en azindan soruyu belirli bir asamaya getirecegiz.

10y /10 < 10y /10 < 10y /10 < 10y /10 < 10y (/10 < 10\ 959
0/ \10 1) \9 2) \8 3) \7 4) \6 5)
Goriildiigii gibi k-elemanh altkiimelerin sayisi en biiyiik degerini k = 5 oldugunda aliyor. k-elemanl altkiime-

lerden higbiri bir digerini igermez, icerseydi altkiimelerin ikisi de k£ elemanli oldugu ig¢in altkiimeler ayni
olurdu.

123


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3860.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3861.0

6. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinavi - 1998 geomania.org

Ya bazist 3-elemanli, bazisi 4-elemanli, bazis1 5-elemanli, bazisi da 6-elemanh altkiimelerin birlesimden elde
edilen altkiime kiimesi daha ¢ok elemanl ise? Buna karar vermek test iginde o kadar kolay degil. En azindan,
bu ¢oziim i¢in bu iddianin dogru olmadigini ispatlamayacagiz. Onsezilerimizle, C' sikkini igaretleyecegiz.

Cozim 2:

Coziim 1’in aksine burada matematiksel bir ¢éziim yapalim. Acgikcas: s6z konusu problem bir Kombinatorik
konusu olan Sperner Teoremi’ni dogrudan soruyor. Biraz da bu teoremin ispatini bilerek bir ¢oziim yapacagiz.
Boyle bir ¢oziimiin bir test siiresinde diigtintiliip yapilmasii ¢ok miimkiin gérmiiyoruz. Yine de;

S ile birbirinin altkiimesi olmayan kiimeleri igeren bir kiimeyi gosterelim.

En basit mantigiyla, S = {{1},{2},{3},...{10}} bu sekilde bir kiime olacak. S, ile S kiimesinin ¢ elemanl
kiimelerden olugan elemanlar: igeren kiimeyi gosterelim. Buna gore yukarida verdigimiz basit 6rnek icin

|S5] = 0 iken |S;| = 10 dur.

S={z:|z|=5Ax C{1,2,...,10}} geklinde bir S kiimesi alahm. |S| = (150) = 252 ve S’deki elemanlardan
higbiri bir digerinin altkiimesi degil. Bu durumda 6rnegin |Sg| = |S5| = |Sg| = 0 iken |S5| = 252 dir.

Bu tanimlamalar: yaptiktan sonra, asil sorunun ¢oziimiine gelelim.

S igerisinden k elemanl bir eleman alip (unutmayalim, S nin elemanlar1 birer kiimeydi!), Bu elemanlar k!
sekilde siralayalim. Sonra da {1,2,...,10} kiimesinin kullanmadigimiz 10 — k elamamm (10 — k)! sekilde
siralayalim. &k elemanli elemanlarin kiimesi Sy olacagindan toplamda |Sk| - k! - (10 — k)! sekilde (1,2, ...10)
sayilarinin bir permiitasyonunu elde etmis olduk.

Son yaptigimizi her 0 < k < 10 sayisi i¢in yaparsak toplamda

10

> ISk| - k- (10 — K)!

k=0

permiitasyon elde ederiz. Toplamda elde ettigimiz bu permiistasyonlar arasinda ayni permiitasyonlar var mi?

Yoksa bu permiitasyon sayisi
10

> ISkl K- (10 = k) < 10!

k=0
olmali; ¢iinkii 10 elemanlh bir kiimenin 10! permiitasyonu vardir. Toplamda elde ettigimiz permiitasyonlar
arasinda ayni olanlar varsa, o zaman diikkani kapatma vakti gelmig. Ciinkli yapacak bir seyimiz kalmadi
demektir. Dua edelim, boyle bir sey olmasin.

S nin herhangi iki elemanin ele alalim. Bunlardan biri z elemanl X, digeri y elemanli Y olsun; genellemeyi
bozmadan = < y kabul edelim. X i kullanarak yukarida anlatildig: gibi 10 elemanli bir permiitasyon iiretelim.
Sonra da Y yi kullaranak bir permiitasyon iiretelim. Bu iki permiitasyonun ilk  basamagina bakalim. X ¢ Y
oldugu icin, bu basamaklar ayni olamaz. Bu durumda iiretilen tiim permiitasyonlar farkli, bunlarin toplam
sayist da 10! den kiiclik ya da 10! e esittir. Biraz diizenleme yaparsak:

10 10 15| 10 15|
k k
D ISkl k(10— K< 100= Y e Slézwﬁl
k=0 k=0 —— k=0 \k
k!l (10 — k)!
elde ederiz. Simdi de
(10) < (10) N | Skl < |Sk|
k)28 (5 T ()
0zdesligini kullanarak
10 15| 10 15|
— < — <1
10y = 0y =
= G) s ()
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ve 1 10 10 10
a2l Y s =19 < ()
5 k=0 k=0

elde ederiz. Son esitsizlik bize higbiri bir digerinin altkiimesi olmayan kiimelerin toplam sayisinin en fazla
(150) olacagim soylityor. Anlagilir kilmak igin, biraz uzattik; yoksa internetteki kaynaklarda sadece yukaridaki
cebirsel ifadeler verilerek ispat yapiliyor.

Coziim 3:

Ik ¢ozliimdeki, daha dogrusu eksik ¢oziimdeki, eksik parcayr tamamlayalim.

En biiyiik dagilimlardan biri S olsun. Bu altkiimelerden en fazla eleman igeren S, kiimesinin eleman sayisi
a, en az eleman igeren S kiimesinin eleman sayisi b olsun.

a # b oldugunu varsayalim.

b elemanli S altklimesine a — b sayida eleman ekleyerek a elemanli X,, kiimelerini elde edelim. S, ¢ S, ve
Sy C X, oldugu i¢in X,, ¢ S, olacaktir. Sp yi dagihmdan ¢ikarip X,, kiimelerini dagilima ekleyelim. Bu
durumda yeni dagilimin eleman sayisi1 S den fazla olacaktir. Bu da S nin en fazla altkiimeye sahip oldugu
varsayimi ile geligir. O halde @ = b, yani S nin tiim elemanlar1 ayni sayida elemana sahip altkiimelerdir.

k-elemanl altkiimelerin sayisi en biiyiik degerini k¥ = 5 iken alacagi igin aradigimiz yanit, (150) = 252 dir.

Kenar uzunlugu 4 olan bir ABCD karesinde E, [AB] kenarmin orta noktasidir. M noktasi [AC] tizerinde
olmak iizere, |EM| + |M B| toplamini tam say1 yapan kag farkli M noktasi vardir?

a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6

Cozim:

Yanit:

B nin AC ye gore simetrigi D’dir. Bu durumda DM = M B ve EM + MB = DM + ME olur. DM + M E
en kiiciik degerini D, M, E dogrusalken alir.

Bunu daha iyi gormek icin D ile E yi birlestirelim. Uggen esitsizliginden DM + ME > DE = 2v/5 elde
edilir. DEN AC = {M'} ise M = M’ oldugunda DM’ + M'E = 2+/5 en kiiciik degerine ulagir. [M’, A]
araliginda DM + MFE artarken M = A oldugunda DA + AE = 6 bu aralikta en biiyiik degerine ulagir.
[M',C] araliginda DM + ME artarken M = C oldugunda DC + CE = 4 4 2+/5 bu aralikta en biiyiik
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degerine ulagir. M noktasi A dan C' ye giderken ME + M B toplami 6 — 2v/5 — 4 + 21/5 geklinde degerler
alir. Bu degerlerden tam say1 olanlar 6,5,5,6,7,8 olacagindan toplamda 6 farkli M noktas: icin EM + M B
tam say1 deger alir.
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7. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinavi - 1999

Bir ABC iiggeninde |AB| = 14, |BC| = 12, |AC| = 10 ve D, [AC] tstiinde bir nokta olmak iizere, |AD| = 4
tir. E, [BC] istiinde bir nokta ve Alan(ABC) =2 - Alan(CDE) ise, Alan(ABE) kagtir?

a)4v/6 b)6v2 ¢)3v6 d)4v2 e)4/5

Coziim:

AF yi ¢izelim.
[EDC] =6S = [EDA] =4S = [ABE] = 25 = [ABC]| =125

AABC iggeninin kenarlar belli oldugu igin ii¢ggenin alani [ABC] bulunabilir. AABC de Heron formiili (u
Alan Formiilii) uygularsak:

ABC] = alu—a)(u—0)u—cu— 01244
[ABC] = +/18(18 —14)(18 — 10)(18 — 12) = 24/6
[ABE] = @ W

ry = 4(y? + ) esitligini saglayan kag (z,y) tam say1 ikilisi vardir?
a)0 b)3 ¢)7 d)l4 e) Hicbiri

Coziim 1:

(y—4) = 4
A
xr = y—4
Ay —16) +64
- —4
Y 4
= 4(y+4)+ —

127


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3870.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3871.0

7. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinavi - 1999 geomania.org

x in tam say1 olmasi i¢in (y —4)|64 gerekir. 64 {in pozitif bolenleri sayist d(64 = 25) = 7, tiim bélenleri sayist
da 7-2 = 14 tiir. Bu durumda her y degeri igin otomatik olarak x degeri belirlenecegi igin (x,y) ikililerinin
sayist 14 tiir.

Cozim 2:

2(y — 4) = 4y? haline getirdikten sonra z = y — 4 degisikligi yapalim.

64
vz =4(z +4)? =422 + 322 + 64 = x = 42 + 32 + — elde edilir.
z

64
— ifadesini tam say1 yapan 14 farkh z tam sayisi vardir.
z

En fazla 3,5,7 ve 8 top alabilen doért kutuya birbirinin ayni olan 19 top kag farkh sekilde dagitilabilir?
a)34 b)35 c) 36 d)40  e) Higbiri

Coziim 1:

3+5+7+8 23
23—-19 = 4

Bu sayilar da neyin nesi? Toplamda kutularin kapasitesi 23, yerlestirilecek toplarin sayis1 19. Kutularin dolu
oldugunu varsayalim, bu durumda 4 kutudan 4 top gikaracagiz. Normalde bu iglem (tekrarlh kombinasyon)

44+4-1 7
()= () -
farkli gekilde yapilir. Kapasitesi 3 olan kutudan 4 top ¢ikaramadigimiz igin (4,0, 0, 0) dagitimim iptal ediyo-
ruz. Bu durumda 35 — 1 = 34 farkh dagitim elde edilir.

Coziim 2:

Bir onceki ¢oziimde yapilani daha cebirsel bir dille ifade edelim.

1 < 3,29 < 5,23 < 7,24 < 8 olmak iizere 1 + x5 + 23 + 4 = 19 denkleminin negatif olmayan tam say1
¢Ozlimlerini aragtiriyoruz.

1 +y1 =3,T2+Yy2s =5,23+y3 = 7,24 + y4 = 8 olsun.
Benzer gekilde y7 < 3,92 <5,y3 < 7,y4 <8ve3—y1 +5—yo+7—ys+8 —ys =19
=ynty2tystya=23-19=4

4 geker 4 cocuga (‘if;l) = (;) = 35 gekilde dagitilabilir; ama ilk ¢ocuk y; < 4 oldugu i¢in (4, 0, 0,0) dagilim

miimkiin degil. Bu durumda cevap 35 — 1 = 34 olur.

.3 3
sin®x  cos®x
> k esitsizligini her 2 € (0, %) i¢in saglayan en biiyiik & degeri kactir?

cosx sinx

1 3 3 s
a) 3 b) 1 c)1 d) 3 e) Higbiri
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Cozim 1:

Yanit:

sin* 2 4 cos® z (sin? 2 4 cos? )2 — 2sin® x cos? x
sin z cos © 5 sinrcosr )
2(sin” x + cos® x)* — 4sin” x cos®
2sinx cosx
.2
2 —sin“ 2z
sin 2z

sin 2z artarken; kesrin pay1 azalacak, paydasi da artacak. Yani kesir kiiciilecek. Bu durumda kesir en kiiciik
degerini sin 2z = 1 en biiyiikken alir. Bu durumda

2 —sin?2z _ 2-—12
>

sin 2x - 1

olacaktir. Esitlik 2z = § = x = 7 iken saglanir.
Coziim 2:
TH+y= % olmak {lizere; sorudaki esitsizlik agagidaki esitsizlige doniigiir:

sinz  sindy

>k

cosxT  CoSYy

x < /4 <y olsun.

<
cosxT ~ cosy

sin® z < sin®y ve

oldugu i¢in Yeniden Diizenleme Esitsizligi (Rearrangement Inequality) geregi

sin®z  sin® Y sin®z  sin® Y sinz  sin® Y . 9 . 2
> = =sin“x+sin“y=1=k

cosT cosy ~ cosy coszT sinx siny

elde edilir.

ABC ikizkenar ti¢ggeninde |AB| = |AC| = 10 ve |BC| = 12 dir. [BC] iustiinde |BP| = |RC| = 3 olacak
sekilde P ve R noktalari aliniyor. S ve T sirasiyla AB ve AC nin orta noktalari olmak iizere, PT ye S ve R
den inilen dikme ayaklari, M ve N ise, |[M N| kagtir?

913 12 — 2v/13 5v/13 + 20

1013
2) o5 b) — ©) 13

13

d) 153 e

Coziim:
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[BC] nin orta noktas1 H olsun. SP || AH || TR ve ST || BC oldugu igin PSTR bir dikdértgendir. Pisagordan
SP =4, PR =6, PT = 24/13

elde ederiz. Oklid’den elde ettigimiz
MT - PT = ST? =36

NT-PT =RT?=16
ifadeleri taraf tarafa gikartirsak

10v/13
13

(MT — TN)PT =20 = MN =

bulunur.

@ a, b, c tam sayilar olmak tizere,

x = a (mod 14)
z = b (mod 15)
z = c¢ (mod 16)

denklik sistemini ve 0 < z < 2000 kogulunu saglayan = tam sayilariin sayisi agagidakilerden hangisi olamaz?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri

Cozim:

(14,15, 16) sayilar ikigerli olarak aralarinda asal olsalardi tam bir Cinlilerin Kalan Teoremi sorusu diyecektik.
Ama yine de tam bir Cinlilerin Kalan Teoremi sorusu.

Oncelikle a, ¢ sayilarindan biri tek, digeri ¢ift ise denklik sisteminin ¢oziimiiniin olmadigini gérmeye ¢aligalim.

a=b=c=0=7-15-16|z
sartin1 saglayan 0 < z < 2000 araliginda iki tane (x = 0V z = 1680) tam say1 vardir.

a=13,b=14,c=15="7-15-16|(x + 1)
sartini saglayan 0 < z < 2000 araliginda tek bir tane z = 1680 — 1 = 1679 tam say1s1 vardir.

Bu durumda denklik sisteminin ¢oziim kiimesi 0,1 ya da 2 elemanli olabilir. Denklik sisteminin ¢6ziim
kiimesinin eleman sayisinin 3 olamayacagini gosterecegiz.

r=a (mod1l4)=2x=a (mod7)

gerektirmesini kullandigimizda

z = a (modT7)
x = b (mod 15)
z = c¢ (mod 16)

elde ederiz. Bu sistemin ¢oztimleri, Cinlilerin Kalan Teoremine gore
r=7-15-16-k+m = 1680k + m

formundadir. 0 < z < 2000 araliginda ¢oziim kiimesi 1 ya da 2 elemanhdir. Bu durumda ikinci denklik
sisteminin ¢oziim kiimesi 3 elemanlh olamaz.

r=a (modl4)=2x=a (mod7)

gerektirmesi ¢ift yonlii olmadig igin ikinci denklik sisteminin bazi ¢bziimleri birinci denklik sistemini saglamaz.
Bunun i¢indir ki birinci denklik sisteminin ¢6ziim kiimesi 0 elemanli da olabilir.
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Ustlerinde 1,1,3,4,4 ve 5 yazili alt1 kart bir torbaya konur. Torbadan rastgele, sirayla ve gekilenler geri
konmaksizin ii¢ kart gekilip, iistlerindeki rakamlardan cekilis sirasina gore olusturulan ti¢ basamakli sayinin
3 e boliinme olasiligr kagtir?

1 2 1
Coziim:

(114), (135), (144), (345) sayilar1 3 ile boliiniir.
(113), (115), (134), (145), (344), (445) sayilar1 da 3 ile boliinmez.
1,1, 4 sayilar i¢in

8212 1
"T21654 10
1, 3,5 sayilar: icin
211 1
Py=3l---=—
>T %654 10
1,4, 4 sayilar1 igin
_ 3212 1
PT21654 10
3,4,5 sayilar1 icin
211 1
Py=3-—-=-=—
YT 7654 10
ve
P=P+P+P+P, 42
=1 2 3 157075
olur.

P(z) polinomu her z gergel sayisi i¢in 2P(z) = P(x 4+ 3) + P(x — 3) kosulunu saghyorsa, P nin derecesi en
cok kag olabilir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri

Cozim 1:

P(r) = apa"+ap_ 12"+ +a1x+ag
Px+3) = ap(@+3)"+a,_1(x+3)" L+ +ai(z+3)+ao
Plx—3) = ap(z—3)"+ap_1(x—3)""1+- - +ai(x—3)+ag

olsun. "~ 2’li terimin katsayisini hesaplayalim.

Plx+3) = +(an- ()32 +an1- ("7 3+ an—2)a" 2+ ...
Plx=3) = -4 (an-(3) 3 —an1- (") 3+ an2)z" 2+ ..
Pl@+3)+Px—=3) = -+ 2an-(3) 32" +2an 52" %) + ...
2P(£E) = + 2(In_2 . xn72 +

Burada

sonucu c¢ikar ki, bu da ancak (n — 2). terimin taniml olmamasiyla agiklanabilir. Yanin —2 < 0= n < 1 ile
aciklanabilir.

n = 1 durumunda bariz sekilde P(x) = = polinomu esitligi sagladig: igin P nin derecesi en ¢ok 1 olabilir.
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Cozim 2:

Her n € N igin P(0), P(3), P(6),..., P(3n) bir aritmetik dizi olugturacaktir. Bu durumda, P(3n) = (P(3) —
P(0))n + P(0) olacaktir.

Q(z) = (P(3) — P(0))x + P(0) seklinde lineer (1. dereceden) bir polinom olsun.
R(z) = Q(x) — P(x) olarak tanimlansin.

Her n € Nigin R(0) = R(3) = --- = R(3n) = 0 olacagindan, R(z) polinomunun sonsuz sayida kokii olacaktir.
Bu da R(z) = 0 olmasin gerektirir.

O halde P(x) = Q(z) = ax + b seklindedir.

@ Koseleri bir gember tlizerinde bulunan digbiikey bir sekizgenin dort kenarinin uzunlugu 2, diger doért kenarinin
uzunlugu da 6/2 ise, bu sekizgenin alani kactir?

a) 120 b)) 24+68/2 ¢)88v2 d)124 e) 723
Coziim 1:

Sekizgenin koseleri ¢gember iizerinde oldugu icin her 2 uzunlugundaki kenar (kirig), ayn1 o merkez acis1 ile
goriiliir. Benzer sekilde her 6v/2 lik kenar (kirig) da 8 merkez acisi ile goriiliir. Buradan

4o+ 48 = 360° = a + 8 = 90°

elde edilir. Sekizgende biri 2 digeri de 61/2 olan bir ardigik kenar ikilisini ele alalim. (Bu sekilde bir ikili vardar.
Neden?) Genellemeyi bozmadan AB = 2, BC = 6+/2 ve cemberin merkezi O olsun. ZAOB = «, ZBOC =

360° — 90°
oldugu i¢in ZAOC = 90°, AO =0OC = R ve ZABC = — 5 = 135° elde edilir. Sekizgenin alani

4[AOB] + 4[BOC] = 4[ABCO]
olacag i¢in, [ABCO] degerini hesaplamaya galigacagiz. ABC ti¢geninde Cosiniis teoreminden
AC? = 2%+ (6v/2)2 —2-2-6v2- cos(135°) = 4+ 72 + 24 = 100 = AC = V100
elde edilir.

Siniis teoreminden 1
[ABC] =5 -2 6v/25sin(135°) = 6

ve AAOC ikizkenar dik ticgen oldugu igin

1 AC  AC?
dolayisiyla
[ABCO] = [ABC] 4 [AOC] =254 6 =31 = 4[ABCO] =4-31 = 124

elde edilir.
Coziim 2:

A1 As = 2 olmak tlizere A1 Ay A3 Ay As Ag A7 Ag Kirigler sekizgeninin kenarlari sirasiyla 2, 6\/5, 2, 6\/5, 2, 6\/5, 2, 6v/2
olsun. (Kenar siralar1 farkhi olsa da sekizgenin alam degismezdi; ciinkii O merkez olmak iizere A;0A;
iicgenlerinden dordiiniin kenarlart R — R — 2, diger dérdiiniin kenarlar1 R — R — 6v/2 olacaktir.)

A Ag, AyAs, AyAs, AgAr kenarlarim uzantilart A, B, C, D noktalarmda kesigsin. ABC'D kenar1 8/2 olan
bir karedir.

Sekizgenin alani (8v/2)% — 4 = 128 — 4 = 124 tiir.
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En biiyiik ortak bolenleri n olan tiim a, b, ¢ tam sayilar1 igin

r+2y+3z = a
2e+y—2z = b
3r+y+52 = ¢

denklem sisteminin z, y, z tam sayilar olmak tizere ¢éztimtintin bulunmasinm saglayan en kiigiik n pozitif tam
sayist nedir?
a)7 b) 14 c) 28 d) 56 e) Higbiri

Coziim:

Sistemi sirasiyla —1,1, 1 ile genigletip taraf tarafa toplayalim.

—r—2y—3z = —a
2v+y—2z =D
3z +y+ 5z = c

4x = —a + b + ¢ elde ederiz.

Sistemi sirasiyla 1,4, 1 ile genisletip taraf tarafa toplarsak
122 +7y=a+4b+c

elde ederiz. x i yerine yazdigimizda 7y = 4a + b — 2¢ elde edilir.
Buldugumuz degerleri yerine yazdigimizda 28z = a — 5b + 3¢ olarak bulunur.

En biiyiik ortak boleni n olan tiim a,b,c tam sayilar i¢in sistemin saglanmasi gerekeceginden sistemin
a = b= c =n i¢in de saglanmasi gerekir. Bu durumda 28z = —n oldugu i¢in n en az 28 olmalidir.

n = 28 oldugunda sistemin saglandig1 kolayca goriilebilir.

1 den 10 a kadar olan tam sayilar, yandaki sekildeki
on kutuya yerlestiriliyor. En iist siradakiler diginda
her kutudaki sayi, hemen iistiindeki iki kutuda bu-
lunan sayilarin farkina egitse, en alttaki kutuya
yerlegtirilen say1 en ¢ok kag olabilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Cozim 1:

Yanit: @

Herhangi iki saymin farki 10 olamayacag: icin 10 en tistte olmali. Bu durumda ikinci satirdaki en biiytik
rakam, en fazla 9 olabilir. Uciincii satirdaki en biiyiik rakam 8 olamaz; ¢iinkii bu durumda hemen {istiinde
9 — 1 olmas gerekir. 9’u iiretmenin tek yolu 10 — 1 oldugu ic¢in, 1 de kullanildig: i¢in miimkiin degil. Demek
ki, iistten {iciincii satirdaki en biiyiik rakam en fazla 7 olabilir. En alttaki sayimin 5 oldugunu diigiinelim.

7 yi iretmek igin 8 — 1 ya da 9 — 2 gerekli. 7 — 2 = 5 oldugu icin 2 kullanilmig. Bu durumda 7’in iistiinde 8
ve 1 var. 8, 9 — 1 ya da 10 — 2 seklinde iiretileceginden 1 de 2 de kullanildigindan 7 — 2 = 5 geklinde son {i¢
kutu yerlestirilemez. 5 olabilmesi i¢in geriye tek ihtimal kaliyor. O da 6 — 1 = 5. 6 y1 liretmek igin 8 — 2 ya
da 9 — 3 gerekli. 8 =10 — 2 = 9 — 1 olacagindan iki durumda da 1 ve 2 agagilarda kullanildig: i¢in 6 = 8 — 2
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olamaz. 9 — 3 icin 9 = 10 — 1 olacagindan, 1 de asagida kullanildigindan bu da miimkiin degil. Demek ki, en
alttaki kutuya 5 gelemez.

4 olabilir mi?

Bir diger ¢oziim de
2 7 6

4

Not: Bu sorunun benzeri IMO 2018/3 te karsimiza ¢ikiyor.
Cozim 2:

En alttaki say1 a olsun.

a nmin hemen tstiindeki iki sayidan kiigiik olani b olsun. Biiyiik olani a + b olacaktir.

a + b nin hemen iistiindeki iki sayidan kiiciik olan1 ¢ olsun. Biiyiik olani a + b 4 ¢ olacaktir.

a + b+ ¢ nin hemen {istiindeki iki sayidan kiigiik olani d olsun. Biiyiik olani e = a + b + ¢ + d olacaktir.

a, b, ¢, d farkli sayilar oldugu igin e > 1 4+ 2 4+ 3 + 4 = 10 olacaktir. Bu durumda e = 10 ve a < 5 olacaktir.

9 10 3 8

1 7 )
6 2
4
8 10 3 9
2 7 6
5 1
4

) 9 2
4 7
3
6 10 1 8
4 9 7
) 2
3

2?4y 422 =21
rT+y+z+zyz=—-3
22yz +yPxz + 22y = —40
denklem sistemini saglayan kag (z,y, z) gergel say1 ligliisii vardir?
a)0 b) 3 c)6 d) 12 e) Higbiri
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Coziim 1:

Yanit:

(zyz)(x +y + 2) = —40 ve zyz + x + y + z = —3 denklemlerini xyz = P ve z + y + z = S diyerek ortak

¢Ozersek
P+S = -3
PS = —-40
P(-3—-P) = —40
P24+3P—-40 = 0

P=-8S5=5yada P=5,5= -8 elde ederiz.

(x+y+2)2= @+ +2%) + 20y + 29z + 222
Ozdegliginden dolay1

43
r+y+z2=-8 = zytyztyz=

? )
r+y+z=5 = xytyz+yz=2 , zyz=-—8

Yz =5

elde edilir. Vieta Teoremine gore z, y, z sayilari

43
x3—|—8x2+?x—5:0

va da

22 =522 +224+8=0

denklemlerinin kokleridir. Kolaylik olsun diye once ikincisini ¢ozelim.

flx)=a 522+ 20 —8= f(-1)=0

oldugu icin, denklemin bir kokii « = 1 sayisi, polinom bolmesi yaparak
f@)=(@+1)(z—-2)(x—1)

elde ederiz. Bu durumda x = —1,y = 2, z = 4 sorudaki denklem sisteminin ¢éziim kiimesinin bir elemanidir.
3! = 6 farkh gekilde (z,y, z) sirali gergel ticliisii elde edilecegi igin su an i¢in 6 farkl gergel ¢oziim bulduk.

43
J]3+8$2+?$—5=0

denklemine donersek, f(0) = —5 ve f(1) > 0 oldugu i¢in denklemin (0,1) araliginda en az bir gergel
kokii vardir. Bunun yaninda

43 43
f’(x):3x2+16x+?=O:>A:162—4-3-3:—2<0

oldugu i¢in denklemin karmagik (kompleks) kokleri vardir. Bu son yaptigimizi biraz acarsak, normalde 3.
dereceden bir egrinin ii¢ gercel kokii olmasi icin, x-eksenini ii¢ kez kesmesi gerekir. Bu durum da egrinin iki
yerel ekstremumu olmasi gerekir. Biraz daha yalin tiirkceyle, egrinin ekseni ii¢ kez kesmesi i¢in egrinin iki kez
kambur olugturmasi gerekir. Bu noktalardaki tiirev, yani egriye ¢izilen tegetler z-eksenine paralel olacagi igin
bu tegetlerin egimi 0, yani o noktalardaki tiirev 0’dir. Diger bir ifadeyle fonksiyonun tiirevini 0’a esitlersek,
fonksiyonun davranig (artan-azalan) degistirdigi, kambur olusturdugu noktalar1 buluruz. Bu sekilde gergel
noktalar olmadig i¢in denklemin iki kokii karmagik, bir kokii gerceldir. Bizim i¢in tiim koklerin gercel olmasi
gerektigi icin, bu denklemden gercel kok ¢ikmaz.

Bu durumda sadece (—1,2,4) sayilarinin permiitasyonu kadar ¢oztim vardir.
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Cozim 2:

T +y+ 2z =—8 ve xyz = 5 durumunda reel ¢oziim olamayacagini tiirev gerektirmeden de gosterebiliriz.
xyz > 0ve x +y+ z < 0 oldugu icin z, y, z sayillarindan tam olarak ikisi negatif olmali.

Genelligi bozmadan x < y < 0 < z olsun.

AO > GO esitsizliginden 22 + y? > 2zy.

Her iki tarafa 22 + y? eklersek 2(z% + y?) > (z + y)?

2% 4+ y? + 22 = 21 oldugu icin 21 > 2% + y? olacaktir.

42 > 2(z? +y?) > (z +y)? = (-8 — 2)? = (8 + 2)? > 64 celiskisini elde etmis olduk.

O halde x + y + z = —8 ve zyz = 5 durumunda reel ¢6ziim yoktur.

Bir ABC' {iggeninde m(]l\) = 90°, |AB| = V12 ve |AC| = 2 olmak {izere, bu {iggenin digina dogru BEDC
karesi kuruldugunda, karenin merkezi F, [AF] N [BC] = G ise, | BG| kagtir?

a)6-2v3 b)2y3-1 ¢)2+v3 d)4—-vV3 e)5-2V2

Coziim 1:

E

De ®

ZBFC = 90° oldugu igin ABFC Kkirigler dortgenidir. BF = FC oldugu icin de AF, ZBAC nin ig
aglortayidir. Aglortay teoremi geregi

BC
BG = W'AB
- ——.2=6-2V3
2423 V3

elde edilir.
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Cozim 2:

A dan ve F den BC ye inilen yiiksekliklerin ayaklar: sirasiyla H ve I olsun.
BC =4, BI=IC=1IF =2, AH = /3, CH =1 ve IH = 1 olacaktur.
FI| AH oldugu i¢in AGIF ~ AGHA.

GI FI 2
IH FI+AH 243 V3

GI =4 — 2v/3 ve BG = 6 — 2/3 olacaktir.

Bu sorunun genel hali i¢in buraya bagvurabilirsiniz.

72 tane pozitif boleni olan en kiiciik pozitif tam sayinin on tabanina gore yazihmindaki rakamlarin karelerinin
toplami kagtir?

a) 41 b) 65 c) 110 d) 123 e) Higbiri
Coziim:

Normalde, boyle bir soruda
72=2%.32=2.2.2-3-3

oldugu icin
n=2%.3%.5".7". 11" = 13860
gibi bir say1 segerek toplamda 72 pozitif boleni olan sayiy1 kiigiiltmeye caligiriz. 13860 sayisinin rakamlarinin
kareleri toplami 12 + 32 + 82 + 62 + 02 = 110 dur. Ama cevabimiz ne yazik ki 110 degil.
k=22.3%.5%. 7! olmak iizere n = 11k sayismin 72 pozitif béleni vardir (Az énce gosterdik.).

n = 2°.32.51.71 sayisini ele alalim. d(n) = 6-3-2-2 = 72 oldugu icin ve n = 8k sayis1 n = 11k sayisindan daha
kiiciik oldugu icin n = 8k = 10080 sayismin rakamlarinin kareleri toplami 12 + 82 = 65 tir. 10080 < 13860
oldugu igin 72 = 6-3-2- 2 geklinde bir ¢arpanlara ayirma 72 = 3-3-2-2-2 geklinde bir ¢arpanlara ayirmadan
daha kiigiik bir sonug verecektir. Ama 72 pozitif boleni olan en kiiciik say1 n = 10080 sayist m1? Aslinda
bunu séylemek o kadar da kolay degil.

Ya, daha kiiclik bir say:1 varsa?

Aslinda bu soruyu 1644’te Mersenne Ogrencilerine sormus (Kaynak: Elementary Number Theory In Nine
Chapters, 1999, syf. 94):

D(k) ile tam olarak k pozitif boleni olan en kii¢iik sayiy1 gosterelim. Once 60 pozitif bolene sahip bir say1
bulun. Sonra D(60) 1 hesaplayn.

Rahatca goriildiigii iizere bizim sorumuzdan farkli degil.

Bu konu literatiirde Highly Composite Number diye geciyor. Kendisinden kiiciik sayilardan daha fazla bolene
sahip sayilara, benim cevirimle bir hayli birlegik say: diyoruz. 10080 sayis1 bir hayli birlesik bir sayi. Yani
kendisinden kiigiik sayilarin pozitif bolenleri sayis1 72’den kiigiik. O zaman 72 pozitif bolene sahip ilk say1
10080 dir.

Simdi de bu sorunun ¢ézlimii i¢in neler yapabiliriz, ona bakalim.

(1) 72 tane pozitif boleni olan sayilardan en fazla asal bolene sahip say1, 72 =2-2-2-3-3 oldugu igin, 5 asal
bolenli bir sayidir.

72 tane pozitif boleni olan sayilardan en kii¢ligiinii ariyorsak, bu asal sayilar 2, 3, 5, 7 ve 11 olmali. Aksi
halde daha biiyiik olan asal say1 bu listedeki eksiklerden biri ile degistirilirse aym sayida pozitif bolene sahip
daha kiigiik bir say1 elde edilir.

(2) Asal bolenlerden kiigiik olanin iissii, daha biiyiik asal bolenin iissiinden daha az olamaz. Bu durumda,
iisleri degistirirsek daha kiigiik bir say1 elde edebiliriz.

(3) Bu iki ozelligin yaminda, Wikipedia ve Wolframda bahsedilen bir {iglincii ézellik var. En biiylik asal
bolenin iissii, say1 4 veya 36 degilse 1 olmali. Muhtemelen bu 6zelligin ispati, diger iki ozellige gore daha
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uzun. Belki Highly Composite Numbers ile ilgili bir baglik altinda bu 6zelligin ispat1 verilebilir. Simdilik bu
ozelligi kullanmadan ¢ozlimiimiize devam edelim.

72 tane pozitif bolene sahip, (1) ve (2) 6zelliklerini saglayan 16 farkli say1 vardir:

1 [2-2-2-3-3] 2232517111 = 13860
2 [2.-2.2.9 28315171

3 12236 25325171 = 10080
4 12.3.3.4 23325271

5 [2-2-18 2173151

6 [2-3-12 2113251

7 12-4-9 283351

8 [2-6-6 253551

9 |3-3-8 273252
10[3-4-6 253352
111]2-36 23531

12324 22332

13]4-18 21733

146-12 21135

15]8-9 2837

16 | 72 271

(3) nolu 6zelligi kullansaydik 9., 10., 12., 13., 14., 15. ve 16. sayilar da iptal olacakti.

22 < 5! ve 23 < 3% < 11 ozelliklerini kullanarak ilk dért sayiya baktigimizda 2°325'7!1 = 10080 < 24
sayisinin en kiiciik oldugu goriiliir.

2 veya daha az asal carpandan olusan sayilar (2% -3%) icin, @ > b, a +b < 14, (a + 1)(b+ 1) = 72 ve
a+14+b+1 < 16 sartlar saglanmali. 8 -9 = 72 ve 8 + 9 > 16 oldugu igin bu sekildeki sayilar 10080 den
kiiciik olamaz.

[5,10] arasindaki sayilar1 2 nin {issii geklinde yazmaya galistigimizda 10. say1 haric digerleri 2! ten biiyiik
olacaktir.

10. say1 ile 3. sayiy1 oranlarsak 1—75 > 1 cikacagr icin 3. say1 yani 10080, 72 porzitif bolene sahip en kiiglik
sayidir.

Referanslar:

Wikipedia

Wolfram

Mathematical Gems III, Rons Honsberger, 1985, Chapter 14, Syf. 193.

Not: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yili basimhi Tiibitak Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda
cevap (C) olarak verilmigtir. Oradaki ¢oziim hatalidir.

3 x 3 liik bir tahtadaki dokuz kareden dordii, ikisi kirmizi, ikisi maviye olmak tizere ve ayni renkte iki kare ne
ayni satir ne de ayni siitunda yer alacak bigcimde boyaniyor. Bu boyama iglemi ka¢ degisik bigimde yapilabilir?

a) 198 b) 288 c) 396 d) 576 e) 792
Coziim:

9 kareden birini kirmiziya boyadigimizda, kirmizi renk icin geriye 4 uygun kare kaliyor. Geriye kalan 7 kareyi
maviye 4 +4 + 3 + 3+ 3 + 3 + 2 = 22 gekilde boyariz. Yani toplamda 9 x 4 x 22 = 792 boyama oldu.
Yalniz, kirmizilar kendi arasinda, maviler de kendi arasinda 6zdesg oldugu igin 792’yi 2! x 2! = 4’e bélmemiz

7
gerekiyor. o = 198 aradigimiz cevap.
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1
y=/z%+ 1999 esitligini saglayan kag¢ (z,y) rasyonel say1 ikilisi vardir?

a)0 b) 2 c)3 d) 4 e) Sonsuz sayida
Coziim:

Her iki tarafin karesini alalim.

1 1
2 2
- = — =
YR qggg ~ W W) = 155
1 1
T+ -r
olacaktir. y —x =rise y + x = 1999 olur. Bu durumda y = % ve r = % elde edilir. Her
r

r rasyonel sayisi igin x, y sayilar rasyonel olacag: i¢in sonsuz farkli ¢oziim vardir.

Taban1 ABC eskenar tiggeni ve tepe noktasi T olan bir diizgiin piramidin [AB], [BC], [CT], [T'A] ayritlarmin

orta noktalar1 sirasiyla P, @, R, S ile gosterilmek iizere, bu piramidin cisim yiiksekligi 2v/15 ve |AB| = 6 ise,
Alan(PQRS) kagtir?

a)4v/15  b)8/2 ¢)8/3 d)6V5  e) 92

Coziim:

(S *r

-~ ~
-~

Aw Y.

T noktas1 A, B, C noktalarmma eg uzaklikta olacak. Bu durumda 7T’nin ABC' diizlemindeki izdiigiimii ABC
ticgeninin agirhk merkezi olan G noktasidir. TG = 2v/15 soruda verilmis. AB = 6 ise AG = 2v/3 ve TAG
dik iiggeninde

AT? = AG? + TG? = AT? =72 = AT = 6V2

dir.
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B

ATB {i¢geninde PS, kenarlar ortalayan bir dogru pargas: oldugu igin

TB

elde edilir. Bu iglemi diger orta noktalar icin de yapinca

A TB
PQ:SR:TC:S,PS:QR:T:B\@

elde ediyoruz. Bu durumda PQRS kenarlar1 3 ve 31/2 olan bir paralelkenar oldu. Simetriden dolay1 PR = SQ
olacag i¢in paralelkenar bir dikdoértgendir. Bu durumda

[PQRS] =3-3vV2=9V2

olacaktir.

tr(n) ile n pozitif tam sayisinn on tabanna gore yazilimindaki rakamlarin & inci kuvvetlerinin toplamini
gosterelim. Agagidaki k degerlerinden hangisi igin, 3 {in tx(n) yi bolmesi 3 iin n yi bélmesini gerektirmez?

a) 3 b) 6 c)9 d) 15 e) Higbiri

Coziim:

a® = a (mod 3) oldugunu fark edelim. Daha genel bir sekilde, k& negatif olmayan bir tam say1 ise
a1 =4 (mod 3)

Ozdegligi vardir. Buna gore,

Umbm_1...a1ag = 10™a,, +---+ 10a; + ag (mod 3)
= ayu+tam1+...a1+ag (mod 3)
= a2F g 2R a2 (mod 3)

olacaktir. Yani her k tek sayist i¢in 3|t;(n) oldugunda otomatik olarak 3|n olacaktir. Dikkat edilirse, siklardaki
tek ift say1 6.

k = 6 icin
te(112) =66 =0 (mod 3)
iken
112=1+1+2=1 (mod 3)
tir.
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2 x 5 lik bir satrang tahtasinin iist sirasinda sol koseden itibaren ardisik k kareye siyah pullar konmustur. Bos

olan karelere istedigimiz sirayla beyaz pullar koyuyoruz. En az bir ortak kogeye sahip iki kare komsgu sayilmak
iizere, her beyaz pul kondugunda, komsu karelere daha 6nceden konmus olan pillarin rengi, beyazsa siyaha,
siyahsa beyaza doniigliyor. k nin agagidaki degerlerinden hangisi i¢in tiim kareler doldugunda pullarin hepsi
beyaz olabilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

k > 1 oldugu durumda

S!S

Ik karedeki siyah tagin etrafinda 2 bosluk oldugu icin nihayetinde (S - B — S) siyaha doniigsecek. Bu
durumda k = 1 olabilir, £ = 0 olabilir, ya da hicbir k& degeri i¢in bu sgekilde bir yerlestirme yapilamaz.

k =1 icin, ilk tag siyah olacak.
S B|B B|S|B

B|S|S|B B|S|S|S5|B

Dikkat edilirse bagtaki ve sondaki karenin 2 komsusu, digerlerinin 3 komgusu var. 2 komsusu olan beyaz
taglar (B — S — B) beyaza, 3 komsusu olan siyah taglar (S — B — S — B) beyaza doniisecek. Yani ikinci
satirdaki taglar hangi sirada konursa konsun, ilk siradaki taglarin tamami beyaza doniisecek. Bu durumda,
ikinci siradaki taglar1 beyaz taglar Oyle yerlegtirmeliyiz ki, hepsi beyaz olsun. Biraz disiintince (ashnda
birden ¢ok bu sekilde dizilis var), ortadaki karenin 3 komgusu, bagtaki ve sondaki karenin 1 komsusu,
digerlerinin (yani bagtan ve sondan ikinci karelerin) 2 komsusu var. Beyaz tagin beyaza doniigmesi igin,
degisime ugramamasi, yani etrafina kendisinden sonra tag konmamasi ya da ¢ift sayida tag konmasi1 gereki-
yor. Once 2 ve 4 nolu karelere, sonra 1 ve 5 nolu karelere, en son da 3 nolu kareye tasi yerlestirdigimizde
tiim taslar beyaz olur.

S|B|B|S|B|S|B|S|B|S||B|S|S|B|S
B B B B|S B
B|S|S|S|B||B|B|B|B|B

B|S S| B||B|B|B|B|B

Not:

Mustafa Téngemen’e ait 2008 yili basimli Tiibitak Matematik Olimpiyati1 Soru ve Coziimleri kitabinda cevap
(E) olarak verilmistir. Oradaki ¢oziim hataldir.

gt — 27V 2 |22 ] + 1 = 0 esitligini saglayan kac (z,y) gercel say1 ikilisi vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 4 e) Sonsuz sayida

Coziim:

{a} ile a pozitif sayisinin virgiilden sonraki kismim gosterelim. Buna gore

[#%] =22 - {+?)

olacaktir.
ah =272~ (22— {2241 = 0
(2% — 222 4+ 1) + 22 — 27V 42 4 {#?} = 0
1
(@2 =1)? +22(1 - 57) + {2} = 0
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Sol taraftaki terimlerin {i¢ii de > 0 oldugu i¢in, toplamlarinin 0 olmasi igin her birinin 0 olmasi lazim. Buna
gore

1

2 — [,
(z*=1)=0A(1 5

)=0A{z?}=0=>2=F1Ay=0A2cZ

olur. Bu durumda
(z,y) = (£1,0)

ile ¢oztim kiimesinin eleman sayisi1 2 olacaktir.

ABC {iggeninde m(@) = 10° ve m(A/B?) = 150° dir. [AC] tstiinde |AX| = |BC| olacak sekilde X
noktas1 aliniyor. m(B/)-(\C’) kag derecedir?

a) 15 b) 20 c) 25 d) 30 e) 35
Coziim 1:

LY BA = /BAY = 10° olacak sekilde [AC] tizerinde Y noktasim alalim. BY = Y A olacaktir. ZBYC =
/BCY = 20° oldugu i¢in BY = BC, dolayisiyla da AX = AY olacaktir. Bu durumda X ile Y noktasi
cakigiktir. Yani Z/BXC = 20°.

Coziim 2:
[AC iizerinde BA = BD olacak sekilde bir D noktasi alalim.

/BDA =10° = ZDBC = 10°
oldugu i¢in C'D = C'B olacaktir. Bu durumda

DB =BA,DC=AX,/BDC = /BAX = 10°
oldugu i¢in ABDC = ABAX olacaktir. Bu da

BX =BC = /BX(C =20°

olmasini gerektirir.
Cozim 3:

BX = sin10° olsun. Bu durumda AB = sin X ve AX = sin(X — 10°) = BC olacaktir. ABXC ii¢geninde
Siniis Teoreminden
sin(X —10°)  sin10°
sin X  sin20°
elde edilir. Agik bir gekilde X = 20° denklemi saglar.

Cozim 4:
/BCA nin agiortay1 AB yi Y de kessin.

LYCA=ZLYAC=10°=CY =YA

/BCY =/YAX =10° ANCY =YAANAX = BC = NAXY 2/ ACBY = BY =YX
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/XY B = /ZBCX = 20° oldugu i¢in de BY XC Kkirigler dértgenidir. Bu durumda
/BYC =/BXC = 20°

olur.
Cozim 5:

ZABY = 30° olacak gekilde [AC] tizerinde Y noktasini alalim.
Z, [OB tizerinde [BC| nin diginda BZ = BY olacak sekilde bir nokta olsun.
ABZY egkenar licgendir. AB 1 ZY oldugu icin de BZAY bir deltoiddir. Bu durunda AZ = AY ve
/ZAB = /BAY = 10° oldugu i¢in
LZAC =20°=/ZCA= AZ=CZ

elde edilir.

AX+ XY =AY =CZ=BC+BZ=YX=BZ=BY
bilgisi egliginde
/BYC =40° = /BXY = 20°
elde edilir.

Coziim 6:

C nin AB ye gore simetrigi D olsun. AACD bir 80° — 20° — 80° {i¢genidir. Bu durumda ABCD eskenar;
AXBD dortgeni de ikizkenar yamuk, yani kirigler dértgenidir. Buna gére AB agiortay oldugu igin DX de
ZADB nin agiortayidir. Ayrica BD = BX = AX oldugu i¢in de AAX B ikizkenar {iggen olur. Bu durumda

m(B/X\C’) = 20° elde edilir.
Coziim 7:

Daha genelini ¢ozecegiz:

/BAC =z ve ZBCA = 2z olsun.

AABC nin gevrel ¢gemberinin merkezi O olsun. OB ile AC, Y de kesigsin.

/LBOA =2/BCA =4z, ZCOB =2/BAC =2z, ZCBO =90° — 2, ZBYC =90° —z. CY = BC = AX.
OC = OA ve CY = AX oldugu i¢gin OY = OX ve ZXOA=/YOC = LZYOX = 2z elde edilir.

Bu agamadan sonra iki sekilde ilerleyebiliriz:

(1) £BOX = ZBCX oldugu i¢in BXOC bir kirigler dortgeni ve ZBCX = ZBOX = 2z
(2) ABOA ikizkenar ve OX tepe agisina ait aciortay oldugu icin BX = XA ve ZABX = x ve /BCX =2z

Coziim 8:

Bu soru, Ucgende Kesenin Kenarlarla Yaptigi Aci Uzerine konusunda bahsedilen (ke =1,b=x,c=2/2) ya
da diger bir deyigle (k2 = 1, N = 1.1) ailesine (z = 20°) aittir. Bundan 6nceki tiim yamtlar ashnda genel
durum igin de ¢aligiyor.

Asagidaki sayilardan hangisi, m ve n tam sayilar olmak iizere, m? + 3mn — 4n? geklinde ifade edilemez?
a) 69 b) 76 c) 91 d) 94 e) Higbiri
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Coziim:

A =m?+3mn —4n? = (m + 4n)(m — n)

oldugu icin,

m+4n = ai
m-—-mn = ag
deyip taraf tarafa cikarirsak,
S = a1 —as
a; — az
n =
5
m = n-+az
A = aia9

elde ederiz. A sayisim farklar: 5 ile boliinen iki sayinin ¢arpimi bicimde yazabilirsek, A sayisi
m? + 3mn — 4n* = (m + 4n)(m —n)

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda A =69 =23-3, A=76=76-1, A=91=91-1ve A =94 =47-2
sayilarinin hepsi farklari 5 ile boliinen iki sayimnin ¢arpimi seklinde yazilabilir.

Saat kismi 1 den 12 ye kadar olan sayilar1 gosteren dijital bir saatin, dakika kismi dogru caligmakta, ancak
saat kismi bir bozukluk sonucu, saat baglarinda n : 59 dan sonra, (n + 1 ve 2n, mod12 digtiniilmek iizere),
(n+1) : 00 olacagna, 2n : 00 a atlamaktadur. (Ornegin, saat, 7 : 00 a ayarlanirsa, bir saat sonra 8 : 00 yerine
2 : 00 olmaktadir.) Saati gelisi giizel bir zamana ayarlar ve aradan bir giin gectikten sonra saate bakarsak,
saat kisminin 4 0 gosteriyor olma olasiligi kactir?

1 1 1 1 C
a) I b) 1 c) 3 d) 3 e) Hicbiri
Coziim:

Saat su anda n : 30 olsun. 1 saat sonra 2n : 30 olacaktir. Buna gore, saat 24 saat icerisinde

to = n (mod 12)
t1 = 2n (mod 12)
tay = 2%'n  (mod 12)

degerlerini alacaktir. 24 saat sonra
tay =22"=4 (mod 12)

olacaksa
2%'n=4n =4 (mod 12)

denkliginden £ bir tam say1 olmak {izere;
dn—4=12k=>n—-1=3k=>n=3k+1

elde edilir. [1,12] araligindaki 12 sayidan {1,4, 7,10} sayilarinmn 3 ile béliimiinden kalan 1 oldugu igin
4 1
P(2*n=4 12)) = — =~
(2%n (mod 12)) 5= 3

olarak bulunur.
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f(x) polinomu her = gercel says1 igin (z — 1) f(z +1) — (z +2) f(z) = 0 kogulunu saghyor. f(2) = 6 ise, f(2)
kagtir?

a) —6 b) 0 c) % d) % e) Higbiri

Coziim:

(-1 f(z+1)
fo="""e

oldugu i¢in f(1) = 0 ve polinomun bir kokii (z — 1) olur.

x yerine x — 1 dersek,

(z+1)f(z—1)

(z=2)f(z) - (z+1)f(z - 1) =0f(x) = p—

oldugu igin f(—1) = 0 ve polinomun diger kokii (x + 1) olur.

f(z) = g(z)(x — 1)(z + 1) olsun. Soruda verilen denklemi yeniden yazarsak

(x—Dglxz+Dz(x+2) — (x+2)g(z)(x—1)(z+1) = 0
(x—=1D(z+2)(g(x+Dax—g(z)(x+1)) = 0
gl +1) _ ozt
g9(z) z( )
xg(x
9@ = =31

elde ederiz. Bu durumda g(0) = 0 ve g(z) = zh(x) tir. Bu son buldugumuzu

glxa+1) z+1

g9(z) x

esitliginde yerine yazarsak

(x+1h(x+1) x+1 _hlxz+1)
xzh(x) =z h(x) =1

elde ederiz. Buradan da h(z) = A sabit bir fonksiyon olarak elde edilir. Son olarak

F@) = ae — 1)+ 1)A
elde edilir. f(2) = 6 degerini yerine yazarsak

f@2)=22-1N2+1HA=6=>A=1
<31> <3+1>3'1'515e1deedilir.
2 2 222 8

ABC fiiggeninde m(A) = 80° ve |AB| = |AC| dir. [AB] iistiinde K ve [AB iistiinde L noktalar1, |AB|? =
|AK| - |AL| ve |BL| = |BC| olacak sekilde aliniyor. m(@) ka¢ derecedir?
a)20 b)25  ¢)30 d)35 e)40

elde ederiz. Son durumda f(z) = z(z —1)(z+1) ve f(2) =
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Coziim:

BC = BL,/BLC = 25°, AK - KL = AB? = AC?
oldugu i¢in AACK ~ AACL, dolayisiyla da

LACK = LZALC =25° = /KCB = 25°

olacaktir.

Benzerligi fark edemeyenler icin

AK AC
. 2
AK -KL = AC :>—C = —

ve

LKAC = ZLAC

oldugu igin AACK ~ AACL (K.A.K) dir. Aslinda bu tip soruda benzerlik vardir ara adimin atlayabiliriz.
AK - AL = AC? ifadesi A dan ACK L iicgeninin gevrel cemberine cizilen tegetin denklemidir. Bu durumda
teget-kirig agidan ZACK = ZALC olacaktir. Bu tip 2y = 22 tarz esitliklerde, teget-kirig aciy1 hemen fark
etmemiz gerekiyor.

x,y, z tam sayilari

|
—

r—3y+ 2z
2z +y— o5z

|
J

denklem sistemini sagliyorsa z agagidakilerden hangisi olabilir?
a) 311! b) 4111 c) 5ttt d) 61! e) Higbiri

Coziim:
3 bilinmeyen 2 denklem var. Yani denklem sistemini ¢6zemeyiz. Ama z, y, z tam sayilar oldugu igin z hakkinda

yorum yapabiliriz.

Denklem sisteminde z i yok etmeye galigalim.

20 —6y + 4z = 2
—2r—y+5z = -7
—Ty+92 = -5
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y yi yok edelim.

r—3y+2z = 1

6x + 3y — 152 = 21

Tr—13z = 22
Son buldugumuz degerleri mod7 de inceleyelim.
—Ty+9z = -5

2z = 2 (mod7)=2z=1 (mod?7)
Tx—13z = 22
z = 1 (mod?7)

Bu durumda z nin 7 ile boliimiinden kalan 1 olmali. 7 asal sayi, siklardaki iislerin hepsi 111 oldugu icin
Euler’in Phi (¢) Fonksiyonunu, ya da Fermat'in Kiigiik Teoremini kullanarak

a® = 1 (mod7)
at® = 1 (mod7)
a'@ = a® (mod 7)

elde ederiz. Yani 3,4, 5, 6 sayilarindan kiipii 7 ile boliindiigiinde 1 kalanini veren sayiy1 ariyoruz.

43=1 (mod7)

oldugu icin aradigimiz say1 4 tiir. Diger siklar mod7 de —1 kalanini verirler.

Kenar uzunlugu c olan bir karenin noktalar: kirmizi ya da maviye boyaniyor. Bu boyama nasil yapilirsa
yapilsin, aralarindaki uzaklik en az v/5 olan ayni renkte iki nokta bulunuyorsa, ¢ nin alabilecegi en kiiciik
deger kactir?

a) @ b) 2 c) V5 d) 22 e) Higbiri

Cozim:

Yanit: E

Oncelikle sunu ifade edelim. Karenin i¢ bolgesindeki noktalar1 boyamiyoruz. Karenin kenarlar tizerindeki
noktalar1 boyuyoruz.

ABCD karesinde AB nin orta noktas1 F, C'D nin orta noktas1 F' olsun. EF {izerinden kareyi ikiye bolelim.
Bir tarafin1 tamamen kirmiziya, diger tarafin1 tamamen maviye boyayalim.
¢ < 2 ise yukarida anlatildig: gibi bir boyamada, ayn renkte iki noktanin arasindaki uzaklik en fazla AADF
iiggenindeki A, F' noktalar1 arasindaki uzaklik kadardir. AD = c ve DF = g oldugu i¢in Pisagordan

2 5¢2 cx/g

2 _ 2 2_ 2, ¢ _ 92 _
AF* =AD"+ DF* =c¢ +4 1 = AF 5

olur.
¢ < 2 oldugu icin

ap =5 26 V5
2 2

olacagl icin, ¢ < 2 olan bir karede aralarindaki uzaklik v/5 olan ayni renk iki nokta bulunamayabilir. Demek

ki, ¢ > 2 olmali. ¢ = 2 olan karede boyamalar nasil yapihirsa yapilsmn, aralarindaki uzaklik en az v/5 olan

aym renkte iki nokta bulunuyorsa aradigimiz yanit ¢ = 2. Bulunmuyorsa, bu durumda ¢ > 2 olacak gekilde

basgka arayiglara girecegiz.
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¢ = 2 olan bir kare ele alalim. Aralarindaki uzaklik v/5 ten kiiciik olacak sekilde boyama yapmaya calisacagiz.
Bunu bagarirsak, aradigimiz yanit ¢ = 2 degil. Bagaramazsak, yani ne yaparsak yapalim, aralarindaki uzaklik
en az v/5 olan ayni renkli iki nokta oluyorsa, aradigimiz yanit ¢ = 2 olacak.

A ile C aym renkli olamaz. Olursa AC' = 2v/2 > /5 oldugu icin, soruda istenen sekilde boyama yapmig
oluruz. Hatirlatalim, elimizden geldigince bu sekilde boyama yapmayacagiz. Benzer sekilde B ile D de ayni
renkli olamaz. O zaman bu durumda ya B ile C, ya da C ile D ayni renkli. B ile C' ayn1 renkli olsun. Bu
durumda A ile D de ayni rekli olur. Genelligi bozmadan B ile C' yi kirmizi, A ile D yi de mavi kabul edelim.
E ya kirmuz ya da mavi olacak. Mavi ise, DE = /5 olacak; kirmiz ise CE = /5 olacak. Yani ne yaparsak
yapalim aralarindaki uzaklik v/5 olan aym renkli iki nokta bulabiliyoruz. Bu durumda, bu sart1 saglayan
karelerin en kiigiik kenarlis1 i¢in ¢ = 2 dir.

Not: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yil1 basimli Tiibitak Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda
cevap (E) olarak verilmistir. Oradaki ¢éziim hatalidir.

Pozitif gercel sayilar iizerinde tanmimli, f(1) = 1 kosulu ile tiim z,y gercel sayilar icin f(22y?) = f(a* + y*)
kosulunu saglayan kag f fonksiyonu vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 4 e) Sonsuz sayida

Coziim:
zy =1 ise
1
f(1)=f<904+$4>
AO > GO dan .
x4 + 4 Z 2
T

elde edilir. Bu durumda

fle>2)=f(1)=1
elde edilir.Yani = € [2,00) i¢in f(z) = 1 elde edilir.
x =y ise f(z*) = f(22*) olacagindan (0,2) araligindaki her z icin yeteri kadar f(x?) = f(22%) = f(4a?) =
= f(2"at) = f(K) esitligi kullanildiginda K = 2"z > 2 olacag igin f(K) = f(1) = 1 olur. Bu durumda
(0, 00) araligindaki her z i¢in f(x) = f(1) = 1 olacaktir. Yani sorudaki kosulu saglayan tek bir f fonksiyonu
vardir.

Yiiksekligi 3 olan ABC' egkenar iiggeninin [BC| kenarma orta noktasinda teget olan ve diger kenarlar1 da
kesen 2 yarigapli gember ¢iziliyor. AB ve AC nin ¢emberi tiggenin diginda kestigi noktalar D ve E olmak
tizere, Alan(ABC) nin Alan(ADE) ye oram kagtir?

a)2(5++v3) b)7V2 )53 d)2B+vV5)  e)2(vV3+V5)
Coziim:

Cemberin merkezi O ve [AB] ile gember F' de kesigsin. AAFO da, ister Cosiniis Teoreminden ister AF ye ait
yiksekligi cizerek AF' yi bulabiliriz. Yiikseklik yaklagimini kullanalim.

ANAOF de OH, AF ye ait yiikseklik olsun. ZFAO = 30°, AO =1 ve OF = 2 oldugu igin

1 V3
Oﬂ_g,Aﬂ_7

olarak elde edilir. AOHF' dik ii¢ggeninde Pisagordan

HF2:0F2—0H2:>HF2:4—32115:>HF:L215
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olarak elde edilir. Bu durumda

15 3
AF:AH—FHF:\/T»—&-g
olur. A noktasinin ¢embere gore kuvvetinden
AE-AF =1 B:AE—L
V3+ V15
elde edilir. Benzer gekilde AD = AF elde edilir. AADE ~ AACB oldugu igin
[ABC] AB?
[ADE]  AE?
olacaktir.
6
AB =23 ve AE = ———— oldugu igin
[ABC] AB? (2v/3)? 12(v/3 +/15)2
= = = =6+2v5=2(3 5
[ADE] ~ AE? < 5 )2 36 +2V5 =203 +5)
V3415
9

Her 0 < i <9igin a; € {0,1,2,3,4} olmak iizere, GZaiE)i =1 (mod 5'%) ise, ag asagidakilerden hangisidir?
i=0

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Coziim:
Tim iglemlerimizi 10 tabani yerine 5 tabaninda yaparsak, bizden istenen

(11)5 . (agag . (10)5 = (bn NN bmbgbg e bo) = (bn e b1000 N 1)
esitligindeki a; leri bulmamiz. Esitligi

(11)5 . (agag L. a0)5 = (agag L. a00)5 + (agag e a0)5 = (bn ...b1000... 1)

olarak yeniden yazdigimizda 5° lar basamagmm esitliginden ag = 1 oldugu hemen fark edilir. Daha sonra
5! ler basamaginda ag + a1 = 0 oldugu icin a; = 4 olarak elde edilir. Bu islem ilkokul toplamasindaki gibi
devam ettirilerek

(40404040410)5 4 (4040404041)5 = (100000000001)5 = 1  (mod 5'%)

elde edilir. Bu durumda ag = 4 tiir.

Birbirinin aym olan 30 top, A ve B deki toplarin toplam sayisi, C' ve D dekilerin toplam sayisindan fazla
olmak tizere, A, B, C, D kutularina kag degisik bicimde dagitilabilir?

a) 2472 b) 2600 c) 2728  d) 2856 ) Higbiri
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Coziim 1:

A ve B deki toplarin toplam sayisi, C' ve D deki toplarin toplam sayisindan fazla oldugu S farkh dagihim
olsun. Simetriden dolay1 C' ve D deki toplarin toplam sayisi, A ve B deki toplarin toplam sayisindan fazla
oldugu S farkli dagilim olur. A+ B = C'+ D olacak sekilde T farkli dagitilim yapiliyorsa, higbir sart olmadan
30 top bu dort kutuya S + T + S farkh gekilde dagitilabilir.

A+ B =15ve C+ D = 15 olacak sekilde,

24+15-1\/24+15-1 16\ /16
T= = =16-16 =2
()08 ) = (5) (1) = 101000

farkl dagitim yapilabilir.
A+ B+ C+ D = 30 olacak sekilde,

4+30—-1 33
sar= (") = () s

farkh gekilde dagitilacag: icin

elde edilir.
Cozim 2:
P(k) ile A+ B = k olacak sekilde olan dagilimlar1 gosterelim. Acik sekilde P(k) = k + 1 dir. Benzer sekilde

Q(k) ile C + D = k olacak sekilde olan dagilimlar: gosterelim.

A ve B deki toplarin toplam sayisi, C' ve D dekilerin toplam sayisindan fazla olmak {izere,

30
> P(i)Q(30 — i)

i=16
farkl dagitim yapilabilir.
30 30
S=> PHQBO—i)=> (i+1)(31—i)=17-15+18-144---+31-1
i=16 i=16

Ik ¢oziimdeki mantig kullanarak,

31
T=>i(32-i)=1-31+2-30+ - +15-17+16-16+17-15+ -~ +30-2+31 - 1
=1

elde edilir. Bu durumda
T — 256

S = 5

olacaktir.

31 31 31
31-32 31-32-63 31-32 63
o . S\ . -2 o o .
Tf;:11(32—1)732;:11—;:12 =32 5~ 5 =—3 <32—3>31~16-11

T — 256 _31-16-11-16-16  16(31-11 — 16)

o 2 2

=5

= 8- (325) = 2600
elde edilir.
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Cozim 3:

Bir 6nceki ¢oztimdeki

30 30
S=> PHQBO—i)=> (i+1)(31—i)=17-15+18-14+---+31-1
=16 =16

ifadesini daha sade bir gekilde hesaplayabiliriz.

30 15 15 15.16 - 31
S +1)BL—i) =) (16+4)(16—i) = » 167 —i* =15-16> — — = 2600
i=16 i=1 i=1

(an)Se, gercel sayilar dizisi, her nm > 1 i¢in anq1 = @nant2 kogulunu saghyorsa, {a, : n > 1} kiimesinin
eleman sayisi agagidakilerden hangisi olamaz?

a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e) Higbiri

Cozim:

a
an+2 _ n+1
an
oldugu icin
a1 = a ve as = b ise
1 1 a
az = —,04 = —,05 = 7,06 = 7,07 = 4,48 = b
a a b b
-1 .. .. 1 1abd
elde edilir. Bu durumda {a, : n > 1} kiimesinin elemanlar1 a,b, —, 75 dan olusur.
a a

a=1b=—-1isel,—1,1,—-1,—1,—1 oldugundan {a, : n > 1} kiimesi 2 elemanl olacaktir.

11
a=">b%#1ise a,a,—,—,1,1 oldugundan {a, : n > 1} kiimesi 3 elemanl olacaktir.
a’ a

1 11
b= a? # 1 oldugunda a,a?, -, — —,a oldugundan {a, : n > 1} kiimesi 4 elemanh olacaktr.
a a®’ a
1 1
a=-b¢g{l,-1}ise a,—a,—,——,—1,—1 oldugundan {a, : n > 1} kiimesi 5 elemanl olacaktir.
a  a

Bu durumda cevap higbiridir.

|AC| = 8v/2; [AC] nim orta noktasi B; [AB] m kirig kabul eden bir cemberin AB yaymin orta noktasi E; C
noktasindan bu gembere ¢izilen tegetin degme noktasi da, (D ile E, AB dogrusunun ters taraflarinda olmak
tizere) D dir. [DE] N [AB] = {F} ise, |CF| kagtir?

a)5v2 b)4vy2 ¢)8 d)6 e)4V3
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Coziim 1:

C noktasinin ¢embere gore kuvvetinden

CD?=BC-AC =4V2-8V/2=64=CD =8

elde edilir.
/BFD — AE—F#BD ve /ODF = M

oldugu icin
/CFD=/CDF = CF=CD =38

elde edilir.
Cozim 2:

Cemberin merkezi O olsun. OD 1L CD.

AB nin orta noktas1 M olsun.

AAB nin orta noktast F oldugu igin O, M, E dogrusal ve OF | AB dir.

ZOED = ZODE = « dersek ZEFM = 90° — « ve ZFDC = 90° — « olacaktir. Bu durumda ZCDF =
ZCDF = 90° — a, dolayisiyla CF = CD = /CB - CA = /42 - 8/2 = 8 elde edilir.

Kag p asal sayisi icin, 22 — 2 +2 = (z — r)?(z — s) (mod p) denkliginin tiim z tam sayilar tarafindan
gerceklenmesini saglayan r, s tam sayilar1 bulunabilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Cozim 1:

Yanit:

2 —z4+2=(x—-7)*(z—s) (mod p)
f(ry=r*=r+2=0 (mod p)..x

f@)=2@—r)z—8)+(x—r)=f(r)=3r —1=0 (mod p).. **
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p =3 i¢in
—1#0 (mod 3)

olacag icin p # 3 tiir.
Bu durumda denkligi 3 ile genigletmek sorun ¢ikarmaz.

3f(r)=0 (modp)=3r* —3r+6=(3r*—-1)r—2r+6=0 (mod p)
Daha once elde ettigimiz f'(r) = 3r2 — 1 =0 (mod p) 6zdesligini kullanarak,

—2r+6=0 (modp)=r=3 (mod p) veya p =2

elde edilir. r = 3 (mod p) ise

f'(r)=3r"-1=0 (modp)=26=0 (modp)=p=2veyap=13
elde edilir. Sonucta, (p,r) = (13,3) veya (p,r) = (2,3) = (2,1) (mod p) elde edilir. Vieta formiiliine gore,

koklerin toplamlar1 0 olacagi igin
r+r+s=0=s=-2r

, buradan da (p,r,s) = (13,3,7) ve (p,r,s) = (2,1,0) ¢oztimleri elde edilir.

Not: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yili basimli Tiibitak Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda
cevap (B) olarak verilmigtir. Oradaki ¢6ziim hatalhdir.

Coziim 2:

2 —r4+2=(x—r)(r—s) =2°—2%(s+2r) + z(r? + 2rs) — r?s (mod p)

s+ 2r =0 (mod p)

7?2 +2rs = —1 (mod p)

r?s = —2 (mod p)

Ik denklemden s cekilip 3. ve 2. denklemlerde yazilirsa,
r3 =1 (mod p)
3r2 =1 (mod p)
Taraf tarafa gikartilirsa,
r3 —3r2 =r%(r —3) =0 (mod p)
r=0=s5=0
verilen esitlikte yazilirsa

23—z +2=2% (mod p)

Absiirt.

r=3=27=1 (mod p) < 26 =0 (mod p)
bunu da p = 2 ve p = 13 saglayabilir, denklemlerde yerine yazilirsa ¢oziimlerin (p,r,s) = (13,3,7) ve
(p,7,8) = (2,1,0) oldugu goriilir.
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13 kent arasinda, kargilikli olmas1 gerekmeyen ucak seferleri yapiliyor. k£ > 2 olmak iizere, A; den As ye, A,
den Az e, ..., Ap_1 den Ag ye ve A den A; e ugak seferi varsa, Ay, As, ..., Ag dizisine bir ¢evrim diyelim.
Seferler hangi kentler arasinda olursa olsun, bir ¢evrimin olusmasimi gerektiren en kiigiik toplam sefer sayisi
kagtir?

a) 14 b) 53 c) 66 d) 79 e) 156

Coziim:

A1 Ay ... A3 bir 13-gen olsun. Kogegenleri ve kenarlar: ¢izelim. Bu yollara ¢ < j ise A; — A; olacak sekilde
yon verelim. Bu durumda (123) = 78 yol vardir. Bu stratejiye gore, bir ¢evrimin olabilmesi icin 1 <2 < --- <
k < 1 gerekir. Bu miimkiin degil. Demek ki, bu 78 yol hicbir gekilde bir ¢evrim olusturmuyor. Bu say1 ayni

zamanda 1 < ¢ < j < 13 olacak sekilde yazlabilecek (4, ) swrali ¢iftlerin saysidir. 79. ¢ifti ele aldigimizda
mecburen i > j olacaktr.

9 9

Z1,...,T9 gergel sayilary, ¢ = 1,2...,9 i¢in |x;| < 1 ve fo = 0 kosullarim sagliyorsa, le toplaminin
i=1 i=1

alabilecegi en biiytlik deger kagtir?

3 9
a)l b) 3 c)3 d) 3 e) Higbiri
Coziim:
Her —1 < z; = sin(«;) < 1 sayist bir aginin siniisiine esittir. Bununla birlikte
sin(3a) = 3sin(a) — 4sin®(a)

0zdegligini kullanarak

9 9 9
Z sin(3a;) = SZ sin(oy) — 42 sin®(a;)
i=1 i=1 i=1

elde ederiz.

9 9 9
Zsin(?)ozi) = 32 sin(a;) <9 = Zsin(ai) <3
i=1 i=1 i=1
elde edilir. Esitlik hali icin
sin(3a) = sin(3ag) = - - - = sin(3ag) = 1 = sin(90°) = sin(—270°) = o, € {30°,—90°}
olmasi gerekir. Ayn1 zamanda
9
Zsin?’(ai) =0
i=1
olmasi gerektiginden esitlik hali
sin(ay) = sin(ag) = -+ = sin(ag) = 5 ve sin(ag) = —1

iken saglanir.
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8. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2000

Alam a olan bir dik iiggenin i¢ teget cemberi ile, alan1 b olan bir dik tiggenin ¢evrel gemberi ayni cember ise,

a .
3 en az nedir?

a)3+2v/2 b)1+v2 ¢)2v2 d)2+V3 e)2V3

Cozim 1:

Yanit:

a y1 minimum, b yi de maksimum yapacagiz.

Bir gemberi igine cizilebilecek dik {iggenlerin en biiyiik alanhsi (), ikizkenar dik tiggendir. Dik iiggenin
hipoteniisii gemberin ¢ap1 olacag: igin tiim dik tiggenlerin hipotentisleri aynidir. Alani en ¢ok yapmak igin
hipoteniise ait yiiksekligi en ¢ok yapmak gerekiyor. Hipoteniise ait yiikseklik en fazla bir yaricap kadar
olabilir. Bu durumda cemberin yaricapma r dersek, b = r? olacaktir.

Alam a olan dik ticgenin, i¢ teget ¢gemberinin yarigapini r olarak tanimlamigtik. Bu durumda u yarigevreyi
gostermek tlizere; a = ur olacaktir.

a ur o u L o

— = — = — degerini kii¢iiltmeye ¢aligacagiz.

b 12

Ucgenin kenarlarma da a, b, ¢ diyecegimiz icin soruda a = A ve b = B degisikligini yapalim.

Bu durumda bizden

A w w1 1
Biriu—ail_gi _ 2a
u a+b+c
ifadesini minimize etmemiz isteniyor.
A 1 B 1 B 1 B 1
B 2 - 2 - 2 - 2
’ 1_1+b+c _1+ btc b b + % + 2bc b 2bc
212 1+ T 14 1+7b2+c2

A
olacagindan 5 yi en kiigiik yapmak igin, son ifadedeki paydayi, yani

2
1—

2bc
1 14+ ——
TV TR + 2
ifadesini en biiyiikk yapmak gerekir. Bunun i¢in de, paydadaki ¢ikan durumundaki

2

2bc
b2 4 ¢2

14+4/14

ifadesi en kii¢lik degerini almali. Bu ifadenin en kiigiik degerini almasi i¢in paydanin, yani

2be
1 1
Wit Ere
ifadesinin en biiyiik degerini, yani
2bc
b2+ c?

ifadesinin en biiyiik degerini almasi gerekir. AO > GO oldugu i¢in

2bc
P 4+c?>2be=1> 55—
o= T b2+ 2
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olacagindan
2bc

b2 + ¢
ifadesi en fazla 1 olabilir. Esitlik ise b = ¢, yani tiggen ikizkenar oldugunda mimkiindiir. Bu durumda r
yaricapli gemberi i¢ teget gemberi kabul eden en kiigiik alanl dik tiggen, ikizkenar dik tiggendir.

2bc 1
b2 +¢2

degerini yerine yazarsak,

A 1 V241
g - =(V2+1)2=3+2V2

elde ederiz.
Coziim 2:

a y1 minimum, b yi de maksimum yapacagiz.
Bir gemberin igine gizilebilecek dik tiggenlerin en biiyiik alanhs (b), ikizkenar dik tiggendir.

ispat: Dik iiggenin hipoteniisii gemberin ¢api olacag i¢in tiim dik {icgenlerin hipoteniisleri aynidir. Alani en
¢ok yapmak i¢in hipoteniise ait yiiksekligi en ¢ok yapmak gerekiyor. Hipoteniise ait yiikseklik en fazla bir
yaricap kadar olabilir. Bu durumda ¢cemberin yaricapina r dersek, tiggen ikizkenar dik tiggen olur. Dolayisiyla
b = r? olacaktur.

Alam a olan dik ii¢genin, i¢ teget gemberinin yaricapini 7 olarak tamimlamistik. Bu durumda u yarigevreyi
gostermek tizere; a = ur olacaktir.
a ur U o o
— = — = — degerini kiigiiltmeye ¢aligacagiz.
b rz2 r
a u x+r x
/Y X7 = 90° olmak lizere Y Z = x dersek; u — x = r = u = x + r olacag1 i¢in 7= + =14+ — elde
r r r
edilir.

Bu durumda herhangi bir dik iicgende hipoteniisiin i¢teget ¢cemberin yarigapina oraninin en kiiciik degerini

bulmaya caligacagiz. Kolaylik olmasi agisindan » = 1 kabul edersek, 7= x + 1 olacaktir.

Ucgenin i¢ merkezi I olsun. YIZ {icgenlerinin ortak ozelligi Z/Y1Z = 135° ve Y Z ye ait yiiksekligin r = 1
olmasidir. Buradaki sorunun sonucu olarak, bu tiggenlerden en kiigiikk YZ = z kenarina sahip olan ikizkenar
iiggendir. Bu durumda XY Z dik tiggeni de ikizkenar olur. Ikizkenar dik licgende r = 1 ise YZ = z =
2(1 +v/2) = 2+ 2v/2 olur.

Oyleyse, % =z +1=3422dir.

Cozim 3:

Bir 6nceki ¢oziimdeki gibi biiyiik dik tiggenimiz Y Z hipoteniis olmak lizere AXY Z olsun.

I¢ teget cemberin merkezi I, yaricap: r olsun. I¢ teget cember hipoteniise T' noktasimda dokunsun.
Onceki ¢oziimlerdeki gibi max{b} = r2 = 1 olacaktir.

Dik tiggenlerde a = Alan(XY Z) = YT - TZ esitliginin saglandig: kolayca goriilebilir.

Demek ki, amacimiz YT - T'Z ¢arpimin en kiiciik yapmak.

Yine bir 6nceki ¢oziimdeki YIZ {i¢genlerinin ortak ozelligi YIZ = 135° ve YZ ye ait yiiksekligin r = 1
olmasi. Buradaki sorunun sonucu olarak, /Y IZ genis ac1 oldugu i¢in, YT - T Z carpiminin en kiiciik oldugu
iicgen ikizkenardir.

YT =TZ =1+ /2= min{a} = (1 + V2) = 3 + 2v/2 elde edilir.
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Cozim 4:
A 1 e .
5= 1772 kismina kadar ilk ¢oziimdeki adimlar1 uygulayalim.
1+b+c
Amacimiz ¢ y1 maksimize etmek. a y1 sabit tutarsak, a kenarini goren aci da sabit, 90°, oldugu i¢in b+ ¢

a
nin en biiyiik degerini ariyoruz. Bu da b = ¢, iiggen ikizkenar iken olur.
Co6ziim 5:

Cemberin yarigap: 1 olsun.

max b = 1 olacaktir. min a y1 aragtiriyoruz

Icteget cember hipoteniisii z ve y seklinde ikiye bolsiin.

Alandan ya da Pisagor’dan (z + 1)(y + 1) = 2zy = 2a elde ederiz.
Biraz diizenlemeyle = + y + 1 = xy = a elde edilir.

x=p+1, y=q+1 seklinde degisken degistirelim.
p+q+3=(p+1)(qg+1)=a olacaktir.

Biraz diizenlemeyle pg = 2 olacaktir.

p + ¢ toplamimin en kiiciik degeri 21/2, dolayisiyla mina = min(p + g + 3) = 3 + 2/2 olacaktir.

Agagidakilerden hangisi tam say1 katsayili ikinci dereceden bir polinomun diskriminanti olamaz?
a) 23 b) 24 c) 25 d) 28 e) 33

Coziim:

Yanit:

A = b? — 4ac ifadesi mod4 te, 0 ya da 1 degerini alabilir. Bu durumda
23=3#1#0 (mod4)

oldugu icin tam say1 katsayili ikinci dereceden bir polinomun diskriminanti 23 olamaz.

0,1,2,...,9 sayilarini, tek sayilar kendi iglerinde, ¢ift sayilar da yine kendi iclerinde artan olmak kosuluyla,
kag degisik bigimde siralayabiliriz?

a) 126 b) 189 c) 252 d) 315 e) Higbiri
Cozim:

Yanit:

Tek sayilar kirmiziya, ¢ift sayilar1 maviye boyayalim. Ornek bir dagilimda, tek sayilari kendi iclerinde ye-
niden siralayip, yeni dagilimlar olugturamiyoruz; ¢iinkii tek sayilar artan olmak kosuluyla tek bir gekilde
siralanabilir. Aynisi ¢ift sayilar igin de gegerli. Bu durumda tek sayilar1 6zdeg kirmiz1 top, ¢ift sayilar: 6zdes

10!
mavi top gibi diigiinebilir. 5 kirmiz top, 5 mavi top HE 252 farkli sekilde siralanabilir.
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(xy/2)" = 2%V? denkleminin gercel ¢oziimlerinin toplami nedir?

18 71 9 24 13
% b 97 dig e
Coziim:

Yanit:

esitliginde her iki tarafin log unu alalim.

3z 3 3z 3 3 1
710gx:x210gx:>10gx 7—562 =zlogx §—x2

x = 0 icin 0° tanimsiz oldugu icin, z = 0 bir kék degildir. Olsaydi da, gercel koklerin toplamina etki

etmeyecekti.
logr=0=2=10"=1
ve
3 1 3 9
oldugundan denklemin gercel kokleri toplami
13
1+-=-2
+ 4 4

tir.

Bir ABC figgeninde [BD] kenarortay, m(@) =90°, |AB| =2 ve |AC| = 6 ise, |BC| nedir?
a)3 b)3v2 c¢)5 d)4v/2 e)2V6

Coziim:

Yanit:

D den AB ye ¢izilen paralel BC yi E de kessin. BE = EC ve DE = 1 olacaktir. AABD de Pisagordan,
BD = \/5; ABDE de Pisagordan BE = V6 ¢ikacaktir. Bu durumda BC = 2/6 olur.

@ V/17p + 625 sayisimin bir tam say1 olmasini saglayan en biiyilik p asal sayis1 nedir?
a) 3 b) 67 c) 101 d) 151 e) 211

Cozim:

Yanit: E
17p+ 625 = T2 = 17p = (T — 25)(T + 25)
T — 25 # 1ise, (T — 25)(T + 25) sayisinin en az iki asal garpam olacak.

Bu durumda T + 25 > 17 oldugu igin, 7' — 25 = 17 ve T' 4+ 25 = p olmali. Bu durumda, 7" = 42 ve p = 67
olacaktr.

T—25=1ise, T =26 ve 17p = (T + 25) = 51 = p = 3 elde edilecektir.

Bu durumda, 17p + 625 sayisinin tam kare olmasini saglayan en biiyiik asal say1 67 olacaktir.
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A, B,C, D ve E den bazilar1 dogrucu, bazilari da yalancidir. Dogrucularim her s6yledigi dogru; yalancilarin ise,
her soyledigi yalandir. A nin dogrucu oldugunu ve digerlerinin de agagidaki énermeleri s6yledigini biliyoruz:

B : Ben dogrucuyum.

C : D, dogrucudur.

D : B ve F ikisi birden dogrucu degildir.

FE : A ve B dogrucudur.

Bu toplulukta toplam dogrucu sayis1 nedir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Veriler yetersizdir

Coziim:

Yanit:

A dogrucu oldugu i¢in, £ nin dogrucu olmasi1 B nin dogrucu olmasina bakiyor. Yani B dogrucu ise, E
dogrucu; B yalanci ise ¥ de yalanci olacaktir.

B dogrucu olsun. Bu durumda D nin sdyledigi yalan oluyor. D yalanci oldugu icin de C yalanci oluyor. Bu
durumda dogrucu sayis1 3 tiir.

B yalanci olsun. Dogal olarak E yalanci ve D de dogrucu olacak. D dogrucu oldugu i¢in de C dogrucu
olacak. Dogrucu sayis1 yine 3 oluyor.

(x+y)° = =z
(y+2)° = =
(z+2) =y

sistemini saglayan kag¢ (z,y, z) gercel say1 siral tigliisii vardir?
a)l b) 2 c)3 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

x >y > z olsun.
(x+y)° > (z+2)% > (y + 2)° olacaktir.

Sistemdeki esitlikleri bu esitsizlikte yerine yazarsak.

Z2>2yY>zx

elde ederiz. Bagtaki kabuliimiziin tam tersi ¢ikti. Bu durumda = y = z dir. Bu esitligi sistemde yerine
yazarsak,

(22)° ==z

denklemini elde ederiz.

320° —x = 0= x(3227 — 1)

denkleminin koklerinden biri = 0 dir. Digerleri ise,

1 1

2
=)= -4 il
TEm Tl 32
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dir. Yani, sistemin ¢éziim kiimesi

ENE
[\
|
o
[\
|
o
~—
—
[\
|
o
[
[\
|
o
[\
|
o
~—
—

{(0,0,0), (2~
dir.

@ ABCDE disbiikey besgeninde m(B) = m(D) = 90°, m(C) = 120°, |AB| = 2, |BC| = |CD| = /3 ve
|[ED| =1 olduguna gore, |AE| nedir?

R L B R R
Coziim:

Yanit:

BA ile DFE dogrular1 F' de kesigsin.
ABCD de, ZCBD = ZCDB = 30° ve BD = 3 dir.
/ZABD = /ZBDEFE = 60° oldugu i¢in, AFBD bir egkenar tiggendir. Bu durumda FFB =1 ve FE = 2 dir.

AAFFE de ister Kosiniis teoreminden, isterse de dogrudan AF' E ti¢geninin bir 30° —60° —90° {i¢geni oldugunu
fark ederek AE = /3 bulabiliriz. Biraz daha estetik bir yol izleyelim.

A dan BD ye cizilen paralel FD yi G de kessin. FA = AG = FG = GE =1 ve ZAGE = 120° oldugu igin,
AE = /3 tiir.

On tabanina gore yazilimi 50 basamakl olan bir N tam sayisinin soldan 26. basamagi digindaki biitiin
basamaklarinda 1 rakami bulunuyor ve IV, 13 ile boliiniiyorsa, N nin yaziliminda soldan 26. rakam nedir?

a)l b) 3 c)6 d) 8 e) Veriler yetersizdir
Coziim:

Yanit: E

N =10% +10*® 4 ... 410 + a - 10** + 10?3 4 --- 4 1 ise, amacimz a y1 bulmak. Biraz diizenlemeyle

N = (1+10*+---+10Y) + (a —1)10%*
10%0 —1 24
= ——+(a—1)10
9
10°° —
elde edilir. A = —9 = 94 = 10%° — 1 olsun.

Fermat’mm Kiigiik Teoreminden 10'? =1 (mod 13) oldugu igin,

94A=10"-1=100-1=99=8 (mod 13)
tir.
9A =8 (mod 13) denkliginin ¢oziimii A = 11 dir. Bu durumda,

100 — 1
N:T—l—(a—l)lOM:A+(a—1)1024511+a—150 (mod 13) = a =3 (mod 13)

elde ederiz.
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7 kirmizi, 7 beyaz topu, her kutuda tam olarak 2 top olmasi kosuluyla, 7 kutuya kag degisik bicimde
dagitabiliriz?

a) 163 b) 393 c) 858 d) 1716 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

Once kirmizi toplar1 dagitalim. Tim kirmiz: toplar dagitildiktan sonra, toplamda 14 top olacag: igin geri
kalan 7 top, 7 bosluga tek bir sekilde dagitilir. Yani soru, “7 topu 7 kutuya, her kutuda en fazla 2 top olacak
sekilde kag degisik bicimde dagitiriz?” oldu.

Kirmiz toplar kutulara ((z1, €2, x5, 24, T5, Te, ©7) ile her kutunun igindeki kirmizi top sayisimi gésteriyoruz),

7!
Higbir kutuda 2 kirmiz1 top olmayacak sekilde ((1,1,1,1,1,1,1)) o= 1 degisik bicimde,

7!
tam olarak 1 kutuda 2 kirmiz1 top olacak sekilde ((2,1,1,1,1,1,0)) FiT 42 degisik bi¢imde,
|
tam olarak 2 kutuda 2 kirmiz1 top olacak sekilde ((2,2,1,1,1,0,0)) 3';2' = 210 degisik bicimde,
|
tam olarak 3 kutuda 2 kirmiz1 top olacak sekilde ((2,2,2,1,0,0,0)) % = 140 degisik bicimde dagitilir.
Yani toplamda, 1 + 42 4 210 + 140 = 393 farkli sekilde dagitilir.
2000
(an) dizisi, ay = 1 ve her n > 2 pozitif tam sayis1 igin |a,| = |an—1 + 2| kogullarim saghyorsa, > a;
i=1

toplaminin alabilecegi en kiiciik deger nedir?
a) —4000 b) — 3000 c) — 2000 d) — 1000 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

(ar) bir tam say1 dizisidir.

Verilen mutlak degerli denklemde her iki tarafin karesini alalim:

a? = a®_+4a,_1+4
al_, = ada’_5+4da, o+4
aid = a+4da;+4
olacaktir. Taraf tarafa topladigimizda,
n—1
a? :a%+4Zai+4(n—1)
i=1
olacaktir.
n = 2001 ve a; = 1 icin,
2000 2000 2000
3000 =1+4> a; +8000>0=4>"a; > 8001 = Y a; > —2000
i=1 i=1 i=1
2000
olacaktir. Peki, Y  a; = —2000 esitligini saglayan bir (a,,) dizisi var midir?
i=1
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Mutlak degerli esitligi, her seferinde

Ap = —Qp—-1 — 2
seklinde ¢Ozersek,
ay = 1
a9 = —3
az = 1
Ay = )
aiggg = 1
asp00 = —3

2000
elde ederiz. Bu durumda Y a; = —2000 dir.
i=1

Birbirine distan teget olan ki ve ko cemberlerinin ortak dig teget dogrularindan biri d olsun. d nin k;
gemberine degdigi nokta A, k; ¢emberinin A dan gegen ¢ap1 [AB], B noktasindan ks gemberine ¢izilen
tegetin degme noktas1 C' ile gosterilmek tizere, |AB| = 8 ve kg gemberinin gapi 7 ise, | BC| nedir?

a)7 b)6v2 ¢)10 d)8 e)5V3

Coziim 1:

Yanit: @

d

k1 ve ko gemberlerinin merkezleri sirasiyla O; ve Os olsun. d dogrusu, ke ¢gemberine M noktasinda dokunsun.
Cemberler teget oldugu icin

7 15
= 4 _ = —
0,0, + 5 >
dir. O1AMO5 bir dik yamuktur. Os den O1 A ya inilen dikmenin ayag1 P olsun.
7 1
P=4——-=—
O 2 2

olur. Pisagor teoreminden,

BO? BP2 4+ OyP, = BC? 4+ 0,C? =
BC? = BP2?2+0,P?—-0C?=

(o02) (8- 6))- () --
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NOT:
AB = a ve O2C = b olsayd,
a a

o= (3 50+ (G0

olacakti. Demek ki, BC' uzunlugu, k2 nin ¢capindan bagimsiz olarak, her zaman AB ye esit.

—b)2>—(b)2:a2:>BC:a

Cozim 2:

Iki gember N noktasinda birbirlerine dokunsun. Op, N, Os nin dogrusal oldugunu sdylemek ¢ok da zor degil.
Simdi de BN ve NM dogru pargalarim ¢izelim. OaM || O1 A oldugu i¢in ZBO;N = ZNOsM dir. ABO;N
ve ANQOsM nin ikisi de ikizkenardir. Bu durumda ZO3NB = Z01 N M olacak, bu da B, N, M noktalarinin
dogrusal olmasim gerektirecek. AB cap oldugu icin, AN L BM olacak. Oklit'ten AB2 = BN - BM ve BC
nin ko teget olmasindan BC? = BC - BM olacag icin, BC = AB dir.

98" sayisinin on tabanina gore yaziliminin son iki basamagi nedir?
a) 81 b) 61 c) 41 d) 21 e) 01

Cozim:

Yanit: @

(100,9) = 1 ve ¢(100) = 40 oldugu i¢in
9 =1 (mod 100)

olacaktir. Bu durumda

denkligini ¢ozmemiz gerekiyor.

8t = 8 (mod 40)

82 = 24 (mod 40)

8 = 32 (mod 40)

8 = 16  (mod 40)

8 = 8 (mod 40)
ve . ,

7 =(=1)° =1 (mod4)

oldugu icin

ve
98 =ik =98 =811 =19 =612 =21 (mod 100)

olur.

A, B ve C, aralarinda tavla oynarlar. Once A ile B kargilagir, kazanan C ile oynar. Bundan sonra, parti devam
ettigi slirece, oynanan son oyunu kazanan, o karsilasmada oynamayan iigiinci kisi ile karsilagir. Oyunculardan
biri art arda iki kez kazaninca, parti sona erer ve ardigik iki oyunu kazanan partinin galibi olur. Her oyunda
iki tarafin da kazanma olasiligl esit ise, C' nin partiyi kazanma olasiligi nedir?

a) % b) % c) 1—3:1 d) % e) Higbiri
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Coziim 1:

Yanit:

A ilk mag1 kazanirsa, A nin partiyi kazanma olasiligi

1 1 1
olacaktir. A ilk mag1 kaybederse, A nin partiyi kazanma olasihigi
1 1 1
P(A)= -4+ —+ -+ —+...
e T TR T
olacaktir. A min turnuvayi kazanma olasilig:

1 1 1 1 5 1
PA=PA+PRA=-+—=])(1+4=+F+=+... | =— ——
W=n@+n@=(j+5) (g4 rg ) -5 7

8
tiir. Benzer sekilde, P(B) = P(A) = 5 olacag i¢in, P(C) =1 — S b _4_ 2 olur
' 3OS, - T qq CRcastIG, IV I VO VR A

Coziim 2:

C ilk magin kayberderse, onu yenen oyuncu ikinci galibiliyetini almig olacag i¢in parti sona erer. Yani,
C nin partiyi kazanmasi igin ilk magini mutlaka kazanmasi gerekiyor (%) C, bundan sonraki macini, yani

ikinci maginm1 kazandiginda (%) partiyi kazanmig olacak. Ikinci mag1 kaybettiginde (%)7 bir mag bekleyecek
ve kendisini yenenin kaybetmesi igin dua edecek. Aksi takdirde, kendisini yenen, pesgpese iki mag¢ kazanmig
olacak ki, bu da partiyi sonlandirir. Kendisini yenen ikinci oyununu kaybettiginde (%), C ic¢in her sey basa

doénmiig olacak. Bu durumu,
1/1 11 2
seklinde ifade edebiliriz.

(24 (2 + (24 2)%)?)? = 2000 denkleminin gergel kékleri toplami nedir?
a) —4 b) —2 c)0 d) 2 e)4

Cozim:

Yanit:

(x + 2)? pozitif oldugu igin,

V2000 -2 = (24 (2+2)%)?
VV2000-2-2 = (2+2)2=2>+4z+4

ikinci dereceden denkleminin kokler toplami —4 tiir.

Kenar uzunluklar: 1,4, 7,8 olan bir dértgenin alani en ¢ok kag olabilir?
a)7v/2 b)10v3 ¢)18 d)12V3  e) 95
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Coziim 1:

Yanit:

C

4 ile 7 ardigik iki kenar degilse, uzunlugu 1 olan kenar 4 ile 7 arasindadir. Bu durumda AB = 1, BC = 4,
CD =8, AD = 7 olsun.
AB = A'D olacak sekilde AA’DB ikizkenar yamugunu ¢izelim. A’'B =7, A’D =1 ve [A’'BD| = [ABD] =

[ABCD] = [A’BCD] olacaktir. Bu durumda 4 ile 7 ardigik iki kenar oldu. Kenarlari 4 ile 7 olan bir {iggenin

1x8
alani en ¢ok % = 14 olabilir. Kenarlar1 1 ile 8 olan bir liggenin alani en g¢ok % = 4 olabilir. Bu

durumda
[ABCD] =[A'BCD] <4+ 14 =18

olacaktir. Esgitligin saglanmasi igin, 4 ile 7 arasindaki ag1 90° ve 1 ile 8 arasindaki ac¢i da 90° olmasi gerekir.
Bunun olabilmesi icin 72 + 4% = 65 = 12 + 82 olmas1 gerekir ki, bu da miimkiin. Demek ki, kenarlar 1,4, 7, 8
olan bir dortgenin alani en ¢ok 18 olabilir.

Cozim 2:

Kenarlar: sabit olan dortgenler arasinda en biiyiik alanlisi, kirigler dortgenidir. Bir kirigler dortgeninin alani
a+b+c+d

2
[ABCD] =+/(p—a)(p—b)(p — c)(p — d)

dir. Soruda verilenleri yerine yazarsak,

da Brahmagupta Formiilii ile bulunur. p = olmak iizere,

p =10 ve [ABCD] = /(10 — 1)(10 — 4)(10 — 7)(10 — 8) = 18
elde ederiz.

Simdi de isterseniz, yukaridaki sonuca nasil varildigini agiklayalim:
AB=a,BC=b,CD=c¢, DA=d, AC =e, ZABC = a ve ZCDA = (3 olsun.
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Kosintis Teoreminden,
e? =a? 4+ b —2abcosa = + d? — 2cdcos B = a® + b2 — ¢ — d*> = 2abcos o — 2¢d cos 3

olur. Her iki tarafi 2 ye boliip, her iki tarafin karesini alalim.

202 2 g2\ 2
(a + 20 ) = a?b? cos? a + 2d? cos? f — 2abed cos o cos 3 (1)

Simdi de ABC'D dortgeninde alani yazalim.

absina  cdsin 8
2 2

A= = 4A? = a*V? sin? a + 2d? sin? B + 2abed sin asin 3 (2)

elde edilir. (1) ile (2) yi taraf tarafa toplarsak sin?z + cos®z = 1 ve cos(z + y) = cosxcosy — sinzsiny
olacagindan

(3)

a2+b2—02—d2)2

a®b? + Ad® — 2abed cos(a + ) = 4A* + ( 5

elde edilir. a, b, ¢, d verildigi igin maksimum alan i¢in cos(a + /) degeri minimum olmali. Yani o + 5 = 180°
olmali. Bu da ABCD nin kirigler dértgeni oldugunu gosterir. (3) yeniden diizenlersek

2092 2 g2 2 2092 2 g2 2
a2b2+02d2+2abcd:4A2+<a i 2c ) :>(ab+cd)2—<a i 2c ) = 442,

Iki kare farkindan yararlanarak

(2ab + 2cd + a® + b* — 2 — d?)(2ab + 2cd — a® — b* + % + d?) = 16A2

= ((a+b)?=(c—d)?) ((c+d)?—(a—=b?*)=0b+c+d—a)la+c+d—Db)(a+b+d—c)(a+b+c—d).

a+b+c+d :
2

se

1642 = (2p — 2a)(2p — 2b)(2p — 2c)(2p — 2d) = A= \/(p —a)(p — b)(p — c)(p — d)

elde edilir.

Cozim 3:

1x84+4xT7
1 ile 8 yan yana ise alanm en biiyiik degeri + = 18 olabilir. 12 + 82 = 42 + 72 oldugu icin de 1
ile 8 arasindaki ve 4 ile 7 arasindaki acilar 90° olabilir.

1 ile 8 yan yana degilse kargilikhidir. Bu durumda kargilikli kenarlarin kareleri toplami birbirine egit oldugu

igin bu durumdaki dortgenin kosegenleri dik kesigir. Ptolemy esitsizliginden kosegenlerin ¢arpimi en ¢ok

1 4
karsilikli kenarlarin garpimi olabilecegi icin alan en fazla W = 18 olabilir.

Coziim 4:

Bkz. Bretschneider alan formuli

Ayrica bkz. Cevresi sabit dortgende max kosegenler carpimi
Co6ziim 5:

bkz. Matematik Diinyasi, Subat 2000 sayisinda A203 nolu soru.
Coziim icin bkz. Matematik Diinyasi, Temmuz 2000
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1+2+224 234 ... 42" toplammm 77 ile béliinmesini saglayan en kiiciik n > 100 tam sayisi nedir?
a) 101 b) 105 c) 111 d) 119 e) Higbiri

Cozim:
Yanit: @

1+2+22 422 4. 42" =2"" _1=0 (mod77)=2"""'—1=0 (mod 7)A2""' —1=0 (mod 11)
S6z konusu denklikleri saglayan en kiigiik n degerleri

22=1 (mod7)=n+1=3p

2°=—-1 (mod 11)=2'%=1 (mod 11) = n+1 = 10q
seklinde bulunur. Sonuglar: birlegtirdigimizde

n+1=30k=n=30k—-1

oldugu icin en kiigiitk n > 100 sayis1 119 dur.

NOT:

©(77) = 60 oldugunu fark edip, 2°° =1 (mod 77) = n = 120 — 1 = 119 seklinde bir ¢éziim yanhs olacaktir.
©(77), bize 2% =1 (mod 77) denkligini saglayan en kii¢iik 2 degerini vermez. Sadece z|p(77) oldugunu sdyler.
Soru bize n > 200 olarak verseydi, ¢(77) den sonuca gitmeye ¢aligan biri n = 239 bulacakt1 ki, yukarida
yaptigimiz ¢oziime gore n = 209 olurdu.

Kenar uzunluklar: 3, 7 ve 8 olan bir liggenin icinde geligigiizel alinan bir noktadan, koselerden en az birine
olan uzakligi 1 den kii¢iik olmasi olasiligi nedir?

us T 0 1
) 3gV2 B gpV3 g Ay ey
Coziim:

Yanit: E

Koseleri merkez alarak 1 yaricapl gember yaylarini tiggen icerisinde kalacak sekilde gizelim. Bu ti¢ es yarigapl
7r

yayin Olgiileri toplami 180° oldugu i¢in, bu {i¢ yay bir yarim ¢ember yapar. Bu ¢emberin alani 5™ 12 = 3

dir. Uggenin alam da (Heron Formiilii) \/9(9 — 3)(9 — 7)(9 — 8) = 64/3 oldugu igin segilen bir noktanm bu
ii¢ cember parcasinin igerisinde olma olasilig

olur.

p(x) tiim kokleri gercel olan ve her x gercel sayist icin p(2? — 1) = p(x)p(—=) esitligini saglayan bir polinom
ise, p(x) in derecesi en fazla kag olabilir?

a)0 b) 2 c)4 d) p(x) in derecesi igin iist sir yoktur. e) Higbiri
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Cozim 1:

Yanit: @

p(z) = 22" (2 + 1)?" polinomu verilen esitligi saglar.
p(x2 _ 1) — (.132 _ 1)2n(x2)2n — (l‘ _ 1)277,.1,2n(.r + 1)2n$2n — (_x + 1)271(—1’)2”(1‘ + 1)2nx2n — p(—x)p(x)

Coziim 2:

a; € R olmak iizere,
plz)=(z—a)(x—a)...(z —ay)
polinomu tiim kokleri gercel olan n. dereceden bir polinomdur.
pa?—1) =@ -1-a)@*—1—-a)...(2* =1 — )
ve
p(x)p(—z) = (zr—a1)(x —ag)...(r—an)(—z —a1)(—z —az)...(—z — ay)
ifadelerini sorudaki esitlikte yerine yazarsak

(22 —1-a)(@?—1—ag)... (2 =1 —a,) = (=1)"(2® —a2)(2? — a2) ... (2% — a?)

elde ederiz.

n ¢ift oldugunda
22 —1—o;=2%—a?

esitligini saglayan «; gercel sayisi varsa, polinomun derecesi n i¢in bir iist limit olmayacak. Gergekten de
o —a;—1=0

denkleminin iki gergel kokii vardir. o bunlardan biri ise
ple) = (z —a)*"

polinomu soruda verilen egitligi her zaman saglar. Bu durumda p(z) in derecesi igin bir {ist siir yoktur.

Bir ABCD digbiikey kirisler dértgeninde m(@) = 90°, m(A/BB) = 45°, |AB| = 26 ve |BC| = 10 ise,
DAC figgeninin alani nedir?

a) 120 b) 108 c) 90 d) 84 e) 80
Coziim 1:

Yanit: @

ABCD kirigler dortgeninde ZABD = LACD = 45° ve ZADB = ZBCA = 90° oldugu i¢in AABD ikizkenar
dik iicgendir. AB =26 = AD = 13/2.

ZADC genis ag1 oldugu i¢gin A dan CD ye inilen yiikseklik tiggenin digindadir. Bu yiikseklik CD yi E de
kessin. ZADE = ZABC oldugu i¢in

AADE ~ ABC = AE = 12v2 ve DE =5V2 = CD = 7V2

elde edilir.

[DAC] =

DC-AE_12ﬁ~7\/§_84
= =

2
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Cozim 2:

Pisagordan AC = 24 ve AABD ikizkenar dik iicgeninden AD = BD = 13+/2 dir. Ptolemy’den
AB-CD+BC-AD =BD-AC = 26-CD +10-13v2 =24-13v2 = CD = 7V2

olur.

1 1
[DAC]:§~AC’~CD~sin4ACD:5-24-7\/5-?284

322 — 2% — 422 +54 = 0
Sx? —3y? — T2 +74 = 0

sistemini saglayan kag (x,y, z) pozitif tam say1 siral tigliisii vardir?
a)0 b) 2 c)3 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri

Cozim:

Yanit:

5/ 3x%—2y? —4224+54 = 0
-3/ 522 —3y2 -T2 4+74 = 0
—2+22+48 = 0

Bu durumda

P22 =48 = (y —2)(y +2) =48
elde edilir.

y ve z pozitif tam sayilar ve (y — z) + (y + z) = 2y sayis1 ¢ift say1 oldugu i¢in, 48 i toplamlar ¢ift olmak
iizere,

48=2-24=4-12=6-8

3 farkl gekilde garpanlarina ayirabiliriz. Bu durumda, olasi ¢éztimler

y = 13 z = 11
y = 8 2z = 4
y = 7 2z =1

den ibarettir. Ik denklemden
322 =22 + 422 — 54 =2y — 222 4622 — 54 =2-48 4622 — 54 = 22 = 2(T + 2?)
elde edilir.

2(7 + z?) in bir tam kare olabilmesi icin z nin tek say1 olmasi gerekir ki, bu da denenecek ihtimalleri ikiye
indirir.
y =13,z =11 igin

22 =2(7+11%) =256 = 2 = 16

y="7,2=11icin
?=2714+1)=16=2=4

Yani CK= {(4,7,1),(16,13,11)} dir.
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20 kisilik bir komite, A, B, C' adaylar1 arasindan bir se¢im yapmak i¢in degisik tiirden bir oylamaya bagvurur.
Her komite tiyesi, adaylara iligkin tercih siralmasini, herhangi iki aday arasinda cekimser kalmaksizin, oy
pusulasma yazar. (Ornegin, pusulaya BAC yazan iiye, B yi A ya ve C ye; A y1 da C ye tercih ediyor
demektir.) Oy pusulalar1 acilinca, ii¢ adaymn alt1 degisik siralanmigindan her birinin en az bir pusulada gegtigi
ve tam olarak 11 tiyenin A y1 B ye; 12 {iyenin C' yi A ya; 14 iiyenin de B yi C ye tercih ettigi goriiliir. Kag
komite iyesinin birinci tercihi B dir?

a) b b) 7 c) 8 d) 10 e) Veriler yetersizdir
Coziim:

Yanit:

x=(ABC),y = (BAC),z = (CAB),
o' = (ACB),y = (BCA),z' = (CBA).

olsun.
r+ax'+z = 11
z+2 4y = 12
y+y +xr = 14
olacaktir. Taraf tarafa toplarsak,
z+y +2=17
elde edilir. Bu durumda
2 +y+2 =3

olacaktir. Bu da
¥=y=7=1

oldugu anlamina gelir. Bu degerleri yerine yazarsak,

x4+ +z=11=2+2=10

elde ederiz.
r+y +2=1T=y =T=y+y =38

olur.

a, b, ¢, d, e negatif olmayan gercel sayilar ve a +b+c+d+e > 0 olmak iizere, a+c =1tb, b+d =tc, c+e=td
kosullarini saglayan en kiiciik gergel ¢ sayisi nedir?

a)? b) 1 c) V2 d)% e) 2

Coziim:

Yanit:

¢ = 0 olursa, tiim hepsi 0 olacag: icin; ¢ > 0.

2dk<atctcte=th+td=tb+d)=t’c=>t>V2

t=+2 oldugunda ise,
a=e=0vec=b/2=dV2

sayilar1 sorudaki egitlikleri saglar.
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Alani 18 olan bir ABC'D digbiikey dértgeninde, |AB| + |BD| + |DC| = 12 ise, |AC| nedir?
a)9 b)6v3 ¢)8 d)6 e)6v2

Coziim:
Yanit:
AB =z, BD =y, CD = z olsun.

[ABCD] =18 < 2Y ; vz _ y(x; 2 L 36 <yl + 2)

olacaktir. Diger taraftan AO > GO dan,

W:GZMﬁ3GZQ($+Z)

olacag icin y(x + z) = 36 dir. Yani egitsizlikteki egitlik saglanmg. Esitlik y = 2 + 2 = 6, BD 1 AB ve
BD 1 AC iken saglanir.

A dan BD ye cizilen paralel DC yi E de kessin. AE = BD = 6 ve EC = AB + CD = 6 oldugu igin
AC = 6+/2 cikacaktir.

NOT:

Bu soru, IMO 1976/1 sorusunun neredeyse aymsidir.

f(x) = 23 + 722 + 92 + 10 ise,

fla)=f(b) (modp)=a=b (mod p)
gerektirmesinin tiim a, b tam sayilari i¢in dogru olmasini p nin agagidaki degerlerinden hangisi saglar?
a) b b) 7 c) 11 d) 13 e) 17

Coziim 1:

Yanit:

Sorudaki ifadenin esiti,

plf(a) = f(b) = pla—b
dir. 11k birkac f (z) degerlerini hesaplarsak:

f(0) =10, f(1) =27
17|27 — 10 oldugu icin E sikk: elenir.

F(2) =64, £(3) = 127

5|127 — 27 oldugu igin A sikk: elenir.
7|127 — 64 oldugu i¢in B gikk: elenir.
13]|127 — 10 oldugu i¢in D sikk elenir.

Bu durumda geriye sadece p = 11 kalir.
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Cozim 2:

AoPS’te yer alan bir ¢bziimde; p = 11 in nigin sagladig1 gosterilmis. Burada biraz degistirerek o ¢ézlimii tek-
rarlayacagim.

a#b (mod p) sartiyla; a® + 7a? + 9a + 10 = b® + 76> + 9b 4 10 (mod p) olsun.
Biraz diizenlemeyle; (a® — b®) + 7(a? — b) + 9(a — b) = 0 (mod p) elde ederiz.

a—b#0 (mod p) oldugu icin denkligin her iki tarafin1 @ — b ye bolebiliriz: a? +ab+b*> +7a+Tb+9 =0
(mod p).

Simdi de denkligi 12 ile genigletelim: 12a? +12ab+ 12b? + 84a +84b+108 = 3(2a+b+7)2+9b>+420—39 = 0
(mod p)

Simdi denkligin her iki tarafina 88 ekleyelim: 3(2a+b+7)% +9b% +42b+49 = 3(2a+b+7)% + (3b+7)* = 88
(mod p) olmal.

11 | 88 oldugu igin p = 11 6zel durumunu inceleyelim.
m=2a+b+7ven=3b+7olsun. 3m? + n? =0 (mod 11) denkliginin ¢éziimlerini arayalim.
m =0 (mod 11), n =0 (mod 11) bir ¢dziimdiir.

3b+7=0 (mod 11) ve 2a + b+ 7 = 0 (mod 11) denklik sisteminin tek ¢oziimii a = b =5 (mod 11) dir.
a Z b oldugu i¢in buradan ¢6ziim gelmez.

m Z n (mod 11) oldugu durumda; 11 asal say1 oldugu i¢in n = km (mod 11) olacak sekilde bir &k tam sayis
vardir.

—3m? = n? = (km)? (mod 11) = k? = —3 (mod 11) olmah. —3, mod11l de bir kare kalan olmadig1 i¢in
buradan da ¢oziim gelmez.

O halde, a # b sayilan i¢in f(a) £ f(b) (mod 11) dir.
Coziim 3:

Bir 6nceki ¢oziimdeki, p = 11 icin galigsan yontemi genellestirelim.

a®+7a® +9a+ 10 = b3 + 76> + 9b + 10 (mod 11)

= (a® - %)+ 7(a®> = b*) + 9(a — b) =0 (mod 11)

= a’>+b?>+ab+T7a+T7b+9=0 (mod 11)

22 +y? =0 (mod 11) denkliginin ¢oziimii yoktur. Ciinkii —1, mod11 de bir kare kalan olmadig1 igin; 2% =
—1-y? (mod 11) denkligini saglayan = ve y yoktur.

O halde g(a,b) = a®> + b* +ab+ 7a+ 7b+ 9 = 22 + y? (mod 11) seklinde yazabilirsek a # b durumunda
g(a,b) # 0 sartin saglayan a, b sayilar1 bulamamig olacagiz.

x=ma+nb+r ve y = kb+ s olsun.

a?+b*+ab+T7a+Tb+9 (ma +nb+ 1) + (kb + s)?
m2a® + n%b% + 12 + 2mnab + 2mra + 2nrb + k20> + 2ksb + s?
m2a® + (n? + k?)b? + 2mnab + 2mra + (2nr + 2ks)b + (r? + s2)

modllde;:m? =1, n2+k*>=1,2mn=1,2mr =7, 2nr 4+ 2ks = 7 ve 12 + 52 = 9 denklik sistemini ¢ozelim.

m = 1 olsun.

2mn =2n=1=— n = 6.

2mr=2r=7T=r=9=-2.

2+ k2 =36+k=1=k’=9=—= k=43

2 +52=9=92+52=9=—=52=5=16 = s = +4.

2nr+2ks =2-6-942ks =94+2ks =7 = ks = —1. Budurumda k = 3, s = —4 veya k = —3, s = 4 olmal.
Gergekten de;
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a? 4 3602 + 4+ 12ab — 4a — 24b + 9b2 + 16 — 24b
a? + 452 + 12ab — 4a — 48b + 20
a?+ b2 +ab+Ta+T7h+9

(a+6b—2)%+ (3b—4)?

{1,2,3,4,5} kiimesinin, her 1 < k < 4 i¢in (ay ...ax), {1,...,k} kiimesinin bir permiitasyonu olmayacak
sekilde kag degigik (agasaszagas) permiitasyonu vardir?

a) 13 b) 65 c) 71 d) 461 e) Higbiri
Co6ziim 1:

Yanit:

{1,2,3,4,5} kiimesinin toplamda 5! = 120 permiitasyonu var. Bunlardan

her 1 < k < 4igin (g ...ax), {1,...,k} kiimesinin bir permiitasyonu olan (ajasasagas) leri gikartirsak
sonucu elde ederiz.
41

E=1i¢in (1%--) — 24

k = 2 igin {1,2} kiimesinin toplamda 2! permiitasyonu var. Bunlardan biri ¥ = 1 de gegen (12aza4as)

2!—1 Geriye kalanlar 3!

N ) —6

permiitasyonu oldugu igin (* 21
2,3
k = 3 i¢in {1,2,3} kiimesinin toplamda 3! permiitasyonu var. Bunlardan ikisi ¥ = 1 de gegen (1’{-\044045)
1//t'\a,ne 3!1—2!—1 Geriye kalanlar 2!
permiitasyonu, biri de £k = 2 de gegen (21 3  «ag4as) permiitasyonu oldugu igin ( in - )—6
2,3,4

k =4 igin {1, 2, 3,4} kiimesinin toplamda 4! permiitasyonu var. Bunlardan 3! tanesi ¥ = 1 de gegen (1" - -°5)
3,4

permiitasyonu, 2! tanesi K = 2 de gegen (217 -- °5) permiitasyonu ve 3 tanesi de k = 3 de gegen tiim
41-31-21-3

permiitasyonlar oldugu igin (  *--" 5) — 13

120-24-6-6-13=71

Coziim 2:

Indirgenemez (Irreducible) ya da bagka bir deyisle Ayrigtirlamaz (Indecomposable) Permiitasyonlarin sayisi
sorulmug. (bkz. oeis/A003319)

P, ile {1,...,n} kiimesinin permiitasyonlarini, |P,| = n! ile de permiitasyonlarin sayisim gosterelim.

P =(a;...qa,) permiitasyonu i¢in, (1 < k < n olmak {izere) (ay ...ax), {1,...,k} kiimesinin bir permiitas-
yonu olacak sekilde segilebilecek k sayilarinin en kii¢iigiine, permiitasyonun derecesi, der P, diyelim. (Permiitas-
yon tanmminda derece ile bagka bir sey ifade ediliyor olabilir; bu soruda o tanim ezdigimizi diigtinelim.)

Qn ile de {1,...,n} kiimesinin, her 1 < k <n —1ig¢in (ay...ax), {1,...,k} kiimesinin bir permiitasyonu
olmayacak sekilde olugturulan (a; ... «,,) permiitasyonlarin gosterelim.

Q1 ={(1)} ve Q2 = {(21)} dir. Soruda bizden |@Q5| i bulmamiz isteniyor.
1<i<nigin D; ={P € P, | derP =i} olsun. i # j i¢gin D; N D; =0 ve P, = D,y U---U D,, olacaktir.
Oncelikle, D,, = {P € P, | derP = n} = Q,, oldugunu fark edelim.

Q € Q; permiitasyonuna {i + 1,...,n} kiimesine ait bir permiitasyon eklemlersek D € D; permiitasyonunu
elde ederiz.

Bu durumda n! = |Py| = [Qn| + |Qno1] - 1+ [Qnoa - 2!+ + Q1] - (n = D)l =D " [Qi] - (n — 0)!
i=1
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|Py| = 4! = |Qa| + Q3] - 1! + Q2| - 2! + |Q1] - 3! = |Q4] =4 —3 -2 —-6=13.
|Ps| =5! = |Qs| + |Qa| - 1!+ Q3] - 2! +|Q2| - 3! + |Q1] - 4! = |Q5] =5! =13 -6 — 6 — 24 = 71.

h@)=a+a folr) =2~z filx)=a>+ao
alz)=xz—-2 goz) =2z gs(z)=x+2
olmak tizere, fonksiyonlar {izerinde tamimh toplama, ¢ikarma ve garpma iglemleri kullamlarak, ¢ € {1,2,3}

olmak iizere f; ve g; fonksiyonlarindan h(z) = z fonksiyonu elde edilebiliyorsa, F; = 1; aksi halde F; = 0
olarak tammlaniyor. (Fy, Fy, F3) nedir?

a) (0,0,0) b) (0,0,1) c) (0,1,0) d) (0,1,1) e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

fi(a) = A ve g;(a) = B olsun. h;(a) = a olacaktir. Toplama, ¢gikarma ve garpma iglemleri kullamlarak, f; ve
g; fonksiyonlarindan h;(a) = a elde edilebiliyorsa, (A, B)|a olmas: gerekir.

i =1 igin, x = 2 alirsak
f1(2) =6,91(2) =0= (6,0) =612
olacag i¢in Fy = 0 dir.

1 = 2 igin, x = = alirsak

N

o(3)-on (1)

1
olacagi ve 0 ile 1 kullanarak 3 elde edilemeyecegi icin F5 = 0 dir.

1 =3 icin
gi(x) — fs(x) —g3(x) —gs(x) =2’ +4x+4 -2 —2—2-2—2-2=2x
oldugu i¢in de F3 =1 dir.

01 ve Os merkezli birbirine digtan teget iki cemberin ortak dis teget dogrularindan biri cemberlere sirasiyla
B ve C noktalarinda degiyor. Cemberlerin ortak noktasi A olmak iizere BA dogrusu Os merkezli gemberi A
ve D noktalarinda kesiyor. |BA| =5 ve |AD| = 4 ise |CD| nedir?

a) VI  b) V3T )6 d)% e) 1V5
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Coziim 1:

Yanit:

A dan gegen ve cemberlere teget olan £ dogrusu BC yi E de kessin.
/ABC = /BAFE = /(AD,?¢) = /DCA

oldugu icin,
DA-DB=DC?=4-9=DC?=DC =6

dir.
. - o . . 4 DC
Niye? Ciinkii ZDCA = ZABC oldugu i¢in ADCA ~ ADBC dir. Benzerlik oranlar1 yazilirsa, e o

DC = 6 elde edilir. Her seferinde, bu benzerligi yazmak yerine ZDCA = ZDBC bagmtisi varsa dogrudan
DA - DB = DC? diyebiliriz. Dikkat ettiyseniz, bu cemberdeki kuvveti (teget durumunda) hatirlatiyor.
Gergekten de 6yle, ZDCA = ZDBC ise DC dogrusu, AABC nin ¢evrel ¢emberine tegettir (teget-kirig ag
= gevre ag1). Bu durumda D noktasinin (ABC) gemberine gére kuvveti DC? = DA - DB olacaktir.

Coziim 2:
A dan gegen ve gemberlere teget olan dogru BC' yi E de kessin.

AFE = EB ve AE = EC

olacag i¢cin ZBAC = 90° dir. Bu durumda, DC gaptir. Bu durumda, DC L BC olacag i¢in, ABCD bir
dik tiggendir. Oklit’ten
DC?=DA-DB= DC =6

olacaktir.
NOT:

OKklit’in bu bagmtis, Coziim 1’de anlatilan bagmtinm 6zel halidir.
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0 < z,y < 31 olmak iizere, (2? — 18)? = y? (mod 31) denkligini saglayan ka¢ (x,y) tam say1 siral ikilisi
vardir?

a) 59 b) 60 c) 61 d) 62 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

f(x) = 2% — 18 olsun. Her z say1s1 icin,

f3(z)=%* (mod 31)
denkliginin
y= f(x) (mod 31) ve y=—f(x) (mod 31)
olmak iizere, 2 ¢Oziimii vardir. Bu son ifade biraz yanhg f(z) = 0 (mod 31) ise f2(x) = y* (mod 31)
denkliginin 1 ¢6ziimii vardir.

f(z)=2*-18=0 (mod 31) = 2 =47 (mod 31)
olacagl icin, z = 7 i¢in 1 adet y; © = 31 — 7 = 24 i¢in 1 adet y, geri kalan 29 = degeri icin ise 2 ser adet y
vardir. Bu durumda, toplamda 2 x 29 + 1 4+ 1 = 60 ¢oziim vardir.

Not: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yil1 basimlh Tiibitak Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda
cevap (D) olarak verilmigtir. Oradaki ¢6ztim hatahdir.

Tim basamaklarindaki rakamlar birbirinden farkli olan ve 11111 ile boliinen on basamakl kag tam sayi
vardir?

a)0 b) 1264 c) 2842 d) 3456 e) 11111
Cozim:

Yanit: @

Tiim rakamlar kullanilarak elde edilen 10 basamakli sayimin rakamlar1 toplami
1
o+1+2~+9:920

=45=0 (mod 9)

olacag i¢in bu say1 9 ile bolintir. (9,11111) = 1 oldugu igin, hem 9 hem de 11111 ile bdliinen sayilar 99999
ile boliiniir.

(97 ag0504a030201a0 = 100000 - Ggagaragas + 103020100 = GoGsaragas + Gaa3aza1a0 = 0 (mod 99999)

= QgQga7agas + Ggazasaiag = 99999k

olur. k = 0 olamaz. Tiim rakamlar birbirinden farkli oldugu i¢in de k£ > 2 olamaz. Bu durumda k£ =1 ve

Q9aga70ga5 + agazazaiag = 99999
olacaktir. i = 0,1, 2, 3,4 olmak tizere; her a; i¢in tek bir tiirli a;4+5 says: olacaktir. Ek olarak ag # 0 oldugu
i¢gin a4 # 9 dur. Rakamlar1 dagitmaya a4 ten baglarsak, ay i¢in 9 farkh secenek var.
a3 igin a4 ve ag da iki rakam kullanildg: i¢in 8 farkl segenek var.
as i¢in 6,
aq icin 4,
ap icin 2 farkli secenek vardir.

Bu durumda toplamda
9-8-6-4-2=23456

farkl say1 elde edilir.
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Tium z,y pozitif gergel sayilar: igin

_y.
F@)fy) = flay) =~ + ;
kogulunu saglayan f fonksiyonlarimin alabilecegi farkli f(2) degerlerinin toplami nedir?

5 ) 5 3 s
a) 3 b) — yi c) 1 d) B e) Higbiri

Coziim:

Yanlt:
rz=1,y=1i¢in
A1) = f(1) =2=0= f(1) =2 veya f(1) = 1

y=1, f(1) =2 i¢in

y=1, f(1) = —1icin

olur.

1
f(z) = z + — fonksiyonu,
x

1 1 1 1 T Yy 1 Yy o
z+—-|ly+-)—-|\z2y+—|)=2y+ —+ -+ - -2y — — =—+—
T y Ty Ty Yy x xy Ty
5
oldugu igin verilen fonksiyon denklemini saglar. Bu durumda f(2) = 5 bir ¢oztimdiir.

.. -1 1
Ote yandan, f(x) = 5 <x + :v) fonksiyonu,

1 +1 +1 +1 n 1 xy+ 1 +x+y+xy+ 1 n 1 3+ y+x 1#y+x
-+ — —|+=- =z — =44+ —F—+—= |7 — |-+ =+ =) - F#F =+
4 T Y Y 2 Y Ty 4 dxy 4y 4dx 2 2xy 4 zy /) 4 r y)4" Ty

oldugu i¢in verilen fonksiyon denklemini saglamaz.

Not: Mustafa Tongemen’e ait 2008 yili basimh Tiibitak Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri kitabinda
cevap (C) olarak verilmigtir. Oradaki ¢oziim hatalidir.

Bir ABCD karesinin [AB] kenar istiinde bir K noktasi, [BC] kenar iistiinde de bir L noktasi alimyor.
|AK| =3, |KB| =2 ve K nin DL dogrusuna uzaklig 3 ise, |BL| : |LC| nedir?

a)g b)? c)g d)g e)g
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Coziim 1:

Yanit:

K nin AD ve DL ye olan uzakliklar1 3 oldugu i¢in, DK; ZADL nin agiortayidir.
LDLC = ZADL = 2« olsun.

3 2tana 2.2 15
tana = - = tan2a = 5 = > =
5 1 — tan® « 1— 5 8
olacaktir. .
DC:15k::BC:>LC:8k::BL:7k:>BL:BC:g
Cozim 2:

K nin AD ve DL ye olan uzakliklar1 3 oldugu igin, DK; ZADL nin aciortayidir.
[BC iizerinde [BC] nin diginda DL = LN olacak sekilde bir N noktasi alalim.

ADCN = ADAK
olacaktir. Bu durumda, DL = LN = LC + 3 olacagindan, Pisagor’dan

DL2:L02+D02:LC2+25:L02+6-LC+9:>LC:§:>BL:§:>BL:LC:£

olarak elde edilir.

Agagidaki 6nermelerden hangisi, en az bir p asal sayisi i¢in dogru degildir?

a) 22+ 2+3=0 (mod p) denkliginin ¢éziimii varsa,

2?2 + 2+ 25 =0 (mod p) denkliginin de ¢oziimii vardir.
b) 2?2+ 2+3 =0 (mod p) denkliginin ¢éziimii yoksa,

2?2 4+ 2+25=0 (mod p) denkliginin de ¢dziimii yoktur.

c) 22+ 12 +25=0 (mod p) denkliginin ¢oziimii varsa,
22+ 2+ 3 =0 (mod p) denkliginin de ¢dziimii vardir.

d) 22+ 2+25=0 (mod p) denkliginin ¢dziimii yoksa,
2?2+ 2+3 =0 (mod p) denkliginin de ¢oziimii yoktur.

e) Hicbiri
Coziim 1:

Yanit:

Denklikleri uzun uzun yazmak yerine su tanimlamay: yapalim.
22+ 2+ 3 =0 (mod p) denkliginin p asal sayis1 i¢in ¢oziimii varsa, X (p) = 1; yoksa X (p) = 0 olsun.
2?2 + 2+ 25 =0 (mod p) denkliginin p asal sayist icin ¢éziimii varsa, Y (p) = 1; yoksa Y (p) = 0 olsun.

Cevabin A oldugunu kabul edelim. Bu durumda &yle bir p asal sayis1 var ki, X (p) = 1; ama Y (p) = 0. Bu p
asal sayist igin, D gikki da dogru olmuyor. Ciinkii Y (p) = 0 olmasma ragmen X (p) # 0.

Bu durum, diger siklar icin de gegerli. Aslinda, A ile D 6nermeleri, B ile C' 6nermeleri karsit ters.

Bir sorunun iki cevabi olmayacag icin, cevap A, B, C, D siklarindan hicbirisidir. F deki sik da tam olarak
bu anlama gelmektedir.
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Cozim 2:
Aslinda soru gunu soruyor. Oy]e bir p asal sayis1 var mi1 ki,

2> +2+3=0 (modp)ilez?+2+25=0 (mod p)
denkliklerinden birinin ¢6ziimii var, digerinin yok.

22 +2+3 =0 (mod p) denkligi icin,

—-1£v-11

Tia = 5 (mod p).
22 + 2 +25=0 (mod p) denkligi icin,
—1£+v/-99
T2 = (mod p).
Bu durumda 27!, mod p de tanimliysa;
D? = —11 (mod p) kosulunu saglayan bir D sayisi varsa, z2+z+3 = 0 (mod p) denkliginin bir ¢éziimii vardir.
D} = —99 (mod p) kosulunu saglayan bir Do sayisi varsa, 2 + 2 + 25 = 0 (mod p) denkliginin bir

¢Ozumi vardir.

Bu durumda D, ile Dy arasinda,

Dy =+3D; (mod p) ve 37'Dy = +D; (mod p)
bagintilar: vardir. Bu durumda, Dy var olmasmim Dy varhgimi gerektirmesi (ya da diger ihtimaller) 37! in
mod p de tanimh olmasi ile alakas: var.

Bir @ sayist icin ¢!

(mod p) nin tanimh olmasi icin gerek ve yeter kosul (a,p) = 1 olmasidir.
p =2 ve p =3 hari¢ tiim asal sayilar i¢in 27! ile 37! tanimhdur.

p = 2 igin, iki denkligin de ¢6ziimii yoktur.

p = 3 icin, iki denkligin de ¢ozlimi vardir.

Bu durumda, tiim p asal sayilari i¢in; ya iki denklemin de ¢6ziimii vardir, ya da iki denklemin de ¢6ztimii yok-
tur. Boylelikle, tiim giklar dogru olmug oldu. Dogru yanit, siklardan higbiri. Yani E.

S =1{1,2,...,32} olmak iizere; S nin hangi k elemanli A altkiimesini alirsak alalim, A kiimesinde, a,b yi; b
de c yi bolecek sekilde farkl a, b, ¢ sayilarinin bulunmasini saglayan en kiigiik k£ degeri nedir?

a) 17 b) 24 c) 25 d) 29 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Farkli a, b sayilar i¢in a|b demek, b > 2a demektir. Bu durumnda,
farkli b|c sayilar1 i¢in de b|c ise, ¢ > 2b > 4a olacaktir.

Acgik bir gekilde S24{9,10,11,...,30,31,32} kiimesinden a|b|c seklinde ii¢ say1 segmek miimkiin degil. Bu
durumda k > 24 olmali.

Acaba bu sekilde ii¢ eleman icermeyen daha biiyilik bir kiime var mi? Oldugunu varsayalim.

1, bu kiimenin bir eleman olabilir mi? 1 igeriliyorsa, n ile 2n sayilarindan biri bu kiimenin diginda olmal.
{2,4},{3,6},{5,10},{7,14}, {8,16}, {9, 18}, {11, 22}, {12, 24}, {13, 26}, . ..

kiimelerinin her birinden en fazla bir eleman secilebilecegi i¢in 1 bu en biiyiik kiimenin bir elemani olamaz.
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Bu en biiyiik kiime, {2, 4,8, 16,32} kiimesinden en fazla iki eleman igerebilir. Yani en az 3 eleman igermez.
{3,6,12,24} kiimesinden en az 2 eleman igermez.

{5,10,20} kiimesinden en az 1 eleman igermez.

{7,14,28} kiimesinden en az 1 eleman icermez.

Bu durumda alb|c seklinde ii¢ eleman igermeyen en biiyiik kiime, S = {1,2,...,32} kiimesinden en az
14+3+2+1+41 =8 eleman igermez. Bu durumda bu kiimenin eleman sayis1 en fazla 32 — 8 = 24 olabilir.
Daha fazla olamaz. Demek ki bahsedilen kogulu saglayan S4 kiimesinden daha biiyiik bir kiime yok. Bu
durumda, S nin herhangi k > 24 elemanl alt kiimesinde a|b|c seklinde ti¢ eleman bulunur.

[36] 21

a) 1999998

2 4
—1 ve her n pozitif tam sayisi i¢in z,41 = (1 + ) T, + — ise, Togoo nedir?
n n

b) 2000998 c) 2009998 d) 2000008 e) 1999999

Coziim:

Yanit: E

Biraz diizenlemeyle
NTpy1 = (n+2)x, + 4

elde ederiz.

Yn = Tp, + 2 olsun. Bu durumda y; =1 ve

Wnrr —2) = (n+2)(ga —2) +4
NYnt1—2n = (n+2)(y,) —2n—4+4
nynyr = (N4 2)yn
olur.
nyny1 = (N4 2)yn
m=1Dyn, = (n+1)yn—
(TL - 2)yn—l = NYn—2
3ys = bys
2ys = Ay
1y2 = 3]]1
esitliklerini taraf tarafa carparsak
1 2 2000 x 2001
Ynt+1 = yl(n—i—f)(n—k) = Y2000 = — 5 = 2001000

elde ederiz. Bu durumda

Y2000 — 2 = T2000 = 2000998

olur.
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9. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2001

Bir XOY agisiin [OX kenar {izerinde |OA| = |AB| = |BC| olacak sekilde A, B, C noktalar; [OY kenari
tizerinde de |OD| = |DE| = |EF| olacak sekilde D, E, F' noktalar1 alimyor. |OA| > |OD] ise, asagidakilerden
hangisi dogrudur?

a) Her Xovy agst i¢in, Alan(AEC) > Alan(DBF)

b) Her XOY agst i¢in, Alan(AEC) = Alan(DBF)

c) Her Xovy agist i¢in, Alan(AEC) < Alan(DBF)

d) m(XOY) < 45° ise, Alan(AEC) < Alan(DBF) ve 45° < m(XOY) < 90° ise, Alan(AEC) > Alan(DBF)
e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

[AEC] = [OCF] -

2 _ (DA
3

[SCI )

Istanbulspor, Yesildirek, Vefa, Karagiimriik ve Adalet takimlarindan her biri, geri kalan dérdiiyle tam olarak
birer mag yapiyor. Istanbulspor, Yesildirek hari¢ tiim takimlar1 yeniyor; Yesildirek, Istanbulspor’u yenip,
diger biitiin takimlara yeniliyor. Vefa, istanbulspor digindaki biitiin takimlar1 yenerken, Karagiimriik-Adalet
magini Karagiimriik kazaniyor. Bu beg takimi, sonuncusu hari¢ her takim, kendinden bir sonra gelen takimi
yenmis olacak bigimde kag degisik sekilde siralayabiliriz?

a)5h b) 7 c)8 d) 9 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

Istanbulspor basta olacaksa, Yesildirek diger takimlara yenildigi i¢in sonda olmal. Vefa, Istanbulspor haric
diger takimlar yendigi i¢in ikinci sirada olmali. Karagiimriik, Adalet’i yendigi i¢in, siralama IVKAY geklindedir.

istanbulspor basta olmadig1 zaman, kendisini yenen tek takim olan Yesildirek’ten hemen sonra gelmeli. Tiim

durumlar:

Y- — —-YI——, ——YI-, — —-YI

Vefa'min Karagiimriik ve Adalet’i; Karagiimriik’iin de Adalet’i yendigini akilda tutarak yerlegtirmelerimizi
yaparsak:

YIVKA,

VYIKA, KYIVA AYIVK,

KAYIV, VKYIA, VAYIK,

VKAYI

elde ederiz. Toplamda 9 farkli dagilim elde etmis olduk.

2p* — 7p? 4 1 sayisinin, bir tam sayinin karesine esit olmasini saglayan kac p asal sayis1 vardir?
a)0 b) 1 c)4 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri
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(6]

Coziim:

Yanit: E
p=3=2p*—Tp? +1=100 = 102.

p#3=p’=p*=1 (mod 3) = 2p* — 7p?> + 1 =2 (mod 3)
2:

a (mod 3) denkliginin ¢6ziimii olmadigindan tek ¢oztim p = 3 tiir.
22000
2001 + 2v/32% — 2¢/52 + /3 = 0 denkleminin kac gercel ¢oziimii vardir?

a)0 b) 1 c) 11 d) 12 e) Higbiri

Coziim:

2000

2001

Geri kalan ifade de A < 0 ve sabit terim /3 oldugu icin tiim ifade toplam olarak her z reel sayisi icin 0’dan
biiytlik olur. Yani denklemi saglayan x reel sayisi yoktur.

> 0 oldugunu biliyoruz (z reel oldugu igin).

Bir ABCD yamugunda AB || CD, |AB| < |CD| ve Alan(ABC) = 30 dur. B den gegen ve AD ye paralel
olan dogru, [AC] yi E noktasinda kesiyor. |AE|: |[EC| =3 : 2 ise, ABC'D yamugunun alani nedir?

a)45 b)60 c¢)72 d)80 e) 90

Coziim:

Yanit: @

BE, CD yi F de kessin. AB = DF = 3k ve FC = 2k dwr. [ABC]/[ABCD] = 3k/(3k + 5k) = 3/8 =
[ABCD] = 80.

Ondalik yazihminda tiim basamaklari tek say1 olan 5 basamaklh tam sayilardan kag tanesinin en az iki ardigik
basamaginin toplami 10 dur?

a) 3125 b) 2500 c) 1845 d) 1190 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

1,3,5,7,9 kullanarak yazilabilecek sayilarin sayisi 5°.
Higbir ardigik iki basamagin toplaminin 10 olmadigi durumlar: hesaplayalim:

Ik rakam (‘;’) sekilde secilir. Ikinci rakam, bu rakamm 10’a tamamlayan1 hari¢ herhangi biri olabilir (4).

Uciincii rakam da ikincinin 10’a tamamlayam hari¢c herhangi biri olabilir (4). Bu boyle gider. O halde,
toplamda (3)4%.

En az iki ardigik basamaginin toplaminin 10 oldugu durumlar: 55 — (?)44 =5(51—4%) = 5(5%2 —4?)(52 +4?) =
5-9-41 = 1845.

(2a + b)(2b 4 a) = 2¢ esitligini saglayan kag (a, b, ¢) pozitif tam say1 sirali tigliisti vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

a ve b pozitif tam say1 oldugunda, 2b + a > 2 ve 2a + b > 2 olacaktur.

O halde, denklemi pozitif x,y tam sayilar igin,

2a+b = 27
2b+a = 2¢
2a:+1 — 92y 2y+1 _ 9z
sekline dontigtiirebiliriz. Ortak ¢ozersek, a = —3 ve b= —3 elde ederiz.

a,b>0olduguicinz+1>yvey+1>2x, yani 1 >y —x > —1 olmali. O halde y = z tir. Bu durumda,
a = b olacaktir. 3a - 3a = 9a® = 2¢ olamayacag icin, coziim yoktur.

% + 323 + 522 4 21z — 14 = 0 denkleminin gercel koklerinin carpim asagidakilerden hangisidir?
a) —2 b) 7 c) —14 d) 21 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:
(% + 522 — 14) + (323 + 21z) = (22 + 7)(2® — 2) + 32(22 + 7) = (22 + 7)(2? + 32 — 2)
2% 4+ 7 den gercel kok gelmeyecegi icin gercel koklerin carpimi —2 dir.

@ En biiyiik kenar uzunlugu 13 ve cevre uzunlugu 28 olan bir ikizkenar yamugun alam en ¢ok kag olabilir?
a) 13 b) 24 c) 27 d) 28 e) 30

Coziim:

Yanit:

Ikizkenar yamukta Pisagor’dan yiiksekligi bulup alana gidebiliriz; ama direkt alana giden bir yontem uygu-
lacagiz: Kirigler dortgeninde alan formiilii.

Tkizkenar yamuk bir kirigler dértgeni oldugu igin Alan = v/(p — a)(p — b)(p — ¢)(p — d) formiiliinii kullana-
biliriz.

Uzun taban 13 ise, diger kenarlar; x, x, 15 — 2z olacaktir. Yarigevre 14 ten alam yazarsak;

Alan = /(14 — 1)(14 — 2)(14 — 2)(14 — (15 — 22)) = /(14 — 2)(14 — ) (2z — 1)

elde edilir. Toplamlar: (14 — x) + (14 — z) + (2z — 1) = 27 olan bir ifade AO > GO dan en biiyiik ¢arpim
degerini hepsi egitken yani 14 — x = 9 = x = 5 iken alir. Bu durumda Alany,,, = 27 dir.

. 2.
Ikizkenarlar 13 iken, yamugun yiiksekligi en fazla 13; tabanlar toplami da 2 olacag: icin alan en fazla 5 =

13 olacag igin, s6z konusu ikizkenar yamuk alanca en biiyiik degerini kenarlar: 5,5, 5,13 olunca alir.

Her adimda tam olarak iki sayimin yerleri degistirilmek iizere, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 dizilisinden iki adimda elde
edilebilecek farkl diziliglerin sayis1 nedir?

a)88  b)100 «¢)120 d) 176 e) 441
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Coziim:

Yanit: @

. 1
Iki adimda ortak bir say1 yoksa, (a,b), (¢, d) say1 ¢iftleri 5 (;) : (g) = 105 farkl sekilde segilir.

Iki adimda iki say1 ortaksa, yani ciftler ayniysa, (a,b), (a,b), her zaman bagtaki dizilim elde edilecek. O halde,
bu gekilde 1 farkli se¢im vardir.

Iki adimda bir say1 ortaksa, a,b, ¢, degisim sonucunda hicbir say1 kendi yerinde olmayacak. Ornegin a, b, ¢
seklinde bir dizilimden, ya ¢, a,b ya da b, ¢, a elde edilecek. Bu ¢ say1 (;) sekilde secileceginden, bu sekilde
elde edilecek dizilimlerin sayis1 2 - (g) = 70 olacaktir.

Toplamda, 105 + 1 + 70 = 176 farkh dizilig elde etmis olduk.

Kag n tam sayisi icin,

2043y = 7

S5r+ny = n?
denklem sistemini saglayan en az bir (x,y) tam say1 sirali ikilisi vardir?

a)0 b) 3 c)4 d) 8 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: @

10z + 15y = 35 ve 10z + 2ny = 2n? yi ortak ¢ozersek, (2n — 15)y = 2n? — 35 elde ederiz. Buradan

4n? —70  (2n —15)%2 +30(2n — 15) + 155 155
_ — —(2n—1
2n — 15 2n — 15 (2n —15) + 304 o755
elde edilir. 2n—15 | 155 olmasi igin 2n—15 € {—155,—-31, -5, —1,1,5,31, 155} olmasi gerekir. Tlim elemanlar
tek say1 oldugu icin, her eleman igin tam olarak bir n sayis1 vardir. Yalnz, 2z 4+ 3y = 7 denkleminde y c¢ift

155
i4] (2n—-1
, yani 4 | (2n 5)+2n—15

1
olamaz. Bu durumu da kontrol etmeliyiz. Yani 4 1 (2n — 15) + 30 + %
n—

olmasi gerekir. Bunu da her durum saglar.

P noktasinin, yarigapi 15 olan bir gemberin merkezinden uzakligi 9 ise, bu gemberin P den gecen ve uzunlugu
tam say1 olan kag kirigi vardir?

a) 11 b) 12 c) 13 d) 14 e) 29
Coziim:

Yanit: E

P noktasindan gecen kiris XY olsun. P noktasmin cembere gére kuvveti, R? — OP? = 144 = X P - PY dir.
XP + PY en kiigiik degerini X P = PY iken elde eder. Yani min(X P + PY) = 24 tiir.

P den gegen en biiyiik kirig de, ¢aptir (30).

Dikkat edilirse, en kiigiik kirig, capa dik olan kirigtir. Bu gekilde tek bir en biiyiik ve en kiigiik kirig vardir.
Bunlar haricinde P den gegen kirigler 24 < z < 30 araliginda her degeri iki kez alir. Tam say1 olanlar ele
alirsak, 25,26,27,28,29 degerleri ikiser kez alinacagindan, uzunlugu tam say1 olan kiriglerin toplam sayisi
1+1+2.-5=12dir.

Bir ABC {iggeninde |BC| =7 ve |AB| =9 dur. m(@) = 2m(ﬁ) ise, liggenin alani nedir?
a)14V5  Db)30 ¢)10v6 d)20vV2 e)12V3
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Coziim:

Yanit:

[CB iizerinde [BC] diginda AB = BD =9 olacak sekilde bir D noktas: aldigimizda AC'D tiggeni tepe agis1 A
olan bir ikizkenar liggen olacak. C'D tabanimin orta noktasi M olmak tizere; BM =1 ve AM =+/92 — 12 =

4+/5 olacaktir. [ABC] = w = 14+/5.

Her terimi 2001 den kiciik ya da esit olan xq,xo, ..., x, pozitif tam sayilar1 dizisi, her ¢ > 3 igin, z; =
|x;—1 — x;—2| kogulunu sagliyorsa, n en ¢ok kag olabilir?

a) 1000 b) 2001  ¢) 3002  d) 4003 ) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Herhangi ardigik iki terim ayni olamaz; ¢iinkii bu bir terimi 0 yapacaktir. Terim sayisinin en fazla olmasi igin
degigimi en az yapmaliyiz. Ornegin ; 1,2001,2000, 1, 1999, 1998, 1, . . . seklindeki dizi bagka bir ifadeyle a; = 1
ve as = 2001 segilerek hazirlanan dizi istenen dizidir.Bu dizinin terim sayisini hesaplamaliyiz. Bu dizide her
3 terimde deger 2001°e gore 2 azaliyor. Daha matematiksel bir ifadeyle ag = 2001, a5 = 1999, ag = 1997, . ..
seklinde olur. Bagka bir ifadeyle asgyo = 2001 — 2k olur. Burada 2001 — 2k = 1 buradan k& = 1000 olur . n’in
en biiyiik degeri de n = 3.1000 4 2 = 3002 olur.

23+ 322 + 2+ 3 =0 (mod 25) denkliginin, 25 moduna gére farkh kag ¢oziimii vardir?
a)0 b) 2 c)4 d) 5 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

@2+ D)(x+3)=(22-49)(z+3)=(z—7)(z+7)(z+3) =0 (mod 25)

x—T7T=x+3=0 (mod 5) denkligini saglayan her x sayis1 sorudaki denkligi de saglayacaktir. Buradan gelen
goziimler: x € {2,7,12,17,22}.

Bunlar haricinde  + 7 = 0 (mod 25) de bir ¢éziimdiir. O halde, tiim ¢oziimler, x € {2,7,12,17, 18,22},
toplamda 6 tanedir.

a bir gercel say1 olmak iizere, P(z) = 2 +az + 1 polinomunun [—2,0) ve (0, 1] araliklarinda tam olarak birer
gercel kokil varsa, agagidakilerden hangisi P(2) ye esit olamaz?

a) VI7T  b) V30 ¢)v26-1 d) V30 e) VIO

Cozim:

Yanit: @

P(0) = 1 oldugu i¢in bahsi gegen araliklarda tam olarak birer ¢oziim olmasi igin P(—2) < 0 ve P(1) <0
olmasi gerekir. Esitsizlikleri yazarsak,

P(-2)=-7-2a<0=7<2aP(1)=2+a<0=2a< —4

—7 < 2a < —4 elde ederiz. Bu durumda 2 < P(2) = 2a + 9 < 5 olacaktir. Siklardan v/30 ¢ (2,5) dir.
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Yiiksekliklerinin orta noktalar:1 dogrudas olan bir iiggenin en biiyiik kenar uzunlugu 10 ise, alan1 en ¢ok kag
olabilir?

a) 20 b) 25 c) 30 d) 40 e) 50
Coziim:

Yanit: E

Ucgen ABC, en biiyiik kenar da BC' = 10 olsun.

a = BC, b= AC, ¢ = AB kenarlarinin orta noktalari, sirasiyla, M,, My, M, olsun.
a, b, ¢ kenarlarina ait ytksekliklerin orta noktalari, sirasiyla, H,, Hy, H. olsun.
MyM., M M., M, M, dogrularini ¢izelim.

En uzun kenara ait yiikseklik, tiggenin igerisinde yer almali. Bu durumda H,, [M,M.] dogru parcasinin
iizerinde olacaktur.

AABC dar agili ise, Hy ve H, liggenin igerisinde, dolayisiyla da, sirasiyla, [M,M.] ve [M, Mb] dogru parcalari
iizerinde olacaktir. Bu durumda, H,, Hy,, H. dejenere olmayan bir iiggen olugturacaktir.

ANABC genis acili ise, H, ve H, licgenin disinda ve swrasiyla M, M., M,Mb dogrularinin tiggenin diginda
kalan kisminda olacaktir. H,Hy, ve M, M, dogrular1 her zaman {i¢genin igerisinde kesigseceginden, H,, Hjp,
H_ noktalar1 dejenere olmayan bir ticgen olusturacaktur.

Bu durumda, son segenek, AABC nin dik tiggen olmasi. Bu durumda, M, = Hy,, M, = H. ve H, € M,M,

AM, - B
olacaktir. AM, =5 ve [ABC| < afc = 25.

Not: Bu soru Hiiseyin DEMIRe ait olup “Proposal 1997, Mathematics Magazine 57, 1984” olarak yayimnlanmigtir.
bkz. Matematik Diinyasi, Cilt:1 Sayi: 4, 1991, Sayfa 19

En az bir kenarinin uzunlugu 1 olup, tiim kogegenlerinin uzunluklar: tam sayilar olan bir digbiikey ¢okgenin
en cok kag kenar: olabilir?

a) 3 b) 5 c) 7 d) 10 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: E

A1 Ay - -+ A, digbiikey gokgeninde A; A; = 1 olsun. n > 6 igin, liggen esitsizliginden
|A1A4 — A4A2| <l=-1<A1A; —A4As <1 = A1Ay = ALAs
ve benzer gekilde, A1 A5 = A5 As. Ay ve As noktalarimin geometrik yeri, A; A dogru parcasimin orta dikme-

sidir. A4 ve Ay ayni orta dikme {izerinde yer alirsa, digbiikeylik bozulacag i¢in, n < 6 olmali.

n =5 igin, A3 Ay ve iki kdgegenden olugan tek bir tiggen var. Yukarida bahsedilen sikint1 burada olugmuyor.
Yine de, n = 5 i¢in 6rnek bir ¢izim yapalim.

Ay A = AgAs = 3 olsun. Ay merkezli 3 yarigaph Cy cemberil ile As merkezli 3 yaricapli Cy ¢gemberini ¢izelim.
Cs tizerinde A, acisimin gordiigii yay lizerinde bir A5 noktasi alahm. Ay merkezli 3 yarigaph gemberle C
gemberi Ag te kesigsin. A; As A3 A4 A5 digbiikey gokgeninde tiim kogegenler 3 olacak.

m,n, k tam sayilar1 221m + 247n + 323k = 2001 esitligini saghyorsa, k nin alabilecegi 100 den biiyiik en
kiiciik deger kagtir?

a) 124  b) 111  ¢) 107 d) 101  e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: E

Esitligi 13 modunda incelersek,
0-m+0-n+—-2k=-1 (mod13)=k=7 (mod 13)

elde ederiz. 100 den biiyiik ilk & sayisi da 13 -8 + 7 = 111 dir.

13-17-m+13-19-n =2001 — 323 - 111
denkleminde obeb(13-17,13-19) = 13 | (2001 — 323 - 111) oldugu i¢in uygun m, n tam sayilar1 bulunabilir.

21 gergel sayidan herhangi 10 tanesinin toplami, geri kalan 11 tanesinin toplamindan daha kiigiik ise, bu 21
sayidan en az kag tanesi pozitiftir?

a) 18 b) 19 c) 20 d) 21 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

Sayilar arasinda a1 < ag < - -+ < a1 bagintisi olsun.

a1+ (aa+as+---+a1) > (a2 + a3+ -+ + ag1)
ay > (a2 +a3+--+az)—(az+as+---+ap1) >0

Bu durumda
0<ar <ax <---<ax

olacak, yani sayilarin hepsi pozitif olacak.

Kenar uzunlugu a olan diizgiin digbiikey dokuzgenin en kisa ve en uzun kosegenlerinin uzunluklar: sirasiyla
b ve c ise, agagidakilerden hangisi dogrudur?

2 2
a)b=""° byp=ac c)bZ:“;C
d)c=a+b e) ¢ =a?+1?

Coziim:

Yanit: @

Ay As ... Ag bir diizgiin dokuzgen olsun. A; Ay en biiyiik, A; A3 de en kiigiik kogegendir.

Diizgiin dokuzgenin bir dig acis1 40° olacag: icin, dokuzgenin koselerinden olugan her agi gordiigii kenar
sayisinin 20° ile garpimu kadar olgiiye sahip olacaktir. Bu durumda, ZA4A5A4; = 60° dir. [A; A5] tizerinde
AsP = A4A5 = a olacak gekilde bir P noktasi alalim. AA4A5P bir egskenar iiggen olacak. A4 P = A3A, ve
LA3A4P = 80° oldugu igin LA3PA, = 50°. Bu durumda ZA3PA; = 70° ve LA3A1 P = 40° oldugu i¢in
A1 A3z = A1 P = b olacaktir. O halde ¢ = a + b.

10 x 10 bir satrang tahtasinda, her k € {1,2,...,10} i¢in, k inci satirda soldan k — 1 ardigik kareyi atarak
elde edilen merdiven bicimindeki gekilde, birim karelerin bilesiminden olusan kag farkli dikdértgen vardir?

a) 625 b) 715  ¢) 1024  d) 1512 ) Higbiri
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Coziim:

Yanit: E

n X n i¢in aradigimiz yanit a, olsun.

n+1xn-+1igin n X n gekline gerekli eklemeleri yapalim. Onceki dikdortgenlere ek olarak, yeni eklenen
dikdortgenlerin sol alt - sag iist koselerinden biri yeni eklenen koselerden biri olacak. Satir indisinin yukaridan
bagladigimi diigtintirsek, yeni dikdortgenlerin sol alt kogesi yeni eklenen noktalardan olusacak.

En soldaki sol-alt kose igin, (n + 1) adet aday sag-list koge var.

Tkincisi icin, (n — 1) adet kareden n adet paralel 2 birimlik dogru parcalar: olugur. Buradan 2 - n aday sag
ist kose gelir.

Devam ederserk, en sagdaki yeni sol-alt koge igin (n 4 1) - 1 aday sag-iist koge gelecektir.

Bu durumda
ani1=a,+1-(n+1)+2-n+3-(n—1)+---4+n—-1)-34+n-2+(n+1)-1

olacaktir. Diizenlersek;

ntl nt1 n+1
Qn1=an+ Y i (n+2-i)=a,+(n+2)Yy i-y
i=1 i=1 i=1

B n+2)n+1)(n+2) (n+1)(n+2)(2n+3)
an+1 =an + -

2 6
1 2
Upt1 = Op (¥ Din+2) )én-i- )~(3n+6—2n—3)
+1)(n+2)(n+3 +3
Unt1 = Gn + n )(nﬁ s = n T <n3 )

i =ar+ () (2) 6w (MF8
n+1 — 01 3 3 3

elde edilir. a1 =1 = (g) oldugunu diistintirsek,

n+3 i
()

=3

olacaktir. (:;11) + (";Ll) = (:Ln) olacag icin (g) + (g) = (j) + (é) = (2)7 (Z) + (g) = (2), ... seklinde devam

ettirirsek
a _(n+ 3 + n+3 _(n+ 4
3 4 )\ 4

_13-12-10-11

elde edilir. n = 9 igin a9 = (') = 133~ 715 clde edilir,

4

9,99,999, ... dizisi i¢in agagidakilerden hangisi yanhstir?
a) Bu dizinin hig bir terimini bélmeyen asal sayilar sonlu sayidadir.
b) Sonsuz ¢oklukta asal say1, bu dizinin sonsuz goklukta terimini béler.
c) Her n pozitif tam sayis1 icin, bu dizinin n den ¢ok sayida farkli asal say1 ile boliinen bir terimi vardir.
d) Oyle bir n tam sayis1 vardir ki, n den biiyiik her asal say1, bu dizinin sonsuz coklukta terimini boler.
e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

Diziyi {ax}$2, = 10¥ — 1 geklinde tanimlayalim.

a) onctlit dogrudur. (10,p) = 1 seklinde her p asal sayisi igin, Fermat’tan, p | ap,—1 dir. O halde, p 1 ay
seklinde sadece 2 asal say1 vardir. p = 2, 5.

b) onciilii dogrudur. Bu dizinin bir terimini bolen her p asal sayisi igin, {k,}>2; = (p — 1) - r asal sayisi igin,
p | ag, dir.

¢) onciilii dogrudur. Herhangi farkli p1, po, ..., p, € P—{2,3,5} asal sayilari igin k = 2(p1—1)(p2—1) - - (pn—
1) aldigimizda, ay sayisi, 3, p1,p2, ..., P, sayllarimn hepsine boliinecektir.

d) 6nciili dogrudur. b) 6nciiliinde 2, 5 haricindeki her asal sayinin dizinin sonsuz goklukta terimini boldiigiinti géstermigtir.
O halde her n > 4 sayisi i¢in n den biiyiik her asal say1, bu dizinin sonsuz ¢oklukta terimini bdler.

[x] ile = 1 agmayan en biiylik tam say1 gosterilmek iizere,
22 —18[z] +77=0
denkleminin tam say1 olmayan gercel koklerinin sayis1 kagtir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

[z] =avex=a+7 olsun. (0 <r < 1)
22— 18(x—r)+77T=0=2>— 182+ 77+ 18 =0
187 > 0 oldugu icin 2? — 182z + 77 < 0 = 7 < z < 11 dir. Bu durumda a = 8,9, 10 olabilir.

a=8icin, 22~ 188+ 77 =0 = & = V67|
a=9igin, 72 —18-9+77 =0 = |z = V55 |
aleigin,x2—18-10+77:0:> V103

Dar agili bir ABC {i¢geninin ¢evrel ¢emberinin yarigapi, merkezinin AB ye olan uzaklhigimmn iki katidir.
|AC| = 2, |BC| = 3 ise, C' den gegen yiikseklik ne olur?

A VII  b) 3V o) V3T d) VAl e) 2V
Coziim:

Yanit: E

O cevrel merkez, AH yiikseklik olsun, AB nin orta noktasi da M olsun. OB = 2-OM oldugu i¢cin ZABO =
30° = LACB = 60° dir.
3v21
T

HC’:lveAH:\/gtenAB:\ﬁvealane§itl§indena?-\ﬁ:3~\/§:>a::

Berk, Ayca’nin tuttugu iki basamakli bir sayiy1 tahmin etmeye ¢aligiyor. Berk’in her tahminine kargilik,
Ayca, dogru bilinen basamaklarin sayisini sdyliiyor. Ayga’nmin tuttugu say1 ne olursa olsun, Berk bu sayiy1 n
tahminde bulmay1 garanti ediyorsa, n en az kagtir?

a)9 b)l0 c¢)11 d)15 e)20
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Coziim:

Yanit: E

Birler basamagi igin 10 durum s6z konusu. Berk, 9 tahmin yaptiginda, Ayca hicbir tahminde cevap olarak 2
dememis olabilir. Bu durumda 9 tahmin yeterli degildir.

10 tahminde garantilemek icin agagidaki gibi bir strateji takip edilebilir:
Berk sirasiyla 11, 22, 33, 44, 55, 66, 77, 88 tahmininde bulunur.

Berk bu tahminleri siralarken olasiliklar soyle:

(1) Berk hep 0 cevabi alir.
Demek ki, Ayca’min tuttugu sayi ya 90 ya da 99. Boylece, 9 ya da 10 tahminde tutturmus olur.

(2) Berk bir kez 1 cevabin alir.
1 cevabim aldigi say1 aa olsun. Ayca’nin tuttugu say1 a9, 9a ya da a0 olacak.
Berk once a0 tahmininde bulunur.
Tutmadiysa, 1 cevabini aldiysa, a nin yeri dogru demektir. O halde, Ayg¢a'nin tuttugu say1 a9 dur.

Tutmadiysa, 0 cevabim aldiysa, a nin yeri yanlg ve say1 0 igermiyor demektir. O halde, Ayca’nin tuttugu
say1 9a dir.

Bu durumda da, Berk, 9 ya da 10 tahminde sayiy1 tutturmus oldu.

(3) Berk iki kez 1 cevabim alir.
Berk n. tahmininde ikinci kez 1 cevabimi almig olsun (2 < n < 8).
Bu sayilar aa ve bb olsun. Ayca’nin sayisi ya ab ya da ba olacak.
O halde, Berk, bu durumda 3 < n < 10 tahmin araliginda sayiy1 tutturabilir.

(4) Berk bir kez 2 cevabini alir.
Berk, sayiy1 2 < n < 8 tahmin araliginda tutturmus demektir.

En kott senaryoda n = 10 tahmin gerekiyor.

2™ sayisiin ondalik yazilimi 7 ile baghyorsa, 5™ sayisimin ondalik yazilimi hangi rakam ile baglar?
a)l b) 3 c)b d) 7 e)9

Coziim:

Yanit:

5™ nin ilk rakami x olsun.

7-10% < 2" < 8. 10F
z-10m <5 < (z+1)-10™

Taraf tarafa carparsak,
72108 < 10" < 8- (@ + 1) - 10T

7<Tr < 10" < 8(x+1) <80

olacaktir. 7 ile 80 arasinda 10 un kuvveti olan tek say1 10! oldugu icin 7z < 10 = & = 1 dir.

A, B,C, D, E kasabalari cember bigmindeki bir yol iistiinde, saat yoniinde A ile B, Bile C, C'ile D, D ile E

ve F ile A arasindaki yollarin uzunluklar sirasiyla 5, 5, 2, 1 ve 4 km olacak sekilde yer aliyor. Bu yol iistiinde
kurulacak bir saglik ocagimin yeri, saghik ocagindan bu kasabalara giden en kisa yollarin uzunluklarinin
maksimumunu en aza indirecek bigimde secilmek isteniyor. Bu kosulu saglayan kag yer vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

A(0), B(5),C(10), D(12), E(13) noktalarin gember iizerinde alalim. Saglik ocagini da S ile gosterelim.

AB biiyiikk yaymin orta noktast A;(11) olsun. Saglk ocagi bu noktaya kurulursa, saglhk ocagi en uzak
kasabalara (A ve B) 6 km. uzaklikta olacaktir. Bu da demektir ki, aradigimiz uzaklik 6 km. den biiyiik
olamaz.

A2 (6) olmak tizere; saghk ocagl A/;A ya da A:\42 kiiciik yaylar: iizerinde olmalidir. Yani A12A2 yay1 iizerinde
olmalidir.

Benzer sekilde By (16) ve By(11) olmak tizere; S € B1§Bz olmali.
C1(16) ve Cy(4) olmak iizere; S € 02601 olmalr.
E1(2) ve E5(7) olmak tizere; S € EQEEl olmali.

Bu dort araligin kesigim kiimesi sadece A;(11) = By(11) noktasi ile By (16) = C1(16) noktasidir.
Bu iki noktanin D ye uzakliklar1 6 km. den kiigiik oldugu i¢in, bu iki nokta da sorudaki kogulu saglar.

B, (16) A (0)

191



9. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2001 geomania.org

AB || CD olan ikizkenar bir ABCD yamugunun tiim kenarlari bir ¢cembere tegettir. [AD] nin bu ¢embere

BN
degme noktas1 N; NC ve NB dogrularinin ¢emberi N diginda kestigi noktalar sirasiyla K ve L ise, IBL] +
CN
| CK: nedir?

a) 4 b) 6 c)8 d) 9 e) 10
Cozim 1:

Yanit:

ABCD ikizkenar yamugunda igteget cemberin merkezinden taban ve tavana dikmeler indirildiginde, bu
degme noktalar1 ve i¢ merkez dogrusal olacaktir. Bu dogru yamugun simetri ekseni olacaktir.

AN =z ve DN = y olsun.

BN BN?
B noktasmm icteget cembere gére kuvvetinden BL - BN = 22 = BL - 2
x
CN CON?
C noktasinin icteget cembere gore kuvvetinden CK - CN = y? = K=
Y
/BAD = « dersek, BN? = 522 — 422 - cosa ve CN? = 5y% + 432 - cos a olur.
BN CN
Bu durumda, L + K = 5—4cosa+ 5+ 4cosa = 10 elde edilir.

Test Mantig::

ABCD yi neredeyse kare olan bir ikizkenar yamuk olarak diisiinebiliriz. Bu durumda problem 1 — 2 — /5
dik iiggeni ve cemberde kuvvet sorusuna doniigliyor.

Coziim 2:

BN BN*> CN CN?

e M R A
BL ~ 22 CCK =~ 2 9%

Onceki ¢oziimdeki gibi AN = 2z, DN = y degiskenlerini kullamrsak

ederiz.
. . . CM?
[AD iizerinde [AD] disinda M noktast ACMD ~ ABN A olacak sekilde M noktasi aldigimizda =

Y2
2
5— olacaktir. Bu durumda,
x
y+@7 CM? +CN2 _ CM?*+ CN?
BL  CK 2 y2 2
olacaktir.
: 2 2 2 2 2 o .. BN CN
ACMN de kenarortay teoreminden CM= 4+ CN* = 2(y* + 4y*) = 10y* olacag i¢in 5L + K = 10 elde
edilir.

Basglangicta, diizglin bir n-genin koselerinde bulunan n havaalanindan k tanesinde birer ugak vardir. Her
gilin, bu ugaklardan her biri, o giin bulundugu havaalaninin en yakinindaki iki havaalanindan birine uguyor.
Baslangi¢ dagilimi ne olursa olsun, biitiin ugaklarin giintin birinde ayni havaalaninda toplanmasi, agagidaki
(n, k) sirali ikililerinden hangisi i¢in olanaksizdir?

a) (10,6)  b) (10,4) ¢) (11,3) d) (11,5) e) (13,8)
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Coziim:

Yanit:

. n
Iddia 1: n nin ¢ift say1 olmasi durumunda k& > 5 iken biitiin ugaklarin ayni havaalaninda toplanmasi

n
olanaksizdir. k < 3 iken biitiin ugaklarin ayni havaalaninda toplanmasi mimkiindiir.

Iddia 2: n nin tek say1 olmasi durumunda k nin her degeri icin biitiin ucaklarin aym havaalaninda toplanmas:
miimkiindiir.

Bu iddialara goére (n,k) = (10,6) durumunda ugaklarin ayni havaalaninda toplanmas: olanaksiz oldugunu
anlariz. Simdi Bu iddialar ispat edelim.

iddia 1’in ispatlz Diizgiin 2n genin koseleri AgA;...As,_1 ve saat yoniinde siralanmig olsun. Tim
ucaklarin toplanacagi havaalanimin Ay oldugunu kabul edelim. A,, havaalanindaki bir ucak Ay a (saat
yoniinde veya ters yonde ilerlemesi durumuna gore) m giinde ya da 2n — m giinde gidebilir. m ve 2n —m
sayllarimin pariteleri (¢ift-tek durumlari) aynidir. Bunun anlami: érnegin, A deki bir ugak Ay a tek sayi
bir glinde ulagabilrken A4 deki bir ugak Ag a ¢ift say1 bir giinde ulagabilir. Dolayisiyla pariteleri farkli olan
ucaklar asla ayni yerde toplanamazlar. 0 dan 2n — 1 e kadar olan sayilardan yarisi ¢ifttir, yarisi da tektir.
Eger k > n ise giivercin yuvasi prensibi geregi en az bir ugagin bulundugu yer ¢ift indislidir ve en az bir
ucagin bulundugu yer de tek indislidir. Dolayisiyla bu ugaklar:1 asla bir araya getiremeyiz. £ < n ise k tane
ucag ¢ift indisli yerlere yerlestirerek Ay da toplanmalarini saglariz.

iddia 2’in ispatlz Diizgiin 2n + 1 genin koseleri AgA; ... As, ve saat yoniinde siralanmisg olsun. Tim
ucaklarin toplanacagi havaalanimin Ay oldugunu kabul edelim. A,, havaalanindaki bir ucak Ay a (saat
yoniinde veya ters yonde ilerlemesi durumuna gore) m giinde ya da 2n+1—m giinde gidebilir. Bu sayilardan
biri ¢ift iken digeri tektir, yani pariteleri farklidir. Dolayisiyla herhangi bir sehirdeki ucagi Ay a istersek tek
glinde, istersek cift giinde ulagtirabiliriz. Dolayisiyla cokgenin kenar sayisi tek say1 iken k& nin her degeri icin
biitiin ugaklarin ayni havaalaninda toplanmasi miimkiindiir.

2™ 4+ 65 sayisinin, bir tam sayinin karesine esit olmasim saglayan en biiyiik n tam sayis1 kagtir?
a) 1024 b) 268 c) 10 d) 4 e) Higbiri

Cozim:

Yanit:

2" + 65 = m? olsun. mod 5 te incelersek 2" = m? (mod 5) olur. Ayrica her m tam sayisi icin m? = 0,1
(mod 5), her n pozitif tek tam sayis1 igin 2" = 2,3 (mod 5) oldugundan n tek say1 iken ¢6ziim yoktur. n = 2a
diyelim. Denklem m? — 22% = 65 sekline doniisiir. Iki kare fark ozdegliginden (m — 2%)(m + 2%) = 65 yazlir.
a nin en biiyiik olmasi igin m — 2% = 1 ve m + 2% = 65 durumunu incelemeliyiz. Buradan m = 33, a = 5
olup n = 10 en biiyiik degeri elde edilir.

(v/10 + 3)2991 gay1sinin ondalik agihminda virgiilden sonraki 33 iincii rakam kagtir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 4 e) 8
Coziim:

Yanit:

(v/10 4 3)2091 = ¢ + b\/10 olacak sekilde a,b tam sayilar1 vardir. Bu sayilar i¢in (v/10 — 3)2°°" = ¢ — /10
olur. Burada iki 6nemli gozlem yapmaliyiz:

1. Gézlem: (v/10+3)2001 + (/10— 3)2001 = 24 geklinde bir pozitif ¢ift tam say1 olur. Bu gozlemin dogrulugu
aciktir.

2. Gézlem: 0 < (v/10 — 3)2901 < 10733 olur.
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2. gbzlemimizi ispatlayalim: 0 < (v/10 — 3)? < 10! oldugunu goérelim. Gercekten (v/10 — 3)? < 107! «
1

10+ 9 — 6v10 < T & 189 < 60v/10 < 1892 < 36000 olur. Dolayisiyla (v/10 — 3)2901 < (/10 — 3)2990 <

(1071)1000 < 10733 elde edilir.

Bu 2. gozlemimize gore (v/10 — 3)200 pozitif sayisiin virgiilden sonraki ilk 33 basamagmin (hatta virgiilden
sonraki ilk 1000 basamagiin bile) 0 oldugunu soyleyebiliriz. Dolaysiyla (v/10 + 3)2091 = 2q — (1/10 — 3)2001
sayis1 2a tam sayisina ¢ok yakindir ve tam kismi 2a — 1 dir. Ondalikli kisminda ise virgiilden sonra 33 tane
(hatta 1000) tane 0 rakami bulunur.

Bir ABC iiggeninde |AC| = 1, |AB| = v/2 dir. AB dogrusuna gore C ile farkli tarafta, |MA| = |AB| ve
m(]\m) = 90° olacak gekilde M noktasi ile AC' dogrusuna gore B ile farkh tarafta, |NA| = |AC| ve
m(NAC) = 90° olacak sekilde bir N noktasi aliniyor. M AN {iggeninin ¢evrel cember merkezi ile A dan

|BE|
[FC|

a)2v2 b)2v3 ¢)2 d)3 e)3V2

gecen dogru, [BC] yi F noktasinda kesiyorsa, nedir?

Cozim 1:

Yanit:

(M AN) ¢emberinin A dan gecen ¢capt AA’ olsun. A’M AN dortgeninde, ZA'MA = ZA'NA = 90° dir. Ayrica,

IMAA+/MAA=/MAB + /BAF oldugu igin /ZMA'A = Z/BAF ve benzer sekilde, /FAC = ZAA'N

dir. F' den, AB ve AC ye inilen dikmelerin ayaklar1 sirasiyla X ve Y olsun. AXFY ~ A’MAN olup,
AB-XF

MA/AN = XF/FY =+/2 dir. BF/FC = [ABF]/[AFC] = O FT = V2.2 =2 dir.

Cozim 2:

(M AN) ¢emberinin merkezi O olsun. ZMOA = 2z ve ZNOA = 2y olsun.

/NAO =90° —y, ZOAM =90° —x, ANMA =y ve ZMNA = x olacaktir. Bu durumda ZCAF =y ve
/FAB = z olur.

BA bir kenarortay olacak sekilde ABCD yi olusturalim. AADB = AANM (KAK) olacaktr.

A dan gegen ve BD ye paralel olan dogru BC' yi BC nin orta noktasi1 P de keser. /BAP =y, /PAC = z,
dolayisiyla da AABC de, AP kenarortay; AF de kenarortaysidir. Bu durumda, BF/FC = AB?/AC? = 2
olacaktir.

Ek olarak, AP nin M N ye dik oldugunu soyleyebiliriz.
Coziim 3:

Coktan se¢meli sinav mantig ile, ZCAB = 90° olsun. Soru metninde ve giklarda bdyle olmasina engel bir
durum s6z konusu degil.

ZACB = « dersek, ACB = ANM oldugu i¢gin ZANM = « olur. (M AN) ¢emberinin merkezi O olsun.
AMAN dik iiggen oldugu i¢in ON = OM = OA, dolaywsiyla ZMAO = ZOMA = a ve ZCAF =900~ a.
/CAF + ZACF = 90° oldugu i¢in AABC dik ii¢geninde Oklit’ten BF : FC = AB? : AC? = 2 : 1 elde
edilir.

Coziim 4:
(M AN) ¢emberinin merkezi O olsun. ZMOA = 2z ve ZNOA = 2y olsun.

/ZNAO =90° —y, ZOAM =90° —x, ANMA =y ve ZMNA = z olacaktir. Bu durumda ZCAF =y ve
/FAB = z olur.
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B den gegen AC ye paralel olan dogru ile AF' dogrusu E de kesigsin.
Paralellikten Z/CAF = ZBEA =y ve (AA) esliginden AABE ~ ANAM olacaktir.
BE AM

15 AN = BE =2.

. BF BFE ..
Paralellikten C - AC 2 elde edilir.
Cozim 5:

Yanit:

AA’ dogru parcas1 (M AN) gemberinin ¢api olsun. M AN A’ kirigler dortgeninde ZAM A’ = 90° oldugundan
F noktast AA’ dogrusu iizerinde olacaktir. Ayrica M A L AB ise

ZANM =90° — ZANM =90° — LZA'AM = /BAF
olur. Benzer sekilde ZFAC = ZAM N oldugu igin AM N ii¢geninde Siniis Teoremi’nden

BF _ AB-AF -sin/BAF _ AB-sin/ANM _ AB-AM
FC  AC-AF -sin/FAC ~ BC -sin/AMN ~ BC-AN

=V2-v2=2

elde edilir.

Tam say1 siral ikilileri iistiinde tanimlanan gercel degerli bir f fonksiyonu, tiim z, y, m, n tam sayilar igin,
f(z+3m —2n,y —4dm + 5n) = f(z,y)

kosulunu saghyorsa, bu fonksiyonun deger kiimesi en ¢ok kag elemandan olugur?
a)7 b) 8 c) 15 d) 49 e) Sonsuz goklukta

Coziim:

Yanit:

£(0,0) = ag, f(0,1) =ay, ... , f(0,6) = ag olsun.
m=2n=3i¢n f(z,y) = f(z,y+7) ve
m=n=1i¢in f(z,y) = f(x + 1,y + 1) oldugu i¢in f(z,y) bu 7 degerden farkli deger alamaz.

p asal ve n pozitif tam say1 olmak tizere, (1 + p)™ = 1 + pn + nP esitligini saglayan ka¢ (p,n) swral ikilisi
vardir?

a) b b) 2 c)1 d) 0 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

p > 2 igin p tek say1 olacagi icin sol taraf her zaman ¢ift, sag taraf da her zaman tek say1 olacaktir. O halde
buradan ¢6ziim gelmez.

p = 2 icin denklem 3" = 1+ 2n + n? = (n + 1)? ye déniisiiyor. f(n) = 3" — (n + 1)? fonksiyonu n > 2 den
sonra her zaman pozitif olacag icin denememiz gereken iki n degeri kaliyor: n = 2 ve n = 1. Bu durumda
sadece (p,n) = (2,2) ¢iftinin ¢6ziim oldugu kolayca goriilebilir.
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a ve b pozitif gercel sayilar ve ab(a — b) = 1 ise, a® + b? asagidakilerden hangisine esit olabilir?

a)l b)2 ¢)2v2 d)V1l  e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

1
a2—|—b2:(a—b)2+2ab:2—+2abdir. AO > GO dan
a2b?

1
—— + ab+ ab 1
a2b2 3/ _ 2 2
3 > a2b2~ab~abf1:$a +b2>3

elde edilir.
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Bir ABC ii¢geninde [AB], [BC| ve [C'A] nin orta noktalar1 sirasiyla C', A" ve B’; A dan BC ye inilen
dikmenin ayag H dir. |A’C’| = 6 olduguna gore, |B’H| nedir?

a)5 b)6 c)5v/2 d)6v2 e)7T

Coziim:

Yanit:

AHC dik tiggeninde B'H = AC//2, aym zamanda A’C' = AC/2 oldugu i¢in A’C' = B'H = 6.

11 modunda 32°°? agagidakilerden hangisine denktir?
a)l b) 3 c)4 d) 5 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Fermat’in kiigiik teoremi geregince 31 = 1 (mod 11). O halde 32992 = (310)29032 = 9 (mod 11).

Baglangicta biitlin birim kareleri beyaz olan m x n bir tahtayi, sonugta, ortak kenara sahip herhangi iki
kareden biri siyah biri beyaz olacak sekilde boyamak istiyoruz. Boyama igleminin her adiminda tahta iistiinde
2 x 2 bir kare segilerek, beyaz birim kareleri siyaha, siyah birim kareleri beyaza boyaniyor. Asagidakilerden
hangi (m,n) swrali ikilisi igin, tahta istenilen bigimde boyanabilir?

a) (3,3) b) (2,6) c) (4,8) d) (5,5) e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

4 x 4 bir tahtay: ele alalim. Tahtanin satirlarim A, B, C, D diye, stitunlarin1 da 1,2, 3,4 diye adlandiralim.
Boyanacak 2 x 2 lik parcanin sol-iist kogesi 4 x 4 liik tahtanin hangi karesine geliyorsa o kareye bir 4+ koyalim.

Ornegin agsagidaki gibi bir boyama

112134
A+ |+
B |+ +
C + | +
D
sonucu hangi karenin kag kez boyandigini gosterecek olursak
11234
All1]|2]1]0
B|l2|3]2]|1
Cl1]2]3|2
D|0|1]2]1

elde ederiz. Komsu kareler teklik ciftlik acisindan farkli oldugu icin soru istenilen gekilde bir boyama elde
etmig olduk.

Bu sekilde boyanan 4 x 4 liik bloklar1 birlegtirerek 4m x 4n lik bloklar elde edebiliriz. Bu durumda, (4, 8)
cifti igin istenen bicimde boyama yapabiliriz.
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x® 4+ 2t — 2% — 22 — 22 — 2 polinomunun kac gercel kokii vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri

Cozim:

Yanit:

2+t -3 - 2?22 -2 2 x+1)—22(x+1)-2(x+1)
r+1)(zt — 2?2 - 2)

(z+1)
= (@®-2)(@®+1)(z+1)

r=172,-v2,—1.

Bir iicgenin iki yiiksekligi 8 ve 12 dir. Uciincil yiikseklik agagidakilerden hangisi olamaz?
a) 4 b) 7 c) 8 d) 12 e) 23

Coziim:

Yanit:

Diger yiikseklige h dersek, ticgenin kenarlar1 8%, 12h ve 96 ile orantili olacaktir. Sadelestirdikten sonra
(2h, 3h,24) liggen esitsizligini yazarsak 5h > 24 > h yani 24/5 < h < 24 elde ederiz.

@ Ondalik yazilimi bes basamakli bir sayinin binler basamagi 3 olup, bu say1 37 ve 173 ile boliiniiyorsa, bu
sayimin yuzler basamag: kactir?

a)0 b) 2 c)4 d) 6 e)8
Coziim:

Yanit:

a3bed = 37173 - v = 6401 - z esitligini mod100 de incelersek cd = = (mod 100) elde edilir.
x < 20 oldugu asikar. Bu durumda z = ed dir. (¢ = 0 olabilir.)

a3bed = 6401 - c¢d = a3b00 + cd = 6400 - ¢d + cd = a3b = 64 - cd.

4 ile boliinebilme kuralindan b = 2 ya da b = 6 dir.

b=2icin a32 = 100a +32=32-2-cd = 100a = 4a = 0 (mod 32) = a = 8.

832 + 64 = 13 = cd.

b =6 igin a36 = 100a + 36 = 64 - cd = 100(a + 1) =64 - (cd + 1) = 25| ed + 1.

Bu sart1 saglayan en kiiciik cd sayis1 24 oldugu icin buradan ¢éziim gelmez.

O halde a3bcd = 83213.

Her seferinde tam olarak iki karpuzu birlikte tartmak koguluyla, 13 karpuzun toplam agirligi en az kag tartida
bulunabilir?

a)7 b)8 <¢)9 d)10 €)1l
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Coziim:

Yanit: E

7 tartida bulunamayacag asikar. Ik 10 karpuzu tarttiktan sonra, son 3 karpuzu ikiserli gruplar halinde tartip
cikan sonuclar: toplayip 2 ye bolersek 3 karpuzun toplam agirligini buluruz. Bu durumda, 8 kez tartmis olduk.

2% — 1 polinomu asagidaki polinomlardan hangisi ile béliinmez?
a)z?+x+1 b)az*—-1 c)a®—-1 d)a®—-1 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Her a | 60 pozitif tam sayist i¢in 2% — 1 | 2 — 1 dir. Yani b, ¢, d siklarinda verilen polinomlar 2%° — 1 i béler.

Ek olarak 22 + 2 + 1 | 23 — 1 oldugu icin a stkkindaki polinom da 2 — 1 i béler.

@ Bir ABC iiggeninde |[AB| =5, |[BC| =9 ve |AC| = 8 dir. BCA nn aglortaylr BA y1 X noktasinda, CAB nin
aglortayl1 BC' yi Y noktasinda kesiyor. XY ve AC dogrularimin kesistigi nokta Z olmak tizere, |AZ| nedir?

a) V104 b)V145 )89 d)9 e) 10

Coziim:

Yanit:

Iddia: ABC iicgeninde [BZ] dig aciortay, [CX] ve [AY] i¢ aciortay ise X,Y, Z dogrusaldir.
ispat:

AABC de X,Y, Z noktalar: icin Menelaus uygulayalim.

AX BY CZ _AC AB BC
XB YC ZA BC AC AB
AZ AB

5
halde, BZ d taydir. — = — = - = AZ = 10.
O halde, 15 aglortaydir 7= BC gé 0

1.

23—13y3 = 1453 esitligini saglayan (x,y) tam say1 sirali ikililerinin sayis1 agagidakilerden hangisine boliinmez?
a) 2 b) 3 c)b d) 7 e) Higbiri

Coziim:
Yanit:
Esitligi mod7 de inceleyelim.
22— 13 =2 +9y* =1453 =4 (mod 7)

mod7 de kiip kalanlar kiimesi {0, 1,6} dir. a,b € {0,1,6} ve a + b = 4 olacak sekilde a, b sayilar1 bulunama-
yacag icin denklemin ¢oziim kiimesi bogtur. Siklardan hepsi 0 sayisim1 bolecegi igin cevap hicbiridir.
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(1 + 2 + 22)? ifadesinin agithminda 2% in katsayisi nedir?
a) 1680 b) 882 c) 729 d) 450 e) 246

Coziim:

Yanit: E
((1 +2)+ x2)9 -~ g)(l +2)%(2?)° + (?)(1 + ) (@) + (3)(1 +2)7(2%)% + - -+ olacag icin 2° in katsayisi
(o) &)+ () (G)+ () () =882 di.

a, b, c gercel sayilart a® + b? + ¢ = 1 esitligini sagliyorsa, ab + be + ac ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger
nedir?
1 1 1

a) —1 b)fi c)fg d)fﬁ e)0

Coziim:

Yanit: E

1
0< (a—l—b—|—c)2:a2—|—62+02—|—2(ab+bc—|—ac):1+2(ab—|—bc+ac)é—§ < ab+ bc+ ac.

1 1
a=0,b = —,c= ——= istenen kosullar1 saglayan ticliilerden biridir.

V2 V2

AB nin CD ye paralel oldugu bir ABCD yamugunda |BC| + |[AD| =7, |AB| =9 ve |BC| = 14 tiir. BCD

ve CDA nin agiortaylar: ile C'D nin olugturdugu tiggenin alaninin yamugun alanina orani nedir?
S R d)g—g ) 5

Coziim 1:

Bu soru iptal edilmistir.

Coziim 2:

|BC| = 14 verildiginden iptal edilmis, |DC| = 14 igin ¢dziim agagidadir:

E

/C' ile /D ye ait agiortaylar E de kesigsin. CF ile DFE dogrular1 AB yi sirasiyla F' ve GG de kessin. AD = AG
ve BF = BC.

GF =9— AG — BF =9 —7 =2 dir. ABCD yamugunun yiiksekligi h, ADEC de DC' ye ait yikseklik r
olsun. GF/CD =2/14 = 1/7 oldugu i¢in r/h = 7/6 dir.

[CDE)] CD-r 4r 14 7 49

[ABCD] ~ (AB+CD)h 23h 23 6 69

Buna gore cevap @ oluyor.
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39p + 1 sayisini tam kare yapan kag p asal sayisi vardr?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: @
39p+1=T?>=39p=(T-1)(T+1)

() T—1=39T+1=41=p=41
(i) T—1=39,T+1=41=p=37
(i) T—1=13,T+1=15=>p=5

Bir tiyatro salonunda onar koltukluk on sira bulunmaktadir ve koltuklar numaralanmistir. Birbirinden ha-

bersiz bilet alan iki arkadagin koltuklarinin yan yana diigmesi olasiligi nedir?

1 1 2 1

~ b)— e Hicbiri
2) &5 )5 95 ) 55 ©) Hichiri
Coziim:

Yanit:

Alinan koltuklar1 (a,b) siral ikilisi ile gosterelim. 100 - 99 farkl ikili olugturulabilir.

Ik siradan (1,2),(2,3),...,(9,10) ve bunlarin yansimasi olmak iizere toplam 9 - 2 farkh yan yana bilet

alinabilir.

9-2-10 1 .
= — tir.

Toplamda 10 s ldugu ici dig t ———— =
oplamda 10 sira oldugu i¢in aradigimiz yam 10099 — 55

1
x pozitif bir gercel say1 olmak iizere x2 + P ifadesi agagidaki degerlerden hangisini alamaz?
x

a)vV3—-1 b)2v2-2 ¢)v56-1 d)1 e) Hicbiri

Coziim:

Yanlt:

:c2+1+1

o8 Bryafee b L1 13
3 NV R T a T T s

b, c,d siklar1 0,75 ten biiylik. a y1 test etmemiz gerekiyor:

3 7 49
\/§—1<1<:>\/§<1<:>3<1—6<:>48<49.

AD || BC ve |AB| = |CD] kosullarim saglayan bir ABCD yamugu aym zamanda bir tegetler dértgenidir.

I¢ teget cemberinin [C'D] kenarma degme noktast N, [AN] nin cemberi ikinci kez kestigi nokta K, [BN] nin
|AN| |BN] )
+ —— nedir?

gemberi ikinci kez kestigi nokta L olmak tizere, AK| T [BI|

a)8 b)9 ¢)10 d)12 e)16
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Coziim:

Yanit:

ABCD ikizkenar yamugunda icteget gemberin merkezinden taban ve tavana dikmeler indirildiginde, bu
degme noktalar1 ve i¢ merkez dogrusal olacaktir. Bu dogru yamugun simetri ekseni olacaktur.

CN =z ve DN = y olsun.

B noktasimin icteget cembere gore kuvvetinden BL - BN = 22 = % = BT];[Q,
A noktasimin icteget cembere gore kuvvetinden AK - AN = y? = j—Z_ = A;sz
/BCD = « dersek, BN? = 522 — 42% - cosa ve AN? = 5y + 432 - cos a olur.
Bu durumda, % + % =5—4cosa+ 5+ 4cosa = 10 elde edilir.

NOT:

Ayni soru bir 6nceki senede de sorulmus.

|1522 — 322 — 28| sayisinin asal olmasimi saglayan kac x tam sayist vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 4 e) Higbiri

Cozim:

Yanit:

|1522 — 322 — 28] = |5z — 14| - |3z + 2| dir. Bu durumda carpanlardan birinin mutlaka 1 olmas1 gerekir.
€ Z oldugunu da hesaba katarak,

5r — 14 =11 =z = 3 veya

3x+2==1= 2= —1 bulunur.

x =3 i¢in |3z + 2| = 11 asaldir.

x = —1 i¢in |5z — 14| = 19 asaldir.

O halde ¢6ziim kiimesi {—1, 3} tiir.

Bir A sayisimin ondalik gosteriminin sagina ii¢ rakam yazarak, 1 + 2+ --- + A toplamina esit bir say1 elde
edilmesini olanaklh kilan kag tane A pozitif tam sayisi vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 2002 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: E

1000A <1424 ---+ A < 10004 + 1000

A(A+1)
2

1000A < < 10004 + 1000

<AUA+D 0004 < 1000

0 < A(A —1999) < 2000 esitsizligini saglayan tek pozitif tam say1 A = 1999 dur.

202


http://geomania.org/forum/2001-159/tubitak-lise-1-asama-2001-soru-29/
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4017.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4018.0

10. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2002 geomania.org

x,y gercel sayilar: z2 + zy + y2 = 1 esitligini saghyorsa, ©2 + y? agsagidakilerden hangisi olamaz?

a)% b)% &) vZ  d)3-v3 ) Hichiri
Cozim:

Yanit: E

(x—y)?2>0=22+y>>20y=2(1-22—-1y?) = 3% +y?) >2=22 +y? >

Wl N

Diizgiin A1 Ay -+ Ajg 10-geninin [A; A4] kdsegeninin uzunlugu b, cevrel ¢cemberinin yarigapit R dir. Bu 10-
genin kenar uzunlugu nedir?

a)b—R b)b—-R? c)R—i-g d)b—2R e)2b-3R

Coziim:

Yanit:

Cokgenin merkezi O olsun. ZA10A; = 36°, LZA;OA, = 72° dir.
LA A Ay = LALALO0 = LA A4O = 36° dir.

OA;N A1 Ay = {B} olsun. OAy = A4B = R.
AyAy=A1B=A1A,— AyB=b—R.

5256 _ 1 sayis1 2" ile boliiniiyorsa, n en cok kac olabilir?
a) 8 b) 10 c) 11 d) 12 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

7
526 1= (5-1)(B+1)B2+ DG+ 152 +1) - 6F + 1)(5'28 +1) =22. 5252 + 1
i=0
52 41=2 (mod 4) oldugu i¢in 52 +1=4da;+2= 2(2a; + 1) seklinde degisken degistirirsek

7 7
5256 —1=122.%"2(2a; +1) =21 3" (2a; + 1) olacaktur.
=0 =0
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{1,2,...,n} kiimesinin, 1 < r < n olmak iizere, r elemanli altkiimelerinin en kiigiik elemanlarimin aritmetik
ortalamasi nedir?
1 1 1
a) nt b) rin+1) c) nr d) rin+1) e) Higbiri
r+1 r+1 r+1 (r+1)n
Cozim 1:

Yanit:

En kiigiik elemani 1 <¢ < n+1—7r olan alt kiime sayis1 (n B ;) dir. O halde aradigimiz aritmetik ortalama:
r—

n+1—r' n_i
z; Z-(T—1>

(7

Ustteki toplami
(=)
r—1

+(21) + (1)

N RS P

r—1 r—1 r—1
(o) + () e+ (2D + (00

seklinde yazabiliriz.

. n 1
Siitun-Toplam Ozdesligi: > (Z) = (er_1>

Binom katsayilar1 arasindaki Stitun-Toplam 6zdesgligini her satira uygularsak,

(v)

+()
+("")
+(7)
elde ederiz. Bunlar: da aym 6zdeglikten toplarsak (ZI;) elde ederiz.
”%*’"Z, (n—i n+1
i=1 r—1 - r+1 - n+1 m

n N n o1

T T
Coziim 2:
{1,2,...,n} kiimesinin r elemanh bir alt kiimesinin en kii¢iik eleman1 a olsun. Bu alt kiimeyi a kez yazalim.
Bu alt kiimelerin her birine x = 0,1, a —1 sayilarindan birini tam olarak bir kez ekleyelim. x yeni alt kiimenin
en kii¢lik elemani, a da ikinci en kiigiik elemani olur. Bu yeni alt kiimeler {0, 1,2, ..., n} kiimesinden segilen

n+1

r+1)’ toplam alt kiime sayis1 da (")

r 4+ 1 elemanlh alt kiimeler olacaktir. Bu durumda agirlikli toplam ( .

() n+1

() e

olacaktir. Aritmetik ortalama da olacaktir.
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L{‘/ T+ 2J = H/ ™+ SJ esitligini saglamayan kag¢ n pozitif tam sayis1 vardir?
a)0 b) 1 c) 7 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri

Cozim:

Yanit:

mod7 de kiip kalanlar {0, 1,6} dir.

Bu durumda, (a € Z), a < {/Tn + 2 < a+1 oldugunda a® < Tn+2 < Tn+3 < (a+1)3 olacagindan /7n + 2
ile ¥/7n 4 3 lin tam kisumlar: her zaman aynidir.

Bir ABCD eskenar dortgeninin [AD] kenari tizerinde bir E noktasi isaretleniyor. AB ve CE dogrular1 F de;
BE ve DF dogrular1 G de kesisiyor. m(m\B) = 60° ise, m(D/G\B) nedir?
a) 45° b) 50° c) 60° d) 65° e) 75°

Cozim 1:

Yanit:

BDNEC ={H} olsun.

AB=BC=CD = DA =a ve AF = z diyelim.
HD CD a

BE BF a+tzx

ABDEF de Ceva Teoreminden

HD BA FiG_liFiG_x(a—Hv)éFiG_ azx + x? 1)
BH AF GD GD a2 FD a2+ az+ 22

AFAD de Kosiniis Teoreminden FD? = a? + 22 + ax degerini (1) de yerine yazarsak

FG _ax+x2 _FA-FB

=5 = 5 5 = FG-FD=FA FB (2)
elde ederiz. Bu da B, A, G, D nin ¢embersel oldugu anlamina gelir. Bu durumda Z/BAD = ZBGD = 60°
olur.
Not:

Test mantig1 ile AF = EB alirsak basit ag1 hesaplariyla sonuca gidebiliriz.

Cozim 2:

BD BC AF FD FD . o ..

BE-BE_AE —DC - BD ve /ZFDB = Z/ZEBD = 60° oldugu igin K.A.K dan AEBD ~ AFDB,
dolaywsiyla /BDE = /DFB.

/DGB = /GDF + /DFG = /GDF + /BDG = Z/BDF = 60°.

Kaynak:

AoPS
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Ug bilesik tek saymin toplami olarak yazilabilen tiim tam karelerin kiimesi agagidakilerden hangisidir?
a) {(2k+1)2: k >0}
b) {(4k +3)?: k > 1}
c) {2k +1)2: k> 3}
d) {4k +1)?: k> 2}
e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

U¢ tek saymm toplami tektir.

(2k+1)2 = 4k*+4k+1
= 9+ 4k® +4k -8
= 94 (k+2)k+ (k+2)(3k—4) (i)

9+ (k+1)(k—1)+(k+1)Bk—T7) (i1)

k tek oldugunda () deki sekilde tig tek say1 segilebilir.

k cift oldugunda (i7) deki sekilde tig tek say1 segilebilir.

k > 2 icin tek sayilarin bilesikligi garantilenir.

Wikipedia’daki bilegik say1 tanimina gore bilesik sayilar pozitif olup en az 3 pozitif bolene sahip olmali.

O halde en kiiciik bilesik tek say1 9 dur. (2k +1)? > 27 = k > 3 oldugu icin 49 dan itibaren tiim tek kareler
ii¢ bilegik tek sayimin toplami seklinde yazilabilir.

Bir kasanin beg kilidine ait anahtarlar cogaltilarak sekiz kisiye, bu sekiz kigiden herhangi beginin birlikte
kasay1 agmalarim olanakli kilacak bicimde dagitilacaktir. Anahtarlarin toplam sayisi en az ne olmalidir?

a) 18 b) 20 c) 22 d) 24 e) 25
Coziim:

Yanit: E

Anahtarlardan her biri en az 4 kisiye dagitilmal. Aksi takdirde en az 5 kisi de anahtarlardan biri olmayacak.
Bu durumda kasay1 acamayacaklar. Buna gore en az 5 x 4 = 20 anahtar olmali.

20 anahtarl dagilima, sadece 4 kisiye tiim anahtarlarin verildigi dagilimi 6rnek olarak verebiliriz.

516 |7|8

Ay
Ay
Az
Ay
As

XX | XXX
XX | X[ X|X|w
XXX XX | o>~

XX | X[ X|[X]|+—=

a2001 = 2002 ve 0 < k < 2000 icin ar, = —k—1 ise, 22992 + a200122°°! +a200022°%° +- - - +a12+ao polinomunun
kag pozitif kokii vardir?

a)0 b)l c¢)2 d) 1001 e) 2002
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Coziim 1:

Yanit: E

P(z) = 22002 420022290t —20012%0%° — ... — 22 — 1 polinomunun katsayilarmin isaretlerini sirastyla yazalim:
+ + —_ e e —

Descartes’m Isaret Kural geregince P (z) in pozitif gergel kok sayis1 +, — ya da —, 4 gibi isaret degigimlerinin
sayisi kadar ya da onun ¢ift say1 eksigi kadardir.

Bu durumda P(x) igin pozitif kok sayist 1 olmalidir.
Kaynak:

AoPS

Wikipedia

Vikipedi

Cut The Knot

Coziim 2:
P(0) = —1 ve yeterince blylik k degerleri igin P(k) > 0 olacaktir. Bu durumda, 0 < r < k ve P(r) =0

olacak gekilde en az bir r gergel sayis1 vardir.
P(x) = (x — r)Q(z) olsun.

P(x) = 22902 420020209 — 200122900 — ... — 27 — 1
= (z —r) (@20 + (r 4 2002)22°° + (r2 + 2002r — 2001)x19% + (r3 + 200272 — 2001r — 2000)z1998
+ .4 (12000 4200271999 — 200171998 — L — dr — 3)x
+(r2901 4200272090 — 200171999 — .. — 472 — 3r — 2))
72002 4 2002r2001 — 200172900 — .. — 2r — 1 = 0 oldugu igin r?°9(r + 2002) = 200172°90 + ... + 27 + 1,

dolayisiyla r 4+ 2002 > 0. Benzer sekilde Q(z) in tiim katsayilar: pozitif olacaktir.

Tiim katsayilar1 pozitif olan bir polinomun pozitif kokii olamayacagi icin Q(z) in pozitif kokii yoktur. Do-
layisiyla P(x) in sadece bir pozitif kokii vardir.

Bir ABC figgeninde CAB nin aglortayr BC yi L de, ABC nin aglortayr AC yi N de kesiyor. AL ile BN
dogrular1 O da kesisiyor. [NL| = v/3 ise, |ON| + |OL| nedir?
a)3v3 b)2v3 ¢)2 d)3 e)5
Cozim 1:
Bu soru iptal edilmistir.

Cozim 2:

ZACB = 60° verilseydi ¢)2 elde edilecek idi.

23 =22+ 6 =0 (mod 125) ve 0 < z < 125 kosullarini saglayan kag z tam sayis1 vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: E

23— 22 +46=0 (mod 5) = = =5k + 1 veya x = 5k + 2.
xr =5k +1 igin
(5k +1)3 —2(5k + 1) + 6 = 75k2 + 5k + 5= 0 (mod 125) = 15k> + k+1 =0 (mod 25)
k =4 (mod 5) oldugu i¢in = 5(5k + 4) + 1 = 25k + 21 olmal.
(25k + 21)% — 2(25k + 1) + 6 75k - 441 — 50k + 213 — 36 (mod 125)

—~

= 75k -441 — 50k + 9225 (mod 125)
= 75k-441 — 50k — 25 (mod 125)
3k-441 — 2k —1 =0 (mod 5) = k =1 (mod 5) olur. Bu durumda = = 25(5k + 1) + 21 = 125k + 46 elde

edilir.

x = bk + 2 igin

(5k+2)3 —2(5k +2) +6 = 25k*> + 50k +10 = 0 (mod 125) = 5k?+10k+2 =0 (mod 25) den ¢oziim gelmez.
O halde, tek ¢oziim x = 46 dir.

N > 2 olmak fiizere, 1,2,..., N sayilar1 bir ¢ember etrafina diziliyor. Her say1 ondalik gosterimde her
komsusuyla bir ortak rakama sahip ise, IV en az ka¢ olmalidir?

a) 18 b) 19 c) 28 d) 29 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: @

9 un solunda ve saginda 9 igeren sayilar olmali. Bu durumda N en az 29 dur.

Asagidaki sekilde N = 29 i¢in gecerli bir dizilim 6rneklendirilmistir:

1 1 1 1 1
S = 1z + 22 + 3 +---+ 20012 + 20002 ise, agagidakilerden hangisi dogrudur?
7 5

4 4 7 5
< - - < < — - < - - <
a)l_S<3 b)3_S<2 c)2_S<3 d)3_S<2 e)2_S<3
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Coziim:
Yanit: E
e o 11 13 13 4 U .
Serinin ilk {i¢ teriminin toplami1 1+ — + - =1+ — > 14 — = - oldugu i¢in a sikki eleniyor.
4 9 36 39 3
< ! L ! itsizligini larsak
il Sits J
o N Sl G Seur esitsizligini uygularsa
S = 1 + 1 + ! + 1t ! + !
12 22 3 20012 20022
< 1—1—1 1 1—l—1 1+1 1—1— + ! + ! !
- 2 3 2 4 3 5 2000 2002 2001 2003
< 1+ } 1+ L ! !
- 2 2 2002 2003
< 1+ L 1+ =
- 2 2
< 7
- 4
< 2.

Bir ABC'D egkenar dértgeninde m(XB\C) = 40°, [BC] nin orta noktasi F ve A dan DE ye indirilen dikmenin
ayag I ise, m(D/F\C’) nedir?
a) 100°  b) 110° ) 115°  d) 120° ) 135°

Coziim:

Yanit: E

DE N AB = {G} olsun.

BE/EC = BG/CD =1= AB = BG = BC oldugu igin ZACG = 90° = ZGFA. Bu da AFCG yi kirigler
dortgeni yapar. ZGAC = ZGFC = 70° ve ZDFC = 110° olur.

3n2 + 3n + 7 sayismin tam kiip olmasim saglayan kac n pozitif tam sayis1 vardir?
a)0 b) 1 c)3 d) 7 e) Sonsuz goklukta

Coziim:

Yanit:

3n?+3n+7=(n+1)3 —n?+ 6 denklemini mod9 da inceleyelim:

n|n?l(n+1)3°-n3+6
0] 0 7
1] 1 4
2| 8 7
310 7
411 4
5| 8 7
6| 0 7
71 4
8| 8 7

Tablodan da goriilecegi iizere 3n?+3n+7 ifadesi mod 9 da highir zaman bir tam kiiple ayn1 kalan1 birakmuyor.
Bu durumda ¢oziim kiimesi bog kiimedir.
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Her i = 0,1,2,... tam sayisi icin, agirlign 2° olan sekiz top bulunmaktadir. n kutunun her birinin icine

istenildigi kadar top konabiliyor. Her kutuya konulan toplarin agirliklarinin toplami ayniysa, n en ¢ok kag
olabilir?

a) 8 b) 10 c) 12 d) 15 e) 16
Coziim:

Yanit: @

Kutulardaki en agir top 2 olsun. Bu durumda kullanilabilecek tiim toplarin toplam agirhg 8- (1+2+---+
2m) = 8(2m+! — 1) olacaktr.

Diger taraftan her kutunun agirligi en az 2™ olacag icin
m m+4 4 8
n-2Mm<2 —8=n<2"— — < 16.
2m

m = 3 igin n = 15 olabilir.

8 kutuya 8 agirlikli toplardan birer tane, 4 kutuya 4 agirliklh toplardan ikiger tane, 2 kutuya 2 agirlikli
toplardan dorder tane, 1 kutuya 1 agirlikli 8 top koyarsak her kutudaki toplarin agirligi 8 olmus olur.

a # —1 olmak iizere, a gercel sayisi, a® + 5a* 4+ 10a® 4 3a? — 9a — 6 = 0 esitligini sagliyorsa, (a + 1)® nedir?
a)l b)3v/3 ¢)7 d)8 e)27

Coziim:

Yanit:

a = —1 in polinomu 0 yaptig1 hemen goriilebilir. Bu durumda (a + 1) bir garpandir.
a® +5a*+10a® + 30> —9a—6 = (a+1)(a*+4a® + 6a® — 3a — 6)

= (a+1) ((a+1)*—=T7a—7)
= (a+1)*((a+1)3-7)

(a+1)% # 0 oldugu icin (a +1)% = 7.
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Bir ABC figgeninde |AB| = 7, |BC| = 8, |AC| = 6 ve [BC] kenarmmin orta noktas1 D; A, B ve D nokta-
larindan gegen ¢emberin AC' yi kestigi noktalar A ve E olmak iizere, |[AE| nedir?

2 3
a)g b) 1 c)§ d) 2 e)3

Coziim:

Yanit:

C noktasinin ¢embere gore kuvvetinden

|CD|-|CB|=|CE]-|CA]

16
4-8=|CE|-6=|CE|=

16 2
ve |AE| =6 — 3 =3 gikar.

1-2003 +2-2002 4+ 3 - 2001 + - - - + 2001 - 3 + 2002 - 2 + 2003 - 1 saysinin kag asal boleni vardir?
a) 3 b)4 ¢)5 d)6 e)7

Cozim:
Yanit:
n n n
Nk-n+l1-k) = (n+1) > k— > k?
k=1 k=1 k=1
_ (+D)n-(n+l) n-(n+1)-(2n+1)
B ( +1)2 6
= %-(3714—3—271—1)
~ n(n+1)(n+2)
B 6
n = 2003 icin
2003 2003 - 2004 - 2005
> k- (2004 — k) = 5 = 3342003 - 2005 =2-5-167 - 401 - 2003.
k=1
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Higbiri bir digerinin 3 kati olmayan en ¢ok kag 51 den kiigiik pozitif tam say1 vardir?
a) 17 b) 36 c) 38 d) 39 e) Higbiri

Cozim:

Yanit:

3 e boliinmeyen sayilar1 ele alalim. Bu gekilde 50 — |50/3] = 34 say1 var.

Bu sayilarin her birinden (a;) baslayarak, a; - 3%, k = 0,1,2,..., kiimelerini olusturalim.
{1,3,9,27}

{2,6,18}

{4,12,36}

{5,15,45}

{7,21}

{50}
Her kiimeden bir elemani rahatlikla segebiliriz. 1, 2, 4, 5 ile basglayan kiimelerden ikinci elemanlar1 da secebiliriz.

Bu durumda 34 + 4 = 38 elemandan higbiri bir digerinin 3 kat1 degildir.

22 — ax — b polinomunun koklerinin 5 ten biiyiik olmamasini saglayan kac (a, b) pozitif tam say ikilisi vardir?

a) 40 b) 50 c) 65 d) 75 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E
+va? + 4b

a, b pozitif oldugu i¢in denklemin biiyiik koki af < 5 dir.

Va?+4b <10 —a = a® + 4b < 100 + a® — 20a = 5a + b < 25.
a =1 i¢in 20, a = 2 i¢in 15, a = 3 i¢in 10, a = 4 i¢in 5, yani toplamda 20 + 15+ 10 + 5 = 50 ¢oziim vardir.

Bir ABC iiggeninde, C' kogesinden AB ye inilen dikmenin ayag1 D, yiiksekliklerin kesigim noktasi H dir.
|CH| = |HD| olduguna gore, tan A - tan B nedir?

a)l b)v2 ¢)3/2 d)V3 e) Higbiri

Coziim:
Yanitla:
/DHB = ZA.
BD
tan /A = DH
DC
tan /B = 5D

tan ZA - tan /B = 2.
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(6]

[9]

2000! sayisinin ondalik yaziliminin sonunda tam olarak kag 0 vardir?
a) 222 b) 499 c) 625 d) 999 e) Higbiri

Cozim:

Yanit: E

2000! = 10k . n =2m .5k .
2000 N 2000 N 2000 N 2000 | 199
5 52 53 54| T

AAAIEE dizisi ile baglanip, AIE yerine EA, AE yerine IE, E yerine AI koyma islemleri istenildigi kadar
tekrarlanarak agagidaki dizilerden hangisi elde edilemez?

a) AIATIAI  b) ATAIAT  ¢) ATAAA  d) AIAA ) Hicbiri

Coziim:

Cevap:

Tim siklar elde edilebilir. Yollarini gosterelim. Agagidaki ornekler AoPS’daki soruya Zimbalono adli kul-
lanicinin verdigi 6rnekleridir.

AA(AIE)E — A(AE)(AE) — AI(E)I(E) — AIAIIAI

AA(AIE)E — A(AE)AE — (AIE)AE — (E)AAE — ATA(AE) — ATAI(E) — ATATAI

AAAI(E)E — AAAI(AIE) — AA(AIE)A — A(AE)AA — (ATE)AA — (E)AAA — ATAAA

AA(AIE)E — A(AE)AE — (AIE)AE — (E)AAE — ATA(AE) — AI(AIE) — (AIE)A — (E)AA — ATAA
Dolayisiyla cevap hicbiridir.

P polinomu, her gergel z i¢in (z — 4)P(2z) = 4(x — 1) P(z) esitligini ve P(0) # 0 kogulunu saglyorsa, P nin
derecesi nedir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

der(R) < n olmak iizere; P(x) = a - 2™ + R(x) olsun.
(x—4)(a-2"-2" 4+ R(2z)) = 4(x — 1)(ax™ + R(x))

a®" 1 1i terimlerin katsayilarinin esitliginden a2" = 4a = n = 2 dir.

P(z) = A(xz — 2)(x — 4) polinomlar: verilen egitligi saglar.

igteget cemberinin yarigap: 1 ve her kenar uzunlugu bir tam say1 olan kag tiggen vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Sonsuz
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Coziim:

Yanit: E

Bu gekilde tek tiggen 3 — 4 — 5 tiggenidir.

Uggenin kenarlar1 a < b < ¢ olsun.

Heron formiiliinden \/u(u — a)(u — b)(u — ¢) = ur = u = (u — a)(u — b)(u — ¢) = u elde edilir.

b
U = # tam say1 olmali. Aksi takdirde sol taraf ii¢ tane bucuklu sayimin ¢arpimi iken sag tarafin

ondalik kismi , 5 olamaz.

Bu durumu g6yle de gérmek miimkiin. Esgitligin her iki tarafim 8 ile garpip 2 leri igeriye dagitalim. (a + b —
c)b+c—a)la+c—b) =4(a+b+c). a+ b+ c tek oldugu igin a,b, ¢ den tam olarak biri ya da tigli tek
olmali. Her durumda sol taraf tek oldugu icin, geligki elde etmisg olduk.

Soruya geri dénersek, (u—a)(u—b)(u—c) =u=u—a+u—b+u—c < 3(u—a) = (u—c)* < (u—b)(u—c) <3
oldugu i¢in u — ¢ = 1 olmal.

Budau—c=r=1, yani ZC = 90° oldugu anlamina gelir. Bu durumda, v — b = 2 ya da u — b = 3 tiir.

Iki durumda da ficgen 3 — 4 — 5 {icgeni olacaktir.

2% 4+ 322 — 20 +4 = 0 (mod 25) ve 0 < o < 25 kosullarim saglayan tam sayilarm toplami 25 modunda
agagidakilerden hangisine denktir?

a) 3 b) 4 c) 17 d) 22 e) Higbiri
Cozim:

Yanit:

z =2 (mod 5) oldugu biraz denemeyle fark edilebilir. = 5k + 2 yazip, mod25 te incelersek

(5k +2)3 + 3(5k + 2) — 2(5k +2) + 4 = 60k + 8 + 60k + 12 — 10k — 4+ 4 = 10k + 20 = 0 (mod 25)
10k 420 = 25m = 2k +4 =5m = k = 3 (mod 5).

Bu durumda x = 5(5n + 3) + 2 = 25n + 17 olacaktir.

ABRAKADABRA kelimesinin harfleri, rastgele siralandiginda ilk A harfinin ilk B harfinden énce gelme

olasiligr nedir?

D> b2 9l A

5 - e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

Tim durumlar tekrarh permiitasyonla iki farkli gsekilde hesaplayalim:

N 11!
Birincisi; B ol ol
Ikincisi; A ve B leri C gibi diisiiniip énce CCCCCCC DK RR permiitasyonunu hesaplayip sonra ¢ikan degeri

ST (I 1
7020 Bl.2l  Bl.al.al
Bu iki yolun aym sonucu verdigini gordiikten sonra, ikinci yoldaki AAAAABB permiitasyonunu basta A

AAAAABB permiitasyonu ile carpmak:

6!
olmak tizere yeninden hesaplarsak TR elde ederiz.

2
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Bu durumda soruda sorulan olasiligi

6! 11!
4.2l 71.21 _5
7! i 7
5020 7121
seklinde yazabiliriz.
4 2 4 2 4 2
1_’_% =¥ 7 +y4y2 =2 7 +Z4Z2 = r sistemini tam olarak kag gergel (z,y, z) tclisii saglar?

a) 2 b) 4 c)6 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri
Coziim 1:

Yanit:
x=0ise (z,y,2) = (0,0,0) dir.
x # 0 ise
1

= @ +1

1
422

1
4y
1 1 1

1 1
T S R |
y oz 4x2+ +4y2+ +4z2Jr

() () ()

111
20=2y=22=1=(z,9,2)= | 5.5.5 )

+1

+1

+

SRS S N S I R
+

8

Coziim 2:
Yanit:
x, y ve z 'den en az biri sifir ise (z,y, z) = (0,0,0) ¢oziimii olur. Pozitif olduklarinda ise
L2 AGO L?
T A= x
= — < _—
rT+y+z Zl+4x2 < %M rTt+y+z

cyc

1
oldugundan denklem sistemi ancak esitlik durumunda olusur, dolayisiyla x =y = 2z = 5 olmaldir.

Bir ABC tiggeninde, |AB| = 8 ve |AC| = 2|BC| dir. [AB] kenarna ait yiikseklik en fazla kag olabilir?

a)3v/2 Db)3v/3 ¢)5 d)? e) 6
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Coziim 1:

(Lokman COKCE)

|AB| = 2|BC| esitligini saglayan C noktalarimn geometrik yeri bir ¢emberdir. (Apollonius gemberi) C
noktasinda AB ye ¢izilen i¢ agiortay ve dig agiortay ayaklar sirasiyla C; ve Ca olsun. Agiortay teoremleri

32
yardimiyla |CyB| = 3 Ve |CoB| = 8 bulunur. |C;Cs| = 3 uzunlugu Apollonius ¢emberinin ¢apidir. [AB]

kenarina ait h. yiiksekliginin en biiylik olmasi i¢in C' noktasi ¢ember ilizerindeki AB ye en uzak nokta
16

olmalidir. Yani h. en fazla yaricap kadardir. h, = 3

Cozim 2:

Heron Formiilii ile de sonuca gidebiliriz:

BC = 2z diyelim.

[ABC) = \/(3z + 4)(3z — 4)(4 + x)(4 — ) = /(922 — 16)(16 — 22)
3[ABC] = /(922 — 16) - 9 - (16 — 22) = /(922 — 16)(9 - 16 — 922)

-h
3- 87 =12h = /(922 — 16)(9 - 16 — 922)

Sag tarafta toplamlari sabit olan iki saymin ¢arpimi s6z konusu. O halde, bu ¢arpim en biiytik degerini sayilar

8-16
esit olunca alacak: 922 — 16 =9 - 16 — 922 = — = 64.
64 16
hm'x = 5= o
1203
Cozim 3:

Bir de geometrik bir ¢oziim verelim:
[AC] tizerinde ZKBC = ZCAB olacak sekilde K noktasi alalim. ACK B ~ ACBA olacaktir.

BC = 2x olsun.

BK CK BC 1

AB  BC AC 2

Bu durumda BK =4, CK =z ve AC = 4x.

8-h A[ABK] _4max([ABK]) 4 AB-BK 4 64
2 [ } 3 - 3 3 2 3 3
16
h<— N
-3
Cozim 4:

Lokman Hoca'nin ¢éziimiinden soruyu genelleyelim:

Soru: AABC’de BC = a ve AC/AB = b/c oram sabitten, [ABC] en ¢ok kag olabilir?
AN, i¢ agiortay ANy dig agiortay olsun. N1 No nin orta noktasi da M olsun.

b < ¢ kabul edelim.

ab
CN; =
"t
ab
CN; =
T e=b
N1 N
Maksimum yiikseklik i¢in AM = CN; = C Ny = 12 2 = Zabch.
2 _
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1
Biraz daha diizenlemeyle hy.c = a - —
5 -2l
2
1
[ABCmax = = - —
r 50
C

Bir not diigelim: b = ¢ iken iist limit yoktur.

5p(2PT — 1) sayisi1 tam kare yapan kag p asal sayist vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

p = 2 olamaz.

p =5 ise 2Pt — 1 in tam kare olmas: gerekir ki degil.

p # 5 ise 2PT1 =1 (mod p) olmali. Fermat’tan 2P = 2 (mod p) = 2P =4 =1 (mod p) = p = 3 tiir.
p = 3 igin 5p(2PT! — 1) = 15 - 15 oldugu igin tek bir asal say1 i¢in s6z konusu ifade tam karedir.

A ve B isimli Tiirk takimlar1 Avrupa Kupasi’nda son 16 takim arasinda yer aliyor. Bu takimlarin kura

ile eglegtirilmesiyle oynanan sekiz magta yenilen takimlar eleniyor. Kalan takimlar ise yeniden kura ile
eslegtirilerek, tek bir takim kalana kadar kupa bu gekilde siiriiyor. Her magta her takimin digerini yenme
olasiligr ayni ise, A ve B takimlarinin kargilagma olasiligi nedir?

1 1 1 1
Coziim 1:

Yanit:

Toplam 4 tur olacak.
1
1. turda A nin diger 15 takimin her biri ile kargilagma olasilig ' tir. Dolayisiyla B ile 1. turda kargilagma
lasilig L ti
olasihigr — tir.
& o tir

1. turda karsilagmayip 2. turda kargilagmalari i¢in ikisinin de ilk tur maclarini kazanmalar: gerekir. Bu ihtimal
11 1

—_ . = = — t .

22 1™
O halde aradigimiz yanit

1M1/ 6 1 2 1\ 1 1161
15 15 4\7 7 4\3 3 4 T 15 15 4\7 4 2
o1 11
OBt
_116~15
T8

217


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4063.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4064.0

11. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Agama Sinavi - 2003 geomania.org

Cozim 2:

P, ile 2™ takimin karsilagtigr bir turnuvada A ile B nin eglesme ihtimalini gésterelim.
Acik sekilde p; = 1.

_ 1 1 1 1
pn+1—m+ —m 'Z‘IM

1211
P2=3 gy 17y

1,611 1
Ps=a T 1 271

1 14 1 1 1
p4_ﬁ+175.1.1_§91kacakt1r.

Buraya kadarki iglemler soruyu ¢6zmede yeterli.

. 1 1

Ister bu agamada isterse py = 3 oldugunu farkettikten sonra ttimevarimla p,, = 1 oldugunu gosterelim.
B 1 4 (1 1 1

Pnt1 = on+l _ 1 ont+l _ 1 4 Dn
B L 1 11
ooontl ontl — 1) 4 2n-t
B 1 1 1
T oontl ] A on+l _ 1) 9on+l

2n+1 + 2n+1 )
2n+1 (2n+1 _ 1)

2 (2n+1 _ 1)
gn+1 (2n+1 _ 1)
1

o’

1
t gercel sayismin asagidaki degerlerinden hangisi icin z# —tz + 1= 0 denkleminin higbir kokii [1, 2] araliginda
yer almaz?
a) 6 b) 7 c)8 d)9 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

1
flo,t) =2* —tx + n olsun.

t=06,7,8icin f(1,t) <0 ve f(2,t) > 0 oldugu i¢in (1,2) arahginda f(z,¢) = 0 m bir kékii vardir.
Bu durumda cevap ya t =9, ya da higbiri.

1
t =9 icin denklem z* — 9z + 9= 0 olacaktur.
1
g(z) = 2* — 92 olsun. y = —3 ile y = g(z) fonksiyonlarmin [1,2] araliginda kesigip kesigmediklerini

arastiriyoruz.
g(x) in kokleri 0 ve /9 oldugu icin (0, V/9) araligimda g(z) < 0 olacaktir.

519 219
¢’ (x) = 0 denkleminin tek ¢éziimi x = \3/; oldugu i¢in z = {/; noktasinda egri yon degigtirecek. Bu

durumda g(z) in [1, 2] araliginda en biiyik degeri, max{g(1), g(2)} = g(2) = —2 dir.

1
Bu durumda y = g(z) egrisi ile y = ~9 dogrusu [1, 2] araligi diginda kesigirler. (bkz. g(x) in grafigi)
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Bir C; ¢emberi ile, C; in merkezinden gecen ve onu A ve B noktalarinda kesen bir Cy ¢emberi veriliyor. Co

cemberine B noktasinda teget olan dogru, C; cemberini B ve D noktalarinda kesiyor. C; in yaricap: v/3; C

Bl

A
in yarigapt 2 olduguna gore BD)| yi bulunuz.
1 2
a) - b) @ c) 7‘@ d) 1 e) é
2 2 2 2
Coziim:

Yanit: @

Cy ile (3 merkezi sirasiyla O; ile O3 olsun.

5" 4+ n® sayisinin 11 ile boliinmesini saglayan 2003 ten biiyiik en kiiciik n tam sayisi nedir?
a) 2010 b) 2011 c) 2012 d) 2014 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

Oncelikle n = 0 (mod 11) igin 5" + n® sayisinmn 11 ile boliinemeyecegini gorelim. (n,11) = 1 icin 11 asal
oldugundan ve
(n®)*=1 (mod 11) = n° =+1 (mod 11)

Not: Bu bir teoremdir. Eger n sayismin ilkel kokii varsa, yani 1,2,4,p% 2p® formatlarindaysa, 22 = 1
(mod n) denkliginin ¢oziimleri sadece © = £1 (mod n)’dir. Sonug olarak

5" =41 (mod 11)
olmalidir. 5’in 11 modundaki mertebesinin 5 oldugunu gorelim, yani
5°=(5%)".5=32.5=1 (mod 11)
olur. 5’ten daha kiigiik bir mertebesi olamayacag1 5’in asal say1 olmasindan bellidir. Ayrica 5" = —1 (mod 11)

denkliginin de ¢ozlimsiiz oldugunu gormek zor degildir. ¢iinkii bu denkligi saglayan en kiiciik pozitif n ise 2n
mertebe olacaktir ama mertebe tek sayidir.

Dolayisiyla 5" +n5 =0 (mod 11) olmast i¢in 5" =1 (mod 11) ve n® = —1 (mod 11) olmahdir.
5" =1 (mod 11) = n=0 (mod 5)
oldugundan once 2005’1 sonra 2010’u denemeliyiz. n = 2005 igin
2005° =3° =243 =1 (mod 11)
olur ve istenen saglanmaz. n = 2010 i¢in

2010° = (—3)° = —243 = —1 (mod 11)

olur. saglar.

Diizlemde 2003 farklh noktay1 birlestiren dogru parcalarimin orta noktalarindan olugan kiimenin en az kag

eleman olabilir?
a) 2006 b) 4001 c) 4003 d) 4006 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

Bu noktalar ikiser ikiger alindiginda aralarindaki uzaklik en biiyiik olan iki nokta A ve B olsun. A’y1 diger
n — 1 nokta ile birlestiren n — 1 tane dogru parcasinin orta noktalan birbirinden farklidir ve bunlarin herbiri

A’dan en fazla A2l yzakliktadir. Benzer sekilde B’yi diger n — 1 nokta ile birlegtiren dogru parcalariin orta

2
noktalar1 birbirinden farklidir ve bunlar da B noktasindan en fazla %—m uzaklikta oldugundan birincilerden de
farklidir, sadece [AB] dogru pargasinin orta noktast hem birincilerde hem de ikincilerde vardir. Bu durumda

isaretlenmig nokta sayisi en fazla 2(n — 1) — 1 = 2n — 3’tiir.
n = 2003 oldugu i¢in sorunun yanit1 2n — 3 = 4003’tiir.

Kaynak: Sonlu Matematik Olimpiyat Sorular1 ve Coziimleri, Refail Alizade, Unal Ufuktepe, 2006. Problem
No: 9.14, Sayfa 222.

20 \/m +1—4vVx -3+ \/x 4+ 6 — 6/ — 3 = 1 denklemini saglayan kac x gercel sayis1 vardir?
a) 3 b) 4 c)6 d) 7 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:
4z — 3 = 2y/Ax — 12 ve 63/ — 3 = 2¢/9x — 27 yazarsak verilen ifade /z + 1 — 2v/4z — 12++/2 + 6 — 2/9z — 27
Burada 4z — 12 = 4(z — 3) ve  + 1 = 4 + (x — 3) oldugundan /o +1— 24z — 12 =| 2 — \/z — 3 |

Benzer sekilde 92 — 27 = 9.(z — 3) ve  + 6 = 9 + (2 — 3) oldugundan \/z + 6 — 2¢/9z — 27 =| 3 — /z — 3 |
Soruda verilen denklem de | 2 — 2 —3 | + | 3 —+v2 —3 |= 1 olur. Bu egitlik 3 > /2 —3 > 2 kogulunu
saglayan her x gercel sayisi igin saglanir. Yani sonsuz tane ¢oziimii vardir.

C1 ve C5 ¢cemberleri bir T' noktasinda digtan tegettir. 7' den gegen bir dogru, C; ¢emberini A, Cy ¢emberini
de B noktasinda kesiyor. C; ¢cemberine A da teget olan dogru, Cy yi D ve E noktalarinda kesiyor. D € [AE],
|TA| = a, |TB| = b olduguna gore |BE| nedir?

a) y/a(a+b)
b) vVa?+ b2+ ab
c) va?+b%—ab
d) Va®+1?
e) /(a+b)d

Coziim:

Yanit:

T deki ortak teget dogrusu ¢ olsun.
/BET = /(BT,t) = /TAD oldugu i¢in BE? = BT - BA = BE = \/b(a + b).

Asagidaki n tam sayilarmdan hangisi i¢in 22 = —1 (mod n) denkligini saglayan en az bir 2 tam sayis1 vardir?
a) 97 b) 98 c) 99 d) 100 e) Higbiri
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Coziim 1:

Teorem 1:
p—1
p asal say1 ve (a,b) = OBEB(a,b) = 1 olmak iizere 2™ = a (mod p) olsun. Eger a(mp=1) # 1 (mod p) ise
denkligin ¢6ziimi yoktur.
ispat 1:

(n,p — 1) = d olsun. Bu denkligin ¢dziimlerinden biri u olsun. Ve Fermat teoreminden uP~! = 1 (mod p)
oldugunu biliyoruz. Bu durumda

olacaktir. Ispatimiz bitmigtir.
Teorem 2:
p—1
a(mp—1) =1 jse denkligin coziimii vardir.
ispat 2:

Oyle bir ¢ sayis1 alalm ki g sayisimn modp deki mertebesi p — 1 olsun. Ayrica

¢ =a (mod p)

olsun ve bu denkligi saglayan en kiigiik iis j olsun.

p—1
J( P ) .o
g =1=g (mod p)
i(p—1
i )EO (mod p —1)
d
ilp—1)
=k(p—1
7 (p—1)
olup d sayis1 j sayisini bolecektir.
¢ nin mertebesi p—1 oldugundan ¢°, g*, ..., g? ' sayilar1 p modiiliine gére bir asal kalan sistemi olustururlar.

O halde 2™ = a (mod p) denkliginin ¢oztimleri = ¢g¥ (mod p) geklindedir ve vardirlar.
n—1

Soru i¢in bizden istenen (—1) 2 =1 (mod n) olmasi. Segecegimiz n sayis1 asal olmal. Siklarda tek asal
say1 97 dir. (—1)*¥ =1 (mod 97).

Cozim 2:

Ifademizi k € Z* olmak iizere, 22

= nk — 1 geklinde tanmimlayalim. Soruya biraz analizsel yaklagalim,

Simdi bir iglem tanimlayacagiz. Bu iglemi sevdigim bir grek harfi olan 1 ile gosterecegiz.

n1,N2, N3, ... Tanimladigimiz v isleminin tanim kiimesi olmak tizere bu kiimeyi su sekilde gosterelim :

YT = {ny,na,n3,... }.

Burada P asal sayilar kiimesidir. Py (1,04 y) tedn+1 formundaki asal sayilar1 gostermektedir. Gostermemiz
gereken herhangi bir [ € Z* icin, ¥{n} — [¢T(1 —1) —n| — B, (mod ) €glemesinin dogru olabildigi.
Ciinkii eger bu egleme dogru ise, tanimladigimiz kiimedeki sayilar1 kullanarak, ¥{x} = p — 4"l seklinde
coziimler elde etmek miimkiin ve bunun dogal sonucu olarak ta n — Py ()04 %) olacak. (Tabiki burada p
bir asal say1). Bagka bir deyisle, kanitlamamiz gereken tanmimladigimiz iglemin uygun kogullar altinda varlig:.
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Bu durumda 1{x} islemimizin 2 adet dogrudan kokii olacaktir. avel € Z* olmak tizere semamz gizelim,

Y{a} — la— "
1
[¥*(1—1) —a

Cizdigimiz egleme gemas: ise kafamizda canlandirdigimiz muhtemel fonksiyon argiimani. Bundan sonraki
adimlarimiz, bu argiimanin dogru oldugunu ispatlamak olacak.

Burada her ne kadar 1 igleminin {irettigi 2 kokii birbirinin egi gibi goriiniiyorsa da aslhinda birbirlerinin
tersidir. Genel olarak yol haritamizi agikladigimiza gore teoremlerimizi vermeye baglayalim.

Tanim 1

Herhangi bir 1 islemi icin, 4T bu iglemin tanimlandig kiimedir.

Tanim 2

{n1,n9,n3,--- < k} bir tamsay1 kiimesi olmak iizere, %" = {n;,ns,n3, - < k} seklinde tanimlanir.
Tanim 3

P1 (mod 4) kilmesi 4¢ + 1, (¢ € ZT) seklinde tamml asal sayilar kiimesidir.
Tanim 4

¥(n) — P bir eglemedir.

Tanim 5

avel € Z™" olmak iizere,

Y{a} — |a — ¥Tl| seklinde tanimlanir.

Teorem 1

Y{z} iglemimizin en az 2 adet kokii vardir.

Ispat: Tamm 5 ten biliyoruz ki iglemimizi, ¥{a} — |a — 1TI| seklinde tammlamak miimkiin idi, eger bu
esleme sorudaki denklemi saghyorsa mutlaka v{a} — |a(1—1)—T| eslemesi de dogru olmahdir ¢iinkii [ = 0
ve T — 0 olmasi durumunda, ¥{a} — |a — ¥'l| — |a(1 — 1) — ¥T| — a olacaktir. Yani bu iki kok
birbirini tiretebilir ¢iinkii buradaki eglemeler birebirdir. ll

Tanim 6

Teorem 5’ten dolayr ¢{z} — z dir.

Teorem 2

T —n — Py (mod 4) eslemesi dogrudur.

ispat: Ashnda burada bu Teoreme drnek olarak n = 97 icin z = 22 — 97b,b € Z* 6rnegini verebiliriz, bu da
bize eglemenin en az 1 dogrudan kokii oldugunu gosterirdi. Her ne kadar bu 6rnek mevcut olsa da, bu ornegi
bulmanin zorlugu dolayisiyla bu ifadeyi genel olarak ispatlamakta fayda goriiyorum.

Simdi varsayalim ki eslemeyi dogru kilan bir 4T grubu ve n tamsayisi olmasin, O halde ifademiz 4c + 3
seklinde bir asal say1 veya herhangi bir asal olmayan pozitif tamsayiya esit olabilir.
12T — n| = ¢ > k olsun, n = 2¢T — ¢ Buradan (24T — ¢)k — 1 = 22 olur. 22 > 0 oldugundan dolay1,
(29T — €)k — 1 > 0 olmal. Buray1 da iglemimizin tanim kiimesini sade birakacak sekilde diizenlersek,
kE+1
T>
vz 2k

seklinde bir ifadeye esit olmalidir. Fakat ispatimiza baglarken yaptigimiz tanimdan dolay: bu
miimkiin degildir. Celigki! Ispat biter. B

Teorem 3

pin} — {|YT(1 = 1) —n|} — P1 1mod 4 eslemesi birebirdir.

iIspat: Burada | = 2 alahm. Diizenlersek, YT +n — Py (mod 4) olur. Bu esglemenin Dogrulugu Teorem 2 den
dogrudur. Ayrica bu eglemenin birebirligi de Teorem 1 den dogrudur. B

Teorem 4

n — Py (mod 4) eslemesi dogrudur.
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ispat: Teorem 3 ten ¢){n} — Py (moq 4) oldugunu biliyoruz. Teorem 1 in ispatindan da ¢{n} — n oldugunu
ve bu eslemenin birebir oldugunu biliyoruz. ispat biter. B

Sonug olarak n saymz Py (04 4) kiimesinin icinde almamiz gerektigini anliyoruz. Béylece Teorem 2 nin
ispatinda verdigimiz 6rnegi yineleyerek, cevabimizi 97 olarak isaretliyoruz.

Coziim 3:

Yanit:

burada ispatladigimiz Teorem 1’den dolay: n = 97 asali i¢in ¢oziim vardir.

Ayse, masanin iistiinde duran farkh renklerdeki dokuz topun agirliklarinin 1,2, - - - ;9 gram oldugunu biliyor,

ancak hangi topun hangi agirlikta oldugunu bilmiyor. Barig ise, her topun agirligin1 biliyor. Barig, hangi
kefenin agir oldugunu ve kefelerindeki agirliklarin farkini gosteren bir teraziyi en az kag kez kullanarak bu
bilgisini Ayse’ye kamtlayabilir?

a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6
Coziim:

Cevap:

Tek Slgiimle tiim agirhklar bildigini gosteremeyecegini gormek zor degildir. Iki dlciimle gosterelim. Ilk
6lgiimde 1,2,3 agirhiklarim bir kefeye 7,8,9 agirliklarini bir kefeye koyalim. Aralarindaki agirhik farki 18
olarak gosterecektir. Kefeler 3 topla elde edebilecegi maksimum ve minimum agirliklar alindiginda 18 gram
fark olusacagindan, Ayse 18 gram fark: gordiigiinde hafif kefede 1,2, 3, agir kefede 7, 8,9 oldugunu goérecek,
kullanilmayan toplarin ise 4, 5,6 oldugunu anlayacaktir. Bu top gruplarina hafif, orta, agir grup diyelim.

Ikinci lgiimde 1,4,7 ve 3,6,9 agirhiklan farkh kefelere konulursa aralarmmdaki fark 6 olacaktir. Ayse, her
kefede ti¢ gruptan da birer tane top kullanildigimi biliyor. Aralarindaki fark en fazla 6 olabileceginden, hafif
kefede olabilecek en kiiciik toplar, agir kefede ise olabilecek en biiyilik toplar kullanildigini anlayacaktir.
Ornegin 1’in hem hafif grupta hem de bu grubun en kiiciigii oldugunu bildiginden onun 1 gram oldugunu
anlayacaktir. 5’in orta grupta oldugunu ve tartilmadigindan grubun ortancas: oldugunu bilecek ve 5 gram
oldugunu anlayacaktir.

Boylece 2 6lgtimle tiim toplarin agirliklar: 6grenilebilir.

3a =1+ /2 ise, 9a* — 643 + 8a® — 6a + 9 u agmayan en biiyiik tam say1 nedir?
a) 8 b) 9 c) 10 d) 12 e) Higbiri

Coziim:
Cevap:
Verilen esitlikte v/2’yi yalmz birakip karesini alirsak
90> —6a+1=2 = 9a® —6a =1
bulunur. Dolayisiyla
9a* — 6a® + 8a® — 6a 4+ 9 = a*(9a* — 6a) +8a® —6a+9=9a> —6a+9=1+9=10

bulunur. Dolayisiyla cevap 10’dur.
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Dar agih bir ABC {iggeninde, [AB] nin orta noktasi D, gevrel ¢emberin merkezi O dur. ADO ii¢geninin

gevrel cemberi, [AC] yi A ve E noktalarinda kesiyor. |[AE| =7, |DE| = 8 ve m(A/éB) = 45° olduguna gore
ABC {iggeninin alani nedir?

a) 56v/3  b) 56v/2  ¢) 50v/2  d) 84  e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

AO = OB oldugu i¢in OD L AB dir.

ADOF Kkirigler dortgeni oldugu icin ZAEO = 90° ve ZAED = ZAOD = 45° dir.

AO = 0OC ve OF 1L AC oldugu i¢in AE = EC dir.

Vi
2

Bu durumda, [ABC] =4 -[ADE] =4 % -DE-AE -sin/AED =2-8-7- 56v/2.

n, n+1, n+2, n+ 3 sayilarindan her birinin kendi ondalik yazilimindaki basamaklar toplami ile boliinmesini

saglayan ve ondalik yaziliminin birler basamagi 8 olan n tam sayilarimin onlar basamag: kag farkli deger
alabilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Coziim:

Cevap:

n sayisinin birler basamag: verildiginden digerlerini de bulabiliriz. Eger onlar basamagi a # 9ise a+1 =10
icin

n = -.--a8
n+l = ---a9
n+2 = ---00
n+3 = ---bl
seklinde olacaktir (“ --” kisimlari aymdir). Yani rakamlari toplamin s(n) ile gosterirsek s(n+1) = s(n) +1,

s(n+2) =s(n) — 7 ve s(n+ 3) = s(n) — 6 olacaktir. Yani
s(n) | n

s(n)+1|n+1
s(n)—=T|n+2
s(n)—6|n+3
olmasini istiyoruz.
Eger s(n) giftse n ve s(n) — 6 ¢ift olmak zorundadir ancak n + 3 tektir ve ¢ift bir sayiya boliinemez.

Eger s(n) tekse s(n) + 1 ve s(n) — 7 ¢ifttir ancak n + 1 ve n + 2 aym anda ¢ift olamaz. Bu da bir geligkidir.
Demek ki a # 9 kabulumuz yanhstir. a sadece 9 olabilir.

Smav test oldugundan 9 igin 6rnek veya karsit 6rnek bulmamiza gerek yoktur ama 6rnek bulursanmz ve
eklerseniz sevinirim.

1 x 1 boyutlarinda bir karenin igine, ¢evre uzunluklar: toplami C' olan sonlu sayida ¢gember yerlegtirilmigtir.

43 91 19
C=—,9, —, —, 10 degerlerinden kac1 i¢in, bu ¢gemberlerden dérdiinii kesen bir dogrunun varhigim kesin

olarak soyleyebiliriz?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
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Coziim:

Yanit:

1 x 1 boyutlarindaki karenin i¢inde bulunan, ¢aplarinin toplami 3’ten biiyiik olan ¢cemberlerin karenin bir
kenarina izdiigiimleri alindiginda, izdiisiimlerin uzunluklar: toplami 3’ten biiyiik oldugundan, bu kenar iize-
rinde 3’ten fazla sayida izdiigiimiin kesigtigi bir nokta bulunacak. Bu noktadan bu kenara cizilen dikme

A
en az 4 gember kesecek. Diger taraftan A < 3 ise, her birinin ¢apt — olan 3 ¢cember alip bunlar1 karenin
igine yerlestirdigimizde 4 ¢gember kesen bir dogru bulunmayacak ¢ilinkii sadece 3 gember vardur. Sorudaki C'
19
sayilarindan 3 > 3 kogulunu saglayanlar 2 tanedir: 5 Ve 10.
Kaynak: Sonlu Matematik Olimpiyat Sorular1 ve Cozlimleri, Refail Alizade, Unal Ufuktepe, 2006. Problem
No: 5.84, Sayfa 189.

a, z, y, z gercel sayilarl, ax —y + 2z = 3a — 1 ve x — ay + z = a® — 1 esitliklerini saghyorsa, z2 + y? + 22
agagidakilerden hangisi olamaz?

a)v2 b)v3 c¢)2 d) V4 e) Higbiri

Coziim:
Cevap:
Verilen denklemleri birbirinden gikartalim.

(a—1)(z +y) = 3a—ad®

. e y 3a — a? 3a — a®
elde edilir. a = 1 igin esitlik saglanmadigindan x + y = ] olacaktir. y = T x yazarsak
a— a—
3a — a? 20> —a+1
z=3a—1—ax—z+ a-a :—x(a—i—l)—i—ia ot
a—1 a—1

elde edilir. Yani

3a — a2\’ 202 —a+1)°
x2+y2+22:x2+(x_ 27‘1‘ ) +(m(a+1)_aa+>
Eger 6zel olarak z = 0 segersek toplam

(a? — 3a)? + (24> —a +1)?
(a—1)

haline gelecektir. Bizim iddiamiz ise bu ifadenin siklardaki her degere esit olabilecegidir. Bu ifadeye f(a)
dersek f(0) = 1 ve lim1 f(a) = 400 oldugundan ve (0,1) araliginda siirekli oldugundan 1’den biiyiik her
a—r

ifadeye esit olabilir. Dolayisiyla tiim giklar saglanabilir.

Ornek durum ise f(a) = “Istenen deger” denkleminin (0,1) arahgmdaki bir ¢oziimii ¢ ise (a,z,y,z) =
3t—t? 22—t 41\, ..
t,0, , “dir.
t—1 t—1

5
ABC dik iiggeninde [AB] hipoteniisiiniin orta noktasi D, gevrel gember yarigapi 5 Ve |BC| = 3 olduguna

gore, AC'D ftiggeninin gevrel gemberinin merkezi ile BC'D ii¢geninin igteget gemberinin merkezi arasindaki
uzaklik nedir?

a) ? b) 3 c) g d) 517\/2374 e) 2v/2
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Coziim:

Yanit: @

I, ABCD nin igmerkezi; O, AACD nin ¢evrel merkezi olsun.

Basit hesaplarla, BC = 3, AC =4 ve BA = 5 oldugu fark edilir.

BDC iggeninde icteget cember BD ye T de degsin. DT = 4 —3 = 1 dir. Benzerlikten ya da trigonometriden
DI = 1 olarak hesaplanir.

25
ACD figgeninde DC nin orta noktast M olsun. ADOM ~ ABAC oldugu i¢in DM : DO =3 :5ve DO = 2
olur.
5 5 25 5 5 5v34
. . °5_ 9. 2 _ 9 o _ 9 mrr_ 0Vod
OleI dik tiggeninde dik kenarlar 1= 1o 3 ve = 12 5 oldugu i¢in 10 12 32 4+5 7 elde
edilir.

n pozitif tam sayisinin ondalik yaziliminin basamaklar: toplami 111, 7002n sayisindaki de 990 ise, 2003n
sayisinin ondalik yaziliminin basamaklar: toplami nedir?

a) 309 b) 330 c) 550 d) 555 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

S(x) ile z sayisinin rakamlari toplami gosterilsin.
Sadece 1 lerden olugan bir sayiy: diiglinelim. S(7002n) = 999 olacaktur.
7002n yi hesaplarken sadece bir elde iglemi olacak gekilde bir n sayis1 se¢meye caligalim.

k > 3 olmak tizere; 110 + k basamakli n =20...0111...111 sayisimn rakamlar1 toplami S(n) = 111 dir.
N—_—— ——
k tane 109 tane
1000n =20...0111...111000
—_—— ——
k tane 109 tane
7000n = 140...0777...777000
—_— —
k tane 109 tane
2n=40...0222...222
N ———
k tane 109 tane
7002n = 14004 0...0 777999...999 222
—— —_—
k-3 tane 106 tane
9a tamamlayarak sayarsak S(7002n) = 110 -9 = 990 olacaktur.

2000n =40...0222...222000
—_——
k tane 109 tane
3n=60...0333...333
N ——
k tane 109 tane
2003n = 4006 0...0 555555...555333
—— —_——
k-3 tane 106 tane
5’e tamamlayarak sayarsak S(2003n) = 111 - 5 = 555 olacaktir.
Bu agamada (D) sikkini igaretleyebiliriz. Coziimiin sihhati agisindan devam edecegiz.
Sonuca giden bagka n sayilar1 da bulabiliriz.
Ornegin; n = 111...11102 aldigimiz durumda da 7002n = 777999...999 36204, S(7002n) = 990, 2003n =
109 tane 106 tane

222555 ...55537306 ve S(2003n) = 555 olacaktr.
—_———

106 tane

Onemli olan 7002 tane n sayisim toplarken tam olarak 1 kez elde olugmasi.
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Dikkat edilirse sadece 7000n yi hesaplarken 2 x 7 = 14 geklinde elde olugtu. Ornegimizi verirken bagka elde
olugmamasi igin 1 leri ve sonrasinda en az 3 tane 0 1 kullandik.

Bu agamada bir lemma (iddia) ve corollary (sonug) paylasacagim. Ispatlar: icin buraya bagvurabilirsiniz.

iddia: a,b pozitif tam sayllar ve a + b toplami hesaplanirken eldelerin sayisi1 & olmak {izere; S(a + b) =
S(a) + S(b) — 9k dir.

Sonug: a,b pozitif tam sayilar ve a x b ¢arpimi hesaplanirken eldelerin sayis1 k olmak tizere; S(a x b) =
S(a) - S(b) — 9k dir.

S(7002n) = S(7002) - S(n) — 9%k = 9111 — 9k = 110 = k = 1 dir.

n saywisinin rakamlar: arasinda birden fazla d; > 2 sayis1 varsa en az 2 elde olusacagl i¢in n nin ondalik
yaziliminda en fazla 1 tane 2 sayis1 yer alabilir.

Tamami 1 ve 0 lardan olugan bir saymnin 2000 kat1 ile 3 kat1 toplandiginda hig elde olugsmaz. (1 ve 0 lardan
olusan bir saymin 7002 kat1 hesaplanirken de hi¢ elde olusmaz. Bu durumda ashinda bu olasilik mtimkiin
degil.)

Sadece 1, 0 ve bir tane 2 den olugan bir saymin 2000 kat1 ile 3 kat1 toplandiginda da hig elde olugmaz. (2 ler
birbirinin altina gelemeyecegi i¢in 2 - 2 + 2 - 3 = 10 durumu énemsizdir.)

O halde $(2003n) = 5(2003) - S(n) —9-0="5-111 = 555 elde edilir.

n sayist n defa kullanilmak koguluyla, sonsuz bir satrang tahtasinin her birim karesine bir pozitif tam say1
yazilmistir. Ortak kenari olan herhangi iki karedeki sayilarin farkinin mutlak degeri £ den biiytik degilse, k
nin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri
Cozim 1:

Cevap:

1 sayis1 bu tahtada 1 adet kullanilacaktir. Eger £ = 0 ise 1’in gevresindeki 4 kare de 1 olmalidir ki bu da
1 adet olmasiyla celigir. Eger £k = 1 ise 1’in cevresine 4 adet 2 koymaliyiz fakat sadece 2 adet 2 vardir.
Dolayisiyla k£ > 2 olmalidir. £ = 2 i¢in 6rnek bulmaya ¢aligalim. Tekrar eden bir oriintii bulamasam da 1
merkezli 5 x 5’lik bir kareyi doldurdum. Kare genigletilebilir duruyor.

T 6 4 6 7

Burada 1’den yukar1 ve sola giden yol 1 —2 -4 —6 —--- gibi, asag ve saga giden yolise 1 -3 —-5—7—---
gibi goriiniiyor. Yine de arada kalan kisimlar i¢in bir oriintii goremedim.

Not: Verdigim ornek kare devam ettirilemiyor olabilir ben sadece devaminmi kontrol etmeden 5 x 5’in igini
doldurdum ve kirmiz yollar diginda kalan 3’in farkli kullanim yerine gore farkh kareler gikabilir.
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Cozim 2:

1 sayisinin 4 komsusu oldugundan ve tahta iizerinde sadece 2 tane 2 sayis1 bulundugundan k = 1 olamayacagi
aciktir. k = 2 olabilecegi agagidaki sekilden gortinmektedir.

- 11110 -
|11} 9| 8|10 -
|11y 9 7|68 10| -
-1y 97| 5|46 |8 10 -
11197513246 |8]10] -
10|86 (42|13 |5 |7]9]11
1008164357911
10816 |5 |7]|9 |11
1018|719 11
1019 |11
11

Kaynak: Sonlu Matematik Olimpiyat Sorular: ve Qoziimleri, Problem 10.67, Sayfa 246.
Coziim 3:

Sonsuz satrang tahtasini, sol iistten baglayip devam ettirdigimizde bagka bir sonug elde ediliyor.
k =0 i¢in tiim sayilarin ayni olmasi lazim. Sorudaki kogul ile geligiyor.

k =1 igin agagidaki gibi bir satrang tahtasi olugturulabilir:

| W N =
[SA§IEN NOV) N )
| U =] W
~| o] o >

Bu durumda yanit oluyor.

Resmi cevap anahtarina gore, yanit 2 olarak verilmis.

Sonsuz bir satrang tahtasinin sol iist kogesi olmaz diyebilirsek, resmi cevap anahtari1 dogru olur. Aksine, sol
iist kogesi olan bir sonsuz satrang tahtasi olugturulabilir ise o durumda yanit (a) oluyor.

f fonksiyonu her gercel x icin f(x) 4+ 3f(1 — x) = 22 esitligini saghyorsa, S = {z | f(z) = 0} olmak iizere,
agagidakilerden hangisi dogrudur?

a) S sonsuz bir kiimedir.

b) {0,1} C S

c)S=¢

d) S ={(3+v3)/2,3-V3)/2}
e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: @

fl@)+3f(l—=2) = a?
fA—z)+3f(x) = (1-=)?

3(1 —2)% — 22

fw) = =Y
227 —6x+3

8

f(x) =0= T12 =

Bir ABC' iiggeninde kenar ortaylarin kesigsim noktasi G, igteget gemberin merkezi I ve GI 1 BC dir.
|AB| = ¢, |AC| = b olduguna gore, |BC| nedir?
b+c b+c Vb2 + 2 Vb2 + 2
a) b) c) —5— d) —/—F—
2 3 2 3V2

e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

b = ¢ oldugunda her zaman GI 1 BC olacaktir. Bu durumda, |BC| = a, b = ¢ den bagimsiz olacaktur.
Biiyiik olasilikla, bundan dolay: resmi cevap anahtarinda bu sorunun cevabi (E) olarak verilmis.

b # ¢ olma durumunda ise sorunun cevabi (B) oluyor. Benim tahminim asil sorulmak istenenin bu oldugu
yoniinde. Soruyu iptal etmek yerine (E) gikkim dogru cevap olarak kabul ettiklerini diigiiniiyorum.

Coziime donersek:
M, BC nin orta noktasi; H, BC ye ait yliksekligin ayagi, T, icteget cemberin BC' ye degdigi nokta olsun.

B ve C' yi z—ekseni tizerinde B < C' olarak diigiinelim. Bu durumda,

MT = MC + CT ve MH = MC + CH (1)
olacaktir. Kenarortay ozelliginden ve GI || AH oldugundan
MG:MA=MT:MH=1:3 (2)

olacaktir. (1) ve (2) yi birlestirirsek
3MC +3CT = MC + CH

2BC = 3TC — HC (3)
elde ederiz.
b
BC =aveu= % olmak tizere; yonlii olarak diigindiigimiizde,
b— b2 _ 2 2
TC:ufc:%veHC:giaM (4)

olarak hesaplanir. Bu degerleri (3) te yerine yazarsak,

3a+3b73cib2702+a2

2 a
3b—36_b2—cg

= a

. 020 Ba—Th+ o))
2a
=0

elde ederiz. Bu durumda, b = ¢ veya 3a = b 4 ¢ olmal.
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(i) b = ¢ durumunda, a y1 baglayan tek sey b+ ¢ = 2b > a liggen esitsizligi.

b+c
(ii) a = % durumunda ise licgen esitsizliginin saglanmasi i¢in 2b > ¢ ve 2¢ > b esitsizliklerinin saglanmasi

gerekir.

m ve n pozitif tam sayilar olmak tlizere, m, m + 1, - - -, m + n sayilarindan yalnizca m ve m + n nin ondalik

yazilimlarindaki basamaklarin toplamlar1 8 ile boliiniiyorsa, n en ¢ok kag olabilir?
a) 12 b) 13 c) 14 d) 15 e) Higbiri

Cozim:

Cevap: @

m =99---92 sayis1 i¢in n = 15 istenileni saglar. Simdi bu sayiy1 nasil elde ettigimizi gosterelim. m sayisinin

6 tane 9
son basamagi 0 veya 1 ise m + 8 sayisinin da rakamlar: toplami 8’e boliinecektir. Bu durumda n en fazla

8 olur. b > 2 i¢in m’nin son basamagi b olsun. b’den onceki basamagi 9 degilse, m = ajas...axd igin
m+9 = ajaz...(a + 1)(b— 1) sayisinin rakamlar: toplami 8’e béliinecektir. Bu durumda da n en fazla 9
olabilir.

b > 2 ve b’den onceki t adet rakam 9 ise m = ajas...ar99---9b sayisiu ele alalm (ar # 9). Rakamlar

t tane 9
toplaminin 8 modunda ay + as + - - - + ai + t + b’a denktir. Eger ¢ + b — 1’in 8 modunda verdigi kalan A ise

m+ A+ 10 — b sayis1
aias ... (ax +1)00---0A4

t tane 0

olacaktir. Bu saymin rakamlar1 toplami da 8’e boliiniir. A en fazla 7 ve b en az 2 olacagindan bu durumda
n en fazla 7+ 10 — 2 = 15 olabilir. Ornek olarak da m = 99 - - - 92 sayis1 verilebilir. Dolayisiyla n en fazla 15

6 tane 9
olabilir.

n + m — 1 tane birim kare, bir kenar1 n, diger kenar1 m kareden olusan bir L seklinde dizilmigtir. Ayse ve
Betiil, Ayse’nin bagladig1 ve sirasi gelen oyuncunun, bitigik olarak aymi kenar boyunca siralanmig istedigi
pozitif sayida kareyi aldigi bir oyun oynuyorlar. Son kareyi alan oyuncu oyunu kaybediyor. Oyun (n,m) =
(2003, 2003), (2002,2003), (2003, 3), (2001,2003) degerleri igin dort kez oynaniyorsa, Ayse kag¢ kez oyunu
kazanmay1 garantileyebilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Coziim:

Yanit:

Soruyu genel sekilde, tiim (n,m) ikilileri i¢in ¢ozelim. m = n = 1 ise, Ayse tek kareyi almak zorunda oldugu
i¢in oyunu kaybediyor. Diger durumlarda Ayse oyunu kazanmay1 garantileyebilir. Genelligi bozmadan m < n
kabul edebiliriz. L harfinin m kare iceren kenarina M, n kenar iceren kenaria da N diyelim. m = 1 ise, Ayse
n — 1 kareyi alip Betiil’ii geriye kalan tek kareyi almaya zorlar ve dolayisiyla oyunu kazanir. m = 2 ise, Ayse
N kenarindaki tim kareleri (kogedekiyle birlikte) alarak Bettil't M kenarinda kalan tek kareyi almaya zorlar
ve yine kazanir. m > 2 ise, Ayse N kenarinda kogeden baglayarak ilk n —m + 1 kareyi alacak, dolayisiyla N
ve M kenarlarimin her birinde m — 1 kare kalacak. Sonraki adimlarda:

(a) Betiilin hamlesinden sonra kenarlarin birinde hig kare kalmamigsa, Ayse diger kenarda bir kare birakarak
geriye kalan tiim kareleri alarak Betiil’i son kareyi almaya zorlayacak.

(b) Betiil'iin hamlesinden sonra kenarlardan birinde bir kare kalmigsa, Ayse diger kenardakilerin tamamin
alarak yine Betiil'ii son kareyi almaya zorlayacak.
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(c) Betiil'iin hamlesinden sonra kenarlarin her birinde birden fazla sayida kare kalmigsa, Ayse daha ¢ok
kare olan kenardan fazla kareleri alarak kenarlardaki kare sayilarinin egit olmasini saglayacak. Her hamleden
sonra toplam kare sayisi azaldigindan, birkag adim sonra Betiil kenarlardan birinde 0 veya 1 kare birakmak
zorunda kalacak ve Ayse ilk iki durumdaki gibi oyunu kazanacak.

Kaynak: Sonlu Matematik Olimpiyat Sorular1 ve Coziimleri, Refail Alizade, Unal Ufuktepe, 2006. Problem
No: 8.19, Sayfa 217.

a1,as, -+ , a3 tam sayiari, |a1| = 1 ve |a;41] = |a; + 1] (1 <14 < 2002) kosullarim saghyorsa, |a; + ag +
-+ + agpp3| en az kag olabilir?

a)4 Db)34 ¢)56 d)65 e) Hicbiri

Coziim:
Yanit: E
a3—a? = 2a;+1
a3 —a3i = 2a3+1
2 2 _
a3004 — Q3003 = 2a2003 +1

Taraf tarafa toplarsak

a04 — 2004

a3004—a%:2(a1+a2+~-~+a2003)+2003:>a1+a2+--~+a2003: B)

elde ederiz. |a1 +az+ - - -+ ag003| ifadesinin en kiiglik degeri i¢in 03004 miimkiin oldugunca 2004 e yaklagmali.

a3004 — 2004
2

Geriye sadece |aggos| = 44 olacak gekilde bir dizi yolu bulmak kaliyor:

Bunun igin |aggps| = 44 olmali. Bu durumda, = —34 olacaktir.

ap = =1, a2 =0,a3 = -1, a4 =0, ..., ar9590 = —1, arge0 = 0, ar961 = 1, a1962 = 2, ..., azo03 = 43
sayilarinin toplami gercekten de —34 tiir.
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Koseleri, yarigapr 1 olan gemberin istiinde yer alan diizgiin bir n-genin ¢evre uzunlugunun alanina orani

ise, n kagtir?

a) 3 b)4 ¢)5 d)6 e)8
Coziim:

Yanit: @

Cemberin merkezi O, ¢okgenin ardigik iki kdgesi A ve B olsun. AB = a ve O nun AB ye uzaklig1 h ise

4 2
—\/g _ne_ 2 = h= ﬁ elde edilir. Bu durumda ZABO = 60° ve n = 6 olur.
3 nah h 2

2

2x + 5y = xy — 1 esitligini saglayan kag (z,y) tam say1 ikilisi vardir?
a)l b) 3 c) 4 d) 6 e) 12

Coziim:

2x+5y = xzy—1 denklemini diizenleyelim. z(2—y)+5y = —1 Esitligin sol tarafin1 2—y parantezine alabilmek
igin her iki tarafa da —10 ekleyelim.

z(2—y)—502—-y)=—-11= (x—5).(y —2) = 11. 11"in tam bolenleri —11,—1,1,11 olmak {izere 4 tanedir.
x — 5 ifadesi bu 4 degerden her birine esit olabilir ve her deger igin uygun bir y bulunabilir. Dolayisiyla 4
tane (x,y) tam say1 ikilisi bulunabilir. Cevap C

Elemanlarinin hepsi 102 den kiiciik olan ve herhangi iki elemaninin toplamini icermeyen bir pozitif tam say1
kiimesinin en ¢ok kag elemani olabilir?

a) 49 b) 50 c) 51 d) 54 e) 62
Coziim:

51 452 = 103 oldugundan eger 51,52, ...,100, 101 sayilarini alirsak elde edilen en kiigiik toplam , en biiyiik
elemandan biiylik olacagindan kosulu saglar. Bu kiimeye 50 elemanini ekleyemeyiz ; c¢iinkii 50 4+ 51 = 101
olur ki 101 kiimenin elemanidir. Bagka bir ifadeyle eger 50 kiimede olursa 101 olamaz . Sonug olarak eleman
sayisi en fazla 101 — 51 4+ 1 = 51 olur. Cevap C.

{a1,a9,a3,a4,a5} = {1,2,3,4,5} ise, a1 + 2as + 3as + 4ay + Has toplaminin alabilecegi en biiylik degerle en
kiiciik deger arasindaki fark nedir?

a) 20 b) 15 c) 10 d) 5 e)0
Cozim:

En biiytlik degeri almas igin katsayisi biiyiik olan terimlere biiyiik degerler verilmelidir. Yani (a5, a4, as, az,a1) =
(5,4,3,2,1) olmahdur.

Buradan en biiyiik deger 14+2.2+3.3+4.44+5.5=14+44+9+ 16+ 25 = 55 olur. En kii¢iik deger icin biiytik
katsayil terimlere kiiciik olan degerleri vermeliyiz. Yani (a5, a4, a3, as,a1) = (1,2, 3,4, 5) olmalidir. Buradan
en kiigiik deger 1.5 +2.4+3.3+4.2+51=5+8+9+ 8+ 5 = 35 olur. Aradaki fark 55 — 35 = 20 olur.
Cevap A.
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Kenar uzunluklar: a, b, ¢ olan bir iiggende a < 2 < b < 3 ise, bu ii¢ggenin alani en ¢ok kag olabilir?
a) 3 b) 4 c)b d) 6 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

A:%-a-b-sineg ca-b<

N
N

n nin asagidaki degerlerinden hangisi icin a? 4+ ab — 6b> = n esitligini saglayan a, b tam sayilar1 bulunur?
a) 17 b) 19 c) 29 d) 31 e) 37

Cozim:

Yanit: @

a® + ab — 6b> = (a — 2b)(a + 3b) = n ve (a + 3b) — (a — 2b) = 5b oldugu icin n nin farklar1 5 ile boliinebilen
iki sayimin ¢arpimi sekilde yazilabilmesi lazim.
Siklardan sadece 31 = 31 - 1 bu sekilde yazilabilir.

a+ 3b =31 ve a — 2b = 1 sisteminin ortak ¢oziimiinden a = 13 ve b = 6 sayilar1 denklemi saglar.

Farkh agirhiktaki dort tag, iki kefeli bir teraziyi en az kag kez kullanarak hafiften agira dogru siralanabilir?
a) 4 b) 5 c)6 d) 7 e)8

Coziim:

Yanit:

Farkl siralama sayis1 4! dir. n tartim yapildiginda 2™ durum olabileceginden 2™ > 24 esitsizliginden n > 5
elde edilir.

5 tartimda agirliklar a, b, ¢, d olan taglar: hafiften agira dogru nasil siralanabilecegini gosterelim:

Once a ile b’yi ve c ile d’yi tartalim, sonug 6rnegin a < b ve ¢ < d olsun. Sonra a ile ¢’yi tartalim, sonug
ornegin a < ¢ olsun. Bu durumda a < d oldugundan « ile d’yi tartmaya gerek kalmayacak. Simdi b ile ¢’yi ve
b ile d’yi tartarsak tiim ikilileri kargilagtirmig olacagiz ve boylece 5 tartim ile taglar: siralayabilecegiz. Diger
durumlar da ayn sekilde incelenir.

Kaynak: Sonlu Matematik Olimpiyat Sorulari ve Coziimleri, Refail Alizade, Unal Ufuktepe, 2006. Problem
No: 1.83, Sayfa 125.

z+y+ 2z = 90 esitligini saglayan kag (z,y, z) pozitif tam say1 tigliisii i¢in r_ v _ Z kosulunu
n n+1 n 4+ 2

saglayan bir n pozitif tam sayisi vardir?
a) 4 b) 5 c)6 d) 7 e)9

Cozim:

Yanit: @
T Y

z oz T+y+z 9% 30
n n+l n+2 nt+n+l+n+3 3n+1) n+l
30n  30(n+2)

:307 = R =
4 v n+1 ‘ n+1
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[9]

n > 0 bir tam say1 olmak tizere; obeb(n,n + 1) = obeb(n + 1,n + 2) = 1 oldugu icin n + 1 | 30 olur.

30’un 8 pozitif boleni vardir. Bunlardan biri (1), n = 0 durumuna yol acar. Bu nedenle cevap | (D) 7| olarak
bulunur.

Cevresinin uzunlugu 7 olan bir iiggenin dig bolgesinde kalan ve iiggene olan uzakligi 1 i agmayan noktalarin
olusturdugu bolgenin alani nedir?
3T

a) 4w b) 3w c) 5% d) 2w e) 5

Coziim:

Yanit: @

A, B, C merkezli 1 er yarigaph cemberler gizelim. Uggene uzakligi 1 i agmayan noktalar kiimesi, bu gemberler
ve onlarin ortak dig tegetlerinin agagidaki sekildeki gibi sinirladigi bolgedir.

Bu bolgeyi ti¢ dikdortgen ve ti¢ daire dilimi geklinde gorebiliriz.
U¢ dikdértgenin toplam alam BC -14 AC -1+ AB -1 = dir.

Ug daire diliminin acilar toplami 180° — ZA + 180° — ZB + 180° — ZC = 360° oldugu icin bunlarn alanlar:
toplami bir daire diliminin alanina, yani 7 - 12 = 7 ye esit olacaktir.

Bu durumda, bolgenin toplam alan1 © + m = 27 olacaktir.

a=+VTvei>1 icin b; = |a;|, a;y1 = olsun. b, nin 4 e boliinmesini saglayan 2004 ten biiyiik en

bi — [b;]
kiigiik n tam sayis1 nedir?

a) 2005  b) 2006 ) 2007  d) 2008 e) Higbiri

Coziim:

Bu soru iptal edilmistir.

40 satir ve 7 siitundan olusan bir satrang tahtasinin her birim karesine 0 ve 1 sayilarindan birini yaziyoruz.

Bu yazim sonucu, farkli herhangi iki satirda olusan diziler birbirinden farkliysa, en cok kag¢ tane 1 kullanilmig
olabilir?

a) 198 b)128 ¢)82 d)40 e) Hicbiri
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Coziim:

Cevap:

Olabildigince ¢ok 1 kullanmaya c¢aligacagiz. Bir satirda en fazla 7 tane 1 kullanilabilir.

7 tane 1 kullanilan sadece 1 satir olabilir.

6 tane 1 kullanilan en fazla (Z) = 7 satir olabilir.
7 ..
5 tane 1 kullanilan en fazla 5 = 21 satir olabilir.

4 tane 1 kullamilan en fazla <Z) = 35 satir olabilir.

Dolayisiyla en fazla 1 kullanmak i¢in 1 adet 7 tane birli, 7 adet 6 tane birli, 21 adet 5 tane birli ve 11 adet
4 tane birli kullanmaliy1z. Toplamda

1-74+7-64+21-54+11-4=198

adet 1 kullanilmig olabilir.

x bir gercel say1 olmak {izere (v — 1)(x — 2)(z — 3)(x — 4) ¢arpiminin alabilecegi en kiiglik deger nedir?

1 1 1
Cozim:

Yanit: @

Sirasiyla 1 ve 4. ifadeyi carpahm. (22 — 52+ 4)(2% — 52+ 6) elde edilir. 22 — 52 = « déniisiimii yapip acalim,
a?+10a+24+1—-1=(a+5)>—1= (a+5)? >0 ifadenin en kiigiik degeri —1 dir.

Bir tiggenin i¢ acilarinin tanjantlar: tam sayilarsa, bu sayilarin toplami kagtir?

a) 4 b) 5 c)6 d) 9 e) Higbiri
Coziim:

Onerme:
Bir fi¢genin i¢ agilar arasinda tan(A) + tan(B) 4 tan(C) = tan(A) tan(B) tan(C') bagintisi vardir.
ispat:

A+ B+ C =180° olup A+ B = 180° — C olacaktir. Ve tan(A + B) = tan(180° — C) olur. Tanjantin toplam
formiiliinii kullanacak olursak

tan A + tan B ton O
—_— = — tal
1 —-tanAtan B

tan(A) + tan(B) + tan(C) = tan(A) tan(B) tan(C)

O halde sorumuzu ¢ozelim. a,b,c € Z olmak iizere tan(A) = a , tan(B) = b ve tan(C) = ¢ diyelim. Bu
durumda

a+b+c=abc
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denkleminin tamsayilarda ¢oziimlerini ariyoruz. Denklem simetrik oldugundan a < b < ¢ kabiilii yapalim.
Bu durumda a + b + ¢ = abc < 3¢ olacaktir. Yani ab < 3 olacaktir.a=1b=2c=3veyaa=2b=1c=3
gibi ¢oztimler, bu denklemin ¢oziimleridir. O halde cevabimiz 1 + 2 4+ 3 = 6 dir.

i,o0,p,t,y € {0,1,2,...,9} olmak iizere, top? = iyitop ise, y — i kactir?
a)l b) 2 c)3 d) 5 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

(fop)” = 7yi000 + Top

(@)2 — top = iyi000 = 0 (mod 1000)

top = = (mod 1000) olsun.

2?2 — 2 =0 (mod 1000) olmasi i¢in z(z — 1) =0 (mod 8) ve z(z — 1) =0 (mod 125) olmas: gerekir.
x=0,1 (mod 8) ve x =0,1 (mod 125) denklem sisteminden 4 ¢oziim gelir.

x =8k =125m = 2 =0 (mod 1000)

r=8k+1=12m+1= 2 =1 (mod 1000)

x=8k+1=125m =1=125m = 5m (mod 8) = m =5 (mod 8) = x = 125(8n + 5) = 625 (mod 1000)

x=8k=125m+1= —1=125m =5m (mod 8) = m = —-5=3 (mod 8) = =z =125(8n +3) +1 = 376
(mod 100)

top = 625 = 6252 = 390625 # iyi625 saglamaz.

top =376 = 3762 = 141376 = i = l,y =4 ve y —i = 4 — 1 = 3 saglar.

top = 000 ve fop = 001 sayilarinim karesinin aldigimizda 6 basamaklh sayilar olusmaz.

O halde yanit: @

Not: Soruda top’un 3 basamakli iyitop’un da 6 basamakli sayilar oldugu daha agik bir sekilde belirtilmeliydi.
Aksi durumda sorudaki gésterim t-o0-p2 =i-y-i-t-o0-p seklinde de yorumlanabilirdi.

Ayrica 000" = 000000 da bir acidan bakildiginda denklemi saglar. Bunun i¢in 6 basamakli say1 vurgusu
buradaki belirsizligi ortadan kaldirabilir.

Dort 0, bes 1, ve bir 2 kullanarak on basamaklh kag farklh tam say1 yazilabilir?

a) 1260 b) 1134  ¢) 756 d) 630  e) Hicbiri

Cozim 1:

Yanit:

Tk basamaga 0 lar harig 6 say1 yazilir. Tekrarli permiitasyondan

4" =1 = 756 elde edilir.

Cozim 2:

9! !
2 nin bagta oldugu B 1 lerden birinin bagta oldugu ol say1 yazilabilir.

9! 1 9! 6
Toplarsak TR (5 + 1) =15 = 756 elde ederiz.
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Cozim 3:

10!

Tekrarli permiitasyondan hicbir sartsiz Bl

say1 yazilabilir.

9!
TR say1 yazilabilir.

10! 9! 9! (10 _

0 nin bagta oldugu

Aradigimiz yanit sl 3150 3.5\ 4

3
1) =9-8-7~§:756d1r.
x* — 423 + 522 — 42 + 1 = 0 denkleminin gergel koklerinin toplami nedir?
a)5h b) 4 c)3 d) 2 e)l

Coziim 1:

2t — 423 +52% — 4 + 1 = (22 + ax + 1).(2? + bz + 1) seklinde olabilir. Burada bir tahmin yapmisg oldum.
Polinom egitligini kullanirsak

a+b = —4 ve a.c = 3 esitliklerini elde ederiz buradan a = —3 ve b = —1 bulunur. Yani z* —423 4522 —4z2+1 =
(2?2 =3z +1).(z%2 — 2 + 1) olur.

) (22 =3z+1)=0=>z;+x2=3
2) (z2 —x+1) = 0 = A < 0 oldugundan reel kék yoktur.
Oyleyse gercel kokler toplami 3 olur. Cevap C'

Cozim 2:

pt =4 + 622 —dr+1-2>=(z -1 -2 =[(z-1)2 —z][(z - 1)’ + 2] =
=@ -3z+1)(a®—2+1)=0

Kenar uzunlugu 6 olan bir ABCD Xkaresinin [BC| ve [C'D] kenarlar1 tizerinde, |CR| + |RT| + |TC| = 12
olacak bigimde sirasiyla R ve T' noktalar: aliniyor. tcm(@‘ ) nedir?

a)2v3  b) V3 c)% d)% o)1

Coziim:

Yanit:

TR tizerinde DT = T H olacak sekilde bir H noktas1 alahm. DT +T7TC = HT'+TC =6 = BC = BR+ RC =
RH + RC oldugu icin HR = BR dir.

AT? = AD? + DT? ve AR? = AB? + BR? oldugu icin AT? — AR? = DT? — BR?> = TH? — RH?, yani
AH 1 TR olacaktir.

Bu durumda, Z/DAT = ZHAT ve /ZHAR = /BAR, yani ZRAT = 45°, tan ZRAT = 1 olacaktir.

Asal ¢arpanlarina ayrildiginda tiim asal carpanlarinin kuvvetleri tek say1 olan pozitif tam sayilarin olugturdugu
kiime, en ¢ok ka¢ ardigik tam say1 igerir?

a) 3 b) 7 c)8 d) 10 e) 15
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Coziim:

Cevap:

8’den fazla ardigik tam say1 iceremeyecegini gosterelim. Eger 8 ardigik tam say1 varsa bu sayilar 8’e boliindiigiinde
0,1,2,...,7 kalanlar1 verir. 8’e boliindiigiinde 4 kalani veren sayinin asal ¢arpanlarina ayrilmig halinde 2’nin
kuvveti 2’dir. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla en fazla 7 ardigik say: icerebilir. 7 i¢in 6rnek durum bulalim.

29, 30 (=2-3-5), 31, 32(=2°%), 33(=3-11), 34 (=2-17), 35(=5-7)
Dolayisiyla en fazla 7 ardigik say1 olabilir.

1 ile baglayip her adimda elimizdeki sayiya 1 ekleyerek veya carpmaya gore tersinin negatifini alarak, sonlu
sayida adimda agagidakilerden hangisini elde edemeyiz?

1
a) ~2  b)g c)g d)7 e Higbiri

Coziim:

Yanit:

1 ekleme islemini a ile, bu islemin k kez uygulandigini a* ile, carpamaya gore tersinin negatifini almay1 b ile
gosterelim.

(1,a™) = n + 1 olacag igin (1,616) =T

elde edilebilecegi i¢in cevap ikisi de olamaz. (Yine de 6rnek

N | =

1
—2 ve 3 sayilart birbirlerinden (—2,b) =
1
vermek gerekirse (1, aba) = —g Ve (1, abab) = —2)

5
Bu durumda sadece 3 iin elde edilip edilemeyecegini gostermemiz yeterli.

5
1,a%ba?) =
(1,a%a%) =

O halde yanit, dir.

Tiim z gergel sayilari i¢in 22 > C'|x|(x — |z ]) esitsizliginin dogru olmasim saglayan en biiyiik C' gergel sayist
nedir?

a)0 b) 1 c)4 d) 9 e) 25
Coziim 1:

(Mustafa Tongemen)

a) x tamsay1 ise 2 > C(x — x) = 2% > 0 oldugundan esitsizlik tiim tamsayilar icin gecerlidir.

b) = tamsay1 degilse, a tamsay1 olmak iizere, a <z < a+ 1, [z] = a dir.

22> C(x — a) = 22 — Cx + Ca > 0 olur, her gercel say1 i¢in saglanmas1 A < 0 plmasiyla miimkiindiir.
A =0a?C?—-4a’C<0=C(C—-4)<0=0<C <4olur ve C nin en biiyiik degeri 4 bulunur.

Coziim 2:

r=m+t dersek 0 <t < 1 olmak tlizere

(m+t)2>Cmt = m?+t*> (C —2)m.t

C = 4 igin ifade dogrudur esitlik durumu ancak m’yi t’ye ¢ok yaklastirdigimizda gergeklesir.
Ornek durum z = 1,999999999999998
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S1 ve Sy cemberleri A ve B noktalarinda kesigiyor. B den gecen bir dogru S; i B disginda D noktasinda ve
So yi ise yine B diginda C noktasinda kesiyor. D den S e ¢izilen teget ile C den Sy ye ¢izilen tegetin kesigim
noktasi E ve |AD| = 15, |AC| = 16, |AB| = 10 ise, |AFE| kagtir?

a) 20 b) 24 c) 25 d) 26 e) 31
Coziim:

Yanit:

LDAB = /CDE = LFEAC ve ZADB = ZAEC oldugu i¢cin AABD ~ ANACE dir.

AD  AB

Asgagidaki ifadelerin hangisinin 25 e boliinmesini saglayan bir x tam sayis1 bulunur?
a) 2 — 322 +8zr— 1
b) 23 + 32% — 2z + 1
c) 23 + 1422 + 3z — 8
d) 2% - 522+ +1
e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Siklar1 inceleyip diizenleyelim,

a)(z —1)3 + 52 = z = bk ise, 25 e boliinmez ,x = 5k + 1 ise 5z 25 e boliinmeyecegi icin ifade boliinmez.
b)(x +1)% — bz = x =5k ise , (x + 1)3, 25 e béliinmez, x = 5k — 1 ise, 5z, 25 e boliinmez.

o)(z+ 1)+ 1122 —9 = 2 =5k + 1 icin , ifade 25 e boliiniir.

d)(x — 1) — 222 — 22 — 2 = 2 = 5k, = 5k + 1 i¢in boliinmedigi goriiliir.

Sonsuz bir satrang tahtasinda 25 kare nasil segilirse segilsin ortak kdsesi olmayan n tanesi bulunabiliyorsa,
n en c¢ok kag olabilir?

a) 7 b) 8 c)9 d) 10 e) 11
Cozim 1:

Cevap:

Oncelikle n < 7 oldugunu gosterelim. Eger 25 kareyi 4 x 6’lik bir dikdortgen ve bunlarin disinda kalan
bir dikdortgen olarak segersek ardigik iki siitunda ikiden fazla kareyi secemeyecegimiz goriilebilir ¢linkii bir
siitunda ikiden fazla kare secersek yanindaki siitundan kare secemeyiz. Eger bir tane segersek yan siitundan
da 1’den fazla secemeyiz. Dolayisiyla her ardigik siitun ¢iftinden en fazla 2 tane kare secerek toplamda 6 kare
secilebilir (1 — 2 stitun ¢iftinden 2 tane, 3 — 4’den 2 tane 5 — 6’dan 2 tane). Digardaki kareyi de secersek bu
sekilden en fazla 7 kare segebildigimizi gorebiliriz. Cevap 7’dir.

Siklardaki en kiigiik say1 7 oldugundan test mantigiyla her zaman 7 kare segebildigimizi gostermemize gerek
yoktur ama bunun ispati1 da eklenebilir.
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Coziim 2:

Problem, boyama yontemi ve giivercin yuvasi prensibi beraber kullanilarak ¢oziilebilir.

yanit:

Once 4 renk kullanarak sonsuz satrang tahtasim asagidaki desende boyayalim.

Ayni renkle boyanmig olan karelerin ortak kdsgesi olmadigina dikkat edelim. Simdi bize verilen 25 karenin her
25
biri bu 4 renkten birinde bulunacag: i¢in, giivercin yuvasi prensibine gore ayni renge sahip en az {ZJ +1=7

kare bulunur. Yani daima, ortak kosesi olmayan n = 7 kare segebiliriz. 25 kareden, ortak kogesi olmayan 8
kare segemeyecegimiz bir diizenleme 6rnegi de vardir. Asagidaki ¢izimde boyle 25 kare verilmigtir. Bu ylizden
n < 8 olup Npmax = 7 dir.
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2% — 222 — 2 4+ 1 = 0 denkleminin gercel koklerinin kiiplerinin toplami nedir?
a) —6 b) 2 c)8 d) 11 e) Higbiri

Coziim:

Denklemin kokleri a, b, ¢ olsun. a® + b + ¢3 toplamini hesaplayacagiz. a® = 2a? +a — 1 olur . Bunu b ve c igin
de yazip toplarsak a3+ b3 + ¢ = 2(a® +b* + ¢?) + (a+ b+ ¢) — 3 olur. Vieta teoreminden dolay1 a +b+c =2
olur. Buradan a® + b3 + ¢ = 2(a® +b? +¢?) — 1 olur. a® +b?> + c® = (a+ b+ ¢)? — 2(ab + be + ac) 6zdesligini
kullanalim. Yine vieta teoreminden ab + bc + ac = —1 bulunur. a? + b* + ¢ = 22 —2.(-=1) = 4+ 2 = 6 olur.
Bunu aradigimiz ifadede yerine yazalim. a3 + 0% + ¢3 = 2.6 — 1 = 11 olur. Cevap D.

Not:Denklemin ii¢ kokiintin de reel olduguna dikkat ediniz.

Bir ABC {iggeninde, A agisina ait i¢ agiortaymn ayag D olmak iizere, [AC| kenari iizerindeki E noktasi,
|CE| = |CD| ve |AE| = 6v/5; [AB 151 iizerindeki F' noktasi da, |DB| = |BF| ve |AB| < |AF| = 85
kogullarimi saghyorsa, |AD| nedir?

a)10v/5 b)8 c¢)4/15 d) 7V5 ) Higbiri

Cozim 1:

Yanit:

/BAD = /DAC =« ve ZAFD = (3 olsun.

Bu durumda, ZABD =23, /BCA =180° —2a — 23, /DEC = a+ 8, ZADE = 3, yani AADF ~ NAED
olacaktir.

AD AE )
F_E:>AD = AF - AE = AD = 4/15.

Coziim 2:

AC =b, AB =c¢, BD =n, DC = m olsun.

Aciortay Teoreminden bildiklerimizi

b m
2= 1
= (1)
AD? = bc —mn (2)
birlegtirirsek
AD? =bc—mn+bn —cm =b(c+n) —m(c+n)=(b—m)(c+n) (3)
—_——

0
elde ederiz. Bu da AD? = AE - AF = 85 - 615 = AD = 41/15 anlamima gelmektedir.
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20052008°°%*+3 sayist 3 tabanina gore yazildiginda son iki basamak ne olur?

a) 21 b) 01 c) 11 d) 02 e) 22
Cozim:

Aslinda bize sorulan soru 20052003°°"*+3 =2 (mod 9) ¢linkii 3’liik taban da her basamak 3’iin kuvvetlerini
belirtir. Son iki basamakta sayinin 9 ile boliimiinden kalandir.

20052003%°%4+3 — 9200329%4+3 (mod 9)
#(9) = 6 = 2003%0% + 3 = (—1)29% + 3 =4 (mod 6)
24 =7 (mod 9) = 7'nin de 3'liik tabanda yazihg (21)3 dir.

Ikisinde 1, sekizinde 2, on ikisinde 3, dérdiinde 4 ve besinde 5 yazil otuz bir tagtan otuzu herhangi iki

satirdaki sayilarin toplami esit ve herhangi iki stitundaki sayilarin toplami egit olacak bigimde 5 x 6 bir
satrang tahtasina yerlegtirilmigse, kullamilmayan tagtaki sayi nedir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Cozim:

Cevap:

Verilen 31 tane tasin lizerindeki yazilarin toplami 95’dir. Otuz tane tasi dizdikten sonra k yazili tas kul-
lanilmasin. Satrang tahtas: iizerindeki sayilarin toplami 95 — k olacaktir. Her siitundaki sayilarin toplami
sabit oldugundan ve 6 tane siitun oldugundan 95 — k sayis1 6’in kat1 olacaktir. Dolayisiyla

9% —k=0 (mod6) = k=5 (mod6) = k=5

Kullanilmayan tag 5 yazili tagtir.

Not: Siitun sayist 5, satir sayis1 6 olarak alip ¢czmeye calisirsak da cevap 5 gikacaktir.

x, y gercel sayilar: 422 + 9y? = 8 esitligini sagliyorsa, 8z2 + 9xy + 18y? + 2z + 3y ifadesinin alabilecegi en
biiytlik deger nedir?

a) 23 b) 26 c) 29 d) 31 e) 35
Coziim:

822 + 9xy + 18y% + 2 + 3y = 16 + 2z + 3y + 9y

O halde 2z + 3y + 9zy ifadesinin en biiylik degerini bulmaliyiz.

Cauchy - Schwarz Esitsizligi:

(42?2 +9y*)(14+ 1) > 2z + 3y)? = 4> 22+ 3y

Ote yandan,

(2 — 3y)?2 > 0 = 8 > 122y = 6 > 9y

O halde,

822 + 9xy + 18y + 2z + 3y = 16 + (22 + 3y) + 92y < 16 + 4 + 6 = 26 bulunur.

Esitlik durumu 422 4+ 9y? ve 22 — 3y = 0 egitlikleri saglandiginda, yani 2z = 3y oldugunda saglanir. Verilen

esitlikten x =1 ve y = 3 olmasi gerektigi bulunabiliir.
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ABCD Xkirigler dortgeninin AC' ve BD kosegenleri M noktasinda kesisiyor. |AB| = 5, |CD| = 3, m(A/]\/[\B) =

60° ise, dortgenin gevrel ¢cemberinin yari ¢apinin uzunlugu nedir?

a) 5V3 b) %\/g c)6 d) 4 e) V34

Coziim:

Yanit: E

AD’ = DC = 3 olacak sekilde AD'DC ikizkenar yamugunu ¢izelim.
/ABD = ZACD = LCAD' ve /ZBAM + ZABM = 120° = Z/BAD' dir. AD'AB de Kosiniis Formiiliinden
BD'2:32+52—2~3-5-_71:>BD'=7eldeedilir.

7
O cevrel merkez olmak tizere; ZD'OB = 120° ve OB = ﬁ dir.

p? + 23 sayisiin pozitif bélenlerinin sayis1 14 olacak sekilde kag p asal sayis1 bulunur?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Coziim 1:

Yanit:

p? + 23 = al*.ab? olsun . 14 iin garpanlar 1,7, 14,2 oldugundan ,

p? + 23 = af.as veya p? + 23 = a}® olabilir.p = 2 icin denenirse, saglanmadig1 goriiliir.
p = 3 icin de saglanmaz,

an > 3 icin denenirse, p = 13 bulunur.

p > 13 igin Sol tarafin P.B sayis1 6. Kuvvet carpimi olarak yazilamayacagi i¢in ¢éziim olamaz.
Cozim 2:

p > 3 kabul edelim o zaman p? = 1(mod 3) ve (mod 4) olacagindan ifademiz 3 ve 4’e boliiniir.
O zaman p? + 23 = 26.3 olmahdur.
Buradan p? + 23 = 192 ve p = 13 ¢oziimii gelir.

p < 4 olan sayilar1 da denedigimizde ¢oziim gelmez.Tek ¢oztim vardir.

n tam sayisiin kag farklh degeri icin, diizlemde her biri kendi digindakilerin tam olarak 2004 1ii ile kesigen
farkli n dogru bulunabilir?

a) 12 b) 11 c)9 d) 6 e)l
Cozim:

Yanit:

Diizlemde n tane dogrunun Her biri kendi hari¢ sadece 2004 noktada kesigmesi icin 2004 iin bolenlerinden
biri olmalidir , yani cevap 2004 {in pozitif bélen sayisidir. 2004 = 22.3.167 = (2+ 1)(1 + 1)(1 + 1) = 12
bulunur.
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a, b, ¢, d farkls gercel sayilar olmak iizere, a ve b, 22 — 2cx — 5d = 0 denkleminin, ¢ ve d ise, 2% — 2ax —5b = 0

denkleminin kékleriyse, a + b + ¢ + d nedir?
a) 10 b) 15 c) 20 d) 25 e) 30

Coziim:

Yanit:

Vieta formiillerinden 2¢ = a + b, 2a = ¢+ d ve —5d = ab, 5b = cd bulunur. 1. denklemden a +c¢ = b+ d

buluruz yani 2(a + ¢) yi bulmamiz yeterli . 2. denklemden d yi yalmz birakirsak,
b 50
d= —% , d=—— = ac = 25 Buluruz simdi de z = a,z = ¢ yazip alt alta toplayalim,
c
a?+c? —4ac—5(b+d)=00b+d=a+ cyazp diizenlersek,

(a + ¢+ 10)(a + ¢ — 15) = 0 elde edilir buradan 2(a + ¢) = 30 bulunur.

|AB| =9, |CD| =5 ve BC || AD kosullari saglayan ABCD yamugunun D agisina ait ig agiortay, A ve C

agilarinin i¢ agiortaylarim sirasiyla M ve N noktalarinda; B agisinin i¢ agiortayi ise, yine A ve C' agilarinin
LM 3 MN
LM 3 TDMIN
|KN| 7 |KL|

i¢ aglortaylarim sirasiyla L ve K noktalarinda kesiyor. K noktasi [AD] {izerinde ve
nedir?

62 27 2 5 24

22 b) =L z d) = s
Vg Py 935 Dy g

Coziim:

Yanit: @

AB=AK =9ve DK = DC =5, [ABK|/[CKD] = [ALK]/[KND] =9/5 = AK/KD oldugu i¢in AKAL
ve AKND iiggenlerinin AK ve KD kenarlarina ait yiikseklikleri egit yani LN || AD dir. Bu durumda,
MK N LN = {P} dersek LP/PN = 9/5 ve LM NK kirigler dortgeninde LM /KN = LP/KP olacaktur.
LP = 9k dersek, PN = 5k ve PK = 21k gikacaktir. Bu durumda M N/LK = PN/PK = 5/21 olacaktir.

n nin tiim pozitif tam say1 degerleri icin 5n'! — 2n® — 3n sayisim bélen kac tane pozitif tam say1 vardir?
a) 2 b) 5 c)6 d) 12 e) 18

Coziim:

f(2)=5-211-2.25-3.2=5.2-1024 — 64 — 6 = 10240 — 70 = 10170 = 2- 3% - 5 - 113.
O halde 2, 9, 5, 113 sayilarinin f(n) yi her zaman bolip bolmedigini aragtiracagiz.

f(n) nin ¢ift say1 oldugu kolayca goriiliir.

Euler’den n® =n (mod 5) oldugu i¢in f(n) = 5n't —2n% —3n = —2n —3n =0 (mod 5).
n =0 (mod 3) iken 9| f(n).

n =1,2 (mod 3) iken (n,9) = 1 ve Euler’den n?¥) = n% =1 (mod 9) olacaktir. f(n) = 5n't —2n° —3n =
5n5 — 2n° — 3n = 3n(n? — 1) (mod 9) ve n* =1 (mod 3) oldugu icin 9 | f(n) dir.

2, 9 ve b her zaman bolen oldugu icin cevabimiz 113’iin de bolen olup olmamasina goére 2 -3 -2 = 12 ya da
2-3-2-2=24.

24 giklarda yer almadigina gore cevabimiz .
113 1in bu tip bir sayiy1 bolmesi biraz iddiali olurdu.

Yine de bélmedigini biraz iglemle ve karsit bir ornekle gosterebiliriz:
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f3) = 5-31-2.35-3.3 (mod 113)
= 5-35.35.3-2-3°-9 (mod 113)
= 17-(15-17-2)—9 (mod 113)
= 17-27-9 (mod 113)
= 450 (mod 113)
= -2 (mod 113)

Bir gember tizerine, her biri saat yoniinde kendisinden sonra gelen iki sayinin farkinin mutlak degerine esit ve
hepsinin toplami 94 olacak bigimde n tane tam say1 yerlestirilmesini olanakl kilan en biiyiik n sayis1 nedir?

a) 188 b) 186 c) 141 d) 100 e) 47
Cozim:

Yanit:

Cember iizerine yerlestirilen tamsayilarin negatif olamayacag1 agiktir. Bu sayilar a1, ao, ..., a, > 0 ile goste-
relim. Ayrica a1 + ag + - -+ + a,, = 94 veriliyor. n nin en biiyiik degerini alabilmesi igin baz i ler i¢in a; = 0
olmalidir. Aksi halde her 7 igin a; > 1 olursa n < 94 olurdu. Biz baz1 i ler icin a; = 0 ise n nin 94 ten daha
biiyiik olabilecegini gosterecegiz. Elbette boyle bir durumda ardigik iki tamsay1 a; = a;4+1 = 0 degerini ala-
maz. Aksi takdirde a; o = 0 olup tiim sayilarin 0 oldugu ¢eligkisi ortaya gikar. Tiim bunlar1 gbz 6niine alarak
a1 = 0 diyelim. Bu durumda as = a3 = ¢ dir. ¢ = 1 segerek n nin daha biiyiik degerler almasini miimkiin
kilabiliriz. a4 = 0 olup a5 = ag = 1 dir. (Aslinda a4 = 2c¢ olabilir gibi goriinmekte, ancak bu se¢im n nin
kiiglilmesine sebep olur.) Bu sekilde & = 3m + 1 formundaki k pozitif tamsayilar i¢in a, = 0; k = 3m + 2
ve k = 3m formundaki k tamsayilari i¢in ax, = 1 dir. (m =1,2,...,n/3.) Son olarak a1 +as + -+ + a, = 94
oldugundan (2m) - 1 = 94, buradan m = 47 ve nymax = 3m = 141 elde edilir.

Bu problemle ayni1 gibi gériinen, ancak ispat teknigi agisimndan biraz daha zor versiyonu (en biiyiik deger ilkesi
kullanilarak) 2007 yilinda sorulmusgtur. http://geomania.org/forum/2007-164/tubitak-lise-1-asama-2007-soru-
28/ baglantisini incelemenizi tavsiye ederiz.

1
f fonksiyonu, her = # 1 gercel sayisi i¢in, f(z) + f (W) = 23 esitligini saghyorsa, f(—1) nedir?
-z

1

1 7 e
a) —1 b) 1 c) 5 d) 1 e) Higbiri

Cozim:

Yanit: E

r — v/2 koyalim . f(¥/2) + f(—1) = 2 bulunur. (1)

x — —1 koyalim. f(—1) + f(%) = —1 bulunur. (2) Simdi de
T — 3%/5 koyalim. f(%) + f(V2) = % elde ederiz. (3)
(1) den (2) yi glkarlrsak,f(g%/i) — f(¥/2) = 3 bulunur.

1

7
Son buldugumuz ifade ile (3) i toplarsak, f(—=) = I bulunur.

\3/5

1
(1) de bunu yazarsak, f(—1) = 1 bulunur.
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13.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2005

|AB| = 2 olmak tizere, A ve B noktalarindan gegen 4 yarigaph gember, A ve C noktalarindan gegen 3
yarigapli gembere digtan teget olsun. BC' dogrusu ikinci gembere tegetse, |BC| kagtir?

a) 7 b)2—|—§ c)g d) 4+V9 e) V7

Coziim:

BE = 4 oldugu biraz farkli bir yontemle de gosterilebilir.

BA = BF =2 ve F € AD olacak sekilde F' noktas1 alahm. AABF ~ ADB (AA) olacaktir. Bu durumda
AF/AB = AB/AD = AF =1 ve DF = 3.

EA = DF = 3, AB = FB = 2 ve /ZBAE = 180° — /BAF = 180° — BFA = /BFD oldugu icin
ABAE =~ BFD (KAK) ve BE = BD = 4 olur.

Bu durumda BC = v/42 — 32 = /7 olur.

n < 2005 pozitif bir tam say1 olmak tizere, n sayisinin, hicbiri 5 ile bolinmeyen tim aq, a9, ..., a, pozitif
tam sayilar igin, af + a3 + -+ - + a? sayisiin 5 ile boliinmesini saglayan en biiyiik degeri nedir?

a) 2000 b) 2001 c) 2002 d) 2003 e) 2004

Coziim:

Cevap:

(a;,5) = 1 oldugundan kiigiikk Fermat teoreminden a} = 1 (mod 5) olacaktir. Dolayisiyla
aj+as+---+at=n=0 (mod5)

olacaktir. 2005’den kiiciik en biiyiik 5’in kat1 say1 2000°dir.

23 — 622 + 5 = 0 denkleminin en biiyiik ve en kiiciik gercel koklerinin arasindaki fark F ise, asagidakilerden
hangisi dogrudur?

a)0<F <2 b)2<F <4 c)4<F<6 d)6<F<8 e)0<F
Coziim:

Yanit: @

x = 1 denklemin bir kokiidiir. Dolayisiyla f(z) = 23 — 622 + 5 = (2 — 1).(2? + az + b) olacak sekilde a ve b
tam sayilar1 vardir. Polinom esitligi ya da polinom bélmesiyle f(r) = 2® — 622 + 5 = (x — 1).(z? — 5z — 5)
oldugu goriilebilir. Buradan en biiyiik kok ﬁz‘/g ve en kiiglik kok iz‘/g olur. Aralarindaki fark ise F = 3v/5
olur.

Tiim basamaklar: 0 dan farkli olan ve basamaklarindaki rakamlar nasil siralanirsa siralansin olusan sayilarin
hepsinin 7 ile boliindiigii kag tane alt1 basamakh pozitif tam say1 vardir?

a)ll b)77 «¢)133 d) 166 e) 255
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Coziim:
Cevap:
abcde f sayisi bu 6zelligi saglasin.
abedef = 10°a 4+ 10°0 +103¢ +10%d +10e + f = —2a —3b—c+2d +3e+ f =0 (mod 7)
= 2a+3b+c=2d+3e+ f (mod?7)
oldugundan eger a, b, ¢'nin yerini degistirmeden e, f, g’yi degistirirsek 2a + 3b + ¢ degeri degismeyeceginden
2d+3e+ f=2d+3f+e=2e+3d+ f=2e+3f+d=2f+3d+e=2f+3e+d (mod?7)

olacaktir. Buradan d = e = f (mod 7) olacaktir. Benzer sekilde a = b = ¢ (mod 7) olacaktir. Eger abdce f
gibi diger sayilar tizerinden ayni iglemleri yaparsak

b

¢ Cc

d=e=f (mod?7) (1)
olacaktir. Bu durumu saglayan herhangi bir abedef sayisi alalim
abedef = aaaaaa = a-111111=0 (mod 7)

oldugundan (1) denkliginin saglanmas: yeterlidir. Eger bu rakamlar 3,4, 5, 6, 7 sayilarindan birine denkse bu
sayiya esit olmalidirlar. Buradan 333333, 444444, 555555, 666666, 777777 sayilarin elde ederiz. Eger 1,2,8,9
sayilarindan birine denkse her rakam 2 degerden birini alabilir Eger 1’e denklerse 1 veya 8’e esit olabilir,
eger 2’e denklerse 2 veya 9’a esit olabilir. Dolayisiyla a,b,c,d, e, f rakamlarimin her biri 2 deger alabilir
20 + 26 = 27 = 128 tane say1 vardir. 5 adet say1y1 da eklersek 133 tane say1 bulunur.

ABCD konveks dortgeninin kogegenlerinin kesigim noktast M olmak iizere, m(zm\B) = 60°. O, Oq,
Os, O4 noktalar sirasiyla, ABM, BCM, CDM, DAM fgcgenlerinin gevrel ¢emberlerinin merkezleriyse,
Alan(ABCD)/Alan(0;020304) nedir?

SERNE c>§ cl)—”j“g e)”f’

Coziim:

Yanit: E

BM,CM, DM, AM dogru pargalarinin orta noktalar1 sirasiyla My, My, M3, M, olsun.
O; ve Oy, BM dogru pargasinin orta dikmesi {izerindedir, yani O1, O ve M7 dogrusaldir.

Benzer sekilde O203 dogrusu C'M nin orta dikmesi, O304 dogrusu M D nin orta dikmesi, O4O; dogrusu
AM nin orta dikmesidir.

0102 L BM ve O304 1. DM oldugu igin O104 || O304. Benzer sekilde O303 || 0104 olacag igin 01020304
bir paralelkenardir. Oy My M M, dértgeninde ig acilar toplami 360° olacag: i¢in /020104 = 180°—/BM A =
120° ve paralellikten 010403 = 60° dir.

BD
My M3, 0105030, paralelkenarinda 010 ye ait yiiksekliktir. — = MiMs = 0104 - sin60°.

A
Benzer sekilde TC = MsM, = O304 - sin 60°.

AC - BD - sin 60°
[ABCD] 9 AC -BD 20304 -5in60° - 2 - 0104 - sin 60°

[01050505] ~ 0104 - 030, -5in60° 20,04 - 03054 20104 - 0504
3
2

= 2sin? 60° =

247


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4140.0

13. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2005 geomania.org

(6]

Asagidaki sayilardan hangisi 3371 + 53742 4 73743 gayisin1 her n pozitif tam sayisi icin boler?
a) 3 b) 5 c) 7 d) 11 e) 53

Cozim:

Cevap:

3 asali i¢in
3l 453t g3 = (132 L (mod 3)

oldugundan eger n ¢iftse 2 kalani verecektir. 3 istenileni saglamaz.

5 asali igin 33" F1 4537 F2 4 73043 = (_2)3n+1 4 93743 (mod 5) olacaktir. Ancak n = 2 i¢in bu ifade 0 kalam
vermeyecektir. Istenilen saglanmaz.

11 asali i¢in n = 10 yazarsak kii¢iik Fermat teoreminden
3 4524+ 78 =345+ 7=371=8 (mod 11)

olacagindan istenilen saglanmaz.

53 asali igin n = 1 yazarsak
3 4 5° 4 75 =81 4 3125 + (343)? = 26 + 252 =651 = 15 (mod 53)

olacagindan istenilen saglanmaz.

7 asali i¢in
33t g3nd2 L pdndS — 3. 97" 1 95.125" =3 (—=1)"+25-(-1)"=28=(-1)"=0 (mod 7)

bulunur. Dolayisiyla verilen ifade her n igin 7 ile boltinebilir.

Not: n = 1 ve n = 2 yazarak sadece 7’nin ortak bolen oldugu goriilebilir ama biraz iglemlerle ugragmak
gerekecektir.

x, y, z gercel sayilar olmak {izere, sinx cosy + siny cos z + sin z cos z ifadesinin alabilecegi en biiyiik deger

nedir?
a) V2 b)% @? d)2  e)3

Coziim:

Yanit: E

Her a, b gercel sayisi i¢in dogru olan ab < =(a? + b?) esitsizliginden

N | =

3
(sin® z 4 cos® y +sin y + cos? z + sin? z + cos®z) = —(1+1+1) = B

5

N |

sinx cosy + siny cos z + sin z cos x <

bulunur. Esitlik durumu z = y = z = 45° iken elde edilebilir.

ryz = 100 esitligini saglayan kag (x,y, z) dogal say1 iigliisii vardir?
a) 568 b) 784 c) 812 d) 816 e) 824

248


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4141.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4142.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4143.0

13. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2005 geomania.org

Coziim:

Cevap:

x=2%5% ¢y =25 »=2°¢.5f olsun.

Toy-z= 106 — 2a+b+c . 5d+e+f
at+b+c=6,d+e+f=6,

a, b, c tgliilerinin sayis1 (G'i’i;l) = (2) = 28 tanedir.

d, e, f tgliilerinin de sayis1 (Ggiil) = (g) = 28 tanedir.
Saglayan 28 - 28 = 784 tane dogal say1 iicliisii vardir.

@ Cevrel cemberinin yarigap: 1 olan ABC iiggeninin, A ve C' kogelerinden ve diklik merkezinden gecen ¢cemberin
merkezi, liggenin c¢evrel gemberi {izerinde yer aliyorsa, |AC| nedir?

a) 2 b) 3 c) % d) V2 e) V3
Coziim:

Yanit:

ABC {iggeninin ¢evrel merkezi O, diklik merkezi H olsun. AC'H ti¢geninin ¢evrel merkezi K olsun.
/ABC = 8 dersek ZAHC = 180° — 8, ZAOC =23 ve ZAKC = 180° — B olacaktir.

2/AHC + ZAKC = 360° olacag: i¢in 360° — 25 + 180 — 8 = 360° = 8 = 60° dir.

Bu durumda AOC ikizkenar iicgeni bir 30° — 30° — 120° {icgeni olacagindan AC = AO - /3 = /3 tiir.

Asagidaki sayilardan hangisi n?22® — n299% sayisini n nin biitiin tam say1 degerleri icin bolmez?
a) 3 b) 5 c) 7 d) 11 e) 23

Coziim:

Cevap:

Oncelikle n = 0 (mod p) ise ifade kesin olarak p ile béliinecektir. Dolayisiyla (n,p) = 1 olarak incelememiz
yeterlidir. Bu kosul altinda kiiciik Fermat teoreminden n?~! =1 (mod p)’dir.

p =3 ise
n2225 _ 2005 = o (p2)112 _ o (n2)1002 = g (1o 3)
p =5 ise
n2225 _ 2005 = (p4)356 _ L (n)1 =0 (mod 5)
p =11 ise
n?2% _ 2005 = 5 (p10)222 _ 5L (p19)200 = 0 (mod 11)
p = 23 ise

n2225 _ 2005 — 3 (p22)101 3 ,22y91 — g (04 23)
Bu bulduklarimizla cevabin 7 oldugu ortaya ¢ikar ama aksi 6érnek bulalim.
n2225 o ’Il2005 = Tl5 . (n6)370 —-n- (Tl6)334 = n5 —-n (mod 7)

olacaktir ama 2% — 2 = 30 = 2 (mod 7) oldugundan bu ifade n = 2 i¢in 7 ile béliinemez.
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22 +y? + 22 — 6y = 6 esitligini saglayan (z,y) gercel say1 ikilileri icin, (z — 1) + (y — 2)? ifadesi asagidaki
degerlerden hangisini alamaz?

a) 2 b) 9 c) 16 d) 23 e) 30
Coziim:

?2+y?+20—6y=(r+1)2+(y—-32-10=6= (z+1)2+ (y — 3)2 = 16 = 42 Olur. Yani A(x,y)
noktasmin (—1,3) noktasina uzakligi 4 birimdir. O zaman (z — 1)? + (y — 2)? ifadesi de bu noktanmn (1,2)
noktasina olan uzakliginin karesidir. A noktalarinin geometrik yeri (—1,3) merkezli ve 4 birim yarigaph
gemberdir.(1, 2) noktasi gemberin i¢indedir. Dolayisiyla bu uzakligin en kiigiik degeri igin A noktasi (—1,3)
ve (1,2)’den gegen dogrunun iizerinde olmahdir. Yarigap 4 oldugundan A ile (1,2) arasindaki uzaklik 4 —
V(=1 =1)2 + (3 — 2)2 = 4—/5 olur. Oyleyse soruda istenen degerler (4—/5)?’den biiyiik veya esit olmalidur.
2 bu kosulu saglamaz. Cevap A

Ordek avina cikan Ali ile Veli’den her ikisinin de, iistiine ates ettigi érdegi vurma olasihg 1/2 dir. Av
sirasinda Ali toplam 12, Veli de toplam 13 &rdege ates ederse, Veli’'nin Ali’den ¢ok 6rdek vurma olasiligi
nedir?

1 13 13 7 3

Coziim:

Yanit:

. 1 —
Ilk 12 atig sonras esit sayida 6rdek vurmus olmalar: olasiligi p, Ali'nin daha ¢ok vurmus olma olasiligi 5 p’

—-p

olacaktar.

1
Veli'nin daha ¢ok vurmus olma olasiligi
13. atig sonrasi Veli'nin daha ¢ok 6rdek vurmasi icin

1 —
e ya 12. atig sonras1 Veli'nin daha ¢ok 6rdek vurmug olmasi <2p>’

e ya da 12. atig sonrasi Ali ile Veli'nin eg sayida 6érdek vurmus olmalar: ve Veli'nin 13. atigta 6rdegi vurmasi
1
(r2)
1—p 1

1
gerekmekte. O halde aradigimiz yanit — +p- 5=3 dir.

AD || BC olmak tizere ABCD ikizkenar yamugunun kégegen uzunlugu V3 ve taban acist 60° olsun.
Bu yamukla ayni diizlemde bulunan bir P noktasi, |PA| = 1 ve |PD| = 3 kogullariu sagliyorsa, |PC|
agagidakilerden hangisi olabilir?

a)v6 b)2v2 ¢)2v3 d)3vV3  e) VT

Coziim:

Yanit:

Soruda AD nin mi BC nin mi taban oldugu verilmemis. Iki durumu da cizerek agagidaki esitsizlikleri uygu-

layalim.
P, A, D noktalar i¢in tiggen esitsizliginden PD — PA < |AD| < PA+ AD =2 < AD < 4.
AD BD 3
ABD iicgeninde Siniis Teoreminden S /ABD — sn/BAD = g = 2, dolaywsiyla AD = 2-sin ZABD < 2
2

elde edilir.
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Iki esitsizligi birlegtirirsek AD = 2 gikar.

Birinci esitlik i¢in egitlik durumu P, A, D dogrusal ve A € [PD] iken saglanir.
Ikinci esitlik igin esitlik durumu ZABD = 90° iken saglanir.

ZABD = 90° ise ZBAD = 120° olmayacag i¢in AD > BC' dir, yani AD tabandir.
AABD de AB =1 elde edilir. Ayrica ikizkenar yamukta DC = AB =1 dir.

1
APDC de Kosiniis teoremi uygulayarak PC? = PD?+DC?—-2-PD-DC-cos /CDP = 3?+12-2.3-1. 5= 7
ve PC = /7 elde edilir.

103 < n < 10° kogulunu saglayan bir n tam sayisma, son iic basamagindaki rakamlarm toplami, daha
onceki basamaklarindak: rakamlarin toplamina egitse, dengeli say: diyoruz. Tiim dengeli sayilarin toplami
13 moduna gore agagidakilerden hangisine denktir?

a)0 b) 5 c) 7 d) 11 e) 12
Cozim:

Yanit:

x,y,z,a,b,c € {0,1,...,9} ve k =1,2,...,27 olmak tizere; dengeli sayilar x +y+ z = a+ b+ ¢ = k esitligini
saglar.

a + b+ ¢ = k olacak gekilde yazilabilecek ii¢ basamakli abc sayilarinin sayisi ng, toplami py olsun.

xyz000 sayilarinin sayisi da ny, toplami 1000 - pi olacaktir.

Bu durumda her k igin dengeli sayilarin toplami S = 1001 - pp, = 13 - 77 - pi olacaktir.

27 27
Tim dengeli sayilarin toplami .S = Z S = 1001 Zpk, 13 ile tam boliinecektir.
k=1 k=1

a nin kag pozitif gercel degeri icin, a?2? + ax + 1 — 7a? = 0 denkleminin farklh iki tam say1 kokii vardir?
a)l b) 2 c)3 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

Eger polinomun iki tam say1 kokiine m ve n dersek

a’z? +ax +1—7a* = a*(x — n)(x — m) = a*z? — a*(m +n)z + a*mn
olur. Yani )
m4n=—-—
1
mn = —3 -7

1 1
olacaktir. = € Z™ olacagindan k € Z* ve a = T olacak sekilde bir k£ vardir. Denklemde yazarsak
a

2z 7 9 9
ﬁ+%+1—ﬁ20 — X +k‘1‘+(k —7)20
denklemi elde edilir. Bu denklemin iki farkli tamsay1 kokii olmasi igin A > 0 ve tamkare olmahdir.
A=k —4(k*—7) =28 —3k?
oldugundan 28 > 3k% ve 3 > k bulunur. £ = 1,2,3 icin denersek iicii icin de istenilen sartlar saglanir.

olabilir.

Wl =

1
Dolayisiyla sadece a = 1, >

251


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4149.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4150.0

13. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2005 geomania.org

Toplam agirhigr 500 kg olan 100 tastan her birinin agirhg: 1 kg, 10 kg veya 50 kg dir. Agirhigi 10 kg olan
taglarin sayisinin alabilecegi kag deger vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4

Coziim:

Cevap:

1 kg olan taglar x tane,

10 kg olan taslar y tane,

50 kg olan taglar z tane olsun.

x + 10y + 50z = 500, x + y + z = 100’dir ve z’in 10’un kat1 oldugu goriliir. = yerine 10k yazalhm.
10k 4+ 10y + 50z = 500 ve 2k + 2y + 10z = 100

x 4y + z = 100 denkleminde z yerine 10k yazalim. 10k + y + z = 100, y + z = 100 — 10k

2k +2y+ 102 =2k +2(y + 2) + 82 = 100+ 8z = 18k 1 < z < 10 ve 18|100 + 8z oldugundan z sadece 1
olabilir.

z=1

= k=6

=z =60

= y = 39’dir ve tek deger vardir.

Bir ABC iiggeninin [AB], [BC], [CA] kenarlan iizerinde, diga dogru, sirasiyla ABMN, BCKL, ACPQ
kareleri, [NQ] ve [K P] dogru pargalar tizerinde de NQZT ve KPY X kareleri giziliyor. Alan(ABMN) —
Alan(BCKL) =1 ise, Alan(NQZT) — Alan(K PY X) kagtir?

a)% b)g c) 2 d) 3 e) 4

Coziim:

Yanit: @
BC =a,AC =0,AB =c¢, /BAC = a ve ZACB = 0 olsun.
/NAQ = 180° — o ve ZKCP = 180° — 0 olacaktir.

AABC de a ve ¢ kenar i¢in Kosiniis Teoremi uygulayalim.

b+ ¢ — 2bccosa = a? (1)
a® +b* — 2abcosf = ¢* (2)
(2) den (1) i gikarirsak
2bc cos o — 2ab cos O = 2¢* — 2a* (3)
elde ederiz.
ANAQ de NQ i¢in Kosiniis Teoreminden
NQ? =b* + ¢* + 2bccos a (4)

AKCP de KP icin Kosiniis Teoreminden
KP? =a® + 0%+ 2abcos b (5)
(4) ten (5) i gikarirsak
NQ? — KP? = ¢ — a® + 2bccos a — 2abcos 0 (6)
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elde ederiz. (3) teki esitligi (6) da yerine yazarsak
Alan(NQZT) — Alan(KPY X) = NQ* - KP? =3(c* —a®) =3 (7)
elde edilir.

2>+ 522 +2+1=0 (mod 121) ve 0 < x < 121 kosullarim saglayan ka¢ = tam sayis1 vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 4 e)5

Coziim:

Cevap:

Eger verilen polinom 121’e béliiniiyorsa 11’e de boliiniir. Yani 2° 4+ 522 +2+1 =0 (mod 11) olacaktir. z = 0
(mod 11) olamayacag goriilebilir. Dolayisiyla

2= (22 =1 (mod11) = 2° =41 (mod 11)
olacaktir.
Eger 2° = —1 (mod 11) ise
P45+ r+1=5+r=206x+1)=0 (mod1l) = 52+1=0 (mod1l) = z=2 (mod 11)
olur ve 2% = —1 (mod 11) saglanir. 121 modunda x = 11k + 2 yazarsak
2° =11k +2)° = 25: <Z> (11k)"- 257" =32+ 16 - 55k = 32 + 880k = 33k + 32 (mod 121)
i=0
oldugunu kullanirsak
25 +52% + 2 +1=33k+32+5(11k +2)% + (11k +2) + 1 = 264k + 55 = 22k +55=0 (mod 121)
= 2k+5=0 (mod1ll) = k=3 (mod 11)

Eger k = 11n+ 3 yazarsak x = 11(11n+3)+2 = 121n+ 35 olur. 0 < x < 121 oldugundan olmaldir.
2% =1 (mod 11) ise

P +52°+x+1=522+2r+2=0 (mod 11)
denersek = —3 istenileni saglar. Denklem ikinci dereceden oldugundan en fazla iki tane kok olabilir. Tkinci
koki bulmak icin Vieta teoremini kullanabiliriz. Diger kok t olsun. Bagkatsayiy1 1 yapmak icin 9 ile ¢carpalim.

9522 +24+2)=452> +9x + 18 =22+ 924+ 7=0 (mod 11)

ve Vieta teoreminden

—3+t=-9 (mod1l) = t=5 (mod 11)
bulunur. Denersek denkligi sagladigimi gorebiliriz. Ancak x = —3 (mod 11) i¢in 2° = 1 saglanmamaktadir.
Dolayisiyla £ =5 (mod 11) olmahdir. Eger « = 11k + 5 yazarsak

2° = (11k +5)° = 25: (2) (11k)* - 5>~ = 5° + 5°(11k) = 100 + 11k (mod 121)
i=0
olur ve
2° + 522 + o+ 1= (11k 4+ 100) + 5(11k + 5)* + (11k +5) + 1 =572k + 231 =88k — 11 =0 (mod 121)

= 8k=1 (mod1ll) = k=7 (mod 11)
olur. Dolayisiyla k = 11n + 7 yazabiliriz. Yerine yazarsak x = 11(11n 4 7) + 5 = 121n + 82 olur ve
bulunur.
Toplamda 2 ¢oziim vardir.

Not: z’in 11 modundaki degerlerini bulduktan sonra 121 moduna ytiikseltme igleminde birer ¢6ziim gikacagini
gormek icin yukaridaki tiim adimlar1 yapmaya gerek yoktur.
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2 — 22 —x— % = 0 denkleminin en biiyiik gercel kokii nedir?

VB-VE -0 1 1
a)T b)T c) B0 d) Ti 1

e) Higbiri

Cozim:

Cevap: @

B 1
Oncelikle  # 0 oldugunu goérelim ve z = n yazalim. Denklem

3-3t—3t2—1¢3

= =0 = t*+3t°+3t-3=0

halini alir. Her tarafa 4 eklersek

(t+1P =4 — t4+1=V4 — t=V4-1

bulunur. Dolayisiyla z = olacaktir. Tek gercel kok bu oldugundan en biiyiik kék de budur.

1
4 -1

12345 sayist ile baglayip, her adimda iki degisik basamaktaki rakamlarin yerlerini degigtiriyoruz. Asagidaki
sayilardan hangisi ¢ift sayida adimda elde edilemez?

a) 13425  b) 21435  ¢) 35142  d) 43125  e) 53124

Coziim:

Cevap: @

Genelde permiitasyon fonksiyonu olarak tanimlanan birebir 6rten o : G — G fonksiyonu G’deki elemanlarin
yerlerini degistirir. Mesela G = {1,2,3} igin o = {(1,3),(2,1),(3,2)} fonksiyonu 123 sayilarini 312 olarak
dizmistir. Aslinda permiitasyon fonksiyonlar: izerinden grup teorisinde ¢ok kullanilan permiitasyon gruplari
tammlanabilir (Permutation Group). Bu grup olugturma yeteneginin bir getirisi olarak da permiitasyon
fonksiyonlarinin igaretlerinden bahsedebiliyoruz (signature). Eger yapilan “hamle” sayisi ¢iftse igaret +, tek
ise — olarak diiglinebiliriz. Buradan da aslinda bir diziyi ayn1 anda tek ve ¢ift sayida hamle kullanarak elde
edemeyecegimizi anliyoruz. Sonug olarak,

1(2)(3)45 — 13(2)(4)5 — 13425

¢ift sayida hamleyle elde edilir.
(1)(2)345 — 21(3)(4)5 — 21435

¢ift sayida hamle ile elde edilir.
(1)2(3)45 — 3(2)14(5) — 35142

¢ift sayida hamle ile elde edilebilir.
(1)234(5) — 5(2)(3)41 — 53(2)4(1) — 531(4)(2) — 53124
¢ift sayida hamle ile elde edilebilir.
(1)23(4)5 — 4(2)(3)15 — 43(2)(1)5 — 43125

tek sayida hamle ile elde edilir. Cevap | 43125 | olmalidir.

Test mantigiyla sadece denemeleri yapmak yetecektir.
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Kenar uzunlugu 1 olan ABCD Xkaresinin merkezinden, A kogesinden ve [BC] kenarinin orta noktasindan
gecen cemberin yarigapi kagtir?

a) ? b) ? c) V2 d) V3 e) @
Coziim:

Cevap:

Karenin merkezine O, [BC]'nin orta noktasina F diyelim. Yarigapi istenilen gember, AO E’nin ¢evrel cemberidir.
m(AOFE) = 135° oldugunu gérmek zor degildir. Ayrica ABE ti¢geninde Pisagor teoremi uygularsak |AE| =

V5

- bulunur. Siniis teoreminden, istenilen yaricapa r dersek,

AE ¥5 1
7| /|\ =2r = r=—2_= 7\/70
sin (AOE) 2.¥2 4

bulunur.

k sayismin agagidaki degerlerinden hangisi igin 22 — y? = k esitligini saglayan (z,y) tam say ikilisi yoktur?
a) 2005 b) 2006 c) 2007 d) 2008 e) 2009

Cozim 1:

Yanit: E

2?2 —y? = (r—9)- (r+y) = k Yani carpanlar1 toplamu ¢ift olmal. (z —y+x +y = 2x) dir. 2005 = 2005 -1 ve
2005 4+ 1 = 2006 dir. Benzer sekilde segeneklerdeki tek sayilar &k olabilir. 2008 = 1004 - 2 ve 1004 4+ 2 = 1006
oldugundan k = 2008 ¢ift sayisi i¢in de ¢6ziim vardir. Geriye kalan tek secenek B dir.

Coziim 2:

Yanit: E

Modiilo 4 te inceleme yapilirsa her z tamsayisi i¢in x 0,1,2,3 (mod 4) olup z? = 0,1 (mod 4) tiir.
2?2 —y?> =0,1,3 (mod 4) elde edilir. Asla 22 — y*> =2 (mod 4) olamaz.

x—1 3—-z—-y  y-—2

xy—3 T—ax2—y?2 zy—4
denklem sisteminin ka¢ ¢oziimii vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4
Coziim:

Cevap:

b+d # 0 icin k = % - g ise k = Zj_; oldugunu kullanalim (kesir sayisi istenildigi kadar arttirilabilir).
(vy —3)+ (7T— 2% — ) + (vy — 4) = 22y — 2> — y* = —(x — y)? # 0 ise bu oran

(z-1D+B-z-y)+(y—2)

@y 31722yt (g 4)
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sonucuna egit olur. Yani  —1 =3 —z —y = y — 2 = 0 olacaktur. | (x,y) = (1,2) | elde edilir ve yerine koyarsa
esitlik saglanir.

Eger —(z — y)? = 0 ise z = y olacaktir. Yerine yazarsak

r—1 3—2x T — 2

2—-3 T—92:2 224

elde edilir. Birinci ve ti¢ilincii kesiri esitleyip igler diglar ¢carpimi yapalim

(x—1)(a?—4)=(x-2)2*-3) = 2> —z-2=(2+1)(z—2)=0

olur. x = y = 2 i¢in iiglincii kesir tanimsiz olur. ‘ (z,y) = (-1,-1) ‘ ise egitlikleri saglar. Toplamda 2 ¢6ziim

vardir.

20 kisilik bir toplulukta, 10 kisi ingilizce, 10 kisi Almanca, 10 kisi de Fransizca biliyor. Bu toplulugun iig

kisilik bir altkiimesinde Ingilizce bilen en az bir kisi, Almanca bilen en az bir kisi ve Fransizca bilen en az
bir kigi varsa, bu altkiimeye bir komite diyoruz. Bu toplulukta en c¢ok kag farkli komite olabilir?

a) 120 b) 380 c) 570 d) 1020 e) 1140
Coziim:

Yanit: @

20 kiginin i¢inden ingilizce bilen 10 kisiyi ayirirsak kalan 10 kisi iginde hig ingilizce bilen kalmadig: i¢in bunlar

20
arasindan segilen tiger kisilik gruplar komite olusturamaz. Tim 3 kisilik gruplarin sayisi ( 3 ) oldugundan

en fazla <230> — <130) = 1140 — 120 = 1020 farkl komite olusabilir.

Simdi komite sayisinin 1020 oldugu bir 6rnek bulalim: ingilizce7 Almanca, Fransizca bilenler aym 10 kisi
olsun. Diger 10 kisi bu ii¢ dili de bilmiyorsa, komite olugmasi igin dil bilenlerin kiimesinden en az 1 kisi

20 10
secilmelidir. Bu ise ( 3 ) - ( 3 ) = 1020 dir.

Bir ABCD dikdortgeninde, E, F, G noktalari, sirasiyla [AB], [BC], [CD] kenarlar iistiinde olmak iizere,

|BF| = |FG|, m(F/CE) =90°, |[BC| = 4v/3/5 ve |EF| = /5 kosullar1 saglaniyorsa, | BF| kagtir?
V10 -2 V11T -3

a) 5 b) V3 -1 c)v3 d) 5 e)l
Coziim:
Yanit: @
43
BF = FG =z olsun. BE = EG =5 — 2% ve FC = - " x olacaktur.

/FEB = « dersek, ZGEF = a ve ZGFC = 2« olacaktir.
43
— -

2
cos2a = 1 — 2sin? « esitligini yazarsak 5 12 (%) elde ederiz. Biraz diizenlemeyle z3 — 52 +
T
2v/3 = 0 denklemi elde edilir.

z = /3 bu denklemin bir kokiidiir.

—V3EV11
s —— dll“.

23 =524+ 2v3 = (x — V3)(2? + V3 -z — 2) olacag1 icin diger kokler To3 = 5
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4
BF < BC olmasi gerektiginden v/3 > $ oldugu icin z; = /3 bir ¢oziim olarak gelmez.

VII- V3

Geriye pozitif tek bir kok kaliyor. x4 =

2

W3 VIT=3

\5f>f2 V3 L §V3 > 5Vl - 5v3 = 13y3 > 5yIT = 169+ 3 > 25 - 11 dogru oldugu igin tek goziim
VII-V3

x:fdlr.

Her n porzitif tam sayisi i¢in, f(2n+1) = 2f(2n), f(2n) = f(2n—1) + 1 ve f(1) = 0 ise, f(2005) sayisinin 5

e boliimiinde elde edilen kalan agagidakilerden hangisidir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4

Coziim:
Cevap:
Tek sayilar arasinda bir oriintii yakalamaya galigalim.
Fn+1)=2f(2n) =2f(2n — 1) +2
oldugundan f(2n — 1) = a,, ve f(1) = a; = 0 indirgemeli dizisini tanimlayabiliriz.
n+1 = 2ap, + 2

olacaktir. 2’yi yok etmek igin

An41 — 20p, = Gp — 261 = Apy1 — 3Ap +2ap-1 =0

kuralm kullanalim. Bu dizinin karakteristik denklemi 22 — 3z + 2 = (z — 1)(z — 2) olacagimdan dizinin
elemanlar:
an=A-1"+B-2"=A+ B2"

formatindadir. as = 2 oldugundan n =1 ve n = 2 igin

A+2B=0
A+4B =2
denklemleri elde edilir. Coziiliirse B = 1, A = —2 bulunur. Yani a,, = 2" — 2 formatindadir.

£(2005) = ajgo3 = 2'°9 — 2
bulunur. 2* =1 (mod 5) oldugundan
21003 _9=293_2=6=1 (mod5)

bulunur.

a, b, ¢ hepsi birden sifir olmayan gercel sayilar olmak tizere,

ar’+br+c = 0
br2+cx+a = 0
cx’4+az+b = 0

denklem sisteminin en biiylik gercel koki ile en kiiglik gercel kokii arasindaki fark en ¢ok kag olabilir?
a)0 b) 1 c) V2 d) 3v2 e) Ust smir yoktur
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Coziim:

Cevap:

Tiim denklemleri toplarsak (a + b + ¢)(z® + z + 1) = 0 elde edilir. 2> + 2 + 1 = 0 denkleminin gergel
kokil olmadigindan a + b 4+ ¢ = 0’dir. Dolayisiyla @ = 1 verilen sistemin bir ¢oziimidiir. Eger a,b, ¢’den
biri sifirsa denklemlerden biri linear olacagindan sistemin tek ¢6ziimii = 1 olur. a,b, ¢ # 0 i¢in bagka bir
¢Oztimil oldugunu varsayalim. Bu ¢6ziim ¢ # 1 olsun. O halde polinomlar

alz —1)(z—t)=0
bx —1)(xz—t)=0
cle—1)(z—¢t)=0

olarak yazilabilir. Sabit terimleri verilen sistemdekilere esitlersek

at =c
bt =a
ct =

bulunur. Bunlar taraf tarafa carparsak da abet® = abe elde edilir. abe # 0 oldugundan ¢t = 1 olacaktir ki
bu da bir geligkidir. Dolayisiyla sistemin x = 1 disinda ¢6ziimii yoktur. En biiylik ve en kiigiik kok kendisi
olacagindan farklari 0’dur.

a, b, c; 1 den biiylik tam sayilar olmak tizere, a! = blc! denkleminin ka¢ ¢6ziimii vardir?
a)l b) 2 c) 6 d) 8 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim:

Cevap:

Eger n > 3 igin a = n!l, b = n, ¢ = n! — 1 segersek esgitlik saglanir ve a, b, ¢ > 1 olur. Dolayisiyla sonsuz ¢6ziim
vardir.

Bir ii¢genin, uzunluklar1 5 ve 21/6 olan kenarlarina ait yiiksekliklerin uzunluklar1 sirasiyla by ve ho olmak

iizere, 5 + hy < 2v/6 + hy ise, bu {icgenin iiciincii kenarmin uzunlugu kactir?

a)5 b)7 c¢)2v6 d)3v6 e)5/3

Coziim:

Cevap:

.. 5h 2hoV/6 25 25
Uggenin alam1 S = e 26 oldugundan h; = — ve hg = ——= olacaktir. Esitsizlikte yerine yazarsak
2 2 5 2v6
25 25
5+ g2\/6+ﬁ — 2V/6(25 4 25) < 5(24 +25) = 50V6 — 120 < S(10 — 4V6) — S > 5V6

Bir kenara ait yiikseklik diger kenarlardan her zaman kiiciik veya esit olacagindan hq, < 2v/6’dir ve
25
hlzggm/é = S <5V6

bulunur. Yani esitlik durumu olmaldir. Buradan h; = 2v/6 bulunur. Basgka bir deyisle iicgen dik ticgendir

ve verilen iki kenar birbirine diktir. Pisagor teoreminden iigiincii kenar 1/52 + (2v/6)2 = 7 olarak bulunur.
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Bir n tam sayis1 icin, n? + 1 sayisinin pozitif bolenlerinin sayisi agagidakilerden hangisi olamaz?

a) 2 b) 4 c)6 d) 8 e) Higbiri
Cozim:

Yanit:

n = 2 icin n? + 1 = 5 olur ve pozitif 2 boleni vardir.

n = 3 icin n? + 1 = 10 olur ve pozitif 4 boleni vardir.

n = 7 icin n? + 1 = 50 olur ve pozitif 6 boleni vardir.

n=13icin n? +1 =170 =2-5- 7 olur ve pozitif 8 boleni vardir.
Dolayisiyla cevap “Higbiri” dir.

a,b, c,d gergel sayilar ve f(z) = 22 + ax + b, g(x) = 22 + cx + d olmak iizere,

f(z) +9($§ = 8

denklem sisteminin birden ¢ok gergel kokii varsa, f(z)g(z) = 0 denkleminin en gok kag farkl gergel kokii ola-
bilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Coziim:

Cevap:

Verilen esitlikleri birbirinden cikartalim.

(9(@)° +g(z) = g(x) ((9(x))* +1) =0

denkleminin de birden fazla ¢oziimii olmahdir. (g(z))? + 1 # 0 oldugundan verilen denklem sisteminin
¢oziimleri g(z) = 0’ da ¢oziimleridir. g, ikinci dereceden bir polinom oldugundan en fazla 2 kokii vardir.
Denklem sisteminin kokleri ayni zamanda g’'nin de kokleri oldugundan sistemin de tam olarak iki koki vardir.
Ik denklemden bu iki kkiin ayn zamanda f’in de kokleri oldugunu anlariz. Buradan f ve ¢g'nin ikiser kokleri
oldugunu ve ayni polinom olduklarini anlariz. Dolayisiyla f(z)g(z) = (g(z))* = 0 denkleminin de 2 tane
kokii vardir.

Ali, 2005 tagtan olugan bir 6bekteki taglardan birini segip, bu tagi Betiil’in géremeyecegi bicimde igaretliyor
ve taglar1 karigtiriyor. Betiil, her hamlede mevcut taglar: higbiri bog olmayan ti¢ 6bege ayiriyor. Ali, isaretledigi
tagt icermeyen iki 6bekten, varsa daha c¢ok tagtan olusanini, her ikisi de aym sayida tagtan olusuyorsa,
herhangi birini oyundan ¢ikartiyor ve geri kalan taglari yeniden karigtiriyor. Sira tekrar Betiil’e geliyor ve
oyun iki tag kalana kadar bu sekilde siiriiyor. Iki tag kalinca, Ali, Betiil’e hangi tagin isaretli oldugunu
sOyliiyor. Betiil, isaretli tagi en az ka¢ hamlede bulmay: garantileyebilir?

a) 11 b) 13 c) 17 d) 18 e) 19
Coziim:

Yanit:

Betiil’iin herhangi bir hamlesinden 6nce tas sayis1 n = 2k gibi bir ¢ift say1 ise Betiil en fazla k — 1 tane tagin
oyundan ¢ikarilmasini garantileyebilir. Gercekten daha fazla sayida tagin oyundan gimasi igin Betiil’iin en
az k tas igeren bir 6bek ayirmasi gerekir, fakat igaretli tag bu 6bekte ise, diger 6beklerin her birinde en fazla
k — 1 tas oldugundan oyundan c¢ikarilan tag sayisi da en fazla k — 1 olacak. Benzer sekilde n = 2k + 1 ise
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Betiil en fazla k tagin gikarilmasinmi garantileyebilir. O halde Betiil agagidaki stratejiyi uygularsa en az hamle
sayisina ulagir: Tag sayis1 2k + 1 ise bunlar1 k, k, 1 tag igeren ii¢ 6bege, tag sayis1 2k ise k, k — 1,1 tag iceren
ii¢ 6bege ayirir. Birinci durumda en az k, ikinci durumda da en az k — 1 tag oyundan gikarilacak. 2005 tas
igin en “kotli” durumda tag sayisi sOyle degigecek:

2005 — 1003 — 502 = 2562 — 127 =64 =+ 33 =17 =9 =5 =3 — 2.

Boylece Betiil en az 11 hamlede isaretli tag1 bulmay: garantileyebilir.

Kaynak: Sonlu Matematik Olimpiyat Sorular1 ve Coztimleri, Refail Alizade, Unal Ufuktepe, 2006. Problem
No: 6.46, Sayfa 203.

K, ABCD Kkirigler dortgeninin kogegenlerinin kesigim noktasi olmak tizere, |AB| = |BC|, |BK| = b ve

|DK| = d ise, |AB| asagidakilerden hangisidir?
a) Vi2+bd b)V2+bd c)V2bd d) 202+ d2—bd) e)Vbd

Coziim:

Yanit: E

/BAC = /BCA = /BDA oldugu icin ABAK ~ ABDA (AA).
BA/BD = BK/BA = BA? = BD - BK = (b+d)b=b? + bd = BA = /2 + bd.

ryz = 510510 ve 2%y + y%2 + 2%z = 2y + y2? + 222 esitliklerini saglayan ka¢ (z,v,2) pozitif tam say
tgliisii vardir?

a)0 b) 1 c)3 d) 8 e) Higbiri

Cozim:

Cevap:

Genelligi bozmadan = > y > z olsun. O halde 2%y =

2
510510
ryE T olacalktir. Diger terimler i¢in de
z z

aynisini yazarsak

Yy, 2z Yy, zZ T

z xr Yy z x Yy

olacaktlr.EzaZl,gzbglveE:cgldersekabc:lve
z T y
1 1 1 b b
m:a—i—b—i—c:f—i—f—i—f:M:ab—l—ac—&—bc
a b ¢ abc

olacaktir. Eger
P(t)=(t—a)({t—=b)(t—c) =1t~ (a+b+c)t? + (ab+ ac + be)t — abe = t3 — mt?* + mt — 1

polinomu tammlarsak a, b, ¢ rasyonel sayilar1 bu polinomun kokii olacaktir. P(1) = 0 oldugundan ¢ = 1 bu
polinomun bir kokiidiir. Dolayisiyla a, b, ¢’den birisi 1 olmalidir. Bu da z,y, z’den en az ikisinin egit oldugu
anlamina gelir.

510510 =2-3-5-7-11-13-17

oldugundan 510510’ un tek tamkare boleni 1’dir. Bu da esit olan sayilarin 1’e esit oldugu anlamina gelir. 1’den
daha kiigiik pozitif tamsay1 olmadigindan (z,y, z) = (510510, 1, 1) olmalidir. Bunun verilen ikinci egitligi de
sagladig1 kolaylikla goriilebilir. Dolayisiyla permiitasyonlari ile birlikte 3 adet ¢oziim iigliisii vardir.
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a, b ve ¢, a < b kosulunu saglayan gercel sayilar olmak iizere, her = gercel sayis1 icin, az? + bz + ¢ > 0 ise,

b
ab—i—i—i—c ifadesinin alabilecegi en kii¢iik deger nedir?
—a
5 NG VT
— b) 2 — d)3 —
W b2 9 a3 oY

Cozim:

Cevap: @

Eger a = 0 ise her z icin bz + ¢ > 0 olmasinin tek yolu bu dogrunun egimsiz olmasidir. Yani b = 0 olmalidir
fakat bu a < b ile gelisir.

a # 0 ise

Eger az? + bx + ¢ polinomunun farkli kékleri varsa polinom, bu iki kék arasinda ve araligin diginda farkl

isaretli degerler alacaktir. Bu bir celigkidir. Dolayisiyla A = b — 4ac < 0 olmahdir. Ayrica bu durumda
2

polinom her zaman baskatsayinin igaretiyle ayni isaretli degerler alacagindan b > a > 0 olmalidir. ¢ > 1a
a
yazarsak
2
atbte atb+is 4o’ +4ab+b’  (20+0D)

b—a ~— b—a  4dalb—a) = 4da(b—a)
olacaktir. Eger b = a + k dersek, a, k > 0 icin

2 b)? 3 k)2 2v/3ak)?

Qo b? Gotkf VR o

4a(b—a) dak dak
olacaktir. Esitlik durumu 3a = k yani b = 4a ve b> = 4ac iken saglamir yani ¢t > 0 icin (a,b,c) = (t,4t, 4t)
esitlik durumudur.

n giires¢inin katildigi bir turnuvada, farkli herhangi iki giiresci aralarinda tam olarak bir kez giiregiyor. Her
karsilasma sonucunda kazanan 2, kaybeden 0 puan aliyor; beraberlik durumunda ise, her iki giiresciye de ler
puan veriliyor. Turnuva sonucunda en ¢ok toplam puana sahip olan giiresci, turnuva boyunca en az galibiyet
almig olan giiresci ise, n en az kag olabilir?

a)5h b) 6 c) 7 d) 8 e)9
Coziim:

Cevap:
(n—1)
2

Her giiresci toplamda n — 1 mag¢ yapmistir. Toplamda n mac yapilmigtir ve her macta tam olarak

2 puan dagitildigindan herkesin puanlarinin toplami n(n — 1)’dir. Eger birinci olan giiresci hi¢ mag kazan-
madiysa en fazla n — 1 puan olacaktir. Diger herkesin n — 1’den az puam olacagindan toplamda n(n — 1)
puana ulagilamaz. Yani birinci kisi en az bir mag¢ kazanmigtir. k£ defa kazansin ve m defa ise berabere kalsin.
Toplam puani 2k + m olacaktir. Diger herkes en az k + 1 mag kazandigindan en az 2k + 2 puani vardir, yani
m > 2’dir. Ayrica

nn—1)>2k+m+n—-1)2k+2)>n2k+2) = n—-1>2k+2 = n>2k+4

olmalidir. k£ > 1 oldugundan n > 6 olacaktir.

n = 6’ya 6rnek durum icin giirescilere A, B, C, D, E, F' diyelim, A en ¢ok puam kazansin. Esitlik durumu
k =1 igin gergeklestiginden A’nin tam olarak 1 defa kazanmasi gerekir. Diger herkes en az ikiger galibiyet
almalidir. Eger 3 galibiyet olan varsa A’y1 gececeginden, herkes 2 mag kazanmigtir. Genelligi bozmadan A’nin
yendigi kigi B olsun, geri kalan maglar1 berabere bitsin. Bu durumda,

A — 1 galibiyet (B), 4 beraberlik (C, D, E, F), toplamda 6 puan,
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,C, D), 2 galibiyet (E, F'), toplamda 4 puan,

), 2 galibiyet (B, F), 1 beraberlik (A), toplamda 5 puan,

) (B,C), 1 beraberlik (A), toplamda 5 puan,

, F), 2 galibiyet (C, E), 1 beraberlik (A), toplamda 5 puan,
%)

1 beraberlik (A), toplamda 5 puan durumu istenilen saglanir.

B — 3 maglubiyet

D — 2 maglubiyet 2 galibiyet

)

(A
C — 2 maglubiyet (D, E),
(B, F),
E — 2 maglubiyet (B, F),
F — 2 maglubiyet (B, (), 2 galibiyet (D,

262



14. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Agama Sinavi - 2006 geomania.org

14. Ulusal Matematik Olimpiyati1 Birinci Asama Sinavi - 2006

Bir ABC egkenar {iggeninde [AB] ve [AC] kenarlarimin orta noktalar: sirasiyla D ve F; [DE 1gimminin gevrel

DFE
cemberi kestigi nokta da F' olmak {izere, IDF| nedir?
1 V3 2 2 V5 —1
- b) — -(v/3-1 d) -
g DY 9IVE-D d: e
Coziim:

Yanit:

ABC' esgkenar {iggeninin bir kenar uzunlugu 2 olsun. DE || BC oldugundan ADFE iiggeni de eskenardir.

|DE| = |AE| = |EC| =1 dir. DE dogrusunun gevrel gemberi kestigi ikinci nokta G olsun. |[EF| = |DG| = x

diyelim. F noktasimin gembere gére kuvvetinden |EA| - |[EC| = |EF|-|EG| olup 1-1 =2z - (z + 1) denklemi

V5 —1 \/5+1V|DE|_\/5—1 _
2

dir.

bulunur. |[DF| =241 =

elde edilir. Bu denklem ¢oziiliirse x = 5 e DF| 2

=
o]
i

p ve p? + 2 asal sayilarsa, p3 + 3 sayismin en ¢ok kac asal boleni olabilir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Cozim:

Yanit:

p = 3 asal icin p? +2 = 942 = 11 asaldir. Bu durumda p? +3 = 27+ 3 = 30 = 2- 3 - 5 seklinde 3 farkh asal
carpan elde edilir.

p # 3 durumunda ¢oziim olmadigini gosterelim. Fermat teoreminden p? = 1 (mod 3) olur. Bu halde p?+2 =
14+2=0 (mod 3) tiir. Yani 3|p? + 2 olup p? + 2 says1 bilesiktir.

. . Qp—1 .
ay =—1,a3 =2ven >3 igin, a, = "7 ise, a2006 kagtir?
Ap—2

a) =2 b) -1 c)—% d)% e) 2
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Coziim:

Yanit:

Dizinin birkag terimini hesaplayarak periyodik oldugunu gésterelim. n > 1i¢in (a,,) = (—1,2, -2, —1, %, _71, —-1,2,...)
olup a7 = a; ve ag = ay oldugu goriilmektedir. Dolayisiyla (a,,) dizisi periyodik olup, periyot 6 dir. 2006 = 2
(mod 6) oldugundan asgos = as = 2 elde edilir.

Kenar uzunluklar1 1 olan 27 tane kiipten her birinde, iki kargilikli yiiz birer nokta, bagka iki karsilikli yiiz
ikiger nokta, geri kalan iki kargilikli ytliz de {iger nokta ile igaretleniyor. Bu 27 kiip ile 3 x 3 x 3 boyutlarinda
bir kiip olusturursak, bu kiipiin yiizleri iistiinde isaretlenmis toplam nokta sayis1 en az kag olabilir?

a) 54 b) 60 c) 72 d) 90 e) 96
Coziim:

Yanit: @

Kiiptin 8 kosesi, 6ytizeyi, 12 ayriti vardir.

8 kosede 1,2, 3 tane noktanin her biri goriiliir. 8- (1424 3) = 48. 12 ayritin her birinin ortasindaki kiiplerde
1 ve 2 noktali yiizeyler goriilecek sekilde yerlegtirebiliriz. 12 - (1 + 2) = 36. 6 ylizeyin her birinin merkezini
olusturan kiipleri 1 noktali ylizey goriilecek bicimde yerlestirebiliriz. 6 - 1 = 6. Toplam 48 + 36 + 6 = 90
bulunur.

Bir ABC {iggeninin [BC] kenar1 iistiinde |[AB|+|BD| = |AC| ve m(@) = m(W) = 30° olacak bigimde
bir D noktasi bulunuyorsa, m(@) nedir?
a) 30°  b)40° c)45°  d)48°  e) 50°

Cozim:

Yanit: E

|AB| = z,|BD| = y,|AC| = x +y ve m(@) = « diyelim. [AB 1gim diizerinden |AE| = |AC| =2+ vy
olacak gekilde E noktasi alalim. |BE| = |BD| = y dir. Boylece AEDC i¢ biikey deltoid olur. m(AED) =
m(AED) = m(BDE) = a ve m(ABC) = 2« olur. ABC {iggeninin i¢ agilar toplamindan o = 40° bulunur.
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@ 3432432 432 4. 432 toplami, 11 moduna gére agagidakilerden hangisine denktir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 5 e) 10

Cozim:

Yanit:

Once n = 1,2,3,... degerleri i¢in 3™ ifadesinin mod 11 deki degerlerini inceleyelim. 3" = 3,9,5,4,1
(mod 11) oldugundan 3™ nin periyodu 5 tir.

O halde m = 0,1,2,... igin 2™ ifadesinin mod 5 deki degerlerini incelememiz gerekir. 2™ = 1,2,4,3,1
(mod 11) oldugundan 2™ nin periyodu 4 tiir. Dolayisiyla bize verilen toplam mod 11 de, 3°%1F1 4 35k2+2 4
30k t4 1 35ka+3 geklinde 4 lii gruplar halinde tekrar eder. 3%%1 1  35k2+2 4 35ka+4 | 35ka+3 = 3194445 =10
(mod 11) Bu toplamda 2007 tane terim vardir ve 2007 = 501-4+3 oldugundan istenen deger 501-10+3+9+4 =
10 (mod 11) bulunur.

Mn—lJ = {%J esitligini saglayan kac pozitif tam say1 vardir?

a) 44 b) 48 c) 52 d) 54 e) 56
Coziim:

Yanit: @

VlﬁlJ =n= {%J olsun. n < % <n+lven< 1& < n + 1 egitsizlikleri beraber saglanmalidir. Buradan

11n <m < 10n + 10 elde edilir. Bu esitsizlikte 0 < n < 10 oldugu aciktur.
n=0igin m € {0,1,2,...,9} olup 10 deger vardir. (Fakat m # 0 oldugunu unutmayalim)
n=1i¢in m € {11,12,13,...,19} olup 9 deger vardur.

n =9 igin m € {99} olup 1 deger vardur.

10-9
Toplam 10+9+---+1= —5 = 55 dir. Son olarak m = 0 durumu c¢ikarilirsa 55 — 1 = 54 elde edilir.

dy ve dy bir diizlem iizerinde birbirine paralel iki farkli dogru olmak {izere, d; istiinde 11 siyah nokta, do
ustiinde de 16 beyaz nokta isaretleniyor. Siyah ve beyaz noktalari birlestiren dogru parcalarinin, d; ve do
dogrular: arasindaki geridin i¢ bolgesinde bulunan kesigim noktalarinin sayisi en ¢ok kagtir?

a) 5600 b) 5650 c) 6500 d) 6560 e) 6600
Coziim:

Yanit:

dy ustiinden alinan temsilci iki nokta A, B; ds iistiinden alinan temsilci iki nokta C, D olsun. A, B,C, D
noktalarimin saatin dénme yoniinde siralanmig oldugunu varsayalim. Bu noktalar ikigerli olarak birlestirilirse,
{DA, CB} ikilisinin kesisiminden bir Y noktasi elde edilir. Ancak bu nokta serit bélgenin disgindadir. {AC, BD}
ikilisinin kesigiminden bir X noktasi elde edilir. Bu nokta serit bolgenin i¢inde yer alir. Dolayisiyla A, B, C, D
gibi secilen her 4 noktadan en fazla 1 tane X noktasi elde edilebilir. Bu A, B, C, D noktalarimin se¢im sayis1

(126) (121) =120 - 55 = 6600 bulunur.

265


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4209.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4211.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4212.0

14. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Agama Sinavi - 2006 geomania.org

2 A

@ Kenar uzunluklar1 |AB| = 6, |[BC| = 7 ve |AC| = 8 olan bir ABC {iggeninin A kosesine ait ig agiortay BC
yi D noktasinda kesiyor. E noktasi [AC] iistiinde olmak iizere |CE| = 2 ise, |DE| kagtir?

a) 3 b) g c) g d) 2v/3 e) 32

Cozim:

Yanit:

: . IBD| 6
I¢ aglortay teoreminden =

DC| s olup |BD| = 3 ve |DC| = 4 tir. |AE| = 6 = |AB| oldugundan
BAD = EAD (kenar-agi-kenar) egligi vardir. Buradan kolayca |DE| = |BD| = 3 bulunur.

2006!
5™ nin W sayisini bolmesini saglayan en biiyiik n tam sayist kagtir?

a)0 b)l ¢)2 d)3 e)500

Coziim:

Yanit:

De Polignac formiiliine gore 2006! icindeki 5 carpanlarinin sayisi

2006 2006 2006 2006
=401 + 80 + 16 + 3 = 500 olur.
{5J+{25J+{125J+\‘625J + 30+ 16 + olur

1003! igindeki 5 ¢arpanlarinin sayisi
1 1 1 1
{ 003J + { 003J + { 003J + L 003J =200 + 40 + 8 + 1 = 249 olur.

5 25 125 625
O halde aranan en biiyiik n tam sayisi n = 500 — 249 — 249 = 2 dir.

4x* — 322 + 7z — 3 = 0 denkleminin farklh gercel kéklerinin toplami kactir?
a) —1 b) —2 c) —3 d) —4 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

4xt — 322 + Tr — 3 = (422 + az + b)(2® + cx + d) seklinde carpanlara ayrildigini varsayarak a,b,c,d tam
sayilarini bulmay1 deneyelim. Polinomlarin esitliginden

dc+a=0
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4d 4+ b+ ac = —3

ad+bc=1T7
bd = -3
Ik denklemden @ = —4c dir. Bunu iiciincii denklemde yazarsak c(b — 4d) = 7 olur. ¢|7 dir. ¢ = 1 i¢in
denklemler incelenirse ¢oziim gelmedigi goriiliir. ¢ = —1 igin incelenirse a = 4,b = —3,d = 1 elde edilir. Bu
durumda

4ot — 327 + Tx — 3 = (42 + 4z — 3)(2® —x + 1)

seklinde carpanlara ayrilir. 22 — 2 + 1 = 0 denkleminin diskriminant1 negatif oldugundan reel ¢oziimii yok-
tur. 422 4+ 4z — 3 = 0 denkleminin diskriminant1 pozitiftir ve 1,z seklinde iki farkl kokii vardir. Vieta
formiilinden z; + zo = —1 dir.

{1,2,...,2006} kiimesi, bog olmayan ve hicbiri ardigik herhangi iki say1 icermeyen ii¢ kiimeye kag degisik
bigimde ayrilabilir?

a) 32006 _3.22006 1 1 p) 220056 __o ) 32004 g) 32005 __1  e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Once 1 i yerlestirelim, sonra da 2 yi. 3 ve sonraki sayilar igin her zaman 2 farkli segenek olacaktir. Bu
durumda 22°%4 farkl sekilde dagitim yapilabilir. Sorudaki kisitlamadan dolay1 3. kiimenin hi¢ kullanilmadig1
durumu ¢ikarmamiz gerekmekte: 22904 — 1. Wl

|AB| = |AC| olan ikizkenar bir ABC' ii¢geninin [AB] kenar {istiinde alinan bir D noktasindan BC' ye

-~

gizilen paralel AC yi E noktasinda kesiyor. m(A) = 20°, |DE| = 1, |BC| = a ve |BE| = a + 1 ise, |AB|
agagidakilerden hangisidir?

a) 2a b) a®> —a c)a®+1 d) (a+1)2 e)a’+a
Coziim:

Yanit:

BENCD ={F} olsun. EF/BF = DE/BC =1/a= EF =1,BF =a.

BCED ikizkenar yamuk oldugu icin DF =1 ve CF = a, yani ZEBC = ZDCB = 60°.
/ABE = 20° = /BAF oldugu i¢cin AD = AE = EB =a+ 1 dir.

DE a+1 1

. .. AD o
DE||BColdugu191nEfB—C¢ 1B gﬁABfa +a.

A,B € {1,2,...,9} olmak iizere, on tabanindaki yazilimi AABB geklinde olan sayilardan ka¢ tanesi tam
karedir?

a) 3 b) 2 c)1 d) o e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

AABB =11-A0B = A0B =11 - T*?

11 ile boliinebilme kural geregince A + B = 11 olmali.

T? nin birler basamag1 B dir. Bu durumda, B = 1,4, 5,6, 9 olabilir.

Bu iki sart birlikte diisiinildiigiinde (A4, B) = (2,9), (5,6), (6,5), (7,4) ikililerinden bir tek (7,4) i¢in (704 =
11-7% =11-8%) T? tam karesi bulunur.

O halde sadece AABB = 7744 sayis1 bir tam karedir.

22 — 52 — 44/ + 13 = 0 denkleminin kac farkh gercel kokii vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4

Coziim:

Yanit:

2?2 —5r—4/r+13 =22 —62+9+2—4/z+4 = (z—3)* + (/2 —2)? = 0 denkleminin gergel ¢oziimii yoktur.

1+ x2 + -+ x13 < 2006 esitsizligini saglayan kag (z1, za,. .., z13) pozitif tam say1 on iiglisii vardir?
2006! 2006! 1993! 1993!
~ 20060 ~2006: _ 1993 _ 1993 Hicbiri
2) 131 10031 TSI UTR ST ) Taiq9s01  © Hiehird
Cozim:

Yanit:

1+ 22+ 23+ ...+ 213 < 2006 Burada x;’ler pozitif olmalidir. Bu kosuldan kurtulmak i¢in x; = a; + 1
déniigiimiinii yapalim. a; > 0 olur. Soruda verilen ifadeyi diizenlersek a; +az +az+...+a13 < 1993 ifadesini
elde ederiz. Oyleyse a1 +as+ ...+ a1z + a4 = 1993 Olacak sekilde bir a14 vardir. Bu denklemini de saglayan

(2%6) tane tam say1 tligliisii vardir.

Bir ABC ii¢geninin [BC] kenar iistiinde |BD| = 2, [DC| = 6 olacak sekilde bir D noktas: bulunmaktadir.

|AB| =4 ve m(m) = 20° olduguna gore, m(@) nedir?
a) 10° b)18°  ¢)20° d)22° e) 25°

Coziim:

Yanit:

|BA|? = |BD|-|BC| gemberde kuvvet bagmtisi saglandigi icin BA dogrusu, ADC iiggeninin ¢evrel cemberinin
bir tegetidir. Dolayisiyla ayni yay1 goren teget-kirig ag1 ve gevre aginin esitliginden m(BAD) = m(ACD) =
20° olur.

S={n:n3"+(2n+1)5" =0 (mod 7)} ise, her n € S i¢in, n + k € S olmasim saglayan en kiigiik pozitif k

tam sayis1 nedir?
a) 6 b) 7 c) 14 d) 21 e) 42
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Coziim:

Cevap: @

n € S olan herhangi bir n alalm ve n = a (mod 7) olsun. a # 0 olmalidir aksi takdirde kiimenin sart1 olan
denklik saglanmaz. Dolayisiyla 7 modunda a’nin tersi vardir ve

—(2a4+1)5"=a3"” (mod7) = —a '(2a+1)=-2-a""'=(3- 5_1)n =(3-3)"=2" (mod7)

olacaktir. 2" ifadesi 7 modunda sadece n = 0,1,2 (mod 3) i¢in 1,2, 4 degerlerini alabilir. Bu degerlerin her
biri icin de a~!’e bagl lineer bir denklem cikacagindan tam olarak bir tane a degeri cikacaktir. Yani n’nin 3’e
boliiminden kalana gore 7’e bolimiinden kalan degisecektir ve ¢in kalan teoreminden her durum igin mod
21’de tam olarak bir ¢dzlim ¢ikacaktir. Yani her 21 eklendiginde yine ¢oztim gelecektir. &k = 21 olmalidir.

Not: Bu kiimenin elemani olan n sayilar1 su sekildedir,

n=28,9,19 (mod 21)

ot 4yt + 2% + 1 = 4ayz esitligini saglayan kag (,y, z) gercel say iicliisii vardir?
a)0 b) 4 c)6 d) 10 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim:

Aritmetik orta-geomerik orta esitsizligi uygulanirsa z* + y* + 2* 4+ 1* > 4ayz. Tabii, esit de olabilir. Ki bu
durum ancak ve ancak x, y, z nin mutlak degerlerinin esit olmasiyla saglanir. Dolayisiyla ¢oziimler, —1 ve
1’in siralaniglarindan elde edilir. Bunlar da 4 tanedir.

Bir kareyi k tane kareye ayirabiliyorsak, k& tam sayisina iyi say: diyelim. 2006 dan biiyiik olmayan kag iyi
say1 vardir?

a) 1003 b) 1026 c) 2000 d) 2003 e) 2004
Coziim:

n = 4 i¢in kenarlarin ortalarindan ¢ikan dogru parcalar: birlegtirilerek yapilir. n > 4 ve n ¢ift ise kareleri
kenarlara yakin bir gsekilde yan yana dizersek istenen yine dogrulanmig olur. n > 5 ve tek ise yukaridaki gibi
¢ift durumunu olugturu ardindan en biiyiik kareyi 4 esit sekilde pargalariz (kare yapariz). Dolayisiyla n = 2,
3 ve 5 icin istenen yapilamaz. Bu basit bir ¢izim ile rahatlhikla goriilebilir. Cevap 2003 bulunur.

Bir ABC iiggeninde m(ﬁ) = 70° dir. Icteget cemberinin merkezi I olmak iizere, |[BC| = |AC|+|AI| olduguna
gore, m(B) nedir?
a) 35° b) 36° c) 42° d) 45° e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Problemi daha genel halde ¢ozelim ve m(@) =

yoniindeki uzantisi tizerinden |DA| = |AI| olacak sekilde bir D noktas: alahm. (Yani, A noktasi C' ile D nin
arasimndadir.) AID liggeni ikizkenar {iggen oldugundan

m(BAC)

oldugunu ispatlayalim. CA dogrusunun A
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m(m):@...u)

dir. Ayrica |CD| = |CA| + |AD| = |CA| + |AI| = |BC| oldugundan BC'D {iggeni de ikizkenardir. Boylece

m(ADI) = m(CBI)...(2)

_ BAC
olur. BI min, ABC ii¢geninde bir ig agiortay oldugunu da kullanirsak (1) ve (2) den m(CBA) = m(BAC)

elde edilir.
Simdi m(BAC) = 70° icin m(CBA) =

o

= 35° bulunur.

0<x<1650<y<165ve y?> = 2> + 2 (mod 165) kogullarimi saglayan kac (r,y) tam say1 ikilisi vardir?
a)80 b)99 ¢)120 d)315 e) Hichiri

Cozim:

Cevap:

165 =3 -5 11 oldugundan denkligi 3, 5 ve 11 modunda ¢ozmeliyiz.
V=a*+r=r+r=2r=—-2 (mod3)

oldugundan her y degeri i¢in tam olarak bir tane x degeri gelecektir. Mod 3’te 3 tane ¢oziim vardir. Mod 5
icin

y*=2(2*+1) (mod 5)
oldugundan z = 0, 1, 2, 3,4 i¢in denersek sadece x = 0, 2, 3 i¢in ¢oziim gelecegini ve bu ii¢ deger icin de y =0
oldugunu goriiriiz. Mod 5’te de 3 tane ¢oziim vardir.

Mod 11 icin & = 0 ise y = 0’dir. y¥ = 0 baska bir = degeri icin elde edilemez ciinkii 22 + 1 = 0 olamaz.
Simdi mod 11 igin karekalan olan ve olmayan degerleri bulalim. 1, 3,4, 5,9 kalanlar1 karekalanken 2,6, 7,8, 10
kalanlar1 degildir. y? tanimi geregi karekalan oldugundan 23 +z = z(2%2+1) de karekalan olmahdir. Dolayisiyla
x karekalan ise 22 +1 de karekalandir fakat z karekalan degilse 2241 de karekalan degildir. Bunu kullanarak x
degerlerini deneyebiliriz. = 5,7, 8,9, 10 kalanlar: istenilen sartlar saglar. Her biri icin de y # 0 olacagindan
y ve 11 — y olmak tizere 2 ¢ozlim gelecektir. (0,0) ¢ozlimiini de katarsak 11 ¢oziim elde edilir.

Cin kalan teoreminden mod 165°de 3 - 3 - 11 = 99 ¢oziim vardir.

10
V2+V3+ V4
23| |1+ sayisini asmayan en biiyiik tam say1 kactir?
< V2+V3+V6+V8+4

a)2 b)10 c¢)21 d)32 )36
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Coziim:

Yamt:@
(1 V2+V3+V4 )10 _ <1+ V2+V3+V4 )10

+x@+\/§+\/6+\/2§+4 V2+V3+ VA VA+VE+VE

1 10
1+
( 1+\/§>
10
24+2

142

(\/5)10
= 32

n takimin katildigi bir hentbol turnuvasinda, her takim, kendi digindaki her takimla tam olarak bir mag
yapiyor. Her macta kazanan 2, kaybeden 0 puan alirken, beraberlik durumunda iki takim da 1 er puan
kazaniyor. Turnuvanin bitiminde tiim takimlarin puanlari farklh olup, sonuncu olan takim ilk ti¢ sirada yer
alan takimlarin hepsini yenmis ise, n en az kac olabilir?

a) 8 b) 9 c) 10 d) 12 e) Higbiri
Coziim:

Cevap:

-1
Her takim, diger n — 1 takimla mag yapacagindan toplamda n(n )
2 puan dagitildiginda turnuva bittiginde tiim takimlarin puanlari toplami n(n — 1) olacaktir. Sonuncu takim
en az ii¢ mag kazandigindan en az 6 puana sahiptir. Tiim puanlar farkli oldugundan en az 6+7+- - -+(n+5) =
(n+5)(n+6)

2

mag yapilacaktir. Her magta toplamda

— 15 puan toplanabilir. Toplam puan n(n — 1) oldugundan

(n +5)(n + 6)

5 —15 = n?2-13n>0

nin—1) >
olacaktir. Yani n > 13 olacaktir. Cevap higbiridir.

Kenar uzunluklan |AB| = 7,|BC| = 6 ve|AC| = 5 olan bir ABC ii¢geninde [BC| nin orta noktasi F dir. A
kosesinden ¢izilen i¢ aciortaya E den inilen dikmenin AB yi kestigi nokta D ise, |AD| nedir?

a)5 b)6 c)g d) 3v2  e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

C den gecen DE ye paralel olan dogru AB yi F de kessin. Paralellikten C'F dogrusu A agisinin i¢ agiortayina
diktir. Bu durumda, AF = AC =5 ve BF = 2 dir.

Paralellikten ve BE = EC den dolay1 BD = DF =1 ve AD = 6 dur.

Kag p asal sayisi i¢in, m® 4+ 3m — 2 = 0 (mod p) ve m? + 4m + 5 = 0 (mod p) kosullarim saglayan bir m
tam sayis1 bulunur?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Sonsuz ¢oklukta
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Coziim:

Cevap:

Oncelikle p = 2 icin m = 1 (mod 2)’nin istenilen denklikleri sagladigim gorelim. Diger p’leri bulmak icin
p # 2 kabul edelim.

m*+3m—2—m(m?*+4m +5)= —4m*> - 2m —-2=0 (modp) = 2m*+m+1=0 (mod p)

2(m* +4m+5) - 2m* +m+1)=Tm+9=0 (mod p)

p=Tolursa 9 =0 (mod 7) olur ki bu da celigkidir. Dolaysiyla m = —9 -7~ (mod p)’dir. (77! sayis1 7'nin
p modundaki tersidir.) Buradan da

m? +4m +5=81- (7_1)2—36~7_1+5EO (mod p) = 81 -36-7+5-7"=74=0 (mod p)
74 = 2-37 ve p # 2 oldugundan p = 37 olmahdir. m = —9- 7! = 4 (mod 37) istenilen denklikleri saglar.

p = 2 ve 37 olmak iizere iki tane ¢oziim vardir.

x,y, z pozitif gercel sayilar zy + yz + zx = 5 kosulunu saghyorsa, =2 + y? + 22 — zyz ifadesi asagidaki
degerlerden hangisini alamaz?

a)3 b)4 c¢)5 d)3v3 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

Verilen ifadenin alabilecegi 2 tane deger bulursak, bu ifade iki degerin arasindaki tiim degerleri alacaktir

. 5
¢linkii ifadeler siireklidir ve polinomaldir. Oncelikle x =y = 2z = \/; denersek

5 [b

2 2 2

— =5—2-4/2<3
o+ y +z TYz 3\/;<

olacaktir. Diger deger i¢in x = y = € > 0 ¢ok kiigiik bir say1 olsun. Bu durumda z =

)
olacaktir.

92 5 25  ¢(5—¢?)
2, .2, 2 _2€ 92 2 cbo—€)
vy mE T Ty T e 2
25 . . - . o .
olacaktir. -— ifadesinden dolay1 e'u ne kadar kiiciik segersek ifade o kadar biiyiir (sonsuza gider). Dolayisiyla

€
ifade icin {ist sinir yoktur. 3’den kiigiik bir deger de olabilecegini gosterdigimizden, ifademiz 3 veya daha
biiyiik her say1 olabilir.

10 sekeri olan Ali, her giin en az bir geker yiyorsa, sekerlerinin tiimiinii giinlere dagilimi itibariyle kag degisik
bi¢imde yiyebilir?

a)64 b)126 ¢)243 d)512  e) 1025
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Coziim:

Cevap: @

Ali gekerleri en az 1, en fazla 10 giinde yiyebilir. k& giinde kag farkh gekilde yiyebilecegine bakalim. Bu soru
ile

T +x0+ - F+xp =10, x; >1
dagilim sorusu denktir. x; = y; + 1 doniigtimii yaparsak

ity +--+ye=10-k, 3, >0

k-1 k—1

(- () ()

Bir ABC iiggeninde i¢teget gemberinin merkezi I'; [BC] ye degen dig teget cemberinin merkezi J olmak iizere,
m(ﬁ) = 45°,m(/T) = 120° ve |IJ| = V/3 ise, | BC| kagtir?

a)g b)? c)% d)? e)V3-1

10-k+k—-1 9
olur. Bu dagilim sorusunun ¢oztim sayisi < + ) = ( >’d1r. k=1,2,...,10 icin hesaplayip
toplarsak

elde edilir.

Coziim:

Yanit: E
ZIBJ = ZICJ =90° ve ZBJC = 90° — £BAC = 30° dir.

IBJC Kkirigler dortgeninin c¢evrel merkezi M, IJ nin orta noktasidir ve ZBMC = 2 - ZBJC = 60° dir.

1J 3
ABMC egkenar tiggen olup BC = BM = -5 = % dir.

NOT:
BC

Genel olarak Siniis teoreminden Sn BIC = IJ= BC =1J-sin(90° — LA/2) = IJ-cos(£LA/2) elde edilir.
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0§9€<13,0§y<13,0§z<13olmakﬁzere

(mod 13)

xr — yz> 1
4 (mod 13)

rz+y

denklik sistemini saglayan kag (x,y, z) tam say1 tiglisti vardir?
a) 10 b) 23 c) 36 d) 49 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

Ik denklikten z = y22 + 1 (mod 13) bulunur. Bunu ikinci denklikte yazarsak
y(z* +1)=4—2 (mod 13)

olacaktir. Oncelikle bu denkligin ¢oziimii olan her (y, z) ¢ifti i¢in tam olarak bir tane z ¢ozlimii gelecegini
gorelim. Dolayisiyla bizim sadece ikinci denkligin ¢oziim sayisini bulmamiz gerekiyor. Burada ise eger z3+1 #
0 (mod 13) ise her z degeri i¢in bir adet y degeri elde edilecektir. Eger 22 +1 =0 (mod 13) ama 4 — 2z # 0
(mod 13) ise ¢oziim gelmeyecek, eger 22 +1 =4 — 2z =0 (mod 13) ise her y degeri ¢oziim olacaktr.

224+1=0 (mod 13) <= 2=4,10,12 (mod 13)

oldugundan z = 10,12 iken ¢6ziim gelmez, z = 4 iken 13 ¢oziim gelir, geri kalan 10 adet z degeri igin de
birer tane ¢oziim gelir. Toplamda 10 + 13 = 23 ¢6ziim vardir.

a, b, ¢ pozitif gergel sayilar olmak iizere, P(x) = 2+ ax?+ bz + ¢ polinomu P(1) > 2 ve P(3) < 31 kosullarim
sagliyorsa, P(4) lin alabilecegi ka¢ tam say1 deger vardir?

a) 3 b) 4 c) b5 d) 6 e) Higbiri
Cozim:

Cevap:

Verilen bilgilerden
A=P1l)-1=a+b+c>1

B=P@3)—27T=9%+3b+c<4

seklindedir. Bizim ise C' = P(4) — 64 = 16a + 4b + ¢ ifadesinin alabilecegi degerleri bulmamiz lazim. UQ
degigkenli {i¢ lineer denklemi matris ile ¢ozebiliriz.

1 1 1 a A
9 3 1 b |=|B
16 4 1 C
Matrisin tersini hesaplarsak
1 1 1
¢ o9 3 A a
AN R
6 2 3 C
2 =2 1

elde edilir. Yani
A—-3B+2C = 6a

—TA+15B — 8C = 6b
2A—-2B+C =c¢
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olur. a,b,c > 0 oldugunu kullanirsak C"yi iistten ve alttan sinirlayabiliriz.

15B —-T7A
8

>C>max{2B—2A,3B_A}

2

Oncelikle B =9a+3b+c¢>a+b+c= A oldugundan alt smur kesinlikle pozitiftir. Dolayisiyla C' > 1
olacaktir. Ust sinir icin 547 5B A
—s = 6.625 > —
< o . 3B — A
oldugundan 6 > C olacaktir. Eger C' = 1 ise 1 > > B > A olur. Ancak
A > 1 oldugundan iist siir alt sinirdan kiigiik olur. Bu bir geligkidir. C = 2, 3,4, 5,6 degerlerini alabilir yani
P(4) = 66,67, 68,69, 70 olabilir.

Ornek durumlar i¢in A = 1 secilerek C degerlerine uygun B’ler bulunabilir.

olacagindan

“{1,2,---,9} kiimesinin 5 elemanh hangi 6 altkiimesini alirsak alalim, bunlardan en az bir ortak elemana
sahip k tanesi bulunur” énermesinin dogru olmasim saglayan en biiyiik k£ tam sayisi nedir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Cozim 1:

Yanit: @

5.6 = 30 eleman bulunur. Glivercin yuvasi prensibine gore, 30 : 9 > 3 oldugu icin k nin en biiyiik degeri 4
olur.

Coziim 2:

Yanit: @

k =5 tane alt kiime icin istenen kosulun gerceklesmeyebilecegini gosterelim.

{2,3,4,5,6}, {1,3,4,5,6}, {1,2,4,5,6}, {1,2,3,5,6}, {1,2,3,4,6}, {1,2,3,4,5} alt kiimelerinden herhangi
besinin kesigimi bos kiimedir. k£ < 5 olmalidir. kp,.x = 4 oldugunu, 6nceki ¢oziimde gosterildigi gibi kanitlayabiliriz.

5 elemanli 6 alt kiimede toplam 6-5 = 30 eleman vardir. Giivercin yuvasi prensibi geregince, en az [9—‘ =4

eleman aym olmalidir. Bu da kesigimi bog kiime olmayan 4 farkli alt kiimenin secilebilecegini gosterir.

Bir disbiikey ABCD dértgeninde m(ABD) = 40°, m(DBC) = 70°,m(BDA) = 80° ve m(BDC) = 50° ise
m(@) nedir?
a) 25°  b)30° ¢)35° d)3%°  e)40°

Cozim 1:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit: E

[AB ve [AC yi uzatalim ve bu 1ginlarin tizerinde |AB| ve |AC| dogru parcalar: {izerinde olmayacak sgekilde
sirasiyla E' ve F' noktalari alahm. O zaman ZEBD = ZCBD = 70° ve ZBDC = ZCDF = 50° olur. Yani
|BC| ve |DC| dig agiortaydir. Iki dig ve bir i¢ agiortay noktadasg oldugu i¢in |AC| de ZBAD nin agiortayidir.

O zaman ZCAD = % = 30° dir.
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Cozim 2:

Yanit: E

Kirigler dortgeni olugturmaya cahisacagiz.ABP = 50° olacak sekilde DC' iizerinde P noktasi alinsin. Buna
gére ABPD Kkirigler dortgenidir. Dolaysiyla ZBDP = 50°, /ZDAP = 10°, ZAPB = 80° elde edilir. Ayrica
ABPC egkenar, AAPB ise ikizkenardir. Dolayisiyla BC = BP = PC = AP belirlenir. Buna gore AAPC

de ikizkenardir. ZAPC = 140° oldugundan Z/CAP = 20° <= | ZCAD = 30° | bulunur.

1000 den kiigiik olan ve 2 veya daha fazla ardigik pozitif tam sayimin toplami olarak yazilamayan kag pozitif
tam say1 vardir?

a) 6 b) 10 c) 26 d) 68 e) 72
Coziim:

Yazilamayan sayilar 2 formundadir. 1000’den kiigiik oldugu i¢in 10 say1 bulunur.

a, b, ¢ gergel sayilar olmak iizere, P(z) = ax?®+bz+c polinomunun farkli gercel koklerinin sayisi 1, P(P(P(z)))
polinomunun farkli gergel koklerinin sayisi da 3 ise, abe ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger kagtir?

a) -3 b) -2 ¢)2v3 d)3V3 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

P(z) polinomunun gergel kok sayisi 1 oldugundan P(z) = a(z — k)? formatindadir. k = 0 ise P(P(P(z))) =
a’x® olacagimmdan 3 farkh kokii olmayacaktir. Dolayisiyla k # 0’dir. Simdi P(P(z))’i hesaplayalim.

P(P(x)) = a(P(x) — k)* = a (a(z — k)* — k)°

P(z) =0 < z =k oldugundan
P(P(P(z))) =0 < a(a(x—k)>—k)’ =k

olacaktir. Q(z) = a (a(z — k)? — k)2 — k polinomu 4. derecedendir fakat 3 kokii olmasim istiyoruz. O halde
tam olarak bir kokil kath koktiir. Yani bu kok, Q'(z)’in de kokiidiir. Dolayisiyla

Q'(z) =4d® (alx — k)* —k) (x — k) =0

k # 0 oldugundan (a(z — k)? — k) # 0’dir aksi takdirde bu kath kék i¢in Q(zg
bulunur. Yani kath kok zg = k’dir. Bunu Q(x)’de yazarsak ak? = k ve k =

2

1 1
—— | f tindadir. Bu ifadeyi kb=-2 = — bul . Yani | abc = —2 | olacaktir.
a(m a) ormatindadir. Bu ifadeyi acarsa ve ¢ = — bulunur anloaca Ir

Ornek durum a = 1 konularak bulunabilir. Denememis olmamla beraber her a # 0 gercel sayismin da bu
ozelligi sagladigini disiiniiyorum.

= 0 olacagindan k = 0

bulunur. Yani P(z) =

Q| ==

n pozitif bir tam say1 olmak iizere, n sorudan olugan bir sinavda, her soru en az bir 6grenci tarafindan dogru
yanitlaniyor. Ayrica hem her 6grenci ¢ift sayida soruyu dogru yanitliyor, hem de herhangi iki 6grenci igin,
her ikisinin de dogru yamitladigi ortak soru sayisinin ¢ift oldugu gozleniyor. n nin alamayacagr degerlerin
say1s1 nedir?

a) 3 b) 4 c)b d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri
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Coziim:

Cevap:

Oncelikle n = k olabiliyorsa k + 2 de olabilecegini gorelim ciinkii n = & durumuna ek olarak 2 soru ve sadece
1 6grenci ekler ve bu iki soruyu sadece o 6grenciye ¢ozdiirerek n = k + 2 i¢in 6rnek durum bulabiliriz. n = 2
icin tek ogrenci yeterlidir, bu 6grencinin iki soruyu da ¢6zdiigii durum istenilen sartlari saglar. Dolayisiyla,
n ¢ift herhangi bir say1 olabilir. Tek sayilar i¢in iddiamiz ise n > 7 olan herhangi bir tek say1 olabilecegidir.

Bunun i¢in n = 7 igin géstermemiz yeterlidir. Sorular: 1,2, ..., 7 olarak numaralandirip 6grencilere A, B ve
C dersek

A—1,2,3,4

B —1,2,5,6

C—1,3,5,7

sorularii ¢ozmesi halinde her soru ¢oziilmis, herkes ¢ift sayida soru ¢ézmiis ve herhangi iki kiginin ortak
¢ozdiigl soru sayist 2 olmug olur. Yani n, 7 veya daha biiylik herhangi bir tek say1 olabilir.

Geriye sadece n = 1, 3,5 icin istenilenin saglanamayacagini gostermek kalir. n = 1 ¢ok basittir.

n = 3 i¢in soru ¢bzmemis 6grencinin hi¢bir katkis1 olmayacagindan onlari yokmusg gibi sayabiliriz. Herkes ¢ift
sayida soru ¢ozeceginden hepsi tam olarak 2 tane soru ¢ézmelidir. Iki kiginin ortak ¢ozdiigii soru sayisi ya 2
va da 0 olmalidir. Eger 2 ise bu iki kiginin ¢6zdiigl sorular tamamen aynidir. Bu yiizden ii¢ veya daha fazla
kisinin ortak ¢ozdiigii soru sayisi 1 olamaz clinkii ortak soru ¢6zmiig kigiler tamamen ayni sorular1 ¢bzmiis
olmalidir. Dolayisiyla icerme digarma prensibi geregince

(Ogrencilerin ¢6zdligii soru sayilarinin toplam )—(Herhangi iki 6grencinin ¢6zdiigi ortak soru sayilarimin toplami )

+(Herhangi ii¢ 6grencinin ¢6zdiigii ortak soru sayilarmmn toplami ) —--- =3

dogru olamaz ¢iinkti sag taraf tek sayiyken sol taraftaki tiim toplamlar ¢ifttir. Bu bir celigkidir. n = 3 olamaz.

n = 5 igin her 6grenci ¢ift sayida soru ¢ozeceginden 2 veya 4 soru ¢ozmiis olmahidir. Eger tam olarak 2
soru ¢ozmiig biri varsa bu kisi diger herhangi biriyle ya hi¢ ortak soru ¢ozmemistir ya da iki sorusu da
ortaktir. Bu kisiyi ve ¢ozdiigli sorular1 atarsak geriye kalan 6grenciler ve sorular da n = 3 durumunu saglar
¢linkii herkesten ¢ift sayida soru eksilir ve ortak ¢oziilen soru sayis1 da her 6grenci ikilisi igin 2 veya 0 azalir.
Bu yiizden herkes tam olarak 4 soru ¢ozmelidir. Bagka bir deyisle herkes tam olarak bir soruyu ¢ézmemistir.
herhangi bir A kisisini alalim, genelligi bozmadan bu kisi ilk soruyu ¢6zmesin. Ik soruyu ¢ozen herhangi
bir B kisisi alirsak bu kigi A'nin ¢6zdiigii sorulardan tam olarak bir tanesini ¢ézmemis olmalidir. Yani A ve
B’nin ortak ¢ozdiigii soru sayis1 3 olacaktir. Bu bir geligkidir. n = 5 olamaz.

n’nin alamayacagi 3 deger vardir, bunlar n = 1, 3, 5°dir.
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15.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2007

Bir ABC iiggeninde m(g) = 90°,|AB| = 4,|AC| = 3 ve A kosesinden [BC] kenarina inilen dikmenin ayagi
D olmak iizere, [BD)] iistiinde bir P noktasi igin 5|AP| = 13|PD| ise, |CP| nedir?

9+ 43 56 14 37 3+5V5
a) — b) = c) = d) 3 e) —
Cozim:

Yanit:
12
|PD|: |DA|:|AP| =5 :12: 13 ve tiggende ki alan esitliginden, |AD|.5 = 4.3 = |AD| = = |PD| =1 dir.

9 14
Ayrica 6klit bagimtist kullanarak 32 = |[DC|.5 = |DC| = E bulunur, o halde |CP| = 5 dir.

10 - 3195 . 49%9 say1smm dort tabanima gore yazimimin son ii¢c basamagi agagidakilerden hangisidir?
a) 112 b) 130 c) 132 d) 212 e) 232

Coziim:

Yanit:

mod 64 ten inceleme yapmaliyiz. Euler’in ¢ fonksiyonundan, ¢(64) = 32 dir. (3,64) = (7,64) = 1 olup
Euler teoremine gore 3%? = 732 = 1 (mod 64) olur.

103195 . 798. = 10 (332)% .33 (732)° . 72 = 10- 27 49 = 46 (mod 64) olur. 46 = (232)4 elde edilir.

a < b < ¢ < d tam sayilar olmak lizere, (z — a)(z — b)(z — ¢)(z — d) — 9 = 0 denkleminin bir kékii x = 7 ise,
a+ b+ c+ d kagtir?

a) 14 b) 21 c) 28 d) 42 e) 63
Coziim:

Yanit:

x="T7i¢in (7T —a)(7—b)(7—¢c)(7T—d) =9 olur. 9 sayisim birbirinden farkll dért tam saymnin garpimi olacak
sekilde, 9 = (—3).(—1).1.3 bigiminde yazabiliriz.

Bu carpanlarin toplami sifir oldugundan, (7 —a)+(7—b)+ (7T—¢)+(7T—d)=0=a+ b+ c+d = 28 dir.

Bir matematik dersinde 6gretmen tahtaya yazdig soruyu, Ali, Betiil, Cem, Cagla, Dursun, Emre ve Fatma’nin
gruplar halinde ¢6zmesini istiyor. Her grup iki veya li¢ kisiden olugacaksa, bu yedi 6grenci kag farkli bigimde
gruplara ayrilabilir?

a) 70 b) 105 c) 210 d) 280 e) 630
Coziim:

Yanit: E

1
7 = 2+ 2 + 3 seklinde parcalanir. Ancak 2 1i gruplar ayirtedilemez oldugundan 5 sarpam kullaniriz.
1 !

5(;) . (3) . (g) = 105 bulunur.
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O merkezli AB ¢apl yarim gember {iistiinde C' ve D noktalari, ABCD bir digbiikey dértgen olacak bigimde
alimiyor. [AC] ve [BD] kogegenlerinin kesigim noktasi @), yarim ¢embere C' ve D noktalarmmda teget olan

dogrularin kesigsim noktast P olmak iizere, m(@) = Qm(C/'O\D) ve |AB| = 2 ise, |PO| nedir?

S R R I L= e

Cozim:
Yanit:
= = . N 180° + «
m(COD) = a dersek m(COD) = 2« olur. Cemberde ig ac1 ézelliginden 2« = — olup a = 60° elde

edilir. |OC| = |O0D| = 1 dir. [0C] L [PC], [0D] L [PD] oldugundan m(COP) = m(DOP) = 30° dir. PDO

2v/3
dik ti¢geninden |PO| = T\[ elde edilir.

@ n!(2n + 1) ve 221 sayilarimin aralarinda asal olmasim saglayan kag n pozitif tam sayist vardir?
a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

221 = 13- 17 oldugundan n > 13 icin n!(2n + 1) ile 221 aralarinda asal olmaz. O halde n < 12 dir. Ancak
n = 8 i¢in 2n + 1 = 17 oldugundan bu halde de n!(2n + 1) ile 221 aralarinda asal olmaz. Sonug olarak
12 — 1 =11 tane n degeri bulunur.

6 5 152 —7
{ m8+ J = x5 esitligini saglayan gercel sayilarin toplami kactir?

81 7 4 19
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[9]

Coziim:

Yanit:

a bir tam say1 olmak tizere

150 —7 5a+ 17 . 645 63T +5 100+ 34
=qadr z= olur. Buna gore g = 3 =~

10 34
% < a + 1 dir. Bu kombine esitsizlik ¢oziiliirse

19
a=1igin x = ' olup bu degerlerin toplami 5 dir.

olur. Tam deger fonksiyonunun tamimindan a <

a € {0,1} bulunur. ¢ = 0 igin & = IR

123456789 sayisi ile baglanarak, her adimda, her ikisi de sifirdan farkli bitigik iki rakamim degerleri birer
azaltilarak yerleri kendi aralarinda degistiriliyor. Sonlu sayida adim sonucunda elde edilebilecek en kiigiik
saymin rakamlar1 toplami nedir?

a)0 b) 1 c)3 d) 5 e)9
Coziim:

Degigsmez (invariant) kavramu ile ilgili bir problem,

Yanit: @

9 basamakl sayinin soldan saga dogru n inci basamagindaki say1 a,, olsun. a,, ile a, 11 in pariteleri farkhidir.
Yani bunlardan biri tek say1 iken digeri ¢ift sayidir. Bitisik rakamlarin degerlerini birer azaltip yerlerini kendi
aralarinda degistirme islemi sonucunda n inci saymm paritesi degismez. Ornegin a,, tek say1 iken Qny1 Gift
sayidir ve bu rakamlarin yeri degistirilince . .. (a,)(@n+1) - . . siralamasi yerine ... (ap+1 —1)(a, —1) ... gelir.
n inci basamakta a,11 — 1 tek sayisi, n + 1 inci basamakta a, — 1 ¢ift sayis1 bulunur. Sonug olarak elde
edilebilecek en kiigiik say1 101010101 dir. (Bu sayiy1 veren hamleleri yazmak kolaydir) Dolayisiyla 101010101
sayisinin rakamlar: toplami 5 olarak bulunur.

Bir ABC f{iggeninde |AB| = 3 ve C ye ait yiiksekligin uzunlugu 2 ise, diger iki yikseklik uzunluklarimin
carpimi en fazla kag olabilir?

144
a)% b)5 ¢)3v2 d)6 e) Higbiri

Cozim:
Yanit:

. .. . . . . a-ha b-hb C-hc
ABC fii¢geninin kenarlar a, b, ¢ ve yiikseklikleri h,, hy, h. olmak tizere Alan(ABC) = 5 = 5 =

2
alan egitliklerinden a - h, = 6, b- hy = 6 yazilir. Bu iki egitlik taraf tarafa garpilirsa (a - b) - hg - hy = 36 olur.
a-b-sinC = 6 oldugundan

he-hy =6-sinC...(1)

elde edilir.
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(1) esitliginde sin C' maksimum oldugunda h,, - hj, garpimi da maksimum degerine ulasacaktir. ilk akla gelen
yaklagimlardan biri “m(a) = 90° i¢gin sin C' = 1 maksimum olur, bu nedenle cevap 6 dir” seklinde olabilir.
Fakat bu yaklagim maalesef dogru degildir, sirf bu nedenle bile geldiriciligi yiiksek bir sorudur. [AB] ¢aplh
gemberi gizersek yarigap: 3/2 oldugundan C noktas: bu gemberin digindadir. Béylece C agisinin dar oldugunu
anlariz.

Simdi dogru ¢6ziim yoluna gegelim. C noktasimndan AB dogrusuna gizilen yiikseklik ayagi H olsun. |[AH| =

x, |[BH| = y dersek z +y = 3 tiir. m(ACH) = o, m(BCH) = S dersek sin(a + ) min maksimum

degerini bulmaliy1z. Bunun i¢in tan(a + 8) nin maksimum degerini bulmak igimizi kolaylagtirabilir. Toplam
tan o + tan g3 (x/2) + (y/2)

6
formiiliinden tan(a + ) = T tana - tan 3 == )/ =1 o yazabiliriz.  +y = 3 oldugundan

9 24
aritmetik geometrik ortalama egitsizliginden xy < 1 olup tan(a + 8) < - elde edilir. 7 — 24 — 25 dik
24 24 44 3
tiggeninden dolay1 sin(a + ) < % olup hy - hy < 6- % = 25 bulunur. Esitlik durumu z = y = 3 iken

vardir.

Bir tam saymm karesinin iki katina ve bir tam saymim kiipiiniin ii¢ katina esit olup, 10° dan kiiciik olan kac
pozitif tam say1 vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

n =222 = 3y3 ve n < 10° dur. 2|y> ve 3|23 olup y = 2a, x = 3b yazilabilir. Buradan 3b*> = 4a® olur. Benzer
muhakeme ile b = 2¢, a = 3d dir. ¢> = 9d® olup ¢ = 3e dir. Buradan e? = d> olur ve e bir tam kiip, d
bir tam kare olmalidir. e = m? dersek d = m? dir. ¢ = 3m?, b = 6m3, a = 3m?, z = 18m3, y = 6m?
dir. n = 222 = 648m° dir. O halde 648m° < 10° esitsizligini saglayan m pozitif tam sayilarim belirleyelim.
1000000

—————— =1543,2... oldugundan m® < 1543 tiir. 3¢ = 729, 4% = 4096 oldugundan m € {1,2,3} olup 3

deger bulunur.

Farkli pozitif tam sayilardan olugan bir kiimenin en biiyiik iki elemanimin garpiminin 8/19 u, geriye kalan
elemanlarin toplamindan biiyiik degilse, kiimedeki sayilardan en biiytigiiniin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

a)8 b)12 ¢)13 d)19 e)20
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Coziim:

Yanit:

n farkl pozitif tam say1 a1, as,...,a, olsun. a, < n dir. En biiytik say1 en az a,, = n olabilir. Bu durumda

8
her k igin a = k seklide olur. Simdi n yi olabildigince kiigiik segmeliyiz. a1 + as + -+ + ap—2 > —an_10,

e ]. . . 8 2 19
g (n ) >— ]9(” l)n §el(hIlde 'yazabllll Z. M

8
> 1—9(71— 1)n esitsizliginden
n > 13 olarak ¢oziiliir. n = 13 icin en biiyiik sayimnin en kiiciik degeri a;3 = 13 bulunur.

10 farklh kitap {i¢ rafli bir kitaplhiga, hicbir raf bog kalmayacak bigimde kag farkl sekilde yerlestirilebilir?
a) 36 - 10! b) 50 - 10! c) 55-10! d) 81-10! e) Higbiri

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

10 farkh kitap 10! sekilde siralanir. Bunlar ayiracak olan iki ayrag da 9 yerden ikisine (g) =36 farkli sekilde
gelebilir. Cevap 36.10! dir.

Bir ABCD tegetler dértgeninde m(A) = m(B) = 120°, m(C) = 30° ve |BC| = 2 ise, |AD| nedir?

a) V3 -1 b) 2 -3 c) V6 -2 d) 2-+2 e)3—3
Cozim:

Yanit:

AD ile BC nin kesigim noktasi F olsun. ABE eskenar liggen oldugundan |AB| = |BE| = |AE| = 2z diyelim.
CDE dik fi¢geninin kenarlar1 arasmda 1 : 4/3 : 2 orantis1 oldugundan |ED| = 1 + z, |CD| = /3 4+ /3x,
|AD| = 1 — = dir. ABCD tegetler dértgeninde |AB| + |CD| = |AD| + |BC| oldugundan 2z + v/3 + v/3z =
3—+v3 3—vV3

V3 _ 7\[ =v3-1

2+ (1 — z) denklemi elde edilir. Buradan x = olarak cozilir. |[AD|=1—-2=1
(1-2) o olarak giilin. |AD) s

bulunur.

3" nin, (100% — 992)(99? — 98?) - - - (3% — 2%)(22 — 1?) carpimim bolmesini saglayan en biiyiik n tam sayist

kagtir?
a) 49 b) 53 c) 97 d) 103 e) Hicbiri
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Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

Ifadeye T deyip diizenleyelim:
199! 199!
198.196.194........ 6.4.2  299.(99!)

T =199.197.195......... 7.5.3 =

199!
299 da hic 3 boleni olmadigindan % deki 3 boleninin sayisina bakmamiz yeterli.

1 22

%:66,... , ?:22,3:7,... ,5:2,...;:>66+22+7+2:97tane3b('jlenivar. (payda)
11

%z%,?zll , 3:3,... 7gzl;:>33Jr11+3+1:48taune3b61enivar. (paydada)

O zaman cevap 97 — 48 = 49 dur.

a,b,c,d,e, f,g,h farkl pozitif tam sayilar olmak {izere, ab+ cd = ef + gh ise, ab+ c¢d nin alabilecegi en kiiciik
deger nedir?

a) 34 b) 33 c) 32 d) 31 e) 30
Cozim:

Yanit: @

n = (ab+ cd)(ef + gh) diyelim. Aritmetik — geometrik ortalama esitsizliginden n > 2v/abed ve n > 2v/efgh
dir. Taraf tarafa carpilirsa n? > 4y/abedefgh > 44/8! olur. Buradan n > 28 elde edilir.

n = 29 durumuna bakalim. min{a, b, ¢, d} = a, min{e, f, g, h} = e alimirsa ab+ cd = 29 dan ¢ < 3 bulunur.
Benzer gekilde a < 3 tiir. 29 tek say1 oldugundan ab + c¢d = 29 = ef + gh esitliginde ya ab, ef cift sayilar;
cd, gh tek sayilar olmalidir ya da ab, ef tek sayilar; cd, gh cift sayilar olmahdir. a,e < 3 ve sartindan dolay:
yalnizca a = 1, e = 3 durumu incelenir. Bu halde 3f+gh = 29 olur. f tek sayisi i¢in f > 5 oldugu kullanilhirsa
bir ¢eligki elde edilir.

n = 30 durumuna bakalim. Yine min{a, b, ¢,d} = a, min{e, f,g,h} = e almirsa ab + ¢d = 30 dan a,e < 3
bulunur. Bu durum da incelenirse ¢eligkiye ulagilir. (Bu kisim biraz zamanimzi alabilir, kendi kendinize
incelemeyi detaylica yapmaniz faydal olacaktir).

n =31 durumundaa=1,b=7,c=4,d=6,e =2, f = 8,9 = 3, h = 5 i¢in esitlik saglanir.

x,y, z < 9 pozitif tam sayilar olmak tizere, her (x,y, z) tigliisii i¢in, bu sayilardan en biiyiigii ile en kii¢igiiniin
toplamina bu tigliniin giicii diyoruz. Bu tiir tiim (z,y, z) tiglillerinin giiglerinin toplami kagtir?

a) 9000 b) 8460 c) 7290 d) 6150 e) 6000
Cozim:

Yanit:

Simetri fikrinden faydalanmak ¢oziimii kolaylagtiracaktir. Her (x,y, z) liglisiine karsilik bir (10 — z, 10 —
y,10 — z) tgliisii kargihik getirilebilir. Ornegin z <y < zswalamasi olsun. z < y < z <= 10 —z >
10 —y > 10 — z oldugundan (z,y,z) ve (10 — z,10 — y, 10 — 2) tigliilerinin giliglerinin toplami sabit olarak
42z + (10 — 2) + (10 — 2) = 20 dir. Tiim (z,y, 2) iigliilerinin sayis1 93 oldugundan tiim iigliilerin giiclerinin

1
toplami 3 93 .20 = 7290
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-~ ~

(A) > m(B) olan bir ABC ii¢geninin ¢evrel cemberine C noktasinda teget olan dogru ile AB dogrusunun
kesigimi K noktasidir.
L, [BC] kenar1 iistiinde bir nokta olmak {izere, m(A/L\B) = m(C/’AT(), 5|LC| = 4|BL| ve |[KC| = 12 ise, |AK]|
nedir?

a)4v/2 b)6 ¢)8 d)9 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Ayni yay1 goren gevre a1 ve teget kirig agilarin egitliginden m(m) = m(@) dir. Dolayisiyla m(@) =
— KA CL 4

m(LAB) olup KC' || AL dir. AB-IB"& dir. Buna gore | K A| = 4z, |AB| = 5z diyebiliriz. K noktasinin

gembere gére kuvvetini yazarsak |[KC|? = |KA| - |[KB| esitliginden 122 = 4z - 9z olur. Buradan z = 2,

|AK| = 4z = 8 dir.

n3 + 8 sayisinin en ¢ok ii¢ pozitif boleninin bulunmasimi saglayan kag n tam sayisi vardir?
a) 4 b) 3 c) 2 d)1 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

Bir pozitif béleni olan sayilar 1 ve —1 dir. n® +8 = 1, n3 + 8 = —1 denklemlerinin tam say1 ¢oziimii yoktur.
p bir asal say1 olmak iizere iki pozitif boleni olan sayilar p ve —p dir. n® +8 = p ve n®+8 = —p denklemlerini

inceleyelim. n3 + 8 = (n + 2)(n? — 2n + 4) seklinde ¢arpanlara ayrilir. Ayrica n? —2n+4=(n—1)>+3 >3
oldugunu goz oniine alirsak n +2 =1, n? — 2n 4+ 4 = p olabilir. Bu halde n = —licinp=n? —2n+4 =3
asal say1 elde edilir. n® + 8 = —p durumu incelenirse n 4+ 2 = —1, n? — 2n 4+ 4 = p olabilir. Buradan n = —3
icin p = n? — 2n + 4 = 19 asal says1 elde edilir.

Son olarak ii¢ pozitif béleni ola sayilar: inceleyelim. Bu sayilar p® ve —p? seklindedir. n3 +8 = p? durumunda
n+2=p n®>—2n+4=polup n> —2n+4 = n+ 2 denkleminden n = 1, n = 2 ¢dziimleri bulunur.
n = 1icin p=mn+2 = 3 asal sayidir. n = 2 icin p = n + 2 = 4 asal degil. n3 + 8 = —p? durumunda
n+2=—p n?—2n+4=polup n? —2n +4 = —n — 2 dir. Bu denklemin tamsay1 ¢coziimii yoktur. Sonuc
olarak n € {—3,—1,1} geklinde 3 deger alabilir.

x1 = 5,29 =401 ve her 3 < n < m igin
1

Tp—1

Tp = Tp—2 —

ise, m nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?
a) 406 b) 2005 c) 2006 d) 2007 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: @

Ty = 0 iken z,,41 tanimsiz olmaktadir. Bu sebeple z,, = 0 olmasim saglayan ilk m pozitif tam sayisim
bulmaliyiz. Verilen indirgeme bagintisini z,z,_1 — n—12,—2 = —1 seklinde teleskopik hale getirelim. Simdi
n =3,4,...,m ic¢in toplam olusturalim:

Yones (TnTn—1 = Tp12n_2) = (1) - (m = 2)

olup &y Tm_1 — 21 = 2 — m dir. Buradan m = 2007 elde edilir.

9 ardigik boliimden olusan bir geridin her boliimii kirmiz1 veya beyaza boyaniyor. Herhangi bitigik iki boliim
birlikte beyaza boyanamiyorsa, bu boyama kag¢ degisik bicimde yapilabilir?

a) 34 b) 89 c) 128 d) 144 e) 360
Coziim:

Yanit: E

Problemi genel halde n ardigik bolme icin indirgemeli dizi yontemiyle ¢ozelim. Herhangi bitigik iki boliimiin
beyaza boyanmadig1 durumlarin sayisi a,, olsun. Kolayca goriilecegi iizere a; = 2, ap = 3 tiir. Biz ag degerini
bulmaliy1z. n ardigik bolmenin n inci hanesi igin iki boyama segenegi oldugundan tiim durumlarin sayisini
iki alt durumun toplami olarak ifade edecegiz.

n inci hane kirmizi ise, n — 1 inci hane ve daha oncesini a,,_; yolla boyayabiliriz.

n inci hane beyaz ise, n — 1 inci hane mutlaka kirmizidir. n — 2 inci hane ve daha Oncesini a,_5 yolla
boyayabiliriz.

Boylece toplamda a,, = a,,—1+a,—2 seklinde bulunur. Fibonacci dizisinin indirgeme bagintisini elde ettigimize
dikkat edilebilir. a1 = 2, ag = 3 oldugunu kullanarak (a,) = (2,3,5,8,13,21,34,55,89,...) yazabiliriz.
ag = 89 bulunur.

-~ ~

m(A) = m(D) = 90° olan bir ABCD dértgeninin [DC] kenarinin orta noktast M ile gosterilmek fizere,
AC 1 BM,|DC| =12 ve |AB| =9 ise |AD| nedir?

a) 4 b) 6 c)9 d) 12 e) Higbiri
Coziim 1:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit: E

AC ile BM nin kesigim noktasina E diyelim. MC//AB oldugu i¢in |CE| = 2z ve |EA| = 3z tir. ADME
cemberseldir. C' noktasinin bu gembere kuvvetini alirsak 22.52 = 6.12 den |AC| = 52 = 6+/5 bulunur. ADC
iggeninde pisagor yapilirsa |AD| = 6 bulunur.

Cozim 2:

Yanit: E

ABMF paralelkenarmi inga edelim. |DF| = 3 olur. BM 1 AC oldugundan FA 1L AC dir. AFC dik
iiggeninde Oklid bagmtis1 uygulanmrsa |AD|? = |FD| - |DC| olup |AD|?> = 3-12 = 36, |AD| = 6 bulunur.
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n ve m tam sayilar olmak tizere,n < 2007 < m ve n™ = —1 = m™ (mod 5) ise, m — n nin alabilecegi en

kiigiik deger nedir?
a) 4 b) 5 c)6 d) 7 e) 8

Cozim 1:

Yanit: @

Her k tam sayisi icin 1¥ = 1 (mod 5) ve 5* = 0 (mod 5) tir. k = 1,2,3,4 icin 2¥ = 2, -1,3,1 (mod 5) ,
3F=3,-1,2,1 (mod 5), 4 = —1,1,~1,1 (mod 5) olur.

m — n nin en kii¢lik degerini bulmak i¢in n nin en biiyiik degeri ile m nin en kiigiik degerini belirlemeliyiz.
n = 2007,2006, ... degerleri geriye dogru denenirse ilk olarak n = 2002 icin 200220°?2 = 22 = —1 (mod 5)
elde edilir. m = 2007, 2008, ... degerleri ileriye dogru denenirse ilk olarak m = 2009 icin 20092009 = 4! = —1
(mod 5) elde edilir. Dolayisiyla m —n = 2009 — 2002 = 7 bulunur.

Coziim 2:

Yanit: @

Tr —

¥ = —1 (mod 5) denkligini saglayan = tam sayilarim belirleyelim.  #Z 0,1 (mod 5) oldugunu sdyleyebiliriz.
Ayrica islerin 4 ile boliimiine bakacagiz, yani Fermat Teoremi'ni kullanacagiz.

o r=5k+2+= (5k+2)°2=2"2=_1 (mod5) <= k=0 (mod 4)
olur. Dolayisiyla buradan z = 2 (mod 20) ¢oziimii gelir.

o z=5k+3<= 5k+3) P =33=_1 (mod5) <= k=3 (mod4)
olur. Dolayisiyla buradan = 18 (mod 20) ¢dzlimi gelir.

o r=5k+4+= bk+4)° " =4"=_1 (mod5) <= k=1,3 (mod 4)

olur. Dolayisiyla buradan x = 9,19 (mod 20) ¢oziimii gelir.

Bundan 6tiirii * = 4 (mod 5) denkliginin ¢oziimii z = 2,9,18,19 (mod 20) iken saglanir. Soruda istenen
aralikta m — n ifadesini minimum yapan sayilar ise modulo 20 de denkligi saglayan 2002 ve 2009 sayilaridir.

Cozim 3:

2 say1s1 5 modunda ilkel koktiir. (a,5) = 1 olan her say1 5 modunda 2’nin kuvveti olarak yazilabilir. m = 2™

yazarsak,
m™=2""=—-1 (mod 5)

olacagindan mmg = 2 (mod 4) olmahdir. m ve mg’dan biri tek say1 digeri 4k + 2 formatinda olmalhdir.
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m = 2 (mod 4) ise mp = 1,3 (mod 4) olabilir. m = 2™ = 21,23 = 2 3 (mod 5) olacaktir. Cin kalan
teoreminden birlegtirirsek, m = 2,18 (mod 20) bulunur.

m =1 (mod 2) ise mg = 2 (mod 4), yani m = 2™ = 4 (mod 5)’dir. Cin kalan teoreminden birlegtirirsek,
m =9 (mod 10) bulunur. Sonug olarak

m=2,91819 (mod 20)

bulunur. max n = 2002 ve min m = 2009 oldugundan m — n en az 7’dir.

Birim kenarli bir eskenar tiggenle baglanarak her kenarin orta iigte birini taban alan eskenar tiggenler kesilerek
gikariliyor. Sonra, elde edilen ¢okgenin her kenarinin orta tigte birini taban alan eskenar iiggenler kesilerek
cikariliyor. Boylece bu islem sonsuz kez tekrarlandiginda elde edilen seklin alani nedir?

a) L V3 V3 1

3
W b)? c) — d)f\/g

10 e) Higbiri

Cozim:

Yanit:

Coziime gecmeden Once sorunun ifadesinin hatali oldugunu belirtelim. Ik adimda ¢ikarilan alanlar sari
ile, ikinci adimda gikarilan alanlar mavi ile renklendirilmistir. Bundan sonra aralarda olusan altigenlerin
kenarlarina eskenar iicgen ¢izme iglemi tatbik edilmemis, yalnizca olugan eskenar dortgenlerin kenarlarina

3
eskenar tiggenler cizilmigtir. Bu yolla 0 sonucuna ulagilabilir.

Simdi ¢ozlime gecelim:

3
4 c
Kenar uzunlugu 1 olan egkenar ticgenin alam S = e olur. Ik adimda c¢ikarilan parcanin alami —.S, ikinci
3-4 - 42
adimda cikarilan parcanin alani 9—25’ , Uclincii adimda ¢ikarilan parcanin alani ?S’ , -.. olur. Cikarilan
1 4 42 1 1 25 25 3§ 3
alanlarin toplami 55’ 1+ 9 + 9 +...| = §S~ @ == olur. Geriye kalan alan iseS — =3 = %
bulunur.

Asagidaki n sayilarindan hangisi igin, 1 den n ye kadar olan tam sayilar bir gemberin ertafina, her sayi, her
iki yanindaki sayilarin farkina béliinecek bigimde dizilebilir?

a)b b) 6 c) 7 d)9 e) 13
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Coziim:

Yanit:

Ik olarak su birkac gozlemi yapalm:

1) 1 in her iki yamindaki sayilar ardigik olmak zorundadir.

2) n bir asal say1 ise n nin her iki yanindaki sayilar ardisik olmak zorundadir. Béylece bunlarin fark: 1 olup
n yi boler.

3) n den kiiglik bir p asalimin her iki yanindaki sayilar ya ardigiktir ya da {p+1,1}, {p+2,2},... gibi farklar
p ye esittir.

n =5 alalim. 5 in yanindaki sayilar {(1,2), (2, 3), (3,4)} ikilileri olabilir. Bu durumlar incelenirse hicbirinde
uygun bir konfigiirasyon olugsmadigi goriilebilir.

n = 6 alalim. 5 in yanindaki sayilar {(1,2), (2, 3), (3,4), (1,6)} ikilileri olabilir. Bu durumlardan da uygun
bir konfigiirasyon elde edilemez.

n = 7 alalim. 7 nin yamndaki sayilar {(1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6)} ikilileri olabilir. 7 nin yanina gelecek
{3,2} i¢in uygun bir konfigiirasyon vardir. {3,7,2,6,5,1,4} dairesel dizilimi yazlabilir.

NOT: Muhtemelen daha giizel bir ¢éziimii vardir.

Birim ¢ember iistiinde |[AB| = |BC| ve m(m) = T72° olacak sekilde A, B, C' noktalar1 almiyor. BC'D bir
eskenar tiggen olacak sekilde gemberin i¢ bolgesinde alinan bir D noktasi i¢in, AD dogrusu ¢emberi ikinci
kez E noktasinda kesiyorsa, | DE| nedir?

a)% b)? c)g d) vV3—-1 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

ABC {i¢geninin ¢evrel gemberinin merkezi O olmak iizere m(ﬁB\C) = m(@) = 36° dir. |BA| = |BD| =
|BC| = |DC| oldugundan D noktasi, B merkezli ve |AB| yaricapli cember iistiindedir.

Aym yay1 goren merkez ag1 — gevre agi iligkisinden m(@) = 2m(@) =12°, m(@) = 2m(@) =
60° dir. Buna gore m(EDC) = m(ECD) = 36° olur. EDC = OBC (ag-kenar-ag esligi) oldugundan
|[ED| = |0B| =1 dir.
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¢, a ve b nin pozitif ortak katlarinin en kiigigiinii ve d de, ortak bolenlerinin en biiyligiini gostermek tizere,

1 1 1 1
S t-+S=1
a
esitligini saglayan kag tane (a,b) pozitif tamsay: ikilisi vardir?
a) 6 b) 5 c)4 d) 3 e) 2

Coziim:

Yanit: E

d = (a,b) ise a = dz, b = dy ve (z,y) = 1 olacak sekilde z,y pozitif tamsayilar1 vardir. Bu halde ¢ = dxy
1

1
dir. Bu degerleri verilen denklemde yazalim: — 4+ — + — + —— = 1 olup payda esitledikten sonra d yi
de dy d dxy
T+y+

1
yalniz birakirsak d = 1 + dir. Buradan d > 1 oldugu goriiliiyor. x = y = 1 6zel halini incelersek

Y
d = 4 bulunur. Bu halde (a,b) = (4,4) ¢oziimiine ulagiriz. Simdi simetriden dolay1 1 < z < y kabul

edebiliriz. d =1+ — + — + — ifadesi z = 1 ve y = 2 i¢in maksimum degerine ulagir. Bu degerleri yazarsak
x Yy xy

1 1 1
d:1+1+§+§olupd§3buluru2.

Acikca d = 3 durumu yalnizca = 1, y = 2 iken vardir. Buradan (a,b) = (3,6), (6,3) ¢oziimleri elde edilir.

T+y+

1
d = 2 durumunda 2 = 1+ denkleminden zy—xz—a = 1 olur. Her iki tarafa 1 eklersek (z—1)(y—1) =

Yy
2 elde edilir. Bu denklemin ¢oziimii = 2, y = 3 tiir. Bu halde (a,b) = (4,6), (6,4) ¢oziimlerine ulagilir.
Toplamda 5 tane (a, b) ¢dziim ¢ifti bulunur.

ool () (493

denkleminin gercgel ¢oziimlerini toplami kagtir?
3 5 7

Cozim:

Yanit: @

5 1 5 3 45
Birinci ile ikinci ve {iciincii ile dérdiincii parantezlerin carpimindan, | 22 + Zx + 4) <x2 + lx + 8) =3
3

5 1 45
olur. 22 + =0 degisken degigtirmesi ile, (a + 4) (a + 8) =35 yazilir ve bu denklemi diizenleyerek

16a% +10a — 21 = 0 denklemine ulagiriz. Son denklemi ¢arpanlarma ayirarak koklerini bulalim; (8a — 7)(2a +

3) = 0 ifadesindeki herbir carpanm sifira esit olmasi durumunda kéklerini inceleyelim. x2? + 573" 0

5
ve z2 + Zx + g = 0 denklemlerinin gergel kokler toplami ikinci denklemin diskriminant1 sifirdan kiigiik

5
oldugundan birinci denklemden gelmektedir. Bu toplam —1 diir.
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Bir ¢ember etrafinda yazili n tam sayidan her biri, kendisini saat yoniinde izleyen iki sayinin farkinin mutlak
degerine egit olup, tiim sayilarin toplami 278 ise, n kag farkli deger alabilir?

a)l b) 2 c)4 d) 139 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

En biiyiik say1 x, onu saat yoniinde takip eden say1 da y < x olsun. y den bir sonraki say1 4+ y olmali. Bu
durumda z + y > x olacaktir.

Bu durumun istisnalar1 y = 0 veya y = x olup her iki durumda da cemberdeki dizilim saat yoniinde
0,z,,...,0,z,z seklinde olur. O halde gemberde n = 3m say1 vardir.

2.-x-m =278 = z-m = 139 egitliginden m € {1,139} cikar.

Bir ABCD Xkaresinin sirasiyla [BC| ve [CD] kenarlar iistiinde alinan M ve N noktalarn igin |BM| =
21,|DN| =4 ve |[NC| = 24 ise, m(m) nedir?
a)15°  b)30° ¢)37° d)45°  e) 60°

Coziim 1:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit: @

ABCD kare oldugu icin biitiin kenarlar 28 dir. Gerekli pisagorlar yapilirsa |AM| = 35 , |AN| = 20v/2 ve
|[MN| =25 bulunur. NAM iiggeninde ZNAM ye Kosiniis teoremi uygulanmrsa ZNAM = 45° bulunur.

Cozim 2:

ADN figgenine eg olan ABK {i¢genini K kosesi karenin dig bolgesinde kalacak sekilde ingaa edelim. BK =
DN =4 ve MN = 25 oldugundan, MK = MN dir. Ayrica AK = AN oldugundan, AKM N deltoit olup
/KAM = /NAM dir. ZINAK = /ZBAD =90° = /NAM = 45° dir.

Genel durumda; ABCD Xkaresinin BC' ve CD kenarlar iistiinde alinan M ve N noktalar1 icin MN =
BM + DN = /NAM = 45° dir.

Burada A kdsesi MCN {iggeninin M N ye teget olan dig cemberinin merkezidir.

Her n > 1 igin ay448 = a, (mod 35) kogulunun saglandig bir (a,, )2 ; tamsay: dizisinde i ve j sirasiyla, her
n > 1 i¢in, an4; = a, (mod 5) ve apyj = an, (mod 7) bagmmtilarii saglayan en kiigiik pozitif tamsayilarsa,
(i, 7) ikilisi agagidakilerden hangisi olamaz?

a) (16,4) b) (3,16) c) (8,6) d) (1,48) e) (16,18)
Coziim:

Periyod kavramu ile ilgili bir problem,

Yanit:

Gptas = a, (mod 35) oldugundan a,448 = a,, (mod 5) ve Unta8 = ap (mod 7) yazabiliriz. Bu denkliklere
gore a, dizisinin mod 5 ve mod 7 deki bir periyodu 48 dir. Ustelik a, nin ayni modlardaki en kiiciik
periyodu sirasiyla ¢ ve j dir. Dolayisiyla |48 ve j|48 olmalidir. j = 18 igin 5|48 saglanmadigindan (i, j) #
(16,18) dir.
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Kare geklindeki bir arazi, sinirlarina paralel dogrular ¢izilerek dikdortgen seklindeki n tarlaya boliiniiyor.
Tarlalarin ¢evre uzunluklarinin toplami, arazinin ¢evre uzunlugunun 100 katiysa, n en ¢ok kag olabilir?

a) 10000 b) 20000 ¢) 50000 d) 100000 e) 200000
Coziim:

Yamt: A

Karenin bir kenar uzunlugu a ise, ¢evresi 4a olur. Simdi kare arazinin yatay kenarina paralel m — 1 tane
dogru cizerek m dilime ayiralim. Kare arazinin diigey kenarina paralel k¥ — 1 tane dogru cizerek k dilime
aywralim. Olusan dikdortgenlerin sayisi n = m -k dir. Olugan dikdortgenlerin gevreleri toplanirken m —1 tane
kenar ikiger kez, 2 kenar birer kez hesaplanir. Yine k — 1 tane kenar ikiser kez, 2 kenar birer kez hesaplanir.
Toplam gevre 2(m — 1)a + 2a + 2(k — 1)a + 2a = 2a(m + k) olup bu deger karenin gevresinin 100 katina esit
oldugundan 2a(m + k) = 100 - 4a dir. m + k = 200 bulunur. Aritmetik — geometrik ortalama esitsizliginden

k
vVn=vm-k< m;— =100 olup n < 1002 dir. Esitlik durumu m = k = 100 iken saglanir.

8 x 8 bir satran¢ tahtasinin birim karelerinden her birinin merkezine 0 ve 1 sayilarindan birini yaziyoruz.
Her satir, her siitun ve iki kosegenden birine paralel olup birim karelerin merkezlerinden gecen her dogru
istiindeki sayilarin toplamlar ¢ift ise, tahtaya yazili biitiin sayilarin toplami en fazla kag olabilir?

a) 32 b) 48 c) 52 d) 56 e) 64
Coziim:

Yanit: E

Kesikli ¢izgilerle gosterilen kogegenlere paralel dogrularin gectigi karelerin sayisi 1, 3, 5, 7 seklinde tek sayilardir.
Ornegin 5 karenin merkezinden gegen bir dogruyu goz oniine alalim. Bu karelerdeki sayilarin toplaminin ¢ift
say1 olmasi igin karelerden en az birinde 0 yazmalidir. Bu yolla 16 tane dogru i¢in, igine 0 yazilan en az 16
kare bulunur. Dolayisiyla tiim karelerdeki sayilarin toplami < 64 — 16 = 48 dir. Toplamin 48 e esit oldugu
maksimum duruma 6rnek vardir. En uzun iki kosegendeki karelere 0 yazmak yeterlidir.

Bir A noktasindan C' gemberine ¢izilen tegetlerin degme noktalar1 M ve N dir. [AN] iistiinde alinan bir P

noktasi igin M P ile C' nin ikinci kesigim noktasi @, P den gecen ve M A ya paralel olan dogru ile M N nin
kesigim noktasi1 R olmak iizere, |[M A| = 2,|MN| = +/3 ve QR || AN ise, |PN| nedir?
v3 V2

2

a) g b) 1 c) d) 72 e) V3
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Coziim:

Yanit:

APNR ~ AANM oldugundan |PN| = 2z dersek |[NR| = v/3z ve |[AP| = 2 — 2z olur. 2 — 22 > 0

P 3
oldugundan =z < 1 olmahdir. APNM ~ AQRM oldugundan ||Pja|| = \/\/i; = gz dir. |PQ| = |PM|z

yazilir. P noktasinin gembere gore kuvveti: |[PN|? = |PQ| - |PM| oldugundan |PM|? = 4z elde edilir. M AP

iiggeninin kenarlar1 = e bagh olarak belirlidir. M AN {icgeninde kosiniis teoremi uygulamirsa cos A = 3
)
8
olup 4z = (2—22)%+4—-2-(2—2x)-2- % denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlenirse 422 — 7z +3 = 0 olup

bulunur. Simdi de M AP iiggeninde kosiniis teoremi uygulanirsa |[PM|? = |PA|? + |M A|?> — 2|PA|-|MA| -

3 3 3
(4 —3)(x—1) = 0 yazilir. x = 1 veya © = 1 tiir. z < 1 sartindan dolay1 z = 1 alinir ve |PN| =2z =z = 3
elde edilir.

15 ten kiigiik kac p asal sayisi igin,

m+n+k = 0 (modp)
mn+mk+nk = 1 (mod p)
mnk = 2 (mod p)

sistemini saglayan (m,n, k) tamsay: tigliisii vardir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6

Cozim:

Yanit: E

m,n, k sayllar1 3. dereceden 2® — bx? + cx —d = 0 (mod p) denkliginin kokleri olarak diisiiniilebilir. Vieta
teoreminden b = 0 (mod p), ¢ =1 (mod p), d =2 (mod p) olur. 23 + x — 2 = 0 denkleminin bir kokii z = 1
oldugundan z — 1 garpani bulunur. Polinom bélmesi ile 23 + z — 2 = (z — 1)(2% + z + 2) yazlabilir. k =1
(mod p) alabiliriz. m,n sayilart 22+ +2 =0 (mod p) denkliginin kokleridir. Bu denkligi 4 ile genisletirsek
(2x 4+ 1)?2 = —7 (mod p) seklinde diizenleyebiliriz. Simdi p ye degerler verelim.

p=2icin (2z+1)2 = -7 =1 (mod 2) olup 1 sayis;, mod 2 de bir kare kalandir. (Yani ¢oziim vardir, bu
¢oztimlerin = 0,1 (mod 2) oldugunu gérmek zor degildir).

p=3icin (2z + 1)?
p=>5icin (2 +1)2 = —7 =3 (mod 5) olup 3 sayis1, mod 5 de bir kare kalan degildir, ¢oziim yoktur.

—7 =2 (mod 3) olup 2 sayis;, mod 3 de bir kare kalan degildir, ¢6ziim yoktur.

p = Tigin (22 +1)2 = —7 = 0 (mod 2) olup 0 sayisi, mod 7 de bir kare kalandir. Yani ¢oziim vardir ve
x =3 (mod 7) ¢éztimdiir. m = n = 3 almabilir.

p=111icin (22 +1)2 = —7 =4 (mod 2) olup 4 sayis;, mod 7 de bir kare kalandir. Coziim vardir .

p=13icin (2 +1)? = —7=5 (mod 2) olup 5 sayisi, mod 13 de bir kare kalan degildir. mod 13 de kare
kalanlar 0,1,3,4,9,10, 12 dir.

Sonug olarak p € {2,7,11} elde edilir.

35 \3/ 2+ \/5 + \3/ 2 — \/5 sayisinin ondalik yaziliminda virgiilden sonra tiglincli basamaktaki rakam nedir?

a) 8 b) 5 c)3 d)1 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

T = %/24-\/54— \3/2—\/5,a:: {’/2—1—\/5, :b\3/2—\/5diyelim. r=a+bolur. a® +b> =4 veab=—1
dir.

(a+b)? = a®+b® + 3ab(a + b) 6zdesligine gore 23 =4+ 3 (—1) - olup 2° + 3z — 4 = 0 denkleminin gergel
kokii x = 1 dir. Diger kokler gercel say1 degildir. Dolayisiyla \3/ 24+ 5+ \3/ 2 — /5 = 1 olup bir tam saymnm
ondalikl agiliminda virgiilden sonraki tiim rakamlar: 0 dir.

Herhangi ti¢li bir dogru tiistiinde bulunmayan beg noktadan bazilarini kége kabul eden digbtikey gokgenlerin
sayisinin alabilecegi en kiiglik deger nedir?
a) 10 b) 11 c) 12 d) 15 e) 16

Coziim:

Bu soru iptal edilmistir.

Soru iptal edilmis ancak dogru ¢éziim su sekilde olabilir.

D l!’.‘

A i

5 noktay1 A, B,C, D, E ile gosterelim. Herhangi {icli dogrusal olmayan 5 nokta ile daima (g) = 10 tiggen
olugturulabilir. Olugan dértgen ve besgen sayisini kii¢iik tutmaya ¢aligalim. Ornegin A, B,C, D bir karenin
kosgeleri olsun. ABC D karesinin agirlik merkezi de O noktasi olsun. AOB ti¢geninin i¢ bolgesinde kalan bir
noktay1 E olarak segersek ABED ve ABCE dortgenleri i¢biikey olur. (Z) — 2 = 3 tane digbiikey dortgen
olugur. Ayrica ABCDFE besggeni de digbiikey degildir. Toplam digbiikey cokgen sayisi en az 10 +3 = 13
olabilir. Bu ise se¢eneklerde verilmedigi i¢in soru iptal edilmis olabilir.
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16.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2008

ABC figgeninde AD kenarortay olmak tizere, m(@) = 45° ve m(@) = 30° ise ABC agisi kag derecedir?
a)75  b)90 ¢)105 d) 120 e) 135

Cozim 1:

Yanit:

B den AC dogrusuna gizilen dikmenin ayag1 F olsun. BEC iiggeni 30 — 60 — 90 liggeni oldugundan |BD| =
|CD| = |ED| = |BE| olur. ZADE = ZDAE = 15° oldugundan |AE| = |ED| = |BE| dir. Buradan da
/ABE = 45° ve boylece ZABC = 105° elde ederiz.

Kaynak: Tiibitak Ulusal Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri

Cozim 2:
- o s : x - sin 30° .
BD = DC = z diyelim. Buna gore Siniis Teoreminden AD = “anlne olur. ZABC = « i¢in LBAD =
sin 15°
135° — o dir. ABD figgeninde Siniis Teoreminden
AD T sin av sin30°  cos15°  sin105°

sina  sin(135° — o)  sin(135° —a)  sinl5°  sin30°  sin30°

elde edilir ve ZABC = o = 105° bulunur.

3m2n = n? + A denkleminin dogal sayilarda asagidaki A degerlerinden hangisi icin ¢oziimii vardir?
a) 301 b) 403 c) 415 d) 427 e) 481

Cozim:

Yanit:

Oncelikle seceneklerde verilen A degerlerinin 3 ile boliinemedigini gézlemleyelim.

n(3m? —n?) = A yazalim. n? = 0,1 (mod 3) oldugundan 3m? — n? = 0,2 (mod 3) olur. A sayis1 3 e
béliinmediginden 3m? — n? = 2 (mod 3) miimkiindiir. O halde A sayismin pozitif bolenlerinden biri 3k + 2
formunda olmalidir. Simdi segenekleri inceleyelim.

301 = 7 - 43 oldugundan 3k + 2 formunda boleni yoktur. A # 301
403 = 13 - 31 oldugundan 3k + 2 formunda boéleni yoktur. A # 403

415 = 5 - 83 oldugundan 3k + 2 formunda béleni vardir. n(3m? — n?) = 5 - 83 esitliginde 3m? — n? = 83 ve
n =5 i¢in m = 6 bulunur.

427 = 7- 61 oldugundan 3k + 2 formunda boleni yoktur. A # 427
481 = 13 - 37 oldugundan 3k + 2 formunda boleni yoktur. A # 481

P(z)=1—z+2?—2% 42 219 polinomu verilsin. Q(z) = P(x—1) seklinde tamimlanan @ polinomunda

22 nin katsayis1 kagtir?

a) 840  b) 816  ¢) 969  d) 1020  e) 1140
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(6]

Coziim:

(Egemen Erbayat)

Cevap:

220 1

P(z) = —

(@) x+1

(x —1)2° -1

Plz-1)= ——"-"F——

(@=1) r—1+1

-1 20 _ 1
—(z — 1)?° — I’da 2%"in katsayisin1 bulursak —%’da 2%'nin katsayisin1 buluruz.
T —

2%l ifade sudur: (%) - 2% - (—1)'7 = —1140

Bagta (—) oldugu igin katsayisi pozitiftir.

YARISMA sozciigiiniin harfleriyle, her harf bu sozciikte oldugu sayida kullanilmak iizere, anlamh veya an-
lamsiz, iki kelimeden olusan kag ciimle yazilabilir?

a) 2520 b) 5040 c) 15120 d) 20160 e) Higbiri
Cozim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

7! .
YARISM A sozcligiiniin harfleri 5 = 2520 sekilde siralanir. Iki sozciigii ayiracak olan ayrag 6 farkli yere
gelebilir. Bu yiizden cevap 2520.6 = 15120 dir.

Bir {icgenin kenarlar1 a, b, ¢ olsun, eger a2, b2, c¢? uzunlugundaki dogru parcalar: bir iicgen olusturuyorsa bu
iiggene iyi tiggen diyoruz. Asagida agilar1 verilen tiggenlerden kag tanesi iyi iiggendir?

(i
(ii

(ii

40°,60°, 80°
10°,10°, 160°
110°,35°, 35°
(iv) 50°,30°,100°
(v) 90°,40°,50°
(vi) 80°,20°,80°

)
)
)
)

a)l b) 2 c) 3 d) 4 e)b
Cozim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

Eger bir iicgen olusuyorsa iicgen esitsizliginden a? + b? > ¢? dir. O zaman bu iicgen dar aciidir. O yiizden
sadece (i) ve (vi) iyi ticgendir.

Eger n porzitif tamsayisina boltinen her tamsayi, basamaklarinin yerleri nasil degistirilirse degistirilsin yine
n ye boliiniiyorsa, n ye “i

iyi” say1 diyelim. Kag iyi say1 vardir?
a) 3 b) 4 c)6 d) 12 e) Sonsuz Sayida
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Coziim:

Yanit:

Bir basamakli sayilarda sart1 saglayan sayilarin yalnizea 1, 3,9 oldugunu goérmek kolaydir.
En az iki basamakli n sayisiin garti sagladigini kabul edelim.

i) n sayisinin son basamagi 0 olsun. Bu durumda n nin basamaklarimin yerini degistirip son basamagi 0
olmayan bir n’ sayisi olugturursak 10 | n | n’ olur. Ancak n’ niin son basamagi 0 olmadigindan 10 t n'.
Celigki

ii) n sayisiin son basamag a # 0 olsun. Diger tiim basamaklarim da K ile gosterelim. n = Ka = 10K + a
n| Ka0,n| KO0a = n | Ka0 — K0a = n | 9a

a bir rakam oldugundan sart1 saglayan n sayisi 18, 27, 36,45, 54, 63, 72, 81 sayilarinin bolenlerinden biri ola-
bilir.

Bu sayilarin en az iki basamakli bolenlerinin kiimesi {18, 27,12, 36, 15,45, 54,21, 63,24, 72,81} dir. Ancak bu
sayilardan higbiri, basamaklarinin yerleri degistirilince meydana gelen iki basamakli sayiy1 bolmez.

Yani sart1 saglayan en az iki basamakli say1 yoktur.

Dolayisiyla sart1 saglayan yalnizca ii¢ pozitif tamsay1 vardir: 1,3, 9.

6
. ) 4—
a= /9 — /3 + 1 olduguna gore, <a) ifadesinin degeri agagidakilerden hangisidir?
a

a) 3 b) 6 c)8 d) 9 e) 12
Cozim:

Yamt:@
4 4 B 4(V3+1) _4(VB41)
a  Y9-IB+1 (B (RO-IB+1) 4

esitligi kullanalim:

4—a\° 4 ¢ 6
( ) = < - 1> = (\‘73) = 32 = 9 sonucuna ulagilir.

4
= {3+ 1olup — —1 = /3 elde edilir. Bu
a

a a

10 x 10 bir satrang tahtasimmin birinci satirinin karelerine sirasiyla 0,1,2,...,9, ikinci satirimin karelerine
sirasiyla 10,11,...,19,..., onuncu satirinin karelerine sirasiyla 90,91,...,99 sayilar1 yazilmigtir. Sayilarin
bazilarinin Oniine, her satir ve her siitunda tam olarak beg tane olacak sekilde eksi igaretleri ekleyerek tiim
sayilarin toplami en az kag¢ yapilabilir?

a) —10 b) —2 ¢)2 d)10 ) Higbiri

Coziim:

Yanit:

i§aretlerin yerlerinden bagimsiz olarak tiim sayilarin toplami her zaman 0 oluyor.

Her siitunda tam olarak bes tane eksi isaret olduguna gore, tiim sayilarin birler basamaklarinin toplami
sifira esittir. Her satirda tam olarak bes tane eksi isaret olduguna gore, tiimm sayilarin onlar basamaklarinin
toplamu sifira egittir. Buna gore, tiim sayilarin toplami her zaman sifira esittir.

Kaynak: Tiibitak Ulusal Matematik Olimpiyati Soru ve Coziimleri
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@ ABCD karesinin diginda bir E noktasi verilmigtir. m(gE\C) =90°, F € [CE],[AF] L [CE],|AB| = 25, ve
|BE| = 7 olduguna gore, |AF| ka¢ birimdir?

a) 29 b) 30 c) 31 d) 32 e) 33
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

EB yi B yoniinde uzatalim ve bu dogruya A dan dik indirelim. Dikmenin ayagina G diyelim. Acilar
yazildiginda AGB ftiggeni ile BEC tiggeninin benzer oldugunu goriiriiz. Ve ikisinin de hipoteniisii 25 tir
yani bu {iggenler estir. O zaman |BE| = 7 ise |AG| = 7 dir. Pisagor yapilirsa |GB| = 24 bulunur. Ve
|GE| = 31 olur. AGEF bir dikdértgen oldugu icin |AF'| de 31 dir.

/Ty — 713/ 4+ 30 = 0 denkleminin pozitif tam sayilarda kag tane (x,y) ¢oziim ikilisi vardir?
a) 8 b) 18 c) 72 d) 2130 e) Sonsuz sayida

Coziim:

Yanit:
VZY — T13/z 4 30 = 0 denklemini /z (71 — \/y) = 30 seklinde yazahm. Burada hem /z, hem de 71 — /gy
carpanlarinin birer tam say1 olmasi gerekir. Aksini varsayahm, \/z = aV'b seklinde a, b pozitif tam sayilar:

bulundugunu varsayalim. b, 1 den bilyiik tam kare carpan igermeyecek sekilde oldugunu diiglinebiliriz. (Boyle
sayilara free-square denir). Bu durumda 71 — | /y = cV/b seklide olmas: gerekir ama Gyle degildir, celigki.

O halde /z (71 — \/17) = 30 denklemini ¢ézmek n(71 — m) = 30 denklemini ¢dzmekle egdegerdir. 30 un
pozitif bolen sayisi kadar, yani 8 tane ¢oziim vardir.

Bir (a,) dizisi a; = 1,a3 = 5 ve her n > 2 i¢in a, 411 — 2a, + a,—1 = 7 geklinde tanimlanmaktadir. Buna gore
a7 kactir?

a) 895  b)900 ¢) 905 d)910 e) Hicbiri

Coziim:

Yanit:

n—1

Z(ak+1 —2ap + ak—1) = ap — Qp—1 + a1 —ag = 7(n — 2)
2

Ay — Gp_1 = Tn — 10

17
D (an —an-1) = a7 —ay =T(2+3+ - +17) = 10.(17 = 2+ 1) = ay7 = 1 + 7.152 — 160 = 905
2

Yedi renk kullanilarak her ytizeyi farkli bir renge boyanmig kag kiip olusturulabilir?
a) 154 b) 203 c) 210 d) 240 e) Higbiri
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Coziim:

(Egemen Erbayat)

Cevap:

(g) = 7 gekilde kullanacagimiz renkleri secgelim.
Ik yiizeyi ne boyadigimiz 6nemsizdir ¢iinkii dondiirerek ayni sekli elde edebiliriz.
Tk yizeyin kargisini 5 farkli renke boyayabiliriz. Boyadiklarimiz alt ve iist tabanimiz olsun.

Kalan 4 yiizii boyamay: yuvarlak masa etrafina oturacak 4 kisi gibi diiglinebiliriz ¢linkii hi¢biri déndiirme ile
elde edilemez.

7-5-6=210

C agis1 genig ag1 olan ABC ii¢geninde D € [AB] ve [DC] L [BC] dir. m (@) =a,m (ﬁ) = 3o ve
|AC| — |AD| = 10 olduguna gore |BD| kag birimdir?
a)l0  b)14  ¢)18 d)20 e)22

Coziim:

Yanit: @

[BD] nin orta noktasmma E diyelim. ZBED = 90° oldugundan |BE| = |ED| = |CE| dir. Buna gore,
ZCBE = /BCE = « olup LZACE = ZAEC = 2« olur. Buradan |AC| = |AE| = |AD| + |DE| = |DE| =
|AC| — |AD| = 10 dur. Sonug olarak |BD| = 2|DE| = 20 dir.

49303 . 3993202 . 39606 gayv1s1min son ii¢ rakami nedir?

a) 001 b) 081 c) 561 d) 721 e) 961
Cozim:

(Egemen Erbayat)

Cevap:

Sayiy1 asal ¢carpanlarina ayirirsak elde ederiz.

7606 11606 . 13606 . 3808
Son 3 basamag1 6grenmek i¢in (mod 1000)’de incelemeliyiz.
7-11-13=1001 =1 (mod 1000)

7606 . 11606 . 13606 = 1606 = 1 (mod 1000)

Euler Teoreminden 34%° = 3890 =1 (mod 1000) oldugunu gériiriiz.
Saymmiz (mod 1000)’de 3%’ esittir.

3% = 6561 = 561 (mod 1000)

Qn

1+ 13a2
en biiylik terimi ay, ise k kagtir?

a) 194  b) 193  ¢) 192  d) 191  e) Higbiri

1 1
ap = g ve her n > 1 i¢in ap41 = seklinde tamimlanan (a,,) dizisinin ay < =0 kogulunu saglayan
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Coziim:
Cevap:
Verilen denklemin karesini alirsak

2
9 as 1 1
= = =134+ —

1 =17 13a2 az_y * a?

1
olur. Yani b,, = — olarak tamimlarsak b,, dizisi ortak farki 13 olan bir aritmetik dizi olacagindan
aTL

1

1
1 _

olacaktir. Dolayisiyla

1 50% + 4
ak<% = 0 < V13 -4 = 1;

olur. a,, ifadesi bariz bir gekilde azalan oldugundan en biiylk ai degeri k en ufakken elde edilir. Yani k = 193
olmalidir.

<k = 193<k

50 kigilik bir sinifta yapilan 4 soruluk bir sinavda, herhangi 40 kisiden en az 1 kigi tam olarak 3 soruyu, en
az 2 kisi tam olarak 2 soruyu, en az 3 kisi tam olarak 1 soruyu dogru, en az 4 kisi ise biitiin sorular: yanlg
¢Ozmiigtiir. Tek sayida soru ¢ozen 6grencilerin sayisi en az kagtir?

a)18 b)24 ¢)26 d)28 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

40 kisilik grupta 3 dogru yapan en az 1 kisi olmasi i¢in 3 dogru yapan kisi sayist > 11 olmalidir.

40 kisilik grupta 2 dogru yapan en az 2 kisi olmasi i¢in 2 dogru yapan kisi sayis1 > 12’dan biiyiik olmalidir.
40 kisilik grupta 1 dogru yapan en az 3 kisi olmasi igin 1 dogru yapan kisi sayisi > 13’dan biiyiik olmalidir.
40 kisilik grupta 0 dogru yapan en az 4 kisi olmasi igin 1 dogru yapan kisi sayis1 > 14’dan biiyiik olmalidir.
Topladigimizda 50 ettigi i¢in en kiiciik degerleri almalidir

1 ve 3 dogru yapan kisi sayis1 24 tir.

B agis1 dik olan ABC ti¢geninin A ve C' koseleri, B merkezli 20 birim yarigaph ¢eyrek ¢cemberin tizerindedirler.
Bu geyrek ¢emberin i¢ bolgesine [AB] ¢apli bir yarim ¢ember ¢izilmistir. C' noktasindan yarim ¢embere ¢izilen
tegetin degme noktast B’den farkli bir D noktasi ve C'D dogrusunun ceyrek cemberi kestigi nokta F' dir.
Buna gore |F'D| kag birimdir?

a) 1 b)g 03 d)4 )5

Coziim:

Yanit: @

Cevap: 4. [AB] nin orta noktasi E olsun. E noktasi yarim ¢emberin merkezi oldugundan |[ED| = 10 ve
ED 1 DC dir. OB ve CD dogrulari geyrek cembere teget oldugundan |CB| = |CD| = 20 dir. F' noktasi
geyrek gember tlizerinde oldugundan |BF| = 20 dir. ZBCE = « olsun. ZECD = « olur. BFC tiggeni esit iki
agis1 2« olan ikizkenar bir tiggen oldugundan |C'F| = 2|BC| cos 2« olur. BEC' dik iiggen oldugundan Pisagor
teoreminden |EC| = 10v/5 ve buradan da cosa = 2//5 elde edilir. Buradan da cos2a = 2cos?a — 1 = 3/5
ve boylece |CF| = 24,|FD| = 24 — 20 = 4 olur.

Kaynak: Tibitak 16. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Siav Soru ve Coziimleri 2008
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Kag tane n pozitif tam sayisi i¢in \/n +1/n+ /1 + /n tam sayidir?

a)l b) 2 c)3 d) Sonsuz e) Higbiri
Coziim:

Yanit:
\/ n+1/n + \/n + /7 sayisinin tam say1 olabilmesi igin y/n sayisiin tam say1 olmasi gerekir.

Dolayisiyla n sayisinin k pozitif bir tam say1 olmak iizere n = k? geklinde olmasi gerekir. n yerine k? yazalim.
Igeride kalan k2 + k ifadesinin esiti k(k + 1) oldugundan bu ifadeyi tam kare yapacak bir k pozitif tam sayisi
yoktur.

f:(0,00) = (0,00) fonksiyonu her z,y € (0, 00) i¢in,

10~xiy:f(x)-f(y)ff(wy)*%

1
denklemini saglhiyorsa, f (11> kagtir?
a)l b) 11 c) 21 d) 31 e) Tek tiirlii bulunamaz
Coziim:
Yanit:

x = y = 1 koyalim.

1
110 = f(1)(f(1) — 1) esitliginden f(1) = 11 bulunur. Simdi de y = 7% = 1 koyalim.

210 = (f(%)(f(l) — 1) egitliginden f(%) = 21 bulunur.

a1,as,as, ..., a0s tam sayillarindan her biri en az 1 en ¢ok ise 5 tir. (ay,, an+1) ikilisine, a,, < a1 ise artan
ikili, @, > a,41 ise azalan ikili diyelim. Dizideki artan ikili sayis1 103 tane ise azalan ikili sayis1 en az kactir?

a) 21 b) 24 c) 36 d) 102 e) Higbiri
Cozim:

(Egemen Erbayat)
Cevap:
Azalan ikili sayisin1 az tutmak igin ardarda olan artan ikililerin sayisini olabildigince ¢ok yapmaliyiz.

1,2,3,4,5 dizisi ardarda olan artan ikililerin sayisinin en fazla oldugu dizidir ve bu say1 4’tiir. (5’ten sonra
mecburen 5 veya 5’ten kiigiik bir say1 gelecegi i¢in bagka artan ikili olmayacaktir..)

Avzalan ikili sayisinin en az oldugu durumda 4 artan ikiliye 1 tane azalan ikili gelmektedir.

103
[4|] = 25 tane azalan ikili vardur.
Son artan ikili ajo8 — a129’dur Sonrast igin aj129 = a1390 = -+ = asgos seklinde yazarsak istenilen duruma
ulasiriz
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ABC dik iiggeninde m (/T) = 90° olsun. P € [AC],Q € [BC], R € [AB] olacak sekildeki APQR karesinin

alam 9, N, K € [BC], M € [AB] ve L € [AC] olacak sekildeki K LM N karesinin alam da 8 ise |[AB| + |AC|
kagtir?

a) 8 b) 10 c) 12 d) 14 e) 16
Cozim:

Yanit:

Cevap: 12. |AB| = z,|BC| = y olsun. AQRB ~ ACAB oldugundan (z — 3)/x = 3/y ve buradan da
xy = 3(x+y) olur. A dan gegen yiiksekligin ayagi F olsun. AMNB ~ AAEB ve AALM ~ AAC B benzer-
liklerini kullanarak |M B|/|AB| = |[MN|/|AE| ve |MA|/|AB| = |ML|/|BC| elde ederiz. Bu iki esitligi taraf
tarafa toplayip |BC| = /22 + y2 ve |AE| = xy//22 + 42 esitliklerini kullanarak v/2/4 = 1//22 + 42 +
V2 + y2 /2y denklemini buluruz. r+y = a dersek xy = 3a ve /22 + y? = a? — 6a olacagmdan son denklem
V2/4 =1/va? — 6a++/a? — 6a/(3a) seklindedir. Bu denklemi diizenlersek 4(a—3) = 3v/2a% — 12a elde ede-
riz. Buradan da her iki tarafin karesini alarak (a —12)(a+6) = 0 ve @ > 0 oldugundan |AB|+ |BC| = a = 12
buluruz.

Kaynak: Tiibitak 16. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2008

Kag a > b sartim saglayan (a, b) pozitif tam say ikilisi icin a? + b2 ifadesi a® + b ve a + b? ifadelerini boler?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Sonsuz sayida
Coziim:

Yanit: E

Cevap: 1. Bir p asal sayis1 ve bir s > 1 tam sayist igin, ebob(a,b) nin p® seklindeki en biiyiikk ¢arpani p®
olsun. O zaman a® + b ve a + b3 ifadelerinin en az birinde p® seklindeki en biiyiik carpan da p® olacaktir.
p?* | a® + b? olduguna gore, bu a® + b? nin a® + b ve a + b3 ifadelerini bolmesi ile geligir. Demek ki a ve
b sayilar aralarinda asaldir. a? + b? saysi a (a2 + b2) — (a3 + b) = b(ab — 1) sayism béliiyor. b ve a? + b?
aralarida asal olduguna gore, a? + b? sayis1 ab — 1 sayisim béliiyor. ab > 1 olursa, a? + b? > 2ab > ab — 1.
Demek ki tek segenek a = b = 1 olur.

Kaynak: Tiibitak 16. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Sinav Soru ve Coziimleri 2008

2
a, b, c,d gercel sayilar a? +b% +c? +d* —ab—bc —cd — d + 5= 0 esitligini saghiyorsa a kagtir?
2 2 3 1
a) 3 b) g c) g d) £ e) Higbiri

Co6ziim 1:

Cevap: @

Birinci Yol: Verilen ifadeyi tamkarelerin toplami olarak yazmaya caligalim.

a?—ab+ —+ =+ P+ d®*—bc—cd—d+ = =

b2 3p2 2 b\?  3p2 . 2 22
4 4 5

2 2 3 3 8 8 5
o (va, 1 N (ve v\ (VB Ve
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olacaktir. Dolayisiyla bu ifade 0 ise

V3.1 2£d\/52

a——-=—b——=c=—=c— =——=d—-—==0
2 2 V3 V3 2v2 2v2 5
1 2 3 4
Bu esitliklerden a = 5 b= R c= 5 ve d = 3 olacaktir.
ikinci Yol: Verilen denklemi a’ya bagh ikinci dereceden bir denklem olarak diigiinelim. Bu denklemin

diskriminanti
2 8
A =b2—14 (b2+02+d2 —bc—cd—d+5) = —3b% — 4¢® — 4d? + 4bc + ded + 4d — =

Bu diskriminant negatif olmamalidir. Bu diskriminanti da b’e bagl ikinci dereceden denklem olarak diigiiniirsek,
basgkatsayisi negatif oldugundan b degeri bu denklemin iki kokiiniin arasinda deger almalidir. Yani bu denk-
lemin de kokii olmalidir. Bu da diskriminantinin negatif olmamasi demektir.

Ay = 16¢% + 12 (4(;2 —4d? + 4ed + 4d — i) = —32¢? — 484> + 48¢d + 48d — %

Benzer gekilde bu denklemi de ¢’ye bagh ikinci dereceden denklem olarak disiiniirsek diskriminanti negatif
olmamalidir. 16’ya boliip diskriminantini alalim.

4 4\ 2
A3:9d2+8<—3d2+3d—§) :—15d2+24d—58:—15(d—5>

4 2
Bu diskriminantin negatif olmamasi icin d = 3 olmalidir. Bunu 6nce As’de sonra da A;’de yazarsak b = 3

3 1
vec=g¢ olacaktir. Bu degerleri ana denklemde yazinca da a = 5 olacaktir.

Birinci yol daha kolay olsa da iki yol da ¢éziim olarak incelenmeli.

Coziim 2:

Flash, e d) = Lot rOmam i) r(embd) (amen ) (and)
1 2 2 4

Ty Ty Ty %5

Kaynak: AoPS
Coziim 3:

Bu tiir sorularin ¢éziimiinde kolaylik sagladigini diigiindiigiim ve kullandigim yontem goyledir:

Dérdiincii Yol: S = a?+b%4+c2+d? —ab—bc— cd—d—i—% ifadesine bakalim. Buradaki a, b, ¢, d bilinmeyenleri
arasinda en az sayida terimde bulunan var mi diye bakalim.

a icin bakarsak: a?, —ab terimlerinin sayis1 2 dir.

b icin bakarsak: b%, —ab, —bc terimlerinin sayist 3 tiir. Diger bilinmeyenler icin de bu say1 3 tiir.

O halde a bilinmeyeni ile tam kareye tamamlama iglemine bagliyorum. (Hepsinden esit sayida, ornegin

3’er tane olursa hangi bilinmeyenden bagladigimz ¢6ziim yolunun kolaylik/zorluk durumuna etki etmez. O
durumda katsayilar arasinda ¢oziimii kolaylastirici bagka 6zellikler yakalamay1 denerim.) a? —ab var elimizde.
b b\?  3p?

1 ekleyip gikaracagiz. S = (a — 2) + Ve + .-+ olur.

b2
Bizi iglem hatalarindan koruyabilecek bir bagka kullamighh pif noktamiz da sudur: 37 — be ifadesini tam

3 4 2
kareye tamamlarken oOnce 1 <b2 — 3bc) yazalim ve simdi parantezin igine % ekleyip gikaralim. Yani
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4 4 42 2c\* 1 b\>
% <b2 — gbc—i— % — g) = Z (b — ;) — gcz olur. Koklii ifadelerden kaginmig olduk. S = (a — 2) +
2¢\* 2 2
z <b36> + 52 —ed4d? —d+ < olur.

2 2 3
Bizi koklii ifade yazma sikintisindan kurtaran bu piif noktasini tekrar uygulayalim: 502 —cd = 3 (02 — 20d> =

2/, 3 9 3, . b\ 3 2c\* 2 3d\* 5 2
S —Zed+ —a?) =22 dir. S=(a—2) +2(b=2) +Z(c=22) 42 —d+ = olur.
3(0 2T 16 ) gl dir. 5 (a 2) +4( 3) t3\T7) T3 T o

5 2 5 8 16\ 5 4\?
Son olarak §d2 —d+ 5= 3 <d2 — gd + 25) =3 (d — 5> biciminde tam kareye tamamlarsak,

b\> 3 2c\* 2 3d\* 5 4\*
= - = -(b—— —le—— —d-=
s=(om3) #20-5) +5 (%) +3(5)
elde edilir. S = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart tam kare ifadelerin 0 a esit olmasidir. d = 3 olur. Bunu

2 1
kullanarak ¢ = g, b= 0=t degerlerine ulagilir.

Not: Bu tiirdeki ¢ok bilinmeyenli bir denklemde, bilinmeyenlerden birini ¢6zmemiz isteniyorsa tam kareler
toplami 0 a esitlenmis bir ifade aramamiz gerektigini hissedebiliriz. Ornegin 22 + 2y% + 522 = 1 tiiriindeki
bir denklem uzayda elipsoid ylizeyi belirttigi i¢in yiizey {izerinde sonsuz c¢oklukta nokta vardir. “x kactir?”
seklinde bir soru sormak mantikli degildir. Fakat 22 4+ 232 + 522 = 0 tiiriindeki bir denklem uzayda nokta
belirtir ve (z,y,z) = (0,0,0) tek ¢éztimdiir. “z kagtir?” gibi bir soru sormak artik mantikhdir.

a1, as,as, aq, as ve ag sayllart {—1,0, 1} kiimesinin elemanlar1 olmak iizere,
a1-51+a2~52+a3-53+a4-54+a5~55+a6-56

ifadelerine bakalim.Bu ifadelerin kag¢ tanesi negatif deger alir?
a) 121 b) 224 c) 275 d) 364 e) 375

Coziim:

(Egemen Erbayat)
Cevap: @
5! +52 + 5% + 5% 4 5° < 5% oldugu icin 5° katsayisi iizerinden gidelim.

Eger —1 ise aj -5 +ag - 52 + a3 - 5% + ag - 5*3 + a5 - 5° < | — 55| oldugu igin say1 her zaman negatiftir. 3°
deger alir.

Eger 1ise a; -5 4+ ag - 5% 4+ as - 5% + a4 - 5* + a5 - 5° < 5% oldugu icin say1 her zaman pozitiftir.

Eger 0 ise 5' + 52 4 53 + 5% < 5% oldugu icin 5° katsayisi iizerinden gidelim.

Eger —1ise a; - 5! +ag - 52 + a3 - 5% + a4 - 5* < | — 5°| oldugu igin say1 her zaman negatiftir. 3* deger alir.
Eger 1 ise a; - 5! + ag - 5% + agz - 5% + a4 - 5* < 5° oldugu icin say1 her zaman pozitiftir.

Eger 0 ise 5' 4+ 52 + 53 < 5% oldugu icin 5 katsayisi iizerinden gidelim.

Eger —1 ise aj - 5! + az - 52 + az - 5% < | — 54| oldugu igin say1 her zaman negatiftir. 3% deger alir.

Eger 1 ise a; - 5! + ag - 5% + as - 52 < 5* oldugu icin say1 her zaman pozitiftir.

Eger 0 ise 5! + 52 < 5% oldugu icin 5% katsayis: iizerinden gidelim.

Eger —1 ise a; - 5! + ay - 52 < | — 5| oldugu icin say1 her zaman negatiftir. 32 deger alr.

Eger 1 ise a; - 5 4 as - 52 < 53 oldugu icin say1 her zaman pozitiftir.

Eger 0 ise 5! < 52 oldugu icin 52 katsayisi iizerinden gidelim.
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Eger —1 ise a; - 5! < | — 52| oldugu igin say1 her zaman negatiftir. 3! deger alir.
Eger 1 ise a; - 5! < 52 oldugu icin say1 her zaman pozitiftir.

Eger 0 ise 0 < 5' oldugu icin 5' katsayis: iizerinden gidelim.

Eger —1 ise 0 < | — 5! oldugu igin say1 her zaman negatiftir. 3° deger alir.
Eger 1 ise 0 < 5% oldugu i¢in say1 her zaman pozitiftir.

Eger 0 ise ifademizde 0 olur.
36
Sonuc:3® +3*+334+32+31 +30 = 3

= 364

O merkezli gemberde [AB] gaptir.C' ve D noktalar1 gember tizerinde [AB] ¢apina gore farkli yarim gemberler
tizerindedir.B den [C'D] ye inen dikmenin ayag H olsun.|AO| = 13,|AC| = 24 ve |HD| = 12 olduguna gore,
DCB agis1 kag derecedir?

a) 30 b) 45 c) 60 d) 75 e) 80
Coziim:

Yanit:

Cevap: 30. ACB dik {iggen olup Pisagor teoreminden |BC| = 10 olur. ZCAB = ZCDB oldugundan
ANACB ~ ADHB olur. Buradan da |[HB|/12 = 10/24 ve |[HB| = 5 olur. CHB dik ti¢geninde |[HB| =
|BC|/2 oldugundan /DCB = ZHCB = 30° bulunur.

Kaynak: Tiibitak 16. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Smav Soru ve Coziimleri 2008

2243241 3243.3+1 42+3-4+1 1024+3-10+1
3.4 T 415 5! 6! 11!-12!

toplami icin 11!- 12! - A sayisim 11 e boliince kalan nedir?

a)0 b) 1 c) b5 d) 8 e) 10

A:

Coziim:

Yanit:

K2 +3k+1

Ifademiz genel olarak m seklindedir.
Diizenlersek;
K> 4+3k+1+1-1 (k+1)(k+2)—-1 11.12!
1M12A=———-1=10 d 11) bul .
GrDlkt2)! hrDME+r2.kr 1! 213! (mod 11) bulunur

Bir iiggenin agilari olan «, 3, bir aritmetik dizi olugturuyorlar. sin 20«, sin 208 ve sin 20y da aritmetik dizi
olusturuyorsa, a kag farkl deger alabilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri
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Coziim:

Cevap:

Soruda «, 3, 7y i¢gin bu sirada aritmetik dizi olusturup olusturmadigini sdylemediginden herhangi bir sirada
olugturabildiklerini diigiiniiyorum.

Genelligi bozmadan o < § < « diyelim, daha sonra bulgular tizerinden diger durumlar i¢in de sonug bulabi-

liriz. @« = f —x ve v = B + « yazarsak, a + 8 + v = 27 oldugundan 8 = 2?“ bulunur. Agilar iiggen agilar

oldugundan 0 < x < 2?” olmalhdir.

4 V3

407
in208 = sin —— = sin — = — ~>
sin 2083 = sin 3 sin 3 3

Eger sin 20« + sin 20y = 2sin 2075 ise
40 40 40
sin (371- + 20x> + sin (; — 203:) = 2sin % cos 20x

oldugundan

4 4
QSiHQOﬂ:SiH%ZQSiH%COSQOx — c0s20x =1 = 20z =2mn — x:%

olarak bulunur (n € Z). 0 < z < 2F oldugunu goz 6niinde bulundurursak

™ 27 20
< — J— < — <n<
0_10<3 :>O_n<3 — 0<n<6

Dolayisiyla en az 7 adet n degeri ve burada gelen 7 adet x degeri vardir. Cevap her tiirlii higbiri olacagindan
diger durumlara bakmaya gerek yoktur. 7’den fazla ¢6ziim vardir.

8 x 8 bir satrang tahtasinin bir kogesinden bir birim kare kesilip atildiginda kalan sekli esit alanl iiggenlere
bolmek icin en az kag iiggen gerekir?

a) 17 b) 19 c) 20 d) 21 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Cevap: 18. Ucgenlerden birinin bir kenar kesilip atilmig birim karenin bir kenarmm iizerinde yerlegecektir.
1 2
Bu nedenle iiggenlerin alanlari en fazla —-1-7 = — olacaktir. Buna gore, en az 63- - = 18 {i¢gen gerekiyor. 18

iiggen Ornegini vermek icin satrang tahtasinin kalan kismini 9 tane 1 x 7 dikdortgene ayirip bu dikdortgenlerin
her birini iki egit tiggene bolmek gerekiyor.

Kaynak: Tiibitak 16. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2008

ABCD konveks dortgeninde [AB] ile [CD] paralel degildir. [AD] nin orta noktas1 E, [BC] nin orta noktasi

F dir. |CD| =12,|AB| = 22 ve |EF| = z olduguna gore, x in alabilecegi tam say1 degerlerin toplami kagtir?
a)110  b)114 ¢)118 d) 121  e) Hicbiri
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Coziim:

Yanit: @

Cevap: 121. [AC] kosggeninin orta noktast G olsun. EG || DC ve FG || AB olur. Buradan da |EG| =
6,|GF| = 11 dir. AB ile CD paralel olmadig: i¢in F,G, F dogrusal olamaz. Buradan da EGF ii¢geninde
iiggen esitsizliginden 5 < & < 17 elde ederiz. Bu araliktaki her = tam sayisi igin sartlar: saglayan bir dortgen
cgizilebilir. = in alabilecegi degerler 6,7, ...,16 olup bu sayilarin toplami 121 dir.

Kaynak: Tiibitak 16. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Siav Soru ve Coziimleri 2008

Ik terimi pozitif tam say1 olan bir dizide, her terime en biiyiik rakami eklenerek bir sonraki terim elde

ediliyor. Bu dizinin en ¢ok kag ardigik terimi tek say1 olabilir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6

Coziim:

Yanit: @

Cevap: 5. {857,865,873,881, 889} dizisinin istenilen kogulu sagladig agiktir. Dizimizde 6 tane ardigi terimin
tek say1 olamayacagini gosterelim, aksini varsayalim. Dizinin ardigik ii¢ elemani a, b, ¢ tek sayilarini alalim.
a ve b nin en biiylik rakamlar xz ve y olsun. x ve y c¢ift sayilar oldugundan, a¢ ve b nin son basamaklari
olamazlar. Ek olarak, a ve b nin tiim rakamlar1 9 dan kiiciiktiir, bu da a ve b nin son iki basamak haricinde
ayni oldugunu gosterir.

e r < y ise, y rakami b nin son iki rakamindan biri olmak zorundadir. b sayisi tek say1 oldugundan y rakami
b nin sondan ikinci rakami olur. Diger taraftan, x ve y ¢ift sayilar oldugundan z < y — 2 olur. a nin sondan
ikinci rakami en fazla x olabileceginden x = b — a > 10 olup celigki elde ederiz.

e 1 > yise, x rakami a nin son iki rakamindan biri olmak zorundadir. a sayis: tek say1 oldugundan z rakami
a nmin sondan ikinci rakami olur. x < 8 oldugundan, b nin sondan ikinci rakami = veya x 4+ 1 olup, = > y
kogulu ile celisir.

Buradan, dizimizin ardigik 6 tek say1 terimi bir aritmetik dizi olugturmak zorundadir, ortak farka d diyelim.
d < 8 oldugundan dizimizin ilk beg teriminin son rakamlar1 {1, 3,5, 7} olabilir. Giivercin yuvas1 prensibin-
den, ilk bes terim arasinda son rakamlar: ayni olan iki terim elde ederiz. Dolayisiyla, iki terim arasindaki
olasi farklarin olusturdugu {d, 2d, 3d,4d} kiimesinden en az bir say1 10 ile boliinmelidir, bu da d nin 5 ile
boliinmesini gerektirir. d sifirdan farkl ¢ift bir rakam oldugundan bu imkansizdir. Sonug olarak, dizimizde
en fazla 5 ardigik terim tek say1 olabilir.

Kaynak: Tiibitak 16. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2008

zy = 1 kogulunu saglayan her z,y gercel sayilari igin,

(z+y)?+4) ((z+y)?* -2) 2 Az —y)
esitsizligi saglaniyorsa, A sayisimn alabilecegi en biiyiik deger asagidakilerden hangisidir?
a) 12 b) 14 c) 16 d) 18 e) 20

Cozim 1:

Cevap: @

z 4+ y = m diyelim. Bizim ((z +y)?> +4) ((z +y)? —2) > A.[(z + y)* — 4] gdstermemiz gerekir. (z + y)* >

N+ 4)(N -2
4xy = 4 biliyoruz. O halde (z+y)? = m? = N icin % en kiigiik degerini bulmaliyiz. 10+ (N —
1
44 N764) >A.G-0 18 dir. Esitlik 2 = y = V17 + 4 icin saglanir. A < 18 idir.
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Cozim 2:
(r — y)? = t diyelim. Buna gore esitsizlik suna doniisiir:

t*+8)(t*+2) > At

esitsizligini her x ve y i¢in saglayan maksimum A degerini bulmaya doniigiir. Cauchy-Schwarz Esitsizligi’'nden
(t? 4 8)(2 + t?) > 182 oldugundan A < 18 dir. Esitlik durumu (z,y) = (V24 1,v/2 — 1) iken saglanir.

n > 4 kisilik bir partide, her 3 kiginin tam olarak 1 ortak arkadas: varsa n kag farkli deger alabilir?
a)l b) 2 c)4 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri

Cozim:

(Egemen Erbayat)

Cevap:

Kisilerimiz a1, aq, ..., a, olmak iizere a; ile as arkadag olsun.

a1 — ag — ay, Uclistinde higbir ag, ap ile arkadasg degildir. k¥ = 3 igin bakalim.

a1 — az — a; uglistinde [ # 2 olmak tizere a; ile higbir a; arkadag degildir. O zaman a3 ile her a; arkadagtir.
(as, a1 ve ag digindaki kigiler ile arkadagtir.)l = 4 igin bakalim.

Elimizde a1, as, as, ay kisileri var.

Eger as — a4 — a,y, lgliisiine bakacak olursak as ile a4 arkadas oldugu icin a,, ile a3 arkadasg degildir.
ag ile arkadag olmayan sadece a; ve as oldugu igin a,, bunlardan biridir.

En fazla 4 kisi olacagini goriiriiz.

Kosulumuza olan n > 4’a uyarsak n sadece 4’tiir.

E noktast ABCD eskenar dortgeninin i¢ bélgesinde olmak iizere, |AE| = |EB| , m(@) = 12° ve

m(@) = 72° dir. Buna gore, m(C/D\E) kag derecedir?
a)64 b)66 )68 d)70 e) T2

Cozim:

F noktast ABC'D egkenar dortgeninin i¢ bolgesinde olmak lizere, EAB tiggenine eg olan F'DA ii¢genini
olugturalim. ZFAFE = 60° ve |AF| = |AE| olacagindan AEF ti¢geni eskenar iiggendir. Yani |FD| = |FE|
olacaktir. ZFDE = ZFED = 18° oldugunu ADF fii¢geninin i¢ agilarindan bulabiliriz. Buna gore ZADE =
30° dir. AB || DC oldugundan ZBAD + ZADC = 180° olur. O halde ZCDE = 66° dir.

Ondalik yaziliminda 0 dan farkli olan tiim rakamlarina boliinen pozitif bir tam sayiya “6zel say1” diyelim.

En fazla kag ardigik 6zel say1 vardir?
a)9 b) 10 c) 12 d) 13 e) 14

307


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3946.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3945.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3944.0

16. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2008 geomania.org

Coziim:

Cevap: @

13’den fazla olamayacagimi gosterelim. Aksini varsayalim. n, n 4+ 1,..., n + 13 sayilar1 6zel sayiysa bun-
lar arasinda son basamag1 3,4, 6,7, 8,9 olan sayilar vardir ama bu sayilardan birer tane olmalidir ¢iinkii &
ile k + 10 sayilarinin ikisinin de son ayni basamagi aynidir ve ikisinin de 0zel say1 olmasi i¢in son ba-
lar 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,0,1,2 veya bunlarin cembersel permiitasyonu olmalidir. 14 adet ardigik sayiya
ulasilamaz, bu bir geligkidir. Yani en fazla 13 tane ardisik say1 olabilir.

Ornek bulmaya caligalim. n = 11...1 000 formatinda olsun. Eger £’y1 9’un kat1 alirsak n + 7 haricinde sorun

k adet 1
olmayacaktir. 7 | n + 7 veya denk olarak 7| 11...1 olacak gekilde bir 9 | k segmeye ¢aligmaliyiz.
k adet 1
10F — 1 ko ok

11...1= =0 (mod7) = 10"=3"=1 (mod7) = k=0 (mod 6)

—— 9

k adet 1
oldugundan k£ = 18 segersek n,n + 1,..., n + 12 sayilar1 6zel say1 olacaktir.

x bir gercel say1 ise Va2 — 62 + 13 + /22 — 14z + 58 ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger kactir?

a)Vv39 b)6 C)% d) 2v2+ 13 e) Higbiri
Cozim:

Yanit:

flx) = Vo2 =62+ 13 + Va2 — 14z +58 = /(2 —3)2+22 + /(v — 7)2 + 32 olarak yazalm. Analitik
diizlemde z ekseni iizerindeki degigken bir P(x,0) noktasi ve sabit A(3,2), B(7,3) noktalarim gézoniine
alalim. |PA| = /(z —3)2+4 22 ve |PB| = y/(x — 7)? + 32 oldugundan f(x) = |PA| + |PB| olur. B nok-
tasiin x eksenine gore simetrisi C(7, —3) olsun. |[PB| = |PC| oldugundan f(x) = |PA|+ |PC| yazlabilir.
Ucgen esitsizliginden |PA| + |PC| < |AC| = /41 dir. Esitlik hali A, P,C dogrusal iken saglamr. Yani
fmin = \/ZH dir.

Ust iiste dizilmis 2008 madeni parann bulundugu bir beyaz masa ve iki bos siyah masadan baslayarak,

her hamlede herhangi bir masadaki en tist pozisyondaki parayr alip herhangi bir bog masaya veya her-
hangi bir masadaki en iist pozisyona yerlestirerek, en az kag hamlede tiim paralar beyaz masaya ters sirada
yerlestirilebilir?

a) 6016 b) 6017 c) 6022 d) 6023 e) 6024

Coziim:

Yanit:

Cevap: 6022. n tane madeni para icin cevabin 3n — 2 oldugunu kamtlayacagiz. Ik olarak bunun icin 3n — 2
hamlenin yeterli oldugunu gosterelim. Beyaz masa B, diger masalar S; ve Sy olsun. En {istteki parayi Sy
e, kalan paralar1 Sy ye, S7 deki parayr B ye, So deki n — 1 tane paranmin n — 2 tanesini S7 e, So deki tek
paray1 B ye ve S7 deki paralar1 B ye yerlegtirirsek paralar 1+ (n—1)+ 1+ (n—2)+1+ (n—2) =3n —2
hamle sonucunda beyaz masaya ters sirada yerlesmis olur. Simdi gereken hamle sayisinin 3n — 2 den az
olamayacagini gosterelim. Her madeni paraya hamle uygulanacag icin 2 den az hamle uygulanmig madeni
para yoktur. Toplam hamle sayisi 3n — 2 den az olursa, 2 hamle uygulanmig en az 3 madeni para olacaktir.
Bu 3 madeni paranin ikisi ayni siyah masaya taginmigtir ve demek ki hamleler bittiginde bu iki paranin B
masasindaki siralar: degismemistir, geligki.

Kaynak: Tiibitak 16. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2008
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17.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Simavi - 2009

ABCD karesinin [BC] kenar iistiinde bir E noktasi ve [EDJistiinde bir F' noktasi i¢in |DF| = |BF| ve
|EF| = |BE| ise m (ﬁF\A) nedir?
a)45°  b)60°  c)75°  d)80°  e) 85°

Coziim:

Yanit:
m (F/'-B\D> =m (F/'-D\B) ve m (@) =m (@) = 2.m (F/B\D) dir. Buradan, m (EF\B> = 30° dir.
ABFD deltoit oldugundan m (m) =m (@) = 75° dir.

a®? + b* = 5" esitligini saglayan kac (a, b, n) pozitif tam say1 iicliisii vardir?
a)l b) 2 c) 3 d) 4 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim 1:

Yanit:

a=2-5% b =5 alirsak 4-5% + 54 = 554 = 54+l — 57 =y = 4z + 1 olup z € Z* i¢in (2-5%*,5% 4z +1)
olacak sekilde sonsuz ¢oziim vardir.

Cozim 2:

32 + 2% = 5% oldugu icgin (3,2,2) bir ¢éziim. k negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere; her tarafi 5 ile
carparsak, (3 -5%2F 2. 5F 4k + 2) iicliisii de bir ¢oziim olacak.

T = f/ll + V337 + f/ll — /337 olduguna gore x® + 18z kactir?
a) 24 b) 22 c) 20 d) 11 e) 10

Cozim:

Yanit: E

a+b+c=0= a3+ b+ c3 = 3abe dzdesligini kullanalim. v/11 + /337 + V/11 — /337 + (—2) =0
oldugundan, (11++/337)+(11—/337)+ (—23) = 3(—2).(Y/11 + V/337).(¥/11 — v/337) = 3.(—2).(—6) = 18z.

Buna gore 2% + 182 = 22 dir.

Biri 5 digeri 7 ile béliinebilen iki bilegik pozitif tam sayinin toplami seklinde yazilamayan en biiyiik tam say1
kagtir?

a) 82 b) 47 c) 45 d) 42 e) Higbiri
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Coziim:

A = 5k + 7m olacak sekilde k ve m sayma sayilarini arayacagiz ; fakat bilegik olmasi gerektiginden k ve m
1’den biiyiik olmalidir.

82 ve 45 sayilar1 kosula uygun olarak yazilabilir. 47 ve 42 ise yazilamaz. Oyleyse cevap ya 47 ya da hicbiri
olacaktir. 42 olamaz ; clinkii 47 daha biiyiiktiir. Eger cevap 47 ise 47’den biiyiik tiim dogal sayilar yazilabilir.
Eger 48,49,50,51,52 sayilarin1 5k + 7m seklinde yazarsak cevap 47 olur ; ciinkii 48 yazilabilirse 53 de
yazilabilir tek yapilmasi gereken k’yi 1 artirmaktir. Benzer mantikla 49 +5 = 54,50 + 5 = 55,51 + 5 =
56,52 4+ 5 = 57 yazilabilir . Bu igleme devam edilerek 47’den biiyiik tiim dogal sayilar yazilabilir.

48 =54+74,49=57+72,50=53+75,51 =56+ 7.3 ve 52 = 5.2 4 7.6 oldugundan gercekten de
47’den biiyiik tiim dogal sayilar kosula uygun olarak yazilabilir. Cevap B

Bir dik iiggenin hipotentise ait dig teget cemberinin yarigapi 30 ise, bu liggenin ¢evresinin uzunlugu kagtir?
a) 40 b) 45 c) 50 d) 60 e) 75

Coziim:

Yanit: @
Ta

A
ABC ii¢geninde A ya nazaran dig teget ¢emberin yaricap: r, ve C(ABC) = 2u olmak iizere, tan ( 2) = —
u

-~

olur. m(A) = 90° almursa r, = u = G(ABC') = 2r, = 60 olur..

a®b + ab? = 2009201020092010 esitligini saglayan kag (a, b) tam say1 ikilisi vardir?
a)4 b) 2 c)1 d) 0 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

Denklem diizenlenirse , ab(a + b) =1 (mod 3) elde edilir. Burada a = 0,1 (mod 3) ise ¢ozlim gelmez.

a =2 (mod 3) ise, b = 2 (mod 3) olmasi gerekir. Fakat denklemde. Yerine yazilirsa (mod 3) te kalanin 7
oldugu gorilir ve buradan da ¢oziim gelmez. Yani denklemin ¢éziimii yoktur.

xt 4+ 223 — 822 — 62 + 15 ve 23 + 422 — x — 10 polinomlarmm ortak olmayan gercel koklerinin ¢arpim kagtir?
a) —4 b) 4 c) —6 d) 6 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

2+ 223 — 822 — 62+ 15 = (2% — 3) (22 + 22 —5) ve 23 + 422 — 2 — 10 = (v +2) (2 + 22 — 5) olup polinomlarm
ortak olmayan kokleri v/3, —v/3, —2 dir. Bu degerlerin carpimlar1 6 dur.

{1,2,...,n} kiimesi iki alt kiimeye nasil ayrilirsa ayrilsin, alt kiimelerden en az birindeki iki farkli elemanin
toplami bir tam kare oluyorsa, n en az kagtir?

a)l3 b)14 ¢)15 d)16 )17
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Coziim:

Yanit:

A ve B gibi iki kiime alalim.

Bu kiimelere elemanlar1 su kuralla yerlegtirecegiz. Bir kiimeye yerlesgtirdigimiz elemani toplamda tam kare
yapan en kiiciik elemani diger kiimeye alacagiz.

1’ i A kiimesine alirsak 3’0 B kiimesine almaliy1z. 3 elemam B de ise 6 da A kiimesinde olmalidir. Benzer
sekilde 10 , B de ve 15 de A da olur ki A kiimesindeki 1 eleman ile birlikte tam kare olugtururlar.

O halde en az n = 15 de istenen saglanmaktadir.
n = 14 igin 6rnek durum, A = {1,2,4,6,9,11,13} , B = {3,5,7,8,10, 12,14} geklindedir.

[9] Digbiikey bir ABCD dértgeninin kégegenlerinin kesisim noktasi £ olmak tizere, AEB, BEC,CED ve DEA

iiggenlerinin g¢evre uzunluklar
birbirlerine esittir. AEB, BEC ve CED fic¢genlerinin i¢ teget ¢emberlerinin yarigaplar: sirasiyla, 3,4 ve 6
ise, DFE A {i¢geninin i¢ teget cemberinin yaricap: kagtir?

9 7 13 Co
a) 3 b) 3 c) 3 d)5 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:
Bahsi gegen tiggenlerin alanlar arasinda A(AEB) - A(CED) = A(BEC) - A(DEA) esitligi gegerlidir.
Bir iiggenin alani yari gevresi ile, i¢ teget cember yaricapinin carpimina egittir.

U(;genlerin cevreleri esit verildigine gore yarigaplar: ¢arpimi da esit olacaktir. Bu sebepten aranan yaricap r
olmak iizere;

4-r=3-6=>r=9/2

n tam sayisiin kac farkl degeri icin, n* 4+ 4n® + 3n? — 2n + 7 sayis1 asaldir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Sonsuz ¢oklukta

Cozim:

Yanit: @

n*+4n3 +3n? —2n+ 7= (n? —n+1) - (n? + 5n + 7) seklinde carpanlarina ayirabiliriz.
n?—n+1=1=n=0,n=1 olup verilen ifade 7 ve 13 olur.
n?+5n+7=1=n=—-2n= —3 olup verilen ifade 7 ve 13 olur.

Ifadelerin —1 e esit oldugu durumlarda, A < 0 olacag icin, oradan ¢oziim ¢ikmaz.

O halde n in —3,—2,0, 1 degerleri icin verilen ifade asal olmaktadir.

Her n pozitif tam sayisi i¢in a, # 0 ve apants = Gpi2an45 kosullarm saglayan bir (an),, gercel say1
dizisinde aias + azaq + asag = 6 ise, ajas + azaq + - - - + aq1a42 toplami kagtir?

a) 21 b) 42 c) 63 d) 882 e) Higbiri
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Coziim 1:

Deneme yanilma tarzi sayilabilecek bir ¢oziim soyle olabilir:

asr = 2 ve agk—1 = 1 olsun. O zaman soruda verilen iki kosul da saglanir. Istenen toplam da 2 4+2+...4+2
olur. Burada 21 tane 2 var. Oyleyse cevap 21.2 = 42 olur. Cevap B.

Cozim 2:

Yanit: E

QpQnt3 = Apt20n15 ifadesinde n yerine n + 1 ve n + 2 koyarak

ApQn+3 = Ap420n+5
Ap4+10n+4 = Ap4+30np+6

Ap420n4+5 = Ap440p47

olup bu g esitligi taraf tarafa carparsak

ApQpt1 = Apiean47 olur. Dolayisiyla ajas + asaq + asag = arag + agaip + a11a12 = -+ - = asrasg + asgaqg +
a41042 = 6 dir. Buna gore

aijas + azaq + -+ -+ ag1a40 = 6 - 7 = 42 dir.

Tam olarak yedi farkli rakamin kullanildigi kag tane sekiz basamakl say1 vardir?

a() es v o) ms a(l)n o) e

Coziim:

Yanit:

0 larin durumuna gore inceleme yapacagiz.

Eger hic 0 yoksa, 9 rakamdan 7 tanesini (2) farkli bigimde, ilk basamag (I) sekilde, ve geri kalanlan rakamlari

da Tekrarli permiitasyonla, E seklinde se¢gmek miimkiin. Toplam

(5) ()2

seklinde dizmek miimkiin.
Simdi de bir tane 0 olan durumlara bakacagiz.
0 1 sectigimiz icin geri kalan 6 farkli rakam (g) farkl bicimde secebiliriz. Ik basamakta 0 olamayacagimdan,

ilk basamaktaki rakami (?) farkl gekilde secebiliriz. Benzer diigiinceyle tekrarli permiitasyonla geri kalan

rakamlari ? seklinde dizebiliriz. toplam:

seklinde dizebiliriz.

Eger 2 tane birden 0 var ise, 7 farkli rakamdan geriye kalan 6 rakami (2) farkli bigimde dizelim. 0 lar harig
diger rakamlar1 dizelim. Bunu 6! seklinde yapabiliriz. Rakamlarin sag taraftlarinda kalan 6 farkli bosluga 6
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farkl sekilde 0 rakamim yerlegtirebiliriz. Elimizde 1 tane daha 0 var. Bunu da 7 farkli yere koyariz fakat ilk
koydugumuz 0 rakaminin iki tarafina 0 koyarsak, farkl bir dizilim elde edemeyiz, o zaman ikiye bolmeliyiz.

O halde toplam :
9 6.7
|
<6) .6! 3
farkl gekilde gergeklestirebiliriz.

Bizden istenen dizili 9\ (7 §!+ 9\ /6 1!+ 9 G'E* 9 7§!+ 9 6.7.6!+ 9\ 6.7.6!
izden istenen dizilim {_).{ |.5; o)1) 6) 05 =17) Ty 3) o 3)5

9 9\ 7.8.7.6! 9.8.7 9.8.7 8! 9 8.7 9\
| - - 4+ — = | — 4+ + = !
- (3>'6'7'6' * (2> 2! - 3.2.1'6'7'6' 3.2.1'2!'3 - <3)'6“3 < 2! T 7) (3) 3.6

bulunur.

AB || CD ve m (@) < 90° olan ABCD yamugunda, |AB| = 5,|CD| = 3 ve |AC| = 15 ise, |[BD| nin
alabilecegi farkli tam say1 degerlerin toplami nedir?
a) 101 b) 108 c) 111 d) 125 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

[AB tizerinde segilen bir FE noktasi i¢in BDCE paralelkenar olsun.

ACFE figgeninde |AE| = 8,|AC| =15 ve m (lﬂ\C’) < 90° oldugundan |EC| < 17 ve iiggen esitsizliginden
|[EC| > 7 dir.

|BD| = |EC| oldugundan, 7 < |BD| < 17 araligindaki tam say1 degerleri toplami 108 dir.

Kag (m,n) pozitif tam say1 ikilisi icin 2008 - 2009 - 2010 says1 mn ile boliiniir?
a)2-3"-5 b)2°-3-5 ¢)25-37-5 d)2%-35.5%  e) Hicbiri

Coziim:

m-n-p=2*-3-5-72.41-67-251
4 portakal, 2 elma, 1 muz, 1 kiraz, 1 karpuz, 1 domates, 1 patates; 3 ¢ocuga kag farkli sekilde dagitilir:

(5T = O @) =15-6-5 = 297 5

|z| + |y| = 13 esitligin saglayan (z,y) gercel say1 ikilileri icin, 22 + 7o — 3y + y? ifadesi asagidaki degerlerden
hangisini alamaz?

a) 208  b) 152 c)%5 d) 37 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

|z|+]y| = 13 denklemini inceleyelim. z < 0 ve y > 0 ise y = £+ 13 denklemi elde edilir. Bunu Ana denklemde
yazarsak,

2% 4+ 7x — 3x — 39 + 22 + 262 + 169 = 222 + 302 + 130 elde edilir. Bu denklem asagidaki parabol grafigi
oldugundan kollar1 yukar: dogrudur,tepe noktasi formiiliinden,
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1 1
y = 2(755)2 - 30.(?5) +130 = % bulunur. Yani Parabol en kiiciik % degerini alir.

35
Segeneklerin hepsi ) den biiyiik veya egit oldugundan cevap Higbiridir.

-32 24 -16 8 8 16 24 2

40
32

24

x4+ 19y =0 (mod 23) ve z + y < 69 kosullarin saglayan kag (x,y) pozitif tam say: ikilisi vardir?
a) 100 b) 102 ¢) 105 d) 109 e) Hicbiri

Cozim:

Yanit:

Cevap: 100. 69 = 3 - 23 olduguna gore, x = 23 ve z = 46 sayilarinin her biri igin z + 19y = 0 (mod 23)
denkligini saglayan tam olarak iki 1 < y < 69 sayist bulunuyor. Benzer sekilde, her 1 < x < 69,z # 23, 46
icin  + 19y = 0 (mod 23) denkligini saglayan tam olarak ti¢ 1 < y < 69 sayisi bulunuyor. Sonug olarak
2+ 19y =0 (mod 23) ve 1 <z < 69,1 <y < 69 kogullarini saglayan (x,y) ikililerinin sayisi 68 - 3 — 2 = 202
olur. Bu ikililerden =z +y > 69, x +y = 69 ve x + y < 69 kosuluna uyanlar: sirasila, 1.,2. ve 3. gruba
aywalm. 1. ve 3. gruplarin eleman sayilar aynidir: 1. gruptaki her (x,y) ikilisine kargilik olarak 3. gruptan
(69 — x,69 — y) ikilisi gosterilebilir. 2. grupta sadece 2 ikili bulunuyor: x + y = 69 ise, 23 | 69 — y + 19y ve

= 100 olur.

2
23 | 18y. Buna gore, y = 23, 46. Demek ki, kogullar saglayan (x,y) ikili sayist 0
Kaynak: Tiibitak 17. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2009

ABC eskenar tliggeninin i¢ bolgesindeki bir D noktasi, |AD| = 8,|BD| =13 ve m (@) = 120° kogullarim
sagliyorsa |C'D| kagtir?
a)l2 b)13 ¢)14 d)15 e) 16

Cozim:

ANADB = AEC olacak sekilde iiggenin diginda bir F noktasi alalim.

AE =AD =FED =8ve LZEDC = LZADC — ZADE = 120° — 60° = 60° dir.

AEDC de kosiniis teoreminden DC' yi bulabilecegimiz gibi £ den DC' ye yikseklik indirerek de ¢oziime
gidebiliriz.

E den inen yiiksekligin ayagi H olsun. DH = 4 ve EH = 4+/3.

AEHC de Pisagordan EC = /132 — (44/3)2 = 11 ve DC = 11 + 4 = 15 tir.

Not:

Bu soru tipinin genel ¢éziimii Lise 1. Asama 2011/17 in ¢dziimiinde verilmistir.
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1 <n <455 ven® =1 (mod 455) kosullarim saglayan kag n tam sayis1 vardir?

a)9 b) 6 c)3 d)1 e) Higbiri
Cozim:

Yanit:

455 = 5.7.13 oldugundan, Cinlilerin Kalan Teoremi geregi sirasiyla (mod 5,7, 13) te inceleme yapacagiz.
(mod 5) te inceleyelim.

n?=1 (mod 5) = n =1 (mod 5) ¢oziimii elde edilir.
(mod 7) de inceleyelim.

n?=1 (mod 7) = n=1,2,4 (mod 7) ¢oziimleri elde edilir.
(mod 13) te inceleyelim.

n? =1 (mod 13) = n =1,3,9 (mod 13) ¢dziimleri elde edilir.

Toplam 1.3.3 = 9 tane n tamsayisi elde edilir.

Dikkat: Coztimleri bulurken, n = 1,2,3...k—1 (mod k) gibi degerler vererek tek tek saglayip saglamadiklarima
bakmamiz gerekiyor.

a bir gercel say1; vy ve x2, 2% +ax +2 = x denkleminin farkh iki kokii; 23 ve x4 de, (x—a)?+a(z—a)+2 ==
denkleminin farkh iki kékii olmak tizere, 3 — 1 = 3(z4 — x2) ise ¢4 — x2 nedir?

a a 2a 3a A
a) 3 b) 3 c) 3 d) 5 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Denklemleri diizenleyelim
2+ (a—1)z+2=0

2 —(a+1)r—a?>—-2=0

Bu denklemlerdeki kokler toplamindan x1+x2 = 1—a ve x3+x4 = 1+a olur ve buradan x3—x1+z4—22 = 2a
bulunur. Problemde verilen bilgiyi de kullanarak 4(z4 — 22) = 2a = x4 — 29 = % elde edilir.

Ik rakamn tek olup, ¢ift rakam gecen basamaklarimn sayisi cift olan bes basamakl pozitif tam sayilarn
sayis1 A ve ilk rakam ¢ift olup cift rakam gecen basamaklarimin sayisi cift olan bes basamakli pozitif tam
sayilarin sayis1 B ise, A — B kagtir?

a) 5000 b) 4640 c) 3200 d)o e) Hicbiri
Coziim:

Yanit:

Cevap: 5000. Ik rakam tek olup, ¢ift rakam gegen basamaklarinin sayisi ¢ift olan beg basamakli pozitif tam

sayilarin sayisi
5 4 4 4 4
(1) ()= (2) # (3)) - =000

ilk rakami ¢ift olup ¢ift rakam gegen basamaklarinin sayisi ¢ift olan beg basamakl pozitif tam sayilarin sayisi

() (9) -0
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olur. Buna goére cevap A — B = 5000.
Kaynak: Tiibitak 17. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinav Soru ve Coztimleri 2009

ABC iiggeninde |AB| = |AC| ve m (W) = 80° dir. ABC f{i¢geninin i¢ bolgesindeki bir F noktasi,
|AE| = |EC| ve m (m) = 10° kosullarini saglyorsa, m (ﬁB\C) nedir?
a) 10° b) 15° c) 20° d) 25° e) 30°

Cozim 1:

Yanit:

NAEC yi AB kenar lizerine iiggenin igerisine dogru yapistirahm. E — E’ noktasi olsun.

AE' = BE' = AE ve /E'AE = 60° oldugu i¢in AAE'FE eskenar olup, E’ noktasi AABE nin ¢evrel
/AE'E

merkezidir. ZABE = = 30° olur. Bu durumda ZEBC = 20° dir.

Cozim 2:

Bu soru, burada bahsedilen 4.7 numarali modelin bir érnegidir.

Model 4.7 nin ¢oztimii bu iletide ayrintili gekilde verilmigtir.

Bu ¢oztimlerden birini yaptigimizda ZEBA = 30° ve ZEBC = 20° gikacaktar.

Not:

Bu tip sorularin ait olduklar1 modelleri Buradaki javascript programi ile belirleyebilirsiniz.
Ornegin programi 70,10, 10,40 degerleri i¢in ¢alistirdigimizda bu sorunun

Model 3 t=10:(t, 60-4t, 60+t):(3t,30-2t,30+t)

Model 4 t=20:(t, 30-t, 90-t):(2t,30-t,30)

modellerine ait oldugu 6greniriz.

Yani bu soru, ayn1 zamanda, burada bahsedilen 3.6 numarali modelin bir 6rnegidir. Model 3.6 ¢oztimlerinin
hepsi bu soru icin de gcaligacaktir.

Ek olarak, sorudaki bazi degerlerden dolayi, model ailelerinden farkli 6zel ¢6ziimler de gelebilir.

Her n > 0 igin, a,41 = a3 +a2 kosulunu saglayan bir (a,, )%, tam say1 dizisinin terimlerinin 11 e béliimiinden
kalanlarin olugturdugu kiimenin en ¢ok kag elemani vardir?

a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6
Coziim:

Yanit: E

Cevap: 3.

anp =1 (mod 11) ise ap41 = 2 (mod 11) ve a, = 2 (mod 11) ise apy1 = 1 (mod 11) oldugu goriilebilir.
Dolayisiyla ag = 1,2 (mod 11) ise en fazla 2 elemanh bir kiime elde ederiz. B = {0, 3,7} olmak {iizere, a,,
sayisi 11 modunda B kiimesinden bir elemana denk ise, a,+1 = a,, (mod 11) elde ederiz, bu da ay sayisinn
11 modunda B kiimesinden bir elemana denk olmasi durumunda tek elemanli bir kiime elde edecegimizi
gosterir. C' = {4,5,9,10} olmak iizere, a, sayisi 11 modunda C kiimesinden bir elemana denk ise, a,11
sayist B kiimesinden bir elemana denk olur. Dolayisiyla ag sayisinin 11 modunda C' kiimesinden bir elemana
denk olmasi durumunda 2 elemanh bir kiime elde ederiz. Son olarak, ag = 6 (mod 11) olmasi durumunda
{6,10,0} ve ag = 8 (mod 11) olmas: durumunda {8, 4, 3} kiimelerini elde ederiz, bu da cevabin 3 oldugunu
gosterir.
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Kaynak: Tiibitak 17. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2009

x bir gergel say1 olmak iizere, x(x + 4)(z + 8)(x + 12) ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger nedir?
a) —240 b) —252 ¢) —256 d) —260 e) — 280

Coziim:

x(x +12) = 2% + 122 = a diyelim. (z + 4)(z + 8) = 22 + 122 + 32 = a + 32 olur. Dolaysiyla z(z +
4)(z + 8)(x + 12) = a(a + 32) oldugundan biz f(a) = a® + 32a ifadesinin minimum degerini bulmaliy1z. Bu
min degeri, isterseniz parabol fonksiyonun tepe noktasi formiiliinden a = —16 yazarak f.;, = f(—16) =
(—16)(—16 + 32) = —256 seklinde hesaplayabilirsiniz, isterseniz de tam kareye tamamlayarak a? + 32a =
(a? + 32a + 162) — 162 = (a + 16)? — 256 bigiminde yazip (a + 16)? > 0 asgikar esitsizligini kullanarak
Sfmin = —256 elde edebilirsiniz.

UYARI: Elbette, bu min degeri elde edebilmek icin 2% + 122 = —16 denkleminin reel ¢oziimiiniin var
oldugunu gormek gerekir.

zy— diizlemine, m mavi ve k kirmizi dikdortgen, kenarlar: eksenlere paralel olacak, eksenlerden herhangi
birine paralel olan hicbir dogru ayni renkte birden fazla dikdortgeni kesmeyecek ve farkli renkte hangi iki
dikdortgen alimirsa alinsin, yalnizca bunlar: kesen ve eksenlerden birine paralel olan bir dogru bulunacak
bicimde yerlestirilmigse, (m, k) tam say: ikilisi agagidakilerden hangisi olamaz?

a) (1,7)  b)(2,6) ) (3.4 d)(3,3) e) Hicbir

Coziim:

Yanit:

Cevap: (m, k) ikilisi (1,7),(2,6), (3,4), (3,3) degerlerinin hepsini aliyor.

Asagida her durum igin birer 6rnek verecegiz.

Koordinat sisteminde koselerinin koordinatlar: (z1,y1), (z2,¥2), (z3,y3), (x4,y4) olan dikdortgeni rengine
gore M ((z1,y1), (x2,y2) , (3,93), (x4,y4)) veya K ((x1,y1), (2,92), (x3,y3), (x4,y4)) olarak igaretleyelim.
(1,7): Mavi dikdértgen M ((0,0), (13,0), (13,1), (0, 1))

vei=0,1,...,6 olmak lizere, kirmiz1 dikdértgenler K; ((2i,2i + 2), (2i + 1,2i + 2), (2i + 1, 2i + 3), (24, 2 + 3)).
(2,6) : Mavi dikdortgenler M ((0,0), (11,0), (11,1), (0, 1)), Ma((12,2), (13,2), (13,13), (12, 13))
vei=0,1,...,5 olmak tizere, kirmiz1 dikdortgenler K;((2i,2i), (2¢ + 1,27),(2i + 1,2i + 1), (2¢,2¢ 4+ 1)).
(3,4) : Mavi dikdértgenler M;((0,0),(3,0),(3,3),(0,3)), M2((4,4),(7,4),(7,7),(4,7)),
M;5((8,8),(11,8),(11,11), (8,11)) ve kirmuz1 dikdortgenler K1((0, 6), (1,6),(1,9),(0,9)),

K5((2,10), (5,10), (5,11),(2,11)), K3((6,0),(9,0),(9,1),(6,1)), K4((10,2), (11,2), (11,5), (10, 5)).

(3,3) ornegi (3,4) ornegindeki kirmizi dikdortgenlerin herhangi birinin atilmasiyla elde ediliyor.

Kaynak: Tiibitak 17. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2009

ABC figgeninin i¢ teget ¢cemberi, BC, AC ve AB kenarlarina sirasiyla, A;, By ve C7 noktalarinda tegettir.
AA; dogrusu, i¢ teget cemberi ikinci kez @ noktasinda kesiyor. A;Cy ve A; By dogrulari, A noktasindan gegen
ve BC ye paralel olan dogruyu sirasiyla, P ve R noktalarinda kesiyor. m(P/Qa) = 45° ve m(m) = 65°
ise, m(fQ\R) nedir?

a) 110  b)115 ¢)120 d) 125 e) 130
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Coziim:

Yanit: @

/C1A1B =/ZAPC, = ZC1QA, = A, P,C1, Q cemberseldir. Benzer sekilde A, R, By, Q@ ¢emberseldir.
ZQClBl = ZRPQ = ZQBlC’l ve AQBlA = ZPRQ = chlBl Bu durumda7 ZPQR = ZBchl = Q.
Q@ tam agisii yazarsak 2a + 45° + 65° = 360° = a = 125° elde ederiz.

Her 0 < i < 17 icin a; saysi, —1,0 ve 1 olmak iizere,
ag + 2a1 + 22(12 + -4+ 217a17 =210
egitligini saglayan kag (ag, a1, - ,a17) on sekizlisi vardir?
a)9 b) 8 c) 7 d) 4 e)l

Coziim:

Yanit: E

Cevap: 8. Esitligin sag tarafinin ¢ift olmasi nedeniyle ag = 0 dir. O zaman her iki tarafi 2 ile boldiikten sonra
benzer sekilde a; = 0 elde ederiz. Bu sekilde devam edersek ag = a; = - -+ = ag = 0 gelir:

21010 + 2y + 22412 + - + 21T ay; = 21°

a; # 0 olan en biiytik ¢ = k olsun:

20010 + 2" a1y + 2%%a15 + - - - + 2%a;, = 210,

Esitligin sag tarafimin pozitif olmasi nedeniyle ax = 1 olacaktir. k = 10 ise, a;g = 1 ve tiim diger katsayilar
sifir olacaktir. k > 10 ise, a1g = a11 = - = ar_1 = —1 olmak zorundadir, sadece bu durumda
721072117...72k71+2k
=210 (1424 . 4 281071) ok = 910 (2k=10 _7) 4 ok = 910
oluyor. Demek ki, her 10 < k < 17 degeri icin sorudaki esitligi saglayan tek bir (ag, a1, ...,a17) on sekizlisi
bulunuyor.

Kaynak: Tiibitak 17. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2009

0 i
27 = 1< i <2009 icin z; = i
@) = S 100 + 1027 — B g1 V¢ 1S 7S 2009 dein s = 5 dse
flx1) + f(z2) + - -+ + f(z2009) toplami kagtir?
a) 1000 b) 1005  ¢) 1010 d) 2009  e) 2010

Coziim:

x° x® x°
Coztim: f(@) = S 0 1052 5051~ o 150 — 100+ 1057 o+ 1528~ 7= (e 1)

5 _ -1 5
yazilabilir. Bu durumda f(z) + f(1 —z) = w = 1olup 1 <4 <2008 igin f(z;) + f(x2000-i) =1
o — (x —
2008

dir. f(22009) = f(1) =1 dir. Dolaywsiyla f(z1) + f(z2) + -+ - + f(z2000) = - + 1 =1005 elde edilir.
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Tim tam sayilar kiimesi, farklar1 asal bir sayiya esit olan herhangi iki tam say1 ayni alt kiimeye diismeyecek

bigimde, n alt kiimeye ayrilabiliyorsa, n en az kagtir?
a) 6 b) 5 c)4 d) 3 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

En az 4 alt kiimeye ayirmak zorunda oldugumuzu da gosterelim.

0,2,5,7 elemanlarindan herhangi ikisinin farki asal oldugundan bu 4 eleman farkhi alt kiimelerde olmak
zorundadir. Dolayisiyla ayrimdaki alt kiime sayis1 en az 4 olmak zorundadir.

Ornek:
Si={z:zx=4k+ 1,k € Z}
So={z:x=4k+2,k € Z}
Sy={z:x=4k+3,k€Z}
Sy={z:xz=4k k€ Z}

ABCD KXkirigler dortgeninin [AC] ve [BD] kosegenleri, P noktasinda kesigiyor. APB ve CPD {ggenlerinin

gevrel cemberlerinin merkezleri ABC'D dértgeninin ¢evrel ¢emberinin iistiinde ve |AC| + |BD| = 18 ise,
ABCD dortgeninin alani nedir?

81 36v/3 813
a)36  b) o c)% d) % e) Hicbiri

Coziim:

APB ve CPD iiggenlerinin gevrel gember merkezleri sirasiyla T ve R olsun. Bu durumda AT BP ile CRDP
merkezil dértgen ATBD ile CRD A kirigler dortgenidir. Bu dortgenlerin agisal 6zelliklerinden,

LATB+2/APB = 360°, ZCRD +2/CPD = 360°

ve
LADB+ ZATB = 180°,ZCAD + ZCRD = 180°

esitlikleri vardir. Bu esitliklerden ZADB = /CAD = «, /ATB = Z/CRD = 180°—«a ve ZAPB = /CPD =
90° + § ac1 bagmtilar1 bulunur. Buradan 2a = 90° + § = o = 60° dir. Ayrica AT'B ile CRD yaylarmm
egitliginden BC' || AD dir ve ABC'D dortgeni bir ikizkenar yamuk olup koésegenleri |AC| = |BD| =9 dur.
9.9.sin60°  81v/3

Buna gore; [ABCD] = 5 1

112 +13% + 172,242 + 252 4 262,122 + 242 + 362, 11% + 122 + 1322 sayilarindan kagi bir tam saymin karesine
esittir?

a) 4 b) 3 c) 2 d)1 e)0
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit: @
Ik ifade (mod 4) te 3 kalam veriyor ama tamkarelerde bu durum olamaz. CELISKI.

Ikinci ifade (mod 3) te 2 kalani veriyor ama tamkarelerde bu durum olamaz. CELISKI.
Ugiincii ifadeyi diizenleyelim. (122)(1 + 4 + 9) = 144.14 bir tamkare degildir.
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Dérdiincii ifadeyi diizenleyelim. 112 4 122 + 1322 = 265 + 1322 = 1322 + 132.2 + 1 = (132 + 1)? = 1332

O zaman sadece dordiinci ifade bir tamkaredir.

|23 + 322 — 33z — 3| > 222 esitsizligini , |x| > n kogulunu saglayan her z gercel sayisi icin dogru kilan n tam
sayisinin alabilecegi en kiiciik deger kagtir?

a)9 b) 8 c) 7 d) 6 e)5
Cozim:

Cevap:

Coziim 1: Test mantigiyla * = —8 koyarsak |23 + 322 — 33z — 3| = 59, 222 = 128 olacagindan istenilen
saglanmaz. Eger yeterince kiiciik ¢ > 0 icin # = —8 — € segersek |2® + 322 — 33z — 3| < 222 olmasm
saglayabiliriz ciinkil f(z) = |23 4 322 — 332 — 3| ve g(z) = 222 fonksiyonlar siireklidir (Ornegin e = 0.1 i¢in
g(—8.1) =131.22 > f(—8.1) = 70.311 olacaktir). Dolayisiyla n > 8 olmalidir. Bunu saglayan tek sik A’dir.

Coziim 2: Klasik bir sitnavmig gibi ¢oziim bulalim. Mutlak degerden kurtulalim
|23 + 322 — 332 — 3| > 22% = 2%+ 327 — 332z —3>22% veya —22°>2+32%-33x-3
Yani esitsizligi saglayan en genig z’lerin kiimesi
¥+ 2% - 332 -3>0 (1)

esitsizligini z’lerin kiimesi ve
0> a3 +52% — 332z — 3 (2)

egitsizligini saglayan x’lerin kiimesinin birlegimidir. Polinomlarin isaretleri kokleri arasinda degisir. P(z) =
23+ 2% — 33z — 3 ve Q(z) = 2 + 522 — 33z — 3 polinomlarmi tammlayalim.

P(~T) = —66, P(—6)=15, P(—1)=230 P(0)=—3, P(5)=—18 P(6) =51
oldugundan P(z)’in (—7,—6), (—1,0), (5,6) arahginda birer kokii vardir.

Q(-9) =30, Q(-8)=69, Q(~1)=34 Q(0)=-3, Q(3)=-30 Q(4)=9

oldugundan Q(z)’in (-9, —8), (—1,0), (3, 4) araliginda birer kékii vardir. Her iki polinomun da tiger kokii oldugunu

biliyoruz. P(z)’in kokleri a < b < ¢ olsun. Q(z)’in kékleri d < e < f olsun. (1) esitsizligini saglayan z’lerin
kiimesi [a, b] U [¢, 0] ve (2) egitsizligini saglayan a’lerin kiimesi [—oo, d] U [e, f] olacaktir. Dolayisiyla bizim
aradigimiz x’lerin kiimesi

[—o0,d] U e, flU [a,b] U [¢, 0]

Buldugumuz kok araliklarindan dolay1 d < a < b,e < f < ¢ oldugunu biliyoruz (b ile e arasindaki iligkiyi
yukaridaki araliklardan ¢ikartamayiz). Eger her |x| > n i¢in

x € [—00,d] U e, f]Ua,b] U [c, 0]
ise n > |d|, |¢| olmalidir ¢linkii aksi taktirde z = |d] 4+ 1 veya & = |¢] i¢in istenilen saglanmayacaktir. ¢ ve

d’nin araliklarindan dolay1 n > 9 olmaldir.

Her biri dért elemanli n kiimeden, hangi farkl ikisini alirsak alalim, bu iki kiimeden yalnizca birine ait olan
tiim elemanlardan olugan kiime, baglangicdaki n kiimeden birine esitse, n en ¢ok kagtir?

a)3 b)5 ¢)7 d)15 ) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

7 kiime i¢in 6nceki gonderide verilen 6rnek durumda kiigiik degisiklikler yapilirsa 6rnek dogru olacaktir.
Dogru 6rnek durum: {1,2,3,4},{1,2,5,6},{3,4,5,6},{1,3,5,7},{2,4,5,7},{2,3,6,7},{1,4,6,7}
En fazla 7 kiime olabilecegini de gosterelim.

Kimelerden hangi farkli ikisini alirsak alalim, bu iki kiimeden yalnizca birine ait olan elemanlarin kiimesi
baslangictaki kiimelerden birine esit, ayn1 zamanda baglangigtaki kiimelerin her biri de 4 elemanli olduguna
gore; bu kiimelerden hangi farkl ikisini alirsak alalim, bu iki kiimenin kesisimi 2 elemanli olmak zorundadir.

Kiimelerden biri K1 = {a1,as, as, a4} olsun. Diger tiim kiimelerin K7 ile tam olarak 2 ortak elemam olmasi
gerektigini biliyoruz.

iddia: Diger kiimelerden iki farkli kiimenin K; kiimesiyle ortak olarak bulundurdugu eleman ikilisi ayni
olamaz.

Ispat: Aksini varsayalim. Ky = {a1,a9,as5,a6} ve K3 = {a1,as,a7,ag} olsun. Ky ve K3 kiimelerinden
yalnizca birine ait olan elemanlarin kiimesi {as, ag, a7, as} olur, yani bu kiime de baglangigtaki kiimelerden
biri olmak zorundadir. Ancak bu kiimenin K7 kiimesiyle ortak eleman yoktur. Celigki.

O halde diger kiimelerin her birinin K ile ortak bulundurduklar eleman ikilileri birbirlerinden farkhidir.

4
K3 kiimesinin ( 2) = 6 farkli eleman ikilisi bulundugundan, diger kiimelerin sayisi en fazla 6, toplam kiime

sayis1 en fazla 7 olabilir.

ABC ticgeninin [AL] ve [BM] kenarortaylar1 K noktasinda kesigiyor. C, K, L, M noktalar1 gembersel ve
|AB| = /3 ise [CN] kenarortaymin uzunlugu nedir?

3V3

a)l b) V3 c) 5 d) 3 e) Higbiri

Cozim 1:

Yanit:

AABC ~ AMLC benzer tiggenlerinin kenarlar kargilikli olarak paralel oldugundan C merkezli ve 1/2 oranl
bir homotetiye sahiptirler. D ve N noktalar1 homotetik eglenik olduklarindan dolayr N nin [AB] iizerinde

V3

yaptigl igsi D noktasi [M L] {izerinde yapar. Yani D, [M L] nin orta noktasidir. |M D| = |[DL| = — olur.

K noktast ABC ii¢geninin agirhik merkezi oldugu i¢in |[KD| = « dersek |KN| = 2z, |DC| = 3z olur. D
V3 V3
Yo . ¥,
4 4

1
noktasina gore cemberde kuvvet bagintisin1 yazarsak z - 3z = lup z = 1 bulunur. Buradan

3
|CN|=6x = B elde edilir.

Coziim 2:

Yanit:

|AL| = 3t,|BM| = 3s olmak iizere gemberde kuvvetten 6s> = 2|BL|? ve 6t> = 2|AM|?, dolayisiyla da
BL = LC = 53 ve AM = MC = t\/3 olur. Ayrica |[LM| = ? oldugu agiktir. Buna gére C LK M Kkirigler

dortgeninde Batlamyus Teoremi’ne gore

V3

|KM|.|LC| + |[MC|.|LK| = |KC|.|LM| <= V3 (s* + t*) = - |KC]

elde edilir. Ote taraftan, AL icin Kenarortay Teoremi'ni kullandigimizda
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1
2/ALI? = 1812 =3 + 1212 — 65% <= s> +1? = 3

belirlenir. Uygulanan Batlamyus’a kondugunda |KC| =1 <= |CN| = g olarak bulunur.

x ve y farkl pozitif tam sayilar olmak iizere, (z + y?)(2? — y)/(zy) ifadesinin alabilecegi en kiiciik pozitif
tam say1 deger nedir?

a) 3 b) 8 c) 14 d) 15 e) 17
Coziim:

Cevap:

x +y? > 0 ve 2y > 0 oldugundan ifadenin pozitif olmasi icin 22 > y olmalidir. Dolayisiyla = > 1 olmalidir.
Eger y = 1ise 2 | (z + 1)(2% — 1) olacagindan z | 1 olmalidir fakat bu bir geligkidir. Dolayisiyla x,y > 1’dir
ve bu yiizden asal bolenleri vardir. p | « olsun. p | (z + y?)(2? — y) olacagindan p | y3 ve p | y olacaktir.
Benzer gekilde ¢ | y olan bir ¢ asali alirsak, ¢ | « olacaktir. Dolayisiyla x ve y’nin asal bolenleri aymdir.
= pips? ... pin vey = plph? .. - pbr seklinde asal carpanlarina ayiralim. (z-+%2) (22 —y) nin 2y’e boliinmesi
icin gerekli ve yeterli sart v,(n)’yi n’yi bélen en biiyiik p kuvvetinin iissii olarak tanimlarsak,

Up; (gj + y2) + Up, (£E2 - y) > Up, (;Ey) =a;+b
olmasidir. vy, (z + y?) = min{a;, 2b;} ve v, (z? — y) = min{2a;, b;} oldugunu kullanmrsak
min{a;, 2b;} + min{2a;,b;} > a; + b;
olmalidir. Kesirin olabildigince kii¢iik olmasini istedigimizden ¢ = 1 olarak se¢meliyiz. Dolayisiyla x = p* ve
y = p? icin
min{a, 2b} + min{2a,b} > a+b
olmasmi istiyoruz. #? > y oldugundan 2a > b’dir. Yani min{2a, b} = b'dir ve

min{a,2b} > a < 2b>a

olmalidir. a ve b’yi olabildigince kii¢liik segmeye caligalim. a = 1 ise b = 1 olur fakat x # y’dir. a = 2 ise
4 > b ve 2b > 2 olmahdir. Yani 2 = p? ve y = p secebiliriz. Bu durumda

(a” — y;?(jc +y?) (- p);f? 7)) g3 1)

olacaktir. p'yi en kiigiik 2 segebilecegimizden ifadenin en kiiciik degeri 2(2% — 1) = 14’diir.

Her n > 2 icin, a, = v/n3+n2 —n—1/n ise, azaz---ap > 3 esitsizliginin saglanmasi igin k pozitif tam

sayisinin en az kag olmasi gerekir?

a) 100 b) 102 c) 104 d) 106 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

Verilen dizi (a,) = i/(n
[, (an) >3= i/(‘;’ .

= |+

1> (n—-1

> . ( > seklinde diizenlenebilir.
n

5

4

E+1\*/1 2 3 k-1
e — e e e — >3
k 23 4 k

322

ol


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3746.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3745.0

17. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2009 geomania.org

E+1\? 1
(;) 3 > 27 = k(k—106) +1>0

esitsizligini saglayan en kiiciik k& pozitif tam sayis1 106 dir.

Yiiz kenti olan bir iilkedeki bazi kentler arasinda yapilan tek yonlii ucak seferleri, bagkentten baglayip,
iilkedeki her kentten en az bir kez gecerek, yeniden bagkente donmeyi mimkiin kilan en az bir sefer dizisi
bulunacak bicimde diizenlenmistir. Boyle bir diizenlemede, bu sekildeki ucak seferi dizilerinden sefer sayisi
en az olanin sefer sayisi, biitiin bu tiir diizenlemeler arasinda en ¢ok kag olabilir?

a) 1850  b) 2100  «¢) 2550  d) 3060  e) Hicbiri
) ¢

Cozim 1:

Yanit:

Sorunun ifadesi benim igin anlagilir olmamakla beraber cevaba gore bir ¢6ziim verecegim. Boylece problemde
bizden istenenin ne oldugu anlamig olacagimizi iimit ediyorum.

Oncelikle bir tanim verelim. Ay, Ag, ..., A, sehirleri i¢in Ay — Ay — .-+ — A, — A; seferi varsa buna
n uzunlugunda bir déngii diyelim. Soruda verilen ifadelerden, biitiin sehirlerden bagkente donmek miimkiin
ve bagkentten de biitiin sehirlere ulagmanin miimkiin oldugunu anliyoruz. Yani her bir gehir ile bagkent
arasinda (en az) birer dongii vardir. Bagkentten gegen bu déngiiler arasinda en uzun déngiiniin uzunlugu n
olsun. Bunu bir ¢ember iizerindeki n nokta gibi diiglinebilirsiniz. Bu dongiiyle n sefer yaparak bagkentten
baglayip tam n sehir dolagip tekrar bagkente déonmiig oluyoruz. Geriye kalan 100 — n gehir var. Bagkentten
bu gehirlerin her birine gidip gelmek en fazla n seferle miimkiindiir. Ciinkii bagkentten baglayan déngiilerin
uzunlugunun en fazla n oldugunu varsaymistik. Dolayisiyla en ¢ok n(100 — n) sefer daha elde edilir. Bu
dongiilerin olugturdugu seferlerin toplami en fazla T' = n 4+ n(100 — n) olup T' = n(101 — n) dir. Simdi bu T'
degerleri arasindan da en biiyiigiinii segecegiz. n = 50 ya da n = 51 igin Ty ax = 50 - 51 = 2550 elde edilir.

Peki sefer sayisi en az olanin ifadesiyle ne anlatilmak isteniyor? Ciinki sanki bunu ¢oéztimtimde hig kul-
lanmadim gibi. “Sefer sayisi en az olanin” ifadesiyle aradigimiz sefer dizisinde birbirinin ayni olan alt
dongiiler bulunmasim kisitlamak amaci taginmig olmali. Yani Ay — Ay — A1 — As — ... biciminde
{A; —» Ay — A;} dongiistinti 1.000.000 defa tekrarlamamiz engellenmek istenmis.

Yine de ¢oziim tam sayilmaz. Ciinkii 2250 kenardan olugan bir sefer dizisi 6rnegi bulmaliy1z ve bu sefer dizisi
igindeki herhangi iki déngii birbirinin aynisi olmamali. n = 50 durumunda 7" = 2550 olduguna 6rnek verelim.
Sehirlerimiz Aq, Ao, ..., A1go ve A1 bagkent olsun. Asagidaki farkli dongiileri inceleyelim.

Ay = Ay — - = Ayg — Asg = Ay
Ay = Ay — - = Ayg = As1 — Ay

A1—>A2—>"-—>A49—>A99—>A1

A1*>A24)"'4)A49*>A100*>A1
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Bu 51 tane déngiiniin her birinin uzunlugu 50 dir. Ilk déngii Ase den geciyor ve bu dongiiden bagkas: da
Aso den gecmiyor. Ikinci siradaki dongii ise A5 den geciyor ve bu déngiiden baskasi As; den ge¢miyor ...vs.
Son siradaki dongii de Ajgg den gegiyor ve bu dongiiden bagkasi Ajgp den gegmiyor. Yani tiim sehirleri
dolagabilmek ic¢in yapilmas: gereken 50 - 51 = 2550 sefer 6rnegini de bulduk. Sekille gostermek istersek, tiim
cember yaylarini saatin déonme yoéniinde yonlendirmek yeterlidir.

Cozim 2:

Cevap: 2550.

Kentler Ay, ..., Ajgg olmak iizere, uguglar:

heri=1,...,49 igin A; den A;41 e

her i = 51,...,100 i¢in Asg den A; ye

her ¢ = 51,...,100 i¢in A; den A; e

diizenlenmis olsun. Bu durumda her kente en az bir kez ugrayan ve en az ugus iceren kapali giizergah en az
51 - 50 = 2550 ugak seferi igermektedir.

Simdi ise bagkentten baglayip, tilkedeki her kentten en az bir kez gecerek, yeniden bagkente donmeyi miimkiin
kilan her ugug diizenlemesinde her kente en az bir kez ugrayan ve en az ucak seferi iceren kapal giizergahin en
fazla 2550 ucak seferi icerdigini gosterelim. Her A; ve A; kent ikilisi icin A; den A; ye varmak icin yapilmasi
gereken en az ugug sayist d (A4;, A;) olmak lizere, max; ; d (A;, A;) = d(A;, Ap) = p olsun. p ucus iceren
A; — A, glizergahi, A; den A, ye en kisa giizergah oldugundan A; diginda p farklh kent igeriyor. A,, den
bu p kentten farkli yeni bir kente en fazla p ucus kullanarak gidilebiliyor. Daha sonra tiim kalan kentlere her
yeni kent i¢in en fazla p ugus kullanarak birer birer ugrarsak her kente en az bir kez ugrayan ve en az ugus
iceren kapali giizergahin toplam ugug sayisi en fazla

(101 — p + p)?

= 2550.25
4

p+p(100 — p) = p(101 — p) <

olacaktir.

Kaynak: Tiibitak 17. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2009
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18. Ulusal Matematik Olimpiyati1 Birinci Asama Sinavi - 2010

Bir ABC egkenar tiggeninin i¢ bolgesindeki bir D noktasi igin m(@) = m(@) = 5° ve dig bolgesindeki
bir E noktasi iginde, m(@) = m(A/C’\E) = 5° ise, m(E/D\C) kagtir?
a) 45°  b)40°  ¢)35°  d)30° ) 25°

Coziim:

Yanit:

ABD ile ACFE eg ticgenlerdir.Bu eslige gore AD = AFE dir. ZDAFE = 60° oldugundan ADFE egkenar iiggen
olur. Buna gore DE = EC ve ZDEC = 110°oldugundan ZEDC = 35° dir.

y? — 22 = 2y + Tz + 4 esitligini saglayan kac (z,y) pozitif tam say ikilisi vardir?
a) 3 b) 2 c)1 d) 0 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim:

Yanit:

Esitligin her iki tarafim 4 ile ¢arpalim:

4y? — 8y = 422 + 28z + 16

2y —2)2 =2z +7)%-29

2z +7)2—(2y—2)2 =29

x,y pozitif olmak iizere (2z 4+ 2y + 5)(2x — 2y +9) = 29 = 22 + 2y = 24 ve 22 — 2y = —8 ise;

z =4,y = 8 denklemin tek ¢oziimidiir.

z? 4+ 2y = 2y

2% + a2y = ¢
denklem sistemini saglayan kag (z,y) gergel say ikilisi vardir?
a) 3 b) 2 c)1 d) 0 e) Higbiri

Cozim 1:

Yanit:

Ik denklemden y’yi cekelim:
2 .
olur. Tkinci denklemde yerine yazalim

y =
2(x—1)
4 4
3 x _ x |
o) T @1 O
x =0,y =0 degilken 1+ * = * ifadesini diizenlersek;

2x—1)  4(x—1)?
622 —1lr+4=0= 3z —4)(2x — 1) =0 = x = 4/3 ve = 1/2 degerlerini
Ana denklemlerde z’in yerine yazarsak y’yi buluruz.(z, y) ikilileri;
(0,0),(1/2,—1/4),(4/3,8/3) olmak iizere 3 tanedir.
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Cozim 2:

(1) ve (2) den

2(5) () 50

elde edilir. (3) denkleminde g = a degisken degistirmesi yaparsak

2a® + 3a* —2a =0 (4)

olur.Bu denklem a.(2a — 1).(a + 2) = 0 geklinde ¢arpanlarina ayrilabilir. Buna gore (4) denkleminin kokleri
1
0, 5, —2 dir.

Buradan bulunan z = 0,y = 2z ve y = —g ifadelerini sistemde kullanarak (0,0),(1/2,—1/4),(4/3,8/3)

¢ozlimlerine ulagiriz.

Rakamlarmin faktoriyellerinin toplami kendisine esit olan 2010 dan kiiciik ka¢ pozitif tam say1 vardir?
a)5h b) 4 c)3 d) 2 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Saymin 2000 ile 2010 arasinda olamayacagi barizdir.

i) Sayimiz 1 basamakl ise sadece 1,2 saglar.

i1) Sayimiz 2 basamakl ise bu say1 ab olsun.

ab = a! + b! olmali, a,b < 4’diir. a = 4 ise,

40+ b =24+ b! = 16 + b = b! olur fakat bunu saglayan b yoktur. b = 4 ise,

10a + 4 = a! + 24 = 10(a — 2) = a! olur fakat bunu saglayan a yoktur. a,b < 3 igin,
ab=a!l+ bl <3!'+ 3! =12 olacagindan a = b =1 veya a = 1,b = 0 olmali fakat saglamaz.
i4i) Saymmiz 3 basamakli ise bu say1 abe olsun.

abc = al 4+ b! + ¢! olacagindan a, b, ¢ < 6 olmal fakat 6! = 720 oldugundan a, b, ¢ < 5 olmal.

al + bl + ¢! < 5!'-3 =360 olur. Buradan a < 3 bulunur. a! + 0! + ¢! < 3! 4+ 5!+ 2 = 246 oldugundan a < 2
olmali.

a = 2 ise b = ¢ = 5 olmali ¢iinkii aksi taktirde a! + b! + ¢! < 2! 4 4! + 5! = 146 olur ve bu ¢eligkidir. Fakat
(a,b,c) = (2,5,5) sart1 saglamaz.

a =11ise b ve ¢ den en az biri 5 olmali ¢iinkii aksi taktirde a! + b! + ¢! < 1! 4 4! + 4! = 49 olur.
Eger b =5 ise 150 + ¢ = 121 4 ¢! = 29 = ¢! — ¢ olur, bunun saglamasi igin 29 | ¢ olmali fakat bu saglamaz.

¢ =5 ise 105 4 10b = 121 + b! = 10b = 16 + b! olur buradan (a,b,c) = (1,4,5) bulunur yani 145 bu sart
saglar.
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iv) Sayiuz 2000 > labe > 1000 ise ,

a,b,c < 6 olmah fakat a,b,c < 5 olursa labc = 1! + a! + b! + ¢! < 361 olur ve saglamaz.a, b, ¢ ’den en az biri
6 olmali.

iwa) a = 6 ise 1600 4+ bc = 721 4+ bl + ¢! = 879 + be = bl + ¢! olur. b ve ¢ 'den en az biri 6 olmali. b = 6 ise
939 + ¢ = 720 + ¢! = 219 4 ¢ = ¢! olur fakat bu saglanmaz.

¢ = 6 ise 885 4 10b = 720 + b! = 165 4 10b = b! olur fakat bu saglanmaz.

ivb) b = 6 ise 1060 + aOc = 721 + al + ¢! = 339 4 a0c = a! + ¢! olur.a ve ¢’den en az biri 6 olmali fakat a = 6
igin ¢6zlim yoktu. ¢ = 6 i¢in 1066 + 100a = a! 4+ 720 = 346 + 100a = a! olur fakat buradan ¢6ziim gelmez.

twc) ¢ = 6 ise 1006 4+ ab0 = 721 + a! 4+ b! = 285 + ab0 = a! 4+ b! olur.a = 6 ve b = 6 igin ¢6ziim olmadigindan
a,b < 5 olmali fakat 285 < a! + b! ile geligir. Buradan da ¢6ziim gelmez.

Sart1 saglayan sayilar 1,2, 145 olmak tizere 3 tanedir.

Digbiikey bir ABCD dértgeninde, |[AB| = 10,|CD| = 3v6,m (A/B\D) = 60°,m (@) = 45°,|BD| =
13 4 3v/3 ise |AC| nedir?
a)20 b)18 )16 d)14 e)12

Coziim:

Yanit:

A ve C den BD ye cizilen dikme ayaklar sirasiyla E' ve F' olsun. ABE ve CDF dik iiggenlerinden |BE| =
5,|AE| = 5v/3,|DF| = |FC| = 3/3 bulunur ve | EF| = 8 olur. Iki kenar1 [EF] ve [FC] olacak sekilde EFCG
dikdortgeni olusturursak AGC dik iicgeninde |AG| = 8v/3,|GC| = 8 olup pisagor teoreminden |AC| = 16
bulunur.

20112 = 2010x + 3 esitligini saglayan kag (z,y) tam say ikiisi vardir?
a) 3 b) 2 c)1 d) 0 e) Sonsuz goklukta

Coziim:

Yanit: @

Esitligi (mod 5) de incelersek y? = 3 (mod 5) olur ki, bir tamkare 5 modunda 3 kalanini vermez. O halde
esitligi saglayan tam sayilar yoktur.

r metre yar1 ¢apli daire bigiminde bir adacigin merkezinde duran bir kurbaga 1/2 metrelik bir atlayisla
basglayip, her seferinde 90° saga veya sola dénerek bir éncekinin yaris1 uzunlugunda bir atlayis yapiyor. Sonlu

sayida atlayigta kurbaganin suya varamamasini saglayan en kiigtik r degeri nedir?
5 V13 V19 1 3
A L N A
3 5 6 V2 4
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Coziim:

Cevap:

1
Kurbaga n. atlayiginda 3 metrelik bir atlayig yapiyor. Kurbaganin baslangic noktasmi orijin kabul

edersek ve ilk atlayigini yaptig: yerle orijini birlegtiren dogruyu z-ekseni olarak alirsak, kurbaganin (2k — 1).
atlayigini « ekseni lizerinde veya paralel yapacagini (2k). atlayigim y ekseni tizerinde veya paralel yapacagini
goriiriiz. Bu durumda a; = 1 veya —1 olmak {izere kurbaganin koordinatlar:

1\' 1\° 1\* 1\*
) o ) o ) o))
seklinde olacaktir. Kurbaganin merkezden gidebilecegi en uzak mesafe i¢in a;’lerin hepsinin ayni parite

igerisinde 1 veya hepsinin —1 olmas1 gerekir. Genelligi bozmadan hepsi 1 olsun diyebiliriz. Bu durumda
kurbaganin sonsuz adim atsa bile gidebilecegi en uzak mesafeli koordinat

E6T26))

olacaktir. ,
i(l)%_i<1>"_ Lo,
- - ) = -—1==:
= \2 —\4 1—-3 3
oldugundan
i 1 2k—1 i 1 2k B g 1
2 ’ 2 S \3'3
k=1 k=1
22 +12 5 5
olur. Yani kurbaga ;; = % metreden daha uzaga gidemez. r en az g olmalidir.

Ik 2010 pozitif tam sayimin rakamlarinin toplami kagtir?
a) 30516 b) 28068 c) 25020 d) 20100 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

2010’a kadar olan pozitif tamsayilarin;

Birler basamaklarinin toplam 201(1 +2+ ---+9)
Onlar basamaklarimin toplami 200(1 +2+---4+9) +1
Yiizler basamaklariin toplami 200(1 4+ 2 + - -- 4+ 9)
Binler basamaklarinin toplami 1000 4 22

Hepsini toplarsak sonug 28068 olur.

Ayrica soru mod9 da incelenirse C' ve D giklarimin olamayacag1 da kolayca goriiliir.

@ Bir ABCD karesinin digindaki bir F noktasinin AC dogrusuna uzaklig1 6, BD dogrusuna uakligi 17 birimdir.
E noktasinin karenin en yakin kogesine uzakligi 10 birim ise, karenin alani nedir?

a)200  b)196 ¢) 169 d) 162 ) 144
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Coziim:

Yanit: @

BDNAC = {M} olsun.
E den AC ve BD ye inilen dikmelerin ayaklari sirasiyla F' ve G olsun. E yi C ye yakin alalim.

ECF dik tiggeninde EC = 10, EF = 6 oldugu i¢in CF = 8 dir. EG = FM = 17 oldugu i¢cin CM = 9 ve
[ABCD] = 162 dir.

8

0 < n < 840 kosulunu saglayan kac tam say icin, n® — n* +n — 1 says1 840 ile boliiniir?

a)l b) 2 c)3 d) 6 e) 8
Coziim:

Yanit: E

nd—ntdn—1=m-Dnn2+1n+1)+1)

840 =23 -3 -5 - 7 sirayla mod8, mod3, mod5, mod7 de inceleyelim:
Esitligin sag tarafi tek oldugu igin n =1 (mod 8) olmahdur.

Esitligin sag tarafini mod3 ve mod5 de incelersek de aym gekilde n = 1 (mod 3) ve n = 1 (mod 5) olmasi
gerektigi goriiliir.

Fakat mod7 de incelendiginde n =3 (mod 7) veya n =1 (mod 7) olur.
O halde n = 1( mod 840) veya n = 241( mod 840) olur. »n’in iki degeri bulunur.

zy-diizleminde (\/ 20, v 10) merkezli bir gemberin iistiinde koordinatlar: tam say1 olan en ¢ok kag tane nokta
bulunabilir?

a) 8 b) 4 c) 2 d)1 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: @

En fazla bir noktanin sart1 saglayabilecegini gosterelim,

Sadece bir noktanm bulunabilecegi barizdir. Farz edelim ki (z,y) ve (a,b) bu sart1 saglayan farkli noktalar
olsun. Bu noktalarin merkeze olan uzakliklar: esit olacagindan,

(x = V20)* + (y — V10)* = (a — v20)* + (b — V10)°

olmali. Ifadeyi acarsak,

2% 420 — 425 + y? 4+ 10 — 2yV/10 = a® + 20 — 4aV/5 + b% + 10 — 26V/10
olacaktir. x,y,a,b € Z oldugundan,

42+/5 = 4a/5 ve 2yv/10 = 2bv/10 olmali fakat (x, y) ve (a, b) farkh iki nokta oldugundan bu imkansizdir. Dolayisiyla
en fazla bir nokta bulunabilir.

0 < a,b,c,d <7 olmak lizere, 7 nin ab — ¢d yi bolmesini saglayan kag (a, b, ¢, d) dortlist vardir?
a) 412 b) 385 c) 294 d) 252 e) Higbiri

329


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3489.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3493.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3494.0

18. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Simavi - 2010 geomania.org

Coziim:

Yanit E

Modiilo 7 de ¢arpim tablosunu olusturalim. Agagidaki tabloda yesil bolgedeki her bir eleman 0 a denktir. 7
asal say1 oldugundan modiilo 7 de, 0'in atilmasiyla olusan garpim sisteminde asla 0 elde edilemez ve sari ile
renklendirilmig bolgede her bir satirda her bir eleman yalnizca bir kez goriiliir.

L]
=]
Laa
=]
ka
[
1eer
EE

n
=
L

(5]

ot
(=11

e
(o]

Dolayisiyla ab =0 (mod 7) ve ed = 0 (mod 7) olmasini saglayan 13-13 = 169 tane (a, b, ¢, d) dortliisii vardir.
ab=cd =1 (mod 7) olmasim saglayan 6 - 6 = 36 tane (a,b, ¢, d) dortlisii vardir.

ab = cd =2 (mod 7) olmasi saglayan 6 - 6 = 36 tane (a, b, ¢, d) dortlisi vardir...Benzer bigimde

ab = cd =6 (mod 7) olmasim saglayan 6 - 6 = 36 tane (a, b, ¢, d) dortlisi vardir.

Toplam 169 + 6 - 36 = 385 tane (a, b, ¢, d) dortlisi elde edilir.

|AB| = |AC| ve m(W) = 40° olan bir ABC {iggeninin [AB] ve [AC] kenarlar tstiinde sirasiyla, D ve
E noktalar1 alimiyor. BC' dogrusu iistiinde de C' noktasi, B ile F' arasinda kalacak bicimde bir F' noktasi

alimiyor. |BE| = |CF|,|AD| = |AE| ve m(BEC) = 60° ise, m(DFB) kagtur?
a) 45°  b)40° ¢)35° d)30° e)25°

Coziim:

Yanit:

AD = AFE ve AB = AC oldugu i¢cin BE = DC = CF ve ZEBC = Z/DCB = 2 - ZDFB = 50° dir. Bu
durumda ZDFB = 25° dir.

Gergel say1 dogrusu iistiinde 0 noktasindan baglayarak, her adimda dogru boyunca istedigi yonde 364 veya
715 birim sigrayan bir gekirgenin kondugu noktalarin 2010 noktasina uzakligl en az ne kadar olabilir?

a)b b) 8 c) 18 d) 34 e) 164
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Coziim 1:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

Goriildiigu tizere 364 ve 715, 13 e tam boluntiyor. O zaman ¢ekirgenin kondugu noktalar 13 e tam boliniir.
2002 ve 2015, 13 e tam boliindiigi i¢in uzaklik en az 5 olabilir.

Cozim 2:

Yanit:

OBEB(364,715) = 13 tiir. Cekirge x defa 364 birim, y defa 715 birim ziplasin. (z,y birer tamsayidir). O
halde 364x + 715y = z seklindeki z noktalarina ulagilabilir. z = 13(28x 4 55y) dir. 28z + 55y = 1 dogrusal
Diyofant denkleminin tam sayilar kiimesinde ¢6ziimii vardir. Dolayisiyla tiim tam sayilar: 28z + 55y seklinde
ifade edebiliriz. z = 13(28z + 55y) ile 13 iin kat1 olan tiim tam sayilar1 gosterebiliriz, bunun digindaki tam
sayilari ise 13(28x + 55y) seklinde yazamayiz. 2002 = 13- 154 ve 2002 = 13- 155 tir. 2010 noktas1 2015 e 2002
den daha yakindir. Aranan en kisa uzaklik 2015 — 2010 = 5 tir.

x,y, z gercel sayilari 29z _ -1 Ty _ 1,
T

, = 2 egitliklerini sagliyorsa, xyz asagidaki degerlerden
+y y+z T+ z

hangisini alabilir?

8 8 3 7
a) — — b) — c) — 8\/7 d) — e) Hicbiri
Coziim:

TYz = —x — Y , xYz = y+z , vyz = 2 + 2z esitliklerinden,
—x—y=y+zve —x—y=2xr+ 2z yapilirsa

z=—x — 2y olur —x — y = 2z + 2z de z gordiigiimiiz yere yazarsak x = 3y ve z = —by olur, ilk denklemde
yerine yazarak y = ——= buluruz.
V15
8
Bu durumda zyz = —4y = ——— dir.

V15

11 farklh bir kitap ti¢ rafli bir kitapliga, en ¢ok bir raf bog kalacak bicimde kag farkh sekilde yerlestirilebilir?
a) 75-11!  b)62-111 ¢)68-12! d)12-13!  e)6-13!

Coziim:

Cevap:
(Tiim Durumlar) — (Istenmeyen Durumlar) = (Istenen Durumlar)
Tiim Durumlar;

11 kitab1 yan yana dizelim. 2 6zdeg ayrag ile boldiigiimiizde ilk kisim birinci raf, ikinci kisim ikinci raf,
|

tgiinct kisim tigiincii rafa yerlesgtirilsin. ? = 78 - 11! gekilde yerlestirilecektir.

Istenmeyen Durumlar; (2 Rafin Bog Olmasi)
Kitaplar yerlegtirecegimiz rafi seqilim[(‘;’)]. Rafa kitaplar dizelim[11!].
3 - 11! tane istenmeyen durum vardir.

Istenen Durumlar ise 78 - 11! — 3 - 11! tanedir.
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Uzayda yer alan A, B, C, D noktalarn i¢in, |[AB| = |AC| = 3,|DB| = |DC| = 5,|AD| = 6 ve |BC| = 2 dir.

BC dogrusunun D noktasima en yakin noktasi P ve ABC {iggeninin bulundugu diizlemin D noktasina en
yakin noktasi @ ise, |PQ| kagtir?
37 57 9

—~5 c) EWi) d) —— e) 22

b) Wil

a) 1
V2
Coziim:

Yanit:

|AD|? > |PD|? + |PAJ? oldugundan m (DPA) > 90° dir. Buna gore, D nin izdiigiimii olan @ noktast ABC
iiggeninin dig bolgesindedir.

Sirasiyla DQP ve DQA dik tiggenlerinde pisagor teoremleri uygulayarak |PQ)| degerini bulacagiz.
|DQP” + |PQ|* = 24 (1)
IDQI” + [PQI” + 4v2|PQ| = 28 (2)
1
1) ve (2) den |PQ| = —= olur.
(1) ve (2) den |PQ) 7

1000 elemanli bir kiimenin 500 elemanl alt kiimelerinin sayisi agagidaki sayilardan hangisine boliinmez?
a) 3 b) 5 c) 11 d) 13 e) 17

Coziim:

Yanit:

1 1000!
T = < 500000> = (588?)2 dir. 1000! = p®. A ve 500! = p®.B iken a = 2b olursa p{ T dir.

p = 11 icin 1000! = 1198. 4 ve 500! = 11%°. B oldugundan 114 T dir.

2% — 222 — 92 — 6 polinomunun farkh gercel koklerinin toplami nedir?
a)0 b) 1 c) —2 d) 6 e) —17

Coziim:

Yanit: E

P(z) = 2° — 22% — 92 — 6 polinomunun muhtemel rasyonel kokleri olan +1, 42, 43 & 6 degerlerini deneyerek
P(-1) = P(2) = 0 oldugunu bulabiliriz.

P’(—1) = 0 oldugundan —1 iki kath koktiir.
Bu gozlemlerin sonucunda x5 — 222 — 9z — 6 = (v — 2)(x + 1)?(2? + 3) olup , gergel kokler toplami 1 dir.

0 sayisi ile baglanip, her adimda bir 6nceki sayinin 1 fazlasi veya 2 kat1 alinarak, asagidaki sayilardan hangisini

en az sayida adimda elde edilir?
a) 2011 b) 2010 c) 2009 d) 2008 e) 2007
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Coziim:

Cevap: @

Coziim 1: Soruyu ¢6zmek icin verilen sayilardan 1 gikartarak veya 2’ye bolerek 0’a ulagmaya galigabiliriz.
Eger say1 tekse 1 gikarmak zorundayiz. Cift sayida ise ikiye bolmenin daha avantajli oldugunu gosterelim.
Aksini varsayalim ve cift 2n sayisindan 2k defa 1 cikardiktan sonra 2’ye boélmenin daha avantajli oldugunu
kabul edelim (gift sayida 1 ¢ikarmamiz gerektigi barizdir). Bu durumda 2k + 1 hamle yaparak n — k sayisina
ulagmig oluruz. Onun yerine 6nce 2’ye bolseydik ve k adet 1 gikarsaydik k + 1 hamlede n — k’ya ulagacaktik.
Yani ¢ift say1 denk gelirse 2’ye bolmeliyiz.

2011 — 2010 — 1005 — 1004 — 502 — 251 — 250 —» 125 -+ 124 -+ 62 —+31 —-30—-15—-14 —7— 6 —
3—52—=1—=0

2010 — 1005 — 1004 — 502 — 251 — 250 —+ 125 —+ 124 62 —-31 30— 15—-14 —>7—>6 >3 > 2 —
1—=0

2009 — 2008 — 1004 — 502 — 251 — 250 — 125 -+ 124 - 62 —+31 —-30—>15—>14 —>7—-6 >3 — 2 —
1—-0

2008 — 1004 — 502 — 251 —+ 250 —+ 125 -+ 124 - 62 +31 —-30—>15—-14—>7—>6 >3 —>2—1—0

2007 — 2006 — 1003 — 1002 — 501 — 50 — 250 —+ 125 -+ 124 - 62 —+31 30—~ 15— 14 -7 —> 6 —
3—42—=1—=0

Sonug olarak en az hamleyle 2008 elde edilebilir.

Cozim 2: Eger 2 tabaninda diigiiniirsek 1 eklemek son basamagi 0’dan 1’e gevirmek ve 2 ile carpmak sona
bir adet 0 eklemek olacaktir. Bu durumda olasi en kii¢iikk hamle sayist n = (agak—1 - - - a1a9)2 igin a;’lerdeki
1 sayis1 ¢ ise k +t — 1 olacaktir. Verilen sayilar1 2 tabaninda yazarsak en kiigiik hamle sayisini bulabiliriz.

Merkezleri ayni ve yarigaplar: 10 ve 20 birim olan iki diizlemdeg daireyi sirasiyla taban kabul eden, her biri 10
birim yiiksekliginde bir dik silindir ve bir dik koni diizlemin aym tarafinda kalacak bicimde aliniyor.Koninin
silindirin i¢inde kalan kisminin hacminin,silindirin diginda kalan kisminin hacmine oran nedir?

a)3  b)2 c)g d)g o)1

Coziim:

Yanit:

Koninin tabanimin merkezi A olsun. Koninin AC yarigapi, silindiri B de terk etsin. Yani AB silindirin taban
yarigap1 olsun. AB = BC oldugu igin koni silindiri tam yanal ayritinin orta noktasinda keser. Koninin
silindirin st kisminda kalan bélgesinin hacmine V' dersek, koni haciminde silindirden farkli olarak % oldugu
igin, silindirin tist yaris1 3V hacminde olacak. Bu durumda, koninin silindirin i¢inde kalan hacmi V+3V = 4V
olacaktir.

Diger taraftan koninin silindirin iist yarisinda kalan kismi ile konin tamami arasida % benzerlik orani vardir.

4V
Bu durumda hacimler orani é olacag i¢in koninin toplam hacmi 8V olacaktir. — = 1.

4V

T Y
y+7 x+7

a)l8 b)17 ¢)15 d)14 )1l

= 1 esitligini saglayan ka¢ (z,y) tam sayi ikilisi vardir?
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Coziim:

Yanit :

Ifadeyi 2’ e bagh ikinci dereceden denklem olarak diizenlersek 2 — yz + 42 — 49 = 0 olur. Tam say1 ¢oziimler
icin denklemin diskriminantinin tamkare olmasini saglayan y degerlerini bulmaliyiz.

A=14> -3y =k* = 3y* = (14 — k) (14 + k)
p,q € Zvey? = p-qicin 3p+q = 28 olur. y? pozitif oldugundan p, ¢ sayilar1 ayni isaretlidir. Bu halde sadece
pozitif durumu incelemek yeterlidir.

Carpimlar tamkare olan (p, ¢) ikililerini bulahm. (p,q) = {(9,1), (4, 16), (1,25), (0,28)}. Buradan bulunan y
degerlerinin kiimesi y = {—8,—-5,-3,0,3,5,7,8} dir.

Kiimedeki 0 diginda ki her y degeri i¢in iki tane = degeri bulunabilmektedir. Yani toplamda 15 tane (z,y)
tamsay ikilisi bulunur.

Bu degerler:

{(_51 _8)7 (_37 _8)7 ((_87 _5)» (37 _5)» (_87 _3)7 (57 _3)7 (77 0)7 (_57 3)’ (87 3)7 (_37 5)7 (87 5)7 (07 7)» (77 7)7 (37 8)7 (5a 8)}

1 < n < 2010 kosulunu saglayan kag tane n tam sayisi icin 12 — 22 +32 — 42 + ... 4+ (2n — 1)? — (2n)? say1s1
2010 ile bolinir?

a)9 b) 8 c) 7 d) 6 e)5
Cozim:

Yanit: E
T=12-22+32—424+ ...+ (2n — 1)? — (2n)? diyelim.
2010 | T ise 2010 | =T dir.

Iki kare fark: 6zdesligini kullanarak —7 ifadesini 3+ 7+ 11+ --- + (4n — 1) seklinde yazabiliriz. Bu toplam
n(2n + 1) dir.

2010 =2-3-5-67 oldugundan,

n(2n+1) =0 (mod 2) = n =0 (mod 2)

n(2n+1)=0 (mod 3) = n =0 (mod 3),n =1 (mod 3)
n(2n+1)=0 (mod 5) = n =0 (mod 5),n =2 (mod 5)
n(2n+1) =0 (mod 67) = n =0 (mod 67),n = 33 (mod 67)

olup ¢in kalan teoremine gore 1-2-2 -2 = 8 ¢oziim vardir.

On tabanina gore tersten yazilimi ile kendisi ayni olup 11 ile boliinen kag tane yedi basamakli pozitif tam
say1 vardir?

a) 900 b)854 «¢)818  d) 726 e) Hicbiri
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Coziim:

Cevap:

a # 0 i¢in sart1 saglayan herhangi bir sayiy1 abedcba olarak yazabiliriz. Bu sayiy1 mod 11°de incelersek
a-10°+0-10°4+¢-10* +d- 10> +¢- 10 +b-10+a=a—b+c—d+c—b+a=2a+2c—2b—d=0 (mod 11)

< 2a+2c—2b=d (mod 11)

Burada her (a, b, ¢) tigliisii i¢in 0, 1, . . . 10 kalanlarindan tam olarak bir tanesi 11 modunda d’ye denk olacaktir
ve d'i tek gekilde bulmus olacagiz. Ancak d = 10 olamayacagindan bu durumu gikartmaliyiz. Tim durum
toplamda 9 - 10 - 10 = 900’diir (¢’nin alabilecegi 10 degil 9 deger vardir). Simdi 2a + 2¢ — 2b = 10 (mod 11)
olan iigliileri ¢ikartalim. Denkligi ikiye bolersek

a+c—5=b (mod 11)

olacaktir. Yine aym sekilde her (a, c) ¢ifti igin tam olarak bir tane b degeri vardir ama b = 10 olamaz. Yani
900 — 9 - 10 = 810’a b = 10 olan durumlar1 geri eklemeliyiz. b = 10 olmas1 i¢in

a+c=15=4 (mod 11)

olmalidir. @ = 0 ve a = 5 haricindeki her a degeri i¢in tam olarak 1 tane ¢ vardir. Yani 8 tane (a,c¢) ¢ifti
vardir. Bu durumda 810 + 8 = 818 tane yedi basamakli say1 bulmug oluruz.

m(@) =90°,|AB| = 1 ve |AC| = v/2 olan bir ABC iiggeniyle aym diizlemde yer alan P ve () noktalari
|PB| =1=|QB|,|PC|=2=|QC| ve |PA| > |QA| kogullarim saghyorsa |PA|/|QA| orani nedir?

a) V243 b) 5 -6 c) V6 —+2 d) v6+1 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Soruyu ¢izelim.

P ve @ noktalar1 C' merkezli 2 yarigapli cember iizerindedir.

P ve @ noktalari, aym1 zamanda, B merkezli 1 yaricapl ¢cember lizerindedir.

Bu durumda, P ve @ noktalar1 B merkezli bir ¢gember ile C' merkezli bir cemberin kesigim noktalaridir.

ABC iicgeninde pisagordan BC' = /3 cikar. AQBC iicgeninde kenarlar 1 — /3 — 2 dir. Bu durumda
ZQBC = 90°. Benzer gekilde ZPBC = 90° dir. Bu durumda, B noktas1 QP iizerinde olacaktir.

PA/QA =z ve ZQPA = « dersek tan o = 1/x olacaktir.

1
2-/QPA=/QBA=/ACB =2« dir. tan2a = % oldugunu biliyoruz.

tan 2 2tan o N 1 2~% 2x
an2q = ————— = — = = —
1—tan?a = /2 -5 22—

olacaktir. 2% — 2xy/2 — 1 = 0 denklemini ¢ozdiigiimiizde 2 = v/24 /3 cikacaktir. Negatif deger eleneceginden
z =2+ /3 tiir.

m nin agagidaki degerlerinden hangisi icin 322 4 4y? — 522 = m esitligini saglayan (x,y, z) pozitif tam say1
tcliisii yoktur?

a) 16 b) 14 c) 12 d) 10 e) 8
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Coziim:

Yanit: @

i) m = 8 icin x = y = z = 2 alirsak esitlik saglar.

ii) m = 12 i¢in ifadeyi mod 4 ’de incelersek 3z% —52%2 = 0 (mod 4) olur.Buradan z ve z ¢ift bulunur. z = 2a
ve z = 2b yazarsak ifade 3a® + y? — 5b% = 3 olur. y = b = 3¢ alahm. Ifade, a® — 12¢?> = 1 olur. (a,c) = (7,2)
saglar. Buradan (z,y, z) = (14,6, 12) ¢éziimi bulunur.

1i1) m = 14 i¢in (z,y, z) = (1,2,1) alirsak saglar.

iv) m = 16 icin x = z alahm. Ifade 2y> — 22 = 8 olur.(z,y) = (8,6) saglar, buradan (x,y,z) = (8,6,8)
¢O6ztimii bulunur.

v) m = 10 i¢in ifadeye mod 5’de bakarsak x ve y’nin 5’in kat1 oldugu goriiliir.x = 5a ve y = 5b yazarsak
ifade 15a2 + 20b? — 22 = 2 bulunur. Fakat mod 5’te bu imkansizdir. Coziim gelmez.

Katsayilarinin her biri 1 veya —1 ve tiim kokleri gercel sayilar olan bir polinomun derecesi en ¢ok kag olabilir?

a)5h b) 4 c)3 d) 2 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Aradigimiz en biiyiik dereceli P(z) polinomun bas katsayisinin 1 oldugunu kabul edebiliriz. P(z) = 2™ +
ap_12" 1+ + a1z + ag diyelim. Her i = 0,1,...,n — 1 igin a; € {—1,1} dir. P(z) = 0 polinomunun tiim
kokleri gergel say1 verildiginden bu kokleri x1, xs, ..., x, ile gosterelim. Vieta teoreminden

Kokler carpimi x1 - z9 -+ -z, = 1 veya —1
Kokler toplami xy + 29 + -+ 4+ x, = 1 veya —1,

Koklerin ikigerli garpimlarimin toplami xyxo + 2123 + -+ 12, = 1 veya —1 dir. Ancak 129 + x123 +
<+ Xp_12, = —1 olmasi halinde

(r1 +ao 4+ +a) = @i +ad+- -+ 22) + 2120 F 123+ T 17)

tam kare 0zdegliginden m% + x% + -+ xfl = —1 celigkisi elde edilir. O halde z1x2 + z123 4+ - Tp_12, = 1
olup

oI ri a2 =3

2, .2 2
x x DR x
elde edilir. Aritmetik geometrik ortalama esitsizliginden ~* R T i > {/x% 2% 22 dir. Boylece
n
n < 3 bulunur.

n = 3 durumuna uygun bir polinom érnegi vermeliyiz: P(z) = (v —1)?(z+1) = 22 —2? — 2 + 1 polinomunun
tiim kokleri gercel sayidir.

2010 kiginin yagadig1 bir koyde her ikisi de ayni arkadas sayisina sahip olan bir tek ikili varsa, bu say1 kag
farkl deger alabilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: E

Cevap: 2.

Her kisinin arkadag sayis1 0,1,...,2019 sayilarindan birine esittir ve bir kiginin 0 (2009) arkadasi varsa
kimsenin 2009 (0) arkadag: olamaz.

Durum 1: 2009 arkadas: olan bir kisi var. O zaman 0 arkadasi olan kimse yoktur ve arkadag sayisi 1,2, ...,2009
olan kigiler vardir. 2009 arkadas: olan kisiyi kdyden atip tiim arkadasliklarini da iptal edersek kalan 2009
kigi arasinda arkadag sayisi 0,1,...,2007 olan kisiler olacaktir. Demek ki arkadas sayis1 2008 olan kigi ol-
mayacaktir. 0 arkadas: olan kigiyi kdyden atalim. Kalan 2008 kisi arasinda arkadas sayisi 1, 2,...,2007 olan
kigiler olacaktir. Demek ki arkadas sayist 0 olan kigi olmayacaktir. Arkadag sayis1 2007 olan kigiyi koyden
atip tiim arkadagliklarini da iptal edersek kalan 2007 kiginin arasinda arkadas sayis1 0, 1, ..., 2005 olan kisiler
olacaktir. Demek ki arkadag sayis1 2006 olan kisi olmayacaktir. Benzer gekilde devam edersek sonunda bir-
biriyle arkadag olan iki kigi kalacaktir. Koyden atilan kisileri de dikkate alirsak bu iki kiginin her birinin
basglangictaki arkadag sayis1t 1005 olmalidir.

Durum 2: 0 arkadasi olan bir kisi var. Birinci durumdaki gibi hareket edersek en son kéyde aralarinda arkadas
olmayan iki kigi kalacaktir. Kéyden atilan kigileri dikkate alirsak bu iki kiginin baglangictaki arkadag sayisi
1004 olmahdir.

Buna gore, koyde her ikisi de aymi arkadag sayisina sahip olan iki kiginin her birinin ya 1004, ya da 1005
arkadag1 bulunuyor.

Kaynak: Tiibitak 18. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2010

Bir ABC iiggeninin i¢ aglortaylarinin kesisme noktasi I ve [AC| kenarina teget olan dig teget ¢emberinin

merkezi de O noktasidir.
|BI| =12,|I0| = 18 ve |BC| = 15 ise, |AB| kagtir?
a) 16 b) 18 c) 20 d) 22 e) 24

Coziim:

Yanit:

ZOAI = Z0CT = 90° oldugu igin OAIC kirigler dortgenidir.
LIAC = Z10C = £LBAI ve ZABI = ZIBC oldugu i¢in (AA) dan ACOB ~ AIAB dir.

AB BI AB 12
A5 5L AD 12 Ap—oa
OB BC 30 15

2

5 5

92 2009
N = {J + {J + -4 { 5 J ise 22010 yp N ile boliimiinden kalan nedir?

a) 5034  b) 5032  ¢) 5031  d) 5028  e) 5024
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Coziim:

Yanit:

N — 22 N 23 N N 22010
10 10 10
B 22—4+23—8+24—6+25—2
- 10 10 10 10
+26—4+27—8+28—6+29—2
10 10 10 10
92010 _ 4
10
224254 422010 _502. (4484+6+2)—4
a 10
= 10N = 22011 _922_502.20—4
= 5N = 22010 _502.10—4
= 5N +5024 = 22010

Asagidaki (A, B) ikililerinden hangisi igin

P raryt+y=A

denklem sisteminin gercel ¢oziimii yoktur?

a) (1/2,2)  b) (-1,1) ¢ (V2,v2) d)(1,1/2) e)(2,2/3)

Coziim:

Yanit:

Ikinci esitlikten elde ettigimiz y = % degerini ilk esitlikte yerine yazarsak (2B —1)z?+Bx+A—AB =0
ikinci dereceden denklemini elde ederiz. A < 0 olmasi gerektigi igin B2 —4A4(1—B)(2B—1) < 0 elde etmemiz
gerek. (1 — B)(2B — 1) ifadesine yogunlagirsak, B = 1 veya B = 3 degerleri icin esitsizligin saglanmadigini,
dolayisiyla cevabin (B) ya da (D) olamayacagim goriiriiz. (A) ve (C) siklarinda A > 0 ve B degerleri de
(1—B)(2B —1) ifadesini negatif yaptig1 igin bu giklar da esitsizligi saglamaz. Geriye tek bir ikili, yani (2,2/3)
kaliyor. Yerine yazarsak 9~ 4-2- 3°3= 7% < 0 oldugunu gortiriiz.

1001 kisilik bir okulda herhangi ii¢ 6grenciden en az ikisi arkadagtir. Bu okulda en ¢ok arkadaga sahip olan
ogrencilerden birinin arkadas sayisi, 334,412,450, 499 degerlerinden kacini alabilir?

a) 4 b) 3 c) 2 d)1 e) Higbiri
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Coziim 1:

En biiytlik - en kiigiik deger prensibi ile ilgili bir problem, ¢ozelim :)

En ¢ok arkadasa sahip olan 6grencilerden biri a olsun. @ nin arkadag sayisi da n olsun. Geriye kalan 1000
kigiden a ile arkadag olan kisilerin kiimesi A = {aj,aq,...,a,}, a ile arkadag olmayan kisilerin kiimesi
B = {b1,bs,...,b1000—n} olsun. Segilen herhangi 3 kigiden ikisi arkadag oldugundan ¢ # j igin her {b;,b;,a}
iicliisii icin b; ile b; arkadag olmak zorundadir. Yani B kiimesindeki herkes birbiriyle arkadastir. O halde
B kiimesindeki birinin en az 999 — n arkadas: vardir. Bu say1, a nin arkadag sayisi olan n den daha biiyiik
degildir. 999 — n < n egitsizliginden n > 500 bulunur. Yani n sayis1 334, 412,450,499 degerlerinden hicbirini
alamaz.

Cozim 2:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

A ve B arkadag olmayan iki kisi olsun. Herhangi {i¢ kigiden ikisi arkadagmig. O zaman A ve B nin digindaki
ogrenciler ya A ya da B den sadece biriyle arkadagtir. O zaman A veya B den birinin en az 500 arkadas
vardir. Yani o degerlerden higbirini alamaz.

m(@) = 90° ve |AC| = 10 olan bir ABC ii¢geninde [AC] kenarinin orta noktasi D olmak iizere, [AD] ve
[BD] nin orta dikmeleri E noktasinda, [BD] ve [C'D] nin orta dikmeleri de F' noktasinda kesigiyor. |EF| = 13
ise, |AB| agagidaki degerlerden hangisini alabilir?

/2 [ 2 /2 /2 S

Coziim:

Yanit: @

ED || BC ve DF || AB dir. Yani ZEDF = 90°.

BD nin orta noktast M olsun. AD = DC' = BD =2- DM =5 tir.

EF nin orta noktas1 O olsun. EDF dik iiggeninde DO = 13/2 dir.

M DO ftggeni bir 5 — 12 — 13 ii¢genidir. Bu durumda, DM =5/2 ve MF =6+ 13/2 = 25/2 olur.

AB DM 1
/DMF = /DCB oldugu icin — = —— = = tiir.
C'B oldugu i¢in BC — MF 1 tur

[ 2 /2
AABC bir & — 4z — 24/26 iicgenidir. 2v/26 = 10 dersek z = 5 - va da x =25 TR

Agagidaki sayilardan hangisi 220 4 2% 4 sayisini boler?
a) 19 b) 17 c) 13 d) 11 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

22" = ¢ ise 22*"" = ¢2 dir. Buna gére verilen ifade t2 + t + 1 bicimindedir. 3 — 1 = (t—1)2+t+1)
oldugundan &yle bir p sayisiigin p [ t2 +¢t+1=p |3 — 1 dir.

22007

3
fermat teoremine gore; (2,13) =1 = 212 =1 (mod 13) oldugundan t3—1 = (222009) —-1=(212) -1=0
(mod 13) olur.
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Asagidaki ifadelerden hangisi 0 < z < 1 ve 0 < y < 1 kosullarim saglayan tiim x,y gercel sayilari icin =3 + 3°
ten kii¢lik degildir?

a) 2%y b) 2%y? c) x2y? d) 2%y e) zy*
Coziim:

Yanit:

Siklardan giderek bir ¢éziim yapalim:
max(z2y, 22y?, 2%y3, 23y) = 22y dir. A, B,C, D siklan arasimdan 2 + ¢° ten kiiciik olmayacak biri varsa o
da, bunlarm en biiyiigii z?y dir.

1 1
y = 2x alrsak 23 + (27)° < 2% - 22 = 322° < 2® = 22 < —— = 2 < ——= elde ederiz. O halde

- 32 T 42

icin 2%y > 23 + y° olacaktur.

1
WG]

Baslangicta n x n bir satrang¢ tahtasimin yalnizca sol alt kogesinde bir tag bulunuyor. Oyuncular sirayla
hamle yaparak, her hamlede tas1 bulundugu karenin hemen sagindaki, hemen {tistiindeki veya hemen sag iist
caprazindaki kareye kaydiriyorlar. Hamle yapamayan oyuncu oyunu kaybediyor. Oyun, 6 X 7,6 x8,7X 7,7 x 8
ve 8 x 8 tahtalarda birer kez oynanirsa, bu oyunlardan kagini ilk hamleyi yapan oyuncu kazanmay: garanti
edebilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

Cevap: 4.

8 X 8 bir satrang tahtasinin her birim karesine, oyun bu birim kareden basladigi durumda birinci oyuncu
kazaniyorsa 1, ikinci oyuncu kazaniyorsa 0 yazalim. Bu islemi sag iist birim kareden baslatalim. Elde edilen
tablo asagiya ¢ikarilmigtir:

1/0(1j0|1/0(|1]O0
11111111
1(0|1j0|1]|0(1]0
1y1(1j1]1|11|1
1{0|1j0|1]|0|1]0
1y1(1j1j1|11|1
1(0|1j0|1]|0|1]0
111171111

Bu tabloya gore, oyunu 6 x 7,6 x 8,7 x 8 ve 8 x 8 tahtalarinda birinci, 7 x 7 tahtasinda ikinci oyuncu
kazanacaktir.

Kaynak: Tiibitak 18. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinav Soru ve Coztimleri 2010
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19. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinavi - 2011

Agagidakilerden hangisi, [AB] ve [C' D] kenarlariin orta dikmeleri [AC] kdsegini iistiinde bir noktada kesigen
her ABCD digbiikey doértgeni i¢in dogrudur?

a) |BA|+|AD| < |BC|+|CD|  b) |[BD|<|AC|  <¢) |AC|<|BD)|
d) |AD|+ |DC| < |AB| +|BC|  e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E
AB ile CD orta dikmeleri E de kesigsin. AE = EB ve EC = ED dir. B, E, D noktalar igin iiggen
esitsizliginden

BD < BE+ED=AFE+ EC = AC

esitsizligi her zaman saglanir.

(z+ 1)65 polinomunun kag katsayisi 65 e boliinmez?
a) 20 b) 18 c) 16 d)3 e) Higbiri

Coziim 1:

Yanit:
(Lokman GOKCE)

(605) = (gg) = 1 sayis1 65 ile tam bdliinemez. (67,5) = (6561) oldugundan 1 < r < 32 durumunda buldugumuz

6564 (66— 1)

sonucu 2 ile carpabiliriz. 65 = 5 - 13 oldugundan (65)

o kesrinin paydasinda 5 veya 13

carpanlar: olursa bunlar 65 ile sadeleseceginden dolay1 (6r5) ifadesi 65 in tam kat1 olamaz.
65) ~ 65-64-63-61-60-59-58-57-56

Daha iyi anlagilmasi igin ( kombinasyonunu incelemek faydali ola-

W 1.2-3-4-5-6-7-8-9-10
caktir.
65-64---50---46
(fg) sayisinda 5 garpani olmadigindan 65 ile boliinemez. Bununla beraber (gg) =1 ; 3.4 : 520

kombinasyonunun payinda 50 = 2 - 25 ¢arpani oldugundan bu ifade 65 ile tam bdéliinebilir.

Sonucta 8 tane deger vardir. r € {0, 5,10, 13, 15,25, 26, 30} i¢in (67,5) ifadesi 65 in tam kat1 olamaz. Toplamda,
8 + 8 = 16 deger elde edilir.

Coziim 2:

Bu sorunun genel hali, Lucas Teoremi olarak bilinir. Lucas Teoreminin ispati, Tiibitak Lise Takim Se¢me
1999 Soru 1 de verilmistir.

Ozetle, n = (65) = (230)5 icin, m sayisin 5 tabamnda yazihminda herhangi bir basamaktaki say1 n sayisiim
5 tabanindaki ilgili basamagimdaki sayidan biiyiikse 5 | (°°) olacaktur.

Tersini dﬁ§ﬁnﬁrsek7 m = (0)57 (10)57 (20)57 (30)57 (100)57 (110)57 (120)57 (130)57 (200)57 (210)57 (220)57 (230)5
sayilari igin 5 4 (?j) olacaktir.

Benzer sekilde n = (50)13 igin, m sayisimin 13 tabaninda yaziliminda higbir basamaktaki sayi, n sayisinin
ilgili basamagindaki sayidan biiyiik degilse; 13 1 (%3) olacaktir. Bu sayilar, m = (0)13, (10)13, (20)13, (30)13,
(40)13, (50)13 dir.

(0)5 = (0)13 ve (230)5 = (50)13 oldugu igin bu sekilde 12 4+ 6 — 2 = 16 say1 vardur.
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1+ vn2 —9n+20 > v/n2 — Tn + 12 esitsizligini saglayan kac n pozitif tam sayis1 vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri

Cozim:

Yamt:@
n?—9n+20=n—-4)(n—>5) ven?—Tn+12= (n—3)(n—4).

n > 5 igin, egitsizligin her iki tarafi da pozitif oldugu icin, iki tarafin da karesini alirsak

1472 —9n+20+2vVn2—9n+20>n%—7n+12

2vn?2 —9n+20>2n—-9>0
4n® — 36n + 80 > 4n® — 36n + 81
oldugu icin n > 5 igin esitsizlik saglanmaz.
n=4igin, 1 > 0.
n =3 icin, 1 ++v2> 0.
n=2icn, 1+v6 > 2
n=1icn, 1++/12> 6

{1,2,---,20} kiimesinin 8 elemanl alt kiimelerinden kag1 ardigik sayilar icermez?
13 13 14 14 20
b d

Cozim:

Yanit:

[[of] JoJ [o[Jo] o[ fof o] [of[o] o[ [of]O]]

1
seklideki 13 bosluga 8 tane 1, ( 83> farkli gekilde yerlegtirilir.

[[o] Jo[ JoJtJoftfo JoJtfoftfoJtfoftfo] oJt]o]1]
Yerlestirmeden sonra 0 ve 1 lerden olugan 20 basamakli sayi,

1] (2| (3(4]5|6|7 8191011 ]12|13|14|15|16 17118 |19 | 20
O (0| |O|1|0O]1]O ojrfoj1jo0j1ry0(11]0 O 1|01

8 elemanl alt kiimede hangi sayilarin yer alip almadigim ifade eder.

(“)rnegin, yukaridaki altkiime, {4, 6,9, 11, 13,15, 18,20} kiimesidir. Herhangi iki 1 arasinda en az bir 0 olacagindan,
bu sekilde olugturulan 8 elemanli altkiimelerin higbirinde ardigik iki say1 yer almaz.

m (ZB\C’) = 90° olmak tizere, ABC fii¢geninin [AB] kenari ¢ap alan gember [AC] kenarim D noktasinda,

cembere D de teget olan dogru da BC' yi E noktasnda kesiyor. |EC| = 2 ise, |AC|* — |AE|* nedir?
a) 18 b) 16 c) 12 d) 10 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

AB ¢ap oldugu icin ZADB = 90°. E den AB capl gembere gizilen tegetler, EB ve ED oldugu igin,
EB = ED. BDC dik iicgeninde EB = ED oldugu i¢in, EV = ED = EC = 2. Bu durumda, AC? — AE? =
BC? - BE? = 4% — 22 =12.

@ Kag p asal sayis1 igin, |p4 - 86| sayisi da asaldir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4

Cozim:

Yanit: E

p=>5ise 5* —86 =0 (mod 7) oldugu icin saglanmaz.
p>bise, p* —86=1-86=0 (mod 5) oldugu icin saglanmaz.
p = 2 icin, |2* — 86| = 70 saglamaz.

p = 3 icin, |3* — 86| = 5 saglar.

x1 ve xo sayilar z2 + 5z — 7 = 0 denkleminin farkl gercel kokleri ise, x? + Bx% —4x1 + x%xz — 45 nedir?
a) —15 b) 175 + 25+/53 c) —50 d) 20 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

T+ a9 = =5 ve 2} + 52?2 — 4wy + 2239 — dao = 23 (21 + 22 +5) — 4(2 + 29) = 20.

Pozitif tam sayilardan olugan n elemanl her kiimenin toplamlar: 6 ile boliinen alt1 elemani bulunabiliyorsa,
n en az kag olabilir?

a) 13 b) 12 c) 11 d) 10 e)9
Coziim:

Ty =Tg =+ =25 =1, 26 = x7 = -+ = 2109 = 6 alindiginda 10 pozitif tam say1 arasindan herhangi 6
tanesinin toplami 6 ile boliinmiiyor.

3 tam say1 arasindan, ikisinin 2 ye boliimiinden kalan ayni olacagi igin, bu ikisinin toplami 2 ile boliiniir.

5 tam saymin 3 ile boliimiinden 3 farkl kalan elde ediliyorsa, bu kalanlari veren birer say1 (toplamda 3)
toplanarak elde edilen say1 (0 4+ 1 + 2 = 3 oldugu igin) 3 ile boliiniir. 5 tam saymn 3 ile boliimiinden elde
edilen farkh kalanlar 3 ten az sayida ise, giivercin yuvas: geregi en az [ 3| = 3 tanesi aym olacak. Bu 3 aym

2
kalanli sayiy1 topladigimizda, toplam 3 ile béliinecek.
11 > 3 sayidan toplamlar: 2 ile boliinen iki tanesi bulunabilir. Bu sayilar, 21 ve 23 olsun. 2 | y1 = x1 + x2.

Geri kalan 9 > 3 sayidan aym sekilde 2 | yo = x5+ x4, geri kalan 7 > 3 sayidan ayni sekilde 2 | y3 = x5 + w¢,
geri kalan 5 > 3 sayidan aym sekilde 2 | y4 = 7 + x5, geri kalan 3 sayidan aym sekilde 2 | y5 = xg + 10
olacak sekilde sayilar bulunur.

Y1/2, y2/2, ys/2, ya/2, ys/2 sayilarindan dyle 3 i vardir ki, toplamlar1 3 ile boliintir. Bunlar y1/2, y2/2, y3/2
1+ 2Ty +x3+ x4+ 25 + x4

5 , dolayisiyla 6 | 1 + 29 + - - - + 26 olur.

olsun. Bu durumda, 3 |

Kaynak:
Mathematical miniatures, Svetoslav Savchec-Titu Andreescu, Sayfa 179.

343


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3475.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3474.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3473.0

19. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2011 geomania.org

@ m (@) = 90° olan bir ABCD digbiikey dortgeninde D den gegen ve BC' ye paralel olan dogru AB

dogrusunu F noktasinda kesiyor. m (W) =m (ﬁ) ,|AB| =3 ve |AC| = 4 ise, |AE| nedir?
5 1 1 3

Coziim:

Yanit:

[BA ile [CD, F de kesigsin. AFAC de, AD hem agiortay hem de yiiksekik oldugu i¢in, FD = DC ve
AC = AF = 4.

ED || BC ve FD = DC oldugu i¢in, BE = EF =7/2= AE =1/2.

0 < z,y,z < 2011 olmak tizere, zy + yz + zz = 0 (mod 2011) ve x + y + z = 0 (mod 2011) kogullarim

saglayan kag (z,y, z) tam say1 ticliisii vardir?
a) 2010 b) 2011 c) 2012 d) 4021 e) 4023

Coziim:

Yanit : @

2 = 0 olsun, yz = 0 (mod 2011) ve y + z = 0 (mod 2011) oldugundan y = z = 0 olur. Bu durumda tek
¢oziim (0,0, 0)olur.

1 <2 <2010 olsun. z + y + z =0 (mod 2011) oldugundan y + z = —z (mod 2011) olur. z(y + z) + yz =0
(mod 2011) = —2? + yz =0 (mod 2011) = yz = z? (mod 2011).
2

T
z =

— (mod 2011) olur.
Y

2
y+z = —z (mod 2011) = y+x— = —z (mod 2011) = 2% +xy+y? =0 (mod 2011) = (2y+z)? = —322
Y

(mod 2011).
—3 (mod 2011) de kare kalan oldugu igin —32?% de kare kalandir.
Oyleyse 2y + 2 (mod 2011) de 2 deger alabilir = y 2 deger alabilir.

x in alabilecegi 2010 degerden herbiri i¢in y 2 deger alabilir. Oyleyse bu durumda 2010 - 2 = 4020 tane
(z,y, z) Uclist vardur.

Toplam 4020 + 1 = 4021 tane (x,y, z) t¢liisi vardir.

x® 4+ 2t — 423 — Tx? — T2 — 2 polinomunun farkli gercel koklerinin toplami nedir?
a)0 b) 1 c) 2 d) —2 e)7

Coziim:

Yanit:

P(z) = 2° + 2% — 42 — T2® — Tz — 2 ve Q(z) = (z — 1)P(z) olsun.

Qx) = (25+2° —da* — 723 —72% — 22) — (2% + 2* — 423 — 722 — T2 - 2)
28 — 5t — 32% + 5z + 2

28 — 323 +2 — 5x(x3 - 1)

23 —2) (23 — 1) — bx(z® — 1)

-1

(

(2% —1)(2® — bz — 2)
(z —

(

r—1)(2? + 2+ 1)(23 — bz — 2)
22+ 2+ 1) (23 — 5z — 2)
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R(z) = 2% — 52 — 2 polinomunun tiirevinin R'(z) = 322 — 5 = 0 iki gercel kokii oldugu icin, R(x) in iic
kokii de gergeldir. Bu durumda, P(z) in gergel kokleri ile R(x) in gergel kokleri aymidir. O halde, gergel
kokler toplami R(x) te 22 li terimin katsayist 0 oldugu igin 0 dur.

Bir okuldaki 100 6grenciden her biri ayni okuldaki istedigi 50 6grenciye mesaj yollamigtir. Kargilikli olarak
mesajlagmig 6grenci ciftlerinin sayisi en az kag olabilir?

a) 100 b) 75 c) 50 d) 25 e) Higbiri
Coziim:

50 - 100 = 5000 adet mesaj var.
100
100 kisi arasinda tek yonli en fazla < 5 > = 4950 (100 nokta kag dogru pargasi belirtir?) mesaj olabilir.

O halde, en az 5000 — 4950 = 50 adet cift karsilikli mesajlasti.

Dar agih bir ABC ftiggeninin A, B, C' koselerine ait yiiksekliklerin ayaklar1 sirasiyla, D, E, F dir. |DF| =
3,|FE| =4,|DE| =5 ise DE ye teget olan C merkezli cemberin yarigapt nedir?

a)7 b) 6 c)5 d) 4 e)3

Cozim:

Yanit: E

/EDC = /BAC = ZFDB oldugu i¢in, ADEF de , DC dogrusu, /D acisia ait dig agiortaydir. Benzer
sekilde, FC de ADEF de ZFE ye ait dig ortaydir. Bu durumda, C' notkasi, ADFEF de D ye karsi dig
merkezdir. C' den DF, DE, EF dogrularina inilen dikmelerin ayaklar: sirasiyla, X, Y, Z olsun. DX = DY,
EY=FEZ FZ=FXve FX+FZ=34+4+5=12oldugu igin FX =6 dir. ZCFX = 45° oldugu igin de
XC =FX =6 dur.

2011 (20112011710 Ot _
2011( sayisinin 19 ile boliimiinden kalan nedir?
a)5h b) 4 c)3 d) 2 e)l

Coziim:

Yanit:

(2011,19) = 1 ve ¢(19) = 18 oldugu i¢in 2011
(2011,18) =1 ve ¢(18) = 6 oldugu igin 2011 (201") 6ks + ag yi bulmamiz gerekiyor.
2011(201°") = 1(2011°) — 1 (1nod 6) = ap = 1.

2011(20112011)
< ) = 20116%2+1 = 2011 = 13 (mod 18) = a; = 13.

(2011(20112011))
2011
2011 = 201181113 = 1613 (mod 19).

1=16-16° =163 - (=3)° (mod 19)
163 . 3%.3 =18 (mod 19)
163 -5 =6 =25 (mod 19) = 1613 =5 (mod 19).

(2011(20112011)>

= 18k1 + a; i bulmamiz gerekiyor.

2011
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Asagidaki (a,b) ikililerinden hangisi i¢in, = + 2y < a ve xy > b esitsizliklerini saglayan higbir (z,y) pozitif
gercel say ikilisi yoktur?

a) (175‘;) b) Gf;) o) <i116> d) (3;) e) Hicbiri

Cozim 1:

Yanit:

T a
x—|—2y:a:>y:—§+§

b 1
ry = b= y = — egrisine teget olan —5 egimli dogru y = —g + n olsun. Ortak ¢oziimde A = 0 olmali.
x

b

fqun:fészanJrQbéAzélnszb:Oﬁn:\/26
T

oz

Y2

¢Ozlimii vardir.

+ % ile y = —g + v2b dogrusu birbirine paraleldir. g > v/2b oldugu siirece esitsizlik sisteminin

Biraz diizenlersek a? > 8b olan siklarda ¢oziim vardir.

Bu agsamadan sonra her gikki denemek zorundayiz. Ne yazik ki tiim siklar da a? ile 8b say1s1 birbirlerine ¢ok
yakin. Yine de gerekli iglemleri yaptigimizda tiim siklar icin a? > 8b esitsizliginin saglandigimi goriiriiz.

Cozim 2:

a:x+2y22\/2xy>2\/%

oldugundan a? > 8b dir. Siklar denendiginde ise tiim ikililerin bu kogulu sagladig1 goriiliir.

Agirliklar pozitif tam sayilar olan herhangi 2011 tas, biri digerinin iki kat1 agirhikta iki tag icermeyen n
Obege ayrilabiliyorsa, n en az kag olabilir?

a) 102 b) 51 c) 12 d) 11 e) Higbiri
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

Taslarn agirliklar: a1, as, . .., as11 olsun. b; ler tek pozitif tam say1 olacak sekilde a; = 2%:.b; dir. Simdi eger
k; tek pozitif tam say1 ise a; yi birinci kiimeye, k; ¢ift pozitif tam say1 ise a; yi ikinci kiimeye koyalim. O
zaman sartlar saglanmig olur. Bir kiime olamayacag igin cevap ikidir.

ABC' eskenar figgeninin i¢ bolgesindeki bir D noktasi i¢in, |[AD| = v/2,|BD| = 3 ve |CD| = /5 ise,
m (m) nedir?
a) 120°  b)105° ) 100°  d) 95°  e) 90°
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Coziim:

Yanit: E

Bu klasik sorunun genel halini ¢6zelim.
AD =2z, BD =y ve CD = z olsun.

AADC figgenini AB fizerine liggenin digina dogru AAD'B = ANADC olacak gekilde yapigtiralim. Eglikten
AD'=AD =z ve D'B=DC = z.
/D'AB = /DAC oldugu i¢in /D'AD = /BAC = 60°. Bu durumda, AADD' egkenar. /D'DA = 60° ve
DD = z.

/ o . 2 2 , 9 . , 1.2 + y2 _ 22
AD'DB de Kosiniis teoreminden x° + y* — 2xy - cos ZD'DB = z*. Yani Z/D’'DB = arccos <m>

2 2 2
Bu durumda ZADB = ZADD' + /D'DB = 60° + arccos (%) dir.

Soruda verilen z = v/2, y = 3 ve z = \/5 degerlerini yerine yazarsak,

/ADB = 60° + arccos (6> = 60° + 45° = 105°
6v2

elde ederiz.

Kag pozitif tam say1 n (n? — 1) (n? + 3) (n? 4 5) ifadesini n nin tiim pozitif tam say1 degerleri icin boler?
a) 16 b) 12 c)8 d) 4 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

f(n) =n(n? —1)(n? + 3)(n? + 5) olsun.

f(2)=2-3%7Tve f(3)=25.32.7 dir

Bu durumda her n pozitif tam sayisi i¢in &k | f(n) ise k | obeb (f(2), f(3)) =2 3% -7 olmal.
f(n) nin her zaman cift oldugu aciktir. Geriye f(n) yi mod7 ve mod9 da incelemek kaliyor.

n2

=
S
A
©

f(n) mod 9

n? mod 7| f(n) mod7

U W~ OS
[=NeNoNoloNo o
OO UL W~ O3
e =R BEN R NG e}
[Nl ool ool

oldugu igin her n pozitif tam sayisi icin 232 -7 | f(n).
Bu durumda k | 2 - 32 - 7 olacak sekilde 2 - 3 - 2 = 12 pozitif tam say1 bulunur.

Agagidaki esitsizliklerden hangisinin xy-diizleminde tanimladigi bolge ile kesigimi tam olarak iki noktadan
olugan bir dogru bulunur?

a) 2’ +y* <1 b) fetyl+lr -y <1 o) |of’ + ]y’ <1
d) |z]+ [y <1 e) |z +y[> <1
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Coziim:

Yanit:

(e) sikkinin karesini alalim: [z] + |y| + 2+/[zy| < 1

x+y =1 oldugu zaman |x| + |y| > |z + y| = 1 olacag i¢in xy = 0 olmali. x +y = 1 ve xy = 0 sisteminin ise
iki ¢éziimi vardir. (0,1) ve (1,0).

Esitsizligin Wolfram Alpha Grafigi incelendiginde i¢ biikey bir bolge goriiliir. Bu bolge ile iki noktada kesigen
dort dogru bulunur.

Diger siklar1 da inceleyelim:

(a) sikki bir cember denklemidir. Bu durumda bir dogru ile kesigim kiimesi 0, 1, co elemanh olabilir. Grafik
(b) sikkindaki |z + y| + |z — y| = 1 denklemi bir kare belirtir. Grafik

() sikki igin 2% 4+ 9% = 1 i 1. bélgede inceledigimizde cembere benzeyen bir dig biikey egri elde ederiz. Diger
eksenler icin simetrik durum sz konusudur. Wolfram’a grafigi ¢izdirdigimizde tiiplii televizyon vari bir gekille
kargilagiriz.

(d) sikkinin grafiginin bir kare oldugu agiktir.

100 6grencinin girdigi bir sinavda 5 soru sorulmus ve her soruyu tam olarak 50 6grenci ¢ozmiigtiir. Cozdugi soru
sayisi ikiyi agmayan 6grencilerin sayisi en az kag olabilir ?

a) 21 b) 18 c) 17 d) 16 e) Higbiri
Coziim:

(Lokman Gokge)

Tam olarak 0,1, 2,3,4,5 soru ¢ézmiig 6grenci sayilar: sirasiyla xg, 1, T2, T3, T4, T5 olsun. zg+ x1 + 2 + 3 +
x4+x5 = 100 ve toplam ¢oziilen soru sayisi 5-50 = 250 oldugundan 0-xo+1-21+2-x2+3-x3+4-24+5-x5 = 250
elde edilir. xg + 1 4+ x5 toplaminin minimum olmasi i¢in x3 + x4 + x5 toplaminin maksimum olmasi gerekir.
3-x3+4-24+5 x5 ifadesinde en kiigiik katsay1 zg teriminde oldugundan z3 i olabildigince biiyiik segmeliyiz.
3 - x3 < 250 egitsizliginden x5 < 83 elde edilir. x3 =83 icin 1 +2- 25 +3-83+4-24 + 5 x5 = 250 ya da
r1+2-29+4-x4+5- x5 =1 olur. Bu denklemde x; = 1,23 = x4 = 5 = 0 olmalidir. Dolayisiyla zg = 16
dir. (zo + 21 4+ 22)min = 16 + 1+ 0 = 17 elde edilir.

Bir ABCD egkenar dortgeninin i¢ bolgesinde yer alan bir E noktas1 |[AE| = |EB|,m (m) = 11° ve

m (ﬁé\C) = 71° kogullarin saglliyorsa, m (lﬁ) nedir?
a) 72° b) 71° c) 70° d) 69° e) 68°

Cozim 1:

Yanit:

ANABC de AB = BC olup ZBAC = ZBCA = 49° dir.
ABEC nin ig bolgesinde ABE'C =2 ABE A olacak sekilde bir E’ noktas1 alalim.
/E'BC = /E'CB =11°, AE = EB = BE' = E'C ve ZEBB' = 60° dir. Bu durumda AEBB’ egkenardur.

Ister basit ac1 hesabiyla ister E’ noktasmm ABEC nin ¢evrel cemberinin merkezi oldugunun fark edilmesiyle
ZECB = 30° olarak bulunabilir.

Bu durumda ZECA = 49° — 30° = 19° dir.
ABCD egkenar dortgen oldugu i¢in ZACD = ZACB = 49° ve /DCE = 49° + 19° = 68° dir.
Not:
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0° < t < 30° olmak tizere; AABC de, /BAFE = Z/ABE = 30° — t, /ZEBC = 90° — t, ZEAC = 2t oldugu
durumda, ZEC'A =t gikar. Bu soru igin ¢ = 19° verilmis.

Ek olarak, bu soru modeli, burada bahsedilen 4.7 numarali modeldir.
(Bu tip sorularin modelini bulmak igin bu programi kullanabilirsiniz.)

Burada bahsedilen modelde gosterim yaparsak, (30° —¢ = 11°,90° — ¢ = 71°,z) : (30° — ¢ = 11°,2t =
38°,y) dir. Ceva teoreminin trigonometrik halinin bir sonucu olarak gruplardaki agilar kendi aralarinda yer
degistirebilir. Bu durumda, bu soru Lise 1. Agama 2012/17 sorusu ile biiyiik benzerlik tagir.

Cozim 2:

/EBA=/FAB = «a, ZEBC =60° — a ve ZEAC = 60° — 2« olsun.

Iddia: ZECB = 30° ve ZECA = 30° — a dir.

Burada ilgili ispat1 bulabilirsiniz. B

a = 11° aldigimizda, bize sorulan soruyu elde ederiz.

ZABC = 82° ve /BCE = 30° oldugu i¢in ZDCE = (180° — 82°) — 30° = 68° dir.

£(0) =0, f(1) =1vehern > 1igin, f(Bn—1) = f(n)—1, f(3n) = f(n), fBn+1) = f(n) +1 ise,

f(2011) nedir?
a) 7 b) 5 c) 3 d) 1 e)0

Cozim:

Yanit:

3 e boliimden kalanlarin —1,0, 1 oldugu bir bolme iglemiyle 2011 yi miitemadiyen 3 e bélelim.
f(2011) = f(3-670) + 1
f(670) = f(3-223) +1

(

(

f(223) = £(3 74)+1
f(74) = f(3-25) -
f(25) =13 8)+1
f@)=f@3-3)—1
fB3)=r3-1)

f) =1

Taraf tarafa toplarsak f(2011)=1—-14+1—-1+1+1+1= 3 olur.

zy-dizlemindeki tam say1 koordinath noktalardan koordinatlar: ¢arpimi 6 ile béliinenler kirmiziya, boliinme-
yenler ise beyaza boyaniyor. Kenarlar: koordinat eksenlerine paralel ¢ok biiyiik bir karenin i¢inde kalan tam
say1 koordinath noktalardan beyaz olanlarin sayisinin kirmizi olanlarin sayisina orani agagidakilerden han-
gisine en yakindir?

a)g b); c) 2 d)g e)Z
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Coziim:

Yanit:

2y = 0 (mod 6) denkliginin 15 ¢oztimi vardir. 36 (x,y) ikilisiden 21 i ise ¢oztim degildir. Bu durumda

kenarlar1 koordinat eksenlerine paralel olan ama higbir kenari eksenleri tam say1 bir koordinatta kesmeyen

21 7
6 x 6 biyiikliikteki herhangi bir karede beyaz noktalarin sayisinin kirmizi noktalarin sayisina orani = gtir.

3612 < 22 < 36(n + 1)? olmak iizere;

Cok biiylik x x x bir kare alindiginda karenin igerisinde tam say1 koordinattan baglamayan 6n x 6n lik bir
alanda kalan beyaz noktalarin sayis1 21n2, kirmizi noktalarm sayis1 15n2 dir.

22 — 36n2 < 36(n + 1)? — 36n2 = 72n + 1 oldugu igin x x x karenin 36n? lik alan diginda kalan kismindaki
beyaz noktalarin sayis1 B(n) ya da kirmizi noktalarin sayis1 K (n) en fazla 72n + 1 olabilir.

21n% + B(n)
15n2 + K(n)
1 olan fonksiyonlar oldugu i¢in n — oo giderken ihmal edilebilir olacaktir.

Bu durumda aradigimiz oran olacaktir. Hem B(n) hem de K (n), n cinsinden derecesi en fazla

r1,T9,...,T, renklerinde sirasiyla aq,aso,...,a, topun bulundugu bir torbadan, her seferinde gekilen top
torbaya geri konmak kosuluyla, birer birer rastgele n top ¢ekildiginde bu toplardan en az ikisinin ayni renkte
olma olasiligini p (a1, ag, ..., a,) ile gosterirsek, agagidakilerden hangisi en kiigliktiir?

a) p(2,2,2,1) b) p(1,1,1,1) c) p(2,2,3) d) p(2,2,1) e)p(1,1,1)

Coziim:

Yanit:

p'(a1,as9,...,a,) ile tim toplarin farkl olma olasiligim gosterelim.
Acgik sekilde p(ay,as,...,a,) +p'(a1,a9,...,a,) = 1.

Siklardaki ifadelerin degillerini yazalim:

p(2,2,2,1)==.2. 2. _. 41
p'(1,1,1,1) =
2
p(2,2,3)==-2.2. 31
7
2
P2 =C 3!

1
M1,1,1) === - =+ 3!
p'(1,1,1) 3

Aralarinda en biiytigii p'(1,1,1) oldugu igin gsiklardan en kii¢iigii p(1,1,1) dir.

ABCDE diizgiin digbiikey beggeninin alaninin, kenarlar1 AC,CFE, EB, BD, DA dogrular iistiinde yer alan

diizgiin digbiikey besgenin alanina orani nedir?

N b)3+5\/5 ¢) 415 d)7+23\/5

5 5 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: @

Ikinei diizgiin besgenin ilk besgenin A dan cikan kosegeni iizerinde yer almayan kosegeni A’ olsun. Benzer
sekilde B’,C’, D', E’ koseleri tamimlansin.

D'E’ =1 ve AB = BC = z dersek bu durumda bize alanlar orani, yani z2 soruluyor.
CD'=BC=1=FC=FEB=xz-1.

ABE'C ~ ABC = =1 %
20 — 1

3+6

202 —2x+1=2=22-30+1=0=> 112 = 9

3+v6  , T+3V5
5 éz:T.

x > 1 oldugu i¢in x =

0<a< 2% ve 0 <b< 8 tam sayilan 7 (a +2209%p) =1 (mod 22°!') denkligini saghyorsa, b nedir?
a) 3 b) 5 c)6 d) 7 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:
7(a+ 22008b) =Ta+ 822008 .p _p.22008 = (mod 22011)
= Ta=0b-22098 11 (mod 22011)

0<a< 22008 = 7q < 7.22008 £ 92011 ye p. 92008 < 7. 92008 92011 gldugu icin Ta = b - 22998 + 1. Her iki
tarafi mod7 de incelersek 0 =20+ 1 (mod 7) = b =3 (mod 7) olacaktir. O halde b = 3 olabilir. b = 3 iken
a < 22008 olacagi icin b = 3 verilen sartlar1 saglar.

(an)oe; gergel say1 dizisi a1 = 1,a3 = 4 ve her n > 2 i¢in ap41 + an—1 = 2a, + 1 kosulnu saghyorsa asoi1
nedir?

a) 22010 b) 2021056 c) 1010528 d) 3016 e) 2011
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)
Yanit: E

az —2as +a; =1

ag —2a3 +ax =1

as —2a4 +az =1

An4+1 — 20% +an—1 = 1
Taraf tarafa toplayinca su esitlik elde edilir:

= apt1 — ap = (R —1) + a2 — a; Ayni zamanda as — 2a2 + a1 = 1 esitliginde as ve a1 bilindigi igin yerine
yazarak as = 2 bulunur. O zaman esitlik su hale gelir: a,41 —a, = (n —1) +2 — 1 =n . Simdi bu esitlikten
yararlanarak bagka esitlikler yazalim.

(127(11:1

CL3—CL2:2
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a4—a3=3

a2011 — az010 = 2010

Taraf tarafa toplayalim:

2010.2011
— ag011 — A1 = (1+2+3++2010) = # = 2021055
a1 = 1 oldugu igin agp11 = 2021056 bulunur.
1,2,...,4022 sayilar1 2 x 2011 bir satrang tahtasimin birim karelerine, iki sayr aymi birim karede olma-

mak ve ardigik olan sayilar ortak bir kenar: olan birim karelerde yer almak koguluyla kac farkli bigimde
yerlegtirilebilir?

a) 16168444 b) 12168440 c) 10088242 d) 8084224 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

Satrang tahtasimin siyah-beyaz boyali oldugunu diigiinelim. 1 sayis1 beyaz bir karedeyse tiim ¢ift sayilar siyah
karede olmali ya da tam tersi.

Bu durumda 1 beyaz karedeyse 4022 siyah karede olacak. 1 ile 4022 yi tahtaya yerlestirdigimizde diger sayilari
tek bir gekilde yerlegtirebiliyoruz.

1 ile 4022 nin birlikte ilk ve birlikte son stitunda oldugu 4 durum var. Bunlar1 aradan gikartalim.

Bunun haricinde 1 ile 4022 ayni siitunda olamaz. 1 ile 4022 nin ayni siitunda olamadigi durumlar: hesapla-
yalim:

1 i¢in 4022 farkh yer var. 4022 ile 1 farkh renklerdeki karelerde yer alacag igin, 4022/2 = 2011, aym siitunda
yer almayacaklari i¢in 4022 ye 2011 — 1 = 2010 farkh yer kaliyor. Buradan 4022 x 2010 = 8084220 farklh
yerlestirme gelir.

Toplamda 8084220 + 4 = 8084224 farkli yerlestirme olur.

ABC' iiggeninin B ve C koselerinden gegen bir gember [AB] kenarim D, [AC] kenarmmi E noktasinda

kesiyor. AC'D tiggeninin ¢evrel ¢cemberi ise, BE dogrusunu [BE] digindaki bir F' noktasinda kesiyor. |AD| = 4
ve |BD| = 8 ise, |AF| nedir ?

a) V3 b) 2V6 c) 4/6 d) V6 e) Higbiri

Coziim:

m (ﬁé\D) =m (@) ve m (fC-'\D) =m (A/FB) oldugundan, m (ﬁ) =m (fB\A> dur.

Buna gére AAFD ~ AABF olup bu benzerlikten |AF|? = |AD|-|AB| = |AF|> = 4-12 = 48 = |AF| = 4\/3

m nin hangi degeri i¢in, 322 — 10xy — 8y? = m!? esitligini saglayan hicbir (z,y) tam say1 ikilisi yoktur?
a)7 b) 6 c)b d) 4 e)3
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Coziim:

Yanit: E

Denklemi (3 4 2y)(x — 4y) = m!? seklinde ¢arpanlara ayiralim. Bir 0 < a < 19 tam sayisi igin 3z + 2y = m¢®
ve  — 4y = m'®~® olmalidir. Bu denklemlerden

2me + m19—a

= — .. (1
: - (1)
ve o
5m® —m "¢
= — .. (2
Y 1A (2)

olur. (1) ve (2) esitliklerini

2me +mP7* =0 (mod 7)...(3)
ve
y=>55m"—m'*=0 (mod 14)...(4)
bi¢giminde yazalim. Simdi segenekleri deneyelim:
m =7 vea=1igin (3),(4) denkliklerinin saglandig1 agiktir. Yani denklemin ¢ziimii vardir.

m = 6 icin (3) denkligi 2 +6'972¢ =0 (mod 7) olur. Ancak 19 — 2a tek say1 ve oldugundan 6 = —1 (mod 7)
oldugundan 2 + 61972% =1 (mod 7) geligkisi elde edilir. m = 6 i¢in denklemin ¢dziimii yoktur.

Cevabi bulduk ancak diger secenekler de kontrol amacli denenebilir.

m = 3 i¢in ¢oziim oldugunu gosterelim. (3) denkligi 2+ 3'972¢ = 0 (mod 7) sekline gelir. 3'°~2¢ =5 (mod 7)
olmalidir. 3% = 5 (mod 7) oldugundan 19 — 2a = 5 secersek a = 7 tam sayis1 bulunabilir. Bu deger icin (4)
denkligi de saglandigindan, m = 3 i¢in ¢oziim vardir.

i% 4 j2 + k% = 2011 kosulunu saglayan i, j, k tam sayilari icin, i + j + k ifadesinin alabilecegi en biiyiik deger
nedir?

a) 71 b) 73 c) 74 d) 76 e) 77

Coziim:

Yanit:

;2 2 ]{72 ; : k
Karesel-Aritmetik Ortalama Esitsizligi uygulanirsa, 4/ s ‘73 + > Ut/ = 6033 > (i+j+k)? =

3
77 > i+ j+k elde edilir. (7, j, k¥ tamsay1 oldugundan)

Ote yandan, i? + j2 + k? = 2011 = 3 (mod 4) sartinin saglanmasi igin, 4, j, k sayilarinin hepsi tek olmalidir.
(Bkz. Kare Kalanlar)

i, 7, k sayilar egit oldugunda ¢ + j 4+ k toplaminin 77’ye ¢ok yakin olacagini biliyoruz. 77’ye esit olmasi icin

de birbirlerine oldukca yakin olmalhdirlar. 3 = 25,3 oldugundan 25’e yakim tiim tek sayilarin karelerini

inceleyelim.
212 = 441
23% = 529
252 = 625
27% =729
292 = 829

i+ j+k = 77 olabiliyorsa, (21,27,29), (23,25, 29) iicliilerinden biri bunu saglayabilir. Denenirse, 212 + 272 +
292 = 2011°dir.

O halde i + j 4+ k toplamu1 en fazla 77 olabilir. Saglayan (i, j, k) tiglisi (21, 27,29)’dur.
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Baglangicta bir cbekte n tag bulunuyor. Iki oyuncu sirayla hamle yapiyorlar ve her hamlede sirasi gelen
oyuncu istedigi bir ¢ > 0 tam say1s1 icin 6bekteki taglardan 2¢ tanesinin aliyor. Son tasi alan oyuncu oyunu
kazaniyor. Oyun n = 1000, 2000, 2011, 3000, 4000 degerlerinin her biri i¢in birer kez oynanirsa, bu oyunlardan
kagini oyuna baglayan oyuncu kazanmay: garantileyebilir 7

a) 4 b) 3 c) 2 d)1 e) Higbiri
Coziim:

(Barig DEMIR)

n = 3k igin oyunu daima ikinci oyuncu kazanir.

i > 0 icin birinci oyuncu 2° tas alsin, geriye 3k — 2° tas kalir.
3k —2'=1 (mod 3) veya 3k — 2¢ =2 (mod 3)

Eger, 3k — 2" = 1 (mod 3) ise, ikinci oyuncu 2¥ = 1 (mod 3) olacak bicimde tas alarak birinci oyuncuya
3k — 21 —2F =0 (mod 3)

olacak sekilde tag birakir.Yani tekrar 3 iin kati olan bir tag miktar: kalir.

Eger, 3k — 2 = 2 (mod 3) ise, 2.oyuncu 2¥ = 2 (mod 3) olacak bigimde tas alarak birinci oyuncuya 3k —
2t — 2% =0 (mod 3)

olacak gekilde tag birakir.Yani tekrar 3 {in kat1 olan bir tag miktar1 kalir.

birinci oyuncu ne yaparsa yapsin ikinci oyuncu mutlaka ona 3 iin kat1 olacak bicimde tag birakacaktir.
l.oyuncu en iyi ihtimalle bu durumu 3 tasa kadar siirdiirecektir.3 tas kalinca da ya 2° alacak ve ikinci
oyuncu 2! alarak kazanacak ya da tam tersi 2! alacak ve ikinci oyuncu 2° alarak kazanacaktir.

n =3k +1 ve n = 3k + 2 igin de oyunu daima birinci oyuncu n = 3k da ikinci oyuncunun uyguladig: taktigi
uygulayarak kazanir.

O halde verilen sayilardan 1000, 2000, 2011, 4000 i¢in oyunu birinci oyunu kazanir.

Bir birim kiireye icten ve koseleri bu kiire iistiinde yer alan diizgiin dortytizliintin bir yiiziine de distan teget
olan kiirenin hacmi en ¢ok ne olabilir?

a)% b)% c);<1—1> d)i(%—l) e) Hichiri
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Coziim:

Yanitla:

ABCD diizgiin dértytizliisiiniin gevrel kiiresinin merkezi O olsun. OC = OB = 0D =1ve AC = AB = AD
oldugu i¢in A dan BC'D diizlemine inilen dikme O dan geger. Dikmenin ayagina H diyelim.

A

H noktas1 BCD egkenar {iggeninin agirlik merkezidir. Dortytizliiniin bir kenarina a dersek, BH = 4

7
1
/BAH = « dersek Z/BOH = 2a ve OH = OB - cos2a = cos2a = 1 — 2sina=1-2-(1/v3)? = =

2 _ 2
3

Dortyiizliintin BC'D yliziine digtan teget ve birim kiireye igten teget olan en biiytlik kiirenin merkezi O H

iizerindedir. Bu durumda kiirenin ¢ap1 1 — OH = 3 kiirenin yarigapi 3 oluyor.

2 _ 4m

=37 gikar.

4
Kiirenin hacmi 3T (1/3)

n pozitif bir tam say1 olmak iizere, 2" sayisinin on tabanina gore sagdan en ¢ok kag basamakta ayni say1 yer
alabilir?

a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

Son 4 basamagin ayni oldugunu kabul edelim.

m € {2,4,6,8} olmak {izere 2" = 10000k + 1111 - m olacaktur. Iki tarafi mod16 da incelersek 0 % 1111 - m
(mod 16) olacag: igin son dort basamak ayn rakamdan olusamaz.

Son 3 basamagin ayni oldugunu kabul edelim.

2" = 1000k 4 111 -m olacaktir. Iki tarafi mod 8 de incelersek 0 # 1111-m (mod 8) olacag i¢in m = 8 olmal.
Her iki tarafi 8 e bolersek 273 = 125k + 111 elde ederiz.

27 =111 (mod 125) denkliginin ¢6ziimii varsa 2™ sayisiin son ii¢ hanesi 888 olacaktur.

27 =3 (mod 125) = 23° = 3° = -7 (mod 125) = 23¢ = —14 = 111 (mod 125).

O halde m = 36, yani n = 39 i¢in, 239 un son ii¢ basamag: 888 dir.
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Asagidaki fonsiyonlar arasinda pozitif gercel sayilar kiimesinde aldig1 en biiyiik deger en kii¢lik olan hangi-
sidir?

x? x3 2t xb z8
- b) —2 v d) —— _r
a)1+w12 )1+3c11 C)l—I—xlO )1+:1c9 e)l—i—xs
Coziim:

Yanit: @

Siklardaki fonksiyonlar1 a(x), b(x), c¢(z), d(x), e(x) diye adlandiralim.

d(z), en bliylik degerini m de alsin.

5 4
d(m)>d(%):>lfm9>1_Tm9:>m>1dir.
m10
a(%) T 1 E g2
8
m
b(%) = 1+ mlt
6
1 m
C(E) = 11 om0
mo
= s

Yukaridaki degerleri m > 1 oldugunu goz 6niinde bulundurarak d(m) ile gapraz ¢arpima tutarsak
min{a (L),b(L),c(L),d(m),e(m)} = d(m) elde ederiz.

d(x) in en bilylik degeri digerlerinin baz1 degerlerinden daha kiiciik, yani digerlerinin en biiyiik degerlerinden
daha kiigiiktiir.

Boylar1 birbirinden farkli 14 6grenci baglangicta nasil siralanmig olurlarsa olsunlar, her adimda yan yana
duran iki 6grencinin yerini degistirerek en az ka¢ adimda 6grencileri boy sirasina sokmak miimkiin olur?

a) 42 b) 43 c) 45 d) 52 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Boylar1 1,2,. .., 14 kabul edelim.

B ( 1 2 3 13 14 )
P=\p) p@ p@) - p(13) p(14)
p permiitasyonunda ¢ < j olmak tizere p(i) > p(j) ise (i,J) ¢iftine p nin bir inversiyonu (bkz. inversion)
diyoruz.

p artan sirada oldugunda toplam inversiyon sayisi 0 dir.

14
p azalan sirada oldugunda toplam inversiyon sayisi < 9 > = 91 dir.

14
p igin (i,7) ¢ifti sayis1 da ( 5 ) = 91 dir. Yani ters sirali permiitasyon en ¢ok inversiyona sahip permitas-
yondur.
Bu soru igin p nin inversiyon sayisini ¢ift yonli diigiinelim.

(“)rnegin, artan sirali bir p igin artan inversiyon sayisi 0, azalan inversiyon sayisi 91 dir. Bu durumu (0, 91)
ile gosterelim.

Azalan sirall p icin inversiyon sayisi ¢ifti (91, 0) olacaktir.

(z,y) artan-azalan inversiyon sayisi ¢iftine sahip herhangi bir p permiitasyonunda komsu iki eleman yer
degistirdigimizde, a = 1, -1 i¢in, (z,y) — (z + a,y — a) olacaktir. Bu durumda x + y toplami degigmemis
olacak. O halde herhangi bir p permiitasyonu igin inversiyon c¢ifti toplami1 x +y = 0+ 91 = 91 4+ 0 = 91 dir.
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Bu durumda olasi tiim (z,y) inversiyon sayisi ¢iftlerinden min{xz, y} degeri en ¢ok 45 olabilir.

p<1234567891011121314

1098 765432 1 11 12 13 14 )permﬁtasyonunun inversiyon sayisi ¢ifti (45, 46)

dir.
Simdi soruya donelim:

Her yer degistirmede inversiyon sayisi en fazla 1 azalacagi i¢in bir permiitasyonu artan siralamak icin gerekli
yer degistirme sayisi en az toplam inversiyon sayis1 kadar olmali. Aslinda tam olarak toplam inversiyon sayisi
kadar yer degigtirme yeterlidir. Bunu ispatlayalim:

(1) Inversiyon olusturan bir ardigik cifti yer degistirdigimizde, toplam inversiyon sayisi 1 azalacaktir.

(2) Herhangi bir adimda ardigik giftlerin higbiri bir inversiyon olugturmuyorsa p(1) < p(2) < --- < p(n)
demektir.

(3) O halde toplam inversiyon sayis1 kadar ardigik yer degistirmede toplam inversiyon sayisin sifirlayabiliriz,
yani permiitasyonu artan sirali hale doniigtiirebiliriz.

1 23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14
10 9 8 76 5 4 3 2 1 11 12 13 14
tan inversiyon sayisi 45, azalan inversiyon sayisi 46 oldugu i¢in p permiitasyonunu 45 ardisik yer degistirme
ile artan hale getirebiliriz.

Toparlamak gerekirse p = permiitasyonunda ar-
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20.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Siavi - 2012

Yiiksekliklerinin uzunluklar: 3, 4 ve 6 birim olan bir iiggenin ¢evre uzunlugu kag¢ birimdir?

3 3 3 3 o
a) 12\/? b) 16\/; c) 20\/; d) 24\/; e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

Yiikseklikleri 3,4, 6 olan tiggenin kenar uzunluklar1 4k, 3k, 2k olsun. u = w

2

1
A(ABC) = \/u(u—a)(u—b)(u —c) formulunu kullanwrsak A(ABC) = 3k2§ yuksekliklerden yarar-

lanirsak A(ABC) = 6k dur.

dir.

Ikisinin esitliginden k =
24\/§ .
5

m ve n pozitif tam sayilar olmak iizere, 2012" +m? sayisiimn 11 ile boliimiinden kalan farkli sayilarin toplami
nedir?

a)55 b)46 c)43 d)39 e) 37

8 7215 2415 15
Wik C(ABC) =9 = { dir. Sadelestirirsek T\/»’ diizenlenirse 24,/ 5% =

Cozim:

Yanit: @

2012 = —1 (mod 11),
n ¢ift ise 2012" =1 (mod 11) ve
n tek ise 2012" = —1 (mod 11) dir.

m?=0,1,3,5,9 (mod 11) olacagindan bu degerlere 1 ekleyecegiz ya da bu degerlerden 1 ¢ikaracagiz. Sonug
olarak elde edilen kiime {0,1,2,3,4,5,6,8,10} ve bunlarmm toplami 39 dur.

Asagidaki x degerlerinden hangisi /6 + /z + /6 — vz = V/3 esitligini saglar?
a)27 b)32 ¢)45 d)52  e)63

Coziim:
Her iki tarafin kiipiinii alalm. (a + b)% = a® + b3 + 3ab(a + b)

6+ vz +6—x+3V3(/36—1x)=3
V3(8/36 — ) = /=27
36 —x=—-9= x =45.
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A = {1,2,3,4,5,6,7} kiimesinin tiim a elemanlar1 i¢in f(f(a)) = a kogulunu saglayan kag f : A — A
fonksiyonu vardir?

a)l b) 106 c) 127 d) 232 e) Higbiri
Coziim 1:

f nin sabit nokta sayisi 1, 3, 5 ya da 7 dir. (Sabit nokta, f(z) = z esitligini saglayan nokta)

1 sabit nokta i¢in, bu sabit nokta (I) sekilde secilir.

Kalan 6 noktadan biri (a) segildiginde f(a) = b, f(b) = a seklinde ikinci say1 i¢in 5 segenek vardr.
Benzer sekilde kalan 4 noktadan biri segildiginde bu noktanin goriintiisii i¢in 3 segenek var.

Kalan 2 noktadan biri secildiginde bu noktanin gortintiisii icin 1 segenek var.

O halde tam olarak 1 sabit nokta i¢in (D -5 -3 -1 secenek var.
3 sabit nokta icin, (;) -3 -1 segenek var.

5 sabit nokta i¢in, (g) -1 secenek var.

7 sabit nokta igin, (;) secenek var.

Hepsinin toplami 105 + 105 4 21 4+ 1 = 232 yapar.

Cozim 2:

Yanit: @

Dogrusal olmayan bir indirgemeli dizi yardimiyla ¢oziime ulasabiliyoruz. 1,2,3,...,n kimesinde uygun
tamimlanan a,, farkli fonksiyon olsun.

Eger fonksiyonda f(n) = n ise geriye kalan elemanlar arasinda a,_; durum gelir.
fn) =k olsun. k =1,2,...,n — 1 olmak {izere, n — 1 farkli sekilde k segeriz. Geriye kalan n ve k haricinde

n — 2 eleman igin ise a,_o sekilde fonksiyon yazilir. a; = 1 ve ag = 2 barizdir.

ap, = ap-1+ (n—1)ay_o

indirgeme bagintisin elde ederiz. Buradan n € {3,4,5,6,7} icin;

a3 =ag +2a1 = a3 =4
ag=a3+3a2=>4+3-2=a4 =10
a5 =aq +4a3 = 10+4-4=a5 =26
ag =as +bayg = 26+5-10=ag =76

a7 = ag + 6as = 76 + 6 - 26 = a7 = 232

bulunur.
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|AB| =17,|BC| =12 ve |CA| = 13 olan bir ABC ii¢geninin [BC] kenar: tistiinde yer alan D noktas1 |[BD| =5
kogulunu sagliyor. r1 ve ro sirasiyla, ABD ve ACD figgenlerinin ig teget cemberlerinin yarigaplar ise, 1 /79

nedir?

13 7 3 o
a)l b) - c) E d) B e) Higbiri
Coziim:

A
13 7
C 7 D 5 B
Stewart’tan AD = 8.
CABD) - r 5 28

5
[ABDI/IADC) = et =7 = =3 5

@ n nin agagidaki degerlerinden hangisi n?° =

a)37 b)39 c)43 d)46 e)55

(mod 65) denkligini saglar?

Coziim:

Yanit:

n?® = 7 + 65k seklinde yazabiliriz. Bu ifadeye mod5 te bakarsak (n5)5 -n* =7 (mod 5) olur.

Fermattan n =7 (mod 5) olmasi gerekir. Aranan say1, 7 + 5k seklinde ve tek segenek 37 dir.

Tiim x, y, z gergel sayilari igin f(z) f(y) f(2) = 12f (zyz) —16xy2 kogulunu saglayan kag f : R — R fonksiyonu
vardir?

a) 3 b) 2 c)1 d) 0 e) Higbiri
Coziim:
Yanit: E

(x,y,2) = (1,1,1) = f(1) =2 veya f(1) = —4.

16
(r,y,2) = (z,1,1) = f(z) = “FEh 12 x = f(x) = 2z veya f(x) = —4x. Yerlerine koydugumuzda iki

fonksiyonun da sagladigimi goriiriiz.

{1,2,3,4,5,6, 7} kiimesinin birbirinden farkh ve biri digerini igeren iki alt kiimesi kag farkl bigimde segilebilir?
a) 2059 b) 2124 c) 2187 d) 2315 e) 2316
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Coziim:

C ile C gosterimlerini ayirirsak, bizden istenen ) C X C Y C {1,2,3,4,5,6,7} olacak sekilde (X,Y)
ikililerinin sayisi.

PCXCY C{1,2,3,4,5,6,7} ikililerinin sayis1 A olsun.

P CX=YC{1,2,3,4,5,6,7} ikililerinin sayis1 B olsun.
PCXCY C{1,2,3,4,5,6,7} ikililerinin sayis1 A — B dir.
A sayisini hesaplayalim:

{1,2,3,4,5,6,7} kiimesinin her elemam X, Y\ X, {1,2,3,4,5,6,7} \ Y kiimelerinden birine ait olmali. O
halde A = 37.

Benzer sekilde B sayisi icin,

{1,2,3,4,5,6, 7} kiimesinin her elemam1 X =Y, {1,2,3,4,5,6,7}\ X kiimelerinden birine ait olmali. O halde
B=2".

Aradigimiz cevap 37 — 27 = 2187 — 128 = 2059.

@ [AB] ¢aph gemberin [C'D] kirigi [AB] ye diktir. M ve N sirasiyla, [BC] ve [AD] nin orta noktalar1 olmak

iizere, |BC| = 6 ve |AD| = 2/3 ise |M N| kagtir?
a)4 b)3v2 c¢)v21 d)5 e) Higbiri

Coziim:

6

2v3
AC nin orta noktas1 K olsun. KM || AB ve KN || CD dir.

/AK = AN = /3 ve ZKAN =120° = KN = 3.
AB =4v/3 = KM = 2+/3.

AMKN bir dik iiggendir. MN = 1/(3)2 4 (2v/3)2 = v/21.

ABNCD = E olsun. BC/AD = CE/AE = =+3= ZCAB = 60°.

n den kiiciik ve n ile aralarinda asal olan tam olarak 20 tane pozitif tam say1 bulunmasini saglayan kag n
pozitif tam sayis1 vardir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

n ¢ift olsun.
n=29p§ . pit = p(n) =207 Pl p T (p — 1) (pp — 1) = 225,
a > 2 olamagz; ¢linkii tiim (p; — 1)ler ¢ift olmali. Bu durumda a =1 veya a = 2 .

a1—1 .

a =2 igin, pf P = 1) (o — 1) = 10.

4110 oldugu i¢in tek asal ¢arpanlarin sayisi 1 olmali. Bu durumda p; = 11 ve ‘ n=2%11=44|

a =1 ic¢in, p‘flfl .- -pi’“*l(pl —1)---(pr — 1) = 20.

8 1 20 oldugu igin tek asal garpanlarim sayis1 1 ya da 2 olmali.

Tek asal garpanlarin sayis1 1 oldugunda, p‘fl_l(pl —1)=10=|n=2-52=50

Tek asal arpanlarm sayisi 2 oldugunda, p*~'p32~!(p; — 1)(pa — 1) = 20.
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En kiigiik iki tek asal say1 3 ile 5 oldugu icin, k& > 2 olmak iizere; (py — 1)(py — 1) = 4k = p§* 'p32 'k =
5=k=5,a1 =ay=1.

(M —D(pa—1)=20=|n=2-3-11=66]

n tek olsun.

ar—1 ap—1

D] <ppt T (p1 —1) -+ (pr — 1) = 20 olacak. Bu durumun aymsini az dnce ¢ = 1 iken elde etmistik. Tek
fark, 2¢ = 2! diye fazladan bir ¢arpanlari olmamas:.

Buradan gelecek cevaplar, [n = 3-11 = 33| veya |n = 52 = 25|.

Toplamda pozitif tam say1 saghyor. O halde dogru yanit sikki.

22+ 2 = 3y,y° +2 = 32,2° +2 = 3w,w? + 2 = 3z esitliklerini saglayan kag (z,y,z,w) gercel say1
dortliisti vardir?

a) 8 b) 5 c)3 d)1 e) Hicbiri
Cozim:

Yanit:
(L. Gokge)
23 +2=3y,y° +2=32,2% +2 = 3w,w + 2 = 3z esitliklerinin her iki tarafina 6 ekleyelim.

22423 =3(y+2),y° +2% =3(2+2),23+23 = 3(w+2),w +23 = 3(x +2) olur. Iki kiip toplami 6zdesligini
kullanarak bu esitlikleri taraf tarafa carpip (z +2)(y + 2)(z + 2)(w + 2) ile sadelestirirsek (2 — 2z +4)(y* —
2y + 4) (2?2 — 22 + 4)(w? — 2w + 4) = 3* olur. f(a) = a® — 2a +4 = (a — 1)? + 3 paraboliiniin min degeri
a = 1icin fim = 3 oldugundan (22 — 2z + 4)(y? — 2y + 4)(2? — 22 + 4)(w? — 2w + 4) > 3% tiir. Esitlik
durumunun saglanmasi igin gerek ve yeter sart =y = z = w = 1 olmasidir. (1, 1,1, 1) bir ¢éztimdiir. Ayrica
(x +2)(y+2)(z + 2)(w + 2) ile sadelestirme yapmasak ve bu ifadenin ¢arpanlarindan birinin 0 a esit olmasi
durumuna da bakmaliy1z. x = —2 i¢in ilk denklemden 3y = —6 olup y = —2 bulunur. Bu gekilde z = —2 ve
w = —2 dir. Diger ¢6ziim dortlisii (-2, -2, —2, —2) dir.

Toplamda 2 farkli ¢éztim dortliisii bulunur.

{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} kiimesinin dort tane ardigik tam say1 igermeyen kag alt kiimesi vardir?

a) 596 b) 648 c) 679 d) 773 e) 812
Cozim:

Yanit: @

Soru, 2 tabanindaki gosteriminde 1111 icermeyen 2'° = 1024 ten kiiciik negatif olmayan tam sayilarin sayisini
bulmakla 6zdes. Aciklayalim:

112(3[4]5(6|7|8|9]10
00|10 1{1]|1]0]O0

Ornegin, yukarida {4, 6,7,8} alt kiimesinin 2 say1 tabanina déniistiiriilmiis seklini goriiyoruz.

f(n) ile n basamakli (bagta etkisiz 0 lar olabilir) son basamag: 0 olan ve 1111 igermeyen sayilarin sayisini
gosterelim.

1 basamakli bu sekilde tek say1, 0. O halde, f(1) = 1.

2 basamakl sayilar, 00, 10. f(2) = 2.

f(3)=4ve f(4) =8.

f(5) i¢in, 11110 sayisi gikarmamiz gerekiyor. Yani f(5) = 2% — 1 = 15.
f(5)’1 hesaplamanin, biraz daha degisik bir yolu var:
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f(1) sartim saglayan sayilarin sonuna 1110 yazarsak, f(5) sartin saglayan bir say: elde ederiz.
f(2) sartim saglayan sayilarin sonuna 110 yazarsak, f(5) sartim saglayan bir say1 elde ederiz.
f(3) sartim saglayan sayilarin sonuna 10 yazarsak, f(5) sartini saglayan bir say1 elde ederiz.
f(4) sartim saglayan sayilarin sonuna 0 yazarsak, f(5) sartim saglayan bir say1 elde ederiz.
Olusan bu dortli grup ayriktir. O halde, f(5) = f(4) + f(3) + f(2) + f(1) = 15 tir.
Genellersek, f(n+1) = f(n) + f(n —1) + f(n — 2) + f(n — 3) elde ederiz.

Soruda, bizden istenen, f(11) i bulmamiz. Fibonacci benzeri bir yontemle, diziyi olugturursak,
1,2,4,8,15,29, 56, 108, 208, 401, 773

elde ederiz.

Koseleri, diizlemdeki herhangi ii¢ii dogrudas olmayan 20 noktadan olusan bir kiimeye ait olan en cok kag

genig acili liggen bulunabilir?

a)6 b)20 c¢)2(Y) d) 3(%) e) (¥)

Coziim:

Yanit:

Bir yarim ¢emberin iizerinde (¢ap1 harig¢ kisminda) yer alan 20 nokta segtigimizde, olugan (2??) liggenin hepsi
genis agili olacaktir.

NOT:

Soruda, biraz muglak bir durum var. Bu tip sorular, genelde “20 nokta nasil alinirsa alinsin, olugacak genis
acili liggenlerin sayis1 en ¢ok kag olabilir?” seklinde karsimiza geliyor. Bu soruda ise, cevap anahtarindan da
teyit ederek, “20 noktali kiimelerden en ¢ok genig acili iggen bulunduran kiimenin genis acili icgen sayis1”
sorulmus.

502 502

n pozitif bir tam say1 olmak lizere, (2n — 1) + (2n + 3)°* sayismmn 2012 ile béliimiinden

kalan farkli sayilarin toplami nedir?
a) 3 b) 1510 c) 1511 d) 1514 e) Higbiri

+(2n+1)

Coziim:

Yanit: @
fn)=2n -1+ 2n+1)°? + (2n +3)*" (mod 4 - 503)
(2n —1),(2n + 1), (2n + 3) ardigik tek sayilardir. Bu durumda, f(n) =3 (mod 4) olacaktir.

Ayrica, bu tek sayilarin higbirinin 503 e béliinmedigi durumda, Fermat'tan (2n — 1)°2 = (2n + 1)%2 =
(2n 4 3)%92 =1 (mod 503) olacaktir. Bu durumda, f(n) =3 (mod 503).

Bu tek sayilar, ardigik oldugu igin en fazla biri 503 e boliineceginden, bu durumda, f(n) =2 (mod 503) diir.
f(n) =3 (mod 4) ve f(n) =3 (mod 503) denklik sisteminin tek ¢éziimi f(n) =3 (mod 4 - 503) tiir.

f(n) = 3 (mod 4) ve f(n) = 2 (mod 503) denklik sisteminin tek ¢oziimii f(n) = 503 -3 + 2 = 1511
(mod 4 - 503) tiir.

O halde, f(n) nin 2012 modunda alabilecegi degerlerin toplami, 3 4+ 1511 = 1514 tiir.
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a gercel sayisinin, z# + 823 + 1822 + 82 + a = 0 denkleminin dort farkhi gercel kokii olmasim saglayan tiim

degerlerinin kiimesi nedir?

a) (=9,2)  b) (=9,0) «¢) [-9,0) d)[-81) ) (=81)
Coziim:

Yanit:

24+ 823+ 1822+ 8z +1=1—ave (2> +4z+1)? = 1 —a elde edilir. f(z) = (22 +42+1)? egrisiiley =1—a
dogrusunun grafigini ¢izecegiz.

flx) =222 +4r+1)22+4) =0=2=-2—V3, 2 =-2, 2= -2 +/3.

x = —2 noktas, lokal maksimum; z = —2 + /3 noktalar1 da global minimumdur.
y = f(x) egrisi ile y < 0 dogrular: kesigmez.

y = 0 dogrusu 2 noktada kesisir.

0 <y <9 dogrular1 4 noktada kesigir.

y =9 dogrusu, 3 noktada kesisir.

y > 9 dogrular1 2 noktada kesisir.

Bu durumda, 0 <y =1—a <9 dan, —8 < a < 1 elde edilir.

8 x 8 bir satrang tahtasinin her birim karesine 1 ve —1 sayilarindan biri yazilmistir. En az dort satirin her
birindeki sayilarin toplami pozitif ise, iizerlerindeki sayilarin toplami —3 ten kiigiik olan en ¢ok kag siitun
olabilir?

a) 6 b) 5 c)4 d) 3 e) 2
Coziim:

Yanit:

En az 4 satirin toplami pozitifse, bu satirlarda en az 5 er tane 1 var demektir. Bu 4 satirda, en az 20 tane 1
vardir. O halde, bu 4 satirda en ¢ok 12 tane —1 vardir.

Bu 4 satir haricindeki satirlarda tamamen —1 oldugu durumda, bile bir siitundaki sayilarin toplaminin —3
ten kiigiik olmasi igin, en az 6 karede —1 olmasi gerekiyor. Bu durumda, s6z konusu stitunlar icin, toplamlari
pozitif olan 4 satirin en az 2 satirinda —1 olan kareler olmak zorunda. Bu 4 satirda, toplamda en fazla 12
tane —1 oldugu igin, bu 2’li —1 lerden en fazla 6 tane igerebilir.

Asagidaki tabloda, bu sekilde bulunabilecek 6 siitun 6rnegi yer almaktadir.

1 1 1
1 1 1

1] -1]-1
-1|-1]|-1
1] -1]-1 1 1 1
—-1]-1]|-1 1 1 1
-1|-1|-1(-1}|-1|—-1]—-1|-1
—1|-1|-1|-1|-1|-1]-1|-1
-1|-1|-1(-1|-1|-1]—-1|-1
—1|-1|-1|-1|-1|-1]-1|-1

Bir ABC ficgeninin ic bolgesinde yer alan bir D noktast icin, m (@) —=20°,m (@) —80°,m (@) -

20° ve m (ﬁC\B) = 20° ise m(ABD) nedir?
a)5°  b)10°  ¢)15°  d)20°  e)25°
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Coziim 1:

Yanit: E

AABD yi [AC] {izerine, liggenin i¢ine dogru AABD = ANAEC olacak sekilde yapigtiralim.

AD = AFE ve ZDAFE = 60° oldugu igin, AAED eskenar, dolayisiyla AE = ED. Aym zamanda, AC = CD
oldugu i¢in, ZAC'D nin agiortay1 E den geger. Bu durumda, ZABD = ZECA = ZACD/2 = 10° olacaktir.

Not:

0° < t < 30° olmak tizere; /BAD = 30° —t, ZDAC = 90° —t, ZACD = 2t, /DCB = 30° — t oldugu
durumda, ZABD =t gikar. Bu soru igin ¢ = 10° verilmis.

Ek olarak, bu soru modeli, burada bahsedilen 4.7 numarali modeldir. (bkz. javascript tabanl model belirme
aract)

Bu modele ait sorulardan biri burada fazlasiyla irdelenmistir. Oradaki soru farkli olsa da bu soruyla aym
modele ait olduklarindan kolayca birbirlerine doniigtiiriilebilir. Kald1 ki, ilgili konunun icerisinde buradaki
soru tipine doniistiiriilerek verilmig ¢oziimler yer aliyor.

Cozim 2:

[AD {izerinde AB = AC = AF olacak sekilde bir F noktasi alahm. AABE = ACAD olacaktir. Bu durumda,
AD = BE olur.

AABE iiggeni bir 20° — 80° — 80° iiggenidir. AD = BE durumunda ZABD yi soran soru klasik ve bir¢ok
¢Ozlimii olan bir soru. Bir tanesini verelim:

AD = BF olacak sekilde ABF' D ikizkenar yamugunu kuralm. ZDAB = ZABF = 20°. ZFBE = 60° ve
BF = AD = BE oldugu i¢in AFBE eskenardir. Bu durumda, BF = FFE oldugu icin, AF, ZBAE nin
agrortayidir. Tkizkenar yamukta, /BAF = ZABD = 10° olacaktir.

Farkl asal sayilarin kuvvetlerinin carpimi olarak yaziliminda sifirdan farkli tiim kuvvetlerin tek sayilar oldugu
bir pozitif tam sayiya tekil say:1 diyelim. En ¢ok kag ardigik tekil say1 vardir?

a) 6 b) 7 c)8 d) 9 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: E

8 ardigik sayidan 4 e boliinen iki say1 vardir. Bu sayilardan biri, (k,2) = 1 olmak iizere; n = 227 . k formunda
olmali. O halde, ardigik 8 tekil say1 bulunamaz.

Ardisik 7 tekil sayiya bir érnek: 29, 30 =2-3-5,31,32=25,33=3-11,34=2-17,35=5-7.

x* — 723 + 142% — 142 + 4 = 0 denkleminin gercel koklerinin toplami nedir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Cozim 1:

Yanit:

2t — 723 + 1422 — 142+ 4 = (2% — 52+ 2)(22 + 22 + 2) = 0 olduguna gore (carpanlara ayirmada zorlanmlirsa
deneme yoluyla da ayrilabilir.)

2. carpandan reel kok gelmez(diskriminant 0’dan kiigiiktiir.) 1. garpandan gelen koklerin toplami da 5 olarak
bulunur.
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Cozim 2:

Yanit:

Denklemin biitiin terimlerini 22 ye bolelim.

1 1
x277x+14—147+4f2:0
T T

2
x2+(2> 7(:v+2>+14—0
X X
2\ 2 2
(x+) —7<x+>+1020
X X
2 2
X X

(22 =224 2)(2* =52 +2) =0
A<O A>0
Denklemi saglayan kokler ikinci ¢carpana ait olup toplamlar: 5 dir.

Co6ziim 3:

2t — 723 + 1422 — 142 + 4 = (2* + 4) — Tz(2? — 22 + 2) seklinde yazalim. Terim ekleme - ¢ikarma ile
44 = (at + 422 + 4) — 42 = (22 +2)2 — (22)% = (2% + 22 + 2)(2® — 22 + 2) seklinde carpanlara
ayrilabildiginden

(z* +4) — To(2? — 22 +2) = (22 — 22 + 2)(2? — 52 + 2) = 0 olur. 22 — 2z + 2 = 0 denkleminin gergel
kokii yoktur. 22 — 52 + 2 = 0 denkleminin kokleri gercel sayilar olup bu kéklerin toplami x; + 2o = 5 tir.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11 sayilarinin her (ay, as, . .., a11) permiitasyonu i¢in, (a1 +ag, as+aq,as+as, . .., ag+
a10, a9 + aq1) verildiginde a; lerden en az k tanesini belirleyebiliyorsak, k en ¢ok kag olabilir?

a) 11 b) 6 c)b d) 2 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

11-12
1=1,2,...,9i¢in a; + a;42 = b; olsun. a; +as +--- + a1 = 5 =
by +by + b5 +bg+by =a1 +az+az+as+as + a7 + ag + ag + ayp + ann

b1 + ba + b5 + bg + bg = 66 — ag oldugu icin ag her zaman bulunabilir.

66

ag + ag = bg ve ag + ag = by ten a4 ve ag;
as + ag = by ve ag + a9 = bg den as ve aig bulunabilir.

Bu durumda, as, ay4, ag, ag, a1o sayilar:i her zaman bulunabiliyor. Bu durumda cevabimiz > 5 olmali.

En az bir (a1 + a3, as + a4,a3 + as, . .., as + aig, ag + a11) ¢oklusu igin k = 5 oluyorsa cevabimiz 5 tir. Diger
bir ifadeyle, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 sayilarinin sadece 2., 4., 6., 8., 10. elemanlar: ortak iki permiitasyonu
i¢in aymi (a1 + as, a2 + ag,as + as, ..., as + a0, a9 + a11) ¢oklusunu elde ediyorsak cevabimiz 5.

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11) permiitasyonunu ile (3,2,1,4,7,6,5,8,11,10,9) permiitasyonu ayni

(4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20) ¢oklusunu iiretiyor ve bu iki permiitasyonun tam olarak 5 elemani ortak. O halde
bu permiitasyon c¢ifti icin £ = 5. Yani k£ = 6 olmayan permitasyon ciftleri mevcut.
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|AB| =5,|BC| =6 ve |[CA| = 7 olan bir ABC ii¢geninin A kdsesine ait agiortay1 [BC| kenarmn D noktasinda

kesiyor. A dan gegen ve BC ye D de teget olan gember ise, [AB] ve [AC] kenarlarim sirasiyla P ve Q
noktalarinda kesiyor. AD ve PQ dogrular1 T noktasinda kesisiyorsa, |AT| /|T'D| nedir?

a)g b) 2 c)3 d)g e) 4

Coziim:

Yanit:

/BAD = /DAC = /PQD = /QPD = /QDC = /PDB oldugu icin, PQ || BC. Bu durumda AT/TD =
AQ/QC dir.
77

Agiortay teoreminden C'D = BC - B=5
21

C noktasmin (ADQ) cemberine gore kuvvetinden, CQ - AC = CD? = QC = Z ve AQ = R Bu durumda,
AT/TD = AQ/QC = 3 tiir.

dmn(m+n—1) = (m2 + 1) (n2 + 1) esitligini saglayan ka¢ (m,n) tam say1 ikilisi vardir?

a) b b) 4 c)3 d) 2 e)l
Coziim:

Oncelikle (m,n) = d olsun. m =d-a, n =d - b.

4d%ab(ad +bd — 1) = (abd)? + (ad)? + (bd)? + 1 ifadesine mod d de bakarsak, sol taraf d ile béliiniir, sag taraf
da 1 kalir. Demek ki ortak bolenleri d =1 dir.

Oncelikle, ifadeyi (1,-1), (1,1), (—1,1) ciftleri saghyacaktir.
Simdi m yi bélen en kiiclik p asalini ele alalim:

Ifadenin sol tarafi p ile boliiniir, sag taraf n2 +1 = 0 (mod p) olmali. Burada n? = —1 (mod p) ve n* =

(mod p) olacaktir. n nin mertebesi ord(n) = 4 oldugundan, 4 | p— 1, buradan da p = 4k + 1 seklinde bir asal
say1 ¢ikar.

En kiiciik p = 5 oldugundan, en kiiciik m = 5 alirsak, n = 13 ¢ikar. Ifade simetrik oldugundan (5,13), (13, 5)
ikilisi de ¢Ozlimii saglar.
Tiim ¢oziimler; (1,-1), (1,1), (—1,1), (5,13), (13,5) olmak {izere 5 tanedir.

a, b, c gercel sayilar1 2% — 3z + 1 = 0 denkleminin farkl kokleri ise, a® + b® + ¢® nedir?
a) 156 b) 171 c) 180 d) 186 e) 201

Coziim:

Yanit: @

=322 -z

28 =92% —62% + 22 =932 — )z — 6(3x — 1) + 22 = 2822 — 27Tz + 6
ad + b8+ c®=28(a?+ b2+ c?)—27(a+b+c)+18

Vieta Formiillerinden,

(@a+b+c)? =a®+b>+ 2 + 2(ab + ac + be)
0P2=a>+b*+2+2-(-3)=a*+b?+c*=6

a®+ b8+ =28-(6)—27-(0)+18=6-(28+3) =631 = 186.
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Bir yiizleri siyah ve diger yiizleri beyaz olan 2012 tane tavla pulu bir dogru boyunca ve iiste gelen yiizleri
doniigimlii olarak siyah ve beyaz olacak bicimde dizilmigtir. Her hamlede iki pul secip bunlar1 ve bu pullarin
arasinda kalan tiim pullar ters geviriyoruz. Biitiin pullarin {iste gelen yiizlerinin ayni renkte olmasini en az
kag hamlede saglayabiliriz?

a) 1006  b) 1204  «¢) 1340  d) 2011 ) Hicbiri

Coziim:

Yanit:

Cevap: 1006.

Uste gelen yiizleri farkh olan ardigik pul iki sayisina uyusmazlik sayisi diyelim. Baglangicta uyusmazlik sayisi
2011e egittir. Her hamlede uyusmazlik sayis1 en fazla iki azaldig: i¢in gereken hamle sayisi en az 1006 dir.
1006 hamlenin ayni zamanda yeterli oldugunu gosterelim. Bunun igin ilk hamlede 2. ve 2011., ikinci hamlede
3. ve 2010., ..., bin besinci hamlede 1006. ve 1007. pullar: ve en son hamlede de 1. ve 1006. pullar1 segmek
yeterli olacaktir.

Kaynak: Tiibitak 20. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2012

Bir ABC iiggeninin [AC] kenarmin M orta noktasi, B kogesine ait yiiksekliginin H ayag ile C' kogesi
arasmdadir. m (A/BT{) =m (m) , m (@) =15° ve |HM| = 2v/3 ise |AC| nedir?

a)6 b)5v2 ¢)8 d)l% e) 10

S

Coziim:

Yanit:

£ZBOC

O gevrel merkez, D de [BC] nin orta noktasi olsun. ZBAH = = /BAH = /DOB oldugu igin
O noktast BM dogrusu iizerinde olmali. Diger taraftan ZOMC = 90° olmasi gerektiginden, O = M, ve
AABC dik {iggen olur.

MH

= ° MB =14 AC = 8.
B cos 30° = = AC =8

Not:

Bir kenara ait yiikseklik, o kenara ait kenarortaysi (simedyan) ise; tiggen dik iiggen, kenar da hipoteniistiir.
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100 den kiigiik kag asal say1 ardigik pozitif tam sayilarin karelerinin toplami olarak yazilabilir?
a) 3 b) 4 c)b d) 6 e)7

Coziim:

Yanit:

Tam kareler dizisi: 1, 4, 9, 16, 25, 36, 64, ...
100 den kiigtik,

61 = 36 + 25,
41 = 25 + 16,
29 =164 9 + 4,
13 =9+4,
5=4+1

olmak tizere, istenen sekilde 5 asal say1 vardir.

Tim x gergel sayilar i¢in, sinzcosz < C (sin6 x + cos® x) olmasini saglayan en kiiciik C' gercel sayisi nedir?

a) V3 b) 22 c) V2 d) 2 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

2sinzcosz < QC(Sin6 x + cos® )

sin 2z < 2C((sin® )3 + (cos? )3)

sin 2z < 2C(sin” x + cos? x)((sin® x + cos? 2)? — 3sin® x cos
sin 2z < 2C(1)((1)? — 3sin® 2 cos? z)

sin2z < 2C(1 — 2 sin 2z)

: 4C

22)

Baglangicta ii¢ kutuda sirasiyla, m, n ve k tane tag bulunuyor. Ayse ve Burak sirayla hamle yapiyorlar ve sirasi
gelen oyuncu istedigi bir kutudan en az bir tane olmak {izere, istedigi sayida tas aliyor. Son tasg: alan oyuncu
oyunu kazaniyor. Oyuna her sefer Ayse baglamak iizere, oyun (m,n, k) = (1,2012,2014), (2011,2011,2012),
(2011,2012,2013), (2011, 2012,2014), (2011,2013,2013) i¢in birer kez oynanirsa, Ayse bunlardan en az kagim
kazanmay1 garantileyebilir?

a)l b) 2 c) 3 d) 4 e)5
Coziim:

Yanit:

Ayse, Burak’a herhangi bir sirada (0, a,a) tag birakirsa oyunu kazanir; ¢iinkii bu agsamadan sonra Burak’in
her hamlesine kargi simetrik hamle yaparak son tagi almay1 garantiler. Bu durumda (2011, 2011,2012) —
(2011,2011,0) ve (2011,2013,2013) — (0,2013,2013) baglangi¢ hamleleri ile Ayse bu iki oyunu kazanmay1
garantileyebilir.

Aym gerekgeyle (1,1,a¢ > 1) durumunda hamle siras1 Ayse’deyse Ayse a = 0 yapip oyunu kazanmay1
garantiler.

Ayse Burak’a (1,2,3) tag birakabilirse oyunu yine kazanmay1 garantileyebilir. Burak 1 tag olan kutuya do-
kunamaz. 2 tag olan kutuyu 1 tasa diigliriirse az énce agiklanan durumdan dolay1 Ayse (1,1,0) hamlesiyle
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oyunu kazanmay1 garantiler. 2 tag olan kutudan 2 tag ¢ekemez; ¢iinkii Ayse (1,0, 1) hamlesini yapar. Ben-
zer gerekgelerle Burak 3 taghk kutudan 3 tag gekerse Ayse (1,1,0) hamlesiyle ya da Burak 2 tag gekerse
Ayse (1,0, 1) hamlesiyle oyunu kazanir. Burak 3 liikk kutudan 1 tag ¢ekerse Ayse (0,2,2) hamlesiyle oyunu
kazanmay1 garantileyebilir.

Ayse, Burak’a herhangi bir sirada (1, a, a+1) tag birakirsa oyunu kazanmay1 garantileyebilir mi? Burak ezkaza
110 yaparsa Ayse diger iki kutudaki taglar egitleyip yukarida anlatilan gerekgeden dolayr oyunu kazanmayi
garantileyebilecektir. Burak ikinci bir kutuda 1 tag biraktigi anda (1, 1, a) durumu olusgacak (1, 1,0) hamlesiyle
Ayse oyunu kazanacak.

Ayse Burak’a (1,a,a + 1) geklinde tag birakmaya devam etsin. Bir esnada Burak Ayse'yve (1,2,a) tag
birakacaktir. Bu durumda, Ayse ya (1,2,1) ya da (1,2,3) hamlesini yapmig olacak. Her iki durumda da
Ayse'nin kazanan stratejisinin oldugunu yukarida gostermisgtik. O halde Ayse Burak’a (1,a,a + 1) tag
birakabilirse oyunu kazanmay1 garantileyebilir.

(1,2012,2014) — (1,2012,2013), (2011,2012,203) — (1,2012,2013) ve (2011,2012,2014) — (2011,2012,1)
baglangic hamleleriyle Ayse diger ii¢ oyunu da kazanmay1 garantileyebilir.

Dar acih bir ABC {iggeninin sirasiyla, [BC| ve [AC] kenarlar1 iistlinde yer alan D ve E noktalar igin, AD
ve BE dogrular1 F noktasinda kesisiyor. |AF| = |CD| = 2|BF| =2|CE| ve Alan (ABF) = Alan (DEC) ise
Alan (AFC) /Alan (BFC) nedir?

a)4 b)2v2 )2 d)V2 el

Coziim 1:

Yanit:

’/ :

B D 2x C

AF - FB = EC - CD oldugu igin, sin ZAFB = sin ZACB olmalh. ZAFB > ZACB oldugu i¢in, ZAFB +
/ZACB = 180°, dolayisiyla da, D, F, E, C noktalar: gembersel olacaktir.

[AFC) = % - AF - FC -sin ZAFC = % - AF - FC -sin ZDFC

1 1
[BFC’]:5-BF-FC’-SinABFC’:§-BF-FC’~sin4EFC’

AF sinZDFC . L - : ¢p
[AFC]/[BFC] = BF s ZEFC olacaktir. DF EC kirigler dortgeninde, Siniis Teoreminden Sn/DFC

CE AF CD

Sn/EFC oldugu i¢in [AFC]/[BFC] = 5F CE - 4 elde edilir.

370


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3420.0

20. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2012 geomania.org

Cozim 2:

CF, AB yi P de kessin.

CD AE CD AE

[AFC)/[BFC) = AP/BP = —& - == = &7 35

(Ceva)

olacaktir. Bu durumda, bizden istenen, AE/BD yi bulmak.

AF - FB = EC - CD oldugu igin, sin ZAFB = sin ZACB olmal. ZAFB > ZACB oldugu i¢in, ZAFB +
ZACB = 180°, dolayisiyla da, D, F', E, C noktalar1 gembersel olacaktir. Cembersellikten, /BDF+/AEF =
180° dir.

AAFFE de Siniis teoreminden,

AE _ AF (1)
sinZ/AFE sinZAEF
ve ABFD de Siniis teoreminden
BD _ BF @)
sin/BFD  sinZBDF
ve olacaktir. (1) ile (2) yi taraf tarafa oranlarsak,
AE AF
BD " BEF (3)

cikacaktir.
Ceva’dan buldugumuz ifadede (3) teki degeri yazarsak AP/BP = 2 -2 = 4 olacaktur.

23+ y3 = 2%yz + 2y?2 + 2 esitlgini saglayan kag (x,y, 2) tam say1 iicliisii vardir?
a)5h b) 4 c)3 d) 2 e)l

Coziim:

Yanit: E

Verilen ifadeyi agagidaki sekilde diizenleyebiliriz.

(x +y)(@® +y° —ay) = zyz(z +y) +2 = (z +y)((z +y)*ey(z - 3)) =2
x+y=1{1,-1,2,—2} degerlerini alabilir.
z4+y=1= 2y(z — 3) =1 ¢ézlim yoktur.
x4+y=-1= ay(z —3) = —3 ¢ozlim yoktur.
xr+y=2=ay(z—3)=-3olup (3,-1,4),(-1,3,4),(1,1,0) {ig ¢ézlim vardir.
x4+y=-2=ay(z—3)=-5olup (-1, —1,-2) tek ¢oziimii vardir.

Buna gore toplam ¢oziim sayisi 4 tiir.

f+Z — Z fonksiyonu tiim m,n tam sayilar: i¢in,
m+ f(m+f(n+f(m))=n+f(m)

ve f(6) = 6 kogullarim saghyorsa f (2012) nedir?
a) —2010 b) —2000 ) 2000 d)2010 e) 2012
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Coziim 1:

Yanit: E

n = —f(m) olsun. m + f(m + f(0)) = 0.

m=x — f(0) olsun. z — f(0) + f(x) = 0= f(z) = —x + f(0) olacaktir.

f(6) =6icin f(6) = —6+f(0) =6 = f(O) = 12ve f(z) = —z+12 elde edilir. f(2012) = —2012+412 = —2000.

Cozim 2:

Yanit: E

m+ f(n+ f(m)) = 2012 dersek m + f(2012) = n + f(m) olur.
n+ f(m) =6 ve m = 2006 igin

2006 + f(2012) = n + f(2006).......(x)

olur. n + f(2006) = 6 oldugundan n = 6 — f(2006) degeri (*) da yerine yazilirsa f(2012) = —2000 bulunur.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10 sayilarinin (ag,as, ..., a1o) permiitasyonlarindan kag igin,
lar — 1| +|az — 2| + -+ + |a1p — 10| = 4 olur ?
a) 60 b) 52 c) 50 d) 44 e) 36

Coziim:

Yanit: E

(12345678910
a1 a2 a3z a4 a5 ae a7 ag a9 a10

indisi farkh

) permiitasyonunda |a; — 1| + [a2 — 2| + -+ + |a10 — 10| = 4 olmas1 igin yeri ile

e 4eleman: 1+1+1+1=4
e 3eleman: 1 +1+2=4
e 2¢leman: 2+2=4

olmali.

2 eleman icin, (:j: ato . at2 :j:) olmali. Bu gekildeki eleman ciftleri (1,3), (2,4), ..., (8,10) olmak iizere 8
tanedir.

4 eleman igin, (::j atl a?:l - bil b'gl - ) olmali. Olasi (a, b) ¢iftleri @ = 1 i¢in 7 tanedir. a = 2 i¢in 6 tanedir.

O halde, bu sekildeki ardigik sayilardan olusan iki ¢ift 74+ 6 + 544+ 3 + 2 + 1 = 28 farkl sekilde segilebilir.

3 eleman i¢in (a, b, ¢) tigliisii kendi aralarinda 3 uzunluklu gevrim olugturmali ve a, b, ¢ sayilar1 ardigik olmali.

Bu gekilde her a icin iki farkh (jjj at1 gi% aZ—Z j::) ve (jjj ato agl Zﬁ jjj) permiitasyon vardir. a = 1,2,...,8

den 2 -8 = 16 farkl permiitasyon gelir.
O halde, toplamda 8 4+ 28 4+ 16 = 52 permiitasyon |a; — 1|+ |az — 2| + - - + |a10 — 10| = 4 denklemini saglar.

|AB| = 2|BC| olan ABCDA'B'C'D' dikdértgenler prizmasinda [BB’] ayrit: iistiindeki E noktas1 |[EB’| =

6 | EB| kogulunu saghyor. AEC ve A’EC’ ii¢genlerinde E ye ait yiiksekliklerin ayaklar sirasiyla, F' ve F’

— BC
olmak iizere, m (FEF’) = 60° ise, | | nedir?
|BE|

a)\/é b)\/g5 o) g\/ﬁ d) 5\/§ ¢) Hicbiri
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Coziim:

Yanit:

AE? = AB? + BE? ve EC? = BE? + BC? oldugu i¢in AE? — EC? = AB? — BC? = AF? — FC? olacaktir.
Bu durumda, BF' | AC.

Benzer sekilde, A’E? = A'B? + B'E? ve C'E? = B'C'"? + B'E? oldugu icin A’E? —C'E? = A/B? - B'C"”? =
A'F'"? — C'F"? olacaktir. Bu durumda, B'F' 1 A'C’.

BB’'F'F bir dikdortgen oldu. BE = 1 ve BF = a diyelim.

tan ZFEB = % — a ve tan /F'EB' = % /FEB + /F'EB’ = 120° oldugu icin

a
/FEB /F'EB’ at =
tan 120° = /3 = tan + tan _ 62
1 —tan (LFEB -tan ZF'EB’) 1_Q
6
5 a4 = \/g =>a= 3\/3.
a® —6
1
ABC dik {icgeninde AB/BC = 2 oldugu icin BC/EB = tir. Bu durumda, BC = = f\F
cg / gu ig / WA 5 f

n > 2012 olmak iizere, 1-2' +2-22 +3.23 4+ ... 4+ n - 2" sayismn 10 ile boliinmesini saglayan en kiiciik n
tam sayis1 nedir?

a) 2012 b) 2013  ¢) 2014  d) 2015 ) 2016

Coziim:
Yanit: E
S=(2"4+22 4+ +2M)+ (22 + 22+ 42"+ + (201 +27) 427
S (2n+1 ) (2n+1 _ 22) + ceo (2n+1 _ 2n—1) + (2n+1 _ 2n)
S=mn-2ntl (21 422 4 ... 420y =p .27 —(2nFL _2) = (p — 1)2"F! 4+ 2
(n —1)2""! =8 (mod 10) denkligini 2011 den sonra saglayan ilk n tam sayis1 n = 2013 tiir.
23 + y* = 22y egitligini saglayan tiim (z,y) pozitif gercel say1 ikililerinde z in aldig1 en biiyiik deger A ve y
nin aldig1 en biiytik deger B ise , A/B nedir?
2 512 729 3
z b) —2 il d) 2 i
2 3 m Yiom Vi 9 256
Coziim:
Yanit:
AO > GO dan,
T L S 4
?—i—?—i—?—ky S 4$9'y4
4 . 33
22y 29 -yt
-7 >
4 - 33
33
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AO > GO dan,
3 28 4
3+3+y S 31‘6 y4
3 5 - 4
3 - 4
4
323*3 >y
3 3
. 2
A/B:3 3 _ 729
44 .4 1024

Her kutuda en cok 20 tag olmak koguluyla k tane tag 2012 kutuya nasil dagitilmig olursa olsun, bu kutulardan
bazilarini secip, se¢tigimiz kutulardan istediklerimizden istedigimiz sayida tag atarak, se¢tigimiz kutularda
toplam olarak en az 100 tane ve bu kutularin her birinde esit sayida tag kalmasini saglayabiliyorsak, k en az
kag olabilir?

a) 500 b) 450 c) 420 d) 349 e) 296
Coziim:

Yanit: @

Kaba kuvvet (brute-force) gerektiren bir ¢éziim yapacagiz.
Sectigimiz kutularin sayisi n, atilan taglardan sonra her birinde kalan tas sayisi m olsun.
m < 20 ve n-m > 100 dir.

m = 20 = n>5 , m=19,18,17 = n>6
m=16,15 = n>7 , m=14,13 = n>8
m =12 = n>9 , m=11,10 = n>10
m=9 = n>12 |, m=28 = n>13
m="7 = n>15 , m=6 = n>17
m = = n>20 , m=4 = n>25
m = = n>34 , m=2 = n>50
m=1 = n>100

olmali.

Simdi kutulara miikiin oldugunca, sorudaki kogul saglanmayacak sekilde tag dolduralim:

Ik 5 kutuya 20 ser tane doldurursak, tag sayis: > 100 olacak ve (m,n) ikilisi bulunmus olacak.
Onun ic¢in ilk 4 kutuya 20, 5. kutuya 19 tag koyuyoruz. 20 + 20 + 20 4+ 20 4+ 19 = 99.

6. kutuya 19 ya da 18 ya da 17 tasg koyarsak m > 17 ve n = 6 ikilisi bulunmus olacak. 20+20+204-204+19+16 =
115.

Bu gekilde devam ettirelim:

20+204+204+20+19416+ 14+ 12+ 11 + 9 oldugunda 11. kutuya tekrar 9 tag koyabiliriz. Clinkii m =9
icin n > 12 olmal.

Devaminda 12. kutuya 8, 13. ve 14. kutulara 7 tasg koyabiliriz.

m =7 iken n > 15 ve m = 6 iken n > 17 oldugu i¢in siradaki iki kutuya 6 tag koyuyoruz.
20+20+20+20+19+16+ 144+ 12411 4+94+9+8+7+7+6+6 =204

Benzer sekilde devam edildiginde,

2044+ 54+54+5+4+ - +4+3+ - +34+2+ - +24+1+---+1=2348
3 5 9 16 50

Ik 99 kutuya miimkiin olan en cok tagi dagittik. k& = 348 olan durumda, yukaridaki gibi bir dagitim
yapildiginda soruda istenen kosul saglanmaz.
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Diger taraftan, bundan sonraki 1 tag1 hangi kutuya koyarsak koyalim, istenen sekilde (m, n) sayilar1 bulunmusg
olacak.
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21. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2013
|AC| > |AB| olan bir ABC {iggeninin i¢ teget gemberinin merkezi I ve agirlik merkezi G olmak iizere, IG
3v/5
8

ve BC' dogrular1 birbirine paralel, |BC| = 2, ve Alan(ABC) =

ise |AB| nedir?
9 11 13 15 17
J b) —— i d) =2 il

a) 3 )y 93 )5 93

Coziim:

Yanit:

AM kenarortay, AN aciortay olsun.
IG || BC oldugu igin

AG Al AB AC  AB+AC

Ac _ Al AB_AC_ AB+AC o g ac—y
GM _IN BN CON BNiCON 27A4B+4AC

AB =z ve AC = 4 — x dersek, Heron formiiliinden

3v56
-8 7

15 15 1
3-1-3—z) - (x—1 3— —)=—=—"=
VBTG 1) B-n)e-n=2=2
Sol taraf toplamlar: 2 olan iki saymin carpimi sag taraf da toplamlar: 2 olan iki saymnin ¢arpimi. O halde
9

1 15
x—lzgyadax—lzg.AB<ACOldu§uigina::§.

p, q asal sayilar ve n pozitif bir tam say1 olmak {izere
1,2013 n

D q 5

egitligini saglayan kag (p, ¢, n) tglisti vardir?
a)7 b) 6 c)b d) 4 e)3

Coziim:

Yanit:

2013
(q+2013p) = 24 <1+qp> =2

(i) g # 5 ise 5|np ve ¢|2013p yani g € {3,11,61, p} olacaktir.
np
5=— b __
2013
14+ =2
q

q € {3,11,61} i¢in (1 + @,p) =1 oldugu igin p = 5 olmali.
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(i) p=qicin 5 = %.
2.19-53-5=np = p € 2,5,19,53.
(iii) ¢ =5 i¢in 5+ 2013p =np = 5 = (n — 2013)p = p = 5 ¢oziimil yukarida ele alinmigtu.

p, q degerlerine gore n elde edilecegi igin sorudaki esitligi saglayan (p, ¢) ikilileri (5, 3), (5,11), (5,61), (2,2),
(5,5), (19,19), (53,53) olmak iizere 7 tanedir.

Katsayilar {0, 1,2, 3,4, 5} kiimesine ait olan bir polinomun z — 6 ile boliimiinden kalan 2013 ise x in katsayisi
en az kag olabilir?

a)5h b) 4 c)3 d) 2 e)l
Cozim 1:

Yanit:
P(z) = (z — 6)Q(z) + 2013 = P(6) = 2013 olur.
=% R(x)

P(z) = apa™ + ap—12" " + -+ + as2® +a1z + ao diyelim.

P(6) = 36R(6) + 6a; + ag = 2013 egitligini mod6 da incelersek ag = 6k + 3, sorudaki kisittan dolayr da
ap = 3 cikar.

P(6) = 36R(6) + 6a; + 3 = 2013 = 6a; = 2010 — 36 R(6) > 2010 —55-36 =30 = a; > 5
Cozim 2:

Yanit:
P(z) = (x — 6)Q(z) + 2013 = P(6) = 2013 olur.

P(z) = apa™ + ap_12" ' + -+ 4+ a22® + a12 + ap ifadesinde x = 6 ve katsayilar 6’dan kiiciik oldugu icin
P(6) ile 6 tabaninda bir say1 gosteriliyor.

Bu durumda P(6) = (2013)19 = (13153)¢ oldugu i¢in a; = 5 gikacaktir.

1,2,...,49 sayilar1 7 x 7 bir satrang tahtasinin birim karelerine, ardigik sayilar ortak bir kenar paylasan birim
karelerde yer alacak bicimde yazildiginda bir satirda en fazla kag asal say1 olabilir?

a) 7 b) 6 c)b d) 4 e)3
Coziim:

Yanit:

Satrang tahtasinda siyah bir kareye tek say1 yerlestirirsek, bir sonraki (¢ift) say1, beyaz kareye gelecek. Yani
1 say1s1 hangi renkte karedeyse, diger tiim tek sayilar o renkte karede olmali. Bir satirdaki 7 karenin, 4 i ayni
renktedir. O zaman bir satirda en fazla 4 kareye tek say1 gelebilir. Yani bir satira en fazla 4 tek asal say1
yerlegtirilebilir. 2 ¢ift bir asal oldugu igin, bir satirda en fazla 5 asal say1 olabilir.

Bundan sonras1 5 asal sayinin yer aldigi bir 6rnek bulmak.

312111 12]13] 18 | 19
4 109 |14 17 |20
516 7 | 8 |15] 16 |21
22

—_

377


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3347.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3349.0

21. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2013 geomania.org

[BC] kenarimin uzunlugu 11 olan ABC' {iggeninin bu kenar iistiinde bir D noktas: |BD| = 8 olacak bigimde
alimiyor. C' ve D noktalarindan gegen cember AB dogrusuna bir E noktasinda tegettir. B’den gecen ve DE
dogrusuna dik olan dogru tizerinde bulunan bir P noktas: i¢in |PE| = 7 ise, | DP| kagtir?

a)5 b)4 ¢)3 d)2 ) Higbiri

Cozim:

Cemberde kuvvetten BE? = BD - BC = BE? = 88.

ED1BP oldugu icin BE? — BD? = EP2 — PD? = 88 — 64 =49 — DP? = DP = 5.

5 tabanina gore yaziliminda 3 ve 4 rakamlar1 gegmeyen en kiigiikk 111. pozitif tam say1 nedir?
a) 760 b) 756 c) 755 d) 752 e) 750

Coziim:

Yanit:

5 tabanina gore yaziliminda 3 ve 4 rakamlari gegmeyen en kiigiik 111. pozitif tam say: ile 3 tabanina gore
en kiigiik 111. porzitif tam say1 yazihig bakimindan aymdir. 3 tabanindaki 111. siradaki pozitif tam sayiy1
bulmak i¢in ()3 = 111 denklemini ¢dzeriz. (11010)s = 111 dir. O halde cevabimz (11010)5 = 755 olur.

xt — 823 + 1322 — 242 + 9 = 0 denkleminin gercel koklerinin toplami nedir?
a) 8 b) 7 c)6 d) 5 e)4

Cozim:

Yanit:

2t — 823 + 1322 — 242 + 9 = (2% + az + b)(2? + cx + d) = 0 seklinde olmali.

2t 4+ ax® +  ba?
+ cxd + acx® + bex
+ de?2 + adx + bd
¥ — 83 4+ 1322 — 24x + 9
ve
a+c = =8
b+d+ac = 13
bc+ad = -—-24
bd = 9
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Ugiincij dereceden denklemlerin ¢oziimiinii nasil deneyerek yapiyorsak, bunu da deneyecegiz. bd = 9 da,
b = d = 3 olarak alirsak, a+c = —8 ile bc+ad = —24 iin uyumlu oldugunu goriiriiz. b+ d+ ac = 13’te yerine
yazarsak ac = 7 ve a + ¢ = —8 denklemlerinin ortak ¢oziimiinde a = —1,¢ = —7 nin bir ¢éztim oldugunu
gorebiliriz. O halde sorudaki ifadeyi

ot — 823 41327 —24x+ 9= (22 —2+3)(x®> - Tz +3) =0

seklinde carpanlarina ayirabiliriz.

2?2 — 2+ 3 = 0 1n gergel kokii yoktur. Bu durumda, z* — 823 + 1322 — 242 + 9 = 0 denkleminin gercel kokleri
sadece (22 — 7x + 3) = 0 dan gelecektir. O halde, denklemin gergel kokleri toplami 7 dir.

Koseleri, verilen bir diizgiin yirmigenin koselerinden dérdiinde yer alan kag deltoid vardir?
a) 105 b) 100 c) 95 d) 90 e) 85

Coziim:

Yanit:

Yirmigenimiz A;As ... Ay olsun.

Simetri ekseni A1 Aj;1 olan 9 deltoid vardir. (AsAqg, AsAig,. .., A10A12 diger kogegenler)

Benzer sekilde As Ajo simetri eksenine sahip deltoid sayisi da 9 dur.

Bu durumda Ay Aqq, AsAqa, ..., AjgAsg simetri eksenleri igin 9 - 10 = 90 deltoid vardir.

Peki bu 90 deltoidden ayni olanlar var mi?

Deltoid egkenar dortgen oldugu igin iki simetri ekseni olacaktir. Bu durumlar: ¢ikarmamiz gerekiyor.

A1 AgAq1 A deltoidinin iki simetri ekseni var. Bu deltoid hem A;A;; simetri ekseni i¢in sayildi, hem de
AgAqg simetri ekseni igin sayildi.

Ay — Aq, A3 — Ag, Ay — Ag ve A5 — Ajg nokta giftleri ile baglayan egskenar dortgenlerde de ayni durum soz
konusu. Bu durumda aradigimiz cevap 90 — 5 = 85 tir.

@ ABC figgeninde |AB| = 18, |AC| = 24 ve m(@) = 150° dir. D noktas1 [AB], E noktas1 [AC] ve F
noktasi [BC| kenarlar1 tstiinde olmak {izere, |BD| = 6,|CE| = 8 ve |CF| = 2|BF| dir. ABC {iggeninin
diklik merkezi H noktasinin D, F ve F noktalarina gore simetrikleri sirasiyla, Hy, Hy ve H3 noktalar ise,
H,HyHj; tiggeninin alam nedir?

a) 70 b) 72 c) 84 d) 96 e) 108
Coziim:

1
H merkezli homotetiden dolayi, Hy Hy H3 tiggeni ile DEF iiggeninin benzerlik orani 3 dir.
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1
Yani, [HyHyHs) = 4[DEF] = 2[ADE] = 2 - (2 .12-16 - sin 150° ) = 96.

n den kiiciik ve n ile aralarinda asal olan tam olarak 20 tane pozitif tek tam say1 bulunmasini saglayan kag
n pozitif tam sayis1 vardir?

a)5h b) 4 c)3 d) 2 e) Higbiri
Coziim:

n ¢ift olsun. Bu durumda, n ile aralarinda asal olan tiim sayilar tek olacaktir. O zaman ¢(n) = 20 olacak.
n = 2ap‘111 .. pzk = Sp(n) — 2“711)‘111_1 .. 'pzk_l(pl _ ]_) e (pk — 1) — 22 - 5.

a > 2 saglamagz; ¢linkil tiim p; — 1 sayilan iftir. O halde a =1 veya a =2 .

a = 2 igin, p{* .. 'pzkfl(pl —1)---(pr — 1) = 10. Bu durumda n nin 2 veya daha fazla tek asal ¢arpam
olamaz; ¢iinkii 4 1 10. Bu durumda, p; = 11 ve ‘ n=2%.11=44 ‘ olur.
a =1 icin, p‘l“_l = 'pzkfl(pl —1)---(pr — 1) = 20. Bu durumda n nin 3 veya daha fazla tek asal ¢arpam

olamaz; ¢iinkii 8 1 20.

1 adet tek asal carpan (p) icin, p® '(p —1) =10 =|n =252 = 50

a1—1 a2—1

2 adet tek asal garpan igin, pi*~ " p3>~ (p1 — 1)(p2 — 1) = 20.
(p1 —(p2—1) =4k > 8

=pl e k=5=k=>5a =ay=1.

(P —1)p2—1)=20=[n=2-3-11=66]

n tek olsun. (a,n) = 1 ise, (n — a,n) = 1 olacaktir. a tek ise, n — a ¢ifttir. a ¢ift ise, n — a tektir. Bu
durumda n ile aralarinda asal tek sayilarin sayisi, n ile aralarinda asal ¢ift sayilarin sayisina esittir. O zaman,
w(n) =40 tir.

n nin 2 den daha fazla asal béleni olamaz; glinkii ¢(n) > (3 —1)(5 —1)(7 — 1) = 48 > 40.

alfl

n nin bir asal boleni varsa, p{*~ " (p; — 1) = 40 olacak. p; tek oldugu i¢in, p; = 8k + 1. a3 > 1 sol tarafi 40
tan biiyiik yapar. O halde a; =1 ve p; =

n nin iki asal boleni varsa, pi* = 'p32 ! (p1 — 1)(p2 — 1) = 40. (p1 — 1)(p — 1) = 4k > 8.

= p{ T Ips T Ak = 40 = pP T psr Tk = 10.

k = 2 ise, asal carpanlardan biri 5, 5 in iisst 2 ve diger asal ¢arpanlarin iissti 1 olmall.

5-5-1)(p—1)=40=>p—-1=2=p=3.S |n=3-52="75|

k = 5 olamaz; ¢iinkii p‘fl_lpgrl = 2 olmas1 miimkiin degil.

k=10ise, pi* 'pg* ' =1=a;=az=1.(p1—1)(p2—1)=40=p; =5,po =11 = |n=5-11=55|

Toplamda @ farkli pozitif tam say1 elde edilmis oldu.

ot + yt 4+ 22%y + 22y? + 2 = 2% + 9 + 20 + 2y esitliginin saglayan kag (z,y) gercel say1 ikilisi vardir?
a) 6 b) 5 c)4 d) 3 e) 2
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Coziim:

Yamt:

(@2 +y—1)22 =+ % +1+222% — 2y — 222

(2 +z—1)2=9* + 2% + 1+ 229% — 22 — 2¢°

Taraf tarafa toplarsak

(2 +y—1)2+ @2 +ao—1)2 =t +y* +22%y + 202 +2 — 2% — 2 —22 -2y =0
Bu durumda 22 =1 — y ve y?> = 1 — z olmali.
?—yt=l-y-(1-2)=@-y=>@-ylt+ty-1)=0

x=yise, 22 =1—2 = 22+ x — 1 den iki gercel kok cikacak.

r+y=1liser?=14+2r—-1=x=2%2—2=x(r—1) =0 den de iki gercel kok ¢ikacak.

Bu durumda (z,y) ikililerinin sayis1 4 tiir. Bunlar1 yazalim:

0,001 (252).(455)

100 6grenci, 6gleden once 50 tane ikili grup halinde ve 6gleden sonra da, yine 50 tane ikili grup halinde ders
caligiyorlar. Ogleden onceki ve sonraki gruplar nasil olugturulursa olugturulsun, herhangi ikisi giin boyunca
hig birlikte ¢aligmamig n 6grenci bulunabiliyorsa, n sayisi en ¢ok kag olabilir?

a)42 b)38 ¢)34 d)25 ) Higbiri

Coziim:

Yanit:

Ogrenciler ai,as,- -+ ,a100 olsun.

Ik gruplar (a1, az), (a3, a4), -, (age, a10o) olsun.(Temsili olarak.)

Yine ikinci gruplarda temsili olarak (a1, a100), (a2, agg), -+ , (as0,as1) olsun. Simdi giin boyunca birbiriyle

hi¢ galigmamig 50 tane 6grenci alinabilecegini gosterelim.

Ikinei gruplandirmaya gore ilk ikiliden a;’i alahm.Ikinciden as alimamaz ciinkii ilk bagta calistilar dolayisiyla
agy’u alahm.UQiincﬁden a3’ alalim ve bu sekilde almaya devam edelim her gruptan her zaman bir kisi
alinabilecegi asikar dolayisiyla 50 grupta oldugunu varsayarsak 50 tane birbiriyle hi¢ caligmamig 6grenci
bulunabilir. Ayrica bu soru ¢izgeler yardimiyla da ¢oziiliir.

Cevrel gemberinin merkezi O olan bir ABC ti¢geninin [BC] kenar tistiindeki D ve E noktalar1 D, B ile E

arasinda yer almak iizere, |AD| = |DB| = 6 ve |AE| = |EC| = 8 kosullarim saghyor. ADFE {iggeninin ig
teget cemberinin merkezi I noktasi ve |AI| =5 ise, |[IO| nedir?

a) % b) 5 c) ? d) % e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

AB nin orta dikmesi D den ve O dan, AC nin orta dikmesi de E den ve O dan geger.
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Bu durumda, AB nin orta dikmesi ADFE agisinin dig agiortayi, benzer sekilde AC nin orta dikmesi de AED
agisinin dig agiortayidir. Bu durumda O noktasi, DAFE tiggeninin A ya karsi dig teget gemberinin merkezidir.
Bu durumda A, I, O dogrusaldir.

ZAOD = AAZED =/AFEI = ZIED ve ZDAO = ZIAFE oldugu icin AADO ~ AAIE. Dolayisiyla da
Al AD 5 6 23
—_— = — - = I = —/—
AE = A0 & 5+10 197

n tam sayisin bolen pozitif tam sayilarin sayisi d(n) ile gosterilmek iizere; 64800 sayisinin tiim k pozitif tam
say1 bolenleri igin, d(k) sayilarmin toplami nedir?

a) 1440 b) 1650 c) 1890 d) 2010 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

64800 = 2° - 3* . 52 oldugu icin 0 < a < 5,0 < b < 4, 0 < ¢ < 2 olmak iizere k = 2% - 3° - 5¢ biciminde olmali.
d(k) = (a+1)(b+ 1)(c+ 1) olacaktlr a+1 = x b+1 =y, c+1 = z seklinde degisken degistirirsek d(k) = xyz

ve > d(k) = ZZnyszx Zy zzolacaktlr

rz=1y=1z2= y=1 z=1
6-7 5-
2 2

=
w
o

Bu durumda ) d(k) = =21-15-6 = 1890

l\; ‘

[1,2013] araliginda yer alan n gergel sayisi nasil segilirse segilsin, kenar uzunluklar: birbirinden farkli olup

bu sayilardan bazilarina esit olan bir ¢okgen bulunuyorsa, n en az kag olabilir?
a) 14 b) 13 c) 12 d) 11 e) 10

Cozim:

Yanit: E

x < y < z sayilar verildiginde x + y < z ise bir iiggen olugturamiyoruz.

T <y <z < w sayllar verildiginde x + y + z < w ise bir dortgen olugturamiyoruz. Hem = + y < z hem de
T+ y + 2z < w ise ne tiggen oluguyor, ne de dortgen.

1<1l4+2z<2422x<4+42x <--- <1024 4 1024z sayilarindan a < b < c geklinde ii¢ say1 sectigimizde her
zaman a + b < ¢ oluyor.

Benzer gekilde dort say: sectigimizde a + b + ¢ < d olacaktir.
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(0, 19(;%] araliginda bir = sayisi segildiginde 1, 1+z, 242z, . .., 102441024« sayilar: hicbir gekilde bir gesitkenar

cokgen olugturmayacak.

Yani n = 12 oldugunda cgegitkenar ¢okgenin bulunamadigi n adet say1 secilebiliyor.
n = 13 oldugunda secilen sayilar 1 < z7 < x5 < -+ < x13 < 2013 olsun.

r1+ 22+ -+ ;1 > x; olmasi demek cegitkenar i-gen bulunabilir demek.
Higbir ¢ degeri icin cesitkenar ¢okgen bulunamadigini varsayalim.

1<z <29

Her tarafa x5 ekleyelim:

2<x +2a2 <23

Her tarafa x3 ekleyelim:

4<zi+zo+73< 724

2048 S 1 +2xo+ -+ T12 S 2013 S 2013
oldugu icin celigki elde ettik.

Bu durumda n = 13 oldugunda en az bir ¢ degeri i¢in x1 + o + -+ - + x;—1 > x; dir. Yani gesitkenar ¢-gen
bulunabilir.

16 beyaz ve 4 kirmizi top her biri 5 top alabilen 4 kutuya rastgele dagitiliyor. Her kutuda tam olarak 1
kirmiz1 top olma olasilig1 nedir?

5 1 44 5 3
Coziim:

Yanit: @

20 top 4 kutuya 5’erli (250) . (155) . (150) . (g) = % sekilde dagitilir.

Her kutuya 1 kirmizi top, (‘11) . (?) . (?) . G) = 4! gekilde,

|
geri kalan 16 beyaz top, (146) . (142) . (i) . (i) = % sekilde dagitilir.

16!.4!

54
Diizenlersek, % = —5pv olur.
e ()

Kenar uzunlugu 10 olan bir ABC eskenar ii¢geninin i¢ bolgesindeki bir P noktast igin |PA|*+|PB|?+|PC|? =

128 ise, kenar uzunluklar |PA|, |PB|,|PC| olan bir ii¢genin alani nedir?

a)6v3 b)7V3 ¢)8/3 d)9V3 e) 10V3

Cozim 1:

Yanit:

Ucgenin disarisinda AC’AC = APAB olacak sekilde €’ noktas: alalim. Z/PAB = /C'AC = /PAC" = 60°
olacaktir. Bu durumda, APAC" {i¢geni egkenar olur. APC’C ii¢geninin kenarlar1 PC' = PA, C'C = PB,
PC dir. Bu durumda bize sorulan APC’C' iiggeninin alanidir.
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LI

Benzer sekilde, AB’BC =2 APAC olacak sekilde iiggenin diginda B’ noktasi,
AA'AB =2 APCB olacak sekilde tiggenin diginda A’ noktasi alalim.

S =[PAA'] = [PCC'] = [PBB’] diyelim.

[AA'BB'CC'| = [ABC] + [A’AB] + [B'BC| + [C'CA] = 2[ABC(] dir.
[AA'BB'CC'| = [BA’P] + [CB'P] 4+ [AC'P] + 3S dir.

2 2 2 102
m\/§+y\/§+2\/§+35:2' 02V/3

1 1 1 7 = (" +y? + 22)V3 + 125 = 200V/3 = 125 = 72V/3 = S = 6V/3

Coziim 2:

(Hasan TUNQ)
P nin BC', AC, AB kenarlarima gore simetrikleri sirasiyla, P4, Pg, Po olsun.

A(;lk §ekilde, AP = APB = APC, BP = BPA = ch, CP = CPA = OPB ve chAPB = ZPAOPB =
/PABPq = 120°.

APgAP¢ bir 30° —30° —120° iicgenidir. Dolayisiyla Pz Po = APgy/3 = AP+/3 tiir. Benzer sekilde Py Po =
BP\/3 ve P4Pg = CP+/3 tiir. Bu durumda soruda sorulan uggenle AP PpPc liggeni benzer, tiggenlerin

. 1 .
benzerlik oranm1 —, alanlar1 orani 3 tir.

V3
[APRCPABPc] =2 - [ABC] = 50V/3 ve
[APBC'PAch] = [PAPch] + [APB.Pc] + [BPAP(;] + [CPAPB}

1 1 1
[APpCPABPc| = [PaPpPc] + 3 AP?. V3 +~-BP?. V3 +--CP?. ?

2 2 2 2
V3 2 2 2
50v/3 = [PaPpPc] + - (AP? 4+ BP? + CP?)

50v/3 = [PaPpPc] + 32V/3 = [P4aPgPc] = 18V3
AP, PgP¢ ile sorulan iicgenin alanlar1 oran1 3 olacagi icin cevap 18v/3/3 = 6v/3 tiir.
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2013 2013 2013 2013
2013 20132 .+ 4920131006
(1)+ (3)+ (5>+ + 2013

toplaminin 41 ile béliimiinden kalan kactir?
a) 20 b) 14 c) 7 d) 1 e) Higbiri

Cozim:

Sorudaki toplama A diyelim.

2+ 1)2013 +(2- 1)2013 - 9. (20013) 92013 4 9. (20213) 92011 .4 9. @8};) .91

= (Gora) - 417+ Goay) - 4100 o4 (1) - 41
= 4A (mod 41)

4A=320183 1 1= (3458 .34+1=(-1)-3+1=-2=80 (mod 41)
= A =20 (mod 41).

x bir gercel say1 olmak tizere

\/x274x+7—2\/§+\/x2—8x+27—6\5

ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger nedir?
a)2 b)3v2 ¢)1+v2 d)2v2 e) Higbiri

Coziim 1:

Yanit: @

22 —dr+T7-2V2=2% —4r +4+3-2v2= (2 -2+ (V2 -1)2

22— 8 +27—-6v2 =22 -8z + 16+ 11 —6v2 = (z — 4)%2 + (3 — v/2)? oldugu icin

Va2 — 4z +7—2V2+ Va2 — 8z + 27— 62 = \/(x—2)2+(\/§—1)2+\/(x—4)2+(3—ﬁ)2
Aslinda bu klasik bir geometri problemi.

Koordinat diizleminde P(2,v/2 — 1) ve Q(4,3 — v/2) noktalar1 aliniyor. z-ekseni iizerinde |PX| + |QX]|
toplaminm en kiigiik yapan X (z,0) noktasini bulunuz.

Nasil ¢oziiyoruz?

P nin 2-eksenine gore simetrigi P'(2,1 — v/2) olsun. P’X = PX oldugu i¢in PX 4+ QX i minimum yapan X
noktast P’X + QX i de minimum yapacak. P'X + QX ifadesi P/, X, @ dogrusal oldugunda minimum olur.
O halde min(PX + QX) = P'Q = /(4 -2) + (3 - V2 (1 - v2))> = VB = 2/2.
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Cozim 2:

Yanit: @

Minkowski Esitsizligi'ni kullanacagiz. Coztimiin anlagilabilirligi igin esitsizlikten bahsedelim. a;; pozitif reel-
ler, r > s ise sifir olmayan reel sayilar olmak tizere

m n s/r s n m /s Hr
S(za) ) =22
Jj=1 \i=1 i=1 \j=1

oldugunu belirtir. Bu ¢6ziimde kullanacagimiz hali ise s =1, r =2, m =2 ve n = 2 yani

\/a% +a3 + \/b% +b3 > \/(a1 +b1)° + (ag + by)?

Buna gore sorudaki ifade g6yle yazilabilir

V=22 + (V2124 /(-2 + (3 - Vap

Minkowski
=
S Yo -2+ 4- 0 (VI-143-V22 =2v2

elde edilir. Esitlik durumu z = v/2 + 1 icin saglanir.

Agirliklar 1,2, ...,2013 gram olan 2013 tagin her birinin iistiine 1,2, ...,2013 sayilarindan biri, her say1 tam
olarak bir kez kulanilarak yaziliyor. Sayilar nasil yazilirsa yazilsin, tiim taslarin iistiinde kendi agirliklarinin
yazilip yazilmadigi, sol kefesindeki agirliktan sag kefesindeki agirhigin ¢ikarilmasimin sonucunu gosteren iki
kefeli bir tarti k& kez kullanilarak kontrol edilebiliyorsa, k en az kag olabilir?

a) 15 b) 12 c) 10 d) 7 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: @

Taglara 2187 — 2013 = 174 tane sifir agirhkl tas ekleyerek tag sayisii 37 = 2187 olarak alalim. Taslar1 her
biri 729 tagtan olusan en hafif, orta ve en agir gruba boélelim, hafif grubu sol kefeye, agir grubu sag kefeye
yerlegtirelim. Tart1 yanlhg bir agirlik oldugunu kanitlamiyorsa, bu ii¢ grubu ayni kuralla ficer gruba ayiralim
ve en hafif {i¢ grubu sol kefeye, en agir ii¢ grubu ise sag kefeye yerlestirelim. Tart1 yanhs bir agirlik oldugunu
kanitlamiyorsa, benzer sekilde devam edelim. Yedinci tart: sonucunda 2187 tane birer elemanli grup elde
edecegiz. Simdi 7 den daha az tartiyla yapilamayacagini gosterelim. Her tarti icin ii¢ grup tanimlaniyor.
Bu gruplarm birinde ilk tarti sonucunda bir grupta en az 2013/3 = 671, ikinci tart1 sonucunda en az 224,
iigiincii tart1 sonucunda en az 75, dordiincii tarti sonucunda en az 25, beginci tart1 sonucunda en az 9, altinci
tart1 sonucunda en az 3 eleman olacak. Bu 3 tagin {istline yazilmig sayilarin dogru olup olmadigi kontrol
edilmemis olacaktur.

Kaynak: Tiibitak Ulusal Matematik Olimpiyat1 Soru ve Coziimleri

~

m(C) = 90° olan bir ABC dik tiggeninin [AB] kenar iistiindeki D ve E noktalar |[AD| = |AC| ve |BE| =
| BC| kosullarin sagliyor. AEC ve BDC ftiggenlerinin ¢evrel gemberlerinin ikinci kez kesigtigi F' noktas: igin
|CF| =2 ise, |ED| nedir?

a)v2 b)l1++v2 ¢)2 d)2v2 e) Hicbiri

386


https://artofproblemsolving.com/wiki/index.php/Minkowski_Inequality
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3365.0
https://www.tubitak.gov.tr/tr/olimpiyatlar/ulusal-bilim-olimpiyatlari/icerik-matematik-0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3366.0

21. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2013 geomania.org

Coziim:

Yanit: @

ABC ficgeninin i¢ merkezi I olsun.

/A

/BFC = /BDC =90° + - oldugu icin I noktasi, BDC' yay1 iizerindedir.
/B

/CFA=/CFEA=90°+ - oldugu igin I noktasi, AEC yay {izerindedir.

ZA /B ZC
/BFA = 360°— (90O + 53 +90° + 2) =135° = 90°—|—7 oldugu i¢in I noktasi, BF' A yay1 lizerindedir.

Bu {i¢ yaym bir tek kesigsim noktasi var. O da F. Demek ki, I = F. Bu durumda BF agiortay oldugu igin
DF = FC =2, AF agortay oldugu i¢in FE = F'C = 2.

CF aciortay oldugu icin, ZBCF = /FDE = 45°. DFE ikizkenar dik iicgeninde, DE = 2+/2 dir.

n* +2n3 — 20n? + 2n — 21 sayis1, 0 < n < 2013 kosulunu saglayan kac n tam sayisi icin, 2013 ile boliiniir?
a) 6 b) 8 c) 12 d) 16 e) Higbiri

Coziim:

(n?+1)(n*+2n—21)= (n?>+1)((n+1)> —22) =0 (mod 3-11-61)
mod3 i¢in, n =0, 1.

mod11 igin,

n? = —1 (mod 11) denkliginin ¢oziimii yok.
(n+1)2—-22=0 (mod 11) = n = 10.
mod61 igin,

n?=-1=122-1=121 (mod 61) = n = +11 (mod 61).
(n+1)2-22=0=122 (mod 61) = (n + 1)? = 144 (mod 61)
=n+1==+12 (mod 61) = n =11,-13 (mod 61).

Ikisini birlegtirirsek, n = 11,—11,—13 (mod 61

~—

Cinlilerin kalan teoremine gore

z = a (mod3)
z = b (mod 11)
z = ¢ (mod 61)

denkliginin mod2013 te tam olarak bir ¢oziimii olacagi icin, n* + 2n3 — 20n? + 2n — 21 = 0 (mod 2013)
denkliginin ¢6ziim sayis1 2-1-3 = 6 dur.
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f ve g fonksiyonlar: tiim x # 1 gergel sayilar: icin,
fRr+1)+gB3-2) =

F(Bx+5)/(x+1)+29(2z+1)/(z+1)) =x/(x+ 1)

kogullarim sagliyorsa, f(2013) nedir?

4021 6037 4029
a) 1007 b) = ) == d) —— ) 3016

Coziim:

Ikinci denklemde
Bz +5)/(x+1) =2 +1

ve

2z+1)/(x+1) =3—x
olmasi i¢in x yerine (—x + 2)/(z — 1) yazilirsa;
f2zx+1)+29(3—x) =—x+ 2 olur.
fz+ 1)+ ¢g(3 — z) = z oldugundan;
fx+1) =3z -2
£(2013) = 3016

Agirhilar 1,2, ..., 77 gram olan 77 tag agirliklar1 birbirinden farkh olan & gruba kendinden daha hafif gruptan
daha az tag igerecek bigimde dagitilabiliyorsa, k sayisi {9, 10,11, 12} degerlerinden kagim alabilir?

a) 4 b) 3 c) 2 d)1 e) Higbiri
Coziim:

Toplam agirthk T'=1+2+ -+ 77 =77 - 39 = 3003.
T
En agir grubun agirhigi en az Wy, = [k—‘ .
Wi
ek
Hafif grup kendinden agir gruptan daha fazla tas igereceginden, toplam tag sayisi en az Ng+ (N +1)+-- -+

k-1
(N +k—1)=k-(Ny+ T) < 77 olacaktir.

En agir gruptaki tag sayis1 en az N = {

Nj, > 1 oldugu i¢in £ = 12 nin N y1 hesaplamadan son esitsizligi saglamadig goriiliir.
k =10,11; Ny > 4, dolaysiyla 10 - (4 + %) > 77 oldugu i¢in saglamaz.

k=9 igin; Wi, > 334 ve N, > 5.9 (5+4) > 77 oldugu i¢in k = 9 da saglamaz.

O halde cevap, hicbiri.

|AB| = |AC| olan bir ABC ii¢geninde D noktasi [AB] kenar tistiinde yer almak iizere, [C' D] ig agiortay ve

m(ABC) = 40° dir. [AB] kenarinin uzantisi istiinde ve B den sonra yer alan bir F' noktasi i¢in, |BC| = |AF|
dir. [CF] nin orta noktasi E olmak {izere, ED ve AC dogrularmin kesigim noktasi G ise, m(F'BG) nedir?

a) 150°  b) 135°  ¢) 120°  d) 105°  e) Higbiri

388


https://geomania.org/forum/index.php?topic=3368.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3369.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=3370.0

21. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2013 geomania.org

Coziim:

Yanit:

(ADC) ¢gemberi BC yi H de kessin. ZDHC = 80° olacaktir. AD = DH ve HC = DC.
/DBH = 40° oldugu i¢cin BH = DH = AD.

AF =BC =HC+ BH =AD+ DF = DF = DC olur. ZBDC = 120° = ZDCFE = 30°.

FDC ikizkenar tiggeninde DFE kenarortay oldugu igin ayni zamanda yiiksekliktir. Bu durumda GEC dik
iiggeninde ZEGC = 40° = ZDBC olur. Aym1 zamanda /DCB = ZDCG = 20° oldugu i¢in BC' = GC dir.
ZGBC =170° = ZGBD = 30° = ZGBF = 150°.

n pozitif bir tam say1 olmak iizere, n® + 2 ve (n + 1)3 + 2 sayilarmin her ikisini de bélen asal sayilarm sayist
en ¢ok kag olabilir?

a) 3 b) 2 c)1 d) 0 e) Higbiri
Coziim:
x,y tam sayilar olmak {izere; p | aAp | b= p|ax + by.

pln®+2Ap|[n*+3n* +3n+3=p| (P*+3n°+3n+3)— (n®* +2)=3n" +3n+1 (1)
p|lnBn?+3n+1)-3(n*+2)=3n>+n—-6 (2)
p|l(Bn*+3n+1)—(Bn?>+n—6)=2n+7 (3)
p|3n(2n+7)—2(3n* +3n+1) = 15n — 2 (4)

p| 15(2n +7) — 2(15n — 2) = 109 (5)

109 asal oldugu igin p | 109 seklinde tek bir asal say1 vardir. O da p = 109.

(a,b) ikilisinin (1,2), (3,5),(5,7), (7,11) degerlerinden kaci icin P(z) = ® + az* + ba® + ba® + ax + 1

polinomunun tam olarak bir gercel kokii vardir?
a)4 b) 3 c) 2 d)1 e)0
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Coziim 1:

Piz)=(x+1)(@*+(a-1)2>+(b—a+1)2?+ (a— Dz +1) = (z+ 1)Q(x)

(a,b) = (1,2) i¢in Q(x) = 2* + 222 + 1 = (22 + 1)? in kokii yoktur.

(a,b) = (3,5) icin Q(z) = z* + 223 4+ 322 + 22 + 1 = 22(x + 1) + 2% + (z + 1)? her zaman pozitiftir.

(a,b) = (5,7) i¢in Q(z) = 2* +42% + 322 + 42+ 1, Q(0) = 1 ve Q(—1) = —3 oldugu icin (—1,0) araliginda
en az bir z degeri i¢in Q(z) = 0 dir. O halde bu (a,b) ¢ifti igin P(z) in birden fazla gergel kokii vardir.
(a,b) = (7,11) i¢in Q(z) = 2* + 623 + 522 + 62+ 1, Q(0) = 1 ve Q(—1) = —5 oldugu igin (—1,0) araliginda
en az bir z degeri i¢in Q(x) = 0 dir. O halde bu (a,b) ¢ifti igin de P(x) in birden fazla gercel kokii vardar.
O halde, sadece (1,2) ve (3,5) ciftleri igin P(z) in tek gercel kokii vardir.

Coziim 2:

Px) = (@+)@*+(@-1)2*+(b-—a+ 2%+ (a—1)z+1)
= (@+1)((z?*+ 1)+ (a—Da(@*+ 1)+ (b—a—1)2?)

x2;— 1 =t dersek

P(z) = (z + 1)2(t> + (a — 1)t + b — a — 1) olacaktir. Son carpani ¢ ye gére ¢ozdiigiimiizde

A=(a—1)2—4b-a—-1)=(a+1)>—40b-1)<0 (Test 1)
ise P(x) polinomunun z = —1 den bagka kokii yok demektir.
= 1-as \/(a 21)2 i k) gikacaktir. Sonra buldugumuz ¢ degerini yerine yazarsak
x2+1=tx:>x2—tx+1:0:>x:#
elde ederiz.
t? <4 (Test 2)

durumu P(z) i tek koklii yapacaktir.

Ayrica t 1i denklemden x = —1 gikmasi da P(x) i tek kokli yapacaktir. —1 = t £Vt2 —4 = -2 —t =
+Vt? —4 =t =—2igin de P(x) in tek bir gercel kokii olacaktir. Bu denklemi ¢bzersek

_1-ax/(a ab-1 _

=a-5=+(a+1)2—-4(b—-1)=>b=3a—5
elde ederiz. Yani
3a—b=5 (Test 3)
ise de P(x) in tek gergel kokii vardir.

Diizenlersek; Test 1 i saglayan ikililer i¢in P(x) in tek gercel kokii vardir. Test 1 i saglamayan bir ikili Test 2
yi sagliyorsa yine P(z) in tek gercel kokii vardir. Test 1 ve Test 2 yi saglamiyor; ama Test 3 sagliyorsa yine
P(z) in tek gercel kokii olacaktir.

(a,b) = (1,2) ikilisi i¢in (1 + 1)2 — 4(2 — 1) = 0 olacagindan Test 1 saglanmadi. Bu ikili igin ¢t = 0 ¢ikacag
icin #2 = 0% < 4 oldugundan Test 2 i saglandi. O halde, bu ikili icin P(z) in tek gercel kokii vardir.

(a,b) = (3,5) ikilisi i¢in (3 +1)? —4(5 — 1) = 0 olacagidan Test 1 saglanmadi. Bu ikili igin ¢t = —1 ¢ikacag
i¢in 2 = (—1)? < 4 oldugundan Test 2 i saglandi. O halde, bu ikili igin P(z) in tek gercel kokii vardir.
(a,b) = (5,7) ikilisi igin (5 4+ 1)2 — 4(7 — 1) = 12 olacagindan Test 1 saglanmadi. Bu ikili icin t = —2 + /3
cikacagl icin ve t = —2 — /3 igin t? = (-2 — \/5)2 = 74 43 > 4 oldugundan Test 2 de saglanmadi.
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3-5—17= 845 oldugu icin Test 3 de saglanmadi. O halde, bu ikili i¢gin P(z) in birden fazla farklh gergel
kokii var.

(a,b) = (7,11) ikilisi icin (7 +1)2 — 4(11 — 1) = 24 olacagindan Test 1 saglanmadi. Bu ikili i¢in ¢t = —6 + /6
cikacag icin ve t = —2 — /6 icin t? = (—6 — v/6)? > 4 oldugundan Test 2 de saglanmadi. 3-7—11=10#5
oldugu i¢in Test 3 de saglanmadi. O halde, bu ikili igin P(z) in birden fazla farklh gergel kokii var.

Baglangigta tahtaya bir (m,n) pozitif tam say1 ikilisi yazilmigtir. Ayse ve Burak sirayla hamle yapiyorlar
ve sirasi gelen oyuncu sayilardan birini secip silerek, yerine bu sayimmin yarisindan kiiciik olmayan bir tam
say1 yaziyor. Hamle yapamayan oyunu kaybediyor. Oyuna her sefer Ayse baglamak iizere, oyun (m,n) =
(7,79),(17,71),(10,101), (21, 251), (50, 405) igin birer kez oynamirsa, Ayse bunlardan kagi kazanmay: ga-
rantileyebilir?

a) 4 b) 3 c) 2 d)1 e)Higbiri
Coziim 1:

Ayse hangi say1y1 yazarsa yazsin, Burak da o sayiy1 eski haline gevirirse; oyunun bitmemesini saglar. Boylelikle
Ayse oyunu kazanmay1 garantileyememis olur. Bu durumda yanit olur.

NOT:

Bu soruda bir sorun olugmus; yoksa o kadar da kolay bir soru degilmis. Duyduguma gore, sayiy1 biiyiitmemek
konusunda kisitlama getirilmesi unutulmus.

Cozim 2:

Alternatif versiyon, yani (m,n) — (m,x) doniisimi i¢in {5—‘ < x < n 6n kosulunun var olmasi durumu,

i¢in ¢6ziim yapalim.

n—1
Donitigtim esitsizligini <z <n= (m,n) = (m,z) seklinde yazalim.

Ayse, herhangi bir agamada (n,n) yazmayr bagarirsa, Burak'mn (n,z) hamlesinden sonra (z,z) yazabi-
leceginden bu durumu (1,1) yazincaya kadar devam ettirebilir. (1, 1) ¢iftini Ayse yazdig1 i¢in, Burak hamle
yapamaz duruma gelir ve Ayse oyunu kazanir.

iddia: Ayse, herhangi bir asamada, k = 0,1,... igin (n,2¥(n+ 1) — 1) yazmay1 bagarirsa, sonlu sayida adim
sonunda say1 ¢iftini (z,x) seklinde bir ¢ifte cevirmeyi bagarabilir.
ispat:

(2Fn+1)—-1)—1

Burak 2¥(n+1) — 1 — x doniisiimii yaparsa, 5 =21n4+1)—1 <z <2(n+1)—1, yani
r=2F1(n+1),25"Y(n+1)+1,...,2%(n + 1) — 2 olacaktir. Bir sonraki hamlede Ayse z — 2~ 1(n+1) —1
dontigiimii yapabilecektir. Burak, bu sekildeki doniigiimlerde 1srarci olursa, Ayse bu sekilde k£ = 0’a kadar
gelir.

Burak n — x doniisiimii yaparsa, Ayse 2¥(n-+1)—1 — 2¥(z+41)—1 déniisiimii yapacaktir (Bu durumun legal
oldugunu birazdan gosterecegiz.). Burak bu degisiklikte 1srarci olursa bir noktada z — 1 déniigimii yapmak
zorunda olacak. O noktadan sonra, k sayisini bir azaltacak hamle siras1 hep Ayse’de olacak. k = 0 durumunda,
Ayse tahtaya (1,1) yazmig olacak ve oyunu kazanacak.

S6z verdigimiz gibi, Aysenin 2¥(n + 1) — 1 — 2F(z + 1) — 1 déniisiimiiniin legal oldugunu gosterelim.

Gostermemiz gereken,
(2F(n+1)-1) -1

<2@4+1)—1<2"n+1) -1

oldugu.
x < n oldugu i¢in sag taraf ¢ok agik.

-1
2P ln4+1)-1<2*@+)-1en+1<2@+1) & nT < z oldugu i¢in sol taraf da dogru. B
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Sorudaki (m,n) ikililerinden (17,71), (17,22 - (17 + 1) — 1) formunda oldugu igin, Burak tahtaya (z,z)
sayisini yazmay1 garantileyebilecek. O halde, Ayse oyunu kaybedecek. Diger ikililer i¢in boyle bir durum s6z
konusu degil. Yani tahtaya ilk olarak Ayse (n,2%(n+1) — 1) formunda bir say1 yazabilecek, boylelikle oyunu
kazanmay1 garantileyebilecek. Ornegin, Ayse (7,79) — (7,23(7 + 1) — 1) = (7,63) yazdiktan sonra oyunu
kazanacak forma girmis olacak.

Sonug olarak, sorunun bu hali i¢in, dogru yanit, .

|AB| = 5,|BC| = 6 ve |AC| = 7 olan bir ABC ii¢geninin g¢evrel ¢emberinin merkezi O nun BC, AC ve
AB dogrularina gore simetrigi sirasiyla, Ay, B; ve Cy noktalar1 olsun. A; B1C1 ii¢geninin ¢evrel gemberinin
merkezinin A noktasina uzakligi nedir?

a)6  b) V29 c)% d)f—\% e)\/?

Coziim:

Yanit:

E D
BC nin orta noktast D, AC nin orta noktasi F olsun. 0 0

EB, DA,
Benzer sekilde A;Cy = AC ve B1Cy = BC olur. Bu durumda A; B;C4 {i¢geni ile ABC tiggeni egtir. O zaman
bu iki tiggenin gevrel yarigaplar: da egittir.

=1 oldugu i¢in A1B; =2-ED = AB.

A; B1C {iggeninin gevrel merkezi O; olsun. ZC1A101 = LCAO ve AC || A1C oldugu i¢in A; 04 || AO dur.
Ayrica, A;O1 = AO oldugu i¢in AOA;0O; bir paralelkenardir. Bu durumda, AO; = OA; olur.

Zl])-ifZ\/U(u—a)(u—b)(u—c):»54(;7=\/9-4-3-2:R:002£§6
2
DC = 3 oldugu icin Pisagordan OD? = £—9: 361 = 0D = 19 = 0A; = AO; = 19

96 96 46 2V6

2013 den kiiciik ka¢ n pozitif tam sayisi icin, n yi bolen en kiiciik asal say1 p olmak iizere, p? + p + 1 say1s1
n yi boler?

a) 212 b) 206 c) 191 d) 185 e) 173
Coziim:

Yanit:

1324+ 13+ 1 =183 ve 13- 183 > 2013 oldugu icin deneyecegimiz asal sayilar 13 ten kiiciik olmali.
p=111igin, 1124+ 114+ 1 =133 = 7- 19 oldugu i¢in p en kiigiik asal ¢arpan degildir.
p="7igin, 724+ 741 =57 =3 - 19 oldugu icin p en kiigiik asal ¢arpan degildir.
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Bu durumda sadece 2, 3 ve 5 i deneyecegiz.

|z] ile x pozitif sayismin tam kismin gésterelim.

p=2igin, 22+ 2+ 1 =7 oldugu i¢in 2 7|n < 2013 olmal. |2%13 | =143 adet béyle say1 var.

p = 3 i¢in, 32+ 3 + 1 = 13 oldugu i¢in 39|n < 2013 olmali; fakat 78|n < 2013 olmamali. Aksi takdirde, en
kiigiik asal bélen 2 olur. Bu sekilde | 2332 | — [ 2203 | = 51 — 25 = 26 say1 var.

p=5i¢in, 524+ 5+ 1 = 31 oldugu igin 155|n < 2013 olmali; fakat 2 veya 3, n’yi bélmemeli.
Icerme-Disarmadan [233 | — 2018 | | 2013 1) 2003 | — 19 _ 6 — 4 + 2 = 4 say1 elde edilir.

Toplamda 143 + 26 + 4 = 173 say1 vardir.

Gergel sayilardan olusan (a,)5%; dizisi her n > 3 igin,
an =(n—1a1 + (n—2)as + ... + 242 + ap—1

esitligini saglamaktadir. asg11 = 2011 ve agg12 = 2012 ise, agg13 nedir?
a) 6025 b) 5555 c) 4025 d) 3456 e) 2013

Coziim:

Yanit:
az013 = 2012a; + 2011az + -+ - + 3azo10 + 2a2011 + a2012
aso12 = 2011la; + 2010as + - - - 4+ 2a92910 + a2011
aso11 = 2010aq + 2009as + - - - + aso10

ay +as + -+ + ag1o + az11 =1
a1 +az + -+ ag11 + a2012
= a1+ a2+ -+ a11 ta20712 + a2012

a2012 — A2011
42013 — A2012
a2013

=1
asois = 142012+ 2012 = 4025

Yalnizca 1, 2, 3 rakamlar1 kullanilarak, ilk ve son basamaklarinda ayni rakam yer alan ve herhangi ardisik iki
basamaginda ayni rakam yer almayan kag farkli 10 basamakl pozitif tam say1 yazilabilir?

a) 768 b) 642 c) 564 d) 510 e) 456
Coziim 1:

Yanit: @

Ardisik basamaklar: farkli olup 1 ile baglayip 1 ile biten n basamakl sayilarin sayisin a,, ile gosterelim. Agik
sekilde a3 = 2 ve sorumuzun cevabi 3a;g.

1 ile baglayan; ama son basamagina bir kisitlama getirilmemis sayilarin sayisi: 2771,

Bu durumda 1 ile baglayip 1 ile bitmeyen séz konusu n basamakl sayilarin sayis1 2"~ ! — a,, olacaktir.
Bu sayinin sonuna 1 koyarsak, n + 1 basamakli 1 ile baglayip 1 ile biten say1 elde edecegiz.

O halde a,, 11 = 2" — a,.

Acik sekilde, ay =22 -2, a5 =23 —a; =22 —22 +2ve ag =24 — 23 + 22 — 2.

O halde ajg = 2% — 27 +26 — 25 4 24 23 4 22 21,

a10
2

3
:27—26+25—24+23—22+21—1ileawutoplarsak%:28—1:>3a10:29—2:510.
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Cozim 2:

Yanit: @

Daha once surada daire diliminin boyanmasi problemini ¢ézerek n > 4 i¢in api1 +a, = k- (k — 1)"~1
indirgeme bagintisin ve a,, = (k — 1)(—1)" + (k — 1)™ agik bigimini elde etmigtik.

Yukaridaki problemde de 1,2, 3 rakamlarim kullanarak istenen Gzellikte yazilabilecek n basamakli sayilarin
sayisim b, ile gosterelim. Bizden istenen biy degeridir. Ilk basamak ile n-inci basamak aynmi olmasi is-
tendiginden, ilk basamak belirlendiginde n-inci basamak da belirlenmis oluyor. Bu sebeple ilk n — 1 ba-
samakla ilgilenmeliyiz. Daire dilimi boyama problemi ile ikigki kurarsak, 1,2, 3 rakamlar1 ile n — 1 basamakli
sayl yazma problemi k£ = 3 renk ile n — 1 daire dilimini boyama ile 6zdestir. Bu sebeple n — 1 basamagin
belirlenme sayisi b,, = a,,—1 dir. O halde problemimizin ¢6ziimii ag olacaktir. k = 3 iken

ap =2 (—1)"+2"

olup ag =2 - (—1)? +29 = =2 + 512 = 510 bulunur.

Not:

Ayrica daha fazla uygulama problemiyle ilgilenenler i¢in burada video olarak sunlari sundum:
1. apy1 +a, =k - (k—1)""1 bagintismm ispat

2. 2019 JEE (Joint Entrance Exam) isimli sinava ait bir problemin ¢éziimii

3. 2013 Tibitak Lise 1. Agsama 32. sorunun ¢ozimii

4. Cetin ceviz bir kombinatorik problemin ¢6ziimii

Bir ABC iiggeninde [BC| kenar istiinde |BD| = 4 ve | DC| = 3 olacak bigimde yer alan D noktasi igin, |AD)|
i¢ aglortaydir. [AB] kenar iistiinde yer alan ve m(ﬁ\D) = m(@) kogulunu saglayan A dan farkli bir F
noktasi igin, [AE] dogru parcasinmin orta dikmesi ile BC' dogrusu M noktasinda kesigiyorsa, |C M| nedir?

a) 12 b) 9 c) 7 d) 5 e) Higbiri
Coziim 1:

Yanit: E

XB 4 EB AB DB

4
= — noktalarinin geometrik yeri, — oldugu i¢in D, E, A noktalarindan gecen

EC ~ AC _DC 3
gemberdir (Apolonyus ¢emberi). AF nin orta dikmesi, BC' yi bu ¢emberin merkezinde kesecektir. Bu ge-

ometrik yeri fark etmek, zaten soruyu ¢ozmek demek.

“eoF

Yine de Apolonyus’a ¢ok takilmadan bir ¢oziim yapalim.

/BEC nin dig agiortay ile BC' dogrusu G de kesissin. Dig agiortay teoreminden
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EC CG 3 CG 3
=== =2 =21
v 1 ¢¢

EB  BC 4

/BAC nin dig agiortay ile BC dogrusu H de kesigsin. Dig agiortay teoreminden

AC CH 3 CH 3
AB BH 1 7icm 1 ¢H=2

olacag icin G = H dir.
I¢ aqiortay ile dig agiortay arasmda kalan ag1 90° olacag icin, ZDEG = ZDAG = 90°.

Bu durumda, DG capli gember E ve A noktasindan geger. AF nin orta dikmesi, BC' yi gemberin merkezinde
keser. Yani DM = MG.

CG=21=DG=24=DM =12=MC =9

Coziim 2:

AEC iggeninde D noktasi dig gember merkezi oldugundan C'D, EC'G agisinin agiortayi olur. AEM tiggeninin
simetri ekseni M ¢izilirse IM,CIK agisinin agiortayr olur. Buna gore M’de ECT iiggeninin dig cember
merkezidir ve dolayisiyla EM, CEI nin agiortay: olur.

Bu agamadan sonra bulunanlar ile farkl yollardan ¢éziime ulagabiliriz. |[CM| = = diyelim

1. Acilar incelendiginde goriiliiyor ki ZEBC = ZCEM dir. Yani ECM {i¢geni ile BEM {i¢geni benzerdir.
3

Bu ticgenlerin benzerlik orani B 1 diir.Bu oran1 uygulayarak z = 9 bulunabilir.

veya |M E| = |M D| oldugu gériiliirse, |[M E| = x+3 yazip EBM ii¢geninde (z+3)? = z-(x+7) denkleminden
x =9 bulunur.

2. Aglar incelendiginde Z/CEM = ZCAM oldugundan A, E,C, M c¢emberseldir.B noktasimin bu ¢embere
gore kuvvetini yazarsak

7.(7+z) = |BE|-|BA| dir.

EBC figgenin de |BE| = 4a,|CE| = 3a ve ABC ii¢genin de |[AB| = 4b,|AC| = 3b alip dis aglortay teoremi
uygularsak

7?=4a-4—-3a-3b=T-a-b=a-b="7ve |BE|-|BA| =16ab=16-7

O halde, 7-(T+2) =16 - 7=z =9

al + b3 = 18 + ¢ esitligini saglayan kac (a, b, c) pozitif tam say1 igliisii vardir?
a) 4 b) 3 c) 2 d) 1 e)0

Coziim:

Yanit: @

Denklemi mod7 de inceleyelim. mod7 de sayilarin kiipleri —1,0, veya 1’ e denk oldugundan 18 + ¢3 — b®
degeri mod7 de 2, 3, 4, 5, 6 olabilir. a > 7 i¢in a! degeri mod7 de 0’a esit oldugundan a < 7 igin ¢6zim
arayalim. a yerine 2, 3, 4, 5, 6 degerlerini koyarsak denklemi sadece a = 6 saglar. Bu durumda b =3 vec=9
olur. Yani denklemi sadece (6,3,9) tcliusi saglar.

Kaynak:
AoPS
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21 kere

——f
f(z) = z+ 14 |/x] olmak tzere f(f(...f(n))) = 2013 olmasim saglayan en kiigiik n pozitif tam sayisi
nedir? (Burada |a] ile, a gergel sayisindan biiyiik olmayan en biiyiik tam say1 gosterilmektedir. )

a) 1214  b) 1202 ¢) 1186  d) 1178 ) Higbiri

Coziim:
Yamt: [ D]
Iddia 1:
V@] # [VIT@| = [VIT@)] = [VITE)
{ f"(x)J — a olsun.

a? < fr(x) <a?+2avea®+2a+1< ().

f nin tanimi geregi:

a>+2a+1< " 2)<a®+3a+1=a*+3a+1< (a+2)?
= L f"(x)J =a+1
7 (z) in en biiyiik degeri igin f"*2(z) i hesaplarsak:

2@ <a®+3a+1+1+a+1=a*+4a+3< (a+2)?
olacag i¢in
|VFT@)| = [VPPE) | =ata
dir.H
iddia 2:
V@] = |VIF@)| = 0= |VIPE) = | VPG o
a? < f*(x) < frt(x) < a? + 2a olur.
f™(x) in en kiiciik degeri icin f"*2(z) i hesaplarsak:
a?+a+1< frHi(z)ve fr2(2) >a’+a+1+1+a=a*>+2a+2> (a+1)2
T (z) in en biiyiik degeri igin f"*2(z) i hesaplarsak:
r)<a"+2a+1+a=a"4+3a+1<(a+ olacagl 1¢in
7)< 0 + 20+ 14+ a=a® +3a+1 < (a+2)° olacain ic

(a+1)2 < [ < (@+2)? = | VPE) | =a+1

Iddia 1 geregi { f”“(x)J # { f"“(x)J = { f””(x)J = { f”*g(x)J. [ |
F2(x) = 2013 ve 442 < 2013 < 452 oldugu icin, f22(z) = 2013 + 1 + 44 = 2058 > 452.

Iddialardaki sonuclar geriye dogru isletirsek,
Wzl = | VI@)| =a
|VP@)| = | V@] =a+1

V@] = [V@ | = a+ 10 =14

Buradan a = 34 ve 342 < x < 352
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(=)
f(x) =x+1+34=ux+ 35,
f2

z,

=x+70+1+35=x+ 106
=x+106+1+35=x+ 142
=x+142+1+4+36 =2+ 179

[P (z) =2 +35+36+36+ 37+ 37+ +43 + 44 + 45.
Bu durumda, f2'(z) = 2013 = 2 +35+80- 10 = x = 1178 elde edilir.

En az 10, en ¢ok 50 iiyesi olan bir satrang kuliibii, K > F olmak iizere, K kiz ve E erkekten olusuyor.Herhangi
iki tiyenin kendi aralarinda tam olarak bir mag yaptigi bir satrang turnuvasinda her galibiyete 1, her bera-
berlige 1/2 ve her yenilgiye 0 puan veriliyor. Turnuva bittiginde, her {iyenin topladigi puanlarin tam olarak
yarisini erkek tiyelerle yaptigi maglardan aldig1 gozleniyorsa, E sayisi kag farkli deger alabilir?

a)5h b) 4 c)3 d) 2 e)l
Coziim:

Kizlar kendi aralarinda yapmig oldugu maclardan toplam (}2( ) puan almig ise tiim puanlar1 K.(K — 1) dir.

Erkekler, erkeklerden (5) puan almig ise toplam puanlar1 E.(E — 1) dir.

K+FE
2

(K+E).(K+E—1)
2

(K-E2=K+E

K + E = 16, 25, 36,49 olabilir.

Mag sayisi ( ) oldugundan,

= K.(K—1)+E.(E—1)
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Digbiikey bir ABC'D dértgeninde m(DAB) = m(CBD) = 120°, |AB| = 2, |AD| = 4 ve |BC| = |BD| dir. C
noktasindan gegen ve AB ye paralel olan dogru AD dogrusunu E noktasinda kesiyor ise, |CE| nedir?

a) 8 b) 7 c)6 d) 5 e) Higbiri
Coziim 1:

Yanit:

Biraz zorlayip, eslikten ¢ozelim:

AB || EC oldugu i¢in, ZBAD = ZCED = 120° dir. ZDEC = ZDBC oldugu i¢in, D, E, B, C noktalar
cemberseldir.

F
2

Bu durumda, DEBC kirigler dortgeninde ZAEB = /BCD = 30° olacagindan, AF = AB = 2 = ED
olacaktir. EB = BF olacak sekilde, AEBC iiggenini kuralim. AFAB, bir 30° — 60° — 90° iiggeni olacaktir.
Bu durumda AF =2- AB = 4 tiir.

BD = BC, EB = BF ve Z/ZDBF = ZCBE oldugu igin, AFDB = AECB, dolayisiyla da EC = FD =8
dir.

Cozim 2:

AB | EC oldugu i¢in, ZBAD = ZCED = 120° dir. ZDEC = ZDBC oldugu i¢in, D, E, B, C noktalar
cemberseldir.

EC N BD = {P} olsun. Paralellikten EP = 1 ve BP = PD elde edilir. AABD de Kosiniis teoreminden
BD =27 ve BP = PD =+/7 cikar.

P noktasiin, (BDC') ¢emberine gére kuvvetini yazarsak, EP-PC = BP-PD = 1-PC = /7-\/T= PC =17
ve EC = 8 elde edilir.

398


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4242.0

22. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Siavi - 2014 geomania.org

Cozim 3:

[AB iizerinde [AB] diginda, BK = AD = 4 olacak gekilde bir K noktasi alahm. ZADB = Z/KBC, BK = AD
ve BC' = BD oldugu icin AABD = AKCB dir.

EAile CK dogrular1 L noktasinda kesigsin. ALAK ve ALEC birer egkenar tiggendir. KA = 6 = LK oldugu
icin LC' = 8 = EC dir.

Coziim 4:

[Mehmet Utku Ozbek]

AABD ’de Kosiniis teoreminden BD = BC = 2+/7 bulunur. [DA ile [OB, K noktasinda kesigsin. /KAB =
/KBD = 60° dir.Dolayisiyla AKAB ile AKBD benzerdir. KA = x ve KB = y olsun. Benzerligi yazarsak

2 2 207
g = Tﬁ = I‘LH olur. Buradan y = /7 olur ve yerine yazarsak z = 3 ve y = T\[ bulunur. AB || EC

1
ve BC' = 24/7 oldugu icin benzerlik orani 1 tiir. AB = 2 oldugu i¢in EC = 8 dir.
mn+n+14 = (m— 1)2 esitligini saglayan kag (m,n) tam say1 ikilisi vardir?
a) 16 b) 12 c)8 d) 6 e) 2

Co6zim:

Yanit:

Denklemi n degerini yalniz birakacak sekilde diizenlersek, n =m — 3 — olur.

m+ 1 degerleri 10 un bélenleri olan {£1,+2,+5, +10} kiimesinden segilerek 8 tane (m, n) ikilisi bulunabilir.

Kag n tam sayisi icin, |22 — 42 — 7| = n esitligini saglayan dort farkli  gercel sayis1 vardir?
a) 12 b) 10 c)8 d) 7 e)5

Coziim:

(Eray Atay)

Yanit: E

|22 + 42 — 7| = n denkleminin ¢éziimleri, 2* + 4z — 7 = n ve 22 + 42 — 7 = —n olmak iizere iki denklemin
¢oziimleridir.

4 farkh x gercel sayisinin ¢ozliim olmasi istendiginden, ilk denklemin 2 farkli ve ikinci denklemin de 2 farkli
¢Oztimil olmasi gerekir. Bunun i¢in de A’larinin 0’dan biiyiik olmasi gerekir.

Ik denklemin A’si: 16 — 4(—n — 7) = 4n + 44 > 0,n > —11
Ikinci denklemin A’si: 16 —4(n —7) =44 —4n > 0,11 > n

Bu iki esitsizlikten 11 > n > —11 elde edilir. Soruda verilen egitlikte mutlak degerli ifade n e esit oldugundan
n > 0 olmasi gerekir. Ayrica n = 0 i¢in tek bir denklem elde edildiginden 4 farkh x reel sayis1 ¢6ziim olamaz.
Dolayisiyla 11 > n > 0 olmalidir. Bu araliktan 10 adet n tamsayis: segilebilir.
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(6]

3 kirmizi, 2 beyaz ve 2 mavi top rastgele siraya dizildiginde iki beyaz topun veya iki mavi topun yan yana
gelme olasihigr nedir?

2 3 16 10 5

Coziim:

Yanit: @

6!-2! 6!-21 5!.21.2! 2 2 2 10
P(MUB) = P(M) + P(B) - P(M N B) = ~= + == — _

7l 7 7 7 T

D, |AB| = |AC| olan bir ABC ikizkenar {iggeninin [BC|] kenarn iistiinde |[BD| = 6 ve |DC| = 10 kogullarin
saglayan bir nokta olmak tizere, ABD ve ADC ii¢genlerinin i¢ teget gemberlerinin [AD] kenarina degme
noktalar sirasiyla, E ve F ise, |EF| nedir?

1 2 9
a) — b) — c)1l d) - e) 2
)3 P 9l A o
Coziim:
Yanlt:
A
o
o
E
B i C
—_— - I—
5 10

_ BD+AD - AB

DFE 5 ,

D+ AD - A
DF:C + = O'
EF:DF_DE:CD_%ZQ

Ondalik yaziliminda tiim rakamlar ¢ift olan pozitif tam sayilar artan sirayla
2,4,6,8,20,22,24,26,28,40,42, . ..

bigiminde yazildiginda 2014. say1 nedir?
a) 66480 b) 64096 c) 62048 d) 60288 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

2,4,6,8,20,22,24,26,28,40,42, ... sayillarimin her birini 2 ye bolelim. 1,2,3,4,10,11,12,13,14,20,21, ...
olur. Bu sayilar 5 tabanina gore dizilmig haldedir. O halde 5 tabanina gore 2014. pozitif tamsayiy1 hesapla-
yalim. 2014 = (31024)5 olur. Bu degeri tekrar 2 ile genisletirsek 2 - 31024 = 62048 elde edilir.

xve y gergel sayilart igin (22 + 1)(y? + 1) +9 = 6(x + y) ise, 22 + y? nedir?
a)7 b) 6 c)b d) 4 e)3

Coziim:

Verilen ifadeyi (xy — 1)2 + (z + y)? — 6(x + y) + 9 = 0 olarak diizenlersek
(zy — 1)*+ (z + y — 3)> = 0 olur. Buradan

x+y =3 ve xy = 1 olmaldir.

2?2 +y? = (v +y)? — 22y = 32 — 2 = 7 bulunur.

17 6zdes kirmizi ve 10 6zdes beyaz top 4 farkli kutuya, her kutudaki kirmizi toplarin sayis1 beyaz toplarin
sayisindan daha fazla olacak bigimde kag farkl sekilde dagitilabilir?

a) 5462 b) 5586 c) 5664 d) 5720 e) 5848
Cozim:

Yanit: @

. 10+4-1 13
Ilk basta 10 beyaz topu 4 kutuya ( 2_ 1 ) = ( 3 ) = 286 sekilde dagitalim. Her kutuya icerdigi beyaz

6
top sayisinin bir fazlasi kirmizi top koyalim. Kalan 3 kirmizi topu 4 kutuya (3) = 20 sekilde dagitabiliriz.

Buna gore istenen gekilde 286 - 20 = 5720 farklh dagitim yapilabilir

D, bir ABC ii¢geninin [BC] kenari iistiinde |AB| = 3,|CD| = 1 ve |AC| = |BD| = /5 kosullarin1 saglayan
bir nokta olmak {izere; B kosesine ait ylikseklik AD dogrusunu E noktasinda kesiyor ise, |C'E| nedir?
2 V5 3

Y2 ) S

b1 o= DY

2
a)%
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Coziim:

Yanit:

AB? — AC?=9-5=4=5—1= BD? - CD? oldugu i¢in, AD 1 BC dir. Ayrica, AD = 2 dir.

75

Bu durumda, F noktasi, AABC nin diklik merkezidir. Basit ag1 hesabiyla, /ZBAD = 90° — ZABC = /BCFE
elde edilir.

2 1 3 .
cos ZDAB = 3= cos ZDCE = Volel = FC = 3 elde edilir.

m3 —n3 = 9F 4 123 eitligini saglayan kac (m,n, k) negatif olmayan tam say iicliisii vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

k > 0 icin 9¥ = 0 (mod 9) oldugundan m® — n® = 6 (mod 9) olur. Ancak iki kiip farki 9 modunda 0, 1, 2,
7, 8 degerlerini alabileceginden k£ > 0 icin ¢6ziim yoktur.

k=0 igin m® —n® =124 = (m — n) [(m — n)? + 3mn)| = 124 ifadesinde carpanlar1 muhtemel degerler igin
denersek sadece m = 5,n = 1 degerleri i¢in saglandigini gorebiliriz.

O halde tek ¢oziim (5, 1,0) tglistidiir.

Sadece bir x gercel sayisi icin x? + ax + 1 ifadesinin negatif bir tam say1 deger almasmi saglayan a gercel
sayilarinin ¢arpimi nedir?

a) —1 b) —2 c) —4 d) —6 e) —8
Coziim:

(Eray Atay)

Yanit:

22 + ax + 1'in grafiginin kollar1 yukar: dogrudur. O halde tek bir negatif tam sayiya esit olmasi, o sayinin
—1 olmasi gerektigi anlamina gelir. Ciinkii daha kiiglik bir sayiya esit olmasi durumunda —1’e de esit olmasi
her zaman miimkiindiir.

2?2 +axr + 1= —1yani 22 + ax + 2 = 0 esitligini saglayan tek bir x reel sayis1 var ise, A = 0 olmaldir.
b —dac=0a>—-8=0=0a’>=8=a=2V2yadaa=—2v2dir. a degerlerinin carpimi —8 dir.
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21 6grenciden olugan ve herhangi ii¢ 6grencisinin en az ikisi arkadag olan her sinifta en az k arkadasgi olan
bir 6grenci bulunuyorsa, k nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

a) 8 b) 9 c) 10 d) 11 e) 12
Coziim 1:

(Egemen Erbayat)

Yanit:

En ¢ok arkadaga sahip 6grenci A olsun ve A ile B arkadag olmayan iki 6grenci olsun.

A — B — X fclistinde, X 6grencisi A ile veya B ile arkadag olmak zorunda. Ciinkii, sorudaki herhangi {i¢
ogrencinin ikisi arkadag sart1, bunu zorunlu kiliyor.

O halde, X(A) ile A ile arkadag olan X dgrencilerinin, X (B) ile B ile arkadas olan X 6grencilerinin sayisini
gosterirsek, Icerme-Digarma ilkesi geregince

X(A)+X(B)—X(ANnB)=19

oldugu gortliir.

X(A)+ X (B) > 19 ve X(A) > X(B) oldugu i¢in
2-X(A)>19 ve X(A) > 9,5 olacaktur.

En kii¢iik X (A) degeri 10 dur.

Yani herhangi bir sinifta, en az 10 arkadagi olan bir A kigisi yer almak zorunda.
Cozim 2:

En ¢ok arkadasi olan kisilerden biri A, A nin arkadas sayisi n olsun. A ile arkadas olan kigilerin kiimesini B =
{Bi,Bs,...,B,} ile gosterelim. A ile arkadag olmayan 20 —n kiginin kiimesini de C' = {C,Cs,...,Cy_p } ile
gosterelim. C' kiimesinden segtigimiz herhangi iki kigi C;, C; olsun. {4, C;, C;} tglislini gbz 6ntine alirsak
problemin hipotezi geregi C;, C; arkadas olmahdir. O halde C kiimesindeki herkes birbiriyle arkadastir.
Boylece C deki bir kiginin en azindan 19 — n arkadagi oldugunu anlariz. Ancak A nin maksimum sayida
arkadasa sahip olmasi 6zelliginden dolay1 n > 19 — n olup n > 10 elde edilir.

Burada ¢oziimii tamamlayabilmek i¢in n = 10 olabilecek bir durum &rnegi de vermemiz gerekmektedir.
Ornek: A nin arkadag oldugu 10 kisi ve arkadag olmadigi 10 kisiden olugan bir diizenlemede B deki herkes
kendi iginde arkadasg, C' deki herkes kendi iginde arkadas olsun. B deki ve C deki kisilerin ortak arkadas:
bulunmasin.

Diisiince bigimi olarak aymi yolla ¢oziilebilen bir bagka soru 2010 Pr/32 de verilmistir.
m(m) = 15° ve m(B/C\D) = 90° olan digbiikey bir ABC'D dortgeninin kosegenleri E noktasinda dik olarak

kesigiyor. P, |AE)| iistiinde bir nokta olmak iizere, |[EC| =4, |EA| = 8 ve |EP| = 2 ise, m(@)nedir?
a)15°  b)30° c)45°  d)60°  e) 75°
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Coziim:

Yanit:

Oklit’ten DE - EB = 16.

DE % . o g
1E- s “EB- tan ZPBE dir. Bu durumda, /DAE = Z/PBD = 75° dir.

Not: P, AABD nin diklik merkezidir. EP - EA = DFE - EB oldugu ise bilinen bir 6zellik.

tan ZDAE =

Kag farkli p asal sayisi igin, p | n® + 3 ve p | n® + 5 olacak bigimde bir n tam sayis1 bulnur?
a) 3 b) 2 c)1 d) o e) Sonsuz goklukta

Cozim 1:

Yanit: E

oklit algoritmasi kullanalim.
n® + 3,n° + 5) birinciyi n? ile garpalim ve ¢ikartalim

n® + 3,5 — 3n?) birinciyi 3 ile ikinciyi n ile garpalim ve toplayalim

5n +9,27n + 25) birinciyi 27 ikinciyi 5 ile ¢arpalim ve gikartalim
118, 135n + 125) bulunur.
118 = 2- 59 olup p = 2 ve p = 59 igin istenen saglanir.

(
(
(5n + 9,5 — 3n?) birinciyi 3n ile ikinciyi 5 ile carpalim ve toplayalim
(
(
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Cozim 2:

(n?)* +3°
pln’+5=p|(n°)?°+5
p| (n'® +243) — (n'® +125) = p | 118
(p,n) = (2,1) ve (p,n) = (59, 10) ikilileri verilen kogulu saglar.
Kaynak: AoPS

p|n®+3=p|

(222 + 5z + 9)% = 56(2® + 1) esitligini saglayan farkli  gergel sayilarinin toplami nedir?

a) 3 b) 2 c)4 d) g e) Higbiri

Coziim:
(2@ —z+1)+7(x+1 2

)" =56(x +1)(z? —x+1)
4(2® =z +1)% +28(z + 1)
1)
)" =

(22 —2+1)+49(x+1)2 = 56(x+ 1)(z2 —2+1) =0
4(z% —z+1)2 —28(z + (x27x+1)+49(:17+1) =0
(22 —z+1)-T(x+1 ?
(222 - 92 - 5)2=0

x1+x2:§

Ashi 100 sekeri kardesi ve kardesinin 18 arkadagi arasinda dagitacaktir. Bunun igin, kardesinin arkadaglarim
bir kag¢ gruba ayiriyor ve 100 sekeri bu gruplara dagitiyor. Sonra her gruptaki ¢ocuklar, kendilerine verilen
sekerleri aralarinda her biri egit ve olabildigince ¢ok sayida geker alacak bigcimde paylasip, kalan sekerleri de
Asl’nin kardegine veriyorlar. Asli'min kardesi en ¢ok kag seker alabilir?

a)12 b)l4 ¢)16 d)17 e)18

Coziim:

Yanit:

Grup sayis1 n; x1, 29, - , T, de gruplarn icerdigi ¢ocuk sayisi olsun. x1 + zo + -+ + x,, = 18 dir.
Her i =1,...,n icin, i. grupta x; ¢cocuk oldugu igin, artan seker sayisi en ¢ok x; — 1 olur.

k(n) ile Asl’nin kardeginin n gruptan alabilecegi en biiyiik seker sayisini gosterelim.
k(n)<ax1—14xz9—1+4---+x, — 1 =18 — n olacaktur.
Sirayla, deneyelim.

n =1 igin k(1) < 17 olmasma ragmen, 100 seker 18 ¢ocuga dagitildiginda, her biri 5 geker alacak. k(1) =
100 — 18 - 5 = 10 dur.

n = 2 icin k(2) < 16 olacaktir. 1 = 8 ve z2 = 10 aldigimizda, 1. gruba 31, 2. gruba 69 seker dagitilirsa,
k(2) = 7+ 9 = 16 olacak sekilde bir dagitimim miimkiin oldugu goriilebilir.

Bir ABCD Xkaresinde [AB] kenarinin orta noktasi E ve B kogesinden gegen A merkezli gemberin [EC| dogru

parcasi ile kesigim noktasi F ise, |EF|/|FC| nedir?

a) 2 b)g c) V51 d) 3 e) V3
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Coziim:

Yanit: E

D@, ¢emberin bir ¢ap1 olsun.

D 2 c
e ol
F
2 2
A ! ! B
¢ “F o]
2
I
G

AE = EB ve AG = BC oldugu i¢in, C, E, G dogrusaldir.
Kolaylik olmasi agisindan, AB = 2 dersek, Oklit’ten veya C noktasinim cembere gore kuvvetinden, CF-CG =

2
CD? = CF = — cikar.
N

EC = +/5 oldugu icin de EF = bulunur. O halde, EF/FC = 3/2 dir.

3
V5
Asagidaki sayilardan hangisi « ve y tam sayilar olmak iizere, 2% 4+ y° biciminde yazilamaz?
a) 59170 b) 59149 c) 59130 d) 59121 e) 59012

Coziim:

Yanit: @

2,y =0,+1,+2, +3, +4, £5 (mod 11)

2?2 =-2,0,1,3,4,5 (mod 11)

y® =0,41 (mod 11)

=22 +9y°=0,41,42,43,4,4+5 (mod 11) yani 22 + 3° sayismin 11 ile béliimiinden kalan 7 olamaz.
Secenekler incelendiginde 59121 = 11k + 7 oldugundan, istenen bi¢imde yazilamayan bir sayidir.

2 4+2c+6
22 +x+5

14 9 13 4
14 b) 2 13 4 o
a) T ) - c) 10 d) 3 e) Higbiri

x pozitif bir gercel say1 olmak iizere, ifadesinin alabilecegi en biiyiik deger nedir?
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Cozim 1:

(Eray Atay)

Yanit:

2?2 +22+6 _ z+1
24+z+5 22+x+5
Bu ifadenin en biiyiik degeri icin, z
x
??+r+5 5 5

iri kiiciik degeri bulunabilir. ——— = — = 14 ——-1
cevirlip en kKuguk degerl bulunabilir c 1 $+m+1 T+ +x+1

z+1+ 1 ifadesinin en kiiciik degerinin, aritmetik-geometrik ortalama yardimiyla 21/5 oldugu goriilebilir.

T+
5 . . o . . r+1 . .
O halde z + 1 + —— — 1’in en kiiciik degeri 21/5 — 1 dir. Tekrar ters cevirirsek —————— ifadesinin en
r+1 2+x+5

25 +1
2v5 -1 19

249 WEL1 2042
0 halde ©F 26 e dosinin en biiiik dogert, 14 221 _2042V5 4
2 4+x+5 19 19

olarak bulunur.

biiyiik degeri

Coziim 2:

m2+2x+61,
x??24+x+5 7
() = 2z +2) (22 + 2 +5) — 2z + 1)(z2 + 22+ 6)
N (22 + 2 +5)2
P2 4+2r—4=0=(z+1)2-5=0= (z+1)2=5ve x > 0 igin # = /5 — 1 dir. Bu noktada fonksiyonun
bir ekstremumu vardir bu deger,
5—1+1)2+5 10
f(W5-1)= (v5 7 = dir.
(V5-1)(vV5-1+1)+5 10-+5

fz) =

n f’(x) = 0 denkleminin pozitif gergel kdokiinii bulalim.

= 0 pay1 diizenlersek,

Her biri 2 nin veya 3 iin tam say1 kuvveti olan tam sayilardan olugan ve tiim elemanlarinin toplami 2014
olan kag farkli kiime vardir?

a) 64 b) 60 c) 54 d) 48 e) Higbiri

Coziim 1:

Yanit:

Istenen 6zellikteki kitmeden, 3 iin kuvvetleri olan tiim sayilar (1 = 3° dahil) birlestirerek a; € {0, 1} olmak
tizere (A)1p = (agasasazasaiag)s saywsin elde edelim. (B)1g = (- bg)a = 2014 — (A)1o olsun.

A nin basamaklarimi sectigimizde, B nin basamaklar1 kendiliginden dolacaktir. Normalde, hicbir kisitlama
olmaksizin 27 farkli A sayisi elde edilebilir. Hicbir kisitlama olmaksizin dedik; ciinkii 3 liikk tabanda sadece
0,1 lerden olugan her A sayisi boyle bir dagilimm miimkiin kilmayabilir. Ornegin, A mod 6 = 1 oldugunda,
A sayis1 tek oldugu icin, B sayis1 da tektir. Bu durumda, ag = by = 1 olacaktir. 1 sayisim ag icin kul-

landigimizdan B sayisinin 2 tabamindaki gosteriminde son basamak 1 olamaz. ag = 1 oldugunda A nmin tek
6! 6! 6! 6! .
061 a4l T aroa e o2 oldugu

say1 olmasi i¢in aq, as, - - , ag nin ¢ift sayida 1 icermesi gerekir.
i¢in, bu gekilde 32 farkli A sayisi vardir.

A mod 6 = 0 oldugunda, A c¢ift say1 oldugu i¢in B de ¢ift say1 olacaktir. Bu durumda, ag = 0 ve by = 0
olur. ag = 0 oldugundan dolay1 A nmin ¢ift say1 olmasi i¢in a1, as,- -+ ,ag nmin ¢ift sayida 1 icermesi gerekir.
Bu sekilde 32 farkli A sayis1 oldugunu az 6nce gostermistik.

407


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4261.0

22. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Siavi - 2014 geomania.org

A mod 6 = 3 oldugunda, ag = 0 olur ve ay, as, - - - , ag sayilar: tek sayida 1 igerir. A tek say1 oldugu i¢in, B de
tek sayidir. Bu durumda by = 1 dir. 1 sayis1 A nin 3 tabanindaki yaziliminda kullanilmadig i¢in sorun tesgkil
etmez. Daha once aq,--- ,ag sayillarimin ¢ift sayida 1 iceren 32 farkli permiitasyonu oldugunu gostermigtik.

26 = 64 oldugu icin, tek sayida 1 iceren de 64 — 32 = 32 say1 vardr.

A mod 6 = 4 oldugunda ag = 1 olur ve aj,asq,--- ,ag sayilar tek sayida 1 igerir. A ¢ift say1 oldugu igin
B de cift say1 olacaktir. Bu durumda, by = 0 dir. 1 sayisinin kullanimi agisindan burada da bir sorun yok;
ama bagka bir sorun var. A mod 6 = 3 ise (A4 1) mod 6 = 4 olacaktir. A min 3 tabanindaki son basamagi
agp = 0 ve B nin 2 tabanindaki son basamag1 by = 1 oldugu i¢in, A ile A + 1 sayilarinin son basamaklar
haricindeki diger basamaklar1 aymidir. Benzer gekilde, B ile B — 1 in son basamaklar1 haricindeki diger
basamaklar1 aymdir. Bu durumda (A, B) ikilisinden gelecek kiime ile (A + 1, B — 1) ikilisinden gelecek kiime
aym olacaktir. (0)3 = 0 =0 (mod 6) ve (1111111)3 = 1093 = 1 (mod 6) oldugu i¢in A nin tiim degerleri
arasindan her A mod 6 = 3 i¢in 1 tane A+ 1 mod 6 = 4 bulunacaktir.

O halde, farkh kiimeleri sayarsak 32 + 32 = 64 kiime elde ederiz.
Coziim 2:

(Eray Atay)

Yanit:

A sayis1 3’'iin kuvvetlerinin toplamindan, B sayisi da 2’nin kuvvetlerinin toplamindan olugsun.
A+ B = 2014’tir. Bir kiimede aym say1 2 kez yazilamayacagindan dolay: 2 sartimiz vardir:

Sart 1: A sayis1 3 tabanminda 0 ve 1’lerden olugmalidir. B sayisinda 2 tabaninda ayni durum her zaman
gecerli oldugundan bir kisitlama yoktur.

Sart 2: A sayisinda 3° = 1 ve B sayisinda 2° = 1 aym anda bulunamaz.

37 = 2187 > 2014 oldugundan A’da 3’iin en fazla 6. kuvveti bulunabilir. Yani 3°,3",32, .-, 3% olmak tizere 7
adet 3’iin kuvveti A’da bulunabilir. Ayrica hepsinin toplami 1093 oldugundan hepsi ayni anda da bulunabilir.

2 durum s6z konusudur.
Durum 1: Ne A’da, ne de B’de 3° = 2° = 1 sayis1 bulunsun.

Bu, B'nin cift olacagi anlamma gelir. A + B = 2014 oldugundan A’y1 cift secmek yeterlidir. A’da 3° sayisi
bulunmadigina gore kalan 6 kuvvetten cift sayida bulunmalidir. Bunlarin sayis: ise, (8) + (g) + (i) + (g) =
32’dir. A sayisi segildiginde, B = 2014 — A sayis1 zaten olusacaktir. O halde Durum 1’de 32 adet kiime
olusturulabilir.

Durum 2: A veya B’den herhangi birinde 3° = 2° = 1 sayis1 bulunsun.

A= (ar---a,l)s, B = (by--b,0)2 durumu ile A = (a1 ---a,0)s, B = (b1 -+ byl)y durumu aym kiimeyi
verecektir. Yani herhangi birinde 1 sayisi1 var iken, hangisinde oldugu sonucu degistirmeyecektir. A; =
(a1 ---an0)3, By = (b1 -+ b,0)2 seklide tammlama yapalim. Buna gére, A; veya Bi'de 3° = 20 = 1 sayis1
bulunmamak sart1 ile, A; + By = 2013 denkleminin ¢6ziim sayisi bize Durum 2’den gelecek olan ¢6ziim
sayisinl verir.

By ’de 2° bulunmayacagina gore B; cifttir, yani A; tektir. O halde A;’de 3',32,- -, 3% sayilarindan tek sayida

bulunmalidir. Bunlarin sayisi ise ((13) + (g) + (g) = 32°dir. Yani Durum 2’de 32 adet kiime olusturulabilir.

O halde, toplam kiime sayimiz 32 4 32 = 64’tiir.

[AB] ve [C'D] kenarlarmin [BC] kenarma dik oldugu bir ABCD yamugunun [BC] kenar: tistiindeki bir F
noktasi i¢gin AED bir egkenar tiggendir. |[AB| =7 ve |CD| =5 ise, ABCD yamugunun alani nedir?

a)27V/3  b)42 ¢)24V/3 d)40 e) 36
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Cozim 1:

Yanit:

ABCF dikdortgenini kuralim.

A noktasinin, F ye gore simetrigi A’ noktasi olsun. AD = DA’ = DE = AFE dir. Bu durumda, D noktasi,
NAA'E nin gevrel merkezidir. ZAA'E = 30° dir.

A dan A’E ye inilen dikmenin ayagi H olsun. ZA'AH = /DAE = 60° oldugu i¢in, /ZDAA' = ZHAFE dir.
Bu durumda, AD = AF oldugu igin, ADFA = AEHA dir. Yani, EH = DF = 2 dir.

E den AA’ ne inilen dikme, AB = 7 ye esit olacagindan ve ZAA'E = 30° oldugu i¢cin A’/E =2 -7 =14 ve
A'H =12 dir. AA’AH bir 30° — 60° — 90° iicgeni oldugu icin AA’ = 8/3 ve AF = 44/3 tiir.

Bu durumda, [ABCD] = w = 244/3 tiir.

409



geomania.org

22. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Siavi - 2014

Cozim 2:

Yanit:

b — E] c
_,"'f-. j|| \\ EH“\ I_
- ri s "
VAV RN AN
’ b || -,
4 P . N,
! N | . \
/ i f .,
Illl.n' :f II| \\\ 1".
| r’} |I \\\
# II \\
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‘60 N | ™
i ol et —HE
Wweo i M =
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W i _d_d-rff !
'xx\ i o F
W || " Vi
RS e y
e T &
N ’ [~
A 7 - B
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ADE figgeninin gevrel cemberi ile E noktasindan yamugun tabanlarina paralel olarak cizilen dogru F' nok-

tasinda kesigsin.
“Bir eskenar tlicgenin ¢cevrel cemberi lizerinde alinan noktanin, yakin koselere uzakliklar: toplama, diger késeye

olan uzaklhgina esittir” *

Bu durumda |FD| + |FA| = |FE| * dir.
A ve D den EF ye gizilen dikme ayaklar1 sirasiyla N ve M olsun. |ME| = 5,|MN| = 2 dir.

|FN| =z dersek |FA| = 2z,|FD| =2z +4,|FE| =2z + 7 olur ve * dan z = 1 bulunur.
Buradan |[AN| = /3, |DM| = 3v/3 ve |BC| = 4v/3 olup A(ABCD) = 6-4/3 = 24/3

Cozim 3:
AB=a,CD=c¢, AD=DE =FA=dve AF = BC = h olsun.
ABCF dikdértgenini gizelim ve ZF DA = « diyelim.

cos ZEAB = cos(a — 60°) = %

cos ZFDE = cos(a + 60°) = -3

2sin asin 60 = a;il—c

g.p. Y3 _atc . atc
5 d /3

Taraf tarafa ¢ikarirsak

olarak bulunur.
a=T7vec=5icin h = 4v/3 qkiyor. Bu durumda, [ABCD] = 24+/3 olacaktir.
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Cozim 4:

geomania.org

S H
III| h\- - --\E\--' D
, "
71 03 ,-f'f
Vi 5 -5
\ £
I| .-"f
LP". +
E E C

D KD
AD ile BC nin kesim noktasi K olsun. DC || AB oldugundan ||Ag|| = ||KA|| =
dikmenin ayagina H dersek AKHE ~ AKCD olur. Bu benzerlikten
|CK| = 10+/3 diir.
|ICK| |DK]|
|BC| ~ |AD|

= |BC| = 4/3 olur.

Buna gore, A(ABCD) =6 - 4+/3 = 24+/3 bulunur.

20142915 sayisinin 121 ile boliimiinden kalan kagtir?
a) 45 b) 34 c) 23 d) 12 e)l
Coziim:

Yanit:

201 201
(2014)2015 = (2013 + 1)2015 = < 00 5> 20132015 4 ... ¢ < 015

2015
20132 201
2013) 0137+ (2014) 013 +
11 | 2013 oldugu igin yukaridaki agilimdaki ilk 2014 terim 121 ile boliinecektir.

(2014)2015 = 2015 - 2013 + 1 = (2013 + 2)2013 + 1 = 4027 = 34 (mod 121)
x bir gercel say1 olmak iizere,

(22 + 22+ 8 — 4V3) - (2% — 62 + 16 — 4V/3)
ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

a) 112 -64v/3  b)3—-+/3

c)8—-4v/3 d)3v/3-4
Coziim:

e) Higbiri

(Eray Atay)

Yanit:

(22 +20+8—4V3) - (a? =62+ 16 —4V3) = [(z + 1) + (2= V3)*] - [(z —

|HE| _
[HE|

*K

5 .. ..

- dir. E den AD ye cizilen
ICD| V3 5

ICK]|

6 CK|

2015
2015

3)* + (2 - V3)?]
2’li terimleri 0 yapan sayilar —1 ve 3 oldugundan, ifadenin en kiigiik degeri i¢in z’in —1 ve 3 arasinda olmasi
gerektigi agiktir. Ciinkii aksi takdirde ifade daha biiyiik olacaktir.
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—1 < = < 3 segilecegi igin, © — 3 yerine pozitif olmas1 adina 3 — x yazilip Cauchy-Schwarz esitsizligi uygu-
lanirsa,

[+ 12+ 2 V32 - [2-V32+B-2)?% > [@+12-V3)+@2-V3)B-2)]

(2~ 3)- 4
112 — 643

bulunur.

1,2, ..., n tam sayilar, ikisi de igerdigi herhangi farkl iki sayinin aritmetik ortalamasini icermeyecek bigimde
iki kiimeye ayrilabiliyorsa, n en ¢ok kag olabilir?

a) 7 b) 8 c)9 d) 10 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

Not: Yalnizca okuyarak takip edilmesi zor bir cozum oldugundan kagit ve kalem ile takip
edilmest onerilir.

Iki kiimemizden birindeki herhangi iki saymin aritmetik ortalamasmin aym kiimede olmasini istemiyoruz.

n = 9 igin saglanamayacagini ve n = 8 i¢in saglayan bir durum oldugunu gosterelim. n = 9 i¢in saglanamiyorsa
n > 9 i¢in de hicbir zaman saglanamayacag agikardir.

2’nin kuvveti olan 2, 4, 8 sayilarinin iki kiimeye ayrilma varyasyonlarini inceleyelim.

a ve b'nin aritmetik ortalamasim s(a, b) ile gosterelim.

Durum 1: 2, 4, 8 aym anda ilk kiimede olsun. s(2,4) = 3, 5(2,8) =5 ve 5(4,8) = 6 oldugundan 3, 5 ve 6
ikinci kiimede olmalidir. s(3,9) = 6 oldugundan 9 ikinci kiimede olamaz. Ik kiimede olmalidir. Bu noktada

7 her iki kiimede de bulunamaz ¢linkii ilk kiimede olursa 7, 8, 9; ikinci kiimede olursa 5, 6, 7 sayilar1 sarti
bozar. Dolayisiyla bu durum miimkiin degildir.

Durum 2: 2 ve 8 ilk kiimede, 4 ikinci kiimede olsun. $(2,8) = 5 oldugundan 5 ikinci kiimede olmaldir.
5(4,6) = 5 ve s(5,3) = 4 oldugundan 6 ve 3 ilk kiimede olmalidir. s(8,6) = 7 oldugundan 7 ikinci kiimede
olmahdur. Tlk kiimede 2, 8, 6, 3; ikinci kiimede 4, 5, 7 sayilar1 olmus oldu. Bu noktada s(3,1) = 2 ve s(7,1) = 4
oldugundan 1 iki kiimeye de dahil edilemez. Dolayisiyla bu durum da miimkiin degildir.

Durum 3: 2 ve 4 ilk kiimede, 8 ikinci kiimede olsun. s(2,4) = 3 ve s(2,6) = 4 oldugundan 3 ve 6 ikinci
kiimede olmalidir. (8,6) = 7 oldugundan 7 ilk kiimede olmalidir. s(7,1) = 4 oldugundan 1 ikinci kiimede
olmalidir. s(5,1) = 3 oldugundan 5 ilk kiimede olmalidur. ik kiimede 2, 4, 7, 5; ikinci kiimede 8, 3, 6,
1 olmus oldu. Bu, n = 8 i¢in saglayan bir durumdur. Ayrica s(5,9) = 7 ve s(3,9) = 6 oldugundan bu
noktada 9 iki kiimeye de dahil edilemez. Yani n = 9 icin bu durum da miimkiin degildir.

Durum 4: 2 ilk kiimede, 4 ve 8 ikinci kiimede olsun. 5(4,8) = 6 oldugundan 6 ilk kiimede olmalidr. Tk
kiimede 2, 6; ikinci kiimede 4, 8 olmug oldu. Bu noktada ilerleyemedigimizden deneme yapmaliyiz. Ornegin,
7 sayisini ilk kiimeye ve ikinci kiimeye koyup sart saglanabiliyor mu diye bakalim.

7 ilk kiimede olsun, s(7,5) = 6 oldugundan 5 ikinci kiimede olmahdir. s(5,3) = 4 oldugundan 3 ilk kiimede
olmalidir. s(3,1) = 2 oldugundan 1 ikinci kiimede olmahdir. ilk kiimede 2, 6, 7, 3; ikinci kiimede 4,
8, 5, 1 olmus oldu. Bu da n = 8 i¢in saglayan bir durumdur. Yine 9 iki kiimeye de dahil edilemez.
Ciinkii s(9,3) = 6 ve s(9,1) = 5’tir. Dolayisiyla 7 ilk kiimeye koyuldugunda n = 9 saglanamaz.

7 ikinci kiimede olsun, s(7,1) = 4 oldugundan 1 ilk kiimede olmahdir. s(1,3) = 2 oldugundan 3 ikinci kiimede
olmalidir. s(3,7) = 5 oldugundan 5 ilk kiimede olmalidir. Ik kiimede 2, 6, 1, 5; ikinci kiimede 4, 8, 7, 3
olmus oldu. Bu da n = 8 i¢in saglayan baska bir durumdur, ve yine 9 iki kiimeye de dahil edilemez.
Ciinkii (9,1) = 5 ve s(9,7) = 8'dir. Dolayisiyla 7 ikinci kiimeye koyuldugunda da n = 9 saglanamaz.

Bu durumun da saglanamayacagini bulduk. Bagka durum da yoktur. Yani n = 9 higbir sekilde saglanamaz.
n = 8 i¢in ise 3 6rnek bulduk. Dolayisiyla verilen sart1 saglayan en biiyiik n sayis1 8’dir. Benzer iglemler farkh
sayilarin varyasyonlariyla da denenebilir.

Onat Vuran’a ayrica tesekkirler...
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Birbirine A noktasinda digtan teget olan Cy ve Cy gemberlerinin yarigaplar: sirasi ile 6 ve 8 birimdir. Cy ve Cy
gemberlerine digtan teget olan Cs ¢emberinin yarigapi ise 21 birimdir. Cy ve Cy gemberlerinin A noktasimdan
gecen ortak teget dogrusu Cs gemberini B ve C' noktalarinda kesiyor ise, | BC| kagtir?

a)24 b)25 ¢)14v/3 d)24V3  e) 25V3

Coziim:

Yanit: @

C1, Cy, C5 cemberlerinin merkezleri, sirasiyla X, Y, Z olsun.

C

AXY Z de, Z den gegen yiikseligin ayagi H olsun.

YZ? - XZ? = YH? — XH? olacaktir.

292 272 =2.56 =(YH — XH)(YH+ XH)=(YH - XH)- XY =14-(YH — XH)
YH - XH=8ve XH = AH = 3 ¢ikar.

BC nin orta noktast M olsun. ZM 1 BC dir. Bu durumda, ZM AH bir dikdértgen olur. O halde, AH =
ZM = 3 olacaktir.

AZMC dik iicgeninde, MC? = ZC? — ZM? =212 —32 =18 -24 = MC = 12/3 ve BC =2- MC = 24V/3
tur.

n* + 1 sayism1 bélen en kiigiik asal say1 f(n) olmak iizere, f(1) + f(2) + --- + f(2014) toplammm 8 ile
boliimiinden kalan kactir?

a)l b) 3 c)b d) 7 e) Higbiri
Coziim:

n* + 1 sayisi bolen en kiiciik asallar; eger n sayisi tek ise, f(n) = 2 olmasi gerektigi agiktir.
Ancak say1 ¢ift ise mertebe (order) kavramimi kullanarak ¢oziime gidilebilir.

nt= -1 (mod f(n)) = n®=1 (mod f(n)).

Buradan f(n) mertebesi i¢in 8 | f(n) — 1 diyebiliriz.

Buradan f(n) = 8k + 1 seklinde oldugu ortaya gikar.

Aradigimiz asal sayilarin yarisi tek, yarisi ¢ift oldugu igin say1 f(2)+ f(4)+-- -+ f(2014) = 1-1007 (mod 8)
olur.

FA) + f(3) + -+ + £(2013) = 1007 - 2 dir.
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Toplarsak 3 - 1007 =5 (mod 8) olur.

Pozitif tam sayilarda tanimh bir f fonksiyonu, f(1) = 4 ve her n pozitif tam sayws1 i¢in f(2n) = f(n) ve
f@2n+1) = f(n) + 2 kogullarim saglamaktadir. 2014 ten kiiglik kag k pozitif tam sayisi i¢in f(k) = 8 dir?

a) 45 b) 120 c) 165 d) 180 e) 215
Coziim:

Yanit:

(Egemen Erbayat)

f(l)=4=keN,f(2") =4

f@) =4= ") +2=12@ ) +1)=f" +1) =6

fFL 4 1) =6=me N, f((2™) (2" + 1)) = 6 = f(2k+tmFL 4 2m)

f@FtmEL pom) — 6 = f(2ktmHl 4 ogm) 49 = f(o(2kFtmHL oMy 4 1) = f(2kEmt2 fomHl 1) =8
f Qk+m-+2 4 gm+l 1) =8=/¢eN, f((QZ)(2k+m+2 4 gmtl 1)) —8 = f(2k+m+€+2 + gm+L+1 + 24)
2k+m+2+2 + 2m+£+1 + 22 < 2014

g(k,m, €) = 2kTm+i+2 4 om+ll 4 98 <2014 = (1111011110),

11 basamakl

8- 3l

g(k, m,?); 2 tabaninda en fazla 11 basamaklh sayilardan tam olarak 3 tane 1 igerenlerin sayisidir. = 165.

Baslangicta tahtaya —1, 2, —3, 4, —5, 6 sayilar1 yazilidir. Her islemde tahtaya yazili olan herhangi a ve b
sayilarin silip yerine 2a + b ve 2b + a sayilarim yazarsak (0,0,0,3,-9,9), (0,1,1,3,6,-6), (0,0,0,3,—6,9),
(0,1,1,-3,6,-9), (0,0,2,5,5,6) altililarindan kag tanesini elde edebiliriz?

a)l b) 2 c) 3 d) 4 e)5
Coziim:

Yanit:

|2a +b| +|a+2b| > |a| + |b] esitsizligi geregi sonlu adim sonunda altihidaki sayilarin mutlak degerleri toplami
azalmaz. Ispatlayalim.

a,b >0 ve a,b < 0 durumlarinda esitsizligin dogrulugu aciktir. Genelligi bozmadan a > 0 > b durumu igin
ispatlayalim.
b b

Esitsizlikte a sayisinin kritik noktalar1 a = 5y vea= —2b dir. Ayrica b < 0 oldugundan —2b > 5 dir. a
sayisi i¢in 3 durum soz konusudur:
Durum 1: a > —2b
|2a + 0| + |a+2b] > |a| +]b] <= (2a+b)+ (a+2b) > a — b < 2a > —4b <= a > —2b ki bu zaten
kabulumiizdiir.

b
Durum 2: —2b > a > —5
|2a + b| + |a + 20| > |a| + |b] <= (2a +b) + (—a — 2b) > a — b <= 0 > 0 esitsizligi dogrudur.

b
Durum 3: 5 >a

b
|2a + b| + |a + 20| > |a| + |b] <= (—2a —b) + (—a —2b) > a — b <= —2b > 4a < 5 > a ki bu zaten
kabuliimiizdiir.

Esitsizligi ispatlamig olduk.
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Baglangicta tahtada yazili olan (—1,2,—3,4, —5,6) altilisindaki sayilarin mutlak degerleri toplami 21 dir.
(0,1,1,3,6,-6),(0,0,0,3,-6,9),(0,1,1,-3,6,-9),(0,0,2,5,5,6) altililarindaki sayilarin mutlak degerleri
toplami sirasiyla 18,18, 20, 18 oldugundan bu altililar1 elde etmek miimkiin degildir.

(0,0,0,3,—-9,9) altilis1, her adimda kirmizi renkle belirtilen sayilar igleme sokularak su sekilde elde edilebilir:
(-1,2,-3,4,-5,6) — (0,3,—3,4,—5,6)

(0,3,-3,4,—5,6) — (0,3,0,4,—5,9)

(0,3,0,4,-5,9) — (0,3,0,3,—6,9)

(0,3,0,3,—-6,9) — (0,0,0,3,-9,9)

Dolayisiyla (0,0,0,3,-9,9),(0,1,1,3,6,—6),(0,0,0,3,—-6,9),(0,1,1,-3,6,-9), (0,0,2,5,5,6) altihlarindan
sadece biri elde edilebilir.

|AB| = 13,|BC| = 12 ve |CA| = 5 olan bir ABC {ti¢geninin A ve B kdselerine ait i¢ agiortaylar I noktasinda
kesigiyor ve kargi kenarlar1 da sirasiyla, D ve E noktalarinda kesiyor. [DE] nin orta noktasindan ve I dan
gecen dogru [AB] yi F noktasinda kesiyor ise, |AF| nedir?

3 5 7
Coziim 1:

Yanit:

Bahse konu dogrunun dik tiggenin hipoteniisiine dik oldugunu genel durumda gérelim.

D, E, I noktalarinda hipoteniise inilen dikme ayaklar sirasiyla D', E’, I'olsun. |BC| = |BD'| = a ve |AC| =
|AE'| = b egitlikleri vardir.

Buradan |AD'| = ¢ —a ve |BE'| = ¢ — b dir. Aynica |I'A| = u — a ve |I'B| = u — b oldugundan |I'D| =
|I'"E| = u — ¢ olur.

EDD'E’ yamugundan II' || DD’ || EE’ oldugundan II’ dogrusu [DE] m ortalar.
Buna gore verilen iicgende [[F] L [AB] olup |AF| =u—a=u— |BC|=15—12 = 3 tiir.

Coziim 2:

DE nin orta noktast Z, BENDF ={Y} ve ADNEF = {X} olsun.

BD DY
BF YF’

ADBF de aglortay teoreminden,
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AF XF

AE  XE’

ADEF figgeninde, X, Y, Z noktalar i¢cin Ceva Teoremi uygularsak, ashinda bilinen bir &zellik,
DY XF EZ BD AF AF AE

AAEF de agiortay teoreminden,

YF XE ZD ~ BF AE  BF _ BD o
olacaktir.
ANABC de, a =12, b =5, ¢ = 13 olup, agiortay teoreminden, BD = bl—li—cc = ? ve AE = alj—:c = 15—3 tir.
(1) de yerine yazarsak, % = % gikar. AB = 13 oldugu i¢in AF = 3 tir. H

Not:
Dikkat ettiyseniz, AABC nin dik iggen oldugunu kullanmadik. ZAC B nin 6l¢iistinden bagimsiz, her tiggende
AF AE  b(b+c¢)

BE-BD "~ m bagintis1 vardir.

N b
Ozel olarak, ¢ = a® + b? oldugunda, ayrica her dik iicgende [ABC] = (u — a)(u — b) = % oldugu igin

blb+c)  2b(b+c—a)+2ab
2a(a + ¢ — b) + 2ab

20(b+c—a)+ (b+c—a)(a+c—D)

2a(a+c—b)+ (b+c—a)(a+c—D)

(b+c—a)la+b+¢)

(a4+c—b)(a+bec)

_u—a
- u-—b
elde edilir. AC =b = (u— a) + (u — b) oldugu igin, F noktasi, i¢ teget ¢cemberin AC ye degdigi noktadir.
Yani I[F 1 AB.
bb+c¢) u-—a SV . -~
Aslinda, = denkleminin ¢oziim kiimesi (gapraz ¢arpim yapip, ¢arpanlara ayrildiginda goriile-

ala+c) u—b
bilir) a = b veya ¢? = a? + b? dir. Bu da demek oluyor ki, AABC iicgeninde AC' = BC' oldugunda veya
AC? + BC? = AB? oldugunda, IF 1 AB dir.

Cozim 3:

D den F1I ya cizilen paralel BA y1 D’ da, BE yi D" de kessin.

E den FI ya cizilen paralel BA y1 E’ de, AD yi E” de kessin.
BI_AB_ | AI_AB_3
IE FEA ID BD 2

IE =a ve ID = 2b olsun.

IE=1ID" =ave BD' =4a; ID = IE" = 2b ve AE" = b dir.

Bu durumda, AE’ = mise, E'F = D'F = 2m ve BD’ = 8m olur. AB = 13m oldugu icin AF = 3m = 3 tiir.

Aglortay teoreminden,

Cozim 4:

Uggenin i¢ teget cemberinin yaricapt, r = u —c=15—13 = 2.

12 1
Agiortay teoreminden CE = = CD = 30

C(0,0), A(5,0), B(0,12) olsun. I(2,2) olacaktur.
DE nin orta noktast M olsun. M (6/5,4/3).

MI : 52— 12y + 14 = 0.

BC : 122 + 5y — 60 = 0.
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Bu iki dogrunun ortak ¢oziimii x = — tiir.

13
50
50 . 53 3 p
F noktasinin apsisi 3 oldugu icin benzerlikten AB- 5 - — AF =3.
Not: Dogru denklemlerini yazinca, M1 1 BC oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda F' i¢ teget ¢emberin
kenara degdigi nokta olur. Yani dogrudan AF = v — a = 15 — 12 = 3 sonucuna varabiliriz.

Bir n pozitif tam sayisi igin, s(n) ile n sayisimin pozitif tam say1 bolenlerinin sayisini géstermek tizere;

20142914 say1sim bolen tiim & pozitif tam sayilar igin (s(k:))3 sayilarinin toplaminin en biiylik asal boleni
nedir?

a) b b) 7 c) 11 d) 13 e) Higbiri
Coziim:

(Eray ATAY)

Yanit:

2014 = 2 - 19 - 53 oldugundan 20142014 = 22014 . 192014 . 532014 5.
201429 sayisinin bir pozitif béleni k = 2% - 1992 - 539 olsun. (s(k))® = (a1 + 1) - (ag + 1)% - (a3 + 1) dir.
Bize sorulan, miimkiin olan tiim (a; +1)% - (ag +1)3 - (a3 + 1)? sayilarinin toplamidir. Bu toplam soyle ifade
edilebilir,

2014 2014 2014

Ys(k)?= X X ¥ (a1 +1)*(a2 +1)*(as +1)°

a1:0 a2:0 a3:O

2014 2014 2014
= Y (@+1)° ¥ (a2+1)° 3 (a3 +1)°
a1=0 a2=0 az=0

= (13423 4+ +2015%) - (13 + 2% + .- +2015%) - (13 + 2% + - - - + 2015%)

2015 - 2016
2

50 .76.13% . 315 say1sinin en biiyiik asal carpam 31°dir.

2 3
= (13 423+ 4+2015%)3 = (( ) ) = (2015 - 1008)¢ = (5- 13- 31)6 - (24 .32.7)6 = 224.312.

ay; =1 ve her n > 1 igin,

1
(an+1 - 2an) : (anJrl - ) =0

ay + 2
olmak tizere, ar = 1 ise, k asagidakilerden hangisi olabilir?
a)6 b) 8 c) 10 d) 12 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

Bir sonraki terim ya su ankinin iki kat1 ya da iki fazlasinin garpaya gore tersi olmali.

1-+1/3—-+2/3—-3/8—>6/8—>12/8 23 —>6—1/8 = 1/4 — 1/2 — 1 dizisinden de goriilebilecegi igin
k =12 igin ax = 1 olabilir.

417


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4271.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4272.0

22. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Siavi - 2014 geomania.org

@

o ®
oo
O®E® O @

Bizi k = 12 ye gotiiren yolu inceleyelim:

. 1
Oncelikle, dizinin terimleri pozitif oldugu i¢in a, > 3 ise ap_1 = % olmak zorunda oldugunu fark edelim.
ar =1 ise,
1 1
ak—1 = 53 Ap—2 = Z,

ap-3=2,a54=1

ya da

1 1
Ar_2 = —. Qb g — —
k—3 Sak4 16

yva da

1
ap_3 = 3’ ax_4 = 6 olacaktir.

Bu durumda, ilk olarak k —4 =1 = a5 = 1 elde ediliyor.

(

Agiktir ki, ¢ > 0 olmak iizere, her a4;45 = 1 olabilir.

Diger taraftan, 6 dan sonra r adimda ilk kez 1 e ulagilirsa, £ = r + 5 olabilecek.
ap—4 =6 —>3—>3/2—3/4— ap_s = 3/8 olmak zorunda.

ak—9 =2/3, ak—10 =1/3, ag—11 =1 ve k = 12.

Baglangicta masada k tane tag bulunuyor. Alper, Betiil ve Ceyhun sirayla hamle yapiyorlar ve sirasi gelen
oyuncu masadan bir veya iki tag aliyor. Hamle yapamayan oyuncu oyunu kaybediyor ve oyun sona eriyor.
Oyuna her seferinde Alper baglamak iizere, oyun k = 5,6,7,8,9 degerleri igin birer kez oynanirsa, Alper
bunlardan kagini kaybetmemeyi garantileyebilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
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Coziim:

(Egemen Erbayat)

Cevap:

Iki kisi toplam 2, 3 veya 4 tag cekebilir.
Alper’e 4 tag gelirse, Alper tag ¢ektikten sonra kalan 2 =141 ya da 3 = 1 4 2 tas1 digerleri bitirip Alper’i
hamlesiz birakabilir.

Alper’e 5 tag gelirse, Alper tag gektikten sonra kalan 4 = 24+ 2 ya da 3 = 1 + 2 tag1 digerleri bitirip Alper’i
hamlesiz birakabilir.

Alper’e 8 tag geldiginde, Alper ne gekerse ceksin, Betiil ile Ceyhun 1 er tag gektiginde Alper’e tekrardan
8—x—1—1=6—1x € {4,5} gelecegi igin, Alper hamlesiz kalabilir.

Alper’e 9 tag geldiginde, Alper ne cekerse ¢eksin, Betiil ile Ceyhun toplamda 3 tas ¢ektiginde Alper’e tek-
rardan 9 — 2z — 1 —2 =6 — x € {4,5} gelecegi i¢cin, Alper hamlesiz kalabilir.

Alper, kendisinden sonra gelen oyuncuya 5 tag birakirsa, sdyle bir durum olusacak: 5—1—-1=3,5—-1-2 =2
vadab—2—-2=1

Alper, mimkiin oldugunca ¢ok tag ¢ektiginde, kendisinden sonra gelene 1 ya da 0 tag birakmig olacak. Bu
durumda, sira kendisine gelmeden oyunu Betiil ile Ceyhun’dan biri kaybetmis olacak.

Hem 6 — 1 =5 hem de 7 — 2 = 5 durumlariyla, Alper oyunu kaybetmemeyi garantileyebilir.

419



23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2015 geomania.org

23.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Simavi - 2015

Bir ABCD dikdoértgeninin i¢ bolgesinde E'F || AC olacak sekilde E ve F noktalar: veriliyor. E ve F nin AB
kenari lizerindeki izdiigiimleri ile beraber olugturduklar: yamugun alanmi 3, BC kenari tizerindeki izdiigiimleri
ile beraber olugturduklari yamugun alan1 4, C'D kenar: iizerindeki izdiigiimleri ile beraber olugturduklar:
yamugun alam 5 olduguna gore, AD kenar iizerindeki izdiigimleri ile beraber olugturduklar1 yamugun alam
kagtir?

a) 2 b) 4 c)6 d) 8 e) Higbiri
Coziim:

Yanit : E

[EF] nin problemde bahsi gegen izdiigiimlerinin ABC'D dikdortgeninin kenarlar tizerindeki uzunluklar: veri-

len sirada z,y, z,t olsun. [EF] || [AC] oldugundan kenarlar z,y, z,t olan dikdortgen ile ABC'D dikdértgeni
AB

benzer dikdortgenlerdir. Bu benzerlige gore, ||BC'|| _—

Y

istenen yamugun alanina S dersek S +4 =345 = S = 4 bulunur.

= |AB|-y = |BC|-x olur. Bu sonuca gore, problemde

Birkag pozitif tam sayimin en kiiciik ortak katlar: 2015 ise bu sayilarin toplami en az kag olabilir?
a) 13 b) 22 c) 49 d) 65 e) 96

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

2015 = 5 - 13 - 31 oldugu icin en az bir sayida 13 en az bir sayida 31 en az bir sayida 5 ¢arpani bulunmak
zorundadir. Eger bir sayida bu ¢arpanlarin iki tanesi varsa toplam daima 65 ten biiyiik olur. 65 ten az olmasi
icin her ¢arpan sadece bir sayida olmalidir. Bu da en az 31 + 13 + 5 = 49 demektir.

1111
399 4y Ry 1
dizi elde edilebiliyorsa, S sayist 557=,

sonsuz geometrik dizisinin bazi elemanlar: silinerek toplami S ye esit olan bir sonsuz geometrik

111 5 : . i
5157 150 5 degerlerinden kagina esit olabilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit: E

1 1 1 1 1
Olusan dizi ok" Sk’ gRFZa’ seklinde olur. Toplam1 paranteze alirsak ok 1+ 2a + 5%a +---) olur.
1 a
lr| < 1liken 1 +7 4724 ... = T ile verilen sonsuz toplam formiiliinden bu ifade o 9a_71° donitstr.
—r _
1
Verilen giklara — diyelim. O zaman
x

1 2¢ 1

% 51— % olur. 2¢ .z = 2F . (2% — 1) olur.  in verilen dért degeri de tek say1 oldugundan ve 2% ile
@ — T

2% — 1 aralarinda asal oldugundan dolay1 x = 2* — 1 olmak zorundadir. Bu dort degerden bunu saglayan say1

bir tanedir ve 15 tir.
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Diizlemdeki n dogrunun her biri diger dogrularin tam olarak 2015 tanesiyle kesisiyorsa, n kag farkli deger
alabilir?

a)l b) 3 c)6 d) 8 e) 10
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit: @

n tane dogruyu maksimum sayida kiimeye ayiralim. Oy]e ki her kiimedeki dogrular kendi iclerinde birbir-
lerine paralel olsun. O zaman bir kiimedeki bir dogru kendi kiimesindeki dogrular diginda biitiin dogrulari
kesmektedir. Kiimelerin sayis1 k£ olsun. Her kiimedeki dogru sayis1 1 < ¢ < k olmak iizere a; olsun. Birinci
kiimedeki bir dogru i¢in yazarsak as + as + - -- + ax = 2015 olur. Ikinci kiimedeki bir dogru icin yazarsak
a1 + ag + -+ -+ ap, = 2015 olur. k. kiimedeki bir dogru icin yazarsak a; + as + -+ - + ax—1 = 2015 olur. Her
bir kiimedeki bir dogru i¢in yazilan denklemleri taraf tarafa toplarsak (k—1)- (a1 +az+---+ag) = 2015k
olur. a; + as + - - - + ax = n oldugunu biliyoruz. O zaman (k — 1) - n = 2015 - k olur. k ile k£ — 1 aralarinda
asal oldugu i¢in k — 1 | 2015 olmali. Ve her k — 1 degeri igin bir n degeri vardir. Yani cevap 2015 in pozitif
bolenlerinin sayis1 kadardir. 2015 = 5 - 13 - 31 oldugu i¢in cevap 8 dir.

NOT: Bu soru daha 6nce 2004 yilinda 31. soru olarak 2015 yerine 2004 yazilarak sorulmustur.

Bir ABCD karesinin [AC] kogegeni iizerinde |AE| = |EF| = |FC| olacak sekilde FE ve F noktalar1 alimiyor.
ACD figgeninin i¢ bolgesinde bulunan ve AD kenarina teget olan O merkezli bir gember AC' kenarina da
E noktasinda tegettir. Benzer gekilde AC'D tiggeninin i¢ bolgesinde bulunan ve C'D kenarina teget olan Os
merkezli bir gember AC kenarina da F' noktasinda tegettir. Buna gére BO;0s ii¢geninin alanimin DO; 02
tiggeninin alanina oram kagtir?

13 + 12v/2 3+2V2 T+ 42 12 4+ 5v/2 18 + 8v/2
)= M5 9 D5 &5

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

Oran sordugu igin iglemi kolaylagtirmak adina deger verebiliriz. |AE| = |EF| = |FC| = v/2 diyelim. |0, E| =

1
r olsun. O1 FA dik iiggen ve AO; agiortaydir. Dolayisiyla ZO1AE = 22.5° dir. tan22.5 = m dir. O

zZaman

T 1 V2 .
— = — ve r = ——— dir. Iki cemberin es oldugunu biliyoruz. Ciinkii BD kosegenine gore simetrik
N RS NI ¢ $ g y ¢ seg g
ve ayni konumdalar. Yani O102FE dikdortgendir. BD kogegenini gizelim. |O103| kesistigi nokta H olsun.

.. BH
BD 1 AC ve AC//0104 oldugu i¢gin BD 1 0104 dir. Uggenlerin alanlar1 oram1 dogrudan ||DH||

3f+r 3V2 V2 6+5V2
2 f+1 C2v2 42
3v2 3vV2 V2 6+V2 ) |BH| _ 6+5v2 134122

DH| =|DK|-|KH —r = = olur. Boylece = =
IDH| = [DE|-1xH] = =5~ 2 V2+1 2v/2+2 YO IDH| T 612 17

a esittir.

BD ile AC kesigimi K olsun. |BH|= |BK|+ |KH| = olur

bulunur.

@ 23232323 {in pozitif tam bolenlerinin bazilarindan olusan {a1, as, . . ., a, } kiimesinde hi¢bir eleman bir digerini
tam bolmiiyorsa, n in alabilecegi en biiytik deger nedir?

a) 2322 b) 2323 ) 2324 d) 2325 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit:

2323 =101-23

O halde {23° - 1012323 231 . 1012322232 . 1012321 ... 232322 . 101!,232323 . 101°} kiimesi 2324 elemandan
olusur, ve higbir eleman bir digerini tam bolmez.

En biiyiik degerin 2324 den biiylik olamayacagini ispatlayalim.

23 1n bir elemandaki kuvveti 0,1,--- ;2323 olmak tizere 2324 farkli deger alabilir. Eger 2325 tane eleman
olsayd1, Giivercin Yuvasi Ilkesi geregi 23 {in aym kuvveti carpani olan 2 eleman olmak zorundaydi. Bu iki
elemandan 101’in kuvveti kiigiik olan, biiyiik olani1 bolmek zorundadir. Dolayisiyla kiimemizde 2324 den fazla
eleman bulunamaz.

ry(r —y) = 1 ve 2% — 2y + y?> = y + 1 kosullari saglayan (x,y) gercel say1 ikilileri icin 22 + 32 ifadesinin
alabilecegi en biiytlik ve en kiiciik degerlerin farki kagtir?

a)l b) V2 c) V3 d) 2 e) V5
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

. 1
Ikinci ifadeyi (2 — y) + y* = y + 1 diye yazip x(z — y) yerine — yazalim. Denklem ¢y —¢y? —y+1 =0 a
Y

déniigiir. Bu da (y + 1)(y — 1)? = 0 demektir. Yani y = 1 veya y = —1 dir. y = 1 oldugunda 22 —x — 1 =0
1+6
2

dan x = veya

6 — 25

cikar ki bu denklemin kokleri gercel degildir. O zaman x? + y? nin alabilecegi en biiyiik degerle en kiiciik
degerin farki

2 -2
6+4\/5—6 4\/52\/5‘511".

veya z2 + 1% = bulunur. y = —1 oldugunda 2> +z+1 =0

1-+5 6+ 25
x = 2\f cikar. x2+y2:¥

a; € {0,1} olmak tizere, kag (a1, as,...,a1) onbirlisi a1 + as + a3 + aq + a5 > ag + ay + ag + ag + ajo + an
kogulunu saglar?

a) 682 b) 758 c) 864 d) 956 e) 1024
Cozim 1:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

a1+ as+asz+ayq+as ifadesinin alabilecegi degerler 0, 1,2, 3,4, 5 tir. Durum inceleyelim. Durumlar: incelerken

. 5
1 leri dagitma amach inceleyecegiz. Ornegin a; + as + as + a4 + a5 = 1 ise <1> diye.

a1+ as +asz + aqg + a5 = 0 ise ag + a7 + ag + ag + a9 + a;; = 0 olamhidir. 1 durum.

a1 +as +asz +aqg +as = 1 ise ag + a7 + ag + ag + a9 + a;1 = 0,1 olmalidir. Bu durumlar sayarsak

(1) ((6) + () =0
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2 ise ag + a7 + ag + ag + a1p + a11 = 0,1,2 olmalidir. Bu durumlar1 sayarsak
> = 220 durum
3

ise ag + a7 + ag + ag + a9 + a1 = 0,1,2,3 olmalidir. Bu durumlar1 sayarsak

e
+ (g)) = 420 durum

3+aq4+as =41ise ag + a7 +ag + ag + a9 + a11 = 0,1, 2, 3,4 olmalidir. Bu durumlar:1 sayarsak
0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 285 durum
0 1 2 3 4))
ay +as+az+aq+as =5ise ag+ar +ag+ ag +ap+a;; =0,1,2,3,4,5 olmalidir. Bu durumlar1 sayarsak
b 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 6 = 63 durum
5 0 1 2 3 4 5))

Cevap 1 + 35 + 220 4 420 + 285 + 63 = 1024 bulunur.
Cozim 2:

ag + a7 + ag + ag + aip + a1 > a1 + as + az + a4 + a5 istenmeyen kosuldur. Toplamda 2'' = 2048 onbirli
oldugu icin istenen kosullar1 bulmak i¢in 2048’den istenmeyen kosullar1 gikartacagiz.

(a1,as,...,a10) onlular1 arasindan a; + as + asz + a4 + a5 = ag + a7 + as + ag + a1g esitligini saglayanlarin
sayist x olsun. Bu durumda a;; = 1 oldugunda z adet istenmeyen kogul elde edecegiz.
Onlularmm sayis1 2'° = 1024 oldugu icin ag + a7 + ag + ag + a19 > a1 + as + as + a4 + a5 seklindeki onlularin

1024 —x . . oo o
sayis1 ———— dir. a1; nasil segilirse secilsin ag + a7 + ag + ag + a19 + a11 > a1 + as + az + a4 + a5 olacagi

1024 —
icin Tx -2 =1024 — x adet daha istenmeyen kosul elde ederiz.

Bu durumda tiim istenmeyen kosullarin toplam sayis1 1024, dolayisiyla istenen kosullarin sayis1 2048 —1024 =
1024 olacaktir.

@ Bir ABC iiggeninin A kogesinden gegen i¢ agiortay ile B kogesinden gegen kenarortay P noktasinda kesigiyor.
|AP| = /3,|BP| = 1,|CP| = /7 ise, ABC fi¢geninin alan1 kactir?

a)vV3 b)2 ¢)2v2 d)2vV3 e)3V2
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit: @

B kogesinden gikan kenarortayin ayagi D olsun. |[AD| = |DC| = x olsun. |PD| = y olsun.Agiortay teoremin-
den |AB| = ad olur. Yine aclortay teoreminden x—Q — 1y = 3 olur. Ve APC ii¢geninde kenarortay teoreminden

292 = 3+ 7 — 222 olur. Yani 22 +y? =5 tir. 22 —y? =5—-2y? =3y olur. 242 + 3y —5= 2y +5)(y—1) =0
olur. y pozitif oldugu igin y = 1 dir. z = 2 dir. A(AABC) =2 - A(AABD) dir. ABD kenan 2 olan eskenar
iicgen cikiyor yani alan1 /3 tiir. Cevap 2v/3 cikar.

Heri € {1,2,...,22} igin a;, a;+1 i tam bolecek ve agg de 2015 i tam bolecek bigimde kag farkli (a1, ag, . . ., as3)
pozitif tam say1 23-listi vardir?

a) 233 b) 234 c) 243 d) 244 e) Higbiri

423


https://geomania.org/forum/index.php?topic=4925.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=4924.0

23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2015 geomania.org

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

b1, b ..., bog terimlerini tanimlayalim. Oyle ki as = a1 - by olsun. Aymi sekilde ag = as - bo olsun. Yani
Gnt1 = G - by, olsun. Ve 2015 = agg - bag olsun. Son ifadede yerine yazarsak 2015 = agg - baa - beg olur. Boyle
gidersek 2015 = aj - by - bg - - - bag olur. Burada 24 tane terim var. 2015 = 5- 13 - 31 oldugundan dolay1 3 tane
carpani 24 terime dagitacagiz. Geri kalan terimler 1 olacak. Bu dagitim 242 seklinde olur.

ave b, a+b = 1 kosulunu saglayan gercel sayilar olmak iizere, (a? —b)(b? — a) ifadesinin alabilecegi en kiiciik

deger nedir?
1 V2

a) —3v3 b) -5 ¢)0 cl)E e)72

Coziim:

Yanit : E

Istenen ifade (a? —b)(b> —a) = (ab)® +ab— (a®+b%) = (ab)®+ab—[(a+b)> — 3ab(a+b)] biciminde yazildiktan
sonra a + b = 1 verisi kullanilarak (ab)? + 4ab — 1 sekline déniisiir. Bu son ifade (ab + 2)? — 5 olacagindan
en kiiciik deger —5 tir.

Koseleri, verilmig bir diizgiin n-genin koseleri tizerinde olan ikizkenar {iggenlerin sayis1 s(n) olmak fizere,

s(n) > s(n 4+ 1) kogulunu saglayan kag n < 2015 pozitif tam sayist vardir?
a) 336 b)403  c)504 d) 671  e) 1007

Coziim:

Yanit:

Problemi kavramak maksadiyla baz1 diizgiin ¢okgenleri ¢izip s(n) degerlerini hesaplayalim. Asagidaki sekilde
s(3)=3-2=1,8(4)=4-1=4,5(5)=5-2=10,5(6) =6-2—2-2=8,5(7)=7-3=21,5(8) =8-3=24

olur.

4
7]
-
.
.
’
.
.

Burada s(n) > s(n + 1) 6zelligine sahip en kiigiik degerin n = 5 oldugu goriiliiyor. Ciinkii diizgiin altigende
olugan ikizkenar iiggenlerden bazilar1 eskenar ticgen oldugu icin bunlar ikiser kez fazla sayilmigtir. Bu faz-
laliklar: gikarmca s(n) > s(n + 1) durumunun olugmas: miimkiin goriiliiyor.

Simdi n = 2k + 1 formunda tek say1 olsun. Ayrica egkenar {iggenler olugmasi igin 3|n + 1 olmasim istiyoruz.
n—1 n?—n

Ustelik n+1 = 2k +2 cift say1 oldugundan 6|/n+1 dir. Bu sartlar altinda s(n) = k-n = g M=y ve
1 3n? —dn -7 2 3n? —dn—17
s(n+1)=k-(n+1)— n;— 9= G n olur. s(n) > s(s+1) esitsizliginden o 5 o, 5 z
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olup n > —7 bulunur. Dolayisiyla 6|n+1 6zelligindeki her n pozitif tamsayisi istenen 6zelliktedir. n+1 < 2016
olup 2016 = 336 - 6 dir. Yani 336 tane n degeri elde edilir.

Simdi de n = 2k + 2 formundaki ¢ift sayilar inceleyelim. Ayrica 3|n + 1 olsun. Bu durumda da benzer
2_9 32 —n—4 2_9
o 5 n, s(n+1) = % olur. s(n) > s(n + 1) esitsizliginden o n

olup 5n < 4 bulunur. Bu duruma uygun n degeri yoktur.

hesaplamalarla s(n) =

3n2—n—4

Sonug olarak toplam 336 tane n degeri vardir.

Bir ABC iiggeninin [BC| kenar1 tizerinde |BA;| = |A1A3] = |A2C| olacak bigimde A; ve Ay noktalar
aliniyor. Benzer gekilde [C'A] kenarn {izerinde |CBy| = |ByBz| = |B2A| olacak bigimde By ve By noktalar
alimyor. AA; dogrusu BB, ve BBs dogrularimi sirasiyla X ve W noktalarinda, AA; dogrusu da BB; ve BBy
dogrularini sirasiyla Y ve Z noktalarinda kesiyor. Buna gére XY ZW dortgeninin alaninin ABC' iiggeninin
alanina orani kagtir?

1 4 9

- b) — 2 d) = -
2) 5 )35 g3 )7 97
Cozim 1:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit: @

4 tane Menaleus uygulayacagiz.
BA\| |CB)| |AX] _ 1
|BC| |B1A|] | XA 3
|BA:| [CB,| [AW] _

AZ2L 1 S |AX| =6 | XA

1 |[AW |

-2 —1 =2.[AW|=3-|WA
BC [BaAl WA 3 1 WA AI=s
Kolaylik olsun diye |AA;| = 35k diyelim. O zaman bulduklarimiz1 yazarsak |[AW| = 21k , [WX| =

9k , | XAy| = 5k olur. A(BXW) = 95 diyelim. O zaman A(ABC) = 105S olur. Simdi kalan iki Mena-
leusu yapalim.

BAs| [CBi| |AY] 2 1 |AY|

. . S il B AY|=3. 1Y A
BC [BA] VA "3 2 A T A=A
BAs| [CBa| 14Z] 2 2 |AZ]

) . 2.2, =1 4.1AZ)1=3-1ZA
BC| |[BaA| |ZAs] 3 1 |ZA4s] = 4-147] |24,]

Kolaylik olsun diye |AAs] = 28m diyelim. O zaman bulduklarimiz1 yazarsak |AZ| = 12m , |ZY]| =
4
9m , |Y Az| = Tm olur. A(ABA3) = 705 oldugu i¢in A(BZY) = ;S olur.

27
B 45 T AXYZW) 35 9
AXYZW)=A(BYZ) — A(BXW) = ?S 9§ = ?S bulunur. A(ABC) 1058 70 bulunur.

Coziim 2:

A(ABP) _ |PM] esitligi gecerlidir
A(ABQ)  |QM] '

Teorem: AB ve P(Q dogrular bir M noktasinda kesigsinler. Buna gore,

ispat: Sekil-1 de bu duruma uygun ¢izimler verilmistir.
A(ABP)  A(ABP) A(AMP) A(AMQ) |AB| |PM| |[AM| |PM|

A(ABQ) ~ A(AMP) A(AMQ) A(ABQ) _ |AM| |QM| [AB| ~ |qar]
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\\Q
A B i 7
P
4 3
v ,.f
Q
Sekil-1

A(ABC) = A diyelim.

A(CAZ CA CB A(BCZ 1

AEABZi - ||BA2: = ||ABi| = AEABZ; = 5 ve A(ABZ) + A(BCZ) + A(CAZ) = A oldugundan
A(ABZ) = % dir

A(CAX CA CB A(BCX

AEABX; - ||BA1: - |AB§|| - AEABXs = 2 ve A(ABX) + A(BCX) + A(CAX) = A oldugundan
A(ABX) = % dir

A(CAY CA AB A(ABY 1 }
AEABY; - :BA2|| - ||C'Bz| - AEBCY; =5 v A(ABY) + A(BCY) + A(CAY) = A oldugundan
A(ABY) = 22 dir

Benzer sekilde A(BAW) = % dir.

Buna gore, A(XYZW) = A(ABZ) + A(ABX) — A(ABY) — A(BAW) =
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2015 ten biiyiik olmayan pozitif tam sayilardan olusan {a, as, . .., ax} kilmesinde herhangi iki elemanin fark:
bu iki elemanin toplamini tam bélmiiyorsa, k en fazla kag olabilir?

a) 403 b) 462 c) 504 d) 613 e) 672
Coziim:

Yanit:

2015 den biiyiik olmayan pozitif tam sayilar {1,2,3},{4,5,6},{7,8,9},---,{2011,2012,2013}, {2014, 2015}
seklinde 672 ayrik altkiimeye ayiralim. Goriildiigi iizere, bir altkiimeden birden fazla eleman aldigimizda bu
iki elemanin farklar1, toplamlarini boler. O halde k en fazla 672 olabilir. Gergekten de, her kiimeden 3k + 1
formundaki sayiy1 aldigimizda, bu iki saymin farki 3 e boliintir. Toplamlar: ise 3 e boliindiiglinde 2 kalani
vereceginden, farklar: toplamlarini bolemez.

f:R =R veg: R — R fonksiyonlar: her x # 0 igin
fRzx+1)+g(z—1)=3zx+2
f(xl_1> +Sg(1;w2x) :%_’_4
esitliklerini saghyorsa f(2015) + g(2015) kagtir?
a) —2016 b) —2015 «c)2014 d) 2015 e) Hicbiri

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

1 1 1 1-2
Tt ifadesini 2z + 1 e esitleyen ifadeyi bulalim. y+l_ 2c+1=y= o Ayni zamanda *
Y T

1 1
T yerine 5 YaZInca T — 1 gikiyor. Yani ifadeleri esitleyen ifade % dir.
x x

ifadesinde

1 1—-2 .
f (x i > + 39 ( 5 m) = f(2r + 1)+ 3g(x — 1) = = + 4 olur. Iki denklemi taraf tarafa gikarirsak
x x

2g(x —1) =2 -2z = g(x —1) = 1 — 2 bulunur. Ilk denklemde yerine yazilrsa f(2z 4+ 1) = 4z + 1 bulunur.
O zaman f(2015) = 4029 ve g(2015) = —2015 bulunur. Ve bunlarin toplami 2014 tiir.

Bir ¢ember etrafina yiiz say1 dizilmistir. Saat yoniinde kendisinden sonra gelen ilk iki sayidan biiyilik olan
sayilara A tipi, saat yoniinde kendisinden 6nce gelen ilk iki sayidan kiigiik olan sayilara ise B tipi say1 diyelim
(bir say1 hem A hem de B tipi olabilir). A tipi sayilarin sayis1 80 ise, B tipi sayilarin sayisi en az kag olabilir?

a) 60 b) 61 c) 62 d) 63 e) Higbiri
Cozim:

Yanit: E

Cevap: 61.

A olmayanlara C' diyelim. Bir C' ve C den 6nce gelen en uzun A tipli say1 grubuna blok diyelim. Toplamda
100 — 80 = 20 tane C' tipi say1 var. Demek ki 20 blok var (bloklar tek elemanh olabiliyor). En biiyiik say:
T olsun. T den 6nce gelen iki say1 da C' tipidir. O zaman en az bir blokun eleman sayis1 birdir. Her blokta
soldan ilk 2 eleman digindakiler B tipidir. Demek ki en az 100 —19-2 — 1 = 61 B tipi say1 vardir. 19 blokun
her birinin en az 4 elemanli oldugu durum 61 igin 6rnek olugturur.

Kaynak: Tiibitak 23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2015
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Diizlemde bir ¢cember ve bu ¢emberin dig bolgesinde Aq, As, ..., A, noktalar veriliyor. Bu cemberin iizerin-
deki her A noktasi igin, [AA;], [AA2], ..., [AA,] dogru parcalarindan en az {igli gemberi yalmzca A noktasinda
kesiyorsa, n en az kag olabilir?

a) 4 b) 5 c)6 d) 7 e) 8
Coziim:

Yanit: @

Cevap: 7.

Cemberin merkezi O olsun. A;0 ya paralel olup gembere teget olan iki dogru vardir, bu dogrular ¢, s ve
gembere degdikleri noktalar Py, P, olsun. Soruda verilen kogulu A = P; ve A = P» igin degerlendirirsek,
Aq, As, ... A, den en az 3’iniin ¢; e gore cember ile farkli tarafta ve en az 3’iniin ¢5 ye gore cember ile farkli
tarafta oldugunu goriiriiz, bir de A; var, boylece n > 7 dir. Cember ile merkezdes olan gok biiyiik bir diizgiin
7—genin kogeleri verilen gart1 saglar, o halde cevap 7.

Kaynak: Tiibitak 23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinav Soru ve Coztimleri 2015

0 < n < 232 kogulunu saglayan kag farkli n tam sayisi igin n° +2n? 4+ n3 — 3n + 2 sayis1 232 ile tam boliiniir?
a0 b)l ¢ 5 d)23 e) Hicbir

Cozim:

Yanlt:
nd+2nt+n3 -3n+2=n+2)(n*+n®>-2n+1)

Ikinci carpam  mod 23 de incelersek, (n?)? = —(n — 1)? (mod 23). Bu denkligin ¢oziimiiniin olmas icin,
mod 23 de karesi —1 e denk olan bir say1 olmalidir. Ancak 23 = —1 (mod 4) oldugu igin bu imkansizdir.
Dolayisiyla n# 4+ n? — 2n + 1 ifadesinde 23 carpani bulunamaz.

O halde 23%|(n + 2)(n* + n? — 2n + 1) <= 23%|n + 2. Yani sart sadece n = 232 — 2 icin saglanir.

f (z) = ax® — 3ax + 2a + 23 fonksiyonu her 1 < z < 2 i¢in |f(x)| < 23 kosulunu saghyorsa, a nin alabilecegi
en biiyiik deger nedir?

a) 178 b) 181 c) 184 d) 187 e) 190
Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

f(z) =a(x—1)(z—2)+ 23 {in mutlak degerinin 23 ten kii¢iik olmas i¢in —46 < a(z — 1)(x —2) < 0 olmal.
a nin en bilylik degerini soruyor o yiizden pozitif kabul edebiliriz. 1 < 2 < 2 i¢in zaten a(x — 1)(x —2) <0
dir. O zaman a(z — 1)(z — 2) + 46 > 0 oldugunu incelemeliyiz. Bu denklemin deltasinin sifirdan kiigiik esit
¢tkmast lazim. A = 9a® — 4 - a - (2a + 46) < 0 olur. Yani a? < 184a olur . Bu da a < 184 demektir. a nin
alabilecegi en biiyiik deger 184 tiir.

Baslangicta 101 top igeren bir kirmizi kutu ve bog bir beyaz kutu bulunuyor. Asli ve Burak sirayla hamle
yaparak bir oyun oynuyorlar. Asl her hamlesinde bir pozitif tam say1 segiyor ve kirmizi kutudan sectigi
sayida topu beyaz kutuya aktariyor. Burak da her hamlesinde bir pozitif tam say1 seciyor ve beyaz kutudan
sectigi sayida topu kirmizi kutuya aktariyor. Bir say1 en fazla bir kez secilebiliyor. Sirasi gelen oyuncu hamle
yapamagzsa oyun bitiyor. Ik hamleyi yapan Asli, beyaz kutuda en fazla ka¢ top kalmasini garantileyebilir?

a)l b)49 ¢)50 d)51 ) 101
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Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

Asli'nmin biitiin toplarin beyaz kutuda kalmasim garantileyebilecegini gosterelim. Asli kirmizi kutudan 1 top
alamaz. Ciinkii o zaman Burak’in alabilecegi top sayisi sadece 1 olabilir ama daha 6nce kullanilmigti. Ash
kirmizi kutudan 2 top alsin. Simdi beyaz kutuda 2 top var. Burak’in alabilecegi top sayisi sadece 1 dir
¢linkii 2 kullanildi. Burak 1 topu kirmizi kutuya aktarir. Su an beyaz kutuda 1 top var. Ve 1 ve 2 sayilar
kullanmildi. Ash kirmizi kutudan 3 topu beyaz kutuya aktarsin. Su an beyaz kutuda 4 top var ve 1, 2, 3
sayilar1 kullanildi. Yani Burak sadece 4 top alabilir. Burak 4 topu da kirmizi kutuya aktarsin. Simdi kirmizi
kutuda 101 beyaz kutuda 0 top var. Yani en baga déndiik . Ve 1, 2, 3, 4 sayilar1 kullamildi.

Asli yine benzer gekilde 5 top alamaz. Alirsa beyaz kutuda 5 top olmus olacak ve 1 den 5 e kadar biitiin sayilar
kullamldigindan Burak hamle yapamayacak. Dolayisiyla Ash 6 top alir. Ve benzer gekilde oyun devam eder.
Goriildiigii gibi ilk 4k say1 kullamldiginda Ash beyaz kutuda 0 top kalmasimi garantileyebiliyor. O zaman
1 den 100 e kadar sayilar kullanildiginda yine beyaz kutuda 0 top kalacak. Ve sira Ash’ da olacak. Ash
'ya sadece 101 sayisi kaldi. Ashi 101 topu da beyaz kutuya aktarir. Son durumda 1 den 101 e kadar biitiin
sayilar kullanildi. Ve beyaz kutuda 101 top var. Yani Burak hamle yapamiyor. Asli 101 topun beyaz kutuda
kalmasini garantilemis oldu.

|AB| = 11 ve |AC| = 9 kosullarini saglayan bir ABC liggeninin ig bolgesinde |BP| = 7 ve |C'P| = 3 kogullarini

saglayan bir P noktasi aliniyor. Buna gore, |AP| uzunlugunun alabilecegi kag farkli tam say:1 degeri vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit :

|BC| < 10 dur. Eger 10 olsaydi bu durumda P noktasi |BC| nin tizerinde olurdu. Bu durumda stewart

121 - 1-
% — 21 = 72 olurdu. O zaman |AP|* < 72 olmal. Ayrica ABP ve ACP

tiggenlerinde ti¢gen esitsizliginden 4 < |AP| < 18 ve 6 < |AP| < 12 bulunur. Dolayisiyla |AP| nin alabilecegi
tamsay1 degerler 7 ve 8 olmak tizere 2 tanedir.

teoreminden |AP|? =

2?2 +1 = az (mod 23) olacak sekilde en az bir x tam sayisinin bulunmasin saglayan kag farkh 0 < a < 23
tam sayis1 vardir?

a)b b) 6 c) 10 d) 11 e) 12
Coziim:

Yanit:

22 —ar +1 = 0 (mod 23) denkliginin ¢oziimii olmasi icin A = a? — 4 iin mod23 te bir tam kare olmasi

gerekir.

O 1234|565 |6|7|8]9]10]11
o mod23 [0 [ 1 [4]9]16][2 |13 3 [18[12]8 ] 6

a®>—4 mod23[19]20|0[5]12|21] 9 [22]14| 8 [ 4| 2

a =11 e kadar 6 ¢oziim oldugu i¢in toplamda 12 ¢oziim vardir.
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Cevresi 23 birim ve alam 23 birim kare olan kag farkh ikizkenar {iggen vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4

Coziim 1:

Yanit :

. 23
Ikizkenar iicgenin tabanina 2z diyelim, buna gore esit kenarlar — — 2 olur. Heron alan formiiliinden 232 =

23 (23 2
5 (2 — 22 | -2 - z olup ifade diizenlenirse 423 — 2322 4+ 92 = 0 denklemi bulunur. Bu denklemin z < T

sartini saglayan pozitif gercel kok sayisini ariyoruz. Tek degigskenli polinomlar icin Descartes in igaret kuralina
gbre polinomun ya 2 ya da 0 tane pozitif gercel kokii vardir. f(z) = 43 — 2322 + 92 i¢in £(5) > 0, f(4) <0
oldugundan (4, 5) araliginda bir pozitif kok vardir. f(3) < 0, f(2) > 0 oldugundan (2, 3) araliginda da bir
pozitif gergel kok bulunur. O halde problemde verilen gartlar: saglayan iki iiggen vardir.

Descartes Isaret Kural
Cozim 2:

Cevap: 2.

23 23
Kenar uzunluklar: 5~ a, 3~ a, 2a olan tiggenin tabana dik olan yiiksekliginin uzunlugu

i _2 =2 (22 9
5 a a 5 5 a
dir. O halde biz

23 (2 23 (2
2=a-h=a- 23'<232a)¢>a2~23~(232a>232@a2~(234a)4-23

23
denkleminin ¢ozlimlerini ariyoruz. a = 5 degerini denedigimizde (yani eskenar iicgen), a? - (23 — 4a) =

233 23

2.3 > 4 - 23 olur. O halde verilen denklemin en az bir adet 0 < a < 5 olmak tizere ve en az bir adet
23 23

— < a < — olmak iizere iki ¢6zlimi vardir. Bir de a < 0 sartini saglayan ve geometrik anlami olmayan bir
¢oziim olduguna gore bagka ¢oziim olamaz, ¢iinkii denklem 3’iincii derecedir. Yani istenen sartlar: saglayan

2 iiggen vardir.

Bir simmiftaki 23 ogrenci ti¢ gruba, birbirleriyle arkadag olan ogrenciler ayni grupta olmayacak sekilde tek
tiirli dagitilabiliyorsa, siniftaki arkadag ikilisi sayis: en az kag olabilir?

a) 41 b) 43 c) 46 d) 48 e) 50
Coziim:

Yanit: E

Ogrencilerden ilkini gruplardan birine yerlestiririz. Ikinci ogrenciyi tek tiirlii yerlestirebilmemiz igin ilk grup-
taki 6grenci ile arkadaglik bagi bulunmalidir (bir bag elde ettik), bu durumda bu 6grenciyi ikinci gruba
yerlestiririz. Geri kalan 21 6grencinin her birinin tek tiirlii yerlesebilmesi igin yerlesecegi grup haricindeki iki
grupla da bir arkadaghk bag bulunmasi gereklidir (21 - 2 = 42 bag daha elde ettik). Yani tiim 6grencilerin
tek tiirlii yerlesebilecegi ve 43 arkadaslik bagi bulunan bir 6rnek kurmus olduk.

En az 43 arkadaghk bag gerektigini ise tiimevarim ile gosterebiliriz. Iddiamiz sudur ki; her n > 1 tam
sayist igin gereken arkadaglik bagi sayist 2n — 3 tiir. n = 2 iken 1 arkadaghik bagi bulunmas1 gerektigi
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aciktir, aksi takdirde iki 6grenciyi ayni veya farkli gruba koyabiliriz ki tek tiirli dagitmis olmayiz. n = k
iken dagitabilmemiz icin 2k — 3 bag gerekiyor olsun. k + 1 6grenciyi dagittigimizda ilk k& ogrenciyi tek
tiirli dagitabilmek icin 2k — 3 bag gerekecek, k + 1. 6grencinin tek tiirlii gidigini saglamak igin iki bag daha
gerekecek ve toplam 2k — 1 = 2(k + 1) — 3 bag gerekecektir, ispat bitmistir.

(S6yle de digiinebiliriz ki; eger 2n — 2 arkadaglik bagi ile 6grencileri dagitabilseydik 6grencilerden birini
gikardigimizda geriye en az 2n — 3 arkadaglik bagi kalmas: gerekeceginden bu 6grencinin en fazla 1 arkadasglik
bagi bulunabilecegini soyleyebilirdik, ki bu durumda da bu 6grenci arkadaglik bagi bulunmayan iki gruba da
gidebilirdi, geligki.)

Koseleri bir gember {izerinde bulunan bir ABCDE besgeninin kenar uzunluklar |[AB| = |BC| = 7,|CD| =
|AE| = 15 ve |DE| = 24 olarak veriliyor. Bu beggenin alam kagtir?

a) 112 b) 168 «¢)210 d)276  e) 360

Coziim:

Yanit : @

[ED] nin orta dikmesinin B den gectigi agiktir. Orta dikmenin ¢emberi ve [E D] yi kestigi noktalar sirasiyla
Kve T olsun. /ZBED = a = /BAE = 180 — a olur. ABE ii¢geninde kosiniis teoreminden |BE|? = 274 +

210 - cosa dir ayrica BT'E tiggeninde cosa = oldugundan bu iki ifadeden |BE|® — 274| BE| — 2520 = 0

12
|BE]
denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢oztimiinden (birazda sezgisel olarak) |BE| = 20 bulunur.Buna gére
|BT'| = 16 dir. Sonug olarak |[ABCDE| =2 (|JABE| + |BTE|) = 2 (42 + 96) = 276 dur.

n > 1 tam sayisiuin en biiylik ve en kiigik asal bolenlerinin toplami f(n) olmak iizere, f(n) = n — 23
denklemini saglayan kag farkli n > 1 tam sayis1 vardir?

a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6
Coziim:

Yanit: E

n sayisiin en kiiciik asal boleni p, en biiytik asal béleni ¢ olsun.

p = q ise 2p = p — 23 denklemini saglayan p asal sayis1 yoktur. Dolayisiyla n en az iki farkli asal garpan
igermelidir.

n sayis1 bagka carpanlar da igerebileceginden n > pq oldugu agiktir.
fmM)=n—-23=p+q=n—23>pg—23
p+q>pg—23=24>pg—p—q+1=24>(p—1)(¢—-1)

2 < p < q oldugunu bildigimizden, p = 2, 3, 5 olabilir.

¢ =n—23 — p oldugundan ¢|n — (p + 23) = ¢|p + 23 tiir. O halde,
p=2=—=¢q|25 = q¢=5=n=2+5+ 23 = 30 saglar.
p=3=q|26 = ¢ =13 = n =3+ 13 + 23 = 39 saglar.
p=5b=¢q|28= ¢q=T7T=n=>5+7+ 23 = 35 saglar.

Yani sart1 saglayan n tam sayilari 30, 35, 39 olmak tizere 3 tanedir.

23 — 20152°12 + 23 = ¢ denkleminin en az iic farkli gercel ¢oziimiiniin bulunmasim saglayan tiim ¢ tam
sayilarinin aritmetik ortalamasi kagtir?

a) —46  b)0 «¢)403  d) 2015 e) Hicbiri
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Coziim 1:

Yanit:

k = c— 23 olsun.
Denklem, 223 — 20152°%2 — k = 0 dur.

iddia 1: Denklemin en fazla ii¢ gercel kokii olabilir.

Bu iddianin dogrulugu, Descartes’in i§aret Degisim Kurali yardimiyla veya f(z) = 2% ve g(z) =

201520152 + k fonksiyonlarmin grafikleri goz oniine almarak goriilebilir.
12
k=2

104

O halde denklemin tam olarak ii¢ farkli gergel kokiiniin bulunmasini saglayan ¢ tam sayilarinin aritmetik
ortasinl ariyoruz.

iddia 2: Bir k = kg i¢in denklemin 3 farkl gercel kokii varsa, k = —kg i¢in de 3 farkli gergel kokii vardir.

ispat: xo sayist 223 — 20152002 — kg = 0 denkleminin kokiiyse, —z¢ sayis1 22 — 201520z + kg = 0
denkleminin kokiidiir. Ciinkii z yerine —x yazildiginda onceki denklem elde ediliyor. Yani kg yerine —kg
yazildiginda, denklemin koklerinin negatifleri yeni denklemin kokleri olur. Dolayisiyla kok sayisi korunur.

O halde, —k = —c + 23 = (46 — ¢) — 23 oldugundan, bir ¢ = ¢y tamsayisi i¢in denklemin ¢ farkl gergel
kokii varsa, ¢ = 46 — ¢¢ tamsayisi igin de {i¢ farkh gercel kokii vardir.

Sart1 saglayan ¢ tam sayilari ¢1,co, -+, ¢n,46 — 1,46 — ca, - - - 46 — ¢, olsun. ¢; sayilar arasinda 23 varsa, 23
i iki kez yazdik demektir. Ancak olsa da olmasa bu sayilarin aritmetik ortalamasi 23 tiir.

Coziim 2:

Cevap: Higbiri.

Bu sart1 saglayan ¢ tam sayilarimin bir k pozitif reel sabit sayisi igin (23 — k,23 + k) arahgindaki sayilar
olmas1 gerektigi goriiliir. Tiirev incelemesi ile k£ yi hesaplayabiliriz, ama bu sorunun cevabini bulmak icin
buna gerek yok. k ne olursa olsun (23 — k, 23 4 k) araligindaki tam sayilarin aritmetik ortalamasi 23 tiir.

Tabam A, Ay A3A4A5AgA7 T-geni olan bir piramidin her ayritimin kirmizi ve mavi renklerden birine, bu
piramidin her kogsesinden herhangi bir diger kdgesine hem sadece kirmiziya boyali hem de sadece maviye
boyali ayritlar takip edilerek ulagilabilecek sekilde boyanmasina iyi boyama diyelim. Kag iyi boyama vardir?

a)218  b)234 ) 252 d)298 e) 324
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Coziim:

Yanit:

Cevap: 252.

Taban disindaki kenarlarin boyama sayis1 27. Bir iyi boyamada bu yedi kenarimn tiimii kirmizi, veya tiimii mavi
olamaz: 27 — 2. Piramidin tepe noktas1 O olmak iizere, genelligi bozmadan [0 A;] kirmizi, [0 A;,1] mavi renge
boyanmus olsun. [A; A;41] kenarin herhangi bir renge boyayalim, bu renk de genelligi bozmadan mavi olsun. O
zaman [A; 11 A;42] kenari kirmizi renge boyanma zorunda olacaktir. Benzer sekilde devam edersek diger taban
kenarlarin da tek tiirlii boyanma zorunda olacaklarini gérecegiz. Demek ki iyi boyama sayis1 2 (27 - 2) =252
dir.

Kaynak: Tiibitak 23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2015

I¢ teget cemberinin merkezi I olan ve |AB| = 3,|BC| = 7,|C'A| = 5 kosullarim saglayan bir ABC' ii¢geni
verilmigtir. BIC' iiggeninin ¢evrel ¢emberi {izerinde BC dogrusuna gore [ ile farkh tarafta kalacak bicimde

BE 9 —
alinan bir D noktasindan [BClkenarina inilen dikmenin ayag F dir. Buna gore, |CEI =z ise m (BAD)
kagtir?

a) 30° b) 45° c) 60° d) 75° e) 90°
Coziim:

Yanit :

BE 9 9 5

|C’E|| =g ve |BC| =7 i¢in |[BE| = 2 |CE| = B dir. |[AC|+|CE| = |AB| +|BE| = s oldugundan F noktas:
ABC iiggeninin dig ¢emberinin [BC| kenarna teget oldugu noktadir.[BC] ye teget olan gemberin merkezi
BIC iiggeninin cevrel gemberi iizerinde olacagindan bu merkez problemde bahsedilen D noktasidir. Kosintis

teoreminden /BAC = 120° olup ZBAD = 60° dir.

s : ABC iiggeninin yar1 ¢evresidir.

3(m3n +n? + 1) = m(n® + 9m + n) denklemini saglayan kag farkh (m,n) tam say1 ikilisi vardir?
a)0 b) 2 c)4 d) 8 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim:

(Mehmet Utku Ozbek)

Yanit:

Denklemi diizenlersek mn - (3m? — n? — 1) = 9m? — 3n? — 3 olur. Buradan iki durum gikiyor. Ya mn = 3
ya da 3m? —n? — 1 = 0 olmali. mn = 3 icin 4 tamsay1 ¢oziimii var. 3m? — n? = 1 ifadesine (mod 3) te
bakarsak n? = 2 (mod 3) olur. Celigki. Yani cevap 4.

Elemanlar1 23 ten biiylik olmayan aq, as, .. ., a, pozitif tam sayilar dizisinde ilk ve son eleman disindaki her

eleman iki komsusunun aritmetik ortalamasindan biiytliktiir. Buna gore n nin alabilecegi en biiyiik deger
nedir?

a)12 b)13 c¢)14 d)15 e)16
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Coziim:

Yanit:

a, b, c dizinin 3 ardigik terimi olmak tizere a > b ise b > ¢ oldugu agiktir, yani dizi bir yerde azalmaya
basladiginda siirekli azalacaktir. Simdi dizinin azalan 7. teriminin sifirin altina inecegini gosterelim. Dizinin
en biiyiik terimi z, z ten sonra gelen terim y olsun. (eger x sayis1 birden fazla kez gegiyorsa en sonuncusuna
bakalim) Sonraki terim z olmak tizere, soruda verilen koguldan 2y > = + z oldugundan 2y — z > z olur, yani
z en fazla 2y — x — 1 olabilir, benzer sekilde yazarsak z den sonraki terim ¢ olmak iizere 2(2y —z —1) > y+¢
oldugundan t en fazla 3y —2x — 3 olabilir, bunu bu sekilde devam ettirerek 4y —3x—6, 5y —4x—10,6y—5x—15
ve 7. terim olan 7y — 6x — 21 i buluruz. « > y + 1 oldugundan 7y — 62 —21 < 7Ty —6(y+1)—21 =y —27 <0
buluruz (glinkii y < 23 verilmigtir). Bu da demektir ki dizideki sayilar en fazla 6 kez azalabilir. Sorunun
basinda sOyledigimiz ifadeden dizinin bir yere kadar artan, en biiyiikk sayida tekrar eden ve sonra azalan
oldugunu gorebiliriz*. Bu da demektir ki ilk 7 terim artan sirada olacak (yani terimler 6 kez artacak), 7.
terim belli sayida tekrar edecek (ki bu say1 en fazla 2 olabilir, sorudaki garttan 3 olamayacag agiktir) ve
simetrik bir gekilde 6 terim daha eklenecek, bu da bize 14 terimli bir dizi verir. Dizimize 6rnek olarak
2,8,13,17,20,22,23,23,22,20,17,13, 8,2 dizisini verebiliriz.

*Burada gormemiz gereken bir durum a,b,cb en biuyiik terim olmayacak sekilde ardigik terimler ve a < b
ise b = c olabilecegidir, fakat bu durumda c den sonra gelen terim d olmak tizere b = ¢ oldugundan ¢ > d
olmalidir, ki bu durumda b ve ¢ en biiyiik terim olur, geligki.

23 kentin bulundugu bir iilkede 250 kent ikilisi arasinda karsilikli ugak seferleri, iilkedeki herhangi bir kentten
bir digerine (dogrudan veya birkag aktarmayla) en fazla 5 saatlik ugus siiresi sonucunda ulasilabilecek bigimde
nasil diizenlenirse diizenlensin, k saatlik ugus sonucunda bir kentten baglayip her kente en az bir kez ugrayarak
bagtaki kente doniilebiliyorsa, k nin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

a) 95 b) 100 c) 105 d) 110 e) 115
Coziim:

Yanit: @

Cevap: 110.

250 < 5 ) = 253 oldugundan aralarinda karsilikli ugak seferleri bulunmayan en az iki kent vardir. Buna

gore A dan B ye en kisa sefer A — C' — B olacak sekilde A, B ve C kentleri bulunur. O zaman A — C —
B — .-+ — Aen fazla 22 - 5 = 110 saat olur. 110 saat i¢in 6rnek: Bir A kenti ile diger tiim kentler arasinda
her biri 2.5 saat siiren karsihkli ugak seferleri olsun. A digindaki kenlerin bazilari arasinda da toplam 100
sefer elde etmek i¢in her biri 10 saat siiren yollarla birlestirilsin.

Kaynak: Tiibitak 23. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2015
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24.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2016

AB || CD ve |AB| > |CD| olan bir ABCD yamugunda AC ve BD kosegenlerinin kesigim noktasi E dir.
DEC iiggeninin ¢evrel cemberine E noktasinda teget olan dogru [AB 1gmmim F' noktasinda kesiyor. |[AF| =9
, |AB| =5 ise |EF| kagtir?

a)h b) 6 c) 7 d) 8 e)9
Cozim:

Yanit: E

/EAF = /ECD = /ZFFEB oldugu i¢in EF ayn zamanda ABFE ii¢geninin c¢evrel ¢emberine de tegettir.
EF? = 4.9 = 36 dan EF = 6 bulunur.

n? +mn + 14 = Tn + 3m denklemini saglayan kag farkli (m,n) tam say1 ikilisi vardir?
a)l b)2 ¢)3 d)4 e) Hichiri

Coziim:

Yanit: @

n2+mn+14 =7+ 3m
n?2—Tn+14=3m —mn
n? —Tn+14 =m(3 —n)
n?—Tn+ 14
A e Y
3—n
2

_ 44 = —
n —+ +3—n m

3 ‘1 tamsay1 yapan degerlerler 4 tanedir: n =1, n =2, n =4, n =5.
-n

abc = 2 kosulunu saglayan a, b, ¢ pozitif gercel sayilari icin a? + 2b2 4 4c? — 6b ifadesinin alabilecegi en kiiciik
deger nedir?

a)0 b))l ¢)2 d)4 e) Hicbiri

Coziim:

Yanit:

2 16
c=— oldugundan f(a,b,c) = a® + 2b> + —— — 6b olur. f(a,b,c) > 0 oldugunu gosterelim. A.G.O dan
a

a?b?
1
a’® + TIG)Q > % den; f(a,b,c) > 2b% + % — 6b > 0 gostermeliyiz. A.G.O dan b? + b% + % > 6b oldugundan
a
esitsizlik dogrudur. Esitlik a = v/2,b = 2, ¢ = - icin saglanr.

V2

24 x 24 satrang tahtasinin bazi birim karelerine birer tag nasil yerlegtirilirse yerlestirilsin, her tasi k renkten
birine, ayn1 satir veya ayni siitun iizerinde olup aralarinda bagka tag bulunmayan herhangi iki tagin rengi
farkh olacak gekilde boyayabiliyorsak, k nin alabilecegi en kiiglik deger nedir?

a)2 b)3 c¢)4 d)5 e)6
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Coziim:

Yanit E

Eger tiim karelere tag koyulmugsa, ortak kenara sahip karelerde farkli renklerde tag olacagindan A ve B
ile gosterecegimiz iki farkli renkle boyama yapilabilir. Ancak bazi karelere tag konulmamigsa iki rengin
yetmeyecegini gosterelim. Sekildeki gibi 21 kareye tag koyulmus olsun. Iki renk ile boyamaya baslarsak
agagidaki desen olusur. 7 ile gosterdigimiz karedeki tagin dort kare solunda A rengi oldugu icin ? karesini
A ile boyayamayiz. Ayrica 7 karesinin tstiindeki karede de B rengi oldugundan ? karesindeki tas1 B ile de
boyayamayiz. Boylece 7 karesi igin tiglincti bir C' rengi kullanmamiz gerektigini anlarz. k > 3 tir.

41 B y
B | 4 ' g I 4 | B
.———L——I __l __l _
| I T~ T
A4, 81 41 B 1 4
o _ | S
| T T 1
B | 4 :E :.—l : B
A 9

Genel olarak bir karedeki tagin rengini kisitlayan iki unsur vardir. Bunlar, o tagin istiindeki ilk tag ile o
tagin solundaki ilk tagtir. Ustiinde ve solunda A, B renkli tag bulunan tasi C rengiyle boyariz. Ustiinde ve
solunda A, C renkli tag bulunan tag1 B rengiyle boyariz. Ustiinde ve solunda B, C renkli tag bulunan tas
da A rengiyle boyariz. Elbette {istiinde ve solunda aymi renkli, 6rnegin A, A taglari1 bulunan tas1 B ya da C
renginden istedigimiz herhangi biriyle boyayabiliriz. k£ = 3 tiir.

Bir ABC iicgeninde m(@) = 45° ve [AC] {lizerinde alman bir D noktasi igin m(ZTB\C’) = 90° dir.

D —
lcD| = 2¢/2 ise m(BDC) nedir?

a) 52.5° b) 60° c) 67.5° d) 75° e) 90°
Cozim:

Yanit: @
AB = /2 olsun. CD = 4 olur.
DC nin orta noktast M olsun. BM = 2 dir.

B den AC ye inilen dikmenin ayagi H olsun. AABH de, BH = 1 olacaktir. Bu durumda ZBMH = 30°,
dolayisiyla da ZBDC' = 75° olacaktur.

@ n bir pozitif tam say1 ve a1, a9, ...,a, birer tam say1 olmak tizere her i = 1,2,...,n icin b; = a;% olarak
tanimlaniyor. Higbir (ay, as, . . ., a,) tam say1 n-lisi icin 221 4202 4. .. 4-20» —n?2 ifadesi 7 ile tam béliinmiiyorsa
n kag farkl deger alabilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Sonsuz ¢oklukta
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Coziim:

Yanit:

Tam kareler mod 3 te 0, 1 oldugu igin ve 2°* = 1 (mod 7), 2%**1 =2 (mod 7), 23**2 = 4 (mod 7) oldugu igin
2% = 1,2 (mod 7) olur. Dolayisiyla T' = 201 4202 ... 420 = n+1,...,2n (mod 7) dir. Goriildiigii iizere
n > 6 icin T ifadesi mod 7 de her kalam verebilir. n? = 0,1,2,4 (mod 7) oldugu i¢in n > 6 ise T =0, 1,2,4
(mod 7) olacak sekilde (a1, as,...,ay,) tam say1 n-lisi bulunabilir. n = 1,2,3,4,5 igin denenirse n = 3,4,5 in
istenen durumu sagladig1 goriiliir.

21
Bir f: R\ {7, 7} — R fonksiyonu, tanim kiimesinde bulunan her x igin,

J@+f (72112) -7

esitligini sagliyorsa f(1) agagidakilerden hangisi olabilir?
1 1 2 1

Cozim:

x=1i¢in f(1)+ f(0)=1

x=0i¢in f(0)+ f(-1/2) =0

z=—1/2icin f(—1/2)+ f(1) = —1/2

Ikinci denlemi birinci denklemden gikarirsak ve iigiincli denklem ile toplarsak
F) = f(~1/2) =1

f(=172)+ f(1) = -1/2

2f(1) =1/2

f1) =1/4.

Baslangicta masa tizerinde her biri 51 gram siit iceren birka¢ bardak bulunuyor. Bir kedi her islemde 6nce
masadaki her bardaktan 3 gram siit iciyor, daha sonra bir bardak alip bu bardaktaki siitii diger bardaklara
esit olarak dagitiyor ve bog bardagi masadan atiyor. Birkag iglem sonucunda masada tek bir bardak kaliyor.
Bu son bardakta yine 51 gram siit bulunuyorsa kedi toplamda kag gram siit i¢mistir?

a) 1530 b) 1581 c) 1632 d) 1683 e) 1734
Coziim:

Yanit: E

Cevap: 1581.
Bardak sayist n olsun. Toplam igilen suyu iki farklh bigmde hesaplayalim: 51 x (n —1) ve 3(n+ (n—1) + (n —
2)+---4+2). O zaman 51(n—1) =3 ("("TH) - 1) ve buradan n? — 33n + 32 = 0. Buradan n = 1 ve n = 32

degerlerini elde ediyoruz. n > 1 olma zorundadir. n = 32 sorudaki kogullar1 sagliyor ve cevap 51 -31 = 1581
dir.
Kaynak: Tiibitak 24. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinav Soru ve Coztimleri 2016
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@ Bir ABC iiggeninde i¢ teget gember BC,C A, AB kenarlarina sirasiyla D, E| F' noktalarinda tegettir. EF
dogrusu [C' B 1gmin1 P noktasinda kesiyor. Buna gére |[BD| =1, |CD| =3, |PF| = /5 ise |CA| uzunlugu
kagtir?

a)4 b)2v5 )5 d)4/2 e)6

Coziim:

Yanit:

PB 3 AF
Menaleustan

PB11 AE 1 1 bulunur. AE = AF oldugu i¢in PB = 2 bulunur. Buradan PBF

iggeninin dik tiggen oldugunu goriirtiz. O zaman ABC tiggeni de diktir. Pisagordan AF = = olmak tizere
(x +1)? +16 = (x + 3)? ve x = 3 bulunur. Yani |CA| =5 tir.

Not: Bir bagka yol olarak P,B,D,C noktalari1 harmonik oldugu i¢in PB = x olmak lizere f_ = -
x

ten z = 2 bulunabilir.

p € {7,11,13,17,19} olmak iizere kac farkl p asal sayisi i¢in a? + b+ 1 ve b2 + a + 1 sayilarinin her ikisi de
p ile tam boliinecek bigimde a ve b tam sayilar: bulunabilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Coziim:

Yanit: @

Cevap: 4.

a®>+b+1=0"+4+a+1=0 (modp) oldugundan a®> + b+ 1— (b*+a+1) = (a—b)la+b—1) =0
(mod p) olur. a = b (mod p) igin a? +a+ 1 = 0 (mod p) ve buradan da (2a + 1)? = —3 (mod p) olur.

a+b =1 (modp) icin ise a®> — a + 2 = 0 (mod p) ve buradan da (2a — 1)> = —7 (mod p) elde ederiz.
Yani soruda verilen kogullar1 saglayan bir a, b ikilisi vardir ancak ve ancak —3 ve —7 sayilarindan en az biri
p modunda karekalandir. 52 = —3 (mod 7), 62 = —3 (mod 13), 42 = —3 (mod 19) ve 22 = —7 (mod 11)
oldugundan 7,11, 13,19 sartlar: saglar. p = 17 igin ise karekalanlar 0,1,4,9,16,8,2,15,13 olup —3 ve —7
karekalan degildir. Bu ytizden cevap 4 olur.

Kaynak: Tiibitak 24. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2016

(x+2y)(y+22)(z+22) =1
2z +y)2y+2)22+1z) =2
(z+y)y+2)(z+2)=3

denklem sistemini saglayan x,y, z gercel sayilari i¢in zyz ifadesi agagidakilerden hangisine esit olabilir?

1 ) 1 ) C
a) — 3 b) — 3 c) 1 d) 1 e) Higbiri
Co6ziim:

Yanit: E
Ifadeleri acip ilk ikisini toplayalim.
= T = 622y + 6z2y* + 6222 + 6222 + 6y?z + 6yz? + 187ryz = 3

Uciincii ifadeyi acarsak 22y + zy? + 222 + 222 4+ y22 + y22 + 2zyz = 3 olur. Uciincii ifadeyi 6 ile carpip T
den gikaralim.

438


https://geomania.org/forum/index.php?topic=5857.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=5858.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=5859.0

24. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2016 geomania.org

= 6zryz = —15

5
Yani zyz = —5 olabilir.

Iki basamakl sayilardan olugan her {aj, as, ..., a,} kiimesinin herhangi ikisinin her iki basamag: birbirinden
farkli olan 5 elemani bulunuyorsa, n en az kag olabilir?

a) 38 b) 41 c) 45 d) 51 e) Higbiri
Cozim:

Yanit E

n = 40 igin istenen 6zelligin saglanmadigina dair ters érnek verelim. {10,11,12,...,49} kiimesindeki sayilarin
onlar basamagindaki rakamlar 1,2, 3, 4 ten olusmaktadir. Dolayisiyla bu 5 say1 nasil secilirse secilsin giivercin
yuvasi prensibi geregi en az ikisinin onlar basamagi ayni olur. Yani n > 41 dir.

sl lels

n = 41 durumunda daima istenen ozellikte 5 say1 secilebilecegini ispatlayalim. Once iki basamaklh tiim
sayilar1 9 x 10 tabloya yazalim. Bu tablonun m inci satirindaki sayilarin onlar basamagi m, n inci siitunundaki
sayilarin birler basamagi n — 1 dir. Simdi ayn1 tablonun birim karelerini x1, xs, ..., x1¢ ile gosterecegimiz 10
farkli renkle agagidaki gibi boyayalim. Hicbir satirda veya siitunda aymi renk iki kez goriilmez. Bu tablodan

41 kare nasil segilirse segilsin LEJ +1 = 5 kare ayni1 renkle boyanmigtir. Bu 5 kare istenen ozellikteki sayilar

bulundurur.

Bir ABC figgeninin BC kenarna ait dig teget ¢gemberinin merkezi O olsun. O dan gegen bir dogru AB ve
AC dogrularim sirasiyla D ve E de kesiyor. |[AD| > |AB|, |AE| > |AC|, |AD| = |AE|, |BD| =9, |OD| =38,
|OC| = 4 ise |OB| kagtir?

a) 4 b)g c)b d)% e)6

Coziim:

Yanit: E

AD = AF oldugundan ve AQO ig agiortay oldugundan DO = OF = 8 dir. ZADE = ZAED =« , ZDBO =
Z0BC = B, ZBCO = ZOCFE = 6 olsun. DBCEFE dortgeninde i¢ agilar toplamindan o + 8 + 6 = 180°
bulunur. O zaman ZDOB = 0 ve ZCOE = 8 dir. Yani ABOD ve AOCE benzerdir. % = % ten x = g
bulunur.

3,5,7,11,13 sayilarindan kag tanesi (n + 3)(n + 7)(n + 11)(n + 15) 4+ 257 ifadesini higbir n tam sayisi i¢in
tam bolemez?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
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Coziim:

Yanit: @
fn)=(Mn+3)(n+T7)(n+11)(n+ 15) + 257 ve gr(n) = f(n — 9) — 257 (mod k) olarak tamimlayalim.
gs(n) = (n? — 1)
g5(n) = (n? — 1)
go(n) = (n? — 1)
gi1(n) = (n? —4)(n? - 3) =

g13(n) = (n? —4)(n? —10) = 3

denkliklerini saglayan degerleri aragtiracagiz.

gr(n) = 0 nin koklerinin saglamayacag1 agikar. Bu yilizden onlar1 dogrudan eleyecegiz. n = 0 mn da kok
olmadig1 agikar.

g3 icin karesel kalanlar1 yazalim: { f, A}. Yani, £k = 3 i¢in f(n) =0 (mod k) olamaz.
g5 icin karesel kalanlar: {0, 1, A}. k = 5 te kiimede.

g7 i¢in karesel kalanlar: { 0, 1, A,2}.

n?=2icin (2—-4)(2—-1) #2 (mod 7) oldugu i¢in k = 7 de kiimede.

g11 icin karesel kalanlar: { 0,1, 4,9,5, 3}.

n?=11igin (1-4)(1-3)=6#7 (mod 11).

n?=9icin (9—4)(9—-3) =8 %7 (mod 11).

n?=5icin (5—4)(5—3)=2%#7 (mod 11).

k =11 de kiimede.

g13 i¢in karesel kalanlar: {f,1, A4,9,3,12, 10}.

n? =12 i¢in (12 —4)(12 — 10) = 16 = 3 (mod 13) oldugu icin k = 13 kiimede degil.

O halde, 3,5,7, 11 sayilar1 i¢in s6z konusu ifadenin hicbir degeri bu sayilara tam béliinmez.

1 < lal,|b],]c| <10, a # ¢ ve b*> > 4ac kosullarini saglayan tiim a,b, c tam sayilar icin az? + bz + ¢ = 0
denkleminin en kiigiik kokii ile cz? + bx +a = 0 denkleminin en biiyiik kokii birbirine esitse (a, b, ¢) ficliisiine
karesel “cli diyelim. Kag farkl karesel tiglii vardir?

a) 20 b) 40 c) 50 d) 60 e) 80
Coziim:

Yanit:

Cevap: 80.

(a, b, c) bir ¢oztimse (—a,—b, —c) de bir ¢éztimdiir. Ayrica ac > 0 olmalidir. Aksi halde her iki denklemin
kokleri ters isaretli olacagindan ilkinin en kiiglik kokii negatif ikincinin en biiytik kokii pozitif olur ve celigki
elde ederiz. Simetriden a > 0, ¢ > 0 durumundaki ¢éziim sayisi, a < 0, ¢ < 0 durumu ile aynmidir. a > 0,¢ > 0

b—Vb% —4dac

kabul edelim. az? 4 bz + ¢ = 0 denkleminin en kiigiik kokii — g

—b+ Vb% — dac

elde ederiz. Buradan daca + ¢ = |b| elde ederiz. b > 0 igin a+c=bvea > ¢,b < 0igin ise a+ ¢ = —b
ve ¢ > a olmalidir. Simetriden dolay: her iki durum igin ¢o6ziim sayisi esittir. b > 0 icin a +c=bve a > ¢
durumunda her b > 0 degeri igin |(b — 1)/2] tane (a,c) ikilisi elde ederiz. b = 1,2,...,10 durumlar igin
toplamda 0+0+1+1+2+2+3+3+4+4 = 20 adet ¢oziim gelir. b < 0 i¢in de 20 ¢éziim vardir. Buradan
da 40 ¢ozim buluruz. Son olarak tiim ¢ézlimleri —1 ile garparsak 40 yeni ¢oziim elde ederiz. Sonug olarak
toplam ¢oziim sayis1 80 olur.

ve cx? + bz + a = 0 denkleminin

en biiyiik kokii olur. Bu iki ifadeyi esitleyip gerekli sadelestirmeleri yaparsak (a + ¢)? = b?

Kaynak: Tiibitak 24. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2016
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1,2,...,2016 sayilarinin her biri k& renkten birine, a | b ve b | ¢ kogullarimi saglayan herhangi ii¢ farkli a, b ve
c sayilar1 ayn1 renkte olmayacak sekilde boyanabiliyorsa, k en az kag olabilir?

a)4 b)5 ¢)6 d)7 e)8
Coziim:

Yanit:

Cevap: 6.

Ik 6nce en az 6 renk gerektigini gosterelim. 1, 2,4, 8,16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024 sayilarinin herhangi tigii ayni
renge boyanirsa kogullar saglanmaz. Demek ki renk sayis1 11/2 = 5.5 "den az olmayacaktir. Simdi 6 renk ile ge-
reken boyamay1 yapalim. 1,2, ...,2016 sayilarin 11 gruba ayiralim: Gy = {1}, G2 = {2,3}, G5 = {4,5,6,7},
Gy = {8,9,10,...14,15}, ..., G = {512,513,...,1022,1023}, G171 = {1024,1025,...,2015,2016}. Aym
gruptaki herhangi iki sayidan daha kiicilik olan daha biiylik olan1 bolmiiyor. Bu nedenle her renk en fazla iki
grupta kullanilmak iizere, her gruptaki sayilarm tiimii ayni renge boyanirsa kosullar saglanmis olur.

Kaynak: Tiibitak 24. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2016

Dar acili bir ABC ii¢geninin AD kenarortayi, BE yiiksekligi ve C'F i¢ agortay1 noktadagtir. |BC| = 10,
|CA| = 6 ise |AB| kagtir?

a) 4/5 b) 9 c) V85 d) 3v10 e) V91

Coziim:

Yanit:
AF AF

2
. B 3 o 9 15 9 9\"
Ceva dan FE || BC dir. 5 - FB & oldugu i¢in AE = 1 ve EC = 1 bulunur. AB <4) =

15\ 2
102 — (45) nden AB = /91 bulunur.

n bir pozitif tam say1, p bir asal say1, di ve dsy ise n sayisinin birbirinden farkl iki pozitif tam béleni olmak
tizere n = p(d; + dz) biciminde yazilabiliyorsa n sayisina dengeli sayr diyelim. 100 den kiiglik kac¢ dengeli
say1 vardir?

a) 11 b) 17 c) 24 d) 30 e) Higbiri
Coziim:

Yanit E

n = p(dy + dz), di|n, daln ve di # dg ise di > da kabul edebiliriz. n = dyz = day olacak sekilde 1 <z < y

tamsayilar1 vardir. dy = % ve dy = % degerlerini n = p(d; + d3) denkleminde yazalim. n = p (% + %) olup

buradan zy—pz—py = 0 elde edilir. Her iki tarafa p? ekleyelim. xy—pax—py +p? = p? ifadesi (x — p)(y — p) = p?

bigiminde carpanlara ayrilir. x < y oldugundan yalnizca

r—p=ly—-p=p°
durumu incelenir. z = p+ 1, y = p(p + 1) dir. O halde n = doy = dop(p + 1) dir. p(p+ 1) < n < 100
oldugundan p € {2,3,5,7} dir.
p =7 i¢in n = 56dy dir. do € {1} olup n € {56} dir.
p =5 i¢in n = 30dz dir. d2 € {1,2,3} olup n € {30,60,90} dir.
p=3icin n = 12dy dir. dy € {1,2,...,8} olup n € {12,24,...,96} dir.
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p =2 igin n = 6dy dir. ds € {1,2,...,16} olup n € {6,12,...,96} dir.

p = 3 ve p =5 durumlarindan elde edilen n degerleri p = 2 iginde zaten vardir. p = 2 ve p = 7 durumlarindan
toplam 16 4+ 1 = 17 farkli n degeri elde edilir.

Gergel katsayili bir P polinomu P(1) = 1 ve her x,y gergel sayilar1 i¢in P(z) + P(y) = P(z +y) — 22y + 1
kogullarimi sagliyor. Buna gére P(z) in alabilecegi en kiigiik deger nedir?

1 1 1 2 3
Coziim 1:

Yanit

Soruda P nin polinom oldugu verilmeyip sadece siirekli bir fonksiyon oldugu verilse bile yeterlidir. P nin
stirekli fonksiyon oldugu zayiflatilmig sartiyla ¢éziimii yapacagim, polinom oldugu bilgisini kullanmayacagim.

Verilen fonksiyonel denklemi saglayan iki fonksiyon P ve R olsun.

P(z+y)=P(x)+ Py) +2zy — 1
Rz +y)=R(x)+ R(y) +2zy — 1

denklemlerini taraf tarafa cikarirsak (P — R)(z +vy) = (P — R)(z) + (P — R)(y) olur. P — R = f dersek
fl@+y) = f(z) + f(y) Cauchy fonksiyonel denklemini elde ederiz. f fonksiyonu siirekli oldugundan tiim
¢oziimler f(x) = cx bi¢imindedir. Dolayisiyla verilen fonksiyonel denklemin herhangi iki ¢6zlimi arasmdaki
fark daima cz tir. Yani P(z) — R(z) = cx olur. Eger fonksiyonel denklemin bir R(x) 6zel ¢bziimiinii bulursak
tiim P(z) ¢oztimlerini de bulabiliriz.

R(z+y) = R(z)+ R(y) +2xy — 1 denkleminin bir 6zel ¢oziimiiniin R(x) = 22+ 1 oldugunu tahmin edebiliriz.
Genel ¢oziim P(z) = 2% + cx + 1 dir. P(1) = 1 igin bir bagka 6zel ¢oziim bulunur. 14+ c+1=1den c = —1
olur. P(x) = 22 — 2 + 1 elde edilir. Bu paraboliin minimum degeri P (%) = % tiir.

Coziim 2:

Yamt :

P(z) = 22 + 1+ Q(x) olarak yazalim. Denklemde yerine yazarsak Q(z) + Q(y) = Q(x + y) bulunur. Cauchy

fonksiyonel denkleminde 6tiirii a bir reel say1 olmak iizere Q(x) = ax bulunur. P(z) = 22 + ax + 1 oldugu

-(=1) _ 1
L =

anlagilir. P(1) = a+2 = 1 oldugundan a = —1 olur. 22 — x4+ 1 polinomunun minimum degeri z = 3

oldugunda olacagindan cevap i — % +1= % bulunur.

Kag n € {12,18,42,60,72} degeri igin 1,2,...,n sayilar1 herhangi iki komgu saymmn toplami asal olacak
sekilde siraya dizilebilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Cozim:

Yanit:

Cevap: 5.
n—+1 ve n — 1 sayilan asal ise 1,2, ..., n sayilar: herhangi iki komsgu sayinin toplami asal say1 olacak sekilde
dizilebilir. Dizi
n,l,n—23n-4,5,...,6n—-5,4n—-3,2,n—-1
seklinde olacaktir (dizinin tek numarali elemanlari ¢ift ve ¢ift numaral elemanlar tek sayilardir ve ¢ift sayilar

azalan, tek sayilar artan alt dizi olugturuyor). Bu durumda dizinin herhangi iki komgu elemaninin toplami
n + 1 veya n — 1 olacaktr.
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Kaynak: Tiibitak 24. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2016

|AB| = 13,|BC| = 4,|C A| = 15 olan bir ABC iiggeninde i¢ teget ¢cemberin merkezi I ve BC kenarmin orta
noktast M dir. IM dogrusu BC kenarima ait yiiksekligi K de kesiyor. Buna gore |AK| kagtir?

3 5 7
a) 3 b) 2 c) 3 d) 3 e) 3
Coziim:

Yanit :

Heron formiiliinden iiggenin alani 24 bulunur. u = 16 oldugu i¢in u.r = 24 ten ig teget gemberin yarigapi
3
r=g bulunur. Ayn1 zamanda BC' kenarina ait yiikseklik BC' yi H de kessin. Alandan dolayr AH = 12

bulunur. Uggen genis agili oldugu igin H noktasi |BC| nin digindadir. BH =5 bulunur.i(; teget gemberin BC'

kenarina degdigi noktaya D diyelim. Basit hesaplamalarla BD = 1 bulunur. O zaman DM =1 dir. KHM
13 21 3

ve I DM ftiggenlerinin benzerliginden 7= KL ve KH = 5 bulunur. AK =12 —- KH = 3 bulunur.

Pozitif tam sayilardan olusan bir (a,)%°; dizisinin terimleri her n > 1 i¢in a,11 = ad + 1376 esitligini
saglamaktadir. Buna gore bu dizinin terimleri arasinda en fazla kac tane tam kare olabilir?

a)l b) 2 c)3 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri
Cozim 1:

Yanit: E

Tam kiipler (mod 7) de 0,1,6 kalanlarim verebilir. 1376 = 4 (mod 7) dir. O zaman n > 2 olmak tizere
an = 3,4,5 (mod 7) dir. Tam kareler (mod 4) te 0,1,2,4 kalanlarim verdiginden a,, = 4 (mod 7) olursa
ancak tam kare olabilir. Farz edelim ki & > 2 olmak iizere bir aj i¢in ar = 4 (mod 7) olsun. O zaman
ak+1 = 5 (mod 7) olur. agyo2 = 3 (mod 7) olur. Devam edersek a3 = 3 (mod 7) oldugu goriiliir. Yani
bundan sonra biitiin terimler (mod 7) de 3 kalani verir. Demek ki bir ay =4 (mod 7) i¢in a; dan sonraki
terimlerin higbiri tam kare olamaz. Simdi a; dan onceki terimlere bakalim. ax_1 = 0 (mod 7) olmahdir.
Ama n > 2 olmak iizere a, = 3,4,5 (mod 7) olmak zorunda demistik. O zaman k£ — 1 < 2 olmaldur.
Yani tam kare olarak farz ettigimiz aj terimi as veya a; olabilir. Eger k£ = 1 ise dizide en fazla bir tane
tam kare olabilir. Eger k = 2 ise dizide en fazla 2 tane tam kare olabilir. Yani hem a; hem de ay tam
kare olmas1 koguluyla. Dolayisiyla bu dizide en fazla 2 tane tam kare bulunabilir. Ornek olarak a; = 72 ve
as = 493 4 1376 = 3432 + 4.343 + 4 = 3452 verebiliriz.

Cozim 2:

Ardigik iki tam kare terim 6rneginin nasil bulundugunu aciklayalim. a,, = y? ve a, 41 = 22 olsun. 22 — 5 =
1376 dir. Carpanlara ayirirsak

(x—y°)(z+y*) =2°-43

olur. Muhtemel durumlar incelenirse yalmzca = — 4> = 2 ve x + y> = 688 denklem sisteminden ¢oziim gelir
ve (z,y) = (345, 7) bulunur.
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Tiim terimleri birbirinden ve sifirdan farkl bir (a, )52, gercel say: dizisi ag = V2 ve her n > 1 icin anan 1 +

=2 <1 + a"“) kogulunu sagliyor. Buna gore a; - as - - - agg16 carpiminin alabilecegi kag farkli deger
a

AnGp—1 n—1

vardir?

a)l b) 2 c)4 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Cevap: 1.

Ifade diizenlenirse (anans1 — 2) (apan—1 —2) = 0 elde edilir. Buradan da ttim terimler farkl oldugundan
her ¢ =0,2,4,... icin a;a;41 = 2 veya her i = 1,3,5,... i¢in a;a;,41 = 2 olmaldir. ag = V2 oldugundan ilki
olamaz. Bu durumda da a; - as - - - asg1g = 21998 olur.

Kaynak: Tiibitak 24. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2016

Elimizde 12 kirmiz1 ve 12 beyaz top bulunuyor. Bir dogru iizerindeki 6 bog kutunun her birine bu toplardan
2 tanesi, herhangi iki komsu kutuda aym renkli top bulunmasi koguluyla kag farkli bicimde dagitilabilir?

a) 204 b) 216 c) 228 d) 239 e) 251
Coziim:

Yanit @

Problemi genel halde, 2n kirmizi ve 2n beyaz topu n kutuya dagitma seklinde ¢ozelim. Istenen ézellikteki
dagitimlarin sayist a, olsun. Kirmizi ve beyaz toplar: kisaca K, B ile gosterelim. Ik kutuya KK, KB, BB
dagitildiginda kalan n — 1 kutuya istenen 6zellikte sirasiyla b,,_1, ¢,_1, bp_1 yolla dagitilsin. a,, bu ¢ ayrik
toplamindan olugur.

Ay = 2bn_1 +Ccp_1... (1)

Simdi b, _1 i inceleyelim. Ikinci kutuya K K veya KB konabileceginden

bp—1 =bp_o+cp_a... (2)

olur. Simdi de ¢,,_; i inceleyelim. Ikinci kutuya KK , BB veya K B konabileceginden

Cp—1 = an—Q +Cp—2... (3)

olur. (1) ve (3) ten

Cn-1=Gp_1...(4)

bulunur. Ayrica (2) ve (3) ten 2b,—1 = ¢p—1 + ¢n—2 olup (4) ten dolayr bu denklemi

2b,_ 1 =ap_1+ Gpn_o... (5)

bi¢iminde yazabiliriz. (4) ve (5) i (1) de kullanirsak

ap = 2an_1 + an_s...(6)

indirgeme bagmtis1 elde edilir. a; i¢in KK, BB, KB durumlar olup a; = 3 bulunur. ay i¢in {K K, KB},
{KK,KK}, {BB,KB}, {BB,BB}, {KB,KB}, {KB,KK}, {KB,BB} durumlar olup as = 7 dir. (6)
dan faydalanarak
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az = 2a2 + a1 =17
a4:2a3+a2:41
as = 2a4 + az = 99

ag = 2a5 + a4 = 239 bulunur.

Dar acili bir ABC ii¢ggeninde BC' kenarina ait yiikseklik C' den gecen ve AB dogrusuna A da teget olan
cemberi ikinci kez K de kesiyor. Benzer sekilde AC kenarina ait yiikseklik C' den gecen ve AB dogrusuna B
de teget olan gemberi ikinci kez L de kesiyor. |CK| = 12, |[KL| = 9 ise |CL| uzunlugunun alabilecegi degerler
toplami kagtir?

a)12 b)15 c¢)18 d)21 e)24

Coziim:

Yanit:

ABC tiggeninde H diklik merkezi olsun.

/HCB =/BAH = /BAK = ZACK dir.

Benzer gekilde /ZHCA = Z/ABH = /ABL = /BCL.

Bu iki esitligi birlestirirsek ZACL = ZACK elde edilir. Yani C, L, K dogrusaldir.

Bu durumda, CL =12 — 9 =3 yada CL = 12 + 9 = 21 degerlerini alacaktir. |3 + 21 = 24 |.

Not: Dikkat edilirse C K L dogrusu C'H nin izogonal eglenigidir. Yani C'K L dogrusu ABC nin ¢evrel merkezi
O dan geger. Bu durumda O nun pozisyonuna gore CO dogrusu AH, BH dogrularindan (yiikseklikler) énce
birini sonra digerini kesecektir. Yani sorudaki iki ihtimal de duruma gore gergeklegecektir.

3
( n) ifadesinin 2016 ile tam boéliinmesini saglayan en kiiciikk n pozitif tam sayis1 kagtir?
n

a)ll b)) 23 )31 d)43  ¢) Higbiri

Coziim:

Cevap:

3 3n)!
2016 = 2° - 32 - 7 oldugundan ( n) = (3n) ' ifadesinin asal carpanlarina ayrilmig halinde 2, 3, 7'nin
n

(2n)!-n!

kuvvetleri sirasiyla en az 5, 2 ve 1 olmalidir. 3 ve 7 asallarindan n’yi sinirlandirmamiz zordur ¢linkii n = 3
3 3

i¢in 7 | ( n) ven = 4 icin 3?2 | ( n) olacaktir. Yani n’yi alttan sinirlamak i¢in 2 asalina bakmak mantikhidir.
n n

n!’deki 2’nin kuvveti

=312

k=1

olarak hesaplanir. Dolayisiyla

() -(5a) - o -swn-n-5- (3] -] -13)

k=1
Sp(k) = |3 — | Z] b%J diyelim. Bu durumda

olacaktir. Eger OXklit algoritmasiyla n = 2¥Fa + b olarak yazarsak (0 < b < 2F)
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0<b< %, % < b <2k 2kl o p < 2t ve 2}"% < b < 2% durumlarmi incelersek her durumda
S, (k) = 0 veya 1 olabilecegini goriiriiz. Eger 3n < 2F ise S, (k) kesinlikle 0 olacaktir, bu yiizden S, (k) = 1
olmasi i¢in 3n > 2% olmaldir. Her n icin S;(n) = 0 olacagindan 5’i elde etmek icin ilk 6 terime bakmaliyiz,
eger 3n < 26 = 64 ise k > 6 icin Si(n) = 0 olacaktir ve sadece k = 2,3,4,5 icin Si(n) = 1 olabileceginden

2'nin 5. kuvveti elde edilemez. Dolayisiyla 3n > 64 olmalidir. Yani n > 22 olmalidir.

3 .
n =22 ise v ( n)) = 4 olacaktir. Istenileni saglamaz. Ancak n = 23 i¢in 2, 3 ve 7’nin kuvvetleri istenilen
n

sekilde olacaktir.

P(z) = (z* + = + 1)(2® — 322 + 4z — 3) polinomunun gercel koklerinin toplami kagtir?
a) —1 b) 0 c)1 d) 2 e) 3

Cozim 1:

Yanit:

P(x) polinomunun bir kék varsa bu kok ya x® + z + 1 polinomunun ya da 23 — 322 + 42 — 3 polinomunun
bir kokiidiir.Oncelikle, 3 + z + 1 in Descartes’n isaret degisimi kuralindan hi¢ pozitif kokii yoktur.xz yerine
—x yazarak da yine Descartes’ten tam olarak bir negatif kokii olduguna ulasiriz.

2% 4+ 2 + 1 polinomunun bir kokii a olsun. Simdi 23 — 322 + 42 — 3 polinomunda z yerine 1 — a yazalim.
(1—a)®-3(1-a)®>+4(1 —a) —3 = —(a®+a+1) = 0 oldugundan; buradan 2% +z + 1 ve 2® — 322 +4x — 3
polinomlarini kokleri arasinda bire bir egleme olduguna ulagiriz. Yani iki polinomun da tam olarak birer reel
kokii vardir ve toplamlar: 1 dir.

Coziim 2:

23 =322 +4r -3 = (2 -322 +3x — 1)+ (z — 1) — 1 oldugundan y = = — 1 dersek y> +y — 1 = 0 olur.
Bu ifade y degiskenine gore artan bir fonksiyon belirttiginden tam olarak y; = z; — 1 seklinde bir gercel
koke sahiptir. Ayrica 2% + x + 1 = 0 ifadesi de = e gore artan bir fonksiyon belirttiginden tam olarak z = o
seklinde bir gergel koke sahiptir. Dolayisiyla P(x) = 0 denkleminin iki farkli gercel kokii vardir.

B 4+r+1=02>24+y—1=0

denklemlerini taraf tarafa toplarsak (2 + %) + (z +y) = 0 olup (z +y)(2% + y? — 2y + 1) = 0 elde edilir.
2?2 4+ y? — 2y + 1 > 0 oldugundan z + y = 0 olmalidir. Buradan z; 4+ 25 = 1 elde edilir.

Bir torbada baslangicta 2016 adet esit uzunluklu ¢ubuk bulunuyor. Her islemde bir ¢ubuk secilip iki esit

parcaya boliiniiyor. Islemler nasil yapilirsa yapilsin torbada her zaman en az n tane esit uzunluklu cubuk
bulunuyorsa, n nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

a) 2 b) 505 b) 756 b) 1009 b) 1511
Coziim:

Yanit @

2016 tane 1 birim uzunlugunda parca olsun. Bunlar 1, 1, 2

, 2% birimlik parcalara sirasiyla zq, 21, ...,

3 5, 272, e
xy, tane olacak gekilde ayiralim. Bunlarin her birinden en fazla n tane vardir. Yani max{zg, z1,...,2x} =n
dir. Bunlarin toplam uzunlugu 7" =1 - ¢ + % -x1 + 2% cxo 4 -+ 2% -z = 2016 olur. Her 7 i¢in z; < n
k+1 _
oldugundan n (1 + % + 2% N 2%) > 2016 dir. Geometrik toplam formiiliinden QnW > 2016 dir.
2k+1 _
Ayrica R < 1 oldugundan n > 1008 elde edilir.
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Simdi de n = 1009 i¢in T'=1-x9 + % -x1 + 2% “Xg + -0+ 2% -z, = 2016 denklemini saglayan xq, =1, ...,
xj, tamsayilarina 6rnek bulalim. £ = 10, 2y = 1009 alirsak bu denklem

291'1 + 28162 + - 4+ 229 + 19 = 1007 - 210
bigimine doniigiir. 1 = x5 = - - - = x19 = 1007 6rnek bir ¢oziimdiir.
m(A/B\D) = 45° kogulunu saglayan bir ABCD Xkirigler dortgeninde C'D dogrusu [BA 1gimim F de kesiyor.

|AB| + |BD| = |AE| ve |ED| = 2|AC| ise m(DEB) nedir?
a) 15°  b)22.5°  ¢)30°  d)37.5°  e) 45°

Coziim 1:

Yanit: E

AC =1 olsun ve ZDEB = « olsun.

in 45°
ACEFE ftiggeninde Siniis Teoreminden AFE = Sn,l .
sin
2 si 2 si 45°
BDE figgeninde Siniis Teoreminden BD = MY e BE = % = 2(sin o + cos «) olacaktir.
sin 45° sin 45°
sin 45°

AB = BE — AFE =2(sina + cosa) — olacagindan AB + BD = AFE esitligini yazarsak

sin 45° 2sin a sin 45°

2(sina + cos ) — — + — = —
( ) sin «v sin 45° sin «v
diizenleyip

: : — —sin’a

. sin 45° sin « )
sInQ + cosa = — - — =
sin o sin 45° 1.
—sin o

V2
V2sina(sina 4 cosa) = 1 — 2sin® a
2sin? o — 1 + 1+ sin 200 = v/2 cos 2a
1 — cos 2ar + sin 2a = V/2 cos 2o

sin 2« = x dersek

I-Vi-224z2=vV2/1-22= (Vi+2)??=VI-2vVI+z(V2+1)

1
LN,
1—2

1

T _342v2

1-=z

T4 +2V2) =242V2= 2= — =20 =45° = a = 22,5°

1
V2
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Cozim 2:

Yanit: E
[BD iizerinde BF = BE olacak sekilde bir F' noktasi alahm. /ZEFB = /FEB = 67,5° ve DF = 2AB
olacaktir.

/FDE = Z/CDB = Z/BAC ve DF/DE = AB/AC oldugu i¢in ADFE ~ ANABC (K.A.K). Bu durumda
FE =2BC ve ZCBA = 67,5° olacaktir.

EF nin orta noktas1 G olsun. BG L EF dir. Ayrica (K.A.K) dan AGEB = ACBE dir. Bu durumda
EC 1 BC olup ZCEB = 22,5° gikacaktir.

Coziim 3:

Yanit E

Probleme genel bir ¢oziim verelim. Verilen uzunluk esitliklerinin yaninda m(A/B\D) = 2a ve m(lTE\B) =0
ise a = 8 oldugunu ispatlayalim.

Kirigler dortgeninde cevre acilardan m(A/CB) = 2a olur. |AB| = z, |BD| = y, |AC| = z dersek |AE| =
x4y ve |ED| = 2z olur. ADE {iggeninin alanim iki farkli yolla hesaplayalim. D noktasimndan AFE ye inen
ylksekligin uzunluguna h; dersek h; = ysin 2« olur. A noktasindan DFE ye inen yiiksekligin uzunluguna he
dersek hy = zsin 2« olur. Alan(ADE) = 1|AE|hy = 1|DE|hs oldugundan 222 = y(z + y) elde edilir.

Simdi BDFE {i¢geninde siniis teoremini yazarsak

y 2r+y 2z 2(z +y)
sin 3 - sin(2a + ) T sin2a sin 8 + sin(2a + )
olup

y 2(z +vy) 422

sinB sinf +sin(2a + B)  sin®2a

bulunur. 222 = y(x + y) esitliginden

sin? 2a = sin? 8 + sin 8 - sin(2a + )

sin? 2a — sin? 8 = sin 8 - sin(2a + B)

(sina —sin B) - (sina + sin B) = sin 8 - sin(2a + 3)
sin(2a — ) - sin(2a + B) = sin S - sin(2a + )
2a-p=7

a = ( sonucuna ulagilir.

Lrr il

7

23,29,31, 37,41 sayilarindan kag tanesi en az bir (m, n) pozitif tam say1 ikilisi icin m” —n” — 3 say1sim boler?

a)l b) 2 c) 3 d) 4 e) b
Cozim 1:

Yanit: @
m” —n7 =3 (mod k), k € {23,29,31,37,41} denkliginin ¢dziimlerinin varhgmi ariyoruz.
Ik olarak k = 23 icin, m = k®,n = 3 olarak degistirirsek, denklik, k*! — ¢! = 3 (mod 23) sekline déner,

1 1
Euler-Phi fonksiyonundan, ¢(23) = 22 bulunur. Boylece, k%! — ¢*! =3 (mod 23) = P 3 (mod 23) =
1

3041 =k (mod 23) denkliginin ¢oéziimiiniin olabilmesi igin, (23, 23ftji-l> |k olmas1 gerekir ki zaten (n, 3n+

1) = 1 oldugundan bu dogrudur. O halde 23 bu kosullar1 saglar.

Simdi k = 29 olsun. Kare alirsak, m” —n” = 3 (mod 29) = m!*+n!t = 9+2(mn)" = m28 +n28+2(mn)* =
81 + 4(mn)* + 36(mn)” (mod 29) Burada Euler-Phi fonksiyonundan ¢(29) = 28 bulunur. Diizenlersek,
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2 = 23 + 2(mn)™* + 36(mn)” (mod 29) = (mn)™ + 18(mn)” + 81 = 85 (mod 29) = ((mn)” + 9)2 =27
(mod 29) bulunur. 27 = —2 (mod 29) oldugundan 27 (mod 9) da kare kalan degildir. O halde 29 bu kogullar
saglamaz.

Simdi de k = 31 olsun. Burada m = a'?,n = b'3 olarak degistirirsek, Euler-Phi fonksiyonundan, (31) = 30

bulunur. Béylece k%1 — ¢°' =3 (mod 31) = k — ¢ = 3 (mod 31) buradan k =4 (mod 31) ve £ =1 (mod 31)
olarak bulunur. Yani 31 kosullar1 saglar.

Simdi k = 37 olsun. m = k°, n = £° olarak degistirirsek, denklik, k35— ¢35 = 3 (mod 37) sekline déner. Euler-
1 1 /
Phi fonksiyonundan ¢(37) = 36 bulunur. Béylece, k3°—¢3° = 3 (mod 37) = 777= 3 (mod 37) = T

1
, 3€—|—1> |k olmas: gerekir ki zaten (n,3n+1) =1
oldugundan bu dogrudur. O halde 37 bu kogullar1 saglar.
Son olarak k = 41 olsun. m = k% n = (% olarak degistirirsek, denklik, k*? — (42 = 3 (mod 41) sekline
déner. Euler-Phi fonksiyonundan ¢(41) = 40 bulunur. Boylece, k2 — ¢42 = 3 (mod 41) = k? — /2 (mod 41)
denkliginin ¢oztimi k£ = 2 (mod 41), £ = 1 (mod 41) oldugundan bu dogrudur. O halde 41 de bu kosullar:
saglar.

k (mod 37) denkliginin ¢dziimiiniin olabilmesi igin, (37

Sonug olarak verilen 5 sayidan 4 i bu kogullar1 saglar

Cozim 2:

Yanit: @

p € {23,31,37,41} sayilari i¢in k-7 = 1 (mod p — 1) olacak sekilde & sayisi bulunabilecegini biliyoruz.
Cunkt 7 sayis1 22, 30, 36,40 sayilarinin hepsiyle aralarinda asaldir.

p € {23,31,37,41} sayilar i¢cin m” —n” —3 =0 (mod p) olacak sekilde (m,n) tamsayilarinin bulundugunu
gosterelim.

k

k-7 =1 (modp— 1) olsun. m = a*,n = b* olacak sekilde secelim. = a™* = a (mod p), = b* = b

(mod p) olur.
= m’'—n"—3=a—b-3 (mod p) olur. a = 4,b = 1 segerek kogulu saglatiriz.
Simdi m” —n” — 3 =0 (mod 29) olacak sekilde (m,n) tamsayilarmin bulunmadigini gosterelim.

2?8 € {0,1} (mod 29) oldugundan k = z7 sayisi icin k* € {0,1} (mod 29) dur. Bu k = 27 sayisin
alabilecegi degerlere bakalim.

k=0 veyak*=1 (mod 29) = (k—1)(k+1)(k> + 1) =0 (mod 29) = k € {1,—1,12,13} (mod 29).
= 27 €{0,1,12,13,28} (mod 29)
Goriildiigii tizere, m” —n” —3 =0 (mod 29) olmasi miimkiin degildir.

Sonug olarak, 23,29, 31, 37,41 sayilarindan 29 hari¢ dérdi sorudaki kogulu saglar.

a® 4+ b3 + ¢3 — 3abe = 1 esitligini saglayan a, b, ¢ pozitif gergelleri icin, (a — b)% + (b — ¢)? + (¢ — a)? ifadesi
201672, 201671, 1, 2016 sayilarindan kac tanesine esit olabilir?

a0 b1 ¢2 d)3 e4

Cozim 1:

Cevap: @
——— ifadesinin 1 den biiyiik oldugunu ispatlayacagiz.
a+b+c

20a+b+c)(X .. a% —ab) 203+ b3 + 3 — 3ab
Soruda verilen ifade Ecyc(a—b)2 =202 e a’—ab) = ( - _)'_(bz_;ycc ) = (a +a —|—+bi— . abe) =

oldugundan, a + b + ¢ nin alabilecegi minimumunu bulmak yeterli.

at+b+ec
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Cauchy-schwarz’dan (a® +b® + ¢®)(a + b+ ¢) = (a® + b* + ¢?)? bulunur.
(a2 + b2 + ¢2)?

Simdi a® + b + ¢* = 3abc + 1 yazarsak, 3abc + 1 >
a+b+c

oldugundan

9abeV abe

bul .
3abc + 1 i

(Babc+1)(a+b+c) = (a®> + %+ c)? = (3abc+ 1)(a+b+c¢) = 9abeVabe = a+b+c >

(a+b+c)
) 1
273k < 2Tk +9)(Bk+1)3 = k < 3 bulunur. Buradan,

ad+ b+ > esitsizliginden, 9(3abc + 1) > (a + b + ¢)® ve burada abc = k dersek ifade

2
——— > 1 olur ispat biter. l
a+b+c

O halde aliabilecek degerler 2016=2,2016! ve 1 dir.

Cozim 2:

Yanit: @

Ozdesik: a® + b + ¢ — 3abc = (a + b+ ¢)(a® + b + ¢ — ab — ac — be)

Ayrica (a — )2+ (b—¢)? + (¢ — a)? = 2(a® + b> + ¢ — ab — ac — bc)

O halde, (a+b+c) [(a —b)? + (b—¢)? + (c — a)?] = 2 bilgisi altinda (a —b)? + (b—¢)? + (c — a)? ifadesinin
soruda verilen degerlerden hangilerini alabilecegini bulmak istiyoruz.

(a—0b)2+ (b—c)?+ (c — a)? ifadesinin 201672,2016~1,1,2016 degerlerine esit olmast i¢in a + b+ ¢ ifadesinin

1
sirasiyla 2.20162,2.2016, 2, 1008 degerlerine esit olmasi gerekir.

Iddia 1: (a =02+ (b—c)®+ (c—a)>=2016 vea + b+ ¢ =

1
1008 olmasi miimkiin degildir.

1
1008 olabilmesi i¢in a, b, ¢ < 1 olmalidir. Ancak bu durumda
2016 = (a — b2+ (b—c)?+(c—a)? <a?+b2+c*><a+b+c=

Ispat: Olabilecegini varsayalim. a + b + ¢ =

1
elde ederiz. Celigki.
1008
iddia 2: Diger 3 durum miimkiindiir.

ispat: Diger 3 duruma o6rnek bulacagiz. Kolay olmas: agisindan (a,b,c) = (x + y, z,x) formunda 6rnekler
bulalim.

i) (a—b)2+(b—0c)?+(c—a)?=2016"2,a+ b+ c = 2.2016>
= 2y? = 2016723z +y = 2.2016°

Bu denklem sisteminin (x,y) ¢oziimiiniin oldugu agiktir.

ii) (a =02+ (b—c)?+(c—a)>=2016"1,a+b+c=22016
= 2y? = 2016~ 1,3z +y = 2.2016

Bu denklem sisteminin (z,y) ¢éziimiiniin oldugu agiktir.

iii) (a —0)?+(b—c)?+(c—a)?’=1l,a+b+c=2

=22 =13z +y=2

Bu denklem sisteminin (x,y) ¢oziimiiniin oldugu agiktir.

O halde (a —b)? + (b—c)? + (c — a)? ifadesi 201672,2016~ !, 1 sayilarina esit olabilir ancak 2016 sayisina esit
olamaz.

Asli ve Berk baglangigta birkag say1 yazilmig tahtada sirayla hamle yaparak bir oyun oynuyorlar. Sirasi gelen
oyuncu tahtadaki bir sayiy: siliyor veya tahtadaki bir sayiy: silip yerine o saymin bir fazlasini, tahtadaki
tiim sayilarin birbirinden farkl olmasi ve higbirinin 24 i agmamas: koguluyla yaziyor. Oyunu son hamleyi
yapan oyuncu kazaniyor. Oyuna her seferinde Ash baglamak iizere, oyun tahtadaki sayilar {2,3,22,23},
{1,2,3,21,22,23}, {1,7,12,13,19, 24}, {5,6,11,17,18} ve {10, 11,12,13, 14} olarak birer kez oynanirsa, Ash
bu oyunlarin kacini kazanmay1 garantileyebilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
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Coziim 1:

Yanit @

Asl’nin hamlesini A, berk’in hamlesini B ile gosterelim. Ayrica bir say1 silinirse onun yerine 0 koyalim.

Oyunun kazandiran stratejisini belirlemek i¢in daha az sayiyla oynayahm. Ornegin tahtada {20, 21} sayilar
yazil olsun. {20,21} igin A {20,0} ya da {21,0} oynarsa B de diger sayiy1 siler. Yani {0,0} birakip oyunu
kazanir. Eger A {20,22} oynarsa B de {21, 22} oynayip yine A ya ardigik sayilar birakir. Bu yolla B baglangig
pozisyonunu korur ve oyunu kazanir. ¢ uygun aralikta bir tamsay1 olsun.

(1) {a,a + 1} ile baslayan oyunu B kazanir.
(2) {a,a+ 2} ile baglayan oyunda A {a+ 1, a+ 2} hamlesini yaparak B ye (1) durumunu birakir. A kazanr.

(3) {a,a+ 3} ile baglayan oyunda A {a+ 1,a+ 3} hamlesini yaparsa B ye (2) durumunu birakir. B kazanir.
Eger A, {a,a + 4} hamlesini yaparsa B de buna kargilik {a 4+ 1,a + 4} hamlesini yaparak sayilar arasindaki
farki korumusg olur. Bu yolla B kazanir.

(4) {a,a+ 4} ile baslayan oyunda A {a + 1, a + 4} hamlesini yaparsa B ye (3) durumunu birakir. A kazanir.

Sonug 1. Tek sayiy1 T ile ve ¢ift sayiy1 C ile gosterelim. {T,T} veya {C, C} oyunlarim A kazanir. {T, C}
oyunlarini B kazanir.

Simdi ii¢ sayidan olugan oyunlar: inceleyelim.

(5) {T,T,T} ile baglayan oyunda A {T,T,0} yaparsa B ye kazandirir. O halde A, {T,T,C} yapar. Buna
kargihk B de {0,7, C} hamlesiyle kargilik verir. B kazanir.

(6) {T,T,C} ile baglayan oyunda A {0,T,C} yapar. A kazanir.
(7) {T, C, C} ile baglayan oyunda A {0,T,C} yapar. A kazanir.

(8 ) {C,C,C} ile baglayan oyunda A {0,C,C} yaparsa B kazanir. Eger A {T,C,C} yaparsa B {T,C,0}
hamlesiyle kargilik verir. B kazanir.

Sonug 2. {T,T,T} ve {C, C,C} oyunlarim B kazamr. {T,T,C} ve {T,C, C} oyunlarii A kazanir.
Simdi dort sayidan olugan oyunlar: inceleyelim.

(9) {T,T,T,T} oyununda A {T,T,T,0} hamlesini yapar. (5) e gore A kazanir.

(10) {7, T,T,C} oyununda A {T,T,T,0} hamlesini yapar. (5) e gére A kazanir.

(11) {T,T,C,C} oyununda A {T, T, C,0} ya da {0,T, C, C} hamlesini yaparsa (6-7) ye gore B kazanir. Eger
A{T,T,T,C} yaparsa B {T,T,T,0} hamlesini yapar ve (5) e gore B kazanir. Eger A {T,C, C, C} yaparsa
B {0,C, C, C} hamlesini yapar ve (8 ) e gore B kazanir.

(12) {7, C,C,C} oyununda A {T,T,C, C} yapar ve (11) e gore A kazanir.

(13) {C,C,C,C} oyununda A {0,C, C,C} yapar ve (8 ) e gore A kazanur.

Sonug 3. {T,T,C,C} oyununda B, diger oyunlarda A kazanir.

Simdi beg sayidan olugan oyunlar: inceleyelim.

(14) {7, T,7,T,T} oyununda A {T,T,T,T,C} oynar. Buna karsihik, B {T,T,T,T,0} oynarsa (9) a gore
A kazanir. Eger B {T,T,T,T,T} oynarsa A tekrar {T,T,T,T,C} oyununu oynar. Eger B {T,T,T,C,C}
oynarsa A tekrar {T,T,T,T,C} oyununu oynar. Yani B nin tiim hamlelerine kargi A nin ve baglangig
pozisyonunu korudugu bir hamlesi vardir. Boylece A kazanir.

(15) {7, T,T,T,C} oyununda (15) deki incelemeden dolay1 B kazanir.

(16) {T,T,T,C,C} oyununda A {T,T,T, T, C} hamlesini yapar. (14) deki incelemeden dolay1 A kazanir.
17 {T,T,C,C,C} oyununda A {T,T,C,C,0} hamlesini yapar. (11) den dolay1 A kazanir.

(18) {T,C,C,C,C} oyununda A sayilardan birini silerse (12-13) durumlarindan biri olugur ve B kazanir.

Eger A {T,T,C,C,C} oynarsa (17) den dolay1 B kazamr. Eger A {C,C,C,C,C} oynarsa B {T,C,C,C,C}
hamlesiyle baglangi¢ pozisyonunu korur. Boylece her sekilde B kazanir.

(19) {C, C, C, C, C} oyununda eger A sayilardan birini silerse (13) den dolay1 B kazanir. Eger A {T,C, C, C, C}
oynarsa B {C, C, C, C, C} hamlesiyle baglangi¢ pozisyonunu korur. Béylece her sekilde B kazanir.
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Sonug 4. {T, 7,7, 7,T}, {T,T,T,C,C}, {T,T,C,C,C} oyunlarimi A kazanir. Diger durumlarda ise B ka-

zanir.

Simdi probleme doénelim. {2,3,22,23} oyununu (11) den dolay1 B kazamr. {5,6,11,17,18} oyununu (15)
den dolay1 A kazanir. {10,11,12,13,14} oyununu (17) den dolay1 A kazanir. {1,2,3,21,22,23} oyununda A
{1,2,3,21,23} hamlesini yapar ve (15) e gore A kazanir. {1,7,12,13,19,24} oyununda A {1,7,12,13,19}
oynarsa (15) ten dolay1 A kazanir.

Cozim 2:

Cevap: 4.

Bir oyuncu kendi hamlesi sonucunda tahtadaki tek ve ¢ift sayilarin sayisim birbirlerine egit yaparsa her zaman
hamlesi olur. Ash {2,3,22, 23} sayilariyla baglayan oyun diginda bunu yapabiliyor. {2, 3,22, 23} sayilariyla
baslayan oyunda ise Aslinin hamlesi ne olursa olsun Berk ilk hamlesi sonucunda tek ve ¢ift sayilarin sayisini
birbirlerine egit yaparak oyunu kazanmay1 garantiler.

Kaynak: Tiibitak 24. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2016
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210° dogal sayismin pozitif bolenlerinin kag tanesi 4, 9, 25, 49 dogal sayilarindan en az ikisi ile boliiniir?
a) 9984 b) 9744 c) 9728 d) 9648 e) 9216

Coziim:

Cevap:

210° = 39.79.29.5 seklinde asal carpanlarina ayrilabilir. Pozitif carpanlar1 4,49,25,9 sayilarindan en az
ikisine boliinecekse, bu pozitif garpanlarin sayisini

Olabilecek tiim pozitif garpanlar - (sadece 1’ine boliinen ¢arpanlar + higbirine boliinmeyen ¢arpanlar)

Seklinde diisiinebiliriz. Bunu hesaplayalim. Olabilecek tiim pozitif carpanlar 10.10.10.10 = 10* tanedir.
Higbirine boliinmeyen carpanlar igin, 2.3.5.7 sayisinin pozitif bolenlerine bakmaliyiz. Clinkii bu ¢arpanlardan
alacagimiz herhangi bir pozitif bolen, 4,49,25,9 sayilarindan hicbirine boltinmeyecektir. Bunlarin sayisi
2.2.2.2 = 2 tanedir. Simdi sadece 1 ine boliinen carpanlara bakalim. Sadece 49 a boliinen pozitif carpanlar
bulalim.

72.28.38.58.(77.2.3.5)
seklinde yazdigimizda, parantez igindeki saymin pozitif carpanlarindan her biri, 49 a boéliinecektir, fakat
9,25 ve 4 e boliinmeyecektir. Bu ¢arpanlarin sayis1 8.2.2.2 = 64 tanedir. Bu iglemi 4 sayisi i¢in uygulayacak

olsaydik, yine ayni sonucu bulacaktik. O halde sadece 1’ine boliinen 4.64 = 256 tane carpan var.

10000 — (256 + 16) = 9728

x,y > —2017 olmak fiizere
vardir?

a) 4033 b) 4034  ¢) 6051  d) 6052  e) 8068

, x—y—T—ZOl’? - x—y32017 = 1 denklemini saglayan kag farkli (x,y) tam say: ikilileri

Coziim:

Cevap : 6050

Ifadenin paydalar egitlenirse en son (payda esitlenirken iki kare fark: kullanilirsa ¢ok daha pratik olur)
r+y=2017

ifadesi kalacaktir. x = —2017 , y = 4034 , = —2016 , y = 4033 , ..... x = 4034 , y = —2017 olabilecek tiim
goziimler olup, 4034 — (—2017) + 1 = 6052 tanedir. Fakat

(z,y) = (2017,0), (0,2017) degerleri payday: 0 yapacagindan bu ikilileri ¢gikartmaliyiz. Yani toplamda 6052 —
2 = 6050 tane ikili vardir.

Tepe agist m(@) = 100° olan ABC ikizkenar tiggeninde ACB agisinn aglortayl [AB] kenarimi D’de
kesiyor. | AD |=z, | DC |=y ise | BC |'nin x ve y cinsinden degeri hangisidir?

a) = + 2y cos 40° b) y + 2z cos 20° c)y+2x d) 3z —y e)x+y
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Cozim 1:

Yanit:

[BC] ustiinde bir E noktas, m(ﬁE\C) = 80° olacak big¢imde alinirsa |CE| = |[CD| = y ve ACED Kkirigler
dortgeni olup |AD| = |DE| = |BE| = z tir. |BC| = x + y olur.

Coziim 2:

BC iistiinde m(DTC) = 100° olacak sekilde bir 7' noktast belirleyelim, |[DA| = |DT| = z ve |AC| = |TC| =
a olsun, |DB| = a — z olur. BC’nin saginda m(ﬁQ\C’) = 20° olacak sekilde bir ) noktas1 belirleyelim,
|DQ| = |DC| = y olur. QT D {iggeninin ikizkenar olmasi sonucu |QT| = y olup |[BT|=y—(a—z) =y—a+=x
olur, |BT|+ |TC|=y+ 2z —a+a=1z+y=|BC| oldugu goriiliir...

Coziim 3:

Tekrar BC {istlinde m(ﬁ) = 100° olacak sgekilde bir T noktas: segilir, ADT'C deltoid olacagindan |AD| =

|DT| = x’tir. m(ﬁ@t’) = 80° olacak sekilde bir BC iistiinde bir () noktas: secilirse QDC' ikizkenar iiggen
olacagindan |QC| = y ve DQT de ikizkenar tiggen olacagindan |DQ| = z olur. Agilar yerine yerlegtirildiginde
BQD’nin de ikizkenar tiggen oldugu goriiliir, buradan |BQ| = x elde edilir, o halde |BC| = x + y olacaktur.

Bes basamakli bir saymin birler ve onlar basamag: silindiginde tam kare olan ii¢ basamakli bir say1 elde
edilmektedir, ayrica bu sayinin binler ve on binler basamag: silindiginde de tam kare olan ii¢ basamakli bir
say1 elde edilmektedir. Bu 6zelliklere sahip kag farkli bes basamakli dogal say1 vardir?

a) 52 b) 54 c) 57 d) 58 e) 60
Coziim:

Cevap:

Saymmiz abede olsun. abc = 2

ve cde = y? olmali. Tam kare 3 basamakl sayilar,
10%,112,122,132,.....312
olup, 22 tanedir. cde = 10? = 100 segersek, 2 = 1(mod10) olmal. Bu denkligi saglayan sayilar = = 1 ve

r = 9 olmak tizere 2 tanedir.

O halde y = 10 igin x = 11,19,21,29,31 olmak tizere 5 tanedir. Bu mantikla digerlerini hesaplamaya
caligalim.

y =11 i¢in 22 = 1(modl10) = z = 1,2 = 9 = z = 11,19, 21, 29, 31 olmak iizere 5 tanedir.

O halde artik pratik hesaplamaya baglayalim. y = 10,11, 12,13, 14 sayilarindan herbiri i¢in 5 tane = degeri
var. O halde 25 say1 var.

y = 15,16, 17 icin 22 = 2(mod10) denkliginin ¢oziimii yoktur.
y = 18,19 i¢in 22 = 3(mod10) denkliginin ¢oziimii yoktur.

y = 20,21,22 icin 22 = 4(mod10) denkliginin ¢oziimii # = 2 ve x = 8 dir. O halde x = 12, 18,22, 28 olmak
iizere 4.3 = 12 tanedir.

y = 23,24 i¢in 22 = 5(mod10) ise x = 5 olur. O halde x = 15,25 olup 2.2 = 4 tane say1 vardir.

y = 25,26 i¢in 22 = 6(mod10) ise x = 4 ve x = 6 olur. x = 14, 16,24, 26 olup 4.2 = 8 say1 vardur.
y = 27,28 igin 22 = 7(mod10) denkliginin ¢éziimii yoktur.

y = 29 i¢in 22 = 8(mod10) denkliginin ¢dziimii yoktur.

y = 30,31 igin 2% = 9(mod10) ise x = 3 ve x = 7 olur. & = 13, 17,23, 27 olup 4.2 = 8 say1 vardir
Toplamda 25 4 12 + 4 4 8 + 8 = 57 say1 vardur.
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7 kisi, zemin katta bulunan bir asansore binip, her katta en az bir kisi inecek gekilde dort kat ¢ikiyor ve
dordiincii katta asansor tamamen bogaliyor. Bu asansor kag farkli sekilde kullanilir?

a) 8400 b) 8449 c) 8456 d) 9114 e) 9149
Coziim:

Cevap:

Soruyu matematige dokelim. Katlar x1, zs, 3, 4 olmak iizere, bizden istenen sey.
7 7—1‘1 7—l‘1—$2 7—$1—$2—$3
211+12+13+14:7 1 To 3 T4

= 20 tane pozitif tamsay1 vardir. Pozitif tamsay1 segecegiz

Olacaktir.

6
3
¢iinkii her katta mutlaka bir kigi iniyor. Bu denklemi saglayan sayilar: bulalim.

T1 + x3 + x3 + x4 = 7 denklemini saglayan

4,1,1,1 ve bunun permiitasyonlar: 4!/3! = 4 tanedir.
1,2,3,1 ve bunun permiitasyonlar: 4!/2! = 12 tanedir.

2,2,2,1 ve bunun permiitasyonlar1 4!/3! = 4 tanedir. 20 tane ¢oztimii tamamladik. O halde hesaba gegelim.

() )0) ) -eon-
2 () ) () - ne-m
L)) -

840 4 5040 + 2520 = 8400

@ a, b, c sayllar, 3+ — 1 = 0 denkleminin kokleri olsun. Asagidaki denklemlerden hangisinin kokleri a - b, a -
¢, b-colur?
a)r*—x—1=0 b) 23 —22+1=0 c)rd—2?—2-1=0 d)z3—z+1=0 e)r®—22-1=0

Coziim:

Cevap:

Vieta formiillerine gore kokleri a, b, ¢ olan 3.dereceden denklemi.
23— (a+ b+ c)2® + (ab + ac + be)x — (abe) = 0

Seklinde yazabiliriz. O halde a+b+4c =10, ab+ ac+ bc = 1 ve abc = 1 olarak bulunur. Kokleri ab, ac ve be
olan denklemi

23 — (ab + ac + be)x? + abe(a + b+ ¢)x — (abc)? = 0
seklinde yazabilirim. O halde denklemimiz.
2 —-22-1=0

olacaktir.
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[9]

|AB| = 2|BC| olan ABCD dikdortgeninin ig bolgesinde m(m) = m(A/B\E) = 15° olacak gekilde bir E
noktasi alimyor. |AE| = 2 ise |CE| kagtir?

a)2v24+v3  b)V4+V3 ) V6+v3  d)2V1+V3  e) V2+2V3

Cozim:

Cevap:
[AB] nin orta noktast H olsun. H’den DC"ye dik indirirsek bir H BC'F karesi elde ederiz.E, H F' {izerindedir. (15—
-1 1
V2 V2
bu ikisinden |EF| = /2 bulunur. EFC fi¢geninde pisagordan |EC| = v/4 4 /3 bulunur.

75 — 90) {icgeni ayn1 zamanda (v/3 — 1,v/3 + 1,2v/2) iicgenidir.Buradan |HE| =

ve

n pozitif bir tamsay1 olmak iizere, (n + 2)* sayismin (n + 1)* sayisma béliimiinden kalan K, olsun. K,
sayisinin 4 ile bélimiinden kalan R, ise Ry + Ro + R3 + - - - + Raop16 + Roo17 kagtir?

a) 2016 b) 2017 c) 4030 d) 4031 e) 6053
Cozim:

Cevap:

(n42)*—(n+1)* = 4n>4+18n>428n+15 dir. n > 4i¢in (n+1)* > 4n*+18n°+28n+15 = n*—12n°—24n—14 >
0 dir.Clinkii Decartes Isaret Degisimine gére bu fonksiyonun sadece 1 pozitif kokii vardir, bu kékiin ise (4, 5)
araliginda oldugu goriilebilir.Dolayisiyla n > 4 icin K,, = 4n® + 18n2 + 28n + 15 olur.
n>4ven=2k+1igin R, = 1ven = 2k i¢in R,, = 3 olur. Tek tek denersek Ry = 1,Ro =1,R3 =1, Ry = 2
bulunur.

Ri+Ry+-++Rop17=1+1+1+2+1+3+1+3+---+1+3+1=4030 olur.

Ici dolu bir kiire, merkezinden gecen 100 diizlem ile en fazla kag parcaya boltintir?
a) 210 -2 b)9898 c¢)2'¥+2  d)304+2  e) 9902

Coziim:

Yanit:

Problemi genel halde ¢ozelim ve merkezden gegen n diizlem kiireyi en ¢ok a,, bolgeye ayirsin. a; = 2 dir. Kiire
ile diizlemin kesigimi bir gemberdir. Bu ¢gemberin yarigapi ile kiirenin yarigapinin esit olacagina dikkat edelim.
Bu sekilde n tane ¢cember olugsmus olur. Alinan herhangi iki ¢cember ¢ifti icin 2 kesisim noktasi ve 4 cember
yay1 olugmaktadir. n + 1 inci ¢cember ile a,4;1 bolge olugmusg olsun. n + 1 inci ¢cember, 6nceki n cemberin
herbiriyle farkli noktalarda kesisecek bigimde c¢izilebilir. Dolayisiyla 2n yeni kesigim noktasi eklenmis olur
ve 2n tane yeni ¢cember yay1 olusmus olur. Her yeni ¢cember yayi, yeni olusan bir bélgenin sinirini olugturur.
Yani 2n tane yeni bolge olusur. n > 1 i¢in a,4+1 = a,, + 2n bagintisina ulagiriz. Bunu

k—1 k—1
> (o) = 32
n=1 n=1

biciminde yazarsak ay, — a1 = k(k — 1) ya da ay = k* — k + 2 genel terimini elde ederiz. Artik
aigo = 10* — 10% + 2 = 9902

oldugunu bulmak kolaydir.
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r—2y+ay =1+ 10 ve 2% + 4y = 13 olduguna gore |x — 2y — 2| ifadesinin degeri kagtir ?
a)2v2—-v5 b)VI0-1 ¢)v-2+v10 d)V5-vV2 e) —3+/10

Coziim:
Cevap:
Ik ifadeden

(2—2y)* = (1+V10-2y)? = 13—4ay = 2*y* +11+2V10—2y(2v10-2) = 2?y*—2y(2V10-2)+(2v/10-2) = 0

bulunur.
(x—2y—2)2=(-14+V10 —2y)® = (v — 2y — 2)® = 2%y* — zy(2V10 — 2) + (11 — 2V/10)
=2-2V10+11-2V10=13—4V10 = (2V2 - V5)> = |z — 2y — 2| =22 — V5
bulunur.

-~

ABCD digbiikey dortgeninde ABD, tepe agist m(A) = 60° 4+ 2z olan bir ikizkenar tiggendir. m(m) =
m(ﬁC\A) =z ise m(ﬁC\A) kag derecedir?
a) 30° b) 30° +z c) 30° — =z d) 30° — 2z e) 25°

Cozim 1:

Cevap:

Kosegenlerin kesim noktasina P diyelim. m(m) = m olsun. |AD| = |BC| =a, |DP| =bve |PC|=c¢
diyelim.

b = ¢ oldugunu gosterecegiz birazdan. Ikizkenarlar1 kullanarak acilar1 yerlegtirirsek m(ﬁA\P) = 60° + = ve
m(CBP) =120 — z olacaktir. DAP ve CBP iiggenlerinde sirasiyla siniis teoremi uygulayalim.

b a

sin(60° +z)  sin(m)

Cc a

sin(120° — x)  sin(m)

sin(60° 4+ x) = sin(120° — z)
b=c
Olacaktur. m(ﬁ) = 120° oldugundan, DPC {iggeni 120° — 30° — 30° tiggenidir. m(ﬁC\A) = 30° olur.
Cozim 2:
Sentetik ¢oziim olarak: ADC iiggeninde 60°+z agisinin BDC iiggenindeki 120° —x agisina biitiinler oldugunda

dikkat edelim, bu durumda ADC iiggeni | AD| kenarindan tutulup |BD\ kenar1 tistiine yapigtirihirsa C’ A’ (B )

noktalarmin dogrudasg oldugu goriiliir, bu da bize m(C’) = m(D) = « yani m(A/CB) = m(@)
oldugunu verir, o halde 2a = 60° = a = 30° olacaktir...
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n pozitif bir tam say1 olsun.
r+y=mn

zy =n+ 65
sisteminin (x,y) gergel ¢oztimlerinin olmasi igin n’in en kiigiik degeri kagtir?
a) 21 b) 19 c) 18 d) 17 e) 16

Cozim:

Cevap:

(x +y)? > 4oy = n? > 4n + 260 = (n — 2)? > 264 = minn = 19

i (100) (100 - k) (100 — k- z)
oo Lk l 07—k —1
toplaminin degeri nedir?

a) 3100. 53900 b) 397107800 c) 3195.10780 d) 3199.107800 e) 398.53900
Coziim:

Cevap:

ni, na, ..., Nk negatif olmayan tamsayilar ve n = ny + ng + ... + ny olmak {izere,

N1y N9,y ey T nilnsl..ny!

seklinde tanimlansin. Multinom agilimi

n
n Zn 1 N2 Nk
(@122 e+ 2)" = 2 g (m n2 nk:)zl 2T
N2y s

seklindedir. Simdi burada kullandigimiz k sayis1 temsili bir k sayisiydi. Birazdan kullanacagimiz k sayisi,

sorudaki k sayis1 olacaktir. Oncelikle, (‘Z) = '6Zde§li§ini kullanarak

b!.(a.—b)

100\ (100 — kY (100 —k —1 6 — 100

k l 97 —k—1)"  \k1,97—k—1
oldugunu rahatga gorebiliriz. ny = k,no =1 ve ng = 97 — k — [ olarak alalm. n = k4+1+ 97—k — 1 = 97
olacaktir. Ayrica soruda aradigimiz toplama S diyelim. Buna gore

97 97 ke
(21 + 22+ 23)°7 = k1,97 —k—l=1 (k,l, 97 — k — l) whabaf

Katsayilar toplamin istedigimiz i¢in 1 = 29 = 23 = 1 verelim.
97 97
397 = k.07 kl=1 (k, 197 — ki — l) = 65/100.99.98.

S = 3%8.53900
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x,Y, z, w, v negatif olmayan tam sayilardir.
2?24y + 22w 0P =40

denklemini gergekleyen tiim (z,y, z,w, v) tam say1 beglilerinin sayis1 kagtir?
a) 56 b) 66 c) 112 d) 120 e) 122

Cozim:

Cevap: @

6>x>y>z>w>v>0olsun. 5az? > 40 =22 > 8= 6>z > 3 olur.

i)r = 3 ise,
b >+ w40’ =31=23=2>y>3=y=3
3z2222+w2+v2:22:>223:>z=3
w? + 0% =13 = (w,v) = (3,2) = (z,y, z,w,v) = (3,3,3,3,2)
bulunur.

1i)x = 4 ise,

b >+ 2wt 0P =24=4>y >3

y =3 ise,

3z2232+w2+v2:15:>z=3
w412 =6

Buradan ¢oziim gelmez. y = 4 ise,

24w 0P =8= (z,w,v) = (2,2,0) = (z,y, z,w,v) = (4,4,2,2,0)
bulunur.

i)z =5 ise,

b >+ 2w+l =15=3>y>2

y =2 ise,

322> 224+ w40l =11=2=2
w402 =7

Buradan ¢oziim gelmez. y = 3 ise,

24w +0P=6= (z,w,v) = (2,1,1) = (z,y,z,w,v) = (5,3,2,1,1)
bulunur.

w)x = 6 ise

v+ 2+ + 0" =4 = (2,y,2,w,0) = (6,2,0,0,0),(6,1,1,1,1)
5! 51 5! 5!

5! !
¢oziimleri bulunur. Permiitasyonlarini alirsak i + o3l + 20 + ] + 3= 120 bulunur.
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Diizlemde A(1,0), B(5,2) noktalar1 veriliyor. y = x + 2 dogrusu iizerinde alman bir C noktasi icin, |AC|? +
|CB|? ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

425 53 105

Coziim:

Cevap

C noktasinin koordinatlar (z, x + 2) olsun.

JAC)? = (z — 1)* + (x +2)?, |BO? = (z —5)* + 2> = |AC]* + |BC|> = 2* + (z — 1) + (x — 5)® + (z + 2)?

olur.
= |AC|? + |BC|* = 42* — 82 + 30 = (2z — 2)* + 26 = min{|AC|* + |BC|*} = 26

p bir tek asal say1 olmak lizere, v/ (x — p?) sayisinin bir tam say1 olmasi saglayan x pozitif tam sayilarindan
en biiylgi ile en kii¢iigii arasindaki fark asagidakilerden hangisidir?

pP+1 pt+1 P>+ 1\’ P -1\’ (P*+1)(p*—p+1)
a)4 b)4 c)(2> d)<2) e) 1

Cozim 1:

Cevap: @

m negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere,

z(x — p?) = m?

olmasini istiyoruz. Bunun igin bir kag durum inceleyecegiz. Kisalik olmasi icin OBEB(a,b) = (a, b) olarak
gosterecegiz.

(x, (x — p?)) = d olsun. d say1s1 & — (x — p?) = p? sayism béleceginden (z, (x — p?)) = 1,p, p? sayilarindan
biri olabilir.

i)d = p? olsun. Bu durumda z = p?.k ve  — p? = p?(k — 1) olacaktir. Bu ikisini carparsak

pik(k —1) = m?
olacaktir. Sonucun tam kare olabilmesi i¢in k(k — 1) sayisinin da tam kare olmasi lazim. Bu garpimin tam
kare olabilmesinin tek yolu k = 1 olmasidir. Bu durumda z = p? olarak bulunur.

i1)d = p olsun. Bu durumda x = pk ve x — p? = p(k — p) olacaktir. Bu ikisinin ¢arpimi

p*k(k —p) = m?

olarak bulunur. Sonucun tam kare olabilmesi i¢in k(k—p) ¢arpiminin da tam kare olmasi lazim. (k, (k—p)) = p
olursa, tekrardan 7) deki duruma dénecegiz. O halde (k,k(k — p)) = 1 olmali. Aralarinda asal iki saymin
carpiminin tam kare olabilmesi igin iki sayida tam kare olmalidir.

k=a%ve k —p=>b2olsun. (a —b)(a+b) =polup, a —b =1 ve a + b = p olacaktir. Buradan a = p + 1/2
olacaktir. = pk olup, * = p.(p + 1)?/4 olacaktir.

1i1)d = 1 olsun. Bu durumda

r = a® ve x — p? = b? olacaktir. (a — b)(a + b) = p? esitliginden bir ka¢ durum daha inceleyelim. a — b = 1
ve a + b= p? olursa, a = p? + 1/2 ve z = (p* + 1)?/4 olacaktur.
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Simdi sira geldi p(p + 1)2/4 , p? ve (p* + 1)?/4 sayilarimi siralamaya. En iyisi p = 3 verip hangisinin daha
biiyiik olduguna bakmak. Bu durumda bariz olarak en kiiciik p? ve en biiyiik (p? + 1)2/4 olacaktir. Bu iki
saymin farki (p? — 1) /4 olacaktir.

Cozim 2:
0 < = < p? icin kokiin ici negatif olur. Celigki. z = p? icin sart saglar. x > p? icin,

P —plr=1>=>42 —4pPr+pt = 20 —p?) =4t +p* = (20— p® — 20)(2z — p? + 2t) =

ot
241\’
olur. max{z} icin (2z — p? + 2t) = p*, (22 — p* — 2t) = 1 veya tam tersi olmali. Buradan = = (p 5 )

) 2 1 2 2 1 2
bulunur. Istenen fark (p ;_ ) —p? = (p 5 ) olur.

KARPUZ kelimesinin harfleri ile yazilabilecek olan tiim kelimelerin kag tanesinde ya K, A’dan &nce, ya
da R, A’den sonra, ya da R, P’den 6ncedir? (Burada 6nce ya da sonra ifadeleri yan yana olmalar1 gerektigi
anlamina gelmez)

a) 696 b) 690 c) 660 d) 600 e) 580
Coziim:

Cevap:

KARPUZ kelimesinin harfleri ile kosulsuz 6! = 720 kelime yazilabilir. Istenmeyen durumu bulalim. P-R-A-K
dizilimine U ve Z harflerini 5.6 = 30 farkl sekilde yazabiliriz. Istenen durum sayis1 720 — 30 = 690 bulunur.

1 1 2 3
olarak verilsin. Buna gore, + + +

1 Vvar a2 o L/ag
n2_ n4_~_1

c) 20 d) 19 e)7

n=1,2,3,--- dogal sayilari i¢in, a,, = 2 —

19 20
_|_

VvV a19 Vv a20

V761 +1 b) V761 —1
4 4

ifadesinin egiti nedir?
a)

Coziim:

Cevap:
Verilen ifadenin paydasmi eslenigiyle carpip diizenlersek a, = 4n? + 2 + 2v4n* +1 = (V2n2 +2n+1 +
V212 — 2n + 1)% bulunur.

no_ n _\/2n2+2n+1—\/2n2—2n+1
Van V24 2n+1+vV2n2 —2n+1 4

olur.Verilen toplam,

7

VE—1 V8—+/5 V841 — /761 /841 —1
1 + 1 4+ 4+ 1 = 1 =

bulunur.
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Bir kenar1 12 olan ABCD karesinde |[AFE| = 3, |AF| = 4 olacak sekilde AB ve AD kenarlar iizerinde sirasiyla
E ve F noktalar1 alimiyor. Kare i¢inde bir tabanm EF' ve diger tabanin koseleri BC' ve DC' kenarlar tizerinde
olan en biiyilik alana sahip yamugun alam kactir?

14 14
a) 76 b) 74 c) 77 d) 73 e) 75

Coziim:

Cevap:

Kareyi D noktas: orijin ve AD kenar1 y ekseninde, DC kenar1 x ekseninde olacak sekilde koordinat diizlemine
tagiyalim. Yamugun diger tabam M, DC {izerinde ve N, BC iizerinde olmak lizere M N olsun. MN//EF
oldugundan |MC| = 3k ve [NC| = 4k olur.

Yamugun kése koordinatlar: F(3,12), F(0,8), M (12 — 3k, 0), N (12, 4k) olur. Késeleri (a,b), (¢, d), (e, f) olan
1
ticgenin alani 3 |(ad + cf + ab) — (bc + ed + af)| dir. Eger S(EFMN) = S(EFM) + S(EMN) yazarsak,

S(EFM) = = -|8(12 — 3k) — (24 + 12(12 — 3k))| = 6|6 — k| = 6(6 — k)

N |

1
S(EMN) = 3 | (144 — 24k) — (—12k + 48k + 144)| = 6k|k — 6| = 6k(6 — k)
= S(EFMN) = 6(6 — k) + 6k(6 — k) = 6(k + 1)(6 — k)
14
olur. minS(EFMN) i¢cink+1=6—-k=Fk = g olmal.Buradan minS(EFMN) = 77 bulunur.

230 0O =z (mod 312) ise = asagidakilerden hangisi olabilir?
a) 404 b)) 434  ¢)465  d) 496  e) 527

Coziim:

Cevap: @

61 61
(31 —n)% 4+ nbt = 3160 — 3190 . 4. (1> 4+ n50.31. (1> =n%0.31-61(mod 31?)

30 15
Znﬁl =31-61- ZnGO =z = 31a (mod 31?)
n=1 n=1

15 15

61 - an =- Znﬁo = —15=16 = a (mod 31) = = = 3la = 496 (mod 31?)
n=1 n=1

bulunur.

1,2,3,3,5,5,8,8 rakamlarin kullanarak ayni olan rakamlar yan yana olmayacak gekilde olugturulabilen beg
basamakli kag farklh sifre vardir ?

a)980 b)840 ¢) 720 d) 660 e) 580
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Coziim:

Cevap: @

{1,2,3,5,8} seklinde 5! = 120 tane sifre olugturabilirim.

{3,3,.,.,.} seklinde, bos olan 3 yere {1,2,5,8} kiimesinden bir eleman segerek, 3 rakamlarinin yan yana
olmadig (2—: —4). (g) gifre olugturabilirim. Ayni seyi {5,5,.,.,.} ve {7,7,.,.,.} kiimeleri i¢in yapacagimdan
36.4.3 = 432 sifre olusturabilirim.

Simdi aym sayma iglemini {3,3,5,5,.} , {3,3,8,8,.} , {5,5,8,8,.} kiimeleri i¢gin yapacagim. {3,3,5,5,.}
kiimesinde bog kalan yere {1,2,8} elemanlarindan birini getirebilirim. Dahiliyet hariciyet prensibini de kul-
lanarak 3 kiimedeki, ayni olan herhangi iki rakamin bir araya gelmedigi

5! 41 4!
9(—2!.2! - (5 to - 3!)) =108

sifre olugturabilirim. Toplamda 120 + 432 4+ 108 = 660 sifre olusur.

f(0) = ; ven=1,2,3,..icin f(n) #0ve (f(n+1) —1)(f(n)+ 3) + 3 = 0 olduguna gore,

LS S SIS SRS BN
fO) - fM 0 f@) 0 f@) T F(2016)  f(2017)

toplaminin degeri agagidakilerden hangisine egittir ?
a) 3%01% —1010  b) 3*°'T —1009  c¢) 2.320'% —1009  d) 2(3°°'7 —505)  e) 2.3*°'7 — 1009

Coziim:

Cevap:

verilen ifadeyi diizenlersek f(n +1) = ff(n_|)_3 olarak bulunur. f(1) =2/11, f(2) =2/35, f(3) = 2/107 ,
n
seklinde devam edecektir. O halde

ag=3,a; =11, as = 35 ,... seklinde bir dizi olugturursak
An41 = 3ap + 2

seklinde bir homojen olmayan yineleme bagintisina sahip olduguna gorebiliriz. Diziye ve bagintiya bakarak
zorlanmadan a,, = 4.3" — 1 oldugunu gorebiliriz

1 1 1 1 1 1 $2017 (g 3n 1)
+ o+ e + e et + =3/2411/2+35/2+107/2 4 ... = &=0=0"" = )
O T R T T R e T T B e 2
olacaktir.
2017 32018 -1
O halde 7" /(43" —1) = 4(T) — 2018 olup sorudaki aradigimiz toplam 32018 — 1010 olur.

5
|AB| = |AC| ve tan B = 3 olan ABC iiggeni veriliyor. Yaricap: 1 olan bir ¢ember AB ve AC kenarlarini
sirasiyla K ve L noktalarinda teget olup BC kenarini P ve ) noktalarinda kesmektedir. P, B ile () arasinda
12
ve |BK| = 5 ise BQK {iggeninin alami kagtir ?
8 108 25 144
d

3
)5 by 9% 3 9%
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Coziim:

Yanit:

Cemberin merkezi O olsun. Merkezden K, L noktalarina yaricaplari ¢izelim. OK B ve OLC' dik ti¢genlerinde
I _ 5 T
tanOBK = tanOCL = — oldugundan OBK = CBL dir. Yani O, [BC] nin orta noktasidur.

12/5 12
26 26
Buradan |BC| = 5 bulunabilir. |BP| = |[CQ| = = ve |BQ| = -~ dersek B noktasinin ¢embere gore
12\? 26 8
kuvvetinden |BK|? = |BP|-|BQ| olup (5) =z (5 - m) denkleminden uygun z degeri x = R bulunur.
2 1
|BQ)| :36733:38 tir.

1 1
Alan(BQK) = 3|BK] - |BQ| -sin KBQ = %

elde edilir.

n? — 1, ii¢ farkh asal saymim carpimi seklinde yazilabilen bir dogal sayidir. Bu 6zelligi gercekleyen en kiiciik
birbirinden farkli ilk beg n sayisinin toplami kagtir ?

a) 104 b)) 110 «¢) 116 d) 124 e) 144

Coziim:

Cevap:

P, q, r sayilar: asal sayilar olsun.
n? —1=(n—1)(n+ 1) = pgr olmasim istiyoruz. Bir ka¢ durum inceleyecegiz.

i)n —1 =17 ve n+ 1 = pq olsun. Bu durumda pg — r = 2 olacaktir. T — C = T oldugundan asal sayilardan
biri asla 2 olamaz. Bu durumu saglayan asal sayilara bakacak olursak,

(p,q,7) = (3,5,13),(3,7,19),(3,11,31),(3,13,37), (5,11, 53), ... ise n = 14, 20, 32, 38, 54 seklinde olacaktur.
ii)n+1=r ven—1=pq olsun. Bu durumda r = 2 + pq olur.

(p,q,7m) = (3,5,17),(3,7,23),(3,13,41), (3,17, 53), (5, 7,37), (3,19, 59)... ise n = 16, 22,40, 52, 36, 58 olur.
Olabilecek en kiiclik 5 tane n sayisinin toplami 14 4+ 16 + 20 + 22 + 32 = 104 olarak bulunur.

Ali 7 arkadagim bir hafta boyunca haftanin her giinii 3’1l gruplar seklinde aksam yemegine davet etmektedir.

Arkadaglarindan herhangi ikisi sadece bir aksam bir arada olmalar: koguluyla Ali, bu daveti kag farkl sekilde
gercekler?

a) 15.7! b) 30.7! c) 35.7! d) 42.7! e) 60.7!
Coziim:

Yanit: E

Cevap: 30 - 7!.

- . .. .. . 3 - . 7

Oncelikle her giin 3 kisi davete katilacagindan toplam 7 - 9 tane ikili olugmaktadir. Diger taraftan, 9) =
3

7 - 9 oldugundan her ikili tam olarak bir kez beraber davete katilmalidir, bu da her arkadagin tam

olarak ii¢ kez davete katilacagim gosterir. Ali'nin arkadaglarina A, B, C, D, E, F, G diyelim. A nin davete
7
katildig1 giinleri (3) sekilde segebiliriz, genelligi bozmadan Pazartesi, Sali, Cargamba olsun. Davete A ile
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6
beraber katilan arkadaslar: (2) sekilde secebiliriz, genelligi bozmadan B ve C' olsun. B nin davete katildigi

4
glinler, Pergembe, Cuma, Cumartesi, Pazar giinlerinden ikisi olmaldir, 9 sekilde segebiliriz, genelligi

bozmadan Pergembe ve Cuma olsun. O zaman C nin davete katildig1 diger giinler Cumartesi ve Pazar olur.
D, Sali-Cargamba, Pergembe-Cuma, CumartesiPazar ikililerinden tam olarak birer tanesinde davete katilmig
olmalidir, 23 sekilde secebiliriz, genelligi bozmadan Sali, Persembe, Cumartesi olsun. E, F, G nin her biri Sali-
Pergembe-Cumartesi giinlerinden farkli olan birer tanesi katilmali, 3! sekilde segebiliriz, genelligi bozmadan
E Sal giinii, F' Persembe giinii, G Cumartesi giinii katilmig olsun. Buradan E nin davete katildig1 diger
giinler Cuma ve Pazar, F' nin davete katildig1 diger giinler Cargsamba ve Pazar, G nin davete katildig1 diger
glinler Carsamba ve Cuma olarak belirlenmis olur. Dolayisiyla cevap

() () # -

Kaynak: Tibitak 25. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2017

f(x) = 23 — 1222 + Az + B , gergel sayllarda tamimh artan bir fonksiyon olsun. f o f o f(3) = 3 ve

fofofof(4) =4ise f(7) kagtir ?
a)7 b) 12 c) 31 d) 38 e) 42

Coziim:

Cevap:

fofof(3)=3oldugundan, f(3) > 3 durumu zaten miimkiin degildir. f artan oldugundan fo fo f(3) >3
olacaktir. Aym gekilde f(3) < 3 oldugunu farz edelim. Bu durumda f o f o f(3) < 3 olacaktir. O halde tek
¢oziim, f(3) = 3 ve f(4) = 4 durumudur. Bu degerleri yerine yazarsak , A = 48 ve B = —60 bulunur. O
halde fonksiyonumuz

f(z) = 23 — 1222 4 48z — 60
olacaktir. f(7) = 31 olur.

-~

s(A) = 60 olan ABC' {iggeninin ¢evrel gemberi giziliyor. B kogesinden gizilen teget dogru ile C A kenarmin
uzantist D noktasinda kesigiyor. Burada A noktasi, C' ile D arasindadwr. |DC| =4, |AB|+|AD| = |AC] ise
|BC|

orani kagtir 7

|AB]|
a) 2 b) ? c) g d) V2 e) V3
Coziim:

Cevap:

|AD| = x diyelim, |AB| =4 — 2z, |AC| = 4 — z olur. ABD ficgeni ile BC'D ii¢geni benzerliginden

BC BD 4 2(4 -2
BC| _|BD| _ VA o 24-20)
4— 2z x x N3
bulunur.ABC ii¢geninde kosiniis teoreminden
4(4 — 2x)?

(4—2)+(@4—-22)2—(4—-22)4—2) = = 32% — 2827 + 80z — 64 = (3x —4)(x —4)2 =0

xT
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4 4 4
olur. z = 4 olamayacag icin x = 3 olmal.Buradan |BC| = g ve |AB| = 3 bulunur. Bu ikisinden
|BC| _
[AB| V3
bulunur.

A = 64.102°(a; + ag + a3 + ... + aze17) kogulunu saglayan en biiyiik 2017 basamakhh A = ajagaz...aze17
dogal sayisinin rakamlar toplami kagtir 7

a)ll  b)13 «¢)15 d)19 e) 2017

Coziim:

Cevap:

A sayis1 1029 ¢ boliindiigii icin son 2014 basamagi 0 olmali.Buradan ay = a5 = ... a7 = 0 bulunur.A =
arasas - 10201 yazarsak,

100a; + 10as + a3 = 64a; + 64as + 64a3 = 4a, = 6as + Tag

bulunur. max{a;} = 9 i¢in ay = 6, a3 = 0 olur. Buradan en biiyiikk A’nin rakamlari toplami 15 bulunur.

2017 2017 2017 2017
. o
( 1 ) + ( 5 > + ( 9 > + ...+ (2017> toplaminin degeri kagtir?

a) 22016 4 1006 b) 22017 _ 91007 c) 22015 4 91005 d) 22015 4 91007 e) 22017 _ 21008
Coziim:

Yanit: @

i2 = —1 ve n = 4k + 1 olmak iizere,

(1) (5)+ (5) =+ () eowr—amar—sasir—a-ar)

seklinde olacagindan n = 2017 icin sonug 22°1° + 21007 hylunur.

100129 say1sinin son 12 rakaminin toplami kactir?
a) 15 b) 18 c) 21 d) 24 e) 32

Coziim:

Yanit: E

1001%° = (10% +1)0 = 1050 + (210> 1057 + ...+ Gg) 1012 + (fg) 109 +...+1 = 14.10'° 4 190.10° 4-20.10% +

1(mod10*?) olup son 12 rakami toplami 1 +4 + 1+ 9+ 2+ 1 = 18 bulunur.

|AB| = |AC| olan ABC ikizkenar liggeninin AC kenarima A noktasinda teget ve B noktasindan gecen, merkezi
tiggenin diginda olan bir cember ¢iziliyor. Bu gember BC kenarini E noktasinda kesmektedir. 2 | BE| = 3 |EC|
ve ABC iiggeninin alani 27 ise gemberin yarigap: kagtir?

a) 4 b)g c)b d)% e)6
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Coziim:

Yanit:

21/10.3v/10.%?
|EC| = 4k diyelim. Kuvvetten |AC|> = |CE|.|CB| = 40k? bulunur, ——"X—""_

2
2 ~ 1
3—; bulunur. ABC' ikizkenar iiggen oldugundan dikmesi indirilerek cosC' = —= olacaktir. AEC' {i¢geninde

V10 o
kosiniis teoremi ile |AE| = 24/10k olarak bulunur. Alan paylagimindan A(AEB) = — olur. Cizilen cember,

AFE B iiggeninin gevrel cemberidir. AE B {i¢geninin kenarlari carpimi 81 oldugundan, ¢emberin yarigapima r
dersek

= 27 esitliginden k2 =

egitliginden r = 5 bulunur.

32" _ 1 sayismm 22020 sayisina béliimiinden kalan kagtir?

a) 22017 b) 22019 C) 22017 +1 d) 22018 +1 e) 22018 +9
Coziim:

Yanit : E

32 —1=(32" )BT T+ )BT +1)--- (324 1)(3+ 1)(3 — 1) seklindedir.

32 y1=0 (mod 2)

32 +1=2 (mod4) (k#0)

olacaktir. k =0 i¢in 3+ 1 = 4 olup 4 e tam bdliinecektir. O halde 32" — 1 ifadesindeki 2 carpanlarinin sayisi
(k—1).14142 = k+2 tanedir. Bu bilgi yardimiyla & bir tam say1 olmak tizere, bélme algoritmasi yardimiyla
322017 o 1

"ot = 2k + 1 seklinde yazabiliriz. 32°17 1 = 22020) 4 22019 hylunur,
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26.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2018

m(%) = 140° ve m(@) = 30° olan bir ABC ii¢geninde A noktasimin BC' dogrusuna gore simetrigi D,
B noktasinin AC' dogrusuna gore simetrigi ise F dir. m(ﬁE\C) kagtir?
a) 35° b) 40° c) 45° d) 50° e) 55°

Coziim:

Yanit: @

Yansimalardan dolay1 |DB| = |BA| = |AE| ve m(D/B\C') = m(@) = m(@) = 30° olur. Buna gére,
ABD ficgeni eskenardir ve |AD| = |AE)| elde edilir. ADE ikizkenar tiggeninde m(EAD) = 140° oldugundan
m(ADE) = m(AED) = 20° olup m(DEC') = 20° 4+ 30° = 50° bulunur.

o, X1, ...,22018 tam sayilar1 g = 1, ;1 = 2 ve her n > 1 i¢in z,41 = 3z, — 2x,—1 kosullarini sagliyorsa
o018 sayisinin 2018 ile boliimiinden kalan kactir?

a)0 b) 2 c)4 d) 6 e)8
Coziim 1:

Yanit:

Tp41 = 32y — 22,1 kogullarini saglayan bir dizideki terimler arasindaki fark her terimde 2 kat artar, boylece
x9 = 4,23 = 8,4 = 16 oldugu goriiliir ve her terim x, = 2™ kogulunu saglar, ilk birkac¢ terim yazilarak
tahmin de edilebilir, 2018. terim 22918 olur.

2018 = 2 - 1009 ve 2|22°'® oldugundan sadece mod 1009 da incelememiz yeterlidir. Fermat'in Kiigiik Te-
oreminden 2098 = 1 (mod 1009) ve 22018 = 21008 . 21008 .92 = 1.1.22 = 4 (mod 1009). Yani kalan 4
tir.

Cozim 2:

Yanit:

Indirgemeli dizi yardimiyla soruyu ¢ozelim. Tpt1 = 3Ty — 22,1 dogrusal indirgemeli dizisinin karakteristik
polinomu 72 — 3r + 2 = 0 olup kokleri r; = 1 ve 7o = 2 dir. Dolayisiyla genel terim z, = A-2%2 4+ B - 1"
formundadir.

n=0ignzg=A+B=1
n=1icinxzy =24+ B =2
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denklemlerinden A = 1 ve B = 0 bulunur. Dolayisiyla z,, = 2" elde edilir. Bu asamadan sonra x5 = 22018

sayisinin 2018 ile boliimiinden kalani ilk ¢oziimde oldugu gibi 4 olarak bulabiliriz.

(22 — 2272 + 7)(y? + 2yV/3 + 8) = 25 denklemini saglayan kac farkl (z,y) gercel say1 ikilisi vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim:

Yanit: E

(x% — 22v/2 + 7)(y? + 2yV/3 + 8) = 25 ifadesini ((x — v/2)? + 5)((y — v/3)? + 5) = 25 olarak carpanlarina

ayirabiliriz.

Kare ici 0’dan kiigiik olamayacagindan iki carpaninda 5den biiyiik esit oldugu goriiliir ve bir ¢arpani 5ten
biiyiik ise diger garpan 5ten kiiciik olmasi gerektiginden tek olasilik iki carpaninda 5’e egit olmasidir.

z = /2, y = v/3den baska ¢oziim yoktur.

Her elemani 6'2 sayisinin bir pozitif béleni olan ve herhangi iki farkli elemaninin carpimi tam kiip olmayan
bir kiimede en ¢ok ka¢ eleman bulunabilir?

a) 65 b) 70 c) 73 d) 77 e) 80
Coziim:

Yanit:

Cevap: 73.

Her i,j € {0,1,2} icin A;; = {2°3': 0 < s,t < 12,5 =4 (mod 3),t = j (mod 3)} olsun. Carpimlar1 tam kiip
olan iki eleman icermeyen bir kiime; Agy dan en fazla 1, Ag; U Age den en fazla 20, A;gU Asp den en fazla
20, A11 U Aoy den en fazla 16, A1o U Asp den en fazla 16, toplamda en fazla 73 eleman igerebilir. 73 elemanl
{1} U Ap1 U A9 U A1; U Ay kiimesinde ¢arpimlar: tam kiip olan iki eleman yoktur.

Kaynak: Tiibitak 26. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2018

C' agis1 dik olan bir ABC ii¢geninde 4|AC| = 3|BC| dir. ABC nin i¢ teget ¢cemberi BC ye D de, AC ye ise
E de tegettir. AD dogrusu i¢ teget cemberi D den farkh bir S noktasinda, BE dogrusunu ise T noktasinda

AS
kesiyor. ||TD|| kagtir?

3 5 11 18 22

Coziim:

Cevap:
AC| + |BC| - |AB
IAC| = 3k, |BC| = 4k olsun. |CE| = |oD| = ACIFI1BCI = |AB]

5 = k olur. Menalaus teoreminden

|BD| |CE| |AT)| _§ 1 |AT)| N |AT)| B § N |AD| _ Ll ~TD| = 3|AD|
|BC| |EA| |TD| 4 2 |TD| |TD| 3 ~|TD|] 3 11
Kuvvet teoreminden
|EA|2 =|AS|-|AD| = |AS| = |EA|2
B ~ |AD|

ITD| — 3 ‘|AD|
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(6]

ADC iiggeninde pisagordan |AD| = k+/10 bulunur. Ayni zamanda |AC| — |CE| = |EA| = 2k olur. Buradan

|AS| 11 4k* 22

ITD| ~ 3 10k2 15

bulunur.

Bir a pozitif tam sayisii tam bélmeyen en kiiciik pozitif tam sayiya a nin ilk bélmeyeni diyelim. Kag n < 26
pozitif tam sayisi igin ilk bolmeyeni n olan bir pozitif tam say1 bulunur?

a) 11 b) 12 c) 13 d) 14 e) 15
Coziim:

Yanit: @

Bir a sayisinin bir sayimin en kiigiik bélmeyeni olmasi i¢in bir asal sayinin kuvveti olmalidir. Eger degilse; p,
m’in asal carpanlarina ayriliginda iissii a’nin asal ¢arpanlarina ayriligindaki iissiinden kiigiik olan en kiiciik
asal say1 olsun a = p*-m, m > 1 seklinde yazilabilir fakat p* < a’dir ve n’i bolmez yani a en kiiciik bélmeyeni
degildir. Boyle 26 > a sayisi 14 tanedir.

ni,N3,...,No01s tam sayilar olmak tizere
n%+n§++n§018+4036:3(n1 +n2—|—~~-—|—n201g)

esitligini sagliyorsa, n? +nj3 + - - - + n3y;s toplamimn alabilecegi kag farkli deger vardir?
a)l b) 2019 c) 6055 d) 22018 e) Higbiri

Coziim:

Esitlikte sag tarafi sola atarsak,
2018

> (e —1)(nk —2) =0

k=1
bulunur. f(n) = (n — 1)(n — 2) fonksiyonu sadece (1,2) araliginda negatif oldugu i¢in her n tamsayisi igin
(n—1)(n—2) >0 ’dir.

Dolayisiyla iozlf(nk —1)(nk — 2) = 0 olmasi i¢in her k icin ng = 1 veya ng = 2 olmasi gerekir. ny = 1 olan

k sayis1 2019 farkh deger alabileceginden n? + n3 + - - - + n3ys toplami 2019 farkh deger alabilir.

12 x 12 satrang tahtasimin birim karelerinden k tanesi kirmizi ve k tanesi mavi renge, higbir kirmizi birim
karenin higbir komgusu (ortak kenar veya kdgeye sahip birim kareler) boyanmayacak sekilde boyanabiliyorsa,
k nin alabilecegi en biiylik deger nedir?

a) 26 b) 27 c) 28 d) 29 e) 30
Cozim:

Yanit:

Soruda verilen ortak kenar veya koselere sahip birim kareler boyanmayacak sekilde 2 sira boyunca kirmizi
ile boyayalim.

Clnki kirmizi ortada bir yerlerde oldugunda cevresinde boyanamayacak kare sayisi artiyor. Buna gore sekli
olusturalim.
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k|x*|k k k k k
k k k k k
k

k m|m|m|m k
k m|im|m|m k

k m|m|m|m k
k m|im|m|m k

k k
k k k k

k k
k k k k

NOT: k harfi kirmuz ile boyananan , m harfi mavi ile boyanabilen yerleri gostermektedir.(* semboliinii bi-
rimkareleri esitlemek i¢in koydum 6nemli bir nedeni yok.)

kare boyanabilir oldugundan 30 tane kirmizi kare ve 24 boyanabilir dolayisiyla hala daha maksimum kirmiz
kare sayisina ulagamadik.

soldaki en iist siradan 1 kirmizi kare daha atalim sectigimiz kareye gore 25,26 veya 28 boyanabilir kare
elde edilir. Fakat boyanabilir 29 kare elde edilemediginden 1 Kirmiz1 kare daha attigimizda (Sol en iist ve
1 altindaki kare) 16 + 8 + 4 = 28 tane boyanabilir kare elde edilir. Biz kirmiz1 kare sayisim 32 — 4 = 28 e
indirmigtik. Dolayisiyla £ = 28 maximum alabilecegi degeri olur.

m k k k k k

m

m|m|m|m k k k
m|m k

k mim|m|m|m|m k
m|im|m|m|m|m k

k m|im|m|m k
k m|m|m|m k

k k
k k k k

k k
k k k k

NOT: k harfi kirmiz ile boyanan , m harfi mavi ile boyanan yerleri gostermektedir.

[9] ABCD disbiikey dértgeninde |AD| = |CD|, m(ADB) = 38°,m(CDB) = 42°,m(ABC) = 140° olduguna
gore m(m) kactir?
a) 17°  b)18°  ¢)19°  d)20° e) 21°

Coziim:

Yanit:

Soruda verilen bilgilere gore dértgenimizi olusturdugumuzda m(ﬁ) = 38° ve m(@) = 42° oldugundan
m(ﬁ) = 80° olur. m(ﬁ) + 2.m(fTB?) = 360° ve [AD] ile [CD] yaricap olacagindan ABC' {iggeninin
cevrel gemberinin merkezi D noktasidir. Daha sonra m(A/D\B) = 42° merkez acisinin olgiisii BAC cevre
acisinin 2 katina esit olacagindan m(@) = 21° bulunur.
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Tam olarak 26 farkl tam kare ile boliinebilen en kiigiik pozitif tam sayinin 7 ile béliimiinden kalan kagtir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Coziim:

Yanit:

Sayimiz n olsun. n sayisinin asal bolenleri sayist 26 sayisinin 2 ve 13 seklinde 2 ¢arpani oldugundan en fazla
iki olabilir. Ve tamkare bolenleri sayis1 26 deniyor. o halde sayimiz icin n = p?*¢?®, p < ¢ biciminde olmasi
gerektigini sdyleriz. En kiigiik olabilmesi i¢in en kiiciik asal sayilari secelim. p =2, ¢ =3

daha sonra bélen sayis1 kuralindan ve tamkare bélen sayisi oldugunu géz 6ntine alarak (a + 1)(b+ 1) = 26
olur. p daha kiigiik say1 oldugundan a + 1 = 13 segersek sayimiz daha kiigiik olur.

a =12 ve b =1 oldugundan sayimmiz n = 224 - 32 olacaktir. Fermat teoreminden 2° =1 (mod 7) oldugundan
224 =1 (mod 7) , 9 =2 (mod 7) oldugundan n = 2 (mod 7) bulunur.

2242y —y? = 102

2 —zy?+y? = 10y
denklem sistemini saglayan kag farkh (x,y) gercel say1 ikilisi vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)b

Cozim 1:

Yanit: @

Verilen denklemleri taraf tarafa toplayalim.

2?2+ 23 —y? —zy? + 2y + 9% = 102 + 10y

ifadeyi ¢arpanlarina ayirirsak

2?(1+2) —y*(1+2) +y(z +y) = 10(z +y)

(* —y*) (1 +2) +y(z +y) = 10(z +y)
(—y)z+y)d+2)+yz+y) =10 +y)
(z+y)((z—y)(z+1)+y) =10(z +y)

Buradan z +y = 0 veya (x — y)(x + 1) + y = 10 bulunur.

(1) x+y=0ise

x = —y oldugunu kullanarak 1. denklemi ¢6zelim.

xr = —y yazildiginda —y? = —10y ve y = 10 veya y = 0 olabilir.

(a) y = 0 ise z + y = 0 olacagindan z = 0 bulunur ve 2.denklemde yerine konuldugunda sagladig

goriilir.

(b) Aym sekilde y = 10 ise = —10 bulunur. ve 2. denklemde yerine konuldugunda saglandig goriiliir.
(2) (x—y)(z+1)+y=10ise

Ifadeyi aqip diizenlersek w = y olur.

Elde ettigimiz bu ifadeyi ilk denklemde yerine yazip diizenlersek

z* — 1123 + 922 + 202 — 100 = 0 denklemi elde edilir.

Simdi bu ifadeye carpanlarina ayiralim.

(22 + az + b) (2 + cx + d) = 2* — 1123 + 922 + 202 — 100 deyip

Soldaki ifadeyi acip katsayilar: esitlersek

a+c=—11
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ac+b+d=9

ad + bc = 20

bd = —100 denklemlerinden a = —3,b = 5,c = —8,d = —20 bulunur.

Ifadeyi (22 — 3z + 5)(22 — 8z — 20) = 0 haline getirdik.

22 — 3z + 5 = 0 ifadesinin diskriminant1 0’dan kiiciik oldugundan reel kékii yoktur.
O halde 22 — 8 — 20 = 0 ifadesinden gelen x = 10 ve = —2 olmalidir.

(a) z = 10 ise 1.denklemde yerine yazip diizenlersek y? = 10y yani y = 10 veya y = 0 elde ederiz.
2. denklemde bu degerleri denersek y = 10 olmas1 gerektigini anlariz.

(b) = —2ise 4 — 2y — y?> = —20 denkleminden y = —6 veya y = 4 oldugunu anlariz
2. denklemde yerine koyarsak y = 4 olmasi gerektigi goriiliir.

Yani ikililerimiz (—10, 10),(—2,4),(0,0),(10, 10) ikilileri bulunur. Yani 4 tane ikilimiz vardir.
Cozim 2:

Ik denklemi « ile carpalim ve 3 ifadesini ¢ekelim. Bunu 2. denklemde yerine koyalm.
23 = 1022 + y?x — 22y ifadesini 2. denklemde yerine koyarsak

1022 — 2y + y? = 10y haline gelir. Bu ifadeyi carpanlarina ayiralim.

1022 — 22y +y%2 — 10y =0

2?(10 —y) —y(10 —y) = 0

2% =y veya y = 10 olmaldur.

i) y = 10 ise ilk denklem 22 —100 = 0 yani x = 10 veya x = —10 elde edilir. 2. denklemde yerine konuldugunda
saglandig1 goriliir.

ii) x? = y ise ilk denklem z* — 23 — 22 4+ 10z = 0 haline gelir. Bu denklemin kokleri 2 = —2 ve # = 0
oldugundan

a) x =0 ise y = 0 olmaldir. 2. denklemi saglar.

b) x = —2 ise y = 4 olmahdir. 2. denklemi saglar.

Buna gore ¢oziim kiimemizdeki ikililer (—10,10), (—2,4), (0,0), (10, 10) olmahdir. Yani 4 tane ikilimiz vardur.
Coziim 3:

Bir bagka ¢oziimiinti daha vereyim ;

y=uxt , t € R donlisimi yapabiliriz.

Denklemleri y = xt yazip diizenledigimizde

x4+ at —xt? =10

22 — 222 + 1% = 10t denklem sistemi veya x = 0 elde edilir.
lﬁ%ﬁ olur.

Elde ettigimiz 2. denklemde yerine koyup diizenlersek

5 —t* —2t3 + 11t%2 +t — 10 = 0 denklemi elde edilir.

bu denklemin koklerinden birinin ¢ = 1 oldugu agiktir. Basit bir polinom bélmesi ile
(t—1).(t* — 2% + 9t + 10) = 0 elde edilebilir.

(t2 +at +b).(t2 + ct + d) = t* — 2t2 4+ 9t + 10 denilirse

a+c=0

ac+b+d= -2

ad+bc =9

bd = 10 esitliklerinden a = 3, b = 2, ¢ = —3, d = 5 elde edilir.

Ik denklemden z ifadesini cekersek z =

473



26. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2018 geomania.org

Yani diizenlersek (¢t — 1)(t + 1)(t + 2)(t* — 3t +5) = 0 elde edilir. t* — 3t + 5 = 0 ise A < 0 olacagindan reel
kokil olmayacaktir. ¢ € R dedigimizden yani ¢t = 1, t = —1, t = —2 ifadelerinden ve x = lﬁiﬂﬁ iley = ot
esitliklerinden

i) t =11ise x = 10 ve y = 10 bulunur.
i) t = —1 ise x = —10 ve y = 10 bulunur.
iii) t = —2 ise x = —2 ve y = 4 bulunur.

Fakat biz bu denklem sistemini x # 0 i¢in yapmustik. O halde soruda verilen ilk denklemde z = 0 yazarak
—y? =0 yani y = 0 buluruz.

Buna gore ¢oziim kiimemizdeki ikililer (—10,10), (—2,4), (0, 0), (10, 10) elde edilir. Yani 4 tane ikilimiz vardir.

Tahtada baslangicta 2018 sayis1 yazilidir. Her hamlede tahtadaki say: silinip yerine o sayinin 12 eksigi veya
9 katinin 4 eksigi yaziliyor. Asagidaki sayilardan hangisi sonlu hamle sonucunda tahtada yazil olabilir?

a)2?+2  b)33+1 )43 +1  d)532+4  e)63+2
Cozim:

Yanit:

Tahtaya yazilan say1 her zaman 4 modunda 2’ye esit olacak, C' ve D siklar1 olamaz. (12 gikartilmasi veya 9
katimin 4 eksigi alinmasi 4 modunda degeri degistirmez ve 2018 = 2 (mod 4)’tiir.)

2018’den 12 gikartip durdugumuzda deger 9 modunda 2,5, 8 seklinde tekrar edecektir, bir sayinin 9 katinin
4 eksigi her zaman 9 modunda 5 kalanini vereceginden sayimiz 9 modunda yalniz 2,5, 8 degerlerini alabilir.
A ve B giklan da olamaz.

Yani i¢lerinden bir tanesi olabiliyorsa o sik E’dir.

Bir ABC ii¢geninde |AB| = |AC| = 2,|BC| = v/2 dir. [BC] nin orta noktasi D, [AC] nin orta noktasi ise E
dir. ABC nin gevrel gemberi iizerinde AB dogrusuna gére C ile farkli tarafta olan ve |PC|? = |PD|* + |PE|?
esitligini saglayan bir P noktasi alimiyor. |PA| 4 |PB| kagtir?

a)l++v2 Db)1+v3 ¢)2v2 d)2v3 e)3

Cozim:

Cevap:

PBC iiggeninde Stewart teoreminden,

PB?2+PC? 1

— - =PD?
2 2
PAC {ggeninde Stewart teoreminden,
PA? 4 pC?
%O —1=PE?

Bu iki denklemi toplayip PC? = PD? 4+ PE? ’yi kullanirsak,
PA* + PB* =3

bulunur.PAB ii¢geninde kosiniis teoreminden,

S

PA? + PB?—2.PA-PB-cos(/BPA)=AB?=3+2-PA-PB- - =4= PA-PB=+2

1

_|_rl>

PA+ PB=+\/PA2+PB2+2-PA-PB=1/2
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k,n1,n9,...,ng pozitif tam sayilar olmak {izere 4™ + 42 4 ... + 4"* sayis1 43 ile tam boliiniiyorsa, k en az
kag olabilir?

a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6
Coziim:

Yanit: E

4™ =1,4,16,21,41,35,11 (mod 43), 41, 1 ve 1 kalanlarini verecek sekilde 3 say1 segersek toplam 43’e boliiniir.

x bir irrasyonel say1 olmak iizere, z2 — 2x ve 23 — 5x rasyonel sayilar ise, 2° — 5z kactir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Coziim 1:

Yanit: E

@2 — 2z ifadesini (z — 1)? — 1 bigiminde yazarsak x sayismim y/a + 1 bigiminde olmas1 gerektigini goriiriiz.
Ikinci ifade olan 2% — 5z ifadesinde v/a+ 1 yazarsak av/a+3a+3y/a+1—>5(y/a+1) elde ederiz ve diizenlersek
(a — 2)y/a+ 3a — 4 elde ederiz. Koklii ifade olmamas i¢in a = 2 segersek 3 -2 — 4 = 2 oldugu goriiliir.

Cozim 2:

Iki rasyonel saymin oranida rasyonel olacagindan ve x # 0 oldugunu bildigimizden

x3—5x_m2—5€(@:>x2—2x—1
2 -2z x—2 -2

€Q

yazilabilir. Bu oranda iist tarafin rasyonel ve alt tarafin irrasyonel oldugu aciktir. Bu durumda oraninin
rasyonel olmasi igin iist taraf 0 olmahdir. 22 — 2z — 1 =0 ve 2% = 2z + 1 bulunur. z(z? — 5) = z(2z — 4) =
2(x? — 2x) = 2 bulunur.

1,2, ..., 7 sayilariyla yedi kutunun her birine en az 1 ve en ¢ok 10 olmak {izere, bilyeler dagitilacaktir. Boyle
bir dagilimda ¢ < j olmak tizere, ¢ numarali kutudaki bilye sayis1 j numarali kutudaki bilye sayisindan az
degilse, (i, ) ikilisine ters ikili diyelim. Tam olarak bir ters ikili igeren kag dagihim vardir?

a) 720 b) 1260 c) 1520 d) 1980 e) 2310
Cozim:

Cevap: @

Dagilimdaki ters ikili (7, j) olsun. Eger j —i > 1 ise (z,7+ 1) ters ikili degildir fakat (4, j) ikilidir. a. kutudaki
bilye sayis1 x, dersek, ; < 2,41 ve x; > x; olacagindan x;41 > x; olacaktir. Yani (i + 1, ) ikilisi de ters
ikilidir. Bu da bir tane ters ikili igermesiyle geligir. Dolayisiyla j = ¢ 4+ 1’dir. Yani tek ters ikili (4,7 + 1)’dir.
6 farkli (7,7 + 1) ikilisi segilebilir. Bu dagihm igin (¢,¢ + 1) ikilisi harig¢ kutulardaki bilye sayisi artan sirada
olmaldir. Ornegin i=3ise 11 < 2y < &4 < 3 < &5 < g < x7 olacaktir. Iki ihtimal vardir: z; = Tit+1 veya
Zit1 < z;. Bu durumlardaki dagilim sayisim bulmak igin {1,2,...,10} kiimesinden elemanlar se¢ip artan
sirada dizmeliyiz. x; = ;41 ise 6 say1 x;41 < z; ise 7 adet say1 se¢meliyiz. Bu durumda dagilim sayisi

() -

elde edilir.
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m(m) = 60° olan dar acili bir ABC ti¢geninde diklik merkezi H ve A dan karsi kenara indirilen dikmenin

ayagl D dir. [AC] iizerinde |BD| - |CD| = |ED|? olacak sekilde bir E noktasi almiyor. |BH| = 7T|EH| ise

% kagtir?
a) % b) é c) % d) 1 e) L

Coziim:

Yanit: @
1

Cevap: 1

ABDH ~ AADC oldugundan |BD| - |CD| = |DH| - |DA| olur. Buradan da |DE|> = |DH| - |DA| bu-
luruz. Yani ADHE ~ ADEA olwr. /ZHBD = /DAE = ZHED = 30° olur. ZADE = « olsun. 1/7 =
|EH|/|BH| = |EFH|/|HD|-|HD|/|BH| = (sin«/sin 30°)-sin 30° = sin a olur. |AE|/|EC| = tan o/ tan 30° =
1/(4v3)/(1/4/3) = 1/4 olur.

Kaynak: Tiibitak 26. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2018

22" + 2" 4 n ifadesinin 7 ile tam boliinmesini saglayan kag n < 420 pozitif tam sayisi vardir?
a) 20 b) 30 c) 40 d) 50 e) 60

Coziim:

Yanit:

2=2 (mod 7),22 =4 (mod 7),23 =1 (mod 7) dir. Dolayisiyla iislii olan ifadelerin {issiiniin 3’e béliimiinden
kalanlara bakmak gereklidir.

Bundan dolay1 22" ifadesinden 2" = - - - (mod 3) seklinde de bakmamiz gerekir.
n = 2k + 1 olursa 2" = 2 (mod 3)
n = 2k olursa 2" =1 (mod 3) olur. dolayisiyla soruyu 2 farkli duruma ayiralim.

a) n = 2k olmasi halinde 2" =1 (mod 3) oldugu i¢in denkligimiz 2 + 22¥ + 2k =0 (mod 7) elde edilir.

1) k = 0 (mod 3) olursa (k = 3p) 3+ 6p = 0 (mod 7) olur. 2p+1 = 0 (mod 7), p = 3 (mod 7) (42
periyodunda 1 ¢6ziim)

2) k=1 (mod 3) olursa (k =3p+1) 84+ 6p =0 (mod 7) olur 3p+4 =0 (mod 7), p =1 (mod 7) (42
periyodunda 1 ¢6ziim)

3) k=2 (mod 3) olursa (k =3p+2) 84+ 6p =0 (mod 7) olur p=1 (mod 7) (42 periyodunda 1 ¢dziim)

b) n = 2k + 1 olmasi halinde 2" = 2 (mod 3) oldugu igin denkligimiz 4 + 22*1 + 2k +1 = 0 (mod 7) elde
edilir.

1) k=0 (mod 3) olursa (k=3p) 7+ 6p =0 (mod 7) olur p =0 (mod 7) (42 periyodunda 1 ¢éziim)

2) k=1 (mod 3) olursa (k =3p+1) 84+ 6p =0 (mod 7) olur p=1 (mod 7) (42 periyodunda 1 ¢dziim)
3) k=2 (mod 3) olursa (k =3p+2) 134 6p =0 (mod 7) olur p =6 (mod 7) (42 periyodunda 1 ¢6ziim)
42 periyodunda 6 ¢oziim vardir ve n < 420 i¢in 6 - 10 = 60 ¢ézliim vardir

Bir a1, as, ..., a100 pozitif gercel say1 dizisinde a; = 1 ve her n = 1,2,...,99 i¢gin
1 n 1 _
Gnt1 + Zi:l (aitaiy1)y/a2+i2 1

saglaniyorsa, a1gp kactir?
a)h b) 10 c) 15 d) 20 e) 25
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Coziim:

Cevap:

n

1 1
+ ~1
Apt1 ; (a; + ait1)\/a? + 2

n yerine n — 1 yazarsak ve denklemden c¢ikarirsak,

1 1

1
+ =
Unt1 Gn (ap + any1)y/a2 +n?

n = 1 yazarsak az = /2 bulunur. Yani a,, = \/n olabilir. Tiimevarimla gésterelim,

n=1,2,--- kicin dogru olsun.n = k + 1 igin ispatlayalim. Denklemde n = k yazarsak ve ap41 = = dersek,

11 1 B

§_ﬁ+(x+\/ﬁ) k(k+1)

payda esitlersek,

P VE+l-2-kVk+1=0=(z—Vk+1)(VE+1z+k) =0

bulunur. Dizi, pozitif gercel say1 dizisi oldugundan = = axy+1 = vk + 1 olur. Dolayisiyla her n i¢in a,, = \/n
olur. a0 = 10 olur.

1,2,...,26 sayilariyla numaralandirilmig 26 bécek baglangicta k& numarali bocek (k,0) noktasinda bulunacak
sekilde koordinat diizlemine yerlestirilmistir. Her hamlede tam olarak bir bécek bulundugu (a, b) noktasindan
(a+1,b), (a—1,b), (a,b+1), (a,b—1) noktalarindan birine, atlayacagr noktada bagka bir bécek bulunmuyorsa,
atliyor. En az kag hamle sonucunda her k = 1,2,...,26 igin k nolu bocek (27 — k, 0) noktasinda bulunabilir?

a) 384 b) 386 c) 388 d) 390 e) 392
Coziim:

Cevap:

k numarali bocegin yatay diizlemde yapacag hamle en az | (27 — k) — k |=| 27 — 2k | olacaktir. Yatay
diizlemde yapilan toplam hareket Y olsun.

26 13 26 13 13 13
Y >3 272k =) (27-2k)+ D (2k-27) = > (27-2k)+ ) (2(k+13)—27) = > (27—2k+2k—1) = 338
k=1 k=1 k=14 k=1 k=1 k=1

olur. Dikey yonde yapilan hareket sayisi D olsun. Her bocek cift sayida hareket yapacaktir. Eger bir bocek
dikey harekette bulunursa en az 2 dikey hareket yapacaktir. Iki bocegin dikey hareket yapmadigin varsayalim.
Bu boceklerin numaralari k1 ve ko olsun. Genelligi bozmadan ki > ko olsun. 27 — ko > 27 — k; oldugundan
dikey hareket yapmadan bu iki bocek birbirlerinin arkasina gecemez. O ylizden dikey hareket yapmayan
bocek sayisi en fazla 1 olabilir. Yani D > 2 - 25 = 50 olur. Dolayisiyla Y + D > 388 olur.

388 icin 6rnek durum: 13. bocek ile 14. bocek toplamda 4 hamle ile yer degigtirir (13. bocek dikey hareket
yapmaz). 1 < k <12 i¢in k. ve (27 — k). boceklerin birisi yukar: dogru digeri asagiya dogru hamle yapar ve
yvatayda hareket edip yer degistirirler. Boylece 388 hamlede sonuca ulagilir.

Bir ABC ii¢geninde B kdosesine ait i¢ aciortay karsi kenar1 D de, C ye ait i¢ aciortay ise karsi kenar1 E de

kesiyor. m(A/EB) = m(D/E\C) olduguna gore m(ﬁ\B) kagtir?
a) 15° b) 30° c) 45° d) 60° e) 75°
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Coziim:

Yanit: @

Aq egitliklerinden dolayr D noktast BEC iiggeninin B noktasia gore dig teget gemberinin merkezidir.
Boylece [C'D 1g1m, BEC tiggeninin bir dig agiortay: olur. Fakat [CE, ABC {iggeninde i¢ agiortay oldugundan

m(B/@) = m(m) = 60° elde edilir. Agiortaylar arasinda kalan acilar ile ilgili

m(EDB) LBQCE)

esitliginden m(@) = 30° bulunur.

m ve n tam sayilar olmak iizere, (m + n?)(m + 1) = 4mn esitligi saglaniyorsa m + n ifadesinin alabilecegi
farkl degerlerin toplami kagtir ?

a) —2 b) —1 c)0 d) 1 e) 2
Coziim:

Yanit:

(m +n?)(m + 1) = 4mn ifadesini acip 4mn yi sol tarafa atarsak

m? — 2mn + n? + n?m + m — 2mn = 0 seklinde yazalim.

ifadeleri tam karelere tamamlarsak (m — n)? + m.(n — 1)? = 0 elde edilir. Asagidaki adimlar1 takip edelim.
(m—mn)?=—-m.(n—1)2

—m = k diyelim;

(k +n)? = k.(n — 1)? Karekoke alalim.

kE+n=(n—-1).vk k=a? doniisiimii yapalim.

a>+n=an—a

a’+a=n.(a—1)

n= ‘ffla ifadesini polinom bdélmesi ile a + 2 + % seklinde yazalim.
a—1=2a—-1=1,a-1=—1,a—1= -2 olabileceginden ve m = —a? oldugundan
i) a =2ise m = —4,n = 6 elde edilir.

it) a = 3 ise m = —9,n = 6 elde edilir.

i) a = 0 ise m = 0,n = 0 elde edilir.
i) a=—11ise m = —1,n = 0 elde edilir.

olabilecek m + n degerlerinin toplami1 2 — 340 — 1 = —2 elde edilir.

x ve y gercel sayilar olmak iizere, 2z + 16y = 22 + 32 esitligi saglaniyorsa, 7z + 4y nin alabilecegi en kiigiik
deger nedir?

a) —32 b) =30 c¢) —28 d) —26 e) —24
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Coziim 1:

Yanit: @
2z + 16y = 22 + y? ifadesini (x — 1)? + (y — 8)? = 65 haline getirirebiliriz.
r—1=a

y — 8 = b doniigiimleri yapilirsa bizden minimumu istenen ifade i¢in 7a 4 4b nin minimumuna bakmak
yeterlidir.

a? + b? = 65 esitliginden b = v/65 — a2 denilebilir. Bunu bizden istenen ifadede yerine koyarsak
(7a + 4v/65 — a2)’ = 0 denklemini ¢oziip ekstremum degerleri bulalim.

7—3 \/:5&77(12 = 0 elde ederiz.Bu denklemi diizenleyip her iki tarafin karesi alinirsa

49.65 = 65a? elde edilir ve a = 7 veya a = —7 elde edilir. a = 7 i¢in x = 8, a = —7 i¢cin = —6 bulunur.
Minimum istendiginden « = —6 alip denklemde yerine koyarsak

y? — 16y + 48 = 0 denklemi elde edilir y = 12 veya y = 4 bulunur. Minimum istendiginden y = 4 alalim.
sonug olarak x = —6 ve y = 4 igin 7x + 4y = —26 oldugundan 7x + 4y > —26 bulunur.

Coziim 2:

Onceki ¢oziimdeki 2z — 1 = a ve y — 8 = b doniigiimlerinden sonra 7,4 ve a,b tlizerinde C - S esitsizligi
uygulanirsa:

|7a + 4b| < VT2 + 42 x /a2 + b2, a® + b% = 65 oldugu kullanilip diizenlenirse —65 < 7a + 4b < 65 bulunur.
Minimum deger —65dir. Bagtaki doniigiimlerden sonra istenilen 7a+4b+ 39 oldugundan, —65+39 = —26dir.

Cozim 3:

Lise diizeyi analitik geometri bilgilerimizi kullanabilecegimiz bir ¢oziim sunabilirim.

22416y = 22 +y? denklemi analitik diizlemde (x—1)%?+ (y—8)? = 65 cemberini belirtir. Bu cemberin merkezi
M (1,8) noktasi olup yaricap r = /65 tir. 7z + 4y = n dersek, bun denklem de analitik diizlemde bir dogru
gosterir. n parametresinin alacagi degerlere gore, bu dogru cemberle kesigecek, cembere teget olacak veya
cemberle kesigmeyecektir. Dogrunun ¢embere teget olmasi durumunda n nin en biiyiik-en kiiglik degerlerini
alabilecegini gorebiliriz. (Bunu daha kolay gérmek igin gemberi ve —7/4 egimine sahip baz1 dogrular ¢izmek
faydal olacaktir.) M(1,8) noktasindan 7x + 4y — n = 0 dogrusuna inen dikme ayag H olsun. Teget olma
sartindan dolayr |[M H| = r olmalidir. Béylece, noktanmin dogruya uzakligr formiiliinden

|7-14+4-8—n|
e

olup n = —28 ve n = 104 degerleri elde edilir. nyi, = —28 dir.

Not: Bu soruda n nin ekstremum degerlerinin tam say1 cikmasmda 72 4 42 = 82 4 12 egitliginin fayda
sagladigim gorebiliriz. Modifiye sorular yazmak isterseniz a® + b = % + d? esitligini saglayan ((a,b) # (c, d)
olmasi tercih edilir) a, b, ¢, d pozitif tam sayilar1 bulmaniz gerekecektir.

o724+ 12=52452
0122 4+12=824+92
© 322492 =312 4 122

...vb ornekler tiretebiliriz.

479



26. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2018 geomania.org

Cozim 4:

Yanit : @

Verilen egitlikte her iki tarafa 12z ekleyip 8y cikarirsak
22+ 122+ y? — 8y = 14z + 8y
elde edilir. Tamkareye tamamlarsak
(x+6)% + (y —4)? =36 + 16 + 14z + 8y = 14z + 8y + 52
elde edilir. Sol taraf 0’dan biiyiik esit oldugundan
14z +8y+52> 0= Tx+ 4y > —26

elde edilir. (z,y) = (—6,4) 6rnek durumdur.

Bir sozlii sinava katilan 26 ogrencinin her birine sabah seansinda 1 ve aksam seansinda 1 olmak tizere, 2
farkli soru soruluyor. Sorulan sorularin hepsinin ayni kitaptan oldugu ve ayni seansta birden fazla 6grenciye
sorulmadigi ve her 6grenci i¢in o 6grenciye 2 sorudan en az birinin bagka 6grenciye sorulmadigi biliniyor.
Buna gore kitapta en az kag¢ soru bulunabilir?

a) 28 b) 33 c) 36 d) 42 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Cevap: 39.

Sabah seansinda sorulan sorular kiimesi S;, aksam seansinda sorulan sorular Sy olsun. Bir soru A ve B,
bir diger soru ise C' ve D Ogrencilerine sorulduysa, bu dort 6grenciye sorulan ikinci sorular birbirinden
farkl olacaktir. Bu nedenle, 2]S; N Ss| < [S1 — Sa| + |S2 — S1| ve buradan |S; U Sa| > 3|51 N S2|. O zaman
ISI @] SQ‘ = |51| + |SQ| — |S1 n Sgl oldugundan |Sl U SQ| > % -26 = 39.

39 i¢in ornek: ¢ = 1,...,13 olmak tizere, s; sorusu birinci seansta ¢ nolu 6grenciye, ikinci seansta 13 4 ¢ nolu
Ogrenciye sorulsun ve biitiin 6grencilerin ikinci sorular: birbirinden farkli olsun.

Kaynak: Tibitak 26. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinav Soru ve Coztimleri 2018

Bir A1,A,...Ag diizgiin 26-geninde A A, A1 Aq5,A1A16 dogrulart AgAs; dogrusunu sirasiyla B,C', D nokta-
|AsB|
|CD|

a)l b)v2 ¢)Vv3 d)2 e)3

larinda kesiyorlar. kagtir?

Coziim:

Yanit: @

Cevap: 2.

k=0,1,...,13 i¢in X} noktasin1 Ay Ay g ile AgAs; in kesigimi olarak tanimlayalim. Yani sorudaki notasyona
gore Ag = Xo,B = X,,C = X7, D = Xg, Ay; = X135 olur. Iki adet 6nemli esitlik elde edecegiz: Birincisi,
AgAoy ve AjAjy lin her biri gokgenin gevrel ¢cemberinin gaplaridir, o halde Xg merkezdir. Yani | XoXs| =
| X6 X13]. Ikincisi, A1 A5 L AgAsy ve | X7X;i| = | X7X14—| esitligi ve daha genel olarak her 4,5 =1,2,...,6
icin | X;X;| = | X14—; X1a—i|. Ikinci esitligin ¢ = 1,7 = 6 durumundaki ozel | X1 X6 = |XsX13]| esitligini

AgB
birinci egitlikten ¢ikarirsak |XoX;| = |X6Xs| = |X6X7| + | X7 Xs| = 2 - | X7 Xs| bulunur. Buradan ||C§D|| =
| X0 X1 e

= 2 oldugu goriiliir.
‘X7X8| gu g
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Kaynak: Tiibitak 26. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2018

2 nin alabilecegi tiim pozitif tam say1 kuvvetlerinin p ile boliimiinden kalanlarin alabilecegi farkli degerlerin

toplaminin p ye esit olmasi saglayan 2018 den kiiglik kag p asali vardir ?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Coziim:

Cevap: @

Oncelikle p = 2 i¢in saglamadig1 aciktir. p > 2 icin 2 < p < 2" olsun. Buna gére
P < 2T+1 -1

olacagimi aklimizda tutalim. 2°,2',...,2" degerleri p’den kiiciik olduklarindan p modunda kalan kendisine
egittir. 2'nin alabilecegi tiim pozitif tam say1 kuvvetlerinin p ile boliimiinden farkh kalanlarinin toplami A
olsun.

A>1+2'+22 4. 42 =211

yazilir. A = p olabilmesi i¢in p = 2"t! — 1 olmas1 gerekir. Bu formattaki 2018’den kiiciik asal sayilar;
22 -1,23—-1,2°—1,27 — 1 olur. Yani 4 tane asal say1 vardir.

a ve b gercel sayilar olmak iizere, P(z) = x* + (a+b)z3 + (a + b+ ab)z? + (a? 4+ b?)x + ab polinomunun gercel
kokii yoksa, (@ — 2)% + (b — 2)? ifadesinin alabilecegi en biiyiik tamsay1 degeri nedir?

a)9 b) 7 c)b d) 3 e)l
Cozim:

Yanit: E

Verilen ifadeyi tahmin ederek garpanlarina ayiralim.

(22 +ma+n). (22 +kx+1) = 2* + (a+b)z3 + (a+b+ab)x® + (a® +b?)x + ab ifadesinde terimlerin katsayilarim
egitlersek

m+k=a+0

mk+n+l=a+b+ab

ml + nk = a® + b2

nl = ab elde edilir. bu denklem sistemini ¢ézersek m = b, n = a, k = a ,l = b elde edilir.
(22 + bz + a).(z? + ax + b) = 0 elde edilir.

reel kokii olmamasi igin diskriminanti 0 dan kiigtik olmalidir.

b2 —4a < 0 ve a® — 4b < 0 elde edilir.

Istenen ifadeyi acarsak a2 — da + 4+ b2 —4b+4

(a? — 4b) + (b* — 4a) + 8 oldugundan (a — 2)? + (b — 2)? < 8 olmahdir. Alabilecegi en biiyiik tamsay1 degeri
7 bulunur.

Masadaki ii¢ kutuda baglangicta k.l ve m bilye bulunuyor. Iki oyuncu sirasiyla hamle yaparak sirayla hamle

yaparak bir oyun oynuyorlar ve her hamlede sirasi gelen oyuncularin birini veya ikisini secip sectigi kutu
veya kutulardan birer bilye aliyor. Hamle yapamayan oyuncu kaybediyor. Oyun (k,{,m) = (2017, 2018, 2018),
(2017,2018,2019), (2018, 2018, 2018), (2018,2019, 2019) ve (2019, 2019, 2019) i¢in birer kez oynanirsa , oyuna
baglayan oyuncu bu oyunlardan kagini kazanmay1 garantileyebilir?

a)l b)2 c)3 d) 4 e)5
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Coziim:

Yanit:

Cevap: 3.

(2p, 2q, 2s) durumunda hangi hamle yapilirsa yapilsin, rakip oyuncu durumu yeniden (2r,2e, 2h) durumuna
getirebiliyor. Bu nedenle (2p, 2¢,2s) durumunda baglayan oyuncu oyunu kaybediyor. Buradan (2p+ 1,2q +
1,25 4+ 1) durumunda da baglayan oyuncunun oyunu kaybedecegi goriiliiyor. Diger tiim durumlardan bu iki
duruma hamle bulunuyor.

Kaynak: Tiibitak 26. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2018

Ayrit uzunluklar 1,2, 3 cm olan dikdortgenler prizmasinda A kosgesine en uzak koge F' olsun. Daima dikdort-

genler prizmasinin {izerinde hareket etmek gart1 ile A kogesinden F' kogesine giden karinca en az kag cm yol
gitmelidir?

a)4  b)3v2  c)2v5 d)3+vV5  e)2+V/10

Coziim:

Cevap:

Dikdortgenler prizmasini agarsak kenar uzunluklar1 z, y, z olan bir prizma igin en kisa yolun \/z2 + (y + 2)?
formatinda olmas: gerektigini goriiriiz. = 1,2, 3 degerlerini yerine koyarsak minimum deger = = 3 icin 3v/2
bulunur.

13m 4 p - 2"

m ve n tamsayilar, p bir asal say1 olmak iizere kag farkli (m,n,p) tglisii icin T3 —p.on
—p-

bir pozitif
tamsayidir?

a)0 b)1 c)2 d)3 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

Soruda istenen ifadeye a diyelim.
13™ + p.2"

T3m —pon = a diyelim. i(;ler diglar carpimi yapip diizenlersek ifademiz
m o __ p. n

(14+a)p2"=13"(a—1)
4 bilinmeyenli diyafont denkleme doniisiir. Bu ifadeden yola ¢ikarak

-1
p.2" = 13"?% haline gelir. Sag taraf birlikte diigiiniildiigiinde tamsay1 olmalidir.
a

2.13™
p.2" =13™ — 2187 haline gelir. Buradan
a+1

a+1=2a+1=1,a+1=-1,a+1=-2a+1=13"a+1=-13* a+1=213% a+1=-213F
(k < m) esitlikleri elde edilir. Bu ifadelerden esitligi miimkiin olan durumlar1 bulalim.

Esitligin sol tarafi 0 (mod 2) oldugundan esitligin sag tarafinda da ifade ¢ift olmalidir. 13™ = 1 (mod 2)

m

oldugundan = 1 (mod 2) olmalidir. Bunun i¢in a + 1 ¢ift olmalidir. @ > 0 oldugu da goz oniine

a+1
alinirsa
a+1=2veyaa+1=2-13% k < m olabilir.

1) a + 1 = 2 olmasi durumunda 2.p.2"™ = 0 olur ve 2" > 0 ve p > 0 oldugundan miimkiin degildir.

2) a+1=2.13% k < m olmast durumunda a = 2.13¥ — 1 olur ve
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p.2" = 13™ — 13™F elde edilir. m # k icin ifade 139.(13" — 1),g € N ve t € N olmasi gerektiginden daima
12 ve 13 ile boliiniir. dolayisiyla p asal olamaz. m = k olmalidir.

p.2" = 13 —1 Bu ifadenin i¢inde daima 12 ¢arpani bulanacagindan ve bagka tek carpan daha bulunacagindan
m > 1 igin p asal olamaz

iddia: m > 1 igin p.2" = 13™ — 1 ifadesine 13™ — 1 sayisinin 2 asal carpani olan p asal sayis1 yoktur.
ispatl ise bu adreste mevcuttur.

m = 1 alinmalidir.

p.2" =12 olur. n = 2 ve p = 3 elde edilir.

(m,n,p) = (1,2,3) elde edilir.

4
0 <z <1 olmak iizere, y/1 + — — y/1 — x ifadesinin alabilecegi en kiigiik deger nedir?
x

a)l b)2 c):’)—i2 d) V5  e) Higbiri

Cozim:

Yanit: E

4
(1/1+ — = /1 —z)/ = 0 denklemini ¢6ziip ekstremum degerleri bulalim.
x

Tirevi alirsak;

d B \/_i 1 + 5 \/11_731; = 0 denklemini elde ederiz.
x
Ifadeyi diizenleyip her tarafin karesini aldigimzda
x* + 423 + 162 — 16 = 0 denklemi elde edilir.
(22 + ax + b)(2? + cx + d) = 2* + 423 + 162 — 16 yazip katsayilar esitlersek
a+c=4
ac+b+d=0
ad + bc = 16
bd = —16 denklemlerinden a =0, b =4, ¢ = 4 ve d = —4 bulunur.
(22 +4).(2% + 42 — 4) = 0 elde ettik.
Sol tarafin da diskriminanti 0 dan kiiciik oldugundan reel kdkii yoktur.

—AtvE AV

2?2 + 4z — 4 ifadesindeki kokler z = 5 va 5

—4++/32
2

bulunur.

0 <z <1 oldugundan x = yani ¢ = 24/2 — 2 olmalhdir.

4 2 4
1+ o= 1+ a1 yani 3 +2v/2 ve 1 — 2z = 3 — 2v/2 oldugundan 4/1 + P v 1 — x ifadesi diizenlendiginde

V2 41— (\/5 — 1) = 2 oldugundan

4
0<x<1ligin4/1+4+ — —+/1—2z > 2 bulunur.
T
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26 takimin katildig: bir turnuvada her takim ikilisi arasinda tam olarak bir mag yapiyor. A takimi B takimini,
B takimi C' takimini, C' takimi da A takimini yenerse A, B, C' kiimesine tuhaf kiime diyelim. Bu turnuvada
tuhaf kiime sayis1 en ¢ok kag olabilir?

a) 684 b) 694 c) 712 d) 728 e) 736
Coziim:

Yanit: @

Cevap: 728.

Tuhaf olmayan her {A, B,C} kiimesinde bir takimin diger iki takimi yenmesi gerekiyor. m tane takimi
yenmig her takim ("21) tane tuhaf olmayan kiime olusturacaktir. Demek ki tuhaf olmayan kiimelerin sayisinin
en az olmasi icin takimlarin kazandiklari mag¢ sayilari birbirlerine miimkiin oldukca yakin olmalidir ve bu
durumda da 13 takimin 13, kalan 13 takimin ise 12 takimi yenmesi gerekiyor. Bunun igin bir ¢cember ertafina
dizilmig 26 takimin her birinin saat yoniindeki ilk 12 takimi yenmesi gerekiyor, diger mag¢ sonuglar: 6nemli

degildir. Sonug olarak cevap:
26 13 12
-1 -1 = 728.
(3) () () -

Kaynak: Tiibitak 26. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinav Soru ve Coztimleri 2018
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27.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Siavi - 2019

Bir ABC figgeninin [BC] kenar1 {izerinde bir D noktas1 ve [AD] {izerinde bir E noktasi ahmiyor. |DE| = 1,
|AE| = 2 ve |BD| = |CD| = /3 ise, m(BAC) + m(BEC) kactir?

a) 90°  b)120° ) 135°  d) 150°  e) 180°

Coziim:

Yanit:

BEC ftiggenini BE'C olarak |BE'| = |EC]| olacak sekilde ti¢genin digina yapigtiralim. A, D, E’ nin dogrusal
oldugunu soylemek ¢ok zor degil. |BD| - |DC| = |AD| - |DE’| = 3 oldugundan ABE’C dértgeni bir kirigler
dortgenidir, m(BAC) + m(BE'C') = m(BAC) + m(BEC) = 180°dir.

2020291 sayisinin 27 ile boliimiinden kalan kactir?
a) 10 b) 13 c) 16 d) 19 e) 22

Coziim:

Yanit:

Oncelikle 2020 = 22 (mod 27) oldugunu gérelim.

Daha sonra (2020, 27) = 1 oldugundan ¢(27) = 18 olarak hesaplayalim.
2019 = 3 (mod 18) oldugundan 2020%°19 = 223 (mod 27) olarak bulalim.
223 = (=5)3 (mod 27) = —125 (mod 27) = 10 (mod 27) olarak bulunur.

k bir sabit gercel say1 olmak tizere,

r+y—2z = 1
3r+4z = 2
kx+2y = 3

denklem sistemini saglayan (x,y, z) gergel say1 ligliisii bulunmuyorsa, k kagtir?
a)l b) 3 c)b d) 7 e)9

Coziim:

Yanit:

Ik denklemi z + y—1=2z,2zr+ 2y — 2 =4z geklinde yazip 2. denklemde yerine koyarsak
o 4+ 2y =4

5 2
kx 4+ 2y = 3 denklem sisteminde ¢6ziim kiimesinin bog kiime olmast i¢in T3 yani k = 5 olmalidir.

Iki basamakl pozitif tam sayilardan olusan ve herhangi iki elemaninm carpim 100 ile tam béliinmeyen bir

kiimenin eleman sayisi en fazla kag olabilir?
a) 74 b) 76 c) 78 d) 80 e) 82
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Coziim:

Yanit: @

I={10,11,...,99}

s(I) = 90’dir ve segilen iki elemanin ¢arpiminin 100 ile béliinebilmesi i¢in 2 durum vardir, sayilarin ikisinde
de 2 ve 5 carpanlar1 olmasi ya da sayilardan birisinde 22 digerinde 5? ¢arpani bulunmasi. Secilen sayilarin
bu durumlara uymamasi ve kiimesinin maksimum elemanl olmasi(2? ¢arpanina sahipler yerine 52 ¢arpanina
sahip olanlar1 gikartmak) icin gikartacagimiz kiimeler:

B ={10,20,...,90}
C = {25,50,75}

kiimeleridir bu iki kiimede de bulunan bir elemani da geri eklemeliyiz ve belirtilen ilk durumda segilen iki
elemanin ikisinin de 2 ve 5 icermesi gerekiyordu, bir tane olmasi durumu saglamaz yani herhangi birini geri
ekleyebiliriz.

s(I) = s(B) —s(C) +s(BNC)+1=90-9—-34+14+1=280

Bir ABCD dikdoértgeninin [AB] kenari tizerinde m(ﬁ’) = m(E/D\A) olacak bigimde bir £ noktas: aliniyor.
[BD] dogru parcasmn orta noktasi F' olmak tizere, |AD| = 6 ve |BE| =9 ise, |[EF| kagtir?
a)3 b)4 ¢)3v2 d)2v6 e)2V5

Coziim:

Yanit:
|AE| = z birim yazip m(B/D\C’) = m(fD\A) = a diyelim. ADE ve BDC fiiggenlerinden tana degerlerini
esitleyelim. tana = r_ > denkleminden & = 3 birim olarak bulunur. Daha sonra dik iiggenler ve F' nin
orta nokta oldugu kullamlarzﬁ{ E DB iiggeninin kenar uzunluklar: bulunur.

Kenarortay teoremini kullanalim.

|EB|? + |[ED|?

2
81+ 45
2

EF|? = — |DF?

|EF|? = —45 =18

|EF| = 3v/2 elde edilir.

20197 — 277 P o
@ ——  ifadesinin bir tam say1 olmasini saglayan p asal sayilarinin toplami kagtir ?

a) 46 b) 58 c)66 d)78 e) 838
Coziim 1:

Yanit:

20197 — 27P sayimnin ¢arpanlarindan biri daima 2019 — 27 = 1992 olmaldir.
1992 = 23.3.83 oldugundan p = 2 , p = 3, p = 83 icin bu say1 tamsay1 olur .
p asal sayilarinin toplami 2 + 3 4+ 83 = 88 elde edilir.
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[9]

Cozim 2:

20197 — 27P

p
Fermat teoremine gore her a € Z ve her p asal sayis1 i¢in a? = a (mod p) dir. Buna gore, 20197 = 2019
(mod p) ve 277 = 27 (mod p) olup bunlarin farki 20197 — 277 = 2019 — 27 = 1992 (mod p) dir. O halde
1992 = 0 (mod p) denkligini saglayan p asal sayilarmi bulmak gerekli ve yeterlidir. 1992 = 23 .3 . 83
oldugundan p nin alabilecegi degerlerin toplami 2 + 3 + 83 = 88 olarak bulunur.

€7 < 2019° — 277 =0 (mod p) olmasidir.

P(z) = (x 4+ 1)2019 4 (£ — 1)2919 polinomunun z? + 1 ile bliimiinden kalan polinomu nedir?
p p
a) 22019 b) 21010y c) 21009 d) 2019z e)1010z

Coziim:

Yanit: E

22 + 1 = 0 denkleminin kéklerini bulup P(z) polinomunda yerine koyalim. Cozersek z; = i ve 1o = —i elde
edilir. Polinomumuzda yerine koyalim. (i 4+ 1)? = 2i ve (i — 1)?> = —2i oldugunu kullanmaya cahgalim.

(i 4 1)2019 4 (i — 1)2019 = (3 + 1)2)1009 (j 4 1) + ((5 — 1)2)1009 (5 — 1)

= 21009 (§2)504 4 (G 4 1) + (—2)1009 (§2)504 3. (5 — 1) = 21009 (42 44 4§ — §?) = 21009 2j = 21010;
benzer iglemleri = —i icin de yaparsak —2'°1%; sonucunu elde ederiz.

P(z) = (2? + 1).B(x) + K (x) formunda polinomumuz yazilabilir.

2. dereceden bir polinoma béliimiinden kalan ax 4+ b formundadir.

P(i) = ai + b = 210195

P(—i) = —ai + b = —2191% denklem sistemi ¢oziiliirse a = 2'°19 ve b = 0 yani K (z) = 2% bulunur .

1,2,...,27 sayilar ile numaralandirilmis 27 top, 1,2,...,27 sayilar ile numaralandirilmig 27 kutuya her
bir kutuda bir top bulunacak sekilde dagitilacaktir. Her bir top i¢in topun numarasi bulundugu kutunun
numarasinin iki katini gegmeyecek gekilde bu dagilim kag farklh bicimde yapilabilir?

a) 13!- 14! b) 14!- 14! c) 2-14!- 15! d) 9!- 14! 14! e) 9!-9!.9!
Coziim:

Yanit: E

Cevap: 14! - 14!

1 numarali top sadece 1 ve 2 numarali kutulara yerlestirilebilir. 2 numaral top sadece 1,2,3 ve 4 numaral
kutulara yerlestirilebilir, bu sayilardan birinde 1 numarali top olduguna gore, 3 segenek bulunuyor. Benzer
sekilde devam edersek, i = 3,4,...,13 olmak iizere, ¢ numaral topu ¢ + 1 farkl sekilde yerlestirebiliriz.
Bundan sonra her top herhangi bir bosg kutuya yerlestirilebilir. Buna gore cevap 14! - 14! olur.

Kaynak: Tiibitak 27. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2019

Bir ABC iiggeninin [AB] kenar1 iizerinde bir D noktas: alimiyor. D noktasindan [BC] kenarmma inen dikmenin
ayagl E olmak iizere , |[AD| =1, |BE| =2, |CE| =4 ve |CD| = v/21 ise, |AC| kagtir?

a)4 b)5 c)2v6 d)3v2 e)2V5
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Cozim 1:

Yanit:

Oncelikle verilen ABC' iicgenini ¢izelim. DEC ficgeninde Pisagor teoreminden |ED| = /5 bulunur. DBE
icgeninde Pisagor teoreminden |BD| = 3 daha sonra ABC {iggeninde [C D] kesenine gore Stewart Teoremini
yazalim.

2 2
. 1
1/212:%,3.1
3+1

Buradan 22 = 20 ve z = 2v/5 bulunur.
Cozim 2:

Yanit:

Pisagor teoremi ile |DE| = v/5 ve |[DB| = 3 bulunduktan sonra |BD|-|BA| = |BE| - |BC| ¢gemberde kuvvet
bagmtisi saglandigindan ADEC bir kirigler dortgenidir. Dolayisiyla AD 1 AC olup ADC' dik {iggeninden
|AC|? + 12 = 21 ve |AC| = 2+/5 bulunur.

x ve y tam sayilar ve 22y — 15 = 2z(y + 1) olmak iizere, x + y nin alabilecegi farkli degerler toplami kagtir ?
a) —25 b) —14 c) —38 d) —6 e)0

Coziim:

Yanit: @

Her tarafl z ile bolelim.

15 15 15
Ty — = 2y +2 g digindaki tiim ifadeler tam say1 oldugundan g tam say1 olmalidir.

x € {-15,-5,-3,-1,1,3,5,15} olabilir. z negatif olursa ¢éziimiin tam say1 olmadigini gorebiliriz.

(a) z=1
y—15=2y+2y=-17, 2 +y=—16

(b) =3
Jy—5=2y+2,y="7z+y =10

(¢) z=5
Sy—3=2y+2,y¢Z

(d) z=15

15y —1=2y+2,y¢Z

Sonug olarak —16 4+ 10 = —6 alabilecegi farkli degerlerin toplami olur.

Ahmet’in 2019 yilindaki yasi, dogum yilinin son iki basamaginin ¢arpimindan 4 eksiktir. Buna gére Ahmet’in

dogum yilinin rakamlar: toplami kagtir?
a) 21 b) 22 c) 23 d) 24 e) 25
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Coziim:

Yanit:

Dogum yili ABXY olsun. 2000 den biiyiik olmadigini gérelim 2000 — 2010 aras: yagt varsa X = 0 oldugundan
X.Y —4 = —4 olur insanin yag1 negatif olamaz.

2011 — 2014 aras1 XY —4 < 0 dir.

2015 igin 4 yasinda olmas: gerekirken XY —4 =1
2016 icin 3 yaginda olmasi gerekirken XY —4 = 2
2017 i¢in 2 yasinda olmas: gerekirken XY —4 =3
2018 icin 1 yaginda olmasi gerekirken XY —4 =4
2019 i¢in 0 yaginda olmas: gerekirken XY —4 =5
Dolayisiyla yag1 19XY formunda olmalidir.

2019 — 19XY = 119 — 10X — Y = XY — 4 geklinde diyafont denklemimizi kuralim. X ve Y nin rakam
oldugunu mutlaka not edelim.
123 — 10X

Denklemimizi 123—10X =Y - (X +1) Xr1

Polinom boélmesi yapalim.

1
—10 + Xi—fl =Y € Z ve X + 1133 olmalidir. X in rakam oldugunu bildigimizden dolay1 ve 19 -7 = 133
133

oldugundan ancak ve ancak X + 1 = 7 oldugunu soyleriz —10 + Xri o 9 = Y bulunur. Yani Ahmet’in

=Y veY € Z oldugundan yandaki ifade tamsay1 olmalidir.

dogum yili 1969 olarak bulunur.
14+94+6+9 =25 bulunur.

Ozdes 6 kirmuz1 top ve odzdes 6 beyaz top A, B,C, D ve E kutularma, A kutusunda kirmz1 toplar beyaz
toplardan fazla, B kutusunda beyaz toplar kirmizi toplardan fazla, C, D ve E kutularinin her birinde ise esit
sayida kirmizi ve beyaz top olacak bicimde kac¢ farkli sekilde dagitilabilir?

a) 240  Db)252  ¢) 256 d)275  e) 288

Cozim 1:

Yanit: E

A kutusuna 1 kirmizi ve B kutusuna 1 beyaz top konduktan sonra KB, KB, KB, KB, KB seklinde 5 top

9) yolla yapilir. A kutusuna 2 kirmizi ve B kutusuna 2 beyaz

digtintiliip 5 farkh kutuya dagitiriz. Bu iglem ( 4

top konduktan sonra KB, KB, KB, KB seklinde 4 top diigiiniiliip 5 farkli kutuya dagitiriz. Bu iglem (i

. 9 8 7 6 5 4 10
yolla yapilir. Benzer sekilde devam edersek ( 4> + ( 4> + ( 4> + ( 4> + < 4) + < 4) = <5) farkli yolla

yapilir.

Coziim 2:

Yanit: E

A kutusuna z tane kirmizi top, B kutusuna x tane beyaz top koymusg olahm. 1 < z < 6 dir. Bu x, fazla
olmasi gereken toplarin sayisini gostermektedir. y = 6 —x tane de kirmizi-beyaz top ikilisi grubu olugturalim.
Sonra da y tane top ikilisini 5 kutuya dagitiriz. a + b+ c+d+e =y < 5 tir. Bir f > 0 tam sayis1 igin

a+b+c+d+e+f=5
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1
esitligi saglanir. Dagilim prensibi geregi, bu denklemin negatif olmayan tam sayilardaki ¢6ziim sayisi ( 5 ) =

252 olur.

AB || CD olan bir ABCD yamugunun [BC] kenar iizerinde alman bir E noktasi i¢in, |BE| > |EC|,
Alan(ABE) = 15, Alan(AED) = 23 ve Alan(ECD) = 4 ise, IBEL oram kagtir?

[EC]
a)h b) 6 c) 7 d) 8 e)9
Cozim 1:

Yanit:

E noktasindan AB ve DC inilen dikme ayaklar1 sirasiyla K, L olsun. |EK| = |BE|-h dersek |EL| = |[EC|-h
olur. Alan bagintilarini yazarsak

Alan(AEB) = |AB| - |BE|-h-% =15

Alan(DCE) = |DC| - |EC| - h - + = 4 ve yamuk alan formiiliinden
(|AB| +|DC|) - (|EC| - h+ |BE| - h) - 5 = 84 elde edilir.

Son egitlik agilir ve ilk iki esitlikten elde edilenler yerine konursa
|AB|- |EC|-h+|DC|-|BE|-h = 46 elde edilir.

Tk iki esitlikten |AB| ve | DC| gekilip son esitlikte yazihrsa,

30 - 1ECL 4 g IBEL _ 46 clde edilir. 12El — 4 denirse

[BE| [EC| — [EC
% + 8¢ = 46 denklemi elde edilir, = ile genigletilirse ve denklem sol tarafa alinir, 2 ile sadelestirilirse
42% — 23z + 15 = 0 elde edilir. Bu denklem (z — 5)(4x — 3) = 0 seklinde garpanlarina ayrilabilir. Soruda

verilen |BE| > |EC| sart1 yiiziinden z = ££ = 5 bulunur.

Coziim 2:

|BE| = z,|CE| =y olsun. z = T dersek « > y verildiginden z > 1 olmahdir. DFE ve BC' dogrularinin kesigimi
Y
F olsun. Alan(BFFE) = S; diyelim. BEF ~ CED (ag-agi-ag1) benzerligi olup, alanlar orani ve benzerlik

Alan(AEF
iliskisinden % = (;) dir. Ayrica, yiikseklikleri aym tiggenlerde taban-alan iligkisinden AZZZ((AEDi =
EF 1
u _— olup 545 _— dir. Bu egitliklerden,
|DE| vy 23 Y

S = 232 — 15 = 422

olup 422 —232+15=0 = (42 —3)(2 —5) = 0 denklemi bulunur. Denklemin 1’den biiyiik olan kokii z = 5
tir.
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A, B ve C farkli rakamlar olmak tizere A477, BA77, C477 sayilarinin her biri asal say1 olduguna gére, A+ B+C'

kagtir?
a) 8 b) 10 c) 12 d) 14 e) 16

Coziim:

[Yanit: @

2477 tipindeki sayilarin 3 ile boliinebilmesi i¢in = 3, 6,9 degerlerini alir. 7 ile boliinebilmesi i¢in 2.4—x = 7k
dan z = 1,8 degerlerini alir. 11 ile boliinebilmesi i¢in x = 4 degerini alir. Dolayisiyla sayinin asal olmasi i¢in
x admna geriye kalan rakamlar 2, 5,7 oldugundan sorunun kurgusu geregi A + B + C' = 14 elde edilir.

222 + y? = 1 esitligini saglayan (z,y) gercel say1 ikilileri icin 22 + y toplamimin alabilecegi en biiyiik deger
kagtir?

a)l b)v2 ¢)v3 d)2 e) Higbiri

Cozim 1:

Yanit:

Maks-min deger sorularinda bu degerleri veren noktalarin bulunmasi da ¢6ziimiin dogrulugunu tamamlayan
unsurlardir.

Lise matematik miifredati bilgilerini kullanmanin yeterli oldugu bazi ¢éziimleri sunalim. Ilk olarak klasik bir
tiirev yontemi uygulayalim:

Coziim 1. y = Fv1 — 222 yazalim. 2z + y toplamim en biiyiik yapmak icin z ve y nin pozitif degerini
4x
kullanalim. f(z) = 2z + V1 — 222 dersek, f'(z) = 2 — ———
f(=) v (=) Wi
1 1
kokii xg = —= tiir. Buna karsilik yop = —= oldugu hesaplanabilir. Bu xy degeri f fonksiyonunu maksimum

V3 V3
yapar ve fuax = f(z0) = /3 bulunur.

olur. f'(z) = 0 denkleminin pozitif

Coziim 2. 2z + y = n olsun. Bu degeri kullanarak 222 + (n — 2x)? — 1 = 0 biciminde x e gore ikinci
dereceden bir denklem elde ederiz. x in bir gergel say1 olmasi i¢in diskriminant A, > 0 olmalidir. Buradan

1
n? < 3 esitsizligine ulagilabilir ve ngax = v/3 olur. 222 + (n — 22)? — 1 = 0 denkleminden xg = — degeri

V3

1
elde edilebilir. Buna karsilik yo = ﬁ olur.

Eski miifredatlarda konikler vardi. Konikler ile ilgili bilgisi olan 6grenciler i¢in su ¢éziim de miimkiindiir:

Coziim 3. 2z + y = n olsun. 222 + y2 = 1 elipsi ile 2z 4+ y = n dogrusu birbirine teget oldugunda, n maks
veya min degerlerini alacaktir. Teget olma sart1 incelenirse n? = 3 denklemine ulagilir. Ny = V3 olur.

NG
Mevcut lise miifredatinda ortalama esitsizlikleri konusu olmamakla beraber, olimpiyata uygun olan bir ¢6ziim
de bu esitsizligi kullanarak yapilabiliriz.

Teget degme notasini (xg,yo) = ( ) olarak hesaplayabiliriz. Bu bize maks n degerini veren noktadir.

Coziim 4. 2z + y nin maks deger icin, 222 + y? = 1 denklemini saglayan = ve y sayilarini pozitif olarak
x+x+y< :c2—|—x2+y2
3

olup 2z +y < /3 elde

edilir. Ortalama egitsizliklerinde egitlik durumu ancak ve ancak terimler esitken saglanir. Buradan x = y =

secmeliyiz. Aritmetik-karesel ortalama esitsizliginden

1
— elde ederiz. Bu sekilde, 6nceki ¢oziimlerde neden xy = yo oldugunu da basit bigimde anlamig oluyoruz.

V3
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Cozim 2:

Yanit:

(Can Dogan, Cambridge)
in 6
T = %,y = cos @ denirse, 2z +y = v/2sinf + cos < \/52 +12 = /3 olur. (22 + Y)max = V'3 olmasi

icin tan # = v/2 olmalidir. Bunu saglayan degerler de z =y = sayilaridir.

€
V3
Coziim 3:

2z 4+ y = A diyelim.
A2 =da® 4P d Aoy =207 +day +1 <222 +2(0? + )+ 1 =4a* +29° +1=3

olacaktir. Yani A < /3'diir. Esitlik durumu icin 2 + y? > 2zy esitsizliginin esitlik durumunun z = y

olmasindan dolay1 z = y = % iken A = /3 elde edilir.

A, B,C, D ve E noktalar gevresi 15 birim olan bir ¢ember iizerinde bulunmaktadir. A noktasinda bulunan
bir bécek, A dan B ye, B den C ye, C'den D ye, D den E ye ve E den A ya cember boyunca ilerleyerek gidi-
yor. Bocegin katettigi mesafeler sirasiyla (si, s2, $3, 84, $5) olmak tizere, (s1, s2, S3, 84, S5) beslisi (3,7,6,5,6),
(3,6,5,2,6), (6,4,3,7,7) ve (5,3,4,5,6) beglilerinden kag olabilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Cozim:

Yanit:

Dort durumun miimkiin oldugunun &rnekleri vardir:
(3,7,6,5,6) icin 3+ 74+6+5—-6=15

(3,6,5,2,6) icin3—6—5+2+6=0

(6,4,3,7,7) i¢cin -6 4+4+34+7+7=15
(5,3,4,5,6) icin 5+3—-44+5+6=15

Bu ornekleri olugsturma bicimi i¢in géyle bir yol izlenebilir: Once besglideki tiim sayilar1 toplariz. (3,7,6,5,6)
icin toplam 27 dir. x sayisinin isareti degigince toplam 27 — 2x = 15 olmalidir. Buradan z = 6 bulunur.
34+ 7+6+5—6=15 6rnek durumu elde edilir.

k < n olmak tizere A1As ... Ay dizgin k-geni A1 A3B3B, ... B, diizgin n-geninin igindedir. A3A4By bir
eskenar tiggen ise, k + n kagtir?

a) 36 b) 33 c) 30 d) 27 e) 24
Cozim:

Yanit: @

AyB3B4As eskenar dortgendir. m(A3/14—2\B3) = q dersek m(A2/A-3\B4) = 180° — a ve tam acgidan dolay:
m(Ag/Ag\A4) = 120° + a bulunur. Cokgenler diizgiin oldugundan m(A1/142\143) =120°+a ve m(Al/A2\Bg) =
m(Ag/Bgil) = 120° + 2a = 180° — a buradan a = 20° bulunur.

e . e . . 360 360
Kiiciik diizgiin ¢okgenin dig agis1 40°, biiylik diizgiin ¢cokgenin dig agis1 20° dir. k£ = 0 - 9ven = 20 = 18
olup k + n = 27 bulunur.
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a ve b pozitif tam sayilar olmak tizere, a*b iglemi, ¢ nin b ile boliimiinden kalan sayi ile b nin a ile boliimiinden
kalan saymim carpimi olarak tammlaniyor. Ornegin, 18%7 = 28 ve 5%10 = 0 dir. nx23 = 30 esitligini saglayan
n pozitif tam sayilarinin toplami kactir?

a)l6  b)21 ¢)26 d)31 e)36

Coziim:

Yanit:

Cevap: 16.

n > 23 ise n * 23 sayis1 23 in tam kati olur. = n < 23. O halde n ile 23 {in n ile boliimiinden kalan sayinin
carpimi 30 dur. Miimkiin ikililer 30 ve 1, 15 ve 2, 10 ve 3, 6 ve 5 tir. Bu durumlardan sadece son ikisi i¢in
esitlik saglanir. Cevap 10 + 6 = 16.

Kaynak: Tiibitak 27. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2019

8 1
-19 T = olmak iizere, ————— kagtir?
(16 + v/240)(4 + v/240)(2 + +/240) 1—(1_z)p ¢

a) 2 b) 4 c)8 d) 16 e) 64

Cozim:

Yanit: @

ifadeyi eslenik ile ¢arpalim.

8- (2 — v/240) 8- (2 — v/240) /240
2

T = = =1- elde edilir. Istenen ifadede

(16 4 /240) (4 + v/240)(2 + v/240)(2 — v/240) 256 — 240

yerine koyalim.

V240 240
(1 —q;)s — (£)8 _ =27
2 256
1 1
1—(1—x)8 = ) 510 — 16 olarak bulunur.

256

Ash ve Berk, baglangigta higbir birim karesi boyali olmayan 27 x 27 bir tahta lizerinde sirayla hamleler
yaparak bir oyun oynuyorlar. Oyuna ilk baglayan Ash, sirasi geldiginde boyali olmayan bir birim kareyi
kirmiziya boyuyor. Sira Berk’e geldiginde ise Berk, tahtanin birim karelerinden olugan ve higbir birim karesi
boyali olmayan bir 2 x 2 karenin dort birim karesini de maviye boyuyor. Bir oyuncu hamle yapamiyorsa
oyun bitiyor ve Berk boyadigi birim kare sayisi kadar puan kazaniyor. Buna gore, Berk en fazla ka¢ puan
kazanmay1 garantileyebilir?

a) 316 b)324 «¢)336 d)348 e) 364
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Coziim:

Yanit:

27 x 27 tahtay1 1,2, 3,4 numaral renklerle agagidaki gibi boyayalim:

1121121 }2]|1 1
3 3 3 3 3
1121121 }2]|1 1
3 3 3 3 3
1121121 }2]|1 1
3 3 3 3 3
112)1112]1]2]|1 1
112112121 }---]1

Coziimdeki 6nemini vurgulamak icin 4 i farkli bir renkle, turuncuyla boyayalim. Berk her hamlesinde 1, 2, 3,4
numarali karelerden birer tanesini boyamig olacaktir:

112 211 374 413
314ap (437 [12] Y 21

Bu sebeple, bunlar arasindaki sayica en az olanina, 4 numarali karelere bakalim: 169 tanedir. Ash, Berk’in

miimkiin oldugunca engellemek istiyorsa 4 numarali kareleri kirmiziya boyamalidir. Berk i¢in en azindan
169 — 1

= 84 tane 4 numarali kare kalmig olur. Elbette Ash daha kotii bir strateji izlerse Berk’e daha fazla

sayida 4 numaral kare kalmasi miimkiindiir. Sonug olarak Berk 84 tane 2 x 2 tiiriinde kareyi maviye boyamay1
garantilemis olur ve en azindan 4 - 84 = 336 puan almay1 garantileyebilir.

m(m) = 90° olan bir ABC dik liggeninde C ye ait yiikseklik ayagi D olmak tizere |AD| = 8 ve |BD| = 17
dir. ACB ve CDB agilarinin i¢ aglortaylarinin kesisim noktasi F ise, |CE| kagtir?
a) 15 b) 14 c) 12 d) 10 e)9

Cozim 1:

Yamnit : @

“Bash” ¢ozlim:
ABC ii¢geninde 6klit teoreminden |DC|? = |AD| - |DB|, |DC| = 2v/34, DBC dik ii¢cgeninde Pisagor Teore-

minden |BC| = 5v/17 olur ve m(@) = « dersek tan a = %/% olur, ¢oziime gegelim. DE nin BC ile kesigtigi

nokta F' olsun. m(ﬁ*—’\C) = 454 a olur. F’den CE’ye indirilen dikme ayagi H olsun. F'HC' ikizkenar bir dik
iicgen, FHE ise agilarmin trigonometrik oranlar1 bilinen bir iiggen olur. |FC| = xv/2 dersek, |[FH| = = ve

tana = % oldugundan |EH| = x%g olur. Istenilen uzunluk olan |EC| = |EH| + |CH| = x%g + z olur.

V17 V17 V17
Acglortay teoreminden % = f/%dir. |FC| = 2v/2k dersek |BF| = 17k olur. |FC| + |BF| = |BC|dir.
2v/2k + v/17k = 5v/17 olur, buradan k = 2\[527% bulunur, |FC| = zv/2 = 2v/2k den z bulunur ve |EC| yi

bulduran denklemde yerine yazilirsa |EC| = 10 bulunur.
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Cozim 2:

Yanit: @

LACE = ZADE = 45° oldugu i¢in ACDE bir kirigler dortgenidir. Bu durumda ZAEC = ZADC = 90°,
dolayisiyla AAEC ikizkenar bir dik iicgendir. Oklit’ten AC? = AD - AB = 8 -25 = 200 = AC = 10v/2,
buradan da CE = AE = 10 elde edilir.

Ardisik iki pozitif tam sayimin her ikisinin de rakamlar1 toplami 11 ile tam boliintiyorsa, bu ardigik sayilardan
kiigiik olam en az kag basamaklidir?

a) 3 b) 5 c) 7 d)9 e) 11
Coziim:

Yanit:

Ardigik iki pozitif tam saymin her ikisinin de rakamlari toplami 11 ile béliiniiyorsa saymin en az sondan 1
basamagi 9 olmalidir.

n sayisinin rakamlarimn toplamini S(n) ile gosterelim.
T sayisinl a1a20a3 - - - a;99 ... 9 gibi distinelim. 9 larin sayisi y olsun.
S(n)=a1+az+az+---+a; +9y

S(n+1)=1+ay+az+as+---+a, bunlarin farki olan 9y — 1 de 11 in kat1 olmaldir. y = 1lp+5 ,y € Z*
oldugundan ¥y, = 5 olmalidir.

Simdi geriye kalan a1, as,as, ..., a; basamaklarini olusturalim. a; + as + -+ + a, + 45 11’in kat1 olmasi
icin a; + ag + -+ + a; = 10 (mod 11) olmahdir. Bu kalam elde etmek igin en az 2 rakam kullanilmahdur.
Dolayisiyla sayimiz en az 5 + 2 = 7 basamaktan olugur.

Bir f: R — R fonksiyonu her x gercel sayisi i¢in
f(2? —dz + 1) = (f(z) — bz + 5)(2? — 4x)
egitligini saghyorsa, f(5) kagtir?

a) 28 b) 32 c) 35 d) 40 e) 42

Coziim:

Yanit:

Bu fonksiyonel denkleme bakildiginda fonksiyon polinom fonksiyonlar olamayacagini anlayabiliriz.
O halde deger segmemiz gerektigini anlamaliyiz.

x = 0 vererek baglayalim.

f(1) = 0 elde edilir.

x =1 verelim.

f(=2)=(0-5+4+5).(1-4)=0

x = —2 verelim.

f(13) = (0 —5.(=2) + 5).((—2)? — 4.(—2)) = 15.12 elde edilir.

22 — 42 + 1 = 13 deyip diger kok bulunursa 2 = 6 bulunur.

x = 6 verelim. f(13) = (f(6) — 5.6 + 5).12 = 15.12 olup f(6) = 40 bulunur.
son olarak x = 5 verelim.

£(6) = (f(5) —20).5 = 40 olur ve buradan f(5) = 28 bulunur.
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Aq, Ag, ..., Ag adalar olmak tizere, her k = 1,2,...,7 icin Ay ile Ax1q ve Ag ile A; arasinda ikiser képrii bu-
lunmaktadir. A; adasinda bulunan bir kigi, bu 16 kopriintin her birinden tam olarak bir kez gecerek A;
adasina donecek sekilde kag farkh glizergah izleyebilir?

a) 4096 b) 4608 c) 4864 d) 5012 e) 5632
Coziim:

Yanit:

Soruyu en genel halde Ay, A, As, ..., A, icin (n + 1).2"T durumun oldugunu gosterelim.

Sekil donel oldugu i¢in gember gibi diigiinebiliriz. Saat yoniinde giden durum sayisi , saat yoni tersinde giden
durum sayisina egittir.

Bundan boyle saat yontinde gitsin.
Ao ye gidip geri donerse saat yoni tersinden tiim yollar1 gegmesi gerekeceginden dolay1 2" durum olur.

As e gidip geri donerse saat yonii tersinden tiim yollar1 gegmesi gerekeceginden dolay1 2 durum olur.

A, _1 e gidip geri donerse saat yonii tersinden tiim yollar1 ge¢gmesi gerekeceginden 2" durum olur.
A, i¢in durum biraz farkhidir isterse 1 tur daha atar ya da geri déner. Bu nedenle 2.2 durum olur.
Toplamirsa (n — 1).2" +2.2" = (n + 1).2" durum olur.

Saat yoniindeki durum sayist saat yonii tersindeki durum sayisina esit oldugundan 2.(n+1).2" = (n+1).2"*1
durum olmalidir.

n = 8 igin 9.2% = 4608 oldugu goriilebilir.

C € [AB] olmak iizere, [AB] gapl bir yarim ¢ember tlizerinde D ve E noktalar m(A/CB) = m(B/C\E) = 30°

olacak bigimde aliiyor. |AC| = 27 ve |CB| = 3 ise, |CD| — |CE| kagtir?
a)l5 b)18 ¢)21 d)10v3 e)12V3

Cozim:

Cevap:

D ve E noktalarinin ¢apa gore simetrileri sirasiyla K ve L olsun. CEL ve DCK iiggenleri eskenar tiggendir.
EL ile CB dogrular1 H’da kesigsin. H noktas1 CEL icin yiikseklik ayagidir. |CE| = 2xv/3 dersek |CH| = 3x
ve |HB| =3 — 3z, |AH| = 27 4 3z olur. Kuvvetten,

|EH|- |HB| = |AH|- |HB| = 2* = (1 — 2)(27 + 3z) = |CE| = 3v/21 — 6/3
bulunur. Yine kuvvetten,
|AC|-|CB| =81 =|CD|-|CL| = |CD|-|CE| = |CD| = 321 + 63

bulunur. Dolayisiyla |CD| — |CE| = 124/3 bulunur.

n bir pozitif tam say1 ve ay,as,...,a, € —3,2 olmak tizere, Y ;_, ay (Z) = 87 esitligi saglaniyorsa, n nin
alabilecegi en kiiciik deger nedir?

a) 6 b) 7 c) 8 d)9 e) 10
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Cozim 1:

Yanit : @

Tim katsayilar olan a; leri 2’ye esitleyelim ve 87’yi a; leri —3 ’e cevirerek elde etmeye doniigtiirelim so-
ruyu, aciktir ki secilen bir n pozitif tamsayisi icin a; ler 2 ye esitken ifade 2"+! — 2 ye esittir, katsayilarimi
degistirdigimiz a; lerin toplamlarina K diyelim ve ifademizi artik biraz diizenleyerek yazarsak 2" 1 —5K = 89
olur, bu denklem mod 5 de incelenirse, n = 1 mod 4 olmasi gerektigi goriiliir, siklarda “Higbiri” gikki ol-
madigindan ve mod 4 de 1 ’e denk olan tek ik 9 oldugundan hig¢ diisiinmeden 9’u igaretleyebiliriz.

Gergekten de n = 1, n = 5 degerlerinin saglamadig1 acgiktir ve yukaridaki esitligi kullanarak n = 9 igin
K = 187 olmas1 gerektigi goriiliir ve kisa deneme yanilmalar sonucu goriilir ki,

(1) r2) o) +2 (D) <) +2() 2(0) +2(3) -2(0) o) e

Ayrica n > 6 oldugu da su sekilde kanitlanabilir:

a; < 2 oldugundan 87 = a; " + as " + -+ an " <2 " + " + -+ " = ontl _ 9
1 2 n 1 2 n

oldugundan 27! > 89 olup n > 6 elde edilir.

x v+y+1
5y = 2—x—x°

denklem sistemini saglayan kag (z,y) gercel say1 ikilisi vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: E

1. denklemi 2. denklemde yerine koyalim ve diizenleyelim.

y* + 293 + 4y% + 8y = 0 denklemi elde edilir.

y.(y3 + 2y +4y+8) =0

ylly+2).y°+(y+2).4 =0

y.(y + 2).(y?> + 4) = 0 denklemin kokleri y = 0 ve y = —2 olur.

a) y =0 ise
x=02+0+1=1 elde edilir.
b) y = —2ise

z=(—2)2 + (—2) + 1 = 3 clde edilir.

Sonug olarak denklem sisteminin 2 farkli ¢oziimii bulunur.

Bir agag iizerinde bulunan 22 yuvanin herhangi ikisi 71, 72, . . ., 7, renklerinden biri ile boyali bir iple birlestirilmistir.
Bir salyangoz, her k = 1,2,...,n icin herhangi bir yuvadan herhangi bagka bir yuvaya sadece rj rengine
boyali ipler lizerinde ilerleyerek varabiliyorsa, n nin alabilecegi en biiytik deger nedir?

a)2l b)20 «¢)16 d)12 €)1l
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Coziim:

Yanit:

22 o . . . .. .
A= (2) elemanli, agag lizerinde bulunan yuvalar arasi yollar, kiimesini; n renk sayis1 olmak tizere, n alt

kiimeye ayiralim: (r1,7r2,73,- -, 7). Bu kiimelerden eleman sayisi en az olan veya olanlardan biri r; olsun.
22\
r;'nin en az 21 eleman igermesi gerektigi aciktir. Giivercin yuvasi prensibi geregince: (Z’BLJ +1 =21

olmalidir. Buradan da renk sayisinin alabilecegi en biiyiik deger n = 11 olarak bulunur.

Bir dikdortgenler prizmasinin bir yiizeyi kirmiziya, iki ylizeyi maviye ve ii¢ ylizeyi sariya boyanmigtir. Kirmizi
renkli yiizeyin alan1 100 cm?, mavi renkli yiizeylerin alanlari toplami 109 cm? ve sar1 renkli yiizeylerin alanlar
toplami 59 cm? ise, bu prizmanin hacmi kac cm? tiir?

a) 150 b) 160 c) 180 d) 200 e) 240
Coziim:

Yanit:

Prizmanin ayritlarinin uzunluklar: a, b, ¢ olsun.
ab = 100, ab + bc = 109, 2ca + be = 59 olup be = 9, ca = 25 buluruz.
a?b?c? = 9-25 - 100 olduundan Hacim = abc = 150 cm? elde edilir.

Ahmet aklinda bir pozitif tam say1 tutuyor. Sonrasinda Ahmet Betiil’e, bu sayimin ii¢ basamakli oldugunu

ve bu sayinin sirasiyla 10, 11 ve 12 ile béliimiinden kalanlar: sdyliiyor. Betiil yalnizca bu bilgileri kullanarak
Ahmet’in sayisim1 bulabiliyor. Buna gore, Ahmet’in tuttugu sayimin alabilecegi en biiyiik deger ile en kiiciik
deger arasindaki fark kagtir?

a) 419 b) 479 c) 539 d) 599 e) 629
Coziim:

Yanit:

Cevap: 419.

Ahmet’in tuttugu say1 n olsun. okek(10,11,12) = 660 oldugundan Ahmet’in verdigi bilgiler 100 < r < 999
ve n nin 660 ile boliimiinden kalan sayidir. 100 = 760 (mod 660), 101 = 761 (mod 660), ...,339 = 999
(mod 660) oldugundan n sayist 100,...,339,760,...,999 saylarindan biri olamaz. 340,341,...,759 say-
larmdan herhangi biri i¢in o sayiya (mod 660) da denk ii¢ basamakl yalmizca bir say1 bulundugundan
Ahmet’in tutugu sayimin alabilecegi degerler 340,341, ...,759 dur ve dolayisiyla cevap 759 — 340 = 419 olur.

Kaynak: Tiibitak 27. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2019

29 + 27 + 25 + 2% + 22 — r — 1 polinomunun gercel kokler toplami A ve carpimi B olmak iizere, A(B + 1)
kagtir?

a) —2 b) —1 c)0 d) 1 e) 2
Cozim:

Yanit: E

Ik olarak denkleme 2® terimini ekleyip cikartiyoruz. Béylece ortak carpanlari (z3 +x + 1) olan ifadeler elde
edebilecegiz. °(23 +x+1)42%(2*+2+1)— (2*+2+1) ifadesini diizenledigimizde (26 4+2%—1)(z3+2+1) = 0
denklemini elde ederiz. Ik denklemde 22 = ¢ déniisiimii yaptigimizda elimizde (2 +¢ — 1)(z3 +2+1) =0
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gibi bir denklem kalir. Fonksiyonlarn tiirevleri 322 + 1 veya 3t2 + 1 oldugundan siirekli artanlardir ve tek
kokleri vardir. Burada denklemlerde fark edebilecegimiz x4z fonksiyonunu bir birim yukar1 kaydirdigimizda
2%+ 2+ 1 fonksiyonunu elde ederiz ve X eksenini kestigi nokta negatif olacaktir. Diger yandan incelendiginde
t3+t—1 fonksiyonunun ekseni kestigi nokta az énceki noktanin ters isaretlisi yani pozitif olmahdir. z3+z+1 =
0 denkleminin kokiine —a diyelim 6te yandan diger denklemi saglayan t degeri de a ya esit olmalidir. Buradan
denklemi saglayan x degerlerimizi —a, /a ve — y/a buluruz. Soruda A(B + 1) yani —a® — a sorulmaktadur.
234+ 241 = 0 denkleminin bir kokiiniin —a oldugunu sylemistik, kékii yerine koydugumuzda —a® —a = —1
gelmektedir.

Diiz bir yol iizerinde yan yana yer alan 27 bahgenin herhangi ikisinde aralarindaki hi¢bir bahgede bulunmayan
ayni bir agag tiirii yer almaktadir. Buna gore, bu bahgelerin en az birinde yer alan agac tiirii sayis1 en az
kactir?

a) 108 b) 152 c) 182 d) 196 e) 351
Coziim:

Yanit:

Cevap: 182.

Bahcgelerin koordinat dogrusu {izerinde 1,2, ..., 27 noktalarinda bulunduklarin1 varsayalim. 1,2,...,13 nok-
talarindaki bahgeler birinci, 14,15, ...27 noktalarindaki bahgeler ise ikinci bahge grubunu olustursun. Biri
birinci, bir digeri ikinci gruptan olan bahgelerin olusturduklar: 13 - 14 = 182 tane bahge ikilisi vardir. Bu
bahge ikililerine temel ikili diyelim. Kogullara gore, herhangi temel bahge ikilisinde diger temel bahge ikili-
lerinde bulunmayan bir agag¢ tiirii bulunuyor. Buna gore, en az 182 agag tiirii vardir. Diger taraftan, x ve y
noktalarindaki bahgelerin olugturdugu temel bahge ikilisinde bulunup diger temel bahge ikililerinde bulun-
mayan agag tiirii, k pozitif tam say1 olmak tizere, x — k|ly — x| ve y + k|y — x| noktalarindaki bahgelerde de
bulunursa, bu 182 agag tiirii yeterli olur.

Kaynak: Tiibitak 27. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2019
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28. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2020
m(@) = 135° olan bir ABC {iggeninin g¢evrel cemberinin merkezi O olsun. [OC] dogru pargas: lizerindeki
bir D noktas: i¢in m(@) =90° ve m(A/D\O) = 70° ise, m(B/A?) nedir?
a) 20° b)25°  ¢)30° d)35° e 40°

Cozim 1:

Yanit: E

BD dogrusunun [AC] kenarimi kestigi nokta E olsun. Cemberde agilar1 yazarsak m(A/O\C) = 90° olur ve
AODB Kkirigler dértgeni oldugu goriiliir. m(OAD) = 20° ise m(OBD) = 20° olur. OB ve OC yaricap
oldugundan OBC ikizkenar iiggendir. m(BOC) = 50° oldugundan m(BAC) = 25° olarak bulunur.

Coziim 2:

Aq1 takibi ile m(ACO) = m(CAO) = 45°, m(DAO) = 20° ve m(CAD) = 25° dir. ABD iiggeninde C
noktasinin bir dig teget cember merkezi olugunu gosterelim. [BC bir dig agiortaydir. Ayrica m(ACD) =
1 —

§m(ADB) saglandigindan C noktas1t ABD ii¢geninin A noktasina gore dig teget cemberinin merkezidir. O

halde [AC bir ig agiortay olup m(%) = m(m?) = 25° elde edilir.

500


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6813.0

28. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Sinavi - 2020 geomania.org

Cozim 3:

Act takibi ile m(ﬁ/@) = 25° dir. BD ve AO dogrularmin kesigimi £ olsun. m(@) = 90° oldugundan
E noktasi gevrel gember tizerindedir. CO L AFE oldugundan, CO dogrusu ACFE ikizkenar dik iiggeninin
simetri ekseni olur. Béylece m(DEC) = m(DAC) = 25° dir. Cevre aglardan, m(BAC) = m(BEC) = 25°
elde edilir.

2P=3 4 3P=3 1 4P~3 toplammin p ile tam béliinmesini saglayan p tek asal sayilarmm toplami kactir?
a) 48 b) 56 c) 64 d) 72 e) 80

Coziim:

Yanit:

p—1  gp—1  yp—1
-+ 32 Tz
ifadesinin p ile tam boliindiigiinii s6yleyebiliriz ki bu say1 61’dir. Ancak 3 de bir tek asal say1 oldugundan
onu da ayrica denememiz gerekir (ki ifadenin p ile tam boliinmesini saglar). O ylizden cevap 61 + 3 = 64

olur.

biciminde yazalim. p > 3 ise Fermat Teoreminden dolay1 3% - 42 4 22 . 4% 4 22 . 32

Ifadeyi 2

x bir gercel say1 olmak fizere (x + 4)(z? + 16) = 11 ise, x* — 112 ifadesi asagidakilerden hangisine esit ola-
bilir?
a) 175 b) 183  «¢) 196 d) 204 ) 212

Coziim 1:

Yanit:

Parantezleri acarsak x> + 422 + 16z + 64 = 11 elde ederiz. Simdi 11 yerine onu yazalm: 2% — z(2® 4+ 422 4+ 16z + 64) — —4
212
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Cozim 2:

Denklemi x — 4 ile garparsak (z2 — 16)(x2 4 16) = 11z — 44 elde edilir. Buradan z* — 256 = 11z — 44 olur.
1171 sola 256’y1 saga atarsak. 2 — 11z = 212 olur.

Bir sincap 101 findik iceren bir kesedeki findiklarin tiimiinii ya da bir kismini ii¢ giin i¢inde yiyecektir. Bu
sincap, ikinci ve {i¢iincii giinlerde esit sayida findik ve her giin en az bir findik yiyecek sekilde bu iglemi kag
farkl bicimde yapabilir?

a) 2350 b) 2460 c) 2476 d) 2500 e) 2692
Coziim 1:

Yanit: @

Ik giin yenen findik sayis1 z, ikinci giin ve iiciincii giin y olmak iizere, 4+ 2y < 101 esitsizligini saglayan
504+2-49+ -+ 21 = 2500 farkh (x,y) pozitif tam say1 ikilisi vardir.

Coziim 2:

Ik giin yenen findik sayis1 z, ikinci giin ve iiciincii giin y olmak iizere,  + 2y < 101 esitsizligini saglayan
(z,y) pozitif tam say ikililerinin sayisini bulmaliyiz.

y =1 1icin z < 99 olup 99 tane ¢oziim ¢ifti vardir.
y =2 icin & < 97 olup 97 tane ¢oziim cifti vardir.

y =50 i¢in x < 1 olup 1 tane ¢bziim ¢ifti vardir.
Toplam, 1+ 3+ 5+ -+ 4+ 97 + 99 = 502 = 2500 ¢oziim ¢ifti vardr.

Diizglin bir ABCDEF altigeninin [DE] kenari iizerinde bir P noktasi alimiyor. Alan(PAB) = 60 ve
Alan(PBC) = 44 ise, Alan(PAF') kagtir?

a) 46 b) 48 c) 50 d) 52 e) 54
Cozim 1:

Yanit:

AB || CF || DE oldugu igin Alan(PFABC) = Alan(EFABC) ve Alan(PAB) = Alan(BEA) = 60.

Basit hesaplamalarla (BE = 2 - AF ve BE || AF) Alan(BEC) = Alan(BEA) = 2 - Alan(AFE) = 60,
Alan(PFABC) = Alan(EFABC) = 150 ve Alan(PAF) = 46.

Cozim 2:

Genel halde, diizgiin altigendeki bazi alan bagintilarini ifade edelim.

Alan(ABCDEF) = 6S olsun. Alan(BCD) = Alan(AFE) = S ve Alan(ABDE) = 4S dir. Boylece
Alan(ABP) = %Al(m(ABDE) = 25 elde edilir. Yine Alan(PEF)+Alan(PDC) = Alan(PEC)+Alan(PDC) =
Alan(CDE) = S dir. Buradan Alan(ABCPF) =55 olup Alan(PAF) 4+ Alan(PBC) = 35 bulunur.

Bu alan esitliklerini kullanarak S = 30 bulunur. Alan(PAF) = z denirse = + 44 = 35 = 90 esitliginden
x = 46 sonucuna ulagilir.
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(6]

Not: Ayrica bu soru ile benzer fikirlere sahip olan Diizgilin altigen ve alan baglikli soruyu sitemizde sorup
¢Ozmiistiik.

vn+ 11+ 1/n+ vn + 11 ifadesinin bir tam say1 olmasim saglayan n tam sayilarinin toplami kagtir?
a) 71 b) 92 c) 113 d) 134 e) 155

Coziim:

Yanit:

a ve b tam kare olmayan dogal sayilar olmak iizere, \/a + Vb bir tam say1 olamaz. Ifadenin karesi alinarak
bu goriilebilir.

2 1)2 — 45
Vn+ 11 = z olsun. O halde z? + 2 — 11 tam kare olmaldir. %
oldugundan (2z + 1)? — 45 = y* tam karedir: (22 + 1 — y)(2z + 1 4+ y) = 45 olur. Exitligi saglayan degerleri
bulmak kolaydir. Bunlar n yerine konulup test edilirse n : —2,5, 110 degerlerini alabilir. Yani cevap 113 olur.

tam karedir. Payda tam kare

a > 0 ve b # c kosullarm saglayan a,b,c,d gercel sayilar icin Pj(r) = az® + ba® + cx + d ve Py(z) =
ax®+cx?+br+d polinomlar: tamimlaniyor. Py (z+1)— Pj () ve Py(z+1) — Py(z) polinomlarinin alabilecekleri

en kiigiik degerler esitse, ¢ asagidakilerden hangisine egit olabilir?

a) —3 b) —1 c)1 d) 3 e) Hicbiri
Coziim:

Yanit:

Pi(z+1)—Pi(2) = 2%(3a) + x(3a+2b) +a+b+c ve Po(z+1) — Py(x) = 2%(3a) + x(3a+2¢) +a+b+c olur.
Burada farklilik yaratan z’in katsayisidir ve bu katsayilar mutlak degerce birbirlerine esit olursa ifadenin
minimum degeri degismez ¢linkii olusacak farklilik parabollere koordinat sisteminde sadece yatay hareket
yaptirir (grafik ile de gosterilebilir). [3a + 2b] = |3a + 2¢| olur ve sorudaki koguldan dolay1 6a = —2b— 2¢ elde
edilir ve istenen oran —3 bulunur.

N pozitif bir tam say1 olmak tizere, a1, as, - - - , ag pozitif tam sayilart N =a;+as+---+ag veher 1 <i¢ <k
i¢gin a; = ag41—; kosullarim saghyorsa, (ai,as,- - ,ax) sirall k-lisine N'nin bir simetrik dagilimse diyelim.
Ornegin, (5),(2,1,2) ve (1,1,1,1,1) sirahlarinimn her biri 5’in bir simetrik dagilimidir. Buna gore 28 sayisinin
kag farkh simetrik dagilimi vardir?

a) 12842 b) 13174 c) 14312 d) 15968 e) 16384
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Coziim:

Cevap:

Tim terimler pozitif oldugundan dolay1 k, 28’den biiyiik olamaz. Simdi incelemeye gegelim.

i) k =2m ise 14 > m > 1 olur. Ayrica a; = agy,+1—; oldugundan
ar+ag 4+ am +amyr + o+ agm =2(ar +ag+ o+ apm) =28

=a1+a+---+a,=14

m—1 m—1
farkli dagilim bulunur. m, 1 ile 14 arasindaki herhangi bir tamsay1 oldugundan toplam durum

m-—1 )

m=1

bulunur. Tim terimler en az 1 olacagindan, dagihm formiiliinden < (14—m)+m—1 > = < 13 >

bulunur.

ii) k = 2m — 1 ise benzer gekilde 14 > m > 1 olur.
a1+ a2+ -+ amo1+ A+ g1 + -+ a2m =2(a1 Fas+ - F Q1) F Gy =28
bulunur. a., ¢ift olmaldir. a,, = 2n ic¢in
ar+as+---+am_1+n=14

bulunur. ik siktakinin aynis1 bir durum oldugundan burada da toplam durum 2'3’diir.

Her iki durumda da 2'3 dagilim oldugundan toplamda 2'3 4 213 = 2% = 16384 simetrik dagihm vardir.

@ Bir ABC {iggeninin [BC kenar tizerinde alinan bir D noktasi igin m(@) = 120° ve m(C/AB) = 30°’dir.
|AD| =6 ve |DC| = 21 ise, |AB| kagtir?

a)9 b) 10 c) 11 d) 12 e) 13
Cozim 1:

Yanit: E

AC, ABD figgeninin dig agiortayidir. DAC iicgeninde Kosiniis teoreminden |AC| = 15v/3 ve dig agiortay
teoreminden [BD] = 14 olarak bulunur. BAD ii¢geninde Kosiniis teoreminden |AB| = 10 olarak bulunur.

Coziim 2:

Benim gibi disaciortay teoremi, aciortay teoremi veya kenarortay teoremi yerine Stewart teoremini ezberli-
yenler i¢in bagka bir genellestirilmis teoremi verip oradan ¢ozelim,

Teorem: Bir ABC {iggeninde [BC| kenan iizerinde D ve E noktalar1 alahm (D, [BE] tizerinde olacak
sekilde). Ayrica m(BAD) = o, m(DAE) = 8 ve m(EAC) = 6 olsun. Buna gore

sinf-sin(a+p3+60) |DE|-|BC]
sin o - sin 0 ~ |BD|-|EC]

saglanir.
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Teoremin ispat1 igin ABC, BAD, DAE ve EAC ii¢genlerinde siniis teoremini uygulayin. Bu teoremin lite-
ratiirde bir ad1 var mi1 bilmiyorum. Ben bu teoremi harmonik demetleri incelerken kendim kegfedip kullan-
maya baglamigtim.

Soruya donersek BAD iiggeninin agiortayimin BD’yi kestigi noktaya E diyelim. Ayrica |AB| =z, |BD| =y
ve |BE| = z diyelim. ABC {iggeninde stteki “Aydemir” teoremini uygularsak (adsiz kalacagima Aydemir
teoremi diyelim ;D)

sin60° - sin 150°  |DE| - |BC|

sin60° - sin30°  |BE| - |DC]|

(y—2)(y+21)
21z

:}]_:

elde edilir.

ABD’de agiortay teoreminden

— 21 2 21
Buradan € Z;gy—i_ ) = (y7—|- ) = 1 bulunur. y = 7k dersek x = 2k 4+ 6 bulunur. BAD f{i¢geninde
z x
kosiniis teoreminden

(2k +6)? + 62 +6(2k +6) = (Tk)? = 5k> —4k —12=0= (5k+6)(k —2) =0
bulunur. k£ = 2 olabilir, yani z = 2k 4+ 6 = bulunur.
Co6ziim 3:
D den BA ya gizilen paralel AC yi E de kessin. AED A bir 120° —30° — 30° {i¢genidir. A nin orta noktasi F'

olsun. FD =3, AF = FE = 3V/3, AFDC de Pisagor’dan FC = 12V/3 elde edilir. EC = 9v/3, AC = 15V/3,
ED = 6 oldugu icin paralellikten dolayr AD = 10 elde edilir.

m,n ve k pozitif tam sayilar olmak lizere, m sayisimin n ile boliimiinden kalan k’dir. Ayrica m sayisi 28 ile
boliindiigiinde kalan 27, boliim ise n dir. Buna gore, k nin alabilecegi kag farkli deger vardir?

a)4 b)7 ¢)10 d)14 e)?27
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Coziim:

Yanit: @

m = an + k = 28n + 27 olsun. n(a — 28) = 27 — k ve k < n oldugundan 28 < a olmahdir, yoksa n negatif
olur. a = 28 olursa k = 27 olur, a = 29 olursan = 27—k — k > 27—k olur ki @ nin daha biiyiik degerlerinde
daha kiiciik araliklar elde ederiz. 14 < k < 27 oldugundan k 14 farkl deger alabilir.

Negatif olmayan a, b ve c gercel sayilar1 a + b+ ¢ = 1 egitligini saghyorsa,

1 1 1
T+4a T 14 T4

Ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger nedir?

3 5 4
a)l b) 2 c) 3 d) 3 e) 3
Coziim:

Cevap:

1
Genelligi bozmadan a > b > ¢ > 0 olsun. c’yi sabitleyelim. a +b=1—c =t < 1 olsun. Tri2 de sabit
c
olacagindan
1 1 1 1

1142 T4 1442 T 1440t —ap
ifadesinin minimum degerini bulmaya caligalim.
1 1 2

>
1+ 4a? + 14+4(t—a)?2 = 1+1¢2

oldugunu gosterelim. Payda esitlersek,

8a? — 8ta + (4t + 2) L _2
16a* — 32a3t + a?(16t2 + 8) — 8ta + (4t2+1) — 142

olur, burada da sadelestirme ve icler diglar ¢carpimi yapip terimleri bir tarafta toplayalim.
0 > 16a* — 3203t 4 a?(12t? + 4) + a(4t® — 4t) — (2t* — %)
t
olur. Gostermek istedigimiz esitsizlikte a = 5 i¢in esitligin saglandig1 goriiliir, yani (2a — t) kok olacaktir.
Bunu kullanarak carpanlarina ayirirsak,
0> (2a — t)?(—2t* — 4at + 4a® + 1)
oldugunu gostermeliyiz. (2a —¢)? > 0 oldugundan
0> —2t% — dat +4a® + 1 = 2t> + dat — (4a®> +1) > 0
1
oldugunu gostermek gerekir. a > b > cve a+ b+ c =1 oldugundan 1 > a > 3 ve 2a >t > % bulunur.

(t yerine a + b ve 1 yerine a + b + ¢ koyularak kolaylikla gosterilebilir.)
f(x) = 222 + 4ax — (4a® + 1) olsun.

2
1
f(2a):12a2—1212<3> -1>0

bulunur.

f a+1 _—3a2—|—6a—1
2 N 2
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1
olur. Ortaya ¢ikan denklemin koklerinin olugturdugu aralik (3, 1) araligini kapsadig: i¢in a degeri iki kok
1
arasindadir, dolayisiyla f (a;) pozitiftir. f fonksiyonunun koklerinin en az birinin negatif oldugu Vieta

1
formiiliiyle rahathikla goriilebilir. Bu fonksiyonun pozitif deger alabilmesi icin ot ve 2a degerlerinin f

fonksiyonunun koklerinin arasinda olmamasi gerekir. Bu ifadeler pozitif oldugundan en kiigiik kokten daha
kii¢lik olamazlar yani en biiylik kokten daha biiyiik olmalidir. ¢ degeri bu iki ifadenin arasinda oldugundan
t de en biiyiik kokten daha biiyiiktiir yani f(t) = 2% + 4at — (4a® + 1) > 0 bulunur. Yani

1 n 1 S 2
14+4a?  1+4b0> — 1+ 2

olur. Dolayisiyla

1 1 1 2 1
>
1442 T4 1142 T 142 14401

1 2 2
olur. a > b > ¢ oldugundan ¢ < 3 olur. Buradan t = 1 — ¢ > 3 elde edilir. Simdi [3, 1} araliginda son

bulunan ifadenin 2’den biiyiik oldugunu gosterelim:

2 1 92 — 16t + 11 4 3 9
>2= >2= -8 16t — 9¢ 1>0
1+t2+1+4(17t)2_ 44 — 163 + 18t2 — 16t + 10 — * =

= (1—-t)(8t* —8t2 +t+1)>0
2
elde edilir. 1 —¢ > 0 oldugunu biliyoruz. 8t3 — 8¢2 4-t 4 1 ifadesinin de {3, 1} araliginda artan oldugu tiirevle

rahatlikla gosterilebilir. Dolayisiyla bu ifade minimum degerini ¢ = — noktasinda alir ve bu deger o7 "dir yani
11

pozitiftir. Buradan ifadenin minimum degerinin 2 oldugu bulunur. Esgitlik durumu (a,b,c) = (2, 2 0) "dar.

Not: Bu sorunun 1. agama sorusu oldugu goz ontine alirsak daha basit bir ¢oziimiiniin var oldugunu

diigiiniiyorum. Daha basit ¢oziim bulamadigim i¢in bu uzun halini paylagtim. Eger daha estetik bir ¢6ziim
bulursaniz ve paylagirsaniz daha faydali olacagim diigliniiyorum.

Her pozitif tam say1 k renkten birine, farklar1 veya oranlari 2 olan herhangi iki say1 farkli renkte olacak
sekilde boyanabiliyorsa, k nin alabilecegi en kiigiikk deger nedir?

a) 3 b) 4 c)b5 d) 6 e) 8
Coziim:

Yanit:

Say1 dogrusu tzerinde herhangi iki ardigik tek ve c¢ift sayilar farkli renge boyanacaktir. Burada sorun
cikaranlar cift sayilar ¢iinkii hem 2 eksikleri hem de yarilar1 da boyaniyor, bunlar farkli renkte olabilir.
{a,2a —2,2a} seklinde kiimeler olugturalim. Bu kiimede elemanlarin hepsinin farklh renkte oldugu durumlar
olabilir. Ote yandan bu kiimenin herhangi iki elemani bagka bir kiimede beraber olamaz, Dolayisiyla toplam
en az 3 renk kullanilmaldir. Onegin indisler kullanilan rengi belirtmek iizere:
(11,29,32,41,51,63,72,82,---) burada stratejimiz her bir saymin indisini miimkiin olan en kii¢iik sayida
tutmaktar.

Bir ABC iiggeninin sirasiyla [AB] ve [AC] kenarlar tizerinde alinan K ve L noktalar i¢in |[AK| = 12,
|IBK| = 16 ve |CL| = 6’dir. [BC| kenar1 tizerinde D ve E noktalar1 E € [DC|] ve |BD| = |DE| = |EC]|

olacak sekilde aliniyor. m(m‘) = m(@) ise, |AL| kagtir?
a)l0  b)ll ¢)12 d)13 e) 14
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Coziim:

Cevap:
[KE]’ye C’den gizilen paralel [AB]’yi X’de kessin. BK'FE ile BXC benzer olacagindan |BX| = 24, |AX| =

4 olur, ayrica paralel olduklarindan dolay1 m(B/I—(\E) = m(@(\C') olur. B’den [DL]’ye paralel ¢izelim ve
[ACT’yi Y'de kessin. Benzer gsekilde CLD ile C'Y B benzer iiggenlerdir ve benzerlikten |CY| = 9, paralellikten

m(@) = m(ﬁ/\B) bulunur.
m(m) = m(@) oldugundan BXY C kirigler dortgenidir. A noktasindan kuvvet alinirsa,

|AX|-|AB| = |AY|-|AC| =4 28 = |AC| (JAC| —9) = |AC| = 16

bulunur. [CL| = 6 oldugundan |AL| = 10 bulunur.

Her n > 1 igin a,4+1 = a® + 1799 kosulunu saglayan bir (an),2, pozitif tam say1 dizisinde en az iki tam kare

bulunuyorsa, asp2 sayisinin 28 ile boliimiinden kalan agagidakilerden hangisi olabilir?
a) 2 b) 6 c) 14 d) 22 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

Diziyi 7 modunda inceleyelim: as = 0, 1,6(mod7) olabilir ve geri kalan terimler de onun aldig: degeri alabilir,
giinkii 1799, 7 ile kalansiz boliiniir. 7 ile boliimiinden kalan bu 3 degerden biri olan herhangi bir say1 28 ile
boliiminden 2 kalanini veremez.

a; = af’,l + 1799 ve a; tam kare olsun. Bir tam sayinin kiibiiniin 7 modunda alabilecegi degerler 0,1,6 ve
bir tam sayinin karesinin 7 modunda alabilecegi degerler 0, 1,2, 4 dir, denklik saglanmasi i¢in bahsi gecen
sayimin 7 ile boliimiinden 6 kalanini vermemesi gerekir. Dolayisiyla 28 ile boliimiinden kalan 6 da olamaz.

Eger a;, 7 ile kalansiz boliintiyorsa 49 ile de kalansiz boliinecektir (tam kare oldugu igin). 1799 = —14(mod49)
oldugundan ail = 14(mod49) olmalidir ki denklik saglansin ancak bir tam kiip verilen denkligi saglamaz,
geligki.

22 su sekilde olabilir: Ik terim: a; = 52 olarak almrsa ikinci terim ay, = 1322 olur, en az 2 tam kare terim
sart1 saglanir ve asgag = 22(mod28) olur.

P(zx) bir polinom olmak {izere, her a gercel sayisi i¢in P(a) = P(b) esitligini saglayan a dan farkh en az
bir b gercel sayis1 bulunuyorsa, P(x) polinomuna ¢ok tersli polinom diyelim. P;(z) = 22 — 2020z, Py(z) =
23 — 202022 + z, P3(z) = 2* — 202022 ve Py(z) = 2° — 202023 polinomlarmdan kag tanesi ¢ok terslidir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Cozim 1:

Yanit: E

Bu ¢ok tersli polinomlarda higbir goriintii tek bir elemanla eglesmez. Dikkat edilmesi gereken yer bunun
minimum/maksimum deger aldigi noktalar i¢in de gegerli oldugudur o yiizden oOnciillerde verilen parabol
Py (z) verilen sart1 saglamaz. Ps(z) ¢ift fonksiyondur ve verilen gart1 saglar. Py(z) ve Py(x) ise grafiklerinde
orijine soldan uzaklagtik¢a aldig1 degerler eksi sonsuza iraksar, orijine sagdan uzaklagtik¢a da arti sonsuza
iraksar. Verilen gart: saglamadiklar: agiktir.
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Cozim 2:

Cevap:

Grafiksel yorumun yaninda cebirsel bir bakig bakalim. Bizden istenilen, her x igin x # y olacak sekilde
Pi(z) = P;(y) denkleminin y i¢in ¢6zlimiiniin olmasidir.

P (z) polinomu igin
Py(z) = Pi(y) = 2% — 20202 = y* — 2020y = (z — y)(x +y — 2020) = 0 = = + y = 2020

olur. Yani her x i¢in 2020 — z esitligi saglar fakat x = 1010 i¢in x = y olur. Celigki
Py(z) igin

3 — 202022 4+ = = y3 _ 2020y2 +y = (a: _ y)(x2 +zy + y2 — 20202 — 2020y + 1) —0
= y® +y(z — 2020) + (2® — 2020z + 1) = 0

bulunur. z = 2020 icin y? + 1 = 0 olur fakat bu denklemin ¢6ziimii yoktur. Dolayisiyla z = 2020 icin bir y
degeri bulamay1z.

P;(x) icin fonksiyon bir ¢ift fonksiyon oldugundan P3(x) = P3(—x)’dir. Yani y = —x igin istenen durum
saglanir fakat © = 0 durumunda x = —z olacagindan ayr1 incelenmelidir.

P(y) = P(0) = y* — 20205> = 0

olur. y = /2020 istenilen durumu saglar. Dolayisiyla her z i¢in a’den farkl bir y degeri bulabiliriz.

Py () i¢in fonksiyon x sonsuza giderken sonsuza gittiginden ve bir x = a degerinden sonra fonksiyon stirekli
artmalidir. Fonksiyon sadece = sonsuza giderken pozitif sonsuza yaklagtigindan &yle bir N > a degeri vardir
ki her g > N ve N > 7 igin Py(xq) > Py(N) > Py(x1) saglanir. Eger Py(x0) = Py(y) olacak sekilde zy’dan
farkl bir y degeri varsa y > N olmahdir fakat N > a oldugundan = > N igin fonksiyon artan olacagindan
Py(z9) = P4(y) olmas i¢in zy = y olmas1 gerekir. Celigki

Dolayisiyla sadece Ps(x) polinomu ¢ok terslidir.

6 farkli renkten 100 er top n kutuya, ayni renkli herhangi iki top farkli kutularda yer alacak sekilde
dagitilmistir. Herhangi iki kutu i¢in bu 6 renkten oyle biri vardir ki bu iki kutunun higbirinde o renge
boyali top bulunmamaktadir. Buna gére n nin alabilecegi en kiiglik deger nedir?

a) 180 b) 200 c) 220 d) 240 e) 260
Coziim:

Yanit: E

Amacimiz herhangi iki kutuda bulunmayan renklerin sayisim en az yapmak ki bu say1 sorudaki sarttan
otliri 0 ve 1 olamaz. Biz 2 olamayacagimi gosterelim: Genelligi kaybetmeden k; kutusunda r5 ve rg renkli
top bulunmasin. k; kutusunda r5 ya da rg bulunmaz. Yine genelligi kaybetmeden r4 ve r5 bulunmasin.
Mevcut sartlar altinda k3 kutusu igin 2 durum séz konusu olabilir: Ya r; ve r5 bulunmaz (i < 5). Ya da
r4 ve Tg bulunmaz. Eger ilk durum olursa sonraki kutuda ve ondan sonrakiler de r5 bulunmaz. Eger ikinci
durum olursa sonraki kutuda bulunmayan 3 top olmasi gerekir. Iki durumun da olamayacag aciktir. Simdi de
herhangi iki kutuda bulunmayan renklerin sayisinin nasil 3 olabilecegini gosterelim: Genelligi kaybetmeden
k1 de 14, r5 ve r¢ bulunmasin. Sorunun sartini en kolay saglamak icin ko de ro, r3 ve r4 bulunmasin, k3 de
r1, T2 ve r¢ bulunmasin ve k4 de 1, r3 ve r5 bulunmasin. Juan her rengin bulundugu kutu sayilar (2) esit.

100
O yiizden yaptigimiz islemi periyodik olarak devam ettirebiliriz de. Cevap da - x 4 = 200 olarak bulunur.

Tablo yaparsak da su sekilde olabilir 6rnegin:
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" | T2 | T3 | T4 |T5 |76
k1 VI iVv|Vv
ko VvV
ks |V |V v
ky |V v v

k197 VI VvV
kios VvV

kigg | vV | V v
kooo | v v v

Burada bulunmayan renkler v ile gosterilmistir.

|AB| = 10 ve m(@) = 124° olan bir ABC fiiggeninin [BC| kenar: tizerinde alinan bir D noktasi i¢in

|AD| =4 ve m(@) = 68° dir. [BD] dogru parcas: iizerinde aliman bir F noktasi i¢in |BE|/|ED| =5 tir.
[AB] kenarinin orta noktas1 F’ olmak tizere, CF dogrusu AD ve AE dogrularini sirasiyla P ve N noktalarinda
kestigine gore, APN iigeninin alaninin DEN P dortgeninin alanina oram kagtir?

2 4 7 10 16
a3 Py 95 Dy 9Oy
Cozim:

Yanit: @

(@) = 68° ve m(m@) = 56° oldugundan AC, ABD ve APF {i¢geninin dig agiortay dogrusudur.
CD 2
€D] _ — elde edilir. Simdi, |BE| = 5k ve |DE| = k ise |DC| = 4k olur.

ICB| 5
|[AP| 5 |AN|
= - —— =2 olur. A(DENP) = A(AED) — A(APN
oldugundan ve AED ve AP N {i¢genlerin kenarlarinin oranlarini bildigimizden ve tepe agilari ayni oldugundan
A(APN 1
cok kolay bir gekilde A((DEN;) = % oldugunu gorebiliriz.

Dig aglortay teoreminden:

ABC iiggeninde Menelaus teoreminden

n* 4+ 2n3 + 4n? + 4n — 62 ifadesinin bir tam kare olmasim saglayan n tam sayilarmm toplami kactir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Cozim 1:

Yanit:

ifade bir tam kare olsun ve bu tam kare a2 olsun. Ifadeyi (n? +n —7)(n> +n+9) = (a—n—1)(a +n+1)
bi¢iminde yazalim. Birkag deneme-yanilma ile n nin alabilecegi degerler —9, 3, 7 olarak bulunur. Rahatlikla A
secenegini igaretleyebiliriz. Orijinal ¢6ziim nasil bilmiyorum ama bunu ileri gotiirerek ifadenin sol tarafindaki
carpanlarim arasindaki fark 16 oldugu kullanilarak veya Obeb-Okek ile bir ispat yapilabilir. Zaman bulunca
ispatin ekleyecegim ama benden erken orijinal ¢oziim ekleyen olursa ¢ok iyi olur tabi:)

Cozim 2:

Yanit:

Iki ardigik tamkare arasinda tamkare say1 bulunamaz teoreminden yardim alalim.
(N2 +n+1)2 <n* +2n +4n? + 4n — 62 < (n? + n + 2)? olursa geligki olur ve asla tamkare olamaz.

esitligin sag tarafi diizenlenirse n? + 66 > 0 yani daima saglanir. O halde
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(n? +n+1)% < n* 4 2n3 + 4n? + 4n — 62 esitsizliginin saglanmamasim istiyoruz.
(n2+n+1)2 >n? +2n3 + 4n? + 4n — 62

nt4+2n2 +3n2+2n+1>n*+2n3 +4n2 +4n — 62 yani

n? + 2n — 63 < 0 bulunur.

Bu esitsizlik ¢arpanlarina ayirilarak ¢oziiliirse —9 < n < 7 bulunur. Modiiler aritmetik de géz 6niine alinarak
hizlica denenirse —9, 3,7 ¢ozlimleri bulunur.

Not:
https://geomania.org/forum/index.php?topic=6419.0

Bu sorunun benzeri olmasi acisindan 2, 36, 76, 133 numarali sorular incelenebilir.
Coziim 3:

Atakan’in yaptig: gekilde araliga sokmaya caligalim fakat farkl olarak
(n? +n)? < n* +2n% +4n® +4n — 62 < (n® +n + 2)?

esitsizligini elde etmeye caligahm. Bu esitsizlik saglanirsa n* + 2n® + 4n? + 4n — 62 = (n? + n + 1)? olmak
zorunda olacaktir. Yukaridaki ¢oziimlerde esitsizligin sag tarafinin her zaman saglandigi gosterilmigtir. Sol
tarafina bakarsak,

(n? +n)? <n* +2n® +4n? +4n — 62 <= 3n® +4n — 62 > 0

Dolayisiyla istedigimiz esitsizlik sadece 3n? + 4n — 62 < 0 iken saglanilmaz. Bu ikinci dereceden polinomun
kokleri x; < x4 ise [x1, 2] araligl bu polinomu 0 veya negatif yapar. n = —6 ve n = 4 i¢in ifade pozitiftir
fakat n = —5 ve n = 3 igin negatiftir o yiizden n ¢ {—5,—4,...,2,3} icin en bagta diigiindiigiimiiz esitsizlik
saglanir ve n 4 2n3 +4n? +4n — 62 = (n2 +n+1)? olur. Buradan n? +2n — 63 = (n+9)(n —7) = 0 bulunur

ve n = —9, n =7 ¢oztimleri bulunur.
Geriye {—5,—4,...,2,3} arahgmi denemek kalir. Eger n ciftse n* + 2n® + 4n? + 4n — 62 = 2 (mod 4)
olacagindan tamkare olamaz. n tek sayisi icin n2 = 1 (mod 8) ve 4n? + 4n =0 (mod 8) olacagindan

nt+ond+4n® +4n—62=n+2n+2=(n+1)>+1 (mod 8)

Eger ifade tamkareyse 8 modunda 1 kalani vermelidir (tek say1 olacagi barizdir). O yiizden (n + 1) = 0
(mod 8) olmali. Yani n+1 =0 (mod 4) olmalidir. Buradan incelememiz gereken degerler {—5, —1,3} kalir.

Bunlar incelersek n = 3 i¢in tamkare olur. Toplam —9 + 7+ 3 = ’dir.

Bir f:Z% — Z* U {0} fonksiyonu f(1) = f(2) = 0 ve her n pozitif tam sayisi igin

f@Bn)=f(n)+1 ve fBn+1)=fBn+2)=f(n)
3202; — 1) kactir?

a) 504  b) 673  ¢) 1009  d) 2019  e) 3029

kogullarini sagliyor. Buna gore f (

Cozim:

Cevap:

Bizden fonksiyondaki goriintiisii istenen degeri inceleyelim.

32020 -1 (32)1010 -1
3 = 321 _ (32)1009+(32)1008_’_..__’_(32)1+(32)0 :320184_32016_’__.__’_32_’_1

olur. Bu say1iy1 3 tabaninda yazacak olursak 1010 tane 1 ve 1009 tane 0 olmak iizere,

32020 -1

¢ = (1010...0101),
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elde ederiz. Fonksiyona dénecek olursak n = (aqas. .. ak)g olmak fizere,

Eger ar, = 1 veya aj, = 2 olursa

f ((a1a2 N ak)d) = f ((a1a2 N ak_l)g)

olacaktir.

Eger aj, = 0 olursa
[ ((araz...ar)3) = f((araz...ap—1);) +1

olacaktir. Yani n sayisinin 3 tabanindaki halinin sagindan baglayarak rakamlar atip f(1) veya f(2)’ye
ulagabiliriz. 1 fazlalik sadece 0 rakamiyla kargilagilinca ekleneceginden f(n) degeri n’nin 3 tabanindaki ha-
linde bulunan 0 rakaminin sayisina esit olacaktir. Bizden istenen degerde 1010 tane 1, 1009 tane 0 vardir.

32020 -1
Dolayisiyla, f () = 1009 olacaktur.

8

Bir satrang turnuvasina katilan ii¢ arkadas, turnuvadaki herkesin en fazla ii¢ arkadag: bulundugunu ve arkadas
olmayan her iki kiginin ortak en az bir arkadagi bulundugunu farkediyor. Bu turnuvaya katilan kisi sayisi en
fazla kag olabilir?

a) 6 b) 7 c)8 d) 9 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

Kisilere 1,2,3,...,n biciminde numara verelim ve bu kisileri noktalarla gosterelim. Arkadag olan iki kisi
arasina bir ¢izgi cizelim. Problemde verilen {i¢ arkadag 1, 2, 3 olsun. Bu durumu, koseleri 1,2, 3 sayilari olan
bir tiggen ile ifade ederiz. 4. kisi 1,2, 3 den en az biriyle arkadag olmak zorundadir. Aksi halde 4. kisi, 1,2,3
den higbiriyle arkadag olmazsa problemin kogulu ile celigir. O halde 4 ile 1 in arkadag oldugunu varsayabiliriz.
(Sekil 1)

Sekil 1

Herkesin en fazla {i¢ arkadasi olacagindan; 2, 3, 4 ile arkadaslik kurabilecek yeni kisilerin sayis1 sirasiyla 1,
1, 2 dir. Yani 4 kisilik grubumuza toplamda en fazla 1+ 1 + 2 = 4 kisi daha ekleyebiliriz. Boylece kisi sayisi
n < 8 olur.

Simdi n = 8 igin bir 6rnek durum bulmaliy1z. Bu 6rnegi bulmak zor olabilir. Kolaylik olmasi icin 2 ile arkadas
yeni bir kisi, 3 ile arkadag yeni bir kisi, 4 ile arkadas yeni iki kisi ekleyerek ¢izgemizi dolduralim. (Sekil 2)
Daha sonra da deneme yaparak gerekli ara gizgileri ¢izerek geklimizi tamamlayabiliriz. (Sekil 3)

|AB| = 25 ve |AC| = 40 olan bir ABC ii¢geninin [BC] kenar iizerinde almman bir D noktasi i¢in |[BD| = 15
ve |DC| = 24 tiir. Buna goére ABD ve ACD figenlerinin diklik merkezleri arasindaki uzaklik kagtir?

a) 10 b) 11 c) 12 d) 13 e) 14
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Coziim 1:

Yanit: @

25 40

=2 orani saglandigindan [AD] i¢ agiortaydir. Aciortay uzunlugu |AD| = 8/10 olarak hesaplanabi-
lir. ABD ve ACD figgenlerinin diklik merkezleri sirasiyla Hqy, Ho olsun. Diklikleri kullanarak m(m) =
m(DHsHy) ve m(ABC) = m(DH; H>) esitlikleri kolayca goriilebilir. Boylece ABC ~ DHyHy benzerligi

vardir.

|BC|
|Hy Ho|

=k (1)

benzerlik orani olsun. Ayrica k benzerlik oranmimi yiikseklikler orani olan

_ |AE]
~ |DE]

k

esitligi ile hesaplayalim.

(2) oran1 aym zamanda tan(A/D§) degerine egittir. Bu sebeple ABD ii¢ggeninde kosiniis teoremini uygulaya-
rak

15% +640 — 252 1
2-15-8V/10 V10

cos(A/D\E) =
degerini bulalim. Buradan
k =tan(ADE) =3

39
bulunur. Bu degeri (1) de yazarsak |H; Ho| = 3= 13 elde edilir.
Cozim 2:

AH yiikselik, Hy AABD nin diklik merkezi, Hy, AADC' nin diklik merkezi olsun.

/H\BH = /HAD = Z/HCH5 = « olur. Bu durumda HH; = BH -tana ve HHy = HC - tana; H1Hs =
B(C' - tana = 39 tan « olur.

AC? — AB%? = CH? — BH? = (40 — 25)(40 + 25) = (HC' — BH)(24 + 15) = HC — BH = 25.

HC =32, BH =7. AABH bir 7 — 24 — 25 dik ii¢genidir. AH = 24 ve HD = BD — BH = 8 oldugu igin
1

tana = 3 ve HiHy = 13 elde edilir.
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a; = 2, a2 =8 ve her n > 2 icin ap4+1 = 2a, + 4n%a,_, kosullarmni saglayan bir (an)zo:l pozitif tam say1

dizisi tamimlaniyor. asgop sayisini tam bolen en biiyiik asal say1 kactir?
a) 97 b) 101 c) 2011 d) 2017 e) 2027

Coziim:

Yanit: @

Dizinin birkag terimini hesaplayarak bir bagint1 bulmay: deneyelim. ag = 48, a4 = 384, a5 = 3840 olarak
bulunur.

ay=2-4=aq1-4
a3 =8-6=ag-6
ays =48 -8 =agz -8
a5 =384 -10 =ay4 - 10

oldugundan n > 2 i¢in

Ay = Qp—1 * 2N

oldugunu tahmin edebiliriz. Bu bagintinin dogru olup olmadigini a,,+1 = 2a,, +4n2a,,_; indirgeme bagmtisinda
yazarak gorebiliriz. Indirgeme bagintisi saglandigindan gergekten a,, = a,,—1-2n dir. Buifadeden = 2,3,...,n
yazarak taraf tarafa carparsak teleskopik ¢arpim sonucunda

an, = 2" -n!

elde edilir. asgog = 2202 -2020! olup 2020 den kiiciik en biiyiik asal say1y1 bulmaliyiz. Bu say1 asal 2017 dir.

L ve U gercel sayilar ve L < U olmak iizere, her L < a < U gercel sayisi igin 92% — 622 = a denkleminin
dort farkli gergel kokii bulunuyorsa, U — L nin alabilecegi en biiyiik deger nedir?

1 2 4 3
a) 3 b) 3 c) 3 d) 3 e) Higbiri
Coziim:

Yanit:

f(x) = 92* — 622 polinom fonksiyonu ile ve g(x) = a sabit fonksiyonunun grafiklerini ¢gizelim. f(z) = g(x)
denkleminin dért farkli gercel kokii olmasi igin grafiklerin dort farkli noktada kesigmesi gerekir. y = f(x)
¢ift fonksiyonunun grafigi y eksenine gore simetriktir ve agagidaki gibi ¢izilebilir. ¢ = 0 iken g(z) = 0 olup f
ve g grafikleri orijinde birbirine tegettir. Ug farkl kok olugur. a > 0 iken iki farkl kok olusur. Agkca U = 0
bulunur.

fx) = 96

L]
—
L
P —

=]

i
i
B

Ayrica f(z) = (3z* — 1)? — 1 yazilabildiginden L = fuin = —1 olur. Elbette a < —1 iken f(z) = g(x)
denkleminin gergel kokii yoktur.

Sonug olarak —1 < a < 0 iken verilen denklemin dort farkl gercel kokii vardir. U — L = 1 dir.
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Tek kisilik bir oyun oynayan Asl, ilk hamlesinde bog bir tahtaya iki basamakli bir pozitif tam say1 yaziyor.
Asli, bundan sonraki her hamlesinde, tahtada yazili olan sayilardan birinin hem iki katini hem de iig
kati tahtaya yaziyor. Birka¢ hamle sonucunda tahtadaki butiin sayilarin toplami 2018, 2020, 2022, 2024
sayilarindan kagina esit olabilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Coziim:

Yanit:

Baglangicta tahtada yazili olan sayimiz iki basamakli x olsun. Bu durumda toplam 7' = x olur.
Simdi ilk adim sonucunda tahtada x, 2x, 3x sayilar1 yazili olur. Toplam T = 6z olur.

Simdi de ikinci adimi inceleyelim.

x i¢in iglem yapilirsa tahtada z, 2z, 3z, 2x, 3z yazih olur. Toplam 7" = 11z olur.

2z igin islem yapilirsa tahtada x, 2z, 3z, 4x, 6z yazil olur. Toplam 7" = 16z olur.

3z icin iglem yapilirsa tahtada x, 2x, 3z, 6z, 92 yazili olur. Toplam T = 21x olur.

Goruldigi gibi bu agsamaya kadar, k € Z olmak tlizere T = (5k + 1) bigimindedir. Bundan sonra da T' nin
iginde 5k + 1 bigiminde bir ¢arpan olma 6zelligi degismez. Cilinkii tahtada yazili olan maz gibi bir sayiya iglem
yapilinca 2ma, 3ma sayilar1 da olugur. Bu durumda yeni toplam T = (5k + 1)z + 2max + 3mz = (5t + 1)z
bi¢imide olur. (m,t € Z)

O halde 2018, 2020, 2022, 2024 sayilar1 arasinda 5k 4+ 1 carpanina sahip olanlar: inceleyelim.

2018 = 2 - 1009 oldugundan 5k + 1 ¢arpani yoktur.

2020 = 22 -5 - 101 oldugundan 5k + 1 = 101 ve 2 = 40 secilebilir.

2022 = 2 -3 - 337 olur. 5k + 1 formunda ¢arpan bulunabilir ancak iki basamakli bir x ¢arpani yoktur.
2024 =23 -11-23 olur. 5k +1=23-2 =26 ve x = 4 - 11 = 44 secilebilir.

m(@) = 60° olan bir ABC iiggeninin [BC| kenar1 tizerinde m(@) < 90° sartim saglayan bir D noktasi
alimiyor. |AB| - |AC| = 4,|BD|-|CD| =2 ve |AD| = /2 ise, m(A/D\B) nedir?
a) 15° b) 30° c) 45° d) 60° e) 75°

Cozim 1:

Yanit:

|AD|? = |AB|-|AC| - |BD| - |CD| bagmtis1 saglandigindan hizh bir yamt amaciyla test mantig1 ile [AD] nin
i¢ aglortay oldugunu varsayabiliriz. I¢ agiortay ile ilgili detayh bir ispat bulunursa ¢oziime eklenebilir.

— — . AB A AB
Simdi m(BAD) = m(CAD) = 30° olur. I¢ agiortay teoreminden |BD|| = ||C’lc)| = k oldugundan ||BD|| :
AC 4
|CD|| = k? dir. 3= k2 olup k = /2 bulunur. Buna gore |AB| = v/2|BD| dir. Ayrica B den [AD] ye inilen

dikme ayagina H dersek, ABH 30° — 60° — 90° dik iiggeninde |AB| = 2| BH| olur. Béylece |BD| = /2| BH|
olup BDH ikizkenar dik tiggendir. m(ADDB) = 45° bulunur.
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Cozim 2:

B ile C noktalarmi ayiran bir 6zellik olmadig1 i¢in AB < AC kabul edelim.

AB = AC ise AB = AC = BC = 2 ve iicgenin yiiksekligi AD den biiyiik oldugu icin (v/3 > v/2 = AD) icin
¢Ozim yoktur.

O halde AB < AC fiizerinden ¢6ziime devam edelim.

AB = AF olacak gekilde [AC] {izerinde bir E noktas: alalim.

A nin D ye gore simetrigi F' olsun.

BD-DC = AD - DF = 2 oldugu i¢cin ABFC bir kirigler dértgenidir.

AD-AF = AE - AC = AB - AC = 4 oldugu i¢in de DECF bir kirigler dortgenidir.

/ABE = ZAEB ve kirigler dortgenlerinin 6zelliklerinden ZABD = ZAEC = ZAED oldugu i¢in Z/ZEBD =
ZBED olur. Yani ABDE bir deltoid ve ZBAD = ZDAC = 30° dir. Bu durumda ABFC kirigler dértgeninde
BF = FC ve ZCBF = /BCF = 30° olur. Ikizkenar iicgende Stewart’in ézel halinden FC? = BD - CD +

FD? = 4 = BF = 2 elde edilir. BC nin orta noktasi M olsun. ABFM bir 30° — 60° — 90° iicgeni oldugu
icin FM = 1. AFMD dik iicgeninde FD = /2 oldugu icin ZFDC = 45° ve ZADB = 45° elde edilir.

2020

n pozitif bir tam say1 olmak iizere, a® — 1 in n ile tam béliindiigii her a tam sayis1 icin a — 1 de n ile tam

boliiniiyorsa, n ye tuhaf say: diyelim. Agagidakilerden hangisi bir tuhaf sayidir?
a) 61 b) 63 c) 65 d) 67 e) 69

Cozim 1:

Yanit:

a®> = 1 (mod n) olmasi a mod n) olmasim gerektiriyorsa buradan ¢ = 1 (mod n) elde edilir. O
halde a® = 1 (mod n) denkliginin tek ¢oziimii a = 1 (mod n) ise n tuhaf say1 olur. Eger a® = 1 (mod n)
denkliginin a =1 (mod n) den farkh ¢oziimleri varsa bu durumda n tuhaf say1 olmayacaktir.

n = 61 asah icin a® = 1 (mod 61) ise (a — 1)(a®> + a + 1) = 0 (mod 61) olur. a = 1 (mod 61) veya
a?+a+1 =0 (mod 61) olur. Bu ikinci dereceden denkligi 4 ile genigleterek tam kareye tamamlayalim.
(2a + 1)2 = -3 (mod 61) olur. (2a + 1)> = -3 = 58 = 119 = --- = 729 (mod 61) olup 2a + 1 = +27
(mod 61) yazilir. Buradan a = 13,47 (mod 61) ¢oziimleri elde edilir. Ornegin @ = 13 igin 61 | 13* —1 olurken
61 1132920 — 1 dir. n = 61 tuhaf say1 degildir.

n = 63 bilesik say1s1 icin a® = 1 (mod 63) ise a® =1 (mod 7) ve a®> =1 (mod 9) olur. Bu denklikleri ¢ozersek
a=1,2,4 (mod 7),a=1,4,7 (mod 9) dir. Denkliklerin her ikisini de saglayan bir ¢éziim a = 4 oldugundan
a = 4 (mod 63) bulunabilir. Cin kalan teoremi ile tiim ¢oziimler a = 1,4, 16,22, 25,37, 43, 46,58 (mod 63)
olup 9 tanedir fakat bunlarin hepsini bulmaya ihtiyac yoktur. a = 4 igin 63 | 43> — 1 olurken 63 { 42020 — 1
dir. Dolayisiyla n = 63 sayisi da tuhaf say1 degildir.

n = 65 bilesik sayis1 i¢in a® = 1 (mod 65) ise a®> = 1 (mod 5) ve a® = 1 (mod 13) olur. a® = 1 (mod 5)
denkliginin tek ¢oziimii a = 1 (mod 5) tir. a® = 1 (mod 13) denkliginin ¢dziimleri ise a = 1,3,8 (mod 13)
tiir. Ortak ¢oziim yapilirsa a = 1,16,61 (mod 63) bulunur. a = 16 icin 65 | 16> — 1 olurken 65 { 162020 — 1
dir.Dolayisiyla n = 65 sayis1 da tuhaf say1 degildir.

n = 67 asal i¢in a® = 1 (mod 67) ise (a — 1)(a® + a + 1) = 0 (mod 67) olur. @ = 1 (mod 67) veya
a’>+a+1 =0 (mod 67) olur. Bu ikinci dereceden denkligi 4 ile genigleterek tam kareye tamamlayalim.
(2a+1)? = =3 (mod 67) olur. (2a + 1)> = —3 = 64 (mod 67) olup 2a + 1 = £8 (mod 67) yazilir. Buradan
a = 29,37 (mod 67) ¢oziimleri elde edilir. Ornegin a = 29 icin 67 | 29° — 1 olurken 67 1 292020 — 1 dir. n = 67
tuhaf say1 degildir.

n = 69 bilesik says1 i¢in @® = 1 (mod 69) ise a® = 1 (mod 3) ve a® = 1 (mod 23) olur. a® = 1 (mod 3)
denkliginin tek ¢oziimii @ = 1 (mod 3) tiir. a® = 1 (mod 23) denkliginin a #Z 1 (mod 23) olacak bigimde bir
¢oziimii var midir? Bunu arastirahm. (a,23) = 1 oldugundan Fermat teoreminden a*? = 1 (mod 23) olur.
a® =1 (mod 23) oldugundan, a®?> = a =1 (mod 23) yazilabilir. Yani a = 1 (mod 23) diginda ¢oziim yoktur.
n = 69 sayis1 tuhaf say1 olur.

2020 =1 (
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Cozim 2:

Lokman hocamin ¢oziimiiniin en baginda belirtildigi gibi a® = 1 (mod n) denkliginin a = 1 (mod n)’den
farkli ¢oziimleri varsa bu durumda n tuhaf say1 olmayacaktir. a®> — 1 = (a — 1)(a®> + a + 1) = 0 (mod n)
oldugundan a? +a+ 1 =0 (mod n) denkliginin 1’den farkh ¢oziimii yoksa n tuhaf sayidir. p | n olan bir p
tek asal sayisi icin

2a + 1)°
a2+a+1EWEO (mod p) = (2a +1)*= -3 (mod p)

olur. Yani —3, p modunda karekalandir. p # 3 icin

()= s = (3= ()= (3) =

Dolayisiyla p = 1 (mod 3) olmahdir (3 modundaki 0 haricindeki tek karekalan 1’dir). Siklara bakarsak,
61 = 1 (mod 3)’diir. Dolayisiyla a® + a +1 =0 (mod 61) denkliginin 1’den farkl ¢oziimii vardir.

63=9-7dir. a> +a+1=0 (mod 7) denkliginin 1’den farkh ¢oziimii vardir. a = 1 (mod 9) ve a = ag # 1
(mod 7) ¢oziimiint alirsak ikisinden elde ettigimiz ¢6ziim 63 modunda 1 kalam vermeyecektir. Dolayisiyla
63 de tuhaf say:1 degildir.

65 = 5-13’diir. Benzer sekilde a®>+a+1 =0 (mod 13) denkliginin 1’den farkl ¢éziimii vardir. a = 1 (mod 5)
¢Oziimiinii ve mod 13’den gelen 1’den farkli ¢oziimii birlestirirsek 1’den farkli bir ¢oziim elde ederiz. 65 de
tuhaf say1 degildir.

67 asal sayrdir ve 67 =1 (mod 3) oldugundan tuhaf say1 degildir.

69 = 3-23'diir. a®> 4+ a +1 = 0 (mod 23) denkliginin ¢oziimii yoktur ciinkii 23 = 2 (mod 3)’diir. Ayrica
a?+a+1=0 (mod 3) denkliginin de tek ¢dziimii a = 1 (mod 3)’diir. Dolayisiyla buradan a = 1 (mod 69)
haricinde ¢6ziim elde edemeyiz. Dolayisiyla bir tuhaf sayidir.

Daha genellegtirirsek p | n olacak sekilde 3k + 1 formatinda bir tek asal say1 yoksa n tuhaf sayidir.
2?2 —x+1 =193 ve y? — y = 23 egitliklerinin her ikisini de saglayan kag farkl (x,y) gercel say1 ikilisi vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Coziim 1:

Yanit:

denklemleri x = —1 icin ¢oziilemedigini gorelim ardindan ilk denklemi = + 1 ile carpalim. ayni zamanda
y = 0 icin ¢oziim olmadigini da gorelim.

2% = y3.(x + 1) — 1 bulunur. 2. denklemde yerine koyup x i yalniz birakirsak
-y +yt—y+1
xr =
Y3

B N 1\ 2 —B3g? - 1
( vty —y+ > _< y oy -yt )+1:y3dﬁzenlersek.

olur bunu 1. demklemde yerine koyalim

y? y?
y? — 3y% + 3y° — 4y* + 5y° — 3y% + 2y — 1 = 0 bulunur.
Carpanlarina ayirirsak ;

(y—1).(¥ +y" +y® — 205 +y* —3y3 +2y%2 —y +1) = 0 olur. y # 1 icin Asagidaki reel sayilardan reel sayilara
P(z) polinomunu tanimlayalim ve daima pozitif oldugunu ispatlayalim.

P(x) =28 + 27 + 25 — 22° + 2* — 323 4+ 222 — 2 + 1 olsun. Tiirev yardimiyla isaret tablosu yapilirsa global
minimumunun olacag goriiliir. Bu say1 m reel sayis1 olsun.

Pm)=m®+m"+m® —2m®> + m*+3m?>+2m?> - m+1=a

P'(m) = 8m" + TmS + 6m® — 10m* + 4m> —9Im? +4m -1 =0

517


https://geomania.org/forum/index.php?topic=6840.0

28. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agama Sinavi - 2020 geomania.org

8P(m) — P'(m) = 8a = 8m® +m" + mS — 22m® + 18m* — 28m3 + 25m? — 12m + 9 = 8a olur.
1) 25m2 — 28m? > 0

2) 18m* — 22m® > 0

3) 8m® +m” +mb — 12m + 9 > 0 olduklarini gostermeliyiz.

Tk olarak 3) ii ispatlayalim.

Reel sayilardan reel sayilara

Q(z) = 82% + 27 + 2% — 122 + 9 polinomunun daima pozitif oldugunu gosterelim.

Q'(z) = 642" + 72° + 62° — 12 olur.

R(z) = 8Q(x) — zQ'(x) olarak tammlayalim.

Q' (z) = 0 yapan tek deger vardir o da Q(z) i global minimum yapan degerdir. (Tiirev ile ispatlanabilir.) Bu
deger n olsun. Q(n) = b ise

8Q(n) —nQ'(n) =n" + 2nb — 84n + 72 = 8b olur.

R(z) fonksiyonu 0 < x < 1 igin azalandir. ¢iinkii R'(z) = 72° + 122° — 84 olur ve 725 + 122° daima artan
oldugundan 0 < z < 1 i¢in R/(z) < R’(1) < 0 bulunur. O halde

R'(0,7) ve R'(0,8) in yaklagik degerlerinin hesaplanmasindan yardim alarak 0,7 < n < 0,8 elde edilebilir.
R(0,8) > 0 ise

R(n) = 8b > 0 yani b > 0 olur @ polinomunun daima pozitif oldugu gésterilmis olur.
R(0,8) = 22,3340032 oldugundan ispat biter.

1) ve 2 egitlikleri sadelestirilir ve incelenirse m < 0,81 olmasinin gerektigini gostermenin ispati bitirecegi
goriiliir.

P’(0,81) = 0,055 >0, P'(0,8) = —0,129 < 0 olur. o halde 0,8 < m < 0,81 olur. Ispat biter.

Bu ispatlanan 3 esitsizlik yardimiyla 8P(m) — P'(m) = 8a = 8m® + m” + m5 — 22m® + 18m* — 28m3 +
25m? — 12m + 9 > 0 bulunur. @ > 0 yani P polinomunun minimum degeri pozitif olur. Buna gére P(y) = 0
denkleminin ¢oziim kiimesi bog kiime olmaldir.

y = 1 ¢oztimii bulunduguna gore 2. esitlikte yerine koyalim.
y? —y=12—-1=23=0ise x = 0 olunur ve bu 1. esitligi de saglar.

(0,1) tek ¢ozlimii olur.
Coziim 2:

x#0vey#0iginy=uat,te R reel sayist vardir.
22—z +1=23

22t? — xt = 23 olur.
2

2. esitlik diizenlenirse t.(zt — 1) = 22 yani ot — 1 = x? olsun.

1. egitlikte diizenlemeler yapalim.
2?2 —x =233 — 1 = (xt — 1).((xt — 1)% + 3at)

2 4
5 ¢
¢ —x=—.(—5 + 32t
t (t2 )
22t — 2t = 25 + 323¢3 buradan
6
T

3 o
313+ 22 —2x

1. egitlikte bunu yerine koyarsak

22 — 2 +1).(=32% + 22 — x) = 2° her iki taraf x # 0 kabulunden dolay1 = e béliiniirse

( y

(22 — 2+ 1).(=32% + 2 — 1) = 2% esitligin sag tarafi pozitif fakat sol tarafi daima negatif olacagindan dolay1

celigki elde edilir.
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Diskriminant negatifse 2. derece polinomlarin bagkatsayisi pozitif olup olmadigim belirler.
1. carpan Ay = (—1)2 — 4.(1).(1) = =3 < 0 olur. Daima pozitiftir.

2. garpan Ay = 12 — 4.(=3).(—1) = —11 < 0 olur. Daima negatiftir.

O halde celigki ispatlanir. = 0 olmalidir veya y = 0 olmalidir.

a) z =0 igin 02 — 0+ 1 = y3 buradan y = 1 elde edilir. 2. esitligi de sagladig1 goriiliir.

b) y = 0 igin 02 — 0 = 2® buradan x = 0 gelir ancak 1. esitligi (0,0) saglamaz.

Buradan tek ¢oziim (0, 1) olarak bulunur.

Coziim 3:

22 — x + 1 ifadesini tamkare yaparsak

4o? —dr+4=22 - 1) +3=4>>0=y >0

bulunur. y =1 igin (z,y) = (0, 1) ¢oéztimii geldigi goriilebilir.

1>y >0ise

P =y’ —y=yly-1)<0=2<0

bulunur.
—rtl=y<l=a(-1)<0
bulunur. < 0 oldugundan = — 1 < —1 < 0’dir. Dolayisiyla ¢arpimlar: pozitif olmahdir. Celigki.
Geriye kalan tek durum y > 1 durumudur.
B=y—y=yly—-1)>0=2>0
bulunur.
Porx+l=y>1=2@-1)>0
elde edilir. z > 0 oldugundan z — 1 > 0 olmalidir. Buradan = > 1 elde edilir. Simdi « ve y’i birbiriyle
kiyaslayalim.

i) x = y ise 22 — 2 + 1 = 23 bulunur. Bu denklemden (z — 1)(22 + 1) = 0 elde edilir. x = 1 i¢in y = 1
olmalidir fakat ikinci denklem saglanmaz. Celigki.
1) x >y ise
V' -y=2">y"= 0>y’ —y+1)

bulunur. y > 1 oldugundan y ve y? — y + 1 ifadeleri pozitiftir, carpimlar: da pozitif olmahdir. Celigki.
i) T <y ise

ot l=y>23=20> (- 1)(2*+1)
olur. z > 1 ve 22 + 1 > 0 oldugundan carpimlar da pozitiftir. Celigki

Dolayisiyla ¢oziim gelen tek durum y = 1 durumudur, (z,y) = (0,1) tek ¢oztimdir.
Cozim 4:

Ik denklemde her tarafi z +1 ile carparak y°(z +1) = 23+ 1 bulunur. Ikinci denklemden 23 +1 = y2—y+1
oldugunuda biliyoruz. Zaten x3 = y? — y’den = = /y? — y oldugu barizdir. Bunu kullanarak iki denklemi

birlegtirirsek
VWV -y+ )=y —y+ 1=y (V2 —y) =~y - D> +1) ve
yOy-D =~ +1)° (y-1)°
elde edilir. y = 1 bir ¢oziimdiir. y # 1 ise y — 1 ile sadelestirmeyle y'® = —(y — 1) - (y* + 1)? elde edilir. Sol
tarafin > 0 sag tarafin < 0 oldugu agiktir. 0 durumu i¢in herhangi bir kesigim olmadigida aciktir. Buradan

¢Ozlim gelmez. y = 1 durumunu ilk denklemlerde denersek x = 0’in tek ¢oziim oldugu agiktir. Denklemin 1
¢Ozimi vardir.
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Her birinin uzunlugu 1 olan n tane kapali dogru pargasinin bilegimi [0, 28] dogru pargasina egittir. Bu dogru
parcalarinin her birinde, diger n — 1 dogru pargasinin higbirinde bulunmayan en az bir nokta varsa, n en
fazla kag olabilir?

a)28 b)34 c)41 d)48 e) 54

Coziim:
Yanit:

~54d smmek verelim. 0,1, |2, 15[, (1,2, (15,22 ], 23], 125,26], 252,265 |, [26,27)
n = urumuna érnek verelim. [0,1], | 2,171, [1,2], |17,27], [2,3],...,[25,26], 10267 26,27,
[26?1, 272} , [27,28] araliklar istenen ozelliktedir.

Seceneklerde 54 ten daha biiyiik bir deger olmadigi i¢in bu érnek simdilik yeterlidir. n > 54 olamayacaginin
ispatin1 bulursak ¢oziime ekleyelim.

Not: Bu verdigimiz 6rnege gore genel olarak, [0, m] aralig1 i¢in istenen ozellikte 2(m—1) tane dogru pargasinin
secilebilecegi gortilmektedir. (m > 2 bir tam say1).

Uzayda bir D diizlemi iizerinde gakigik veya dogrusal olmayan A, B ve C noktalari aliniyor. Bu {i¢ noktadan
gecen O merkezli bir kiire tizerindeki P ve @ noktalar igin |PA| = |PB| = |PC| = 30 ve |QA| = |QB]| =
|QC| = 40 ise, O noktasinin D diizlemine uzakhg kagtir?

a) 6 b) 7 c)8 d)9 e) 10
Co6ziim 1:

Yanit: E

Kiirenin yarigapim R ile gosterelim. O noktasindan ABC ii¢ggeninin diizlemine inilen dikme ayagi N olsun.
|ON| = 2 uzunlugunu bulmaliyiz. (ABC {iggeni gesitkenar olabilir, egkenar olmak zorunda degildir). N
noktasmin, ABC' iiggeninin ¢evrel cemberinin merkezi oldugunu kanitlayalim:

|AN|? = |AO|?> — |ON|?> = R? — 22, |BN|?> = |BO|> — |ON|?> = R? — 2%, |OCN|? = |CO|?> — |ON|?> = R? — 2*
oldugundan |AN| = |BN| = |CN| = a dir. Yani N noktasi, ABC ii¢geninin cevrel ¢emberinin merkezidir.

ON dogrusunun kiireyi kestigi noktalar, problemde ifade edilen P ve @ noktalaridir. |PA|? = |[PN|?+|AN|?
ve |QA|? = |QN|? + |AN|? oldugundan |PN| < |QN| dir. Bu esitlikleri
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a® 4+ (R — x)* = 302

a® 4+ (R + x)? = 402

olarak ifade edebiliriz. Taraf tarafa toplayarak ve c¢ikararak

2(a® + R* + 2*) = 502 (1)

4Rz = 700 (2)

esitliklerine ulagirz. Ayrica ONC' dik tiggeninde

R*=2%4ad? (3)

olup (1) ve (3) ten R = 25 bulunur. Bu degeri (2) de yazarsak x = 7 elde edilir.
Not: ABC iiggeninin ¢evrel cemberinin yarigapt da a = 24 olur.

Coziim 2:

Kiirede ¢ap1 goren cevre agidan dolay1 m(P/B\Q) = 90° dir. PBQ, 3k — 4k — 5k 6zel dik i¢cgeni oldugundan
|PQ| = 2R = 50 dir. Boylece kiirenin yarigapt R = 25 tir. Yine PBQ dik iiggeninde Oklid’in dik kenar
bagmntist uygulanirsa |[PB|? = |PN| - |PQ| = 302 =50 |PN| dir. |[PN| =18 olup |ON|=25-18 =7
elde edilir.

Pozitif bolenleri toplami 8 ile tam boliinmeyen bir pozitif tam sayiya ozel say1 diyelim. Her biri 6zel say1 olan

en fazla kag ardigik pozitif tam say1 vardir?
a) 6 b) 7 c)8 d)9 e) 10

Coziim:

Cevap:

Oncelikle; n = —1 (mod 8) olmak iizere, hichir n sayisinm 6zel say1 olmadigim gosterelim. Bir tam kare
8 modunda 0,1,4 degerlerini alabilir. On kabulden dolay1 n cift carpan icermediginden n’nin ¢ift dereceli
asal ¢arpanlar1 8 modunda sadece 1 degerini alabilir. Bu yiizden ¢ift dereceli asal ¢arpan sayisinin bir 6nemi
yoktur. n asal sayiysa 0zel say1 olamaz. n’nin tek dereceli 2 asal ¢arpani varsa bunlar 8 modunda 1, —1 veya
3, —3 degerlerini alabileceginden yine 6zel say1 olamaz. n’nin tek dereceli en az 3 asal garpan varsa zaten
ozel say1 olamaz. Sonug olarak, en fazla 7 ardigik 6zel say1 olabilir. [3(8 — 1)2 — 3,3(8 — 1) + 3] = [144, 150]
araligindaki ardisik sayilar 6rnek olarak gosterilebilir.

3
x ve y gercel sayilar olmak iizere 2% — 2y? = 3 ise, 24 — y ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger nedir?
1

1 1
a) ~1 b) ~3 c)0 d) 3 e) 1
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Coziim:

Cevap:

3
22 =292 + 3 ifadesinin karesini alalim ve istenilen ifadede yerine yazalim,

2 2 2
3 3 3 9
e () et ow= () v=wt e v
3y? 9
olur. f(y) = 4y* + % —y+ 61 fonksiyonu tamimlayalim.

fly)=16y"+3y—1=(dy —1)(4y° +y + 1)

1 1 1
buluruz. f/(y) = 0 denkleminin tek ¢oziimii y = i’diir. y > 1 icin f'(y) > 0vey < 1 i¢gin f'(y) < 0 olur

1 1
yani y = 1 yerel minimumdur. f fonksiyonu en kii¢iik degerini y = 1 icin alir.

1
(3) -0
21
oldugundan minimum deger @ bulunur. Esitlik durumu (z,y) = <\f

5 4) degerlerinde saglanir.

12 x 12 bir satranc¢ tahtasinin 71 birim karesi isaretlenecektir. Bu islem, ortak bir kenar paylasan isaretli iki
birim kare bulunmayacak sekilde kag farkli bicimde yapilabilir?

a) 132 b) 136 c) 140 d) 144 e) 148
Coziim:

Yanit:

Cevap: 148.

Satrang tahtasini 36 tane 2 x 2 kareye bolelim. Bu 2 x 2 karelerin 35 tanesinde iki birim kare, 1 tanesinde ise
bir birim kare isaretlenecektir. Iki isaretli birim kare icerecek 2 x 2 karelere normal, bir adet isaretli birim
kare icerecek 2 x 2 kareye ise Ozel kare diyelim. Normal karelerin herhangi birinde isaretli birim karelerin
secimi kalan biitiin normal karelerdeki igaretli birim kare se¢imlerini tek tiirlii belirliyor. Normal karelerde
sag ustteki ve sol alttaki birim karelerin isaretledigini varsayalim. Geriye kalan 6zel karedeki igaretlenecek
birim kare, 6zel kare sol tist ve sag alt kosede ise 3, degilse 2 farkli bigimde segilebilir. Buna gore, toplamda
2-(34-2+4 2-3) = 148 farkh isaretleme yapilabilir.

Kaynak: Tiibitak 28. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2020
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AB || CD olan bir ABCD yamugunda |CD| = 6, |[AC| = 3v2 + V6 ve |BC| = 2v/3 + 2 egitlikleri
saglanmaktadir. m(D/A\C’) = m(D/@) ise, |AB| kagtir?
a) 3 b)v5 ¢)v3 d)v6-1 e) 2

Coziim 1:

Cevap:

A noktasindan gegen ve BC’ye paralel olan dogru C'D’yi E’de kessin. ABCE paralelkenardir ve m(@) =
2v/3 + 2

«Q, m(@) = [ dersek, acilar sekildeki gibi olur. ABC ve ADC ii¢genlerinde siniis teoreminden —
sin «v

2 AD —
?T\[—’_ Vo ve — 6 = | | elde edilir. Bu iki esitlikten |AD| = 2+/6 bulunur. m(AED) = a+
sin (a + 5) sin(a+ )  sina
oldugundan AED ile CAD benzerdir.

|DE|  |AD| :>6—x_2\/(§:>m_2
|AD| ~ |DC| 276 6 -

bulunur. |[AB| = 2’dir.

Coziim 2:

DA ile BC dogrular1 E noktasida kesigsin. ZDAC = /DCB = LCAE = ZABC — LAEC = LCAB
olacaktir.

Buda AC? = BC'-EC olmasim gerektirir. AC' = v6(v/3+1) ve BC = 2(\/§+1) oldugu icin EC' = 3(v/3+1)
ve AE =+/3+1. AB: DC = EB : EC oldugu i¢in AB = 2 elde edilir.

Kag farkl p asal saysi icin 29711 — 1 sayis1 p ile tam boliiniir?
a) 2 b) 4 c)6 d) 8 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

Oncelikle p # 29 oldugunu gorelim. Dolaysiyla (p, 29) = 1 olacaktir. 29! = 1 (mod p) oldugundan
207t —1=29 —1=0 (mod p)

olacaktir. 292 —1 = (29 —1)(29+ 1) = 23-3-5-7 oldugundan p = 2, 3,5, 7 olabilir. Buradan | 4 | farkh p asal

bulunur.
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Pozitif tam sayilar kiimesi Z* ile gosterilmek iizere, bir f : ZT — Z* fonksiyonu f(1) = 1 ve her n € ZT
icin
FTn 1) = fn), f(Tn+2)=2f(n), F(Tn+4)=4f(n)
esitliklerini saglamaktadir. Buna gore f(3900) kagtir?
a)16  b)32 c)64 d)128 ) 256

Coziim:

Cevap:

3900 = 7- 557 4+ 1 oldugundan f(3900) = f(557) bulunur.
557 = T7-79 + 4 oldugundan f(557) = 4f(79) bulunur.
79 =7-11+ 2 oldugundan f(79) = 2f(11) bulunur.

11 =7-1+4 oldugundan f(11) = 4f(1) = 4 bulunur. Buradan f(3900) = f(557) = 4f(79) = 8f(11) = 32
elde edilir.

7 farkli top 5 farkli kutuya, en az 2 kutu bos kalacak bicimde kag farkli sekilde dagitilabilir?
a) 19325 b) 19675 c) 19855 d) 20015 e) 20185

Cozim:

Cevap:

5
2 kutu bos, 3 kutu doluysa (2> = 10 farklh sekilde bog kutular secilir. Her topun gidebilecegi 3 yer vardir.

37 durum gelir ama kutularin 3 tanesinin veya 4 tanesinin bos olabilir. 37 — (i) 27+ <g) 17 = 1806 olur.
10 farkl gekilde bog kutular: segmisgtik 18060 farkli dagitim yapilir.

5
3 kutu bos, 2 kutu doluysa <3> = 10 farkl sekilde bos kutular secilir. Her topun gidebilecegi 2 yer vardir
ama hepsi ayn1 kutuya gidemez. 27 — 2 = 126 olur. 126 - 10 = 1260 farkl dagitim yapilir.

5
4 kutu bos, 1 kutu doluysa (4) = 5 farkli gsekilde bog kutuyu segeriz ve tiim toplar son kutuya verilir. 5

farkl dagitim yapilabilir.
Tim durum: 18060 + 1260 4+ 5 = 19325 bulunur.

Cesitkenar bir ABC ii¢geninin [BC|] kenarn iistiinde |BD| = |EC| < |BE] olacak sekilde D ve E noktalar

B
aliniyor. |AB| = 3|AD| + |AE| ve |AC| = |AD| + 3|AE] ise, ||D§|| kactir?

a)b b) 6 c) 7 d) 8 e) Higbiri
Cozim 1:

Cevap: @
|BD| = |EC| = a ve |[ED| = b diyelim. |AD| = x ve |AE| =y ise |AB| = 3z +y ve |AC| = 3y + x olacaktur.
ABE ve ACD figgenlerinde Steward teoreminden,

b(3z +y)? + ay? 3
a+b

b(3y + x)? + ax?
a+b
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olur. Taraf tarafa gikartirsak,

b((Bz+y)> — By +2)?) —a(z? —y?) _ (8b—a) (2% —9?) SRR RN 8v—a | oo,
a+b a+b a+b
et . o . . . 2a+b 8
elde edilir (Uggen cesitkenar oldugundan = # y olur). Bizden istenilen oran, i 8 olur.

Coziim 2:

Stewart yerine yiikseklik ile alakal formiilii kullanarak da sonuca gidebiliriz.

A dan BC ye inilen yiiksekligin ayagi H olsun.

AB? — AC? = BH? — GC? ve AD? — AE? = DH? — HE? esitlikleri elde edilir. Taraf tarafa oranlarsak
AB? — AC? BH? - H(C? _ (BH+HC)(BH—-HC) BC . (BD+ DH)—- (CE+ EH)

AD? — AE?  DH? - HE? (DH+HE)(DH - HE) DE DH — EH
e AB%? - AC? BC
BD = CF esitligini kullanirsak 1D —AE: — DB
AB =3AD + AE ve AC = AD + 3AF esitliklerini de yerine yazarsak
BC  (4AD 4 4AF)(2AD — 2AFE)

DE AD2? — AFE?

=38

@ Kac tane n pozitif tam sayisi icin n3 sayisinin rakamlar1 toplami 4n sayisina esittir?
a)l b) 3 c) b5 d) 7 e)9

Cozim:

Cevap:

n® = ajay...a; diyelim. m sayisinin rakamlari toplamina s(m) dersek, s(n®) = aj + az + -+ + a;’dir.

a; sayllar birer rakam oldugundan s(n®) = 4n < 9k’dir. Ayrica n® > 10¥~! oldugundan 4n > 4 - 105
olacaktir. Buradan o1
9k >4-1073

elde edilecektir. Ifadenin sag tarafi listel fonksiyon, sol tarafi ise polinom oldugundan k arttinca esitsizlik
bozulacaktir (10§ > 2 oldugundan sag taraf gok hizli biiyliyecektir). Ufak degerleri denerse, £ > 4 icin
esitsizligin saglanmadig: goriiliir. Yani en fazla 3 basamakli tam kiipler denenmelidir. Bunlar ise 1, 8,27, 64, 125,
216,343,512, 729’dur. Bunlardan sadece 8 istenileni saglar. Yani, sart1 saglayan tek say1 n = 2’dir.
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Bir (an)iozol gercel say1 dizisi a3 = 3 ve her n =1,2,...,99 igin

Api1 =0p +1—
n—+ n n2+n

esitligini sagliyorsa, a; + 2ag + - - - + 100a19¢ toplami kagtir?
a) 335850 b) 338505 c) 338550 d) 383505 e) 383550

Cozim:
Cevap:
~~ . 2 . . . 2 2 2 .
Oncelikle ———— ifadesini basit kesirlere ayiralim. —— = — — oldugundan
n2+n n2+n n n+1
1 2 N 2
pi1 —Qp=1— —
+ n n+1l

olacaktir. n <99 icin n yerine 1,2, ...n yazip taraf tarafa toplarsak

2 2
Ap41 — A1 =N 1 + 1 any1 =n+1+ 1

2
elde edilir. Yani n =1,2,...,100 i¢in a,, = n + — olacaktir.
n

100 100 100
Znan = Z:(n2 +2) =200+ ZnQ
n=1 n=1 n=1
n H@2n+1 y o 100 - 101 - 201
olacaktir. » k2 = nin + )6( ntl) oldugundan istenilen toplam 200 + — % 338550 elde

edilir.

Bir cember etrafina yazilmig olan sifirdan farkli 200 say1, komsu sayilar farklh renkte olacak sekilde kirmiz
ve beyaz renge boyanmigtir. Her kirmizi say1 iki komgusunun ¢arpimina, her beyaz sayi ise iki komgusunun
toplamina egittir. Buna gore bu 200 sayimin toplami kagtir?

a)60 b)65 ¢)70 d)7  e)80

Cozim 1:

Cevap: @

1 1
Her kirmizi boyali say1 1 ve her beyaz boyali say1 3 olursa kosullar saglanir, kirmizi ve beyaz boyali 100

1 1 1-2 1 2+1 3 3
tane say1 vardir, toplam da 100-(5—&—7) =100-(=—+-) = 100-(%) =100- - :25-4-1 =25-3=175

4 2:2 4 4
elde edilir.

Cozim 2:

Cevap: @

Yukaridaki ispat sinav sirasinda Ogrenciler tarafindan test taktigiyle her kirmizi ve beyaz boyali sayilarin

kendi icinde es olmasiyla 222 = z ve z sifir olmadigindan 5 olarak bulunabilir. Lakin daha akla yatar bir
¢Ozim verelim.

a1 = x,as = xy, a3z = y olsun. Buna gore
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olarak elde edilir ve bundan sonra ag = = oldugundan dizi periyodik bir hal alir. Yani 8lik bir tekrar bulduk.
0 zaman

8

Toplam = 25 (Zm) =25(x+ey+y+ty—osy+l—c+l—c—yt+aoy+l—y+ax—2y)=253="75
i=1

olarak bulunur.

@ Bir ABC {iggeninde A kosesinden ve [BC] kenarinin orta noktasindan gegen dogru ABC' iiggeninin ¢evrel
cemberini ikinci kez D noktasinda kesmektedir. |AB| = 15, |[BC| = 24 ve m(m) =2 m(B/C\D) ise, | DC|
kagtir?

a)9 b)l0 ¢)12 d)14 e)15

Cozim 1:

Cevap:
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AB kenarmm uzatip B tarafinda |BE| = 12 olacak sekilde bir nokta segelim. Agilar1 yazarsak ekteki gibi
EM EB

olur. EBM ve AMFE benzerdir. Benzerlikten ||AE|| = |AM|| olur, buradan |M A| = 18 elde edilir. ABM ile

CDM benzer oldugundan

©D| _|MC| _|CD| 12 B
AB| M4 T 15 13 [PI=10

bulunur.

Cozim 2:

Yanit: .

B noktasindan gecip C'D ’ye paralel olan dogru AM yi F' de kessin. BF' dogrusu ZABM nin aglortayidir.
AF = 5pve FM = 4p diyelim. FM = M D oldugundan AM = 9p ve M D = 4p dir. M noktasinda kuvvetten
36p? = 144 <= p = 2 bulunur. Dolayisiyla AB/CD = 15/CD = BM/MD = 12/8 oldugundan CD = 10
dur.

k2 k
n =15,7,11,13,121 degerlerinden kag tanesi icin KA 3k+5 tam say1 olacak sekilde k tam sayis1 bulunmaz?
n
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Cozim:

Cevap:

Bizden k% + 3k +5 = 0 (mod n) olacak sekilde k& tamsayisi olup olmadigini bulmamiz isteniliyor. Verilen
degerlerin hepsi tek say1 oldugundan n’yi tek say1 olarak degerlendirebiliriz. Dolayisiyla

4k* +12k4+20= (2k+3)*+11=0 (mod n)

olmasi yeterlidir. —11, n modunda karekalandir. Oncelikle n = 11 i¢in karekalan oldugu barizdir fakat n = 121
i¢in karekalan degildir. Cliinkii (2k + 3)? = 0 (mod 11) ise (2k + 3)2 = 0 (mod 121) olacaktir. n = 5,7,13
igin de karekalanlar: hesaplamak kolaydir. n = 5 igin karekalandir fakat n = 13 ve n = 7 i¢in —11 karekalan
degildir. Dolayisiyla sadece n = 7,13, 121 i¢in verilen ifadeyi tam say1 yapan bir k£ tamsayis1 bulunmaz.

a ve b gergel sayilar olmak tizere,
ot — 2 4 (a+b—2)2? + (b—2a)x + ab

7T 717 5
polinomunun 4 farklh gergel kokii varsa, 4a+b toplami 6126 8 ve 3 degerlerinden kag tanesini alabilir?
a)l b) 2 c) 3 d) 4 e)5

Coziim:

Cevap:

Verilen ifadeyi iki tane ikinci dereceden polinomun c¢arpimi olarak yazmaya galigalim. Sabit terim ab oldugundan
(22 + mz + a) (2 + nx + b) olarak ayiracagimizi tahmin edebiliriz. Bu ifadeyi acip terimleri esitlersek m = 1
ve n = —2 bulunur. Yani ifadeyi

(22 + x + a)(z® — 2z +b)

olarak carpanlarina ayirabiliriz. 4 farkli gercel kok oldugundan bu garpanlarin ikiser tane farkli kokii ol-
malidir. Yani diskriminantlari pozitiftir. Buradan 1 > 4a ve 1 > b bulunur. Taraf tarafa toplarsak 2 > 4a+b
elde edilir. Verilen degerlerden 3 tanesi bu sart1 saglar.
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Not: Bu ¢oziimde “Ya bu iki garpanin ortak kokii varsa?” sorusu sorulabilir fakat toplam 2’den net bir
sekilde kiigiik oldugundan, sonsuz (a, b) ¢ifti olacaktir, bunlarin arasinda ortak kok olmayacak gekilde a ve b
reel sayilarini bulabilecegimiz barizdir. Ama tam kanit istiyorsaniz esitligi saglayan 6rnek (a, b) ciftleri bulup
ekleyebilirsiniz :D

Bir siraya dizilmig 58 clicenin 29 tanesinin kavugu kirmizi, diger 29 tanesinin kavugu ise beyaz renktedir.
Baglangicta dizilis nasil olursa olsun, en fazla k tane kirmizi ve en fazla k tane beyaz kavuklu ciiceyi siradan
cikartarak sirada kalan farkli renkte kavuga sahip en fazla bir ardigik clice ikilisi bulunmasi saglanabiliyorsa,
k en az kagtir?

a) 14 b) 16 c) 18 d) 20 e) 24
Coziim:

Cevap:

58 kisiyi ilk 29 ve son 29 olarak iki gruba ayiralim ve genelligi bozmadan ilk grupta kirmizi kavuklular daha
fazla olsun, ilk gruptaki beyazlarin rengi dolayisiyla 14 veya 14ten kiigiik olacak ve ikinci grupta da kirmiz
kavuklular 14 veya 14ten kiigiik olacak dolayisiyla k = 14 olursa ilk gruptan tiim beyazlari, ikinci gruptan
tiim kirmizalan gikartirsak yalniz bir ardigik farkli renkli kavuk sahibi ciice ikilisi olur.

k = 13 icin KBKBKBKB ... KBKDB dizilimini ele alalim. 29 tane KB var ve her siligte bir tanesini
silebiliriz dolayisiyla elimizde en az 3 KB kalir ve kosul saglanmaz.

Kéoseleri O merkezli w gemberi tizerinde yer alan bir ABC' D karesi veriliyor. [C' D] kenarmin orta noktasindan
gegen bir dogru w ¢emberinin kiigiik CD yaym K'de, kiigiik AD yaymi L noktasinda kesiyor. m(fO\L) =
120° ise, m(m) kactir?

a) 15° b) 20° c) 22,5° d) 25° e) 30°

Cozim 1:

Cevap:
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AD kenarinin orta noktasi F olsun. EF dogrusu kiigiik C D yaymi K’ noktasinda, kiigiik AD yayimni ise L' nok-
tasinda kessin. Karenin bir kenarina 2z dersek, cemberin yarigapt v/2 ve |DE| = |[EC| = |DF| = |FA| =z
olur. K’ ve L', OD’ye gore simetrik oldugundan |L'F| = |K'E| = y diyebiliriz. Cemberde kuvvetten,
|AF||FD| = |L'F||FK'| olacaktir. Buradan, 22 = y(y 4+ 2v/2) elde edilir. Bunu, y’ye bagh ikinci dereceden
6 — 2

denklem olarak yazip, diskriminant ile ¢oziimiinii bulunursak, y = M elde edilir. |I'K’| = xv/6
elde edilir. OL' K’ ticgeninin kenarlar zv/2 — zv/2 — £/6 oldugundan m([TO-?’) = 120° bulunur. Yani K
noktasi ile K’ noktasi cakigiktir (Eger degillerse soru hatali olacaktir, o ylizden ispatlama geregi duymadim).
m(KOC) = 30° olacagindan (simetrik oldugundan m(KOC) = m(LOA) olmalidir) m(K DC) = 15° bulu-
nur.

Not: Soru igerisinde de bahsettigim gibi aslinda klasik bir sinav olsaydi, bu ¢éziim tam bir ¢6ziim olmazdi
¢linkii neden K = K’ olmasi gerektigi ispatlanmamig. Test mantig1 ile K ve K', sorudaki sartlar sagladig:
i¢cin K’ = K olmaldir ¢iinkii olmasaydi bariz bir sekilde m(K DC) # m(K'DC) olacakt1.

Coziim 2:

CD’nin orta noktast E' ve karenin bir kenar1 2z olsun. O’dan C'D’ye inen dikme ayaginin E oldugu agiktir.
|OE| = z ve OL yaricap oldugundan |OL| = 2+/2 bulunur. m(LEO) = « olsun, OEL iicgeninde siniis

2 —
teoreminden — T x dan a = 45° bulunur, OFL’de {i¢genin i¢ agilar1 toplamindan m(LOE) =
__sin 30° sin o

105° ve m(KOFE) = 15° bulunur, m(&)\E) = 45° oldugundan m(m) = 30° bulunur ve aym yay1
gordiiklerinden m(KOC) = 2m(KDC) = 30° den m(K DC) = 15° bulunur.

Cozim 3:

D(C'nin orta noktasi F olsun. OF | DC oldugu agiktir. EOC ikizkenar dik ticgendir. LO Nw = T olsun.
LT gap oldugundan OKT eskenar iiggendir. OFK {icgenini, OK kenari OT kenan ile cakisacak ve E
noktast OKT iicgeninin i¢ bolgesinde kalacak gekilde tagiyalim ve E noktasinin yeni konumuna L diyelim.
OLD ficgeninin eskenar oldugu agiktir. ZOLT = 30° oldugundan LT, OKT ii¢geninde simetri eksenidir.
|OL| = |LK|’dir. OLK ve DOE ficgenlerinin eg oldugu goriiliir. Agilar yazilirsa istenen a1 15° elde edilir.

a,b,c € {1,2,...,29} olmak iizere,
a® 4+ b8 + ¢ — 2021
29

ifadesinin bir tam say1 olmasini saglayan kag farkh (a, b, ¢) tglisi vardir?
a) 812 b) 832 )83 d)839 )84l

Coziim:

Cevap:

a® + b8 + " = 2021 = 20 (mod 29) olacak sekildeki (a, b, ¢) iicliilerinin sayis1 aranmaktadir. Eger 2% = ¢°
(mod 29) ise z = y (mod 29) oldugunu gosterirsek, her farkli a degeri igin a® degeri {1,2,...,29} kiimesinin
farkli bir elemani olacagin gostermis oluruz (birebir ve orten olacaktir da diyebiliriz), dolayisiyla her (b, ¢)
cifti icin tam olarak 1 tane a degeri olmus olur. (b,c) ciftlerinin sayis1 292 = 841 oldugundan cevap 841
bulunur.

Simdi z° = ¢° (mod 29) ise x = y (mod 29) oldugunu gosterelim. Eger z veya y’den en az biri 0 ise
ispatlanacak bir sey yoktur. Ikisi de 0’dan farkl ise

(;)5 =1 (mod 29)
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olacaktir. — = z (mod 29) olacak sekilde bir z vardir. Eger z = 1 oldugunu gosterirsek ispat biter. Yani

x
Y
2> —1 =0 (mod 29) denkleminin tek ¢oziimiiniin z = 1 oldugunu gostermeliyiz. Bunu gostermek igin ilk 14
saymin 1 veya —1 olmadigim (1’in kendisi haricinde) gostermemiz yeterlidir ¢iinkii 14’den biiyiik degerler

icin 2° = —(29 — 2)% olacaktir. Gergekten de hichir deger icin saglanmadigindan z = 1 tek ¢oziimdiir.
Dolayisiyla cevap 841’dir.

Not: Aklma ilk olarak 14 sayiy1 denemek geldigi icin denersek gikar yazdim ama bu biraz uzun bir yol
olabilir. Eger kisa bir ¢oziimiinii eklerseniz sevinirim.

n sayisiin 2041, 2042, 2043, 2044 ve 2045 degerlerinden kag tanesi icin,
P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=2021 ve P(m)=n

olacak gekilde tam say1 katsayili bir P(x) polinomu ve m tam sayist bulunur?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Coziim:

Yanit:

P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = 2021 oldugundan Tam say1 katsayih bir Q(z) polinomu igin P(z) =
Q(z)(x —1)(x — 2)(x — 3)(x — 4) + 2021 olarak yazilabilir. Ardigik k& tane tamsayinin ¢arpimu k! ile boliiniir.
Dolayisiyla z tamsayisi i¢in (z — 1)(z — 2)(z — 3)(x — 4) ifadesi 24 ile tam boliintir. Dolayisiyla

n=P(m)=2021=5 (mod 24)

olacaktir. Verilenlerden sadece 2045 sayisi bu sart1 saglar. n = 2045 igin 6rnek durum verelim, P(z) =
(x —1)(z —2)(x — 3)(x — 4) + 2021 icin P(5) = 2045’dir.

Sekiz tane 1 ve sekiz tane 0,4 x 4 bir tablonun birim karelerine her bir birim karede bir say1 bulunacak sekilde
yerlestirilecektir. Bu iglem, hem herhangi bir satirdaki sayilarin toplami hem de herhangi bir siitundaki
sayilarin toplami tek say1 olacak sekilde kag farkli bicimde yapilabilir?

a) 72 b) 96 c) 108 d) 128 e) 144
Cozim:

Cevap:

Tabloyu kosullara uygun bir sekilde doldurmak icin iki satir ve iki siituna ii¢ tane 1 koymaliyiz. Satir ve
4
stitunlari (2) 5) = 6-6 = 36 farklh sekilde belirledikten sonra belirlenen satir ve siitunlarin kesigimine 1’leri

yazdiktan sonra kalan 2 tane 1’i (li¢ tane 1 igeren satirlar tamamlamak igin) 2 farkli sekilde yazariz. Kalan
2 tane 1'i (li¢ tane 1 igeren stitunlar1 tamamlamak igin) 2 farkh sekilde yazariz. Dolayisiyla 36 -2 - 2 = 144
farkli tablo elde edilir.

Herhangi ti¢linden bir genis acili iiggen olusturulabilen n ¢ubuk bulunuyorsa, n en fazla kag olabilir?
a) 3 b) 4 c)b d) 6 e) Higbiri
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Coziim:

Yanit: E

Oncelikle n > 5 icin ¢oziim olmadigimi gosterelim. Aksini kabul edelim. En kiiciik 5 parcay: ele alalim, bu
parcalarin uzunluklan z; < zo < 23 < x4 < x5 olsun. (z1,z2,xs5) bir iggen belirttigi igin 1 + x2 > w5
olmalidir. Ayrica

m% + x% < xg

1:% + zg < xi

:v% + xi < :cg
olacaktir. Yani

(z1 +x2)* > 22 > 22 + 27 > 223 + 23 > 227 + 323

olacaktir. 2(x% + x3) > (21 + x2)? oldugundan 2(x? + z3) > 22?7 + 323 elde edilir. Bu bir celigkidir. n > 5
olamaz.

n = 4 igin 6rnek durum (3,4, v/26, v/43) uzunlugundaki gubuklardir.

a, b, ¢ ve k pozitif tam sayilar olmak iizere, a + b+ c = 939 ve a - b- ¢ says1 10* ile tam béliinebiliyorsa, k en
fazla kag olabilir?

a)5h b) 6 c) 7 d) 8 e)9
Cozim:

Cevap:

Oncelikle k& > 8 olamayacagim gosterelim. Aksini kabul edelim, 10* sayis1 abc’yi tam boldiigiinden 58 de
abc’yi tam bolecektir. a, b ve ¢ sayilarinin hepsi birden 5 ile béliinemez ¢iinkii toplami 5 ile bolinmemektedir.
5% > 939 oldugundan sayilardan herhangi birisinin béliindiigii 5’in en biiyiik kuvveti 4’ii agamaz. Carpim 58
ile boliindiigiinden sayilardan ikisi 5* = 625 ile boliinmelidir. Fakat 625+ 625 > 939 oldugundan bu miimkiin
degildir. Dolayisiyla k£ > 8 olamaz.

Simdi k = 7 icin 6rnek durum bulalm. (a,b,c) = (64,250,625) i¢in a + b + ¢ = 939 ve abc = 107'dir.
Dolayisiyla cevap 7’dir.

a bir gercel say1 olmak iizere, x> + ax? + 108 = 0 denklemini saglayan tam olarak iki farkli = gercel sayisi
bulunmaktadir. Buna gore a kagtir?

a) —6 b) -3 c)4 d) 8 e) Higbiri
Cozim 1:

Cevap:

Verilen tigiincti dereceden denklemin tam olarak 2 ¢ozlimii olmasi icin kath kokii olmahdir. P(z) polinomu
icin (z — ¢)? | P(x) ise (x — ¢) | P'(x)’dir. Dolayisiyla c, verilen denklemde kath bir kdkse, tiirevinin de

2 -2
kokiidiir. Tiirevi 322 4+ 2ax = 3z (2 + ?a oldugundan katlik kok x = 0 veya x = Ta’diir. r = 0 ana

-2
denklemde ¢6ziim olmadigindan kath kok x = —a’dﬁr. Koklerin toplami1 —a oldugundan da x1 + xo + 23 =

-2 -2
(;) + (;) + x3 = —a’dir ve buradan son kok de xz3 = g bulunur. Yani ifadenin carpanlara ayrilmig

hali
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3
olacaktir. Sabit terim 72;“7 = 108 oldugundan a = —9 bulunur.

Coziim 2:

Tam olarak iki reel kok varsa P(x) = (z + b)?(z + ¢) formundadir. Agarsak 23 + ax? + 108 = 23 + (2b +
c)z? + (2bc + b*)x + cb? elde edilir ve polinom esitliginden

(I2b+c=a
(IT)2bc +b*> =0
(II1)ch? = 108

denklemleri elde edilir. (I7)’yi diizenlersek b(2¢+b) = 0 elde edilir. (I17)’ten b = 0 olamayacagim gorebiliriz.
O halde b = —2¢ olmalidir. (I11)te yerine yazarsak 4c¢® = 108, ¢ = 3 bulunur. Bunu da (I)’de yazarsak
—3¢ = —9 = a bulunur.

Baslangicta bir tahtada 29 sayisi yazilidir. Her iglemde tahtada yazili a sayis: silinip yerine 17a+1 yadaa—7
sayilarindan biri yaziliyor. Sonlu sayida iglem sonucunda tahtada yazil olamayacak en kiigiik beg basamaklh
pozitif tam say1 kactir?

a) 10002 b) 10003 c) 10004 d) 10005 e) 10006
Cozim:

Cevap:
Tahtada yazili olan sayiya a — a — 7 islemini uygularsak 7’ye boliimiinden kalani degismez.

Tahtada yazili olan sayiya a — 17a + 1 iglemini uygularsak 7’ye boliimiinden kalanini inceleyelim:

29’un 7’ye boliimiinden kalan 1’dir ve @ — 17a + 1 islemi 7 modunda 3a + 1 islemine denktir, her ok bir kez
islem uygulanmasini géstermek tizere,

1-4—-6—-5—>2—-0—>1—...

seklinde periyodik olacaktir ve 7’ye boliimiinden kalan asla 3 olmayacaktir, 10006 sayis1 elde edilemeyecek
en kiiciik beg basamakl pozitif tam sayidir.

Diger siklar, 29 sayisini siklardaki sayilarla 7’ye boliimiinden kalan ayni ve siklardan biiyiik olana kadar
a — 17a + 1 iglemi uygulanip a — a — 7 islemi sayiya ulagsana kadar uygulanarak elde edilebilir.

Bir ABCD disbiikey dortgeninde m(ACB) = 100°, m(ACD) = 30° ve m(ABD) = m(DBC) = 20° ise,
m(D/fE) kactir?
a) 40°  b)45°  ¢)50° d)55° ) Hicbir

Cozim 1:

Cevap:

Aglar derece cinsinden olmak fizere, m(D/A\C’) = a ve AC ile BD’nun kesigimi K olsun. Basit ag1 hesaplariyla

— — sin 20
m(ACD) = 30, m(CAB) = 40 bulunur. ABC'D dértgeninde K'na gore trigonometrik ceva yazilirsa, bl

sin 40
i in 30 sin 100
- sma . STn . s1'n = 1 elde edilir, aym olanlar sadelestirilip « iceren terimler bir tarafa toplanirsa
sin (120 — o) sin30 sin20
sin sin 40 sin 40

= = lde edilir. o — m(DAC) — 40 saslar.
sin (120 —a)  sin100  sin80 elde edilir, o = m( ) saglar
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Cozim 2:

AC ile BD, F noktasinda kesissin.

A nin BD ye gore simetrigi F' olsun.

B,C, F dogrusal, AB = BF ve /BAE = /EF B = 40° olacaktur.

Basit ac1 hesaplar ile ZDCF = 50°, ZEDC = ZECD = 30° ve ZCEF = ZDEF = 60° bulunur.

EF 1 DC ve ED = EC oldugu igin DECF bir deltoittir. Bu durumda /DFE = ZEFC = 40° ve
BD = BF = AB olacaktir. AABD ikizkenar iiggeninde ZBAD = 80° ve ZCAD = 40° dir.

Cozim 3:

Bu sorunun daha genel hali sudur:

ABCD dortgeninde ZABD = Z/DBC ve ZEDC = ZECD = 30° ise ZBAC = ZDAC oldugunu gosteriniz.
Genel hali i¢in g6yle bir ¢oziim yolu izlenebilir:

DAC figgeninin gevrel gemberi BD yi P de kessin.

/BAP = « dersek /PAC = 30°, ZABP = /PBC = 30° — « olacaktir. Bu da soruyu Model 4.3 ile 6zdes
hale getiriyor. Buradan da Z/BCP = 2«a, /DAC = ZDPC = 30° + a = ZBAC elde edilir.

Soruyu, Model 4.3 e doniistiiriip ¢bziime gidebilecegimiz gibi, Model 4.3 ¢ézlimlerinden esinlenerek de ¢oziim
olusturabiliriz.

n® —4m3 + 3n?m = 20 denklemini saglayan kag farkli (m,n) tam say1 ikilisi vardir?
a)0 b) 2 c)4 d) 6 e)8

Coziim:

Cevap:

Verilen ifadede m = n alirsak ifade 0 olacaktir. Yani sol taraf (n — m) ile boliiniir. Bélme iglemi yaparsak
(n —m)(2m + n)? = 20 bulunur. 20’yi bélen tam kareler sadece 1 ve 4’diir.

(2m 4+ n)? = 1 i¢in n — m = 20 bulunur. Ayrica 2m +n = 1 veya 2m +n = —1 olabilir. Bu denklemler
¢oziiliirse, sadece (m,n) = (—7,13) ¢dziimii bulunur.

(2m +n)? = 4 igin n — m = 5 bulunur. 2m + n = 2 veya 2m + n = —2 olabilir. Bu denklemler ¢oziiliirse,
sadece (m,n) = (—1,4) ¢6ztimi bulunur.

Toplamda 2 tane ¢6ziim vardir.

f(x) = 2%(x — 1)(x — 3) olmak iizere,

Z f(zn) =—4
n=1

denklemini saglayan (z1, zo,...,z12) tam say1 12-lilerinin sayisinin 11 ile boliimiinden kalan kagtir?
a)0 b) 3 c)6 d) 7 e)9
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Coziim:

Cevap:

Istenen toplam S olsun

Polinomun alabilecegi minimum pozitif deger x = —1 igin 8'dir. Toplamin —4 gelmesi i¢in k tane 8, 2k + 1
tane —4 ve 11 — 3k tane 0 olmalidir.

Bu durumda k, 2k + 1 ve 11 — 3k’nin alabilecegi degerler (0,1,11) (1,3,8) (2,5,5) (3,7,2) dir.

12 11
l.durum igin ( ) : ( ) 3% =0 (mod 11)

1 3
12 10
2.durum igin (2) : <5> 35 =0 (mod 11)

3.durum i¢in (132) : (g) -32=0 (mod 11)

1
Taraf tarafa toplarsak S =3 (mod 11)

12
4.durum icin ( ) - 311 =3 (mod 11)

Ay, As, ..., Ay kiimeleri {1,2,3,4, 5,6, 7,8} kiimesinin {i¢ elemanl alt kiimeleridir. Bu alt kiimelerin herhangi
ikisinin kesigimi en fazla bir eleman igeriyorsa, k en fazla kagtir?

a)b b) 6 c) 7 d) 8 e)9
Coziim:

Cevap: @

Bir eleman en fazla 3 kiimede kullanilabilir. 4 kiimede kullanilabilecegini varsayalim, bu elemanin yaninda
her kiime 3 elemanli oldugundan 4 - 2 = 8 eleman olur fakat {1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesinde geriye kalan 7
eleman vardir dolayisiyla bu 4 kiimeden birinde ortak 2 eleman bulunur, celigki. £k = 9 olursa, kiimelerin
eleman sayilar1 toplami 9 - 3 = 27 olur ve giivercin yuvasi ilkesinden bir eleman 4 kiimede kullanilir, celigki
yani k < 9’dur.

k = 8 icin 6rnek verelim: {1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{2,5,6},{2,7,8},{3,4,7},{3,5,8}, {4,6,8}

Bir ABC figgeninde sirasiyla [BC], [AC] ve [AB] kenarlar1 iizerinde alinan D, E ve F' noktalar1 igin AD,
BE ve CF noktadagtir. |BD| = |CD|, CFLAB, |CF| =8, |DF| =5 ve |EF| =6 ise, | BE| kagtir?

18
a) 7 b)4v5 ¢)5/5 d)6vV5 e)

0o
Sl

Coziim:

Cevap:
|AF| |BD||CE| _

CF1AB ve |BD| = |DC| oldugundan |DF| = |BD| = |DC| = 5 olur. Ceva teoreminden |FB| |DC| |AE| ~
|AF|  |AE|

FB| ~ |EC] bulunur, yani EF || BCdir. Tales teoreminden |AF| = 9 buluruz. m(ﬁE\B) =

m(@) = m(ﬁB\C) olacagindan BE agiortaydir. Agiortay teoreminden, bir & reel sayisi igin |AE| = 15k ve
|EC| = 10k bulunur. |BE| = /15 - 10 — 15k - 10k = /150(1 — k2) olacaktir. AFC’de pisagor teoreminden

145 24
25k = /92 + 82 = /145 olur. |BE| = /150 (1 - 625) = 2= clde edilir.

V5

1 olur, buradan
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n bir pozitif tam say1 olmak iizere, n? yi tam bélen ancak n’yi tam bolmeyen pozitif tam sayilarmn sayis1 9

ise, n sayisinin pozitif tam bolen sayisi kag farklh deger alabilir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

n’yi bolen her say1 n?’yi de béleceginden n?yi tam bdlen ancak n’yi tam bolmeyen pozitif tam sayilarin sayisi

bu iki sayimin pozitif bélenlerin sayisinin farkidir. n = p{*p5? - - - pi* ise

(2a1+1)(2a2+1)-~(2ak+1)7(a1+1)(a2+1)«~(ak+1):9

olacaktir. Sol taraftaki ifade, her degiskeni i¢in artan bir ifadedir. (2a; + 1) diginda kalan katsayiya A; ve
(a;+1) diginda kalan katsayiya B; dersek, sol taraf A;(2a;+1)—B;(a;+1) = a;(2A;— B;)+(A4; — B;) olacaktir.
A; > B; oldugu bariz oldugundan ifade artandir. Dolayisiyla en kiigiik degerini a3 = as = -+ = a = 1
iken alir. Bu durumda da 3% — 2% ifadesine esittir. 9 > 3% — 2¥ olmas1 gerektigi icin ve sag taraf cok hizhi
biiytidiigi i¢in k > 3 i¢in egitsizlik saglanmayacaktir. Dolayisiyla k = 1,2 olabilir (Hig asal saymnin olmadig
1 durumunun ¢oéziim olmadig1 barizdir).

Eger k= 1ise (2a; + 1) — (a1 + 1) = a1 = 9 olur. n = p° formatindadir ve pozitif bélen sayis1 10’dur.

Eger k = 2 ise (2a1 +1)(2a2+1) — (a1 + 1)(az + 1) = 3aias + a1 + az = 9 olur. a1, as > 2 i¢in ifadenin 9’dan

biiyiik olacag barizdir. Dolayisiyla genelligi bozmadan a; = 1 diyebiliriz. Bu durumda as = 2 bulunur. Yani
n = pg? formatindadir ve pozitif bolen sayis1 6’dir.

n’nin pozitif bolen sayis1 2 farkli deger alabilir.

T1,%2,...T5 pozitif gergel sayilar olmak tizere,

64 22 22 22 22
—+L+24 3+—+8x5
X1 i) T3 g

ifadesinin alabilecegi en kii¢iik deger nedir?

11 121 251
a)T9 b) )i d)% e) 32

Cozim:

Cevap: @

En kiigiik degeri istenen ifade S olsun.
2 22 22 2

2
32 tane —, 16 tane —— i , 8 tane ——, 4 tane ——, 2 tane 41 tane 822 igin AO > GO esitsizligi yazilirsa
xy 1625’ 83’ 4z’ 2x5’
S

Z1,Ta,...Ts terimlerinin egitsizligin GO tarafi hesaplaniyorken sadelegecegi ve AO tarafinin P r 6 8t At o1

olacag1 aciktir,

232. 8 / 3
1616 VIR T = S > — bulunur.

2
Esitlik durumu igin, — = = x?’ =21 _ 822 = k olmas1 gerekir, yerine yazilirsa:
1 16m2 8:63 Cdxy 25

63 1
S =32k + 16k + 8k +4k + 2k +k = 5 den k = 3 bulunup, (z1, 22,23, z4,25) = (4,2, 1, ;, 4) bulunur.
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Bir koordinat diizleminin orijininde bir bilye bulunmaktadir. k verilmis bir pozitif tam say1 olmak ftizere,
her hamlede eksenlerden biri seciliyor ve bilye once secilen eksene paralel gekilde £ birim, sonra diger eksene
paralel gekilde 1 birim 6teleniyor. k = 4,7,10, 29,42 degerlerinin kag1 i¢in bilye tam say1 koordinath istenilen
herhangi bir noktaya taginabilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Coziim:

Cevap:

k tek olursa, bilyenin bulundugu yerin apsis ve ordinatinin paritesi ayni olur, her noktaya ulasilamaz. k = 2m
i¢in (0,0) — (2m, 1) —» (2m—1,2m+1) — (2m—2,1) — --- — (0, 1) sol taraf ¢ift iken sag taraf 1 olacagindan
yeterince kez yapilirsa sol taraf 0 ve sag taraf 1 olup elde edilebilir dolayisiyla islemin simetrigi ya da kendisi
uygulanarak her tam say1 koordinath noktaya ulagilabilir, verilen k degerlerinden ¢ift olan 4, 10, 42 igin saglar.

Bir A1 A5 ... Ag diizgiin dokuzgeninde A; A5 ie A3 A7 dogrular1 B noktasinda, A; A5 ile A4 Ag dogrular: da C

noktasinda kesigiyor. [A3 B] tizerinde m(Am) = 15° olacak gekilde bir D noktasi aliniyor. A7 BC' li¢geninin
BCD iiggeninin alanina orani kagtir?

a)l b)v6-v2 ¢)v3 d)2 e) Higbiri

Coziim:

Cevap:

Diizgiin dokuzgenin bir i¢ agis1 140°’dir. Agilar yazarsak A;AsB, A4AsC ve AsA7B ftggenleri egkenar

tiggen elde edilir. Dokuzgenin bir kenarina 1 diyelim (Oran bulacagimiz igin sorun olmaz). |A2B| = 1 ola-
caktir. Dolayisiyla As BA3 ikizkenardir. Buradan m(As A3z B) = 50° elde edilir. Dolayisiyla m(A;DB) = 65°

—

olacaktir. A; BD ikizkenar olacagindan |BD| = 1 olacaktir. Benzer gekilde m(A4A3C) = 50° olacaktir. Bu-

—

radan m(BA3C) = 40° olur ve BA3C ikizkenar olacagindan m(/gB\C) = 70° elde edilir. |BC| = x dersek
1
|AsAz| = 2 + 1 elde edilir. A5AgA; 20 — 140 — 20 ficgeni oldugundan cos 20° = % elde edilir.

|A7BC|  |A7B||BC|sin60°  (z+1)v/3 V3
|BCD|  |BD||BC|sin70°  2cos20°

bulunur.
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p > 2 bir asal say1 olmak iizere, 21,22, ... 2P~! sayilarinn p ile boliimiinden kalanlarimim kiimesi m elemanl
olmak iizere 2™~ ! < p saglaniyorsa, p sayisina gtizel asal diyelim. 2021’den kiiciik kac tane giizel asal say1
vardir?

a)l b) 2 c) 3 d) 4 e) Higbiri
Coziim:

Cevap: @

Eger verilen kiime m elemanli ise 2 = 1 (mod p) olacaktir. Bunun sebebi i¢in mertebe kavramini bilmeniz

1
gerekmektedir (m burada 2'nin p modunda mertebesidir), bu kismi okuyucuya birakiyorum. 2™~ = 5 =
1 1 1
% (mod p)’dir. Pt < poldugundan 2™ = prl olacaktir ve buradan p = 2™ — 1 elde edilir. Burada

m = 1 olamaz, ayrica bilesik sayida olamaz ¢iinkii m = ab ise 2% — 1|2™ — 1 olacaktir. Dolayisiyla m asal
sayidir. 2™ — 1 < 2021 oldugundan m < 10 elde edilir. Ayrica asal say1 oldugundan m = 2, 3,5, 7 olabilir. Bu
degerler i¢in p = 3,7,31,127 bulunur. Simdi bu degerler i¢gin m’nin gergekten de mertebe olup olmadigim
kontrol etmek kaldi ki 2" =1 (mod p) oldugundan mertebe ya m’dir ya da m’nin bir bdlenidir. m asal say1
oldugundan ve 1 mertebe olamayacagindan m olmalidir. Dolayisiyla 4 tane giizel asal say1 vardir.

zy(x —y — 1) = 6 esitligini saglayan x ve y pozitif gergel sayilar1 i¢in « + y’nin alabilecegi en kiiglik deger
nedir?

a) 4 b) 3v2  ¢) V21 d) 2v6  e)2V7

Coziim 1:

Yanit:

6 6
Verilen ifadede © —y — 1 = a diyelim. 2y = — olacaktir. * = a + y + 1 oldugundan y? + (a + 1)y = — olur.
a a

24
(@ +y)° =Qy+a+1)? =4 +4la+ Dy+(a+1)* = (a+1)"+—

24 24 24
oldugundan = + y = 4/(a + 1)2 + — olacaktir. xzy = — oldugundan a > 0’dir.4/(a + 1)2 + — ifadesinin
a a a

24
minimum degeri i¢in (a + 1)? + — minimum olmalidir. Tiirevini alip 0’a esitlersek kritik noktasmi buluruz,
a

24
2a+2f¥:Oéag+a2712:(a72)(a2+3a+6):0

olur. a = 2 tek ¢ozlimdiir ve yerel minimum oldugu kolayca kontrol edilebilir. a = 2 i¢in z+y = +/21 bulunur.

Esitlik durumunu verelim. x +y = v/21 i¢in a = 2 oldugundan x = y 4+ 3 ve xy = 3 olacaktir. Yani

2
9 3 21 V21 -3
y(y+3)=3=>y2+3y+=( ) = =—F

1-\WTa

2

—
1 y 2

V2143 vV21-3
2 72

elde edilir. (z,y) = ( ) egitlik durumu bulunur.
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Cozim 2:

2
Esitligin her iki tarafin1 2y ile boliip karesini alarak (z—y)? = (6 + 1) denklemini elde ediyoruz. Buradan,
xy

36 12
(z+y)* = -5 + — +4ay + 1 geliyor. zy = a olmak iizere, AGO esitsizliginden:
7y Ty
36 + 12 " 1 4
a2 0 \377) 36 12 [4a)°
> 2 (2) =4
5 “\Va® a 3
. 36 12 4da . )
(z+y) > v4-5+1=+21 olarak bulunur. Esitlik ise — = — = 3 durumunda a = 3 yani, xy = 3 iken
a a
v21+3 v21 -3
saglanir. Verilen esitlikte zy = 3 alirsak @ — y = 3 ve bu iki egitlikten, (x,y) = ( 2+ , 5 ) sirali

ikilisinin esitlik durumunu sagladigr gortliir.

Ash ve Zehra baglangicta hicbir kogesi boyali olmayan bir diizgiin 2n-gen iizerinde bir oyun oynuyorlar.
Oyuna Asli baghyor ve oyuncular sirayla hamle yapiyorlar. Sirasi gelen oyuncuya boyali olmayan bir kdseyi
va da ¢okgenin merkezine gore simetrik olan ve hicbiri boyali olmayan iki koseyi boyuyor. Hamle yapamayan
oyuncu oyunu kaybediyor. Oyun n = 6,12, 17,29, 32 degerleri i¢in birer kez oynanirsa, Asli bu oyunlarin kag
tanesi kazanmay1 garantileyebilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Cozim:

Yanit: E

Oncelikle verilen problemi su soruya indirgeyelim: Her birinde 2 top bulunan n adet kutu veriliyor. Ash ve
Zehra, Ash baglamak tizere herhangi bir kutudan sirayla 1 ya da 2 top aliyorlar. Hamle yapamayan kaybetmis
sayiliyor. n = 6,12,17,29, 32 degerlerinden kag tanesi i¢in Ashi kazanmay1 garantileyebilir?

Sirasi gelen oyuncu, her kutuda 1 top varsan = 0 (mod 2) durumunda kaybeder, n =1 (mod 2) durumunda
kazanir. 1 kutuda 2 top, digerlerinde 1 top varsa n =0 (mod 2) durumunda 2 top olan kutudan 1 top alarak,
n = 1 (mod 2) durumunda 2 top alarak kazanir. 2 kutuda 2 top, digerlerinde 1 top varsa n = 0 (mod 2)
durumunda kaybeder, n = 1 (mod 2) durumunda kazanir: 1 kutuda 2 top, digerlerinde 1 top varsa sirasi
gelen kaybeder bu yiizden her biri birer top alir. 2 kutuda 2 top kaldiginda sirasi gelen oyuncu kaybeder. (1
kutuda 2 top digerinde 1 top birakamaz. 2 top alirsa da digeri 2 top alir ve oyunu siras1 gelen kaybetmis
olur.) Benzer yaklagimlarla tiim kutularda 2 top oldugunda n = 0 (mod 2) durumunda baglayan kaybeder.
n =1 (mod 2) durumunda baglayan kazanir.
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Bir AjAs A3 Ay A5 Ag Ay diizgiin yedigeninde [A3Ag] dogru pargasi tizerinde |AgB| + |AgA7| = |A4A7| olacak
bi¢imde bir B noktasi aliniyor. m(Bmﬁ) kag derecedir?

540° 360°
a) 90° b) a c) 75° d) 60° e) =

Coziim:

Yanit: E

Esit uzunluklu kogegenler incelenirse, |[A4A7| = |A2Ag| olur. |AgA7| = a, |AgB| = b denirse |A4A7| =
|A2Ag| = a+b olup |A2B| = a olur. Boylece, A1 A3 BA7 bir eskenar dortgen olur. Ayrica |A7B| = |4gA7| = a
2 — —
olup AgA7B li¢geni ikizkenardir. Diizgiin yedigenin bir dig acis 77T oldugundan m(A; A2 Ag) = m(A7BAg) =
3r  540°

m(A7AgB) = 27” dir. Bdylece, m(BA7Ag) = ===

bulunur.

Tim pozitif tam say1 bolenlerinin ¢arpimi kendisinin kiipii olan kag iki basamakli pozitif tam say1 vardir?
a) 4 b) 8 c) 12 d) 16 e) 20

Coziim:

Cevap: @

g s - . g 1 .. v(n) . .
n sayisimin pozitif bolenlerinin sayis1 v(n) ise pozitif bolenlerinin ¢arpimi n~2 ’dir. Yani istenilen sart:

saglayan n sayilar ic¢in v(n) = 6 olmaldir. n sayisiun asal ¢arpanlarina ayrilmig hali n = pJ'p5? - - - pi*

olsun. O halde v(n) = (a; +1)(az +1) -+ - (ax +1) = 6 olur. 6 = 2-3 oldugundan n = p® veya pg® formatinda
olmalidir. Bu formattaki sayilar,

n = p°: sadece 32.

n=pg:2-32=18,2-52=50,2-72=98,3-22 =12,3-52 =755-22 =20, 5-3% =45, 7-22 = 28,
7-32=63,11-22=44,11-32=199, 13-22 =52, 17-22 =68, 19-22 = 76, 23 - 22 = 92.

Toplamda 16 tane say1 vardir.

Her a gergel sayisi igin |a] ile a sayisindan biiyiik olmayan en biiyiik tam say1 gosteriliyor. z bir pozitif gergel
say1 olmak lizere, |2x] 4 |3z + |5z | sayisiun birler basamag kag farkli deger alabilir?

a) 6 b) 7 c)8 d) 9 e) 10
Coziim:

Cevap:
Oncelikle sunu gozlemleyelim; z sayisin || 4 {} olarak yazarsak, || kism tamsay1 oldugundan a pozitif
tamsayisi igin
lax] = |alz]| + a{z}] = alz]| + |a{z}]
olacaktir. Dolayisiyla
[22] 4 [3z] + [5z] = 10[z] + [2{=}] + [3{=z}] + [5{z}]

Bu da demek oluyor ki kesirli kismi ayni olan iki say1 igin istenilen ifadenin birler basamagi degismez.
Dolayisiyla bizim de = sayim [0,1) araliginda incelememiz yeterlidir.

Ikinci olarak dikkat etmemiz gereken kisim [0,1) araligim hangi parcalara boliip incelememiz gerektigidir.
Tamdeger fonksiyonunun grafigi merdiven gibidir ve sonucu sadece yeni bir tamsayiya ulagildiginda 1 artar.
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Dolayisiyla ifadedeki tamdeger fonksiyonlarinin tamsayi olacaklari kisimlar bizim kritik noktalarimizdir.
Dolayisiyla [0,1) araligim gu gsekilde ayirmaliyiz,

BESESNBN SN BENS

Buradaki her araliktan istenilen ifadenin birler basamagini hesaplayabiliriz. Bu degerler 0,1,2,3,4,5,6,7
olmak tizere 8 tanedir.

n adet O6zdes top, 30 kiz ve 77 erkek ogrenciye dagitilacaktir. Bu dagitim, her 6grenci en az bir adet, her-
hangi iki kiz 6grenci esit sayida ve herhangi iki erkek ogrenci esit sayida top alacak bigimde tek bir sekilde
yapilabiliyorsa, n en fazla kag olabilir?

a) 321 b) 963 ) 2695  d) 4620 ) 6930

Cozim 1:

Cevap: @

Problem, K, kizlara dagitilan top sayisina; E, erkeklere dagitilan top sayisina denk olmak tizere “30K +
77TE = n denkleminin pozitif sayilarda tek ¢oziimii vardir, n’in alabilecegi en biiyiik tam say1 degeri nedir?”
problemine denktir.

Siklarda “Higbiri” gibi bir sik olmadigindan test teknigiyle en biiytik siktan denemeye baglarsak,
n = 6930 ic¢in 6930’un 30’a bolinebildigi acgiktir. 30K + 77E = 6930 ise £ = 0 (mod 30) elde edilir.
6930 = 30 - 231 oldugu goze almrsa (K, E) = (154, 30) ve (77,60) ¢oziimlerinin oldugu goriiliir.

n = 4620 i¢in 4620’'nin 30’a bolinebildigi agiktir. 30K + 77E = 4620 ise E = 0 (mod 30) elde edilir.
4620 = 30 - 140 oldugu goze almirsa (K, E) = (77,30) tek ¢ozlimiiniin oldugu goriiliir, dolayisiyla cevap
n = 4620’dir.

Tabii; bu ¢6ziim, sinav diginda tam bir ¢oziim degil fakat siklar, siklarin denenmesi i¢in yazilmig gibi.
Cozim 2:

30K + 77E = n denkleminde tam sayilarda (K1, Ey) bir ¢oziim ise (K7 — 77, E1 + 30) ve (K + 77, E; — 30)
de ¢oztimdiir.

Porzitif tam sayilarda tam olarak bir ¢éziim olmasi i¢in K7 — 77 < 0 ve F; — 30 < 0 olmali. Bu durumda
max K1 = 77 ve max E; = 30 olacaktir.

Bu durumda n en fazla 30 - 77 + 77 - 30 = 4620 olabilir. mod77 ve mod30 da inceledigimizde n = 4620 igin
tam olarak bir ¢6ziim oldugu goriilebilir.

Ayrica bkz. Bezout Ozdesligi

Bir ABC ftggeninde [BC| kenarina ait kenarortay ile B agisin i¢ agiortayr D noktasinda dik kesigmektedir.

|BC
|AE|

nedir?

CD dogrusunun [AB] kenarm kestigi nokta E ise

a) 4 b) 6 c)8 d) 9 e) Higbiri
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Coziim 1:

Yanit: E

D noktasindan BC' kenarina ¢izilen paralel AB kenarimi L noktasinda kessin. Bu durumda DL orta taban
ve m(LDB) = m(LBD) olacagindan BLD fi¢geni ikizkenar olur. BF = 6k, BL = LA=LD =3k, EL =k
diyelim. ABF {i¢geninde C'E kesenine gore Menelaiis teoremini uygulayarak

BE 9
AE
bulunur. BE = 4k, AE = 2k ve AF kenarortay oldugundan BC = 12k alinirsa
BC
g ¢

olarak bulunur.
Coziim 2:

BN s6z konusu agiortay, AM de kenarortay olsun.

D noktast igin Ceva teoremi uygulandiginda AE/BE = AN/NC olacaktir. Bu da EN || BC' demektir.
ZENB = /ZNBC = ZEBN oldugu icin EN = EB.

AABM de, aciortay yiikselik oldugu i¢in AB = BM elde edilir.
x c—x

AE = z ve AB = c dersek, BC' = 2c ve AE/AB = EN/BC = ST g T = 3z elde ederiz. Bu
BC 6z
durumda AE =7 = 6 olur.

@ a1 =12 ve her n = 1,2,...,2021 i¢in a,41 = 12° kosulunu saglayan bir (a,) tam say1 dizisi tanimlaniyor.
a2029 sayisinin 67 ile boliimiinden kalan kagtir?

a)l b) 4 c)9 d) 16 e) 25
Coziim 1:

Yanit:

Hesaplamalarimiz yiiksek kuvvetli iislii sayilarla alakali oldugundan “indeks” kavramimi kullanmamiz iyi
olacaktir (Bu terimin halihazirda kullanimda olan tiirkge kargihigi varsa belirtirseniz sevinirim). Bunun igin
oncelikle ilkel kok bulmaliyiz. En kiiciik ilkel kok aday1 2’den baglarsak 67 — 1 =66 = 2 - 3 - 11 oldugundan
2%, 2% ve 2% sayilarinin 67 modunda 1’e denk olmadigini gostermemiz ilkel kok olmasi igin yeterlidir.
Bunlar kolay hesaplamalar oldugundan burada yapmiyorum. 2'nin bir ilkel kok oldugu bulundugundan 2’ye
gore indeks alabiliriz.

agpaz = 127202 = (mod 67) <= inds (1272°21) = indsxz  (mod 66)
Indeks kavrami ile logaritma benzer konsepte sahip terimlerdir ve cogu ozelligi ortaktir.
inds (12a2021> = agp21inds (12) = a9021 (indg (4) + inds (3)) = a2021 (2 + inds (3)) (mod 66)

inds (3)’ii hesaplamak i¢in normalde 2*¥ = 3 (mod 67) olan bir & sayis1 bulmaliy1z ve bu deneyerek hesap-
lamas1 uzun siiren bir ey olabilir ama 2% = 64 = —3 (mod 67) olmasi ve 2 ilkel kok oldugundan 232 = —1
(mod 67) olmasindan dolay1

239 =3 (mod 67) = indy3 =39 (mod 66)
Buradan da indsx = 41agge; (mod 66) bulunur. asge; sayist 12’nin bir kuvveti oldugundan

a2021 = 0 (HlOd 6)
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ag021 = 1292020 =1 (mod 11)
olacaktir. Cin kalan teoremiyle bu iki denkligi birlegtirirsek
az021 = 12 (mod 66) = indpzr =41-12=30 (mod 66) = 2 =2%" (mod 67)
elde edilir.
230 =64° = (-3)° = 243 =25 (mod 67)

bulunur.
Cozim 2:

ag022 = 1292021 = gz (mod 67) diyelim. Fermat teoreminden 1256 = 1 (mod 67) oldugundan agge; = 1292020 =
y (mod 66) denkligi ile ilgilenmeliyiz. 66 = 6- 11 dir. Burada ilging bir gey oluguyor. Her n pozitif tam sayisi
icin

12" =0 (mod 6)
12" =1 (mod 11)

oldugundan 12™ = 12 (mod 66) elde ediyoruz. Yani 12 nin modiilo 66 igindeki (mertebesi demeyelim ama
buna benzer bir terim kullanarak) periyodu 1 dir, diyelim. Kendimden siiphe edip bir de 122 = 144 =
2-66 4+ 12 = 12 (mod 66) iglemiyle kontrol ediyorum. Bu da, yine her n pozitif tam sayis1 igin 12" = 12
(mod 66) oldugunu gésteriyor. Dolayisiyla, agpe1 = 66k + 12 olacak sekilde bir k pozitif tam sayisi vardir.

Boylelikle aggeo = 1266F+12 = (1266)% . 1212 (mod 67) = 12'? (mod 67) buluruz. x = 12'2 (mod 67) proble-
mini ¢ozecegiz.

122 = 144 = 10 (mod 67)

12 = 102 = 33 (mod 67)

128 = 332 = 1089 = 17 (mod 67)

r=1212 =128 .12 = 1733 = 561 = 25 (mod 67) elde edilir.

1 <a,b <2022 ve vVa — +va+ b= b kogullarim saglayan ka¢ (a,b) tam say ikilisi vardir?
a)l b) 2 c) 21 d) 36 e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

va+b=ux
diyelim.
va—x=5b

olur. Kare alip olugan denklemleri birbirinden gikartirsak
=0 —(b+z)=0

(x+b)(x—b—-1)=0

ve buradan da
r+b=02—-0—-1=0

olur.

Bu esitliklerden
r=va+b=-bva+b=0b+1
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bulunur. b pozitif oldugundan ikinci egitlik gecerlidir. Bu egitligin karesini alarak
a=b"4+b+1

bulunur.
Simdi b i¢in bir st simr bulalim.
1<a,b<2022

verildiginden
4+ b+1=(b+1/2)*+3/4 <2022

olmali. Biraz denemeyle b nin en ¢ok 44 olabilecegi goriilebilir.

Sonug olarak her b i¢in yalniz bir a sayis1 bulunabileceginden verilen denklemi saglayan 44 tane (a,b) tam
say1 ikilisi mevcuttur.

S ={1,2,3,4,5,6} olmak iizere, her biri ¢ift sayida eleman icerecek ve herhangi iki tanesinin kesigiminde
¢ift sayida eleman bulunacak sekilde S nin en fazla kag¢ farkl alt kiimesi segilebilir? (Bog kiimede ¢ift sayida
eleman oldugu kabul ediliyor.)

a) 16 b) 14 c) 12 d) 10 e) 8
Coziim:

Cevap:

0,2,4,6 elemanh altkiimeler segebiliyoruz ve ) ile S kiimelerinin istenilen sart1 diger kiimeler nasil segilirse
secilsin saglayacaktir. Bu yiizden 6nemli olan 2 ve 4 elemanli kiimelerden secim yapmaktir.

Eger 2 farkli 2 elemanl altkiimenin kesigimi bog kiime degilse kesigimleri 1 elemanli olacaktir. Bu ytlizden
segilen iki elemanl kiimeler ayrik olmalidir. Toplamda 6 eleman oldugundan en fazla 3 tane iki elemanlh
kiime secilebilir.

Eger 4 elemanli 4 tane veya daha fazla altkiime secersek, bunlarin ikiserli kesigimi 2 eleman igermelidir
¢linkii ayrik olamazlar (toplamda 6 eleman var fakat iki kiimede toplam 8 eleman var). Bu altkiimelerden
farkh A, B, C, D segelim ve AN B = {a, b} diyelim,

CND ={a,b} ise bu dort kiimenin herhangi ikisinin kesigimi {a, b} olmahdir fakat her kiimede a,b diginda
2 eleman daha vardir ve bunlardan toplamda 8 eleman gelir. S kiimesi 6 elemanli oldugundan bunlarin
hepsinin farkl olmasi imkansizdir.

CnND ={a,c} (b#c)ise a eleman: bu dort kiimenin hepsinde vardir. Bu yiizden AN BNCND = {a}
olur. Ayrica C' ve D’den tam olarak bir tanesi b'yi icerdiginden [AN BN C|+|ANBND|=2+1=3 olur.
Benzer sekilde [ANC N D|+ |BNCND| =3 olur. Igerme-digsarma prensibinden

JAUBUCUD|=> |X|- > |XnY|+ > IXNYNZ —|AnBNCND|
X X£Y XY, XAZYHZ

4 4
=4. -2 —1=
olur fakat bu imkansizdir.

Eger C N D = {c,d} ise ({c,d} N {a,b} = 0) a ve b elemanlarimdan biri C’de digeri D’dedir. Buradan
|AN BNC| =1 bulunur. Benzer gekilde diger tiim tiglii kesigimler de tek elemanlhidir. Igerme-digarma
prensibinden

JAUBUCUD|=> |X|- ) | XnY|+ > IXNYNZ —-|AnBNCND|
X XAY XAY,X#Z,Y#Z

(e )i
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olur ve bu da imkansizdir. Dolayisiyla 4 elemanl en fazla 3 altkiime secilebilir. Toplamda en fazla 141+4+3+3 =
8 altkiime segilebilir. Buna ornek olarak,

®7 {17 2}7 {37 4}7 {576}7 {]‘7 27 37 4}7 {]‘7 2’ 5’ 6}’ {3’ 47 576}7 {]‘7 27 37 4’ 576}

altkiimeleri ornek verilebilir.

@ |AB| =1, |BC| = 2 ve m(@) = 90° kogullarim saglayan bir ABC iiggeninde D noktasi, B noktasinin
AC dogrusuna gore simetrigi olsun. [AB] ve [BC] kenarlarina teget olan ve D noktasindan gegen gemberin
yaricap1 kactir?

1 1 2 3 4
Z b) = z d) 2 =
AL by 9 - o

Coziim:

Yanit:

Cemberin merkezi O olsun. Cember, BC ye E noktasinda, AB ye F noktasinda dokunsun.

B

OF = OF = r oldugu i¢in BEOF bir karedir.

OF ile BD, G noktasinda kesigsin.

/ZBCA = ZABD = o ve tana = 1/2 oldugu i¢in F'G = GO = r/2 dir.

O dan AB ye ¢izilen paralel BD ile X noktasinda kesigsin. FG/GO = BF/OX = OX = r oldugu igin

X = D dir. Bu durumda ZDOF = 90° ve D, O, E dogrusaldir.

ADEB dik iiggeninde BD? = BE? + DE? = r? 4 (2r)% = 572,
AB-BC

2
AABC de hipoteniise ait yiikseklik - % oldugu i¢in BD =

=21 =r=_.

Sl
[

nd+nt—n2-1

2022

Kag n < 2023 pozitif tam sayisi igin
a) 8 b) 6 c)b d) 3 e) 2

ifadesi bir tam sayidir?
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Coziim:

Cevap:

2022 =2-3-337 ve n® +n* —n? —1 = (n2 +1)%(n — 1)(n + 1)’dir. Cin kalan teoreminden
sayisinin tamsay1 olmast icin gerekli ve yeterli sart
(n*+1)*(n—1)(n+1)=0 (mod 2)
(n?*+1)*n—-1)(n+1)=0 (mod 3)
(n?*+1)*n—1)(n+1)=0 (mod 337)
denkliklerinin saglanmasidir. Tlk iki denkligin ¢6ziimiin = 1 (mod 2) ve n = 1,2 (mod 3)’dir. Son denklemde
ise n? = —1 (mod 337) denkliginin ¢oziimlerine 71 ve ro dersek (337 asali 4k + 1 formatinda oldugundan

bu denkligin 2 farkli ¢6ziimii vardir), bu kéklerin 1 veya —1’den farkli oldugunu gorebiliriz. Dolayisiyla bu
denkligin ¢oztimleri n = 1,336,711, r2 (mod 337) olacaktir.

nd4+nt—n2-1
2022

2 modunda tek ¢6ziim, 3 modunda 2 ¢6zlim, 337 modunda 4 ¢éziim oldugundan 2022 modunda 1-2-4 =8
¢Ozlim olacaktir. Verilen araliktaki 2022 saymin hepsi farkh kalanlar verdiginden 8 tanesi ifadeyi tamsayi

yapar.

a1 < ag < -+ < agpee pozitif tam sayilar olmak tizere,

1 2 2022
ay az 2022
seklinde yazilabilen kag pozitif tam say1 vardir?

a) 100 b)501 ¢)812 d) 1011  e) 2022

Cozim:

Cevap:

Oncelikle ifadenin alabilecegi maksimum degeri bulalim. Bunun i¢in a; sayilarini olabildigince kiiciik se¢meliyiz.
(a1, az,...,a2022) = (1,2,...,2022) i¢in sonug 2022 gikar. Dolayisiyla elde edilebilecek en biiyiik pozitif tam-
say1 2022’dir. Simdi 2022’den kiiciik her sayiy1 elde edebilecegimizi gosterelim.

1
0 < a < 2022 bir tamsay1 olsun. Biz oyle a;’leri 6yle segelim ki L kesri 1 veya 3 olsun. k tanesi 1 olsun
a;

1
dersek 2022 — k tanesi 3 olur. Bu durumda

2022 -k
k—%—T:a = k =2a—2022

olur. Yani a > 1011 ise boyle bir se¢im yapabiliriz ve a sayisini elde edebiliriz.

1 1
Eger 0 < a < 1011 ise k tanesini ok 2022 — k tanesini 1 olarak segelim. Bu durumda

k2022 -k

§+ 1 =a = k=4a— 2022

elde edilir. Yani a > 1011

ise bu sgekilde bir se¢im yapabiliriz.
2022 2022
<

1
ise 2"t1lg — 2022 adet o

Bu iki durumdan g0yle bir genel durum elde edebiliriz. Eger o1 =0
1
secip, 4044 — 2"+1g adet TSy secersek a sayisina ulasabiliriz.
Yani 2022’dn kiigiik veya esit tiim pozitif tamsayilar bu formatta yazilabilir. Fakat ispat1 bitirebilmek i¢in her
2022 2022
0 < a < 2022 i¢in ol <a< olacak sekilde bir n negatif olmayan tamsayis1 oldugunu ve yaptigimiz

kesir segimlerini saglayacak a; sayilar1 se¢ebilecek oldugumuzu gostermemiz gerekir. Bunlarin bariz oldugunu
diigtintip tizerine burada ugragsmayacagim. Cevap 2022°dir.
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21 dgrenciden olugan bir sinifta bazi 6grenciler arkadagtir (arkadaglik karsiliklidir). Bu sinifta arkadag sayilar
esit olan iki arkadag bulunmuyorsa, bu siniftaki arkadag ikililerinin sayis1 en fazla kag olabilir?

a) 175 b) 177 c) 179 d) 181 e) 183
Coziim:

21 6grencinin oldugu smifta 1 6grenci diger 20 grenci ile arkadag olsun.

19 arkadasi olan en fazla 2 6grenci olabilir. Bu durumda bu 2 dgrenci birbiri ile arkadag degildir.
Digerleri ile arkadasgtur.

18 arkadas1 olan en fazla 3 6grenci olabilir. Bu durumda bu 3 6grenci birbiri ile arkadasg degildir.
Digerleri ile arkadastir.

17 arkadag1 olan en fazla 4 6grenci olabilir. Bu durumda bu 4 6grenci birbiri ile arkadag degildir.
Digerleri ile arkadastir.

16 arkadagi olan en fazla 5 6grenci olabilir. Bu durumda bu 5 6grenci birbiri ile arkadag degildir.
Digerleri ile arkadagtir.

15 arkadasi olan en fazla 6 6grenci olabilir. Bu durumda bu 6 6grenci birbiri ile arkadag degildir.
Digerleri ile arkadastir.

1+2+3+4+ 5+ 6 =21 ogrenci oldular.
1.20+2.19+3.18J2r4.17+5.16+6.15 _ 20+38+54;68+80+90 _ % — 175 arkadas ikilisi vardir.

Veya

21 dgrenci 2129 = 210 ikili olugturabilir. Ancak,

2 ogrenci birbiri ile arkadag degilse 22—1 =1 ikili yok,
2 — 3 ikili yok,
= 6 ikili yok,
= 10 ikili yok,
6 Ogrenci birbiri ile arkadag degilse = 15 ikili yok,

Oyleyse 210—1—-3—-6—10— 15 =210 — 35 = 175 arkadag ikilisi vardir.

w

3 ogrenci birbiri ile arkadag degilse
4 6grenci birbiri ile arkadag degilse

5 ogrenci birbiri ile arkadas degilse

o ot e
] P S B S i+
& ol s ]

Digbiikey bir ABCD dortgeninde kosegenler E noktasinda kesismektedir. |AD| = 6, |AE| = 3v/2, |ED| = 3,
m(DAC) = m(BAC) ve m(ACD) = m(ADB) ise | BC| nedir?
a)2v6 b)5 ¢)3v3 d)2V7 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

(AA) dan AEAD ~ ADAC. AE : AD = AD : AC = AC = 6v/2 = EC = 3\/2.

ADAB de i¢ aciortay teoreminden AD : DE = AB: BE =2 ve AB-AD — BE - ED = AE? den AB = 4
ve BE = 2.

ABAC de kenarortay teoreminden BC? + AB? = 2(BE? + AE?) = BC? = 28 = BC = 2/7.

Not: DC nin ve BC nin ABAD de birer dig agiortay oldugunu, dolayisiyla C nin ABAD nin dig merkez-
lerinden biri oldugunu dikkatli okuyucu fark edecektir.
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p > 3 bir asal say1 olmak tizere, 4p+ 91 ve 12p+ 7 sayilar1 da asal sayilar ise agagidakilerden hangisi bir asal

say1 olabilir?
a)p’+6 b)p -4 c)8+1 d)2p+11 e)p+2

Coziim:

Cevap: @

p > 3 verildiginden dolay1 p = 1,2 (mod 3) olabilir ancak p = 2 (mod 3) olmasi durumunda 4p + 91 = 0
(mod 3) olacagindan ve ifade 3’e esit olmadigindan sonug ¢ikmaz. Yani p =1 (mod 3) olmalidir. Bu durumda
B, C, E giklarindaki ifadeler 3’iin kat1 olurlar ve 3 olamayacaklarindan elenirler. Ayrica p = 5’in saglanmadig:
ve 5 modunda incelendiginde (4p 4 91), (12p +7) Z 0 (mod 5) olmasi gerektiginden dolayi p = 2,3 (mod 5)
olmasi gerektigi goriiliir. Yani p?> + 6 =4 + 6 = 0 (mod 5) olacaktir. Bu durumda p? + 6 > 5 ifadesi de asal
degildir.

Geriye sadece 2p + 11 kalir ki p = 43 i¢in istenilen durum saglanir.

x,y,z > —2 olmak iizere,

¥»+2 = by+z
2 4+2 = 22+ 7x
P42 = —2y—dx

denklem sistemini saglayan kag (z,y, z) gergel say1 tigliisii vardir?
a)0 b) 1 c) 2 d) Sonsuz goklukta e) Higbiri

Cozim:

Cevap:

Verilen denklemleri taraf tarafa toplarsak =3 + 32 + 23 + 6 = 3z + 3y + 3z buluruz. Bu ifadeyi tek tarafta
toplarsak

(@®=32+2)+ (1 -3y +2)+(:* =32+2) =) (z—1)*(2+2)=0
elde edilir. (t — 1)?(t + 2) polinomu ¢ > —2 icin negatif olamayacagindan ¢ = x,y, z igin toplamlarm 0
etmesinin tek yolu her biri i¢in 0’a esit olmasidir. Buradan z,y, z sayilar1 1 veya —2 bulunur.

Eger x = —2 ise ilk denklemden 5y + z = —6 bulunur fakat y ve z sayilar1 da 1 veya —2 oldugundan ¢6ziim
gelmez.

Eger x = 1 ise 5y + z = 3 elde edilir. Bu denklem sadece (y,z) = (1,—2) igin saglanir. Yani sadece
(z,y,2) = (1,1,—-2) ¢ozlimi elde edilir. Bu tigliiniin diger denklemleri sagladig1 goriilebilir.

Rakamlar: toplami 9 olan pozitif tam sayilar kiigiikten biiyiige dogru siralandiginda bastan 2022. sayinin
birler basamag: kactir?

a)l b) 2 c)6 d) 7 e) Higbiri
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Coziim:

Cevap:

Oncelikle en fazla n basamakh olan ve rakamlar1 toplam 9 olan kag say1 olduguna bakalim. 12 ...z, bu
sart1 saglayan bir sayiysa xy + x2 + --- + 2, = 9 olacaktir. Burada degiskenlere x; > 0 haricinde bir kosgul
koymaya gerek yoktur clinkii degigkenler 9'u agsamaz. x; # 0 gibi durumlar1 da incelemeye gerek yoktur
¢iinkii bu durumlar bize n — 1 veya daha az basamakl rakamlari toplami 9 olan sayilar1 verir. Yani sarti

g n+9-—1 n+8
saglayan = say1 vardir.

9-1 8
2002 — (6;8) <2022 < (728) — 5005

oldugundan biz 7 basamakl sayilardan baglayip 2022. sayiya ulagmaliyiz.
2003. say1 — 1000008

2004. say1 — 1000017

2022. say1 — 1000224

olur. Yani 2022. sayinin birler basamag: 4’d{ir.

Bir ABC {iggeninin [AC] ve [BC] kenarlarma sirasiyla D ve E noktalarinda teget olan bir gember [AB]
kenarii F' ve G noktalarinda kesmektedir. F' noktasi A ile G arasinda, |[AB| = 81, |BC| = 72, |AC| = 63 ve
|CD| = 45 ise |GB| — |AF| fark: nedir?

a) 8 b) 7 c) 6 d)5 e)4
Coziim:

Yanit: @

Verilenlerden |AD| = 18, |BE| = 27 olur. |GB| = z, |AF| = y diyelim. |GF| = 81 — 2 — y olacaktur.

B noktasina gore kuvvet yazilirsa
27> =2 - (81 —y)

ve C noktasina gore kuvvet yazilirsa
182 =y - (81 —x)

elde edilir. Taraf tarafa gikarirsak 81(x —y) =272 — 182 =9 .45 = x — y = 5 elde ederiz.

Ondalik yazilimi 9ABA9 formunda olan ve 63 ile tam boliinen kag farkli beg basamakli pozitif tam say1
vardir?

a) 2 b)3 «¢)4 d)5 e)6
Coziim:

Cevap:
Verilen sayiy1 90009 + 1010A + 100B olarak yazalim ve 7 ile 9 modunda inceleyelim (Cin kalan teoreminden

7 ve 9’a boliinmesi yeterlidir).
9ABA9=2A+B =0 (mod9)

9ABA9=3+2A+2B=0 (mod7) = A+ B=2 (mod7)
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A ve B rakam oldugundan 0 < 24+ B < 27 ve 0 < A+ B < 18 olabilir. Yukarida buldugumuz denkliklerden
A + B ifadesinin 2,9, 16 olabilecegini, 2A + B ifadesinin ise 0,9, 18, 27 olabilecegini gorebiliriz. 24 + B = 27

olursa A en az 11 olmahdir ki bu imkansizdir. 24 4+ B = 0 olursa A negatif olmalidir.

Eger 2A 4+ B = 18 ise A + B ifadesi 2 veya 16 olamaz ve 9 degerleri i¢in (A, B) = (9,0) elde edilir.
Eger 2A+ B =9 ise A+ B ifadesi yine 2 veya 16 olamaz. 9 degeri i¢in (A, B) = (0,9) elde edilir. Toplamda

2 tane gart1 saglayan beg basamakli say1 vardir.

n bir pozitif tam say1 olmak iizere, 2 + 3+ - - + 2 = 87 ve x1 + 229 + - - - + nw, = 51 esitliklerini saglayan

1, T2, ..., Ty gergel sayilart bulunuyorsa, n en az kag olabilir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6

Cozim 1:

Cevap:

Cauchy-Schwarz esitsizliginden

(z3+ a3+ +a2) (12 +22 432+ +n?) > (x1 + 222 + 323 + - +nxy)”

nn+1)(2n+1) 5202

— &7-
6

29

Esitsizligin sol tarafi artan oldugundan ve n = 4 i¢in 180’e esit oldugundan n > 4 olmalidir.

n =4 igin (x1,x2,23,24) = (2,3,5,7) saglar.

Cozim 2:

Yanit :

Ikinei esitligin 2 katin alip taraf tarafa gikarma yapilirsa

n

> (@i —i)? =i = —15

i=0
elde edilir. Buda

seklinde yazilabilir. Yani
nn+1)2n+1) > 15

6 =

olur. Buradan n > 4 olur. Ornek durum olarak (2,3, 5,7) verilebilir.

>512 = n(n+1)2n+1) > == —

n(n+1)(2n+1) > 180

Baglangigta koordinat diizleminde (1, 1) noktasi: kirmiziya boyalidir. Her adimda kirmiziya boyali bir (z,y)
noktasi i¢gin hem (z + 2,y + 1) noktast hem de (22 + y, 2z) noktasi kirmiziya boyaniyor. Buna gore (100, 60),
(70,70), (150,100) ve (120,200) noktalarmmdan kag tanesi sonlu adim sonunda kirmiziya boyanmig olabilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
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Coziim:

Cevap:

Her adimda z ve y koordinatlarinin pozitif oldugunu rahatga gorebiliriz. Eger x > yise x +2 > y + 1 ve
2z + y > 2z olacaktir. Dolayisiyla baglangic noktasi hari¢ tiim kirmizi noktalar £ = y dogrusunun altinda
olacaktir. Bu yiizden (120, 200) ve (70, 70) noktalar: kirmizi olamaz.

z+y=(x+2)+w+1)=2x+y)+2x (mod 3)

oldugundan kirmizi noktalarinin koordinatlarinin toplami 3’e boliindiigiinden 1 + 1 = 2 kalan1 vermelidir.
Dolayisiyla (100, 60), (150, 100) noktalar: kirmizi olamaz. Verilen higbir nokta kirmizi olamaz.

Bir ABCD dikdortgeninde [BC] kenarinin orta noktast M olsun. [AC] kogegeni iizerinde bir E noktasi,
[AE] iizerinde ise bir F' noktas: aliniyor. s(@) = s(D/FTi) =90°, |AF| =4 ve |EC| = 18 olduguna gore
ABCD dikdoértgeninin alani nedir?

a) 156 b) 192 c) 250 d) 312 e) 390
Coziim:

Yanit: @

DFMC dortgeni, ZDFM + £ZDCM = 180° oldugu igin bir kirigler dortgenidir. Dolayisiyla ZMDC =
/CFM = a.

/ZEFD =90° —a ve ZFDE = « dir.
AMAB = AMDC oldugu i¢gin ZMAB = /ZMDC = «.
/FDA = § olsun. ZEDA = /BAC = a + 3, dolayisiyla ZM AC = § olacaktir.

(AA) dan ABAC ~ AEDA oldugu igin, bu ti¢genlerin kenarortaylari da benzerdir. Bu durumda AM
kenarortayi ile BA, a lik bir acit yaptigi icin, DF' de AEDA da kenarortaydir. Bu durumda AF = FE =
4= AF = 8 olur.

Oklit'ten DE? = AE - EC = DE? =8-18 = DE = 12

apc] = 22 G L pep) = 1296 = 312 dir

p bir asal say1 olmak iizere, p | a — b, p | b —a® ve p 1 a — b olacak sekilde a ve b tam sayilar1 varsa p ye
tuhaf asal say1 diyelim. 73, 79, 83, 89, 97 asal sayilarindan kac tanesi tuhaftir?

a)h b) 4 c)3 d) 2 e)l
Cozim:
Cevap:
Oncelikle verilen ifadeleri p modunda diizenleyelim.
a=b= (a2)2 =a* (mod p)

olacaktir. Eger (a,p) # 1 ise a = b = 0 olacagindan istenilen sartlar saglanmaz. Eger a = 1 ise de benzer
sekilde a = b = 1 olacaktir. Buradan

a*—a=ala—1)(a*+a+1)=0 (modp) = a*+a+1=0 (mod p)

elde edilir. Benzer sekilde b de b*> + b+ 1 =0 (mod p) denkligini saglar. Ifadeleri tamkareye doniistiiriirsek
(verilen asallardan dolay1 p tek olsun diyebiliriz),

(2a+1)2=(20+1)>= -3 (mod p)
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elde edilir. Burada a ve b’nin farkl secilebilecegini ekstradan gostermeye gerek yok ¢iinkii a’y1 0, 1’den farkh
oldugunu kabul ettigimizden a # a? olacaktir. Yani —3 karekalan olsa yeterlidir. Verilen asallar 3’ten biiyiik

oldugundan (p,3) = 1’dir. Buradan
py_ (=3
=)

() ()~

Yani —3 karekalan olmasi igin p = 1 (mod 3) olmaldir. Buradan da sart1 saglayan asallarin 73,79,97
oldugunu goriiriiz.

Her x gercel sayisi igin (x—27) P(3z) = (272—27) P(z) kogulunu saglayan ve sabit olmayan P(x) polinomunun

gercel kokleri toplami nedir?
a) 30 b) 33 c) 36 d) 39 e) 42

Coziim:

Cevap: @

Verilen denklemde 2z = 27 ve 2z = 1 yazarsak P(27) = 0 ve P(3) = 0 elde edilir. z = 3 yazarsak P(9) = 0 elde
edilir. Yani 3,9, 27 sayilar1 polinomun koklerindendir. Eger P(z) = Q(x)(z — 3)(z — 9)(x — 27) olacak sekilde
bir @ polinomu tamimlayip denklemde yerine yazarsak Q(3z) = Q(z) elde edilir. Eger Q(1) = a dersek
a=Q(1)=QB)=Q(3? = - olur. Yani Q(z) — a polinomunun sonsuz tane kokii olur, yani Q(z) = a
olmaldir. Buradan P(z) = a(z —3)(z —9)(z —27) elde edilir. P sabit olmadigindan a # 0’dir ve tiim kokleri
3,9, 27 olur ve toplamlar1 39’dur.

5 x 5 bir satrang tahtasinin her birim karesine bir say1, her satirda ve her stitunda en fazla 3 farkl say: olacak
sekilde yazilmigtir. Buna gore, bu tahtanin tamaminda en fazla kag farkh say1 yer alabilir?

a)10 b)1l ¢)12 d)13 e) 14

Coziim:

11 sayimin yerlestirilebildigine 6rnek verebiliriz.

Once 1,2,3 sayilarini sekildeki gibi yerlestirelim.

1]1]1

1]1]1

11113122
2122
2122

Sonra kalan bos yerlerin her birine 4,5,6,7,8,9, 10, 11 sayilarindan birer tane gelecek sekilde yerlegtirelim.

11111145
1111167
1111(3]2]2
8191222
1011|1222

11 den daha fazla sayi yerlegtirilemeyecegini de ispatlamaliyiz. Bu kismi, yayinlanan resmi ¢éziim kitapgigindan
aktariyorum:

Her satirda en fazla 2 farkl say: varsa, tahtada en fazla 5 -2 = 10 farkli say1 olabilir. Sadece bir satirda 3
farkli say1 olsun. Kalan 4 satirin her birinde, bu 3 sayidan en az bir tanesi bulunuyorsa, tahtada en fazla
3+ 4 -2 = 11 farklh say1 olabilir. Son olarak, bir satirda a, b, ¢ bir diger satirda bu sayilardan farkli d, e, f
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sayilarinin bulundugu durumu inceleyelim. Bu durumda, her stitunda bu 6 sayidan farkh en fazla bir yeni

say1 olabilir ve buna gore, tahtada en fazla 6 + 5 -1 = 11 farkh say1 olur.

Bir ABC figgeninin [AC] kenar iizerinde aliman bir D noktasindan [BC] kenarina indirilen dikmenin ayagi
E noktasidir. |[AD| = 1, |[DC| = 2 ve 2|AB|?> + |BC|? = 18 ise |AB| — |DE| farkinin alabilecegi en kiigiik

deger nedir?
1 1 1 1
a) — b) — c) - d) - e)l

Cozim 1:

Yanit:

2AB? + BC?
Stewart’tan BD? = AT+ 5O

3
DE = x ve AB = ¢ olsun.

Pisagor'dan BE? = CE? = 4 — 22 ve BC? = 4(4 — 2?) = 16 — 422
2% +16 — 422 = 18 = ¢ = V222 + 1.
y=c—1x=1+22%2+1— z sayisin en kiiciik degerini ariyoruz.

2=4.

dy 4x 1 1
Tirev kullanarak, —— = ————-1=0= 2 = — V€ Ymin =V2-—
dr 2222 +1 V2 v V2

Cozim 2:

y nin en kiiclik degerini tiirev kullanmadan agagidaki gibi elde edebiliriz.

1
= — elde edilir.
2

s

Coziim 3:

c? = 222 + 1 den devam edelim.
AO > GO uygularsak: ¢ = 222 + 1 > 222
22 =c? +222 +1> 222 + 1 +22V2
(eV2)? > (wv/2 +1)?
V2> xV2+1

1

c—xr > —

V2

Esitlik 222 =1 = 2 = iken saglanir.

Sl

Kaynak: AoPS

23 — y3 = 9% + 60 esitligini saglayan kac (z,y, z) tam say iicliisii vardir?
a) 12 b) 8 c) 6 d) 4 e) 2

553


https://geomania.org/forum/index.php?topic=7451.0
https://artofproblemsolving.com/community/c6h2853176p25327286
https://geomania.org/forum/index.php?topic=7452.0

30. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2022 geomania.org

Coziim:

Cevap:

Verilen esitligi 9 modunda inceleyelim. Eger z < 0 ise esitligin sol tarafi tamsay1 iken sag tarafi olmaz. Eger
z >0 ise
22 —1>=60=6 (mod9)

fakat herhangi bir tamsaymin kiipii 9 modunda sadece 0, 1,8 kalanlarini verir, dolayisiyla 3 — 3> ifadesi 6
kalani veremez.

Geriye sadece z = 0 durumu kalr. Denklem 2® — 33 = 61 olur. Oncelikle burada > y oldugunu gorelim.
23—y = (z —y)(2® + 2y + y*) = 61

oldugundan x —y = 1 veya « — y = 61 olabilir.
i)z —y=1ise 2?2 +y? +xy = 61'dir. + = y + 1 yazarsak

(Y+12 4+ +yly+1) =32 +3y+1=61 —= > +y—20=(y+5)(y—4)=0

Buradan (z,y,z) = (=4, —5,0) ve (5,4, 0) ¢oziimleri elde edilir.
ii) x —y = 61 ise 22 + zy + y? = 1 elde edilir. 7 = y + 61 yazarsak

(y+61)2 +y(y+61)+1y> =3y + 183y + 612 =1 = > + 61y + 1240 =0

fakat bu denklemin diskriminant1 A = 612 — 4 - 1240 = —1239 < 0 oldugundan ¢oziimii yoktur.

Yani denklemin toplamda 2 adet tamsay1 ¢éziimii vardir.

1—y2\?
x4y # 0 kogulunu saglayan = ve y gercel sayilar i¢in 4x(x 4 2y) + < +y ) ifadesinin alabilecegi en kiigiik
rTy

deger nedir?
a) —8 b) —6 c) —4 d) —2 e)0

Cozim 1:

Cevap:
2 2

1_
Verilen ifadede x+y yerine x yazarsak herhangi bir sey degismez. Sadece x # 0 igin 4(2? —y?)+ (y> ifa-
x

desinin minimum degerini bulmaliy1z. Bu ifadede 2’1 sabitlersek ve y’ye bagh bir fonksiyon olarak diisiiniirsek

-y M)
2

fly) = 4a® — 4y® + =

= f(y) =4y (
olur. Yani f fonksiyonunun extremum noktalar1 y = —v222+1 < -1,y = 0ve y = vV222+1 > 1
olacaktir. y = 1 koyarak f’(1) = —8 < 0 oldugunu ve f’(y) fonksiyonunun (0,v/222 + 1) arahgmda negatif
oldugunu gikartabiliriz. Bu bilgiyle tablo gikartirsak y = v/2z2 4+ 1 ve y = —v/222 + 1 noktalarinda yerel
minimum, y = 0’da ise yerel maksimum oldugunu buluruz. Yani ifademizin minimum degerini y? = 222 + 1
koyarak bulabiliriz (Yerel minimumun en kiigiik degeri vermesi i¢in fonksiyonun, y arti veya eksi sonsuza
giderken yerel minimum degerlerinden daha diigiik degerlere gitmemelidir. Bunu gostermiyorum c¢iinkii boyle
bir durum olsaydi zaten soru hatali olurdu.)

2
f(V222 +1) = f(—v222 + 1) = 4(z® — 22° — 1) + <1_2x2_1> =4

xT

Yani ifadenin minimum degeri —4’diir.
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Cozim 2:

Yanit:

Ifadeyi acarsak
42% + 8zy + (1 7y2)2
r+y

elde edilir. 4y? + 4 ekleyip ¢ikaralim.

2

1_
42 + Sy + 4P +4— 4y + (— L )2 g
T +y

elde edilir. Buda )

1—y" s
2z + 2y + —4
( y m-i—y)

olur. Bu ifadenin > —4 oldugu agiktir. Esitlik durumu (z,y) = (-1, 3) oldugunda saglanir.

11 x 11 satrang tahtasinin birim karelerinden olugan n tane 2 x 2 karenin herhangi ikisinin en fazla bir ortak
birim karesi varsa n en fazla kac olabilir?

a) 44 b) 46 c) 48 d) 50 e) 52
Cozim:

Yanit: @

11 x 11 tahtay: 1,2, 3,4 numarali renklerle agagidaki gibi boyayalim:

112111212121 |2|1
3141314134343 |4|3
112111212121 |2|1
3141314134343 |4|3
112111212121 |2|1
3141314134343 |4|3
1121112121 }2]1|2|1
3141314134343 (4|3
11211212 |1}2]1|2|1
3141314134343 |4|3
112112121 }2]1|2|1

2 x 2 tiriindeki bir kare i¢inde bu dort renkten her biri birer kez goriiliir. 4 lerin sayis1 25 tir. Belli bir 4’iin
oldugu birim kareyi paylagsan en fazla 2 tane 2 x 2 tiiriinde kare olabilir. Boylece, istenen &zellikteki kareleri
sayist 2 - 25 = 50 den fazla olamaz. n = 50 durumuna Ornek olarak 25 er tane

112 413
ve

4 211

bigimindeki kareleri verebiliriz.

Bir ABC ikizkenar iicgeninde |[AB| = |AC| = 3v/2 ve |BC| = 2v/2 dir. [BC] kenarmin orta noktasi D ve B

noktasindan [AC|] kenarina inilen dikmenin ayagi FE noktasidir. Buna gore D den gegen ve AC' dogrusuna F
noktasinda teget olan ¢emberin yaricap: kagtir?

a)g b) 1 c)% d)% e)%

555


https://geomania.org/forum/index.php?topic=7454.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=7455.0

30. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2022 geomania.org

Coziim 1:

Yanit:

Cemberin merkezini O ile gosterelim ve A ve D noktalarini ve O ve D noktalarini birlegtirelim. OD = OF =r
olsun. ABC' ikizkenar oldugundan AD dogrusu BC tabanina dik olur. D ve E noktalarini birlestirirsek
diklikten dolay1 BDE ve DEC iicgenleri BD = DE = DC = +/2 birim olan ikizkenar {icgenler olur.
m(@) = a,m(m) = 0 dersek m(E/B\D) = m(B/ET)) =ave m(ﬁ)?') = 2a olur. Buna gore ADC' ve
BEC fggenlerin benzerliginden

EC/DC = BCJ/AC
ve

EC _2y2
V2 3V2
2v/2

2
esitliginden EC = 5 bulunur. Simdi EDC' {i¢geninde kosiniis teoremi uygularsak

2V2
3

2
) =4 —4cos2a

esitliginden cos 2 = 7/9 bulunur. Simdi de DOF ii¢geninde kosiniis teoremi yazarak
2 = 2r% — 2r? cos(180° — 2a)

egitliginden r = 3/4 bulunur.
Coziim 2:

Cemberin merkezi [BE] lizerinde, OE = OD olacak sekilde alman, bir O noktasidir.
ABEC dik iicgeninde BD = DC oldugu icin ED = BD = /2 dir.
/DAFE = /EBC = /BEC = ZODE = « dur.
AD? = AB?> - BD? =16 = AD = 4.
AD DM vz
4 9 3
E:OiDé?T@:OLDéOD:Z'
Not: Bu sorunun benzeri Ortaokul 2. Asama 1997/2 de sorulmus. S6z konusu sorunun AoPS forumlarinda
¢OzUmii mevcuttur.

DFE nin orta noktasi1 M olsun. cosa =

Yine benzer bir soru, AoPS forumunda yakin zamanda soruldu.
Coziim 3:

Yanit:
V2 2V/2

Bahsi gegen ¢ember BC ile ikinci defa F' noktasinda kesigsin. AE = 3 ve EC = 3 tiir. Buna gore

4+/2 2
cemberin C’ye gére kuvvetinden g = (CF.\2 < CF = T\[ olur. Yani DF = % dur. Benzer sekilde

2v/2
CE/CD = EF/ED oldugundan EF = Tf tiir. sin(ZFEDF) yi bulalim:

(DEC] = [BJ;JC] _ [A];?C] _ 4\9/5 _

42 EF 2v2 9
O zaman sin(ZEDF) = \Tf ve 2R = Sn(ZEDF) = \!4\/5 = 3/2 olur, yarigap R = 3/4 tiir.

%\/5\/5 sin(ZEDF)
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m ve n pozitif tam sayilar ve p bir asal say1 olmak iizere, 2m?+3m —44 = 3p" esitligini saglayan kag (m,n, p)
ugliisii vardir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Coziim:

Yanit:

Cevap: 3.

2m2+3m—44 = (2m+11)(m—4)-m—4 = k olsun. Bu durumda k bir pozitif tam sayidir ve k(2k+19) = 3p™
olur. obeb(k, 2k +19) = 1 veya 19 olmali. obeb(k, 2k 4+ 19) = 1 olsun. O zaman k = 1 ve 2k + 19 = 3p” veya
k=3 ve 2k + 19 = p™ olmal. Ik durumda p =7 ven =1 olur iken ikinci durumda p =5 ve n = 2 olur. O
halde obeb(k, 2k + 19) = 1 iken (5,1,7) ve (7,2,5) ¢oziimleri elde edilir.

obeb(k, 2k + 19) = 19 olsun. Bu durumda p = 19 olmal ve k = 19 - r dersek r(2r + 1) = 3 - 1972 olur.
O zaman n > 2 bulunur. n = 2 ise, r = 1 olur ve buradan (23,2,19) ¢ozlimi elde edilir. n > 3 ise,
1 <7r<2r+1,3<19"2 ve obeb(r,2r + 1) = 1 oldugu igin 7 = 3 ve 2r + 1 = 19”72 olmah. Ancak bu
durumda n tam say1 olmaz ve ¢oziim gelmez.

Sonug olarak tiim ¢oztimler (5,1,7), (7,2,5) ve (23,2,19) tglileridir.
Kaynak: Tiibitak 30. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2022

Bir f: Qt — RT fonksiyonu tiim x ve y pozitif rasyonel sayilar icin
22 + 2y + 9>
zy(z +y)
esitligini saghyor. f(x) fonksiyonunun aldig: en kiiciikk deger 1 ise f(1) nedir?

fl@)+fly) —flz+y) =

D1 B2 gL AL e

Cozim:

1 1 1
F@)+fy) = flaty) = g@)+ 2 +9ly)+ o —glz+y) - —
22 + 2y + 9>
= gl@)+9(y) —glx+y) + ——"——
(@) + 9l0) = oo +)+ S
Buradan da g(z) + g(y) = g(z + y) elde edilir. (bkz.Cauchy Fonksiyonel Denklemi)
iddia: g(z) = cx.
ispat:
9(2z) = g(x) + g(2) = 29(x)
9(3z) = g(22) + g(x) = 3¢()
g(nz) =ng(z) ,VneZ" (1)
(1) de  — x/n seklinde degisken degigtirelim
x
g(@) =ng (%) (2)
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(1) de z — x/n ve n — m geklinde degisken degigtirelim

g (%x) =mg (%) — ) _ ") (3)

n n
m
g=— €Q" ve g(1) = c olsun. z = 1 yazarsak
n
9(qx) = qg(x)

buradan da

elde ederiz.
[ |

1
Bu durumda f(z) = cx + — elde ederiz.
x

1 1 1 1
AO > GO dan f(z) = cx + - > 24/c fonksiyonu en kiigiikk degerini cx = - == W de alir. f (\/E> =

1
2\/E:1:>CZZ.
z 1 5 .
flz) = Z+E = f(1) = 1 elde edilir.

Ash ve Zehra, baglangicta bog olan 30 x 30 bir satrang tahtasi iizerinde sirayla hamle yaparak bir oyun
oynuyorlar. Oyuna Ash bagliyor. Ash her hamlesinde, kirmizi bir bilye igeren bir birim kareyle ortak bir
kenar1 bulunmayan bos bir birim kareye bir kirmizi bilye yerlestiriyor. Zehra ise her hamlesinde, bog bir birim
kareye bir beyaz bilye yerlegtiriyor. Oyunculardan herhangi biri hamle yapamazsa oyun sonlandiriliyor. Ash
her zaman en az k tane kirmiz bilye yerlestirmeyi garantileyebiliyorsa, k en fazla kag olabilir?

a) 200 b) 225 c) 250 d) 275 e) Higbiri
Coziim:

30x30 birim karesi olan satrang tahtasini 2x2 birimlik karelere bolersek 225 adet

2x2 birimlik kareler olugur.

Bir adet 2x2 birimlik kareye en fazla iki kirmizi bilye yerlestirilebilir.

Iki kirmizi bilye yerlegtirilmis 2x2 birimlik karenin diger iki adet bog birim karesine
Zehra’nin beyaz bilye yerlegtirmesi, Aslinin toplam yerlestirecegi kirmizi bilye sayisimi artirir.
Dolayist ile Zehra bunu yapmayacaktir.

Bir kirmiz1 bilye yerlestirilmig 2x2 birimlik karede kirmiz1 bilye yerlegtirilmis 1x1 birimlik
karenin kenarlar: ile degil kosesi ile ortak olan 1x1 birimlik kareye Zehra bir beyaz bilye
yerlegtirebilir. Diger iki adet 1x1 birim kareye Zehra'nin beyaz bilye yerlegtirmesi Aslinin
toplam yerlestirecegi kirmizi bilye sayisini artirir.

Dolayisi ile Zehra bunu da yapmayacaktir.

Eger bir 2x2 birimlik kareye bir kirmiz1 biye yerlestirilemiyorsa tamamina beyaz bilye
yerlegtirilmig demektir.

a tane 2x2 birimlik kareye 2 tane kirmiz bilye,

b tane 2x2 birimlik kareye 1 tane kirmiz bilye ve

¢ tane 2x2 birimlik kareye 0 tane kirmizi bilye yerlestirilsin.

a+b+c=225
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Eger Aslh icin yapacak hamle kalmadiysa;

4c hamlede ¢ tane 2x2 birimlik karenin her birinin tamamina beyaz bilye yerlegtirilmigtir.
2b hamlede b tane 2x2 birimlik kareye b tane kirmizi b tane beyaz bilye yerlestirilmistir.
2a hamlede a tane 2x2 birimlik kareye 2a tane kirmizi bilye yerlegtirilmistir.

Aslinin ve Zehra’nin hamle sayilar esit olduguna gore;

2a+b="b+ 4c ve a = 2¢ bulunur.

Oyleyse a+ b + ¢ = 225 ve a+b+ 5§ =225

3a + 2b = 450 olur. Burada a = 2m ve b = 3n olmak iizere,

m+n= % = 75 bulunur.

Kirmuz bilyelerin sayist 2a + b = 4m + 3n = 3 (m + n) + m olur.
2a+b=3(m+n)+m=3.754+m = 225+ m > 225 bulunur.

m = 0 iken egitlik olugur. m = 0 ise a = 0 dir. Dolayis1 ile ¢ = 0 dur.

Yani b = 225 olur.

Asl her zaman 225 kirmiz1 bilye yerlestirmeyi garantileyebilir.
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31.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Simavi - 2023

(E) = 90° olan bir ABC ii¢geninde [AB] kenarinin orta noktast M olmak iizere, M den AC ye gizilen
dikmenin BC ile kesigimi N olsun. |[BN| =8 ve |CN| =17 ise |M N| kagtir?

a) 10 b) 13 c) 15 d) 17 e) Higbiri
Coziim:
Cevap:

M N’nin AC’yi kestigi nokta D olsun. Menelaus teoreminden
|BN| |CD| |[MA| 1 |CD| 17

INC| |DA| |MB| "~ DA 8

elde edilir. |CD| = 17k ve |DA| = 8k diyelim. ADM ve NBM figgenlerinin benzerliginden, eger |IM N| = z
dersek, |[MA| = |M B| = xk ve |M D| = xk? elde edilir. Yine Menelaus teoreminden,

|AD| |CB| |MN| 9
|AC| "|BN| |MD| ~ 25k

3
=1 = k=
5

elde edilir. NBM fi¢geninin kenarlar1 8 — %I — z oldugundan Pisagor teoreminden z = 10 bulunur. Ayrica
% oranmdan dolay: ashinda {iggenin 6 — 8 — 10 {iggeni oldugu da goriilebilir. Dolayisiyla |[M N| = 10’dur.

3PP+l | 7p4ptl sayisinin p ile boliinmesini saglayan kag tane p asal sayis1 vardir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e)6

Coziim:

Cevap:

Fermat teoreminden 3 = 3 (mod p) ve 7?7 = 7 (mod p)’dir. Burada p icin asallik diginda herhangi bir
kisitlama yoktur.
2
3PPl = (3P)P .30 .3 =37.3.3=27 (mod p)

7P APt = (7P)P 7P T = 7P . 7.7 =343 (mod p)
= 3P7FPHL L 7P Pl = 97 1 343 =370 (mod p)

olacagindan p | 370 olmahdir. 370 = 2 -5 - 37 oldugundan p = 2,5,37 olabilir. Bu degerler igin saglama
yapmamiza gerek yoktur ¢iinkii yukaridaki iglemlerin aynisindan ¢ikacaktir.

x bir gergel say1 olmak tizere, 4% 4+ 7% + 8% 4+ 107 + 14" + 15" = 17* 4+ 19” denklemini saglayan kag tane x
sayis1 vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Sonsuz ¢oklukta

Coziim 1:

Yanit: E

x < 0ise 17" < 4% ve 197 < 77 olacag i¢in 17% + 197 < 4% + 7% + 8% + 10” + 14% + 15" olacaktir. Yani
denklemin negatif ¢oziimii yoktur.

x = 0 1n saglamadig: kolayca goriiliir.
x > 0 olsun.
177 + 19” = a” olsun.
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197 < 17% 4+ 19% = a® oldugu i¢in 19 < a dir. (Her z e karsilik bir @ > 19 gergel sayis1 bulunur. Bagka bir
deyisle; a, x’e bagh bir fonksiyondur.)

47 + 77 + 8% + 10" 4 147 + 15" =a”

AN (TN (8" 10\” 14\ 15\
fl@y=(-) +(-) +(=) +{—) +{— ) +|— ] olsun.
a a a a a a

y = f(x) = 1 denkleminin pozitif ¢6ziimlerini ariyoruz.

x

0 < b< avex >0 olmak iizere g(x) = | — | fonksiyonu azalandir (burada a ve b’nin sabit say1 olmasina
a

gerek yoktur). O halde f(z) de azalandir.

y = f(z) azalan fonksiyonu ile y = 1 sabit fonksiyonu en fazla bir noktada kesigebilir.

4+74+8+10+14+15 58
f(1) = i 1;_+ 1;_ T 3% > 1 ve yeterince biiyiik 2 > zg ler i¢in f(z) < 1 oldugu igin f(z) =1

denkleminin tam olarak 1 ¢oziimii vardir.

Ozel olarak bu denklemin ¢oziimii = 2 dir. bkz. Wolfram Alpha
Cozim 2:

Cevap: 1.

1 4\" 7\ 8\" 10\*  [14\" [15\" 19\°
Her tarafi 17* ile bolersek, denklem (17) + <17) + (17> + (17> + (17) + (17) =1+ (17)
haline gelir. Sol taraf z’in azalan bir fonksiyonu ve sag taraf da z’in artan bir fonksiyonu oldugu igin, bu
iki fonksiyon en fazla bir noktada kesigebilir. x = 0 durumunda da sol taraf daha biiyiik, x gok biiyiikken

de sag taraf daha biiyilik oldugu i¢in ara deger teoreminden dolay1 ortadaki bir degerde bir kok bulunmak
zorundadir.

Kaynak: Tiibitak 31. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coziimleri 2023

31 kisiden olugan bir siifta, 4 6grenci igeren her grubun icinde kendisi digindaki diger 3 6grenciyle arkadas
olan en az bir 6grenci bulunuyor. Buna gore bu siifta kendisi digindaki tiim 6grencilerle arkadag olan 6grenci
sayisi en az kag olabilir?

a) 26 b) 27 c) 28 d) 29 e) 30
Coziim:

Yanit:

En az arkadas: olan bir A kisisini alalim. A nin n tane arkadas: olsun. O halde en ¢ok n kisi, diger herkesle
arkadag olabilir. 30 — n kigi A nin arkadas: degildir.

e 30 — n > 3 oldugunu varsayalim. Bu durumda A ile arkadas olmayan B,C, D gibi en az 3 kisi vardir.
Problemde verilenden dolay1 A, B, C, D dértlii grubunda diger iigii ile arkadas olan biri olmalidir. Fakat A,
bu g kisiyle arkadag olmadig igin cgeligki olugur.

e O halde 30 — n < 2 olmalidir. Buradan n > 28 elde edilir. ny;, = 28 oldugu bir 6rnek verelim. A kigisi, B
ve C Kkigileriyle arkadag olmasin. Geri kalan tiim ikililer arasinda arkadaglik olsun. A, B, C' digindaki 28 kisi,
kendisi digindaki herkesle arkadag olmusg olur.

Not: Sinav esnasinda minimum degeri hissederek ¢ozen 6grenciler olmug olabilir. Bu gizge (graph) teorisi so-
rusunun ¢oziimii kisa goriinmekle beraber, tam bir ispat sunulmak istendiginde siavin en segici sorularindan
birisi olabilecegini diiglintiyorum.
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m(ﬁ) > m(a) olan bir ABC ii¢geninde A kosgesine ait i¢ aciortay ve dig agiortay uzunluklar: birbirine esit
ise2-A+3-B+C kag derecedir?
a) 360° b) 420° c) 540° d) 630° e) Higbiri

Coziim:

Yanit:

m(zzl\) = 2z, m(C) = y olsun. A kdgesinden gegen i¢ ve dig agiortay BC dogrusunu sirasiyla D, F noktalarinda

kessin. m(ADFE) = z+y dir. |[AD| = |AE| ve AD 1 AFE oldugundan z+y = 45° dir. Boylece m(B) = 135° —x
tir. Buradan,

-~ ~ ~

2-m(A)+3-m(B)+ m(C) =4z + 3(135° — ) + y = 405° + = + y = 450°

bulunur.

@ (3m + 4n)(4m + 3n) = 3% egitligini saglayan kag (m,n) tam say1 ikilisi vardir?
a) 44 b) 64 c) 88 d) 128 e) Higbiri

Coziim 1:

Yanit:

a4+ b = 63 olmak iizere 3m + 4n = 3% ve 4m + 3n = 3% olacak sekilde a, b negatif olmayan tam sayilarini
aragtiralim. Denklemleri toplayalim ve a > b ise 7(m + n) = 3% + 3% = 3*(39=% 4 1) bigiminde yazalim. Eger
a<bise 7(m+n) = 3%+ 3" = 3%(3*~% + 1) bigiminde yazalim. m + n nin bir tam say1 olmasm istiyoruz.
Bu durumda, 4m + 3n de bir tam say1 oldugundan, m ve n birer tam say1 olacaktir.

e ¢ > b durumunda ¢ = a — b diyelim ve 3 +1 = 0 (mod 7) olur. 32> = —1 (mod 7) ve 35 = 1 (mod 7)
oldugundan ¢ = 3 + 6k seklindedir. K = 0,1,2,...,10 i¢cin ¢ = 3,9,15,...,63 degerlerini alir. Buna karsilik
a > b dogal say1 degerleri vardir. (a,b) = (33, 30), (36,27), (39,24), ...,(63,0) bigiminde 11 ¢6zlim bulunur.

e a < b durumunda ¢ = b — a diyelim. Yine 3+ 1 =0 (mod 7) olur. 3> = —1 (mod 7) ve 3 =1 (mod 7)
oldugundan ¢ = 3 + 6k seklindedir. Benzer sekilde (a,b) = (30, 33), (27, 36), (24, 39), ..., (0, 63) bi¢iminde 11
¢6ziim bulunur.

e Son olarak, 3m + 4n = —3% ve 4m + 3n = —3° negatif carpan bicimlerini de diisiiniirsek, benzer bicimde
22 ¢oziim daha elde ederiz.

Toplamda 44 tane (m,n) tam say: ikilisi elde edilir.

Coziim 2:

Cevap:

(m,n) ¢oziimse (—m,—n) de ¢dziim olacagindan sadece 3m + 4n > 0 oldugu durumlar inceleyelim. Eger
re€Zve <z <63 icin icin 3m + 4n = 3% ve 4dm + 3n = 363-2 dJersek

(b3 (1) = ()
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olur. R; ile i. satir1 gosterirsek, Ry — 4R; — 3Ry doniisiimii yaparsak,

(7 ()= (a0

Simdi de Ry — 7TR; — 4Ry doniigimu yaparsak,

21 0\ (m)\ _ [—3°T2 44 367 . L 0y (m\_(m)_1 —3%Fl 4. 3032
0 7)\n) 4.3% — 364-z 0 1 n) \n) 7 4.3% — 364-=
Dolayisiyla m —n = % (—7 34T 363’””) = 303=7 _ 3% oldugundan sadece m'nin tamsay1 olmasi yeterlidir.

Yani
4.307% _grtl = _gbd=e 37l — 0 (mod 7) = —3*" =3%"" (mod 7)

olmalidir. Basit bir kontrol ile 3’iin 7 modundaki mertebesinin 6 oldugu goriilebilir (sadece 2 ve 3’tincii kuv-
vetleri kontrol etmemiz yeterlidir). Buradan

—32H =307 (mod 7) = 3%.3"T1 =3 =352 (mod7) = x+4=64—2z (mod 6)

<= 2r=0 (mod6) <= =0 (mod 3)

bulunur.

o " v 63—0
0 <z <63 oldugundan z’in alabilecegi degerler 0,3,6,9, ..., 63 olup toplamda =3—

(—m, —n) geklindeki ¢oziimleri de eklersek 44 ¢oziim olacaktir.

+1 = 22 ¢6ziim bulunur.

x bir pozitif gercel say1 olmak iizere |22] + |z] seklinde yazilamayan 2023’ten kiiciik kag tane pozitif tam
say1 vardir?

a)l b) 12 c) 22 d) 44 e) 90
Cozim 1:

Yanit: @

S = |22] + |z] diyelim. S azalmayan bir fonksiyondur. Soruyu daha iyi kavramak igin = e baz1 degerler
vermeyi tavsiye edebiliriz.

Tk olarak 0 < 2 < 1i¢in 0 < 22 < Lolup S = [2?] + |#] =0+ 0=0olur. z = 1igin S =1+ 1 = 2
olur. Yani S # 1 dir. = v/2 i¢cin S =241 = 3 olur. z = V3 icin S = 3+ 1 = 4 olur. S = 5 olabilir mi,
inceleyelim. |2%] + || = 5 ise |2%] = 4,|z] = 1 ya da [2?] = 3, |x| = 2 olmalidir. Bu iki durumun da
imkansiz oldugunu anlamak zor degildir. S # 5 tir. = 2 i¢in S = 4 + 2 = 6 olur. Su ana kadar S & {1,5}
oldugunu anladik. Simdi daha genel bir ¢6ziime gegebiliriz.

a > 0 bir tam say1 ve 0 < b < 1 olmak iizere * = a + b olsun. Yani |z| = a olacaktir. S = |2?| + |z| =
la? + 2ab + b?] + a olur. a® bir tam say1 oldugundan S = a? + a + |2ab + b?| yazabiliriz. Bu durumda b yi
degistirerek S nin hangi degerleri alabilecegini belirleyelim.

S nin en kiiciik degerini almasi icin b = 0 alirz ve Spin = a® + a olur. S nin en biiyiik degerini almasi icin
b — 1~ (yani 1 e ¢ok yakin ama 1 den kiigiikk) aliriz. Bu durumda 2ab — 24~ (yani 2a ya ¢ok yakin ve 2a
dan kiiciik) ve b — 1~ oldugundan 2ab + b?> — (2a + 1)~ olur. [(2a +1)7] = 2a ve Syax = a? + 3a olur.
Boylece |z = a iken S € [a%? +a,a® + 3a] olur. |z] =a+1liken S € [(a+1)?+a+1,(a+1)2+3(a+1)] =
[a? + 3a + 1,a% + 5a + 2] olur. Bu iki aralikta da bulunmayan tam say1 a? + 3a + 1 dir. S # a® + 3a + 1 dir.

Basta da buldugumuz bilgilerle uyumlu olarak a = 0 icin S # 1, a = 1 icin S # 5 tir. a®> + 3a + 1 < 2023
olan en biiyiik @ tam say1 degerini arastiralim. a? < 2025 olup a < 45 tir. a = 44 denenirse 442 +3-44+1 =
1936 + 132 + 1 = 2069 > 2023 tiir. a = 43 denenirse 43% + 3 - 43 4+ 1 < 2023 olur. 0 < a < 43 tam sayilar ile
elde edilen a? + 3a + 1 formundaki 44 tane tam sayiy1 S e esit olacak bicimde yazamayiz.
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Cozim 2:
r=n+r,n€E”Zs and 0 <r <1 olsun. Ju kiimeyi tanimlayalim:

S, ={2*| + |=] : |z] = n}.

22 = n? + 2nr + r? kullanilarak,

|22] + |z| = n? +n+ [2nr 4+ 72|

elde edilir. Simdi, sabit bir n sayis1 i¢in [2nr + r2| ifadesinin 0 < r < 1 iken alacagi degerler kiimesinin
{0,1,...,2n} nin altkiimesi oldugunu gérelim (giinkii 2nr+7? < 2n+1). Buradan, S,, C {n?+n,...,n?+3n}
bulunur. Simdi, herhangi bir & € {0,1,...,2n} icin, r = V/n? + k — n alarak 7> + 2nr = k elde edilebilir.
Dahast, 0 < r < 1 saglanir, yani S,, = {n? +n,...,n%? + 3n}. Bu sekilde yalnizca n? + 3n + 1 seklindeki
sayilarin yazilamayacagini gérmiig oluruz, dolayisiyla cevap 44 olur.

Bir yuvarlak masa etrafina oturmus 31 6grenciden ticii, segilen herhangi iki 6grenci arasinda en az 4 6grenci
bulunmasi koguluyla kag farkli sekilde secilebilir?

a) 1450 b) 1471 c) 1512 d) 1543 e) 1581
Cozim 1:

Yanit:

Ogrencileri 1 den 31 e kadar, saatin dénme yoniinde numaralandirmig olalim. Secilen {i¢ 6grencinin numaralar
saatin donme yoniine gore sirasiyla a,b, ¢ olsun. a = 1 oldugunu varsayalim. ¢ = 1 ile b arasinda x; tane
ogrenci, b ile ¢ arasinda x5 tane 6grenci, c ile a = 1 arasinda x3 tane 6grenci olsun. 1 +x2+2x3 = 31 —3 = 28
dir. z; > 4 oldugundan z; = y; + 4 doniigiimii yaparsak

y1+y2+ys=28-3-4=16

18
denklemini negatif olmayan tam sayilarda ¢ozmeliyiz. Dagilim prensibinden dolay1 (2) tane (y1,Yy2,Y3)

ticliisii bulunur.

1 .
Simdi @ =1, 2,...,31 degerlerini alabileceginden bu sayiy1 31 ile carparak 31 - ( 28) elde ederiz. Ote yandan,

saatin donme yoniinde secilen numaralar a, b, ¢; b, ¢, a; ¢, a, b iken ayni1 6grenciler segilmis olacaktir. Dolayisiyla
elde ettigimiz sayiy1 3 ile bolmeliyiz. Boylelikle

31 (18

il = 1581

a <2> 58
sonucuna ula§1rlz.

Notlar:

e Dairesel olarak dizilmig n farkl nesneden m tanesinin se¢imi, herhangi iki secilmig ardigik nesne arasinda
en az k tane segilmemis nesne bulunmas: koguluyla

n (n—km—1
m m—1
yolla yapilabilir. Elbette kombinasyonun pozitif bir tam say: iiretebilmesi i¢in n > km 4+ m olmalidir. n <

km + m iken istenen sekilde bir se¢cim miimkiin olmadig: i¢in, yanit 0 olacaktir. Dairesel dagilim ismini
verebilecegimiz bu problem, Cayley Problemi olarak bilinir.
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e Uzun siiredir “Acaba Ulusal Matematik Olimpiyatlari’nda ne zaman sorulur?” diye bekledigim bir prob-
lemdir, Cayley Problemi. 1993’te diizenlenen 1. UMO’dan glintimtize kadar olan siirede ilk kez 2023’te Cayley
Problemi soruldu. Ayrica, ilki 1996’da yapilan Ulusal Antalya Matematik Olimpiyatlarinda da Cayley Prob-
lemi ilk kez 2023’te soruldu. Yani bu yil, iilkemizdeki iki 6nemli olimpiyat sinavinda Cayley Problemi ile
kargilagmig olduk.

Coziim 2:

Cevap: 1581.

Ogrencileri saat yoniinde 1,2, ..., 31 sayilarila numaralandiralim. 1. 6grenci secilmis olsun. Bu durumda 2.,
3., 4., 5., 28., 29., 30. ve 31. ogrenciler secilmeyecek. 1. 6grenciden sonra saat yoniinde segilen ilk 6grenci 6.
ogrenci olursa, secilen son 0grenci i¢in 17 segenek, 7. 6grenci olursa, secilen son 6grenci icin 16 segenek, . . ., 22.
ogrenci olursa, secilen son 6grenci igin 1 segenek bulunacaktir. Buna gére, toplam 174164 --+1 = 17-9 = 153

1
= 1581 olur.

secenek elde edilir. Segilen her 6grenci tigliisii 3 kez sayilacagina gore, cevap

Kaynak: Tibitak 31. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinav Soru ve Coztimleri 2023

@ O merkezli bir gember iizerinde alinan A ve B noktalar: igin m(@) = 90° dir. Cemberin kiiciik AB yay1
tizerinde alinan bir C' noktasi ve [OB] iizerinde alinan bir D noktas: i¢in m(A/C’B) = 90° dir. |AC| = 30,
|CD| =16 ise |BD| uzunlugu kagtir?

a) V66  b)2v34 ¢)3v34 d)2v66 e) Higbiri

Cozim:

Yanit: E

CD dogrusunu ¢izelim ve ¢emberi C, E noktalarinda kessin. Tales teoreminden, c¢api gbren gevre ac¢i 90°
oldugundan A, O, E dogrusaldir. Béylece ADFE ikizkenar tiggen olur. AC'D dik tiggeni; 8,15, 17 6zel tiggeni
(2 kat1 alinmig) oldugundan |AD| = |DE| = 34 tir. |CE| = 16 4 34 = 50 oldugundan ACE dik tiggeninden
|AE| = 104/34 bulunur. Yarigap uzunluklarindan |OA| = |OB| = |OE| = 5v/34 bulunur. AOD dik iicgeninde
Pisagor teoreminden |OD|? = 342 — 2534 = 9-34 ve |OD| = 3+/34 bulunur. |BD| = 5v/34 — 31/34 = 21/34
olur.
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2™ + 3™ 4+ 5" sayisiin 100 ile tam boliinmesini saglayan 2023 ten kiigiik kag n pozitif tam sayis1 vardir?

a) 50 b) 101 c) 150 d) 202 e) 251
Cozim:

Cevap: @

Cin kalan teoreminden
2" 4+3"4+5"=0 (mod 100) <= 2"4+3"+5"=0 (mod4)ve2"+3"+5"=0 (mod 25)
olacaktir. n =1 igin 0 kalan1 gelmediginden n > 2 kabul edebiliriz ve buradan
2" 4+3"4+5"=0 (mod 100) <= 3"+5"=0 (mod4)ve2"+3"=0 (mod 25)

olacaktir.
3"+5"=(-1)"+1=0 (mod4) < n=1 (mod?2)
olur. n’nin tek olmasim kullanarak
n n _ on n _ on . n k n—k _ on n n n n—1 _ n—1
2"43" =2"4(5-2)" =2 +Z (k>5 (—2) =2 +< )(—2) +< >5-(—2) =5n-2 =0 (mod 25)
k=0
<= n=0 (mod5)

bulunur. Dolayisiyla n > 2 igin
2"4+3"4+5"=0 (mod 100) <= n=5 (mod 10)

elde edilir.
10k 4 5 formatindaki sayilar 5,15,25,...,2015 olmak tlizere % +1= tanedir. Hatirlamayanlar icin

Son terim—Ilk terim

aritmetik dizideki eleman sayisi Artig miktan

+ 1 olarak hesaplanir.

1
a1, as,...,az1 dizisi ag = — ve her n = 1,2, ..., 30 degeri i¢in (n+ 2)a,, = na,+1 olarak tammlanmigtir. Buna
gore, a1 + as + - - - + a3y kagtir?
a) 176 b) 179 ) 181  d) 187  e) 192

Cozim:

Yanit:

ap+1 n+2

= bi¢iminde yazip n = 1,2,..., N — 1 i¢in taraf tarafa carparsak, olugan teleskopik garpimdan
av 345 N N+1 N(N+1)
D 2 D . = olup
ai 1 2 3 N-2 N-1 2
n?+n
ap =
62

elde edilir. Istenen toplam

31
1 1 /31-32-63 31-32
a1—|—a2+--~—|—a31=—5 (n2+n)=< + >:176

62 62 6 6

n=1

bulunur.
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Bir siraya dizilmis 7 topun her biri kirmizi, mavi ve siyah renklerden birine, yan yana iki siyah top olmayacak
sekilde kag farkli bicimde boyanabilir?

a) 1128  b) 1158  ¢) 1186  d) 1224  e) 1296

Coziim:

Yanit: @

Istenen ozellikte n tane topun boyanma sayisi a,, olsun. a; = 3 ve ag = 32 — 1 = 8 dir.

Simdi, son topun siyah olmasi durumunda, sondan bir énceki top mavi veya kirmizi olabilir. Geriye n — 2
top kalir ve bu halde istenen ozellikte 2a,,_o boyama yapilabilir.

Son topun mavi veya kirmizi olmasi durumunda, geriye kalan n — 1 top oldugundan bu halde 2a,,_; yolla
boyama yapabiliriz. Toplamda, n > 3 i¢in

Ap = 2(0%—1 + an—2)
indirgeme bagmtisi elde edilir. a3 = 2(3 + 8) = 22, ay = 2(8 4+ 22) = 60, a5 = 2(22 + 60) = 164, ag =
2(60 + 164) = 448, a7 = 2(164 + 448) = 1224 bulunur.

Bir kenarimin uzunlugu 6 olan ABCD karesinin [BC| kenari lizerinde |BE| = 4 olan bir E noktasi aliniyor.
DENAB={K} ve AEN DC = {L} olmak iizere, EK L ii¢geninin gevrel ¢cemberinin yarigap: nedir?

13v1 1
a) 3\6ﬁ b)6 )9 d) @ ¢) Hicbiri
Coziim:

Yanit:

K BCF dikdértgenini kuralim.
BK =12, BE=4,CE =2, LF =9, KF = 6.

A 6 B 12 K
4 ////
E ,// 6
2 ,//
D c 3 L 9
Alan(KEL) = Alan(BKFC)— Alan(BEK) — Alan(CEL) — Alan(KFL)
= 72-24-3-27

= 18
(Alternatif olarak Alan(K EL) = Alan(AED) = Alan(ABCD)/2 = 18)
Uggenin cevrel yaricapimin kullanildigr alan formiiliinden

KE-FEL-LK
4R o

Alan(KEL) = 18

R_4\/12+32-¢22+32-3\/22+32 ~13V10
B 4-18 6

567


https://geomania.org/forum/index.php?topic=8575.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=8576.0

31. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2023 geomania.org

a® + 4ab — 3ab® — 1863 = 2023 esitligini saglayan kag (a, b) tam say1 ikilisi vardir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) Higbiri
Coziim:

Cevap:

Sol taraftaki a® + 4a%b — 3ab? — 1863 kismim carpanlarina ayirmak icin % = t diyebiliriz. Bu doniigiim ile sol
taraf b3(¢3 + 4t2 — 3t — 18) olacaktir ve paydaki polinomu ¢arpanlarima ayirarak asil denklemi carpanlarina
ayiwrabiliriz. Bu kismi gegiyorum, ¢arpanlarina ayrilmig hali

(a —2b)(a + 3b)* =2023 =7-172
olacaktir. 2023’iin tamkare bélenleri sadece 1 ve 17%’dir. Buradan
a—2b=2023, a+3b=1
a—2b=2023, a+3b=-1
a—2b=7, a+3b=17
a—2b=7, a+3b=-17

olabilir. Bu lineer denklem sistemlerini ¢ozersek, (a,b) = (11, 2) tamsay ikilisi buluruz. Tek ¢6ziim vardir.

2

x ve y gercel sayilar olmak iizere, 22 — zy + y2 —  — 2y ifadesinin alabilecegi en kiicitk deger nedir?

a) —3 b) — g c) —2 d) — g e) Higbiri

Coziim 1:
Cevap:
A=2?—ay+y?> -2 -2y =22 —2(y+1) + (y*> — 2y) olsun.

A =42? —da(y+ 1) +4(* —2y) =2z —y—1)? — (y+ 1)? +4(y* - 2y) = 2z —y — 1) +3y> — 10y — 1

0 1 5\% 28 28
=Qr—-y—-12+3(v-—=y—=)|=Cr—y—-1+3(y—-=) —-=>-"
2z —y—1)"+ (y 3V 3> 2z —y—-1)"+3y 3 523

olacaktir. Buradan A > —I olacaktir. Esitlik durumu (z,y) = (%, 3) iken saglamr.

Cozim 2:
aZ+b> > 2ab
b2+c2 > 2be
a2+ > 2ac

Taraf tarafa toplayip her iki tarafa a® 4 b% + ¢? eklersek 3(a? + b + c?) > (a + b+ c)? elde ederiz. (3 terimli
Karesel Ortalama - Aritmetik Ortalama Esitsizliginin sadece pozitif gercel sayilar igin degil tiim gercel sayilar
i¢in saglandigini gostermis olduk.)

a=y—x,b=x—1,¢c=2—y olsun.
3((y—a)?+(xz-12+2-y?)>y—az+r—-1+2-y=1
3(22% — 22y +2y? — 22z — 4y +5) > 1

EN|

Sorudaki toplama S dersek 3(2S +5) > 1= S > ——

w

Esitlik durumuy —x =2 — 1 =2 — y iken yani z = %, Y= % iken saglanir.
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Cozim 3:

Bu problem igin, parabolde tepe noktasi fikri gibi bir temel yontemi kullanarak farkli bir ¢6ziim daha
verebiliriz.

Yanit: E

Alx) =22 —ay+y? —2—2y = 22 —x(y + 1) + (y* — 2y) olsun. Bu ifadeyi = e gore ikinci dereceden bir
fonksiyon gibi diiginebiliriz. Su temel gercegi hatirlayalim:

a > 0 bir sabit ve A(z) = a(x —r)? + k iken A(z) > k olur, esitlik durumu x = r igin vardir.

1 1)? 1)2 3y? — 10y — 1
Buna gore r = y-;— olup A(r) = (yz F_ (y—; ) + (y? - 2y) = % olur. O halde
3y* — 10y — 1 3y? — 10y — 1
A > % olur. Simdi de % igin minimum degeri arasgtiralim. Yine tepe noktasi

formiiliini kullanirsak, bu ifadenin y = 3 icin en kii¢iik degerini alacagini biliyoruz. Bu degeri hesaplar-

olmali. Yani

1 2 1
sak 1 <3 . (Z) —10- g — ) = fg bulunur. Bu en kiigiik degeri elde etmek icin z = yt

4
x = —. Boylece Ay = fz tir.
3 3

7 kisilik bir grup icinde bazi tokalagmalar olmustur. Tam olarak 1 kisiyle tokalagan kigi sayis1 1, tam olarak 2
kisiyle tokalagan kisi sayis1 2 ve tam olarak 3 kisi ile tokalagan kisi sayisi 3’tiir. Buna gore, toplam tokalagma
sayisimin alabilecegi kag farkli deger vardir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e) Higbiri
Cozim 1:

Cevap:

Kisileri bir diizlemde 7 nokta ile gosterelim. Bu kisilerden tokalaganlari ise birlestirelim. Bir graf elde etmis
olacagiz. Verilen bilgiden 1 kiginin derecesi (yaptigi baglant1 sayis1) 1, 2 kiginin 2 ve 3 kiginin 3 oldugunu
biliyoruz. Bilinmeyen 7. noktanin derecesi de d olsun. Her tokalasmada 2 kisi yer aldigindan derecelerin
toplamu ¢ift olacaktir. Buradan

142+42+34+3+43+d=14+d=0 (mod2) — 2|d

elde edilir. Ayrica d # 1,2,3 oldugundan d = 0,4, 6 olabilir. Dolayisiyla toplam tokalagma sayist %er de
7,9, 10 olabilir.

Simdi bu d degerleri icin 6rnek verelim. Kisiler A, B,C, D, E, F, G olsun. Tokalaganlar1 <> ile gosterelim,

d =0 igin
A<+ B, B+<(C, B+<D, C+ D, C«F, D« E, E+F

seklinde tokalagmalar olursa, A, 1 kigi ile F, F, 2 kisiyle B, C, D, 3 kisgiyle ve G ise 0 kigiyle tokalagmig olur.
d =4 i¢in
A~+G, B+« (C, B« D, B+~G C+D, C«F, D<E G«E G&F
seklinde tokalagmalar olursa, A, 1 kisi ile E, F', 2 kisiyle B, C, D, 3 kisiyle ve G ise 4 kisiyle tokalagmis olur.
d = 6 igin
A~+G, B«C, B+ D, BoG C+«G, DG, C«F D+E G+« FE GoF

seklinde tokalagmalar olursa, A, 1 kisi ile E, F', 2 kisiyle B, C, D, 3 kisiyle ve G ise 6 kisiyle tokalagmig olur.
Dolayisiyla toplam tokalagma sayis1 7,9, 10 olabilir.
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Cozim 2:

Cevap: 3.

Bu 1+ 2+ 3 = 6 kisi digindaki kiginin tokalastigi kisi sayis1 k£ olsun. Toplam tokalagma sayisinin 2 kati
14+24+24+3+3+3+k = 144k olacag i¢in k ¢ift olmali. Ayrica k # 2 oldugu igin &k 'nin alabilecegi degerler
0,4 ve 6’dir. Bu durumlarin her biri miimkiindiir ve toplam tokalagma sayis1 7,9 ve 10 olabilir.

Kaynak: Tiibitak 31. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2023

|AB| = 6, |AC| = 8, |BC| = 10 olan bir ABC' iiggeni veriliyor. Bu {iggenin gevrel ¢gemberinde A nok-
tasini igermeyen BC' yayinin orta noktasi D olsun. Cevrel cembere D noktasinda teget olan dogrunun AB
dogrusuyla kesigtigi nokta F ise |ED| uzunlugu nedir?

36 28 35
Coziim:

Yanit:

6,8, 10 iiggeninden dolay1 m(@) = 90° dir. D noktas1 BC yaymnin orta noktasi oldugundan [AD, BAC
nin agiortayidir. Dolayisiyla DO 1 BC ve |OB| = |OC| = |OD| = 5 tir. Yaricapin tegete dik olugundan,
OD 1 ED dir. Boylece, aslinda iyi bilinen bir ézellik olarak BC' || ED bulunur. AD ile BC nin kesigimi N
olsun. Bu paralellikten dolay1r ABN ~ AED dir. A dan BC ve ED ye inilen yiikseklik ayaklar sirasiyla H
ve L ise, ylkseklikler oranini benzerlik oranina esitlersek

|ED|  |AL|
BN| ~ |AH]
6-8 24 . BN CN 10

olur. 6,8:;(1)0 dik {iggeninde |[AH| = 0= tir. I¢ aglorta;f;eoremir;;len | : | = | 3 | = 518 olup
|BN| = - dir. Ayrica |HL| = |OD| =5 oldugundan |AL| = = +5= = tir. Bu degerleri benzerlik oram
esitliginde kullanirsak,

\ED|  49/5

30/7  24/5

olup |ED| = % bulunur.
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p bir asal say1, n < p bir pozitif tam say1 olmak iizere,

PP nS+nt+ i+ nt+n+ 7

sartin1 saglayan kac (n, p) ikilisi vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Coziim:

Cevap: @

nS4+nt+ 3 +n?4+n+7=n*+n+7)(n*+1) = (n+1)(n* —n+1)(n* +n+7) yazarsak n > 1 oldugundan

n?—n+l<p?ven+1<p+1<pdir.

Eger p? | n? +n + 7 ise p = 2 i¢in ¢dziim yoktur. p = 3 icin sadece n = 1 olabilir. p > 5 icin

PPE<niHn+T<p’+p+7<2p? = p*=n +n+7

olacaktir. Buradan

4n? 4 4n+28=(2n+1)2 +27T=4p> = (2p—2n—1)(2p+2n+1) =27

olur. Buradan (p,n) = (7,6) elde edilir.

Geriye kalan durumlarda p asali n 4+ 1, n? — n + 1 ve n? +n + 7’den iki tanesini bolmelidir.

Egerp|n+1lvep|n®—n+1lisep|(n>—n+1)—(n+1)(n—2)=3vep=3elde edilir. (p,n) = (3,2)

olabilir.

Egerp|n+lvep|n?+n+Tisep|(n?+n+7)—n(n+1)=7vep =17 elde edilir. (p,n) = (7,6) durumunu

daha 6nceden bulmustuk.

Egerp|n?+n+7vep|n?—n+lisep|(n?+n+7)—(n?—n+1)=2n+6 elde edilir. p = 2 i¢in ¢dziim

gelmediginden p | n + 3 olacaktir. Buradan
pl*+n+7)—-n+3)(n—-2)=13 = p=13

elde edilir. p | n 4+ 3 oldugundan n = 10 olmahdir. (p,n) = (13,10) elde edilir.
Tim ikililer (p,n) = (3,1), (3,2),(7,6), (13,10) dur.

k # —1 ve £ verilmis gergel sayilar olsun.

T Y z

=1
x+1+y+2+z—|—3

esitliginde z = k iken yz = £ olmak zorunda ise, k + ¢ kactir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)6
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Coziim:

Cevap:

Birinci Yol: x = k koyarsak,
Y z 1

y+2 243 kel

olacaktir. yz’'nin sabit cikmasini istiyoruz.

Y z 1 2yz + 3y + 2z 1
y+2+z+3 k+1 yz+3y+2:+6 k+1 (2k + 1)yz + 3ky + 2kz
k = —% ise 3y + 22 = —12 olacaktir. Buradan (y,z) = (0,—6),(2,—9) gibi ¢oziimler buluruz. yz sabit
olmadigindan aradigimiz k£ bu degildir.
k # f% icin

(2K + 1)%yz + 3k(2k + 1)y + 2k(2k + 1)z — 6(2k + 1) =0 = [(2k + 1)y + 2k] [(2k + 1)z + 3k] = 18k + 6

olacaktir. 18k 4+ 6 = ab icin y = ‘21,;42_’1“ ve z = % ¢oziimii elde ederiz. Oncelikle i # —2 ve z # —3 olmasi

gerektiginden a # —2k — 2 ve b # —3k — 3 olmalidir.

(2k + 1)%yz = (a — 2k)(b — 3k) = ab — 3ak — 2bk + 6k* = 6k* + 18k + 6 — k(3a + 2b)

oldugundan yz’nin sabit olabilmesi i¢in k£ = 0 veya 3a + 2b sabit olmalhdir.

k=01ise y = a ve z = b olacagindan yz = ab = 18k + 6 = 6 olmaldir ve buradan (k,!) = (0, 6) elde edilir.
k+1=6dr.

k # 0 ise 3a+ 2b sabit olmalidir. @ # —2k — 2 ve a # —% (¢linkii b # —3k — 3) olmasimin yeterli oldugunu
g6z oniinde bulundurarak herhangi bir k i¢in a’y1 verilen iki deger diginda secip 3a + 2b = 3a + %:M’yi
sonsuz farkli deger bulabilecegimiz agikardir, ¢iinkii a bir reel sayidir. Dolayisiyla 3a + 2b sabit degildir.

Dolayisiyla sadece (k,1) = (0,6) olabilir. Buradan da k + [ = 6 bulunur.

ikinci Yol: z = k koyarsak
Y z 1

12 243 kel

olur. Eger [ # 0 ise y = 0 koydugumuzda herhangi bir z ¢ézlimii elde edememeliyiz. Yani

z 1 :>z—§
24+3 k+1 Tk

tanimsiz olmalidir. Buradan k£ = 0 bulunur. Ana denklemde yerine koyarsak,

Y z 2yz + 3y + 22

y+2+z+3 yz+3y+2z+6

=1 = yz=6

bulunur. Yani k£ = 0 ve [ = 6 istenileni saglar.

Eger [ = 0 ise tiim ¢ozlimler igin ya sadece y = 0 ya da z = 0 gelmelidir. Yani tiim ¢oztimler (y,z) =
(%, O) , (O, %) olmalidir. Bu durumda k # 0 olacagi barizdir. Eger y = % secersek coziim gelmemelidir. Yerine
yazdigimizda

Y n z 1 n z 1 z k 3k
y+2 243 2k+1 243 k+1 z2+3  2k24+3k+1 2k + 2k +1

tanimsiz olmahdir ancak 2k? + 2k + 1’in kokii olmadigindan bu kesir her zaman tanimhidir. Dolayisiyla ilk
bastaki 2 ¢oziimden farkl bir ¢6ziim bulduk ve bu bir geligkidir.

Tek durum (k,1) = (0,6) olmasidir. Buradan & + [ = 6 bulunur.
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0% 1%2%3x%---%30x% 31 ifadesindeki 31 tane x igaretinin her birinin yerine + ya da — isareti yazarak kag
farkli pozitif tam say1 elde edilebilir?

a) 224 b) 248 c) 312 d) 368 e) 496
Coziim:

Cevap:

Basta tiim isaretlerin + oldugunu ve bizim bazilarim — yaptigimz varsayalim. Ilk bagta sayimmz 496'dr.
Her +a’y1 —a yaptigimmzda 496 — 2a olur, yani sadece cift sayilar1 elde edebiliriz. Iddiamiz tiim cift sayilarn
yazilabilecegidir. Bu da ashnda > a = 0,1,2,...,247 olacak sekilde A = {1, 2, ..., 31} kiimesinden elemanlar
secebildigimize denktir (Higbir eleman segmezsek 0 toplami elde etmis oluruz). Bunun i¢in de aslinda basitge
“en biiylik eleman1 segme” algoritmasim uygulayabiliriz. Algoritma su sekildedir,

1) S =) aolsun. Her adimda S veya kiimede kalan sayilarin en biiyiigii arasindan en kiigiik olan segecegiz.
Ornegin ilk adimda min{S, max A} = min{}_ a, 31}’ segecegiz.

2) Her segimden sonra S’yi toplamdan 6nceki eleman ¢ikartilmig olarak degistirecegiz (S — S—min{S, max A})
ve kiimeden secilen eleman gikartarak (A — A — {min{S, max A}}) segimlere devam edecegiz.

3) S =0 kaldiginda o ana kadar segilen sayilar bizim aradigimiz sayilardir.

Bu algoritma ile 496’ya kadar olan sayilarda calisacaktir. Ispati da aslinda basittir. Ciinkii “minimum ele-
man” segimimizi yapamamamiz igin ya kiimede eleman kalmamali, ya S’yi se¢memiz gerekirken kiimede S
olmamali, ya da toplam (S) bir anda +’dan —’ye diigmelidir. Ik durum imkansizdir giinkii 14+2+4---431 =
496 > 248dir. Ikinci durumda olabilecek en biiyiik elemam secmemizle celisir ciinkii S’yi se¢memiz gereki-
yorsa S’nin kargisindaki say1 S’den daha biiyiiktiir, o zaman da S hala elenmemis olmalidir. Son ihtimalde
ise se¢imlerde S’yi segebilecegimizden —’ye diigmesi imkansizdir.

Ornegin >~ a = 115 i¢in sirasiyla 31, 30, 29, 25 sayilarim bulacagiz. Bu da bu sayilarin igaretini —, kalanlar
+ yaparsak 496 — 2 - 115 = 226 sayisini elde edecegimiz anlamina geliyor.

Dolayisiyla 2,4,6,8,...,496 c¢ift sayilarini elde edebiliriz. Bunlar da tam olarak 248 tanedir.

D
Bir ABC ii¢geninin [BC| kenar: tizerinde kogelerden farkli bir D noktasi alimiyor. |[AB| = |AD], éD|| =
3+ 23, m(m) = 15° ise m(XB\C) kagtir?

a) 75° b) 60° c) 45° d) 30° e) Higbiri
Coziim:

Cevap:

Ac1 soruldugundan ve verilen bilgiler oran oldugundan genelligi bozmadan |[BD| = 2 ve |CD| = 6 + 4v/3
kabul edebiliriz. A’dan inilen dikmenin ayagi H olsun. |AB| = |AD| oldugundan |BH| = |HD| = 1 olacaktir.

|AH| = h diyelim. AHC {iggeni 15° — 75° — 90° {iggeni oldugundan % = 7+Z\/§ = tan 15° olacaktir.
15°—75°—-90° {icgeninin kenarlar1 oraniyla ilgili bir¢ok ispat yontemi var aslinda ama trigonometri iizerinden
gidecegim.
o 2tan 15° 1
tan30° = ————— =

T 1—tan?15° 3

oldugundan tan 15° = z dersek cikacak ikinci dereceden denklemin pozitif kékiinden x = 2—+/3 bulunacaktr.
Buradan da h = (7 + 4v/3)(2 — v3) = 2 + /3 elde edilir.

15° — 75° — 90° tiggeninde dik kogeden inilen dikme hipotentisiin 4’te biridir. 4h = |BC| saglamldigindan ve
bir a1 15° oldugundan m(ABC) = 75° bulunur.

Az 6nceki lemmay1 bilmeseydik de ABH ti¢geninin dik kenarlarini bildigimizden agilar1 deneyerek de bula-
bilirdik.
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p ve q asal sayilar olmak {izere,

Tpq
14+p+gq

ifadesi {1,2,3,...,31} degerlerinden kag tanesine esit olabilir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e) Higbiri

Coziim:

Cevap: @

Genelligi bozmadan p > ¢ olsun. 7, p ve ¢ asal oldugundan
142+ p=p+ 3 oldugundan

7pg
1+p+q

=1,7,p,q,7p, 7q,pq, Tpq olabilir. 14+p+q >

Tpq < Tpq
1+p+q  p+3

<Tq < Tp <Tpq

pq
14+p+q
Eger 1 ise Tpg = 1 + p + ¢ olur. Bu esitligi diizenlersek 49pg — Tp — 7¢+ 1 = (7p — 1)(7q — 1) = 8 elde edilir
ancak (7p — 1)(7q — 1) > 132 olur. Dolayisiyla 1 olamaz.

olmalidir. Buradan

=1,7,p,q,pq olmalidir.

Eger 7 ise pg = p+ ¢+ 1 olur. Buradan da (p—1)(¢ — 1) = 2 oldugundan (p, q) = (3,2) segebiliriz. 7 olabilir.
Eger pise Tq=14+p+q = 14 p = 6q olur. (p,q) = (11,2), (17, 3), (29, 5) olabilir. Yani 11,17, 29 olabilir.
Egergise 7p=1+p+q = 1+ q = 7p olur ama p > g oldugundan bu imkansizdir.

Eger pq ise p 4+ g = 6 elde edilir. (p,q) = (3,3)’den 9 olabilir.

Yani 5 tane degere esgit olabilir.

2?2 =4y +1, y?> = 2% + 1 denklem sisteminin gercel sayilarda kag¢ farkh (x,y) ¢oziim ikilisi bulunur?
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4

Cozim:

Yanit:

2 _ 1 1 o 1 9
T degerini diger denklemde yazarsak w

Yy = = (x+1)(2? —x + 1) olup her iki tarafta da
x4+ 1 garpani oldugundan x = —1 degerinin bir kok oldugu bulunur. (z,y) = (—1,0) ¢oziim ikilisi elde edilir.

Simdi 2 # —1 olsun ve x+1 ¢arpanlarin her iki taraftan sadelestirelim. Béylece, (z—1)%(z+1) = 16(z?—z+1)
olup diizenlenirse
2’ —172° + 152 — 15 =0

kiibik denklemi elde edilir. Bu denklemlerin en az bir gercel kokii oldugunu biliyoruz. Ayrica < 0 iken
denklemin sol tarafi negatif oldugundan ¢oziim yoktur. O halde ya ii¢ kok pozitiftir, ya da bir kék pozitif
olup diger iki kok kompleks esleniktir. Yalniz bir kokiin gergel say1 oldugunu kanitlayacagiz.

2% — 1722 + 152 — 15 = 0 denkleminin kokleri 1, xo, x5 olsun. Belirlilik acisindan a3 > 0 pozitif kdktiir
diyelim. Vieta teoreminden
1T + T1T3 + Tox3z = 15
T1XoT3 = 15

yazilir. Eger x1,x2 > 0 ise aritmetik geometrik ortalama esgitsizliginden,
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T1To + T1X3 + Tax3
3 > /zia3a3

15
olmalidir. Buradan, 3 > V152 = 5% > 152 celiskisi elde edilir. O halde bir kok pozitif olup diger iki
2

kok kompleks esleniktir. z = x3 icin y = denklemi kullanilarak yalniz bir y = y3 degeri elde edilir.

(z,y) = (3, y3) ¢dziim ikilisi bulunur.

Toplamda, denklem sistemini saglayan 2 tane (z,y) gergel say1 ikilisi vardir.

Baslangigta 1,2,3,4,5,6 sayilarinin yazili oldugu bir tahtada Ash bir oyun oynuyor. Ash her hamlesinde
tahtadan 6nce bir a sayisi sonra da bir b sayisi seciyor. 22 — axz + b polinomunun iki kokii de pozitif tam
sayiysa, Asli a ve b sayilarim silip yerine bu polinomun iki kokiinti yazmaktadir. Asli, sonlu sayida hamle
sonucunda tahtadaki sayilarin carpimini 14, 16, 20, 24, 32 sayilarindan kag tanesini yapabilir?

a)l b)2 ¢)3 d)4 e)5
Coziim:

Cevap:

Oncelikle (a,b) — (21, 22) seklinde bir doniigiim yapildiginda x1,z, pozitif tamsay1 oldugundan, 1, zy <
T1 + T3 = a ve 21,22 < x122 = b olacaktir ve bu ylizden, 6’dan biiyiik bir say1 elde edilemez. Dolayisiyla 7
veya 7’nin herhangi bir kat1 elde edilemeyecektir. Dolayisiyla da sayilarin ¢arpimi 14 olamaz.

Ayrica 6’y1 yok etmemiz gerekiyorsa bunun da yollar: sadece (5,6) — (2,3) veya (6,5) — (1,5) dontiglimii yap-
maktir. Benzer sekilde 3’1 yok etmenin tek yolu da (3,2) — (1, 2)’dir. 3’e boliinmeyen bir ¢arpim elde etmek
i¢in 6 ve 3’ii yok etmeliyiz. Bunun i¢in (6,5) — (1,5) ve (3,2) — (1,2) kullamrsak 1,1,1,2,4,5 sayilarim
elde ederiz. Eger (5,6) — (2,3) ve iki defa (3,2) — (1,2) kullanwrsak 1,1,1,2, 2,4 elde ederiz. Aslinda ikinci
yolla 16’y1 elde etmig olduk. Sayilar1 daha da biiyiiltemeyecegimizden, ikinci yolla en fazla 16’y1 elde ederiz.
Diger 3%in kat1 olmayan sayilar i¢in ilk yoldan devam etmeliyiz.

1,1,1,2,4,5 icin 20 ve 32’yi elde etmeye ¢aligalim. (2,1) — (1,1) doniiglimiinden 1,1,1,1,4,5 elde ederiz ve
carpimlar1 20 olur.

32’yi elde etmek igin 51 4 ile degistirmek gerekmektedir. Yani (a,5) — (a,4) veya (5,a) — (a,4) seklinde
bir déniigiim olmalidir. Ancak ikisinde de uygun a bulunmaz. Dolayisiyla 32’yi elde edemeyiz.

24’1 elde etmek icin 6 veya 3’den bir tanesini yok etmeliyiz. 1-1-1-2-3 .4 = 24 oldugundan 5 ve 6’y1
yok etmeye odaklanabiliriz ancak yok ederken 1 elde etmeliyiz. Buradan (6,5) — (1,5) ve (5,4) — (1,4)
dontisiimlerini uygularsak 1,1, 1,2, 3,4 sayilarini elde etmis oluruz ve ¢arpimlar: 24 olur.

Dolayisiyla sadece 16, 20, 24 sayilar: elde edilebilir.

m(@) = 90° olan bir ABC {iggeninde A noktasindan BC kenarina inen dikmenin ayag) D ve [AD] nin

— BC
orta noktasi F olsun. m(BEC) = 120° ise |BC] kagtir?

|AD|
a) 2 b) % c)3 d)2v3 e)4

Coziim:

Yanit: E

tan /ZBED = % = 21'41;1)
tan ZCED = % - 21'4%13
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tan120° = tan(£BED + tan ZCED)
tan ZBED + tan ZCED

1—tanZBED -tan ZCED

2(BD + CD)

AD
4-BD-CD

AD?
2-BC

AD
-3

= —V3
BC 33

AD 2

1

f:4{1,2,..,30} = {1,2,...,,30} birebir bir fonksiyon olmak iizere, en fazla kag tane 1 < a < 30 tam sayisi
icin f(1)f(2)...f(a) + 1 sayis1 31 ile tam boliiniir?

a)l4  Db)15 ¢)16 d)29 e)30

Cozim 1:

Cevap:

Fonksiyonun tanim ve deger kiimesinin eleman sayilari egit oldugundan ve birebir oldugundan, birebir ve
orten olmalidir. 31 modunda bir ilkel kok alalim, g olsun (31 asal say1 oldugundan ilkel kokii vardir hatta
tek ilkel kok 3’tiir). 0 < r; < 30 igin f(i) = ¢™ (mod 31) olsun ((k,p) = 1 olan her k tamsayis sabit bir ilkel

kokiin kuvveti olarak yazilabilir). Ayrica gpz;1 = —1 (mod p) oldugundan ¢g'> = —1 (mod 31)’dir. Yani
Ff©2)-- fla) +1=gntret-tra _gl5  (mod 31) <« gntret-+ra =415 (mod 31)
<— r+ra+---+7r,=15 (mod 30)

olacaktir. Olabildigince ¢ok a degeri i¢in bunun saglanmasim istiyoruz. Dolayisiyla bu sart1 saglayan iki a
degeri i¢in bunlara a; < ap dersek, 14,11 + Ta,42 + - + 7q, = 0 (mod 30) olmahdir. Bu a degerlerinin
sikhigimi arttirmak icin ara kisimda kalam 0 veya (k, 30 — k) olarak segebiliriz. Ornegin

(7"1, T2, T3,T4y ... 7’1"30) = (15, 0, 1, 29, 2, 28, 37 27, ey 14, 16)
olarak secersek a = 1 ve her ¢ift 1 < a < 30 tamsayisi igin r; + 79 + -+ - + 7, = 15 (mod 30) olur, béylece 16
tane a degeri i¢in 31 | f(1)f(2)--- f(a) + 1 olan bir fonksiyon bulmug oluruz.

Eger 16°dan fazla a olabilseydi en az iki tane r;’lerde 0 kullanmamiz gerekecekti, bu da birebirlikle geligir.
Cevap 16’dir.
n—1

Ek olarak fonksiyonun kendisini de verelim, f(1) = 3'® (mod 31), f(2) =1, n > 3 icin n tekse f(n) =372
(mod 31) ve n ciftse f(n) =331~% (mod 31) olarak secilebilir.

Coziim 2:

Cevap: 16.

! oldugunu gosterelim. g(a) = f(1)f(2)... f(a)+1 diyelim.

Bir a saysi i¢in p | g(a) ve p| gla+ 1) olursa p | g(a+ 1) — g(a) ve dolayisiyla f(a+ 1) =1 (mod p) olmali.
Yani ardigik tiim ikililere bakarsak, en fazla bir tane ikili i¢in iki say1 birden p ’ye bollinebilir, dolayisiyla

Genel olarak bir p tek asal sayisi i¢in cevabin Pt

1 ..
en fazla Pt say1 bu sart1 saglayabilir. Ornek i¢in de f(1) = p — 1, f(2) = 1 ile baglayip kalan sayilari

1

fk—-1)= m (mod p) seklinde gruplayabiliriz. Dolaywsiyla a = 1,2,4...,p — 1 igin p | g(a) olur.
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Kaynak: Tiibitak 31. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinav Soru ve Coztimleri 2023

x, 1, z pozitif gercel sayilar

z+y+z = 10
V36 — 22 4+ /49 — 42 + V169 — 22 = 24

denklemlerini sagliyorsa i asagidakilerden hangisidir?
Y

30 65 49

Cozim 1:

Cevap:

Koklerin tanimli olabilmesiigin 6 > = > 0,7 > y > 0 ve 13 > z > 0 olmalidir. Koordinat diizlemini ele alalim.
A(V36 — 22, 2), B(v/36 — 224/49 — y2, 2+y) ve O(v/36 — 22 +1/49 — y2+/169 — 22, z+y+2) = C(24,10)
olsun. Bu durumda O orijin olmak iizere,

|OA| = 6, |AB| =1, |BC| =13
olacaktir. Ayrica |OC| = v/242 + 102 = 26’dr.
|OA| + |AB| + |BC| = 26 = |OC]|

oldugundan ii¢gen esitsizliginden O, A, B, C' dogrusal olmahdir. Buradan = : y : z = 6 : 7 : 13 olmalidir.

xr =6k, y =Tk ve z =13k igin x + y + z = 26k = 10 oldugundan k = 1—53 olacaktir. Buradan da

y Tk 7137 7

xr  T8k* T8k 785 30

elde edilir.
Coziim 2:
Diger bir yol: z + y + z = 10 kullanarak,

S1=6-2)+7T—-y)+(13—2)=16 ve So=(6+z)+(T+y)+(13+2) =36

elde edilir. Simdi, Cauchy-Schwarz esitsizliginden

36 x 16 = $1.55 > (v/36 — 22 + /49 — 42 + /169 — 22)? = 576,

6—x _ T—y 13—z

6+x — T+y 13+2

bulunur, dolayisiyla = % saglanmalidir. Buradan xzz/y = 30/7 elde edilir.

Cozim 3:

6 ve 7 ifadelerinin toplaminin 13 e esit olmasi tesadiif degildir. Burada tamamen kok ve tamkareden tamkare
cikarimi bize aslinda geometrik bir konjektiir olusturabilecegimiz hakkinda fikir veriyor.

/LABC = ZADE = /ZEFC = 90°

olmak tizere hipoteniisii 13 olan bir iiggen (AABC) ¢izip BC tabanina z diyelim. Diger iki koklii ifade igin de
iicgenler (AADE, AEFC) olugturdugumuzda, bunlarim hipoteniisiinii 13 hipoteniisiine sira fark etmeksizin
yerlestirelim. Bunlarin z’ye paralel kisimlarina x ve y verirsek aslinda soruda verilen
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V36 — 22 + /49 — 42 + /169 — 22 = |AB| + |DE| + |FC| = 2|AB| = 24

2/AB|=12=2=5

Ayrica sekilden x +y = 5 elde edilir. Buradan x, y yi bulabiliriz fakat daha direkt bir ¢6ziim olmasi amaciyla

benzerlikten r_ g oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla
Y

Bir masa tizerinde k,m ve n bilye iceren {ic 6bek bulunuyor. Iki oyuncu sirayla hamle yaparak bir oyun
oynuyorlar. Sirasi gelen oyuncu masa tizerindeki 6beklerden istedigi ikisini se¢iyor ve bu iki 6begin daha az
bilye icereninden daha fazla bilye igerenine istedigi bir pozitif tam say1 adedince bilyeyi aktariyor (segilen
Obeklerde bilye sayilar egitse bilyeler 6beklerin herhangi birinden aktariliyor). Hamle yapamayan oyuncu
oyunu kaybediyor. Oyun (k,m,n) = (9,9,21),(11,11,11),(9,10,31),(8,16,24) ve (9,22,22) igin birer kez
oynanirsa oyuna baglayan oyuncu bu oyunlardan kagini kazanmay1 garantileyebilir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Cozim 1:

Cevap:

Oyuna basglayan kigi A olsun, diger oyuncu B olsun. B’nin yapabilecegi en iyi hamlelerle bile kaybetme-
sini istiyoruz. A’nin kazanmasi, yani B’nin hamle yapamamasi igin iki bekte hi¢ bilye kalmamas: gerekir
¢linkii aksi takdirde bog olmayan iki 6begi segerek hamlesini yapabilir. Bu yilizden A’nin kazanmay1 garan-
tileyebilmesi i¢in B’nin bir hamlesi sonunda bir 6bekte hig¢ bilye kalmamalidir. Boylece A da diger iki 6begi
secerek dolu obeklerden de birini bosgaltir ve oyunu kazanir. Yani B’nin bir noktada bir 6begi bogaltmasi
gerekecektir. Buna zorunda kalmasi igin iki 6bekte birer bilye kalmalidir. Aksi takdirde birden fazla bilye
olan Obekleri seger ve 6begi sifirlamak zorunda kalmaz. Yani bir noktada B’nin hamle yapmasi gerektigi
obekler x > 1 i¢in (z,1,1) formatinda olmahdir.

Yani A’nin éniinde tek bilyeli bir 6bek kalirsa, diger ikisini segerek birini 1’e diigiiriir (tabi halihazirda 1 bilye
olmamasi lazim). Bu yiizden B’nin 6niinde 2 tane 2 kalmalidir ki birini 1’lemek zorunda olsun. Yani z > 2
i¢in (z,2,2) formatinda olmaldir.

Bu sekilde geriye dogru ilerlersek B’nin éniinde « > y igin (,y,y) formatinda obekler kaldiginda A kazanir.
Aksi takdirde ise aym taktigi B kullanacagindan B kazanacaktir.

Dolayisiyla (9,9,21) icin B kazanmay1 garantiler.

(11,11,11) i¢in A, 6bekleri (11 — x,11 + x, 11) yapar. B ise bunlar1 (11 — z,11 — x, 11 + 2x) yaparak oyunu
kazanir.

(9,10,31) igin A, 6bekleri (9,9, 32) yapar ve kazanir.
(8,16,24) igin A, 6bekleri (8,8, 32) yapar ve kazanr.
(9,22,22) igin A &bekleri (9,9, 35) yapar ve kazanir.

Dolayisiyla sadece 3 tane durumda A kazanmay1 garantileyebilir.
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Cozim 2:

Cevap: 3.

a < b olmak tizere, kendi hamlesi sonucunda durumu (a, a, b) haline getiren oyuncu her zaman kendi hamlesi
sonucunda durumu yine benzer hale getirerek oyunu kazanmay1 garantileyebilir. Sonug olarak birinci oyuncu
oyunu (9,10, 31), (8,16, 24) ve (9,22, 22) durumlarinda kazanmay1 garantileyebilir.

Kaynak: Tiibitak 31. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Agsama Sinav Soru ve Coztimleri 2023

Bir kenar uzunlugu 50 olan ABC' D karesinin i¢ bolgesinde bir ' cemberi giziliyor. A ve B den I' gemberine
cgizilen tegetlerin uzunluklar:1 40, C' den I' gemberine ¢izilen tegetin uzunlugu 30 ise I' gemberinin yarigap:
kagtir?

a) 4 b) 5 c)6 d) 7 e) Higbiri

Coziim:

Yanit: @

M B
A
®
\
\
\
\
\
\
\
9] Rt 7.6
[ @
D N C

AB nin orta noktast M, C'D nin orta noktasit N, gemberin merkezi O, ¢gemberin yarigapi r olsun.

A dan ve B den cizilen tegetler esit oldugu icin, 40> = AO? —r? = BO? —r? = AO = BO, cemberin merkezi
M N {izerindedir.

O dan BC ye inilen dikmenin ayag1 K olsun.

BO? = 40% 412, CO? = 302 + 72 oldugu icin BK? — CK? = BO? — CO? = 402 — 302 = 700.
BK + CK =50 oldugu i¢cin BK — CK = 14 ve BK = 32 elde edilir.

OK = 25 oldugu icin BO? = 402 + r? = 322 + 252 = 1649 ve r = 7 elde edilir.

11422 433 444 + -+ (31) B sayisinm 31 ile béliimiinden kalan nedir?
a)0 b) 1 c) 15 d) 16 e) 30
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Coziim 1:

Cevap:

S=1"422 433 +4% + ...+ (31") sayismm 31 ile béliimiinde kalam bulabilmek icin bu sayiy1 olugturan
terimleri araliklara bolelim.

Araliklarimizi, 1 — 31 araliginda ilk 31 terim , 32 — 62 arahigindaki 31 terim, 63 — 93 araligindaki 31 terim
seklinde olusturalim. Toplamda %—11' = 30! kadar araligimiz var. mod 31’e gore kalanlarimiz 0, 1,2, 3, ...,29,30’dur.
31k + r formundaki sayilar mod 31’de r’ye denktir.

Ornek olarak 7 = 2 alalim.

224 (31 + 2224 (2.31 4+ 2)7 2 L (B1k + 2)3 TP = 924 9312 4 923142 4 Ly 9312 (104 31)

Kiiciik fermat teoreminden eger p asal ve (a,p) =1 ise a?~1 =1 (mod p)’dir. Buradan
22 + 231+2 + 22~31+2 + . + 231]6—‘1-2 = 22 + 23 + 24 + . + 2k+2 (mod 31)

Toplam 30! aralik var. Her aralikta bir tane 2 kalammin kuvveti var. 30! = k+2—-24+1 =k + 1 ve
k = 30! — 1’dir.
(2k+1 _ 1)

22+23+24+._.2k+2:22(1+22+23+._.2k)522_ 5 :

=23 _ 4 (mod 31)

olur. Bunu genellestirirsek, 2 < ¢ < 30 igin (31k + #)'¥** formatindaki terimler igin de

(tk+1 ~1)

th T T2 g =gt —

(mod 31)

kalani elde edilecektir. Yukarida bulunan ifadeyi mod 31’de incelersek

tk?+1 -1
th (25_71) =a (mod 31)

olsun.

= t' (""" —1)=a(t—1) (mod 31)
= t'(*" ~1)=a(t-1)=0 (mod 31)
¢iinkii kiigiik fermat teoreminden (¢3%' —1) = (1—1) = 0 (mod 31)’dir. Oyleyse 31’e béliimiinden kalan

2 <t < 30 arahigindaki olan tiim terimler igin 0 kalanim elde ederiz. Ayrica 1 kalanindan da 30! kadar varda.
Bu kalanda Wilson teoreminden 30! = —1 (mod 31) oldugu igin tiim toplam —1, yani 30 kalan1 vermektedir.

Cozim 2:

Cevap: 30.

Bir p asah igin ¢ozelim, her ardigik p? — p terimde alt tarafin (mod p) degeri ve iist tarafin (modp — 1)
degeri olasi tiim ikilileri tarayacaktir. 1 4+ a 4+ ... + a?~2 toplami da a = 1 icin —1, kalan tiim degerlerde 0
olacagi icin her ardigik p? — p terimin toplami (modp) 'de —1 olacaktir. p! = (p2 — p) (p—2)! oldugu igin de
tiim toplamin (modp)’deki degeri —(p — 2)! = —1 olacaktir.

Kaynak: Tiibitak 31. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2023
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(zy +2)2 +10(z +y) + 21 = 2(2® + y®) + 5(2% + y?)

esitligini saglayan x ve y gercel sayilar icin 22 + y? en az kactir?
a) 2 b) 3 c)4 d) 5 e) Higbiri

Cozim:

Cevap:

Verilen denklemde her seyi sol tarafa atalim.
22y? + dzy — 22° — 5x? + 102 — 2y° — 5% + 10y +25 =0

olacaktir. Denklem z ve y’ye gore simetriktir. Dolayisiyla f(z,y) - f(y,z) seklinde ¢arpanlarina ayrilmasi
olasidir. Ayrica denklemdeki sabit +25 terimi de bunu desteklemektedir. Carpim sonucunda z2y?, xy, 2% ve
sabit terim olmasindan dolay1

f(z,y) = Az’ + Bt + Cy* + Dy + E

seklinde oldugunu varsayabiliriz. Deneyelim,
f(x,y)fly,z) = (Ax® + Bz + Cy* + Dy + E)(Ay® + By + Cz* + Dz + E)

olacaktir. Basit katsayilara bakalim. Oncelikle sabit terim E2 = 25 oldugundan genelligi bozmadan E = 5
olsun. x ve y’nin katsayilari swrasiyla DE + EB = 5(D + B) = 10 oldugundan D + B = 2 olacaktur.
xy'nin katsayisindan ise B? + D? = 4 bulunur. Yani (B, D) = (2,0), (0,2) olacaktir. Yine genelligi bozma-
dan (B, D) = (2,0) kabul edebiliriz. Onceki E kabulii bunu etkilemeyecektir. 22y ve zy?nin katsayilar1 0
olmalidir. Buradan A = 0 elde edilir. 23 ve y*’iin katsayilarmdan ise C = —1 bulunur. Sonuc olarak

f@,y)f(y.2) = 2z —y*> +5)(2y — 2* +5)
buluruz ve agtigimizda gergekten de denklemdeki ifadeye esit oldugunu goriiriiz.

Dolayisiyla 22 = 2y + 5 veya 32 = 2z + 5 elde ederiz. Genelligi bozmadan y? = 2z + 5 olsun.
4y’ =2+ 20 +5=(x+1)?+4

oldugundan min(z? + y?) = 4 olur. Minimum deger ise z = —1 ve y = /3 alindiginda saglanacaktir. Tek
esitlik durumu bu degildir ama bir tane ikili i¢in saglamas: yeterlidir.

32 x 31 bir tahtanin tiim birim karelerine farkl birer gercel say1 yazilmigtir. Bir birim karedeki say1, bu birim
kareyle en az bir ortak kose paylagan birim karelerdeki sayilarn en fazla birinden kiigiikse bu birim kareye
6zel birim kare diyelim. Ozel birim kare sayisi en fazla kag olabilir?

a) 480  b) 488  ¢) 496  d) 505  e) 512

Coziim:

Yanit:

Cevap: 512.

Birim karelerden olugan her 2 x 2 karede en fazla iki 6zel birim kare olabilir. 32 x 30 tahtayi, herhangi
ikisinin ortak birim karesi bulunmayan 16 - 15 = 240 tane 2 x 2 kareye ayiralim. Buna gore, en sag siitun
hari¢ tahtanin iizerinde en fazla 2 - 16 - 15 = 480 tane ve biitiin tahtanin {izerinde en fazla 480 + 32 = 512
0zel birim kare olabilir. Simdi de 512 6zel birim kare igin bir 6rnek verelim. Tahtanin stitunlarini soldan saga
dogru numaralandiralim ve tek numarali siitunlarin birim karelerine agagidan yukariya dogru artan sirayla
pozitif sayilar, kalan birim karelerin hepsine negatif sayilar yazalim. Bu durumda iizerinde pozitif say1 yazan
32 - 16 = 512 birim karenin her biri 6zel olur.

Kaynak: Tiibitak 31. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Sinav Soru ve Coéziimleri 2023
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32.

Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2024

AB || CD olan bir ABCD yamugunda, E noktas1 D ile F arasinda olacak sekilde [C'D] iizerinde alinan FE
ve F noktalari icin, m(DAF) = m(BAF) = 45°, m(CBE) = m(ABE) = 60°, |DE| = 3, |CF| = 4 ise |AB|
kagtir?

a)2+4v3 b)3+3vV3 ¢)5+v3 d)4+2V3  e) Higbiri

Coziim:

Yamit :

Yamugun bir dik yamuk oldugu agiktir. Ayrica BEC ticgeni egkenardir. |EF| = z olsun. ADF iiggeni
ikizkenar dik iiggen oldugundan |AD| = z + 3 elde edilir. B’den gegip DC' ye dik olan dogrunun DC' ile
kesigimi @ olmak iizere |QB| = z+3 oldugundan ve eskenarliktan |QC| = 232 = % olur. Buradan z = 21/3

V3
ve [AB| =z 47— £ = #H0 = 5+ /3 elde edilir.

3r° + 50" 477" 4 11P" toplaminin p ile tam boliinmesini saglayan ka¢ p asal sayis1 vardir?
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

Cozim:

Yanit : E

Bir a pozitif tamsayisi ve p asal igin fermat teoreminden a? = a (mod p) oldugundan a?’ = aP = a elde
edilir. Ayni iglemi yeniden uygularsak a’ =a” =a (mod p) elde edilir. Bu gekilde herhangi bir n pozitif
tamsayisi icin a?" = a (mod p) elde edilir. Bu yiizden sorunun bize verdigi ifade 3p° 457" 47 p11P =
34+5+7+11 =26 (mod p) gelir. Buradan p’nin 2 veya 13 olabilecegi anlagilir. Yani p nin alabilecegi 2 deger
vardir.

Her n > 2 pozitif tam sayis1 i¢in n’den biiylik olmayan en biiyiik asal say1 f(n), n’den biiyiik olan en kiigiik
asal say1 g(n) olsun.

1 1 1
f(2)9(2) ~ f(3)9(3) f(112)g(112)
toplami kagtir?
109 111 110 113 59
Ve Pa 9w Yam 9m

Cozim:

Yanit : E

p < q ve p ve ¢q ardigik asal sayilar olmak iizere. Herhangi bir p < z < ¢ z tamsayisi igin f(z) = p ve

g(z) = g oldugundan m = p—lq olur. p ve g arasinda p dahil ¢ — p adet tamsay1 oldugundan m +

1 1 _gp _1_ 1 ii 11,1 1 _ 1
FpiDepD T * e e@D = 5 — p 1 olur. Buradan sorudaki ifade 5 — 5+ 35 — 2 + ... N
olur. Buda birbirini gotiiren ifadelerden otiirii % - % = %—éé olur.

100 6grencinin katildig1 bir yaz okulunda en fazla 4 arkadas: olan 6grencilere utanga¢ diyelim. Her 6grencinin
en az 4 tane utangag arkadagi varsa, utangag 6grenci sayisinin alabilecegi kag farkli deger vardir?

a)l b) 2 c)3 d) 5 e) 8

582


https://geomania.org/forum/index.php?topic=9137.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9138.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9139.0
https://geomania.org/forum/index.php?topic=9140.0

32. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Sinavi - 2024 geomania.org

Coziim 1:

Yanit:

Her 6grencinin en az 4 utangag arkadasi varsa her 6grencinin en az 4 arkadasi vardir. O zaman herhangi bir
utangag O0grencinin en az 4 arkadag1 vardir.

Bir utangag¢ 6grencinin en fazla 4 arkadasi olacag i¢in herhangi bir utangag 6grencinin tam olarak 4 ar-
kadag1 vardir. Her 6grencinin en az 4 utangag arkadas: oldugu igin bir utangag 6grencinin biitiin arkadasglar
utangagtir.

O halde utangac olmayan bir 6grenci utangag bir 6grenci ile arkadag olamaz. Her 6grencinin en az 4 utangag
arkadas: olmasi gerektigi i¢in bu topluluktaki biitiin 6grenciler utangactir.

Soru bizden istemese de 6rnek bir konfigiirasyon olugturabiliriz:

1 55 b6 57 58
2 56 57 58 59
3 57 58 59 60
4 58 59 60 61

46 100 51 52 53
47 51 52 53 54
48 52 53 54 55
49 53 54 55 56
50 54 55 56 57

Not:

Her kogesinden tam olarak 4 kenar gikan ¢izgeye (graf), 4—diizenli ¢izge denir.
Wikipedia

Cozim 2:

Bir bagka basit 6rnek konfigiirasyon su olabilir:

Once K5 tam grafi (¢izgesi) gizelim. Bunu, bir diizgiin beggenin tiim kenarlar1 ve kégegenleri ¢izilmig olarak
diigiinebilirsiniz. 20 tane K5 grafi ¢izersek, tiim kogullar saglanir.

ig teget gemberinin merkezi I olan bir ABC' iiggeninde, I BC ti¢geninin ¢evrel gemberine I noktasinda teget
olan dogrunun [AB] ve [AC] kenarlariyla kesigimlerine sirasiyla M ve N diyelim. |BC| = 225, |[BM| = 64 ve
|CN| =81 ise |IB| + |IC| kagtir?

a) 250 b) 260 c) 270 d) 280 e) Higbiri
Coziim:

Yanit :

LACI = ZICB = a ve ZABI = ZIBC = 0 olsun. Tegetlikten /ZMIB = «a ve ZNIC = 0 elde edilir.
NIBC ~ ANIC oldugundan |IC|? = 22581 ve |[IC| = 915 = 135 elde edilir. ABMI ~ ABIC
oldugundan da |IB|? = 225 - 64 ve |IB| = 120 elde edilir. Bizden istenen cevap 135 + 120 = 255 olur.

@ n bir pozitif tam say1 ve a,b, ¢, d pozitif tek tam sayilar olmak iizere, a® + b? + ¢ 4+ d?> = 11 - 4™ esitligini
saglayan kag (a, b, ¢, d,n) beslisi vardir?

a)4 b)6 c¢)12 d)16 e)20
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Coziim:

Cevap:

x, tek bir tamsay1 ise x = 2¢ + 1 olarak yazlabilir ve
=4 U+ 1 =Ml +1)+1=1 (mod )
elde edilir. a, b, ¢, d tek oldugundan
a2+ b+ +d>=11-4"=4 (mod 8)
bulunur, yani n = 1 olmahdir.
a®+ b+ +d =44

oldugundan ve 44’ten kii¢iik tiim tek tamkareler 1,9,25 oldugundan a,b,c,d € {1,3,5} olmalidir, ancak 2
veya daha fazla 5 olamaz ¢iinkii toplam en az 50 olur. En az bir 5 olmalidir aksi takdirde toplam en fazla 36
olur.

Genelligi bozmadan d = 5 olsun. Bu durumda a? + b? + ¢ = 19 olacaktir. Sadece 12 + 3% + 32 bunu saglar.
Yani n = 1 ve (a,b,¢,d) = (1,3,3,5) veya permiitasyonlar: bu denklemi saglar. Tekrarli permiitasyondan
4 — 12 tane ¢oziim bulunur.

21
x ve y pozitif gercel sayilar1 z? + zy = 1 sartim saghyorsa, 61z + 25y en az kac olabilir?
a) 40 b) 50 c) 60 d) 70 e) 80

Cozim 1:

2% + zy = 1 ifadesini x parantezine alip her iki tarafi z’e bolersek = + y = % olur. 61z + 25y ifadesini

25(x 4 y) + 362 olarak yazarsak 2;" + 36z = AGO’dan 36x + 275 > 24/36 - 25 = 60 olup istenen ifadenin en

kiigiik degeri 60 olur. (Esitlik durumu: « = % ve y = % i¢in saglanir.)

Cozim 2:

Bu soru igin biraz gereksiz ileri seviye ¢ozlim olacak ama ilgilenenler icin eklemek istedim.

Bizden f(z,y) = 61z + 25y nin en kiiciik degeri, g(z,y) = 22 + xy — 1 = 0 smurlayici sart1 altinda isteniyor.
Lagrange ¢arpani metodundan, aradigimiz x,y degerlerini bulalim.

fz = Age — 61 = )\(2$ + y)
fy = Agy 25 = A\x

Ikinci esitligin iki katimi ilkinden ¢ikartirsak, 11 = Ay bulunur. Yani x = % ve y = 171 elde edilir.
25 - 36
z(rz+y) =1 = Tzl = A =30.
Dolayisiyla,
61-25 25-11
min(61z + 25y) 30 + 30 60
bulunur.

Not: Bu yontem biraz test mantigina kacan bir yontemdir c¢iinkii bazi ara adimlar atlanmistir. C)rnegin
buldugumuz esgitlik durumunun en biiytik degil de en kiigiik oldugunu nerden biliyoruz gibi detaylar: incele-
medik. Ayrica bu yontem, her soru icin ¢ok temiz ifadeler ¢ikarmayabilir. Yine de tiirev incelemesi vs. gibi
analiz yontemlerine agina ogrenciler test sinavlarinda kullanabilirler.
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Cozim 3:

(Resmi ¢oziim) (612 +25y)2? = (11z — 25y)2 + 3600z (x +vy) = (11z — 25y)? + 602 olarak yazlabilir , buradan
61lx + 25y > 60 olur. © = 5/6 ve y = 11/30 igin esitlik saglanir.

Bir tahtaya 5,10, 15, 20, 25, 30, 35,40 sayilar1 yazilmigtir. k£ bir pozitif tam say1 olmak tizere, her islemde
tahtadaki sayilardan k tanesi seciliyor ve secilmis say1 1 azaltiliyor. Birkag iglem sonucunda tahtadaki tiim
sayilar1 0 yapmak miimkiinse k’ye uygun say1 diyelim. 1,2, 3,4, 5,6, 7, 8 sayilarindan kag tanesi uygun sayidir?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5
Coziim:

Yanit: @

Cevap: 4. Yapilan iglem sayisi en az 40 olmahidir. Buna gore, 40k <5+ 10+ - -- 4+ 40 = 180 ve buradan da
k < 4 bulunur. Simdi de k = 1,2, 3,4 degerlerinde tahtadaki sayilarin 0 yapilabilecegini gosterelim. k = 1
durumu agiktir. £ = 2 durumunda sayilar1 toplamlar:t 90 olan iki gruba ayirip her igslemde her gruptan
birer say1 secilebilir. Gruplar {20, 30,40} ve {5,10,15,25,35} olarak segilebilir. & = 3 durumunda sayilar
toplamlar1 60 olan {i¢ gruba ayirip her iglemde her gruptan birer say1 secilebilir. Gruplar {25, 35}, {20,40},
ve {5, 10, 15,30} olarak segilebilir. ¥ = 4 durumunda sayilar1 toplamlar1 45 olan dért gruba ayirip her iglemde
her gruptan birer say1 segilebilir. Gruplar {5,401}, {10, 35},{15,30} ve {20, 25} olarak segilebilir.

Kaynak: Tiibitak 32. Ulusal Matematik Olimpiyat: Birinci Asama Coziim Kitapcig

@ |AB| < |AC| olan bir ABC' {iggeninde A agisimm i¢ agiortaymin [BC] kenar1 ve ABC' iiggeninin ¢evrel
cemberiyle ikinci kesigim noktasina sirasiyla D ve E diyelim. E noktasindan BC' dogrusuna inen dikmenin
BC ve AB dogrular ile kesigimi sirasiyla F' ve G olsun. D noktasindan AC' ve GC dogrularmma inen dikme

DF
ayaklar sirasiyla K ve L olmak tizere, |DK| =3 ve |[DL| = 11 ise FC orani kactir?
3 4 3 4 3
Coziim:

Yanit : E
|BF'| = |FC| oldugu aciktir. Buradan |GB| = |GC)| elde edilir. GBC {iggeni ikizkenardir. D noktasindan AB
ye inilen dikme ayag1 R olmak tizere |[DK| = |DR| = 3 olur. ZGBC = ZGCB oldugundan ALDC ~ ARDB

BDL — 3 elde edilir. F orta nokta oldugundan 1251 = 4 elde edilir.

olurvemfﬁ Fol =

k bir pozitif tam say1 olmak iizere, k’nin pozitif tam bélenlerinin sayisimi d(k) ile gosterelim. d(n?) = 2-d(n?)
ve 1 <n <2024 kosullarini saglayan kag¢ n pozitif tam sayis1 vardir?

a) 3 b) 5 c)7 d) 9 e) 11
Coziim:

Cevap:

2-3-5-7-11 > 2024 oldugundan n sayisinin en fazla 4 asal boleni olabilir. Dolayisiyla ¢ = 1,2, 3,4 igin p;’ler
farkl asal ve a; > 0 tamsayilar olmak tizere n = pJ'ps2p5®py* olarak yazabiliriz. Bazi a;’lerin 0 olmasi bize
3 veya daha az sayida asal bolen olma durumlarin verir. Ayrica, a; = 0 durumu d fonksiyonunun formiiliine
de etki etmez.
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Eger 3 veya 4 asal bolen olsaydi, bu asal bolenlere karsilik gelen a; > 1 olacaktir ve

4
a a 4 64
>14 222 >2 50
217 5T 3 1:[( 2a,+1)—27>

elde edilirdi ki bu da bir celigkidir. Dolayisiyla n’nin 1 veya 2 asal boleni vardir.

n = p® formatindaysa 3a + 1 = 2(2a + 1) olmasi gerekir fakat buradan ¢6ziim gelmez. Sonug olarak n’nin iki
tane asal boleni vardir.

n = pq® icin
Ba+1)Bb+1)=22a+1)20+1) = ab—a—-b=1 = (a—1)(b—-1)=2
elde edilir. (a,b) = (3,2) veya permiitasyonu bu esitligin pozitif tamsayilardaki tek ¢oziimiidiir. Dolayisiyla
n = p3¢® formatidadir.
p = 2 ise 8¢° < 2024’den ¢ < 13 bulunur. Yani ¢ = 3,5,7,11, 13 olabilir ve buradan 5 tane n sayis: elde
edilir.
p = 3 ise 27¢ < 2024’den ¢ < 7 bulunur. Buradan ¢ = 2,5, 7 elde edilir, 3 tane n sayis1 bulunur.
p =5 ise 125¢% < 2024’den ¢ < 3 bulunur. ¢ = 2, 3 olabilir. 2 tane n says1 bulunur.
p =7 ise 343¢® < 2024’den ¢ = 2 bulunur. 1 tane ¢oziim vardar.

p = 11ise 1331¢? < 2024 bulunur fakat ¢tziim gelmez. Benzer sekilde p > 13 icin de ¢oziim gelmez. Toplamda
54342+ 1 =11 tane n sayis1 vardir.

{3z} + {42} + {52} = {a} + 2 denkleminin kag tane 0 < x < 1 ¢dziimii vardir? (x gergel sayisi i¢in z’ten, z’i
agmayan en biiyiik tam sayimn cikarilmasiyla elde edilen say1 {z} ile gésterilir. Ornegin, {20,24} = 0,24 ve
{32} =0,

a)0 b) 1 c) 2 d) Sonsuz ¢oklukta e) Higbiri

Coziim:

Yamt : E

x = || + {z} oldugundan sorudaki esitlik 11x — [—|z| + |2z + |3z] + |5x]] = 2 olarak yazilabilir. Parantez
icindeki kisim tamdegerlerin toplami oldugundan 11z tamsay1 olmalidir. Buradan = € {ﬁ, 12—1, % ..... % elde
edilir. Denenirse yalnmizca 2. Saglar. Cevap 1°dir.

5 x 5 bir satran¢ tahtasinin 5 birim karesine birer bilye yerlestirilecektir. Bu yerlestirme, herhangi bir satir
ile herhangi bir stitunun birlegsiminde en az bir bilye bulunmas: koguluyla kag farkli sekilde yapilabilir?

a) 5760 b) 5870 c) 5940 d) 6050 e) 6130
Coziim:

Yanit:

Ayni anda hem bosg bir satir, hem de bog bir siitun bulunmamalidir. Peki bog satir yok ama bos siitun
olsa olur mu? Ya da bog siitun yokken, bog satir var olabilir mi? Evet. Bilye koydugumuz kareleri z ile
isaretleyelim. Bunlar1 asagidaki gekillerden inceleyebiliriz:

T
T
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|AB| = 50, |AC| = 78, |BC| = 112 olan bir ABC ii¢geninde [BC| kenarmnmn iizerinde

X

Yani, her satirda bir bilye bulunan durumlar (A diyelim) veya her siitunda bir bilye bulunan durumlar
(B diyelim) istenen durumlar1 olusturmaktadir. s(4) = s(B) = 5° = 3125 tir. Ayrica, bunlarin kesigimini
incelersek, her bir satirda ve her bir stitunda yalmz bir bilye bulunur. Bunlarin sayis1 da s(ANB) = 5! = 120
dir. O halde igerme digarma prensibi ile,

s(AUB) =s(A)+s(B) —s(ANB) =2-3125—-120 = 6130

elde edilir.

|BD| 5 .

= — gartini
Dc| ~ 9°®
saglayan bir D noktasi alintyor. ABD ti¢geninin gevrel merkezi ile AC'D {iggeninin agirlik merkezi arasindaki
uzaklik nedir?

a) V1961  b) 1993  c¢) V2001  d) V2024  e) Higbiri

Coziim 1:

Yanit :

|BD| = 40 ve |DC| = 72 oldugu barizdir. Stewart teoremi veya sezgisel anlayisla |AD| = 30 ve ZADB = 90°
oldugu anlasiir. ADB ve BDC fticgenleri dik {iggen olduklarindan ¢evrel merkez [AB]'nin orta noktas: olur.
Bu nokta T olsun. Agirlik merkezi [BC]'nin ortas1 K olmak iizere [D K] tizerinde | D P| = 26 olmasini saglayan
P noktasidir. 2/3’liikk orandan &tiirii P’den DC' ye inen dikme uzunlugu 10 ve T’den BC” ye inen dikme
uzunlugu 15 dir. Yine 2/3 oranmindan P’den AD’ye inen dikme uzunlugu 24 ve T’den BC’ye inen dikmenin
uzunlugu 20 oldugundan 7T°den BD’ye inen dikmenin P’ye uzakhigi 44 olur. Ayrica demin buldugumuz
uzunluklardan 7 ve P’nin AD’ye gére uzakliklar farki 5 olur. Pisagordan |TP|? = 442 4+ 52 = 1961 ve
|TP| = +/1961 olur.

Cozim 2:

Koordinat sisteminde B(0,0), C'(112,0) olacak sekilde B ve C noktalar1 alirsak A(40, 30) noktasi sorudaki
kosulu saglar. D(40,0) olacagi igin AABD bir dik {iggen, dolayisiyla AABD nin ¢evrel ¢gemberinin merkezi
[AB] nin orta noktas1 0(20,15) olacaktir. AACD nin agirlik merkezi de (koordinatlarin toplaminin tigte
biri) G(64,10) olur. [OG| = /(64 — 20)% + (10 — 15)2 = v/44% + 25 = \/1961 elde edilir.

N pozitif tam sayisinin 1 digindaki en kiigiik tek pozitif boleni d, en biiylik tek pozitif boleni ise D olsun.
N = 15D + 11d olmasini saglayan N pozitif tam sayilarinin toplami kagtir?

a) 4576 b) 4928 c) 5280 d) 5632 e) 5984
Coziim:

Yanit :

P1,P2, -...., Pr artan sirada dizilmig bir dizi tek asal say1, x dogal say1 ve a1, as, ....., a, dogal sayilar olmak iizere
(bunlarin hepsi 0 olsaydi say1 2% = 26 yi saglamaliydi. Bu yiizden a1 kesinlikle pozitif tamsayidir.) sayimiz
27.p191-po?2.....p, o olarak yazalim. d = p; ve D = p1%1-py?2.....p,%" dir. Buradan (2*—15)-p; % -p22.....p,.% =
11p; elde edilir. a; pozitif tamsayr oldugundan barizdir ki = 4’tiir ve say1 2% - p; - 11 (p < 11 olmahdir
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¢linkii bu sayinin en kiigiik asal bdleni p; dir.) formatindadir. p; tek asal say1 oldugundan 3,5, 7, 11 degerlerini
alabilir. Buradan cevap

11-16- (3+ 5+ 7+ 11) = 4576 elde edilir.

x ve y gergel sayilar olmak iizere, (22 + 1)(y? + 1) + 129 = 122y + 18(x + y) ise zy kagtir?
a) 3 b) 4 c)b d) 6 e)7

Coziim:

Yamnit :

[left][/ 1eft}ifadeyi acip tek tarafa aktararak, x2y? — 122y — 18z — 18y + 130 = 0 olarak yazalim. Diizenlenirse
(ry —7)% + (9 — 2 — y)? = 0 elde edilir. Bu yiizden xy = 7 olmahdir. z +y = 9 ve 2y = 7 denkleminin reel
¢Oziimleri vardir. Reellik ihlal edilmez.

Bir dik koordinat diizleminde, 0 < z < 9 ve 0 < y < 9 kogullarim saglayan tam say1 koordinath (z,y)

noktalarmin N tanesi boyanmusgtir. Uc kosesi de boyali olan bir dik figgen bulunmuyorsa N en fazla kag
olabilir?

a) 16 b) 18 c) 20 d) 22 e) 26
Cozim 1:

Yanit: E

Genel olarak n x n tane noktadan olusan karesel bir sistemde, en fazla N = 2n — 2 tane boyali nokta
isaretlenirse, dik liggen bulunmayan bir konfigiirasyon elde etmek miimkiindiir. Bunun érnegini verelim:

En ist satirdaki ilk soldan n — 1 noktayr boyayalim. Sag tist kogsedeki noktayr boyamayalim. Bu boyasiz
noktanin altinda kalan, (yani en sagdaki stitundaki) n — 1 noktayr da boyayalim. Toplam 2n — 2 nokta
vardir. Bu noktalarin herhangi ii¢ii segilirse daima genig agili iiggen olugturur. Dik iiggen olugmaz. Bizim
problemimizde n = 10 olup 10x 10 noktadan olugan bir karesel sistem vardir. Dolayisiyla Ny = 2-10—2 = 18
dir.

N > 2n — 2 olursa, neden mutlaka bir dik iiggen olugsmak zorundadir? Bu problemi ve ispatin1 da 2022
Kasim-Aralik tarihlerinde, sitemizdeki Satrang Tahtasi - Boyama baghginda sunmustuk.

Not: Ispat, (muhtemelen bir dahi olan) 6grencim Andrew Carratu’ya aittir. Bazi anekdotlar i¢in baglantiy
okuyabilirsizin.

Coziim 2:

Bir satirdaki boyali noktalarin sayisi 0 ya da 1 ise o satira hafif, aksi halde agir diyelim.
Benzer gekilde siitunlar: da hafif ve agir diye tanimlayalim.

Bir agir satir ile bir agir stitun boyali bir noktada kesigmigse bir dik {licgen olugmug demektir. Boyle bir
durum istemiyoruz.

Tim satirlar hafifse, en fazla 10 boyali nokta var demektir.
Tim stitunlar hafifse, yine en fazla 10 boyal nokta vardir.
Boyali nokta sayisini1 daha da artirmak istiyoruz.

Bir agir satirin tiim noktalar: boyali ise tiim satirlar hafif olmali. Bu durumu az once ele almigtik. Benzer
durum, siitunlar icin de gecerlidir.

En az bir agir satir ve en az bir agir siitunun oldugu duruma bakalim:

Agir satirlardaki boyali noktalarin her biri, bir hafif siitunda yer almali. Bu hafif siitunlar farklidir; ¢iinkii bu
durumda hafif siitunda en az iki boyali nokta olur. O halde agir satirlardaki boyali nokta sayisi en fazla hafif
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stitun sayis1 kadardir. En az bir agir satir ve en az bir agir siitun oldugu durumu inceledigimiz igin, en fazla
9 hafif stitun olacaktir.

Benzer sekilde; agir siitundaki boyali noktalarin her biri, bir hafif satirda yer almali. Bu hafif satirlar farkl
olacag i¢in, siitunlardaki boyali noktalarin sayisi en fazla hafif satir sayisi kadar, yani 9 olacaktir.

Yani, en az bir satir ve en az bir stitunun agir oldugu durumda, en fazla 18 nokta boyali olabilir. Diger
durumlarda en fazla 10 nokta boyali olabilir.

18 boyali nokta i¢in érnek durum; (1,0),(2,0),...,(9,0),(0,1),(0,2),...,(0,9) seklinde verilebilir.
Kaynak:

Bu ¢6ztim,

Mathematical Olympiads 2000-2001: Problems and Solutions from Around the World, Titu Andreescu,

Zuming Feng, George Lee. Syf. 153-154. kitabindaki USAMO 2000/4 sorusuna yapilmig ¢éziimiin uyarlanmig
halidir.

USAMO 2000’deki soru; 0 < z < 999 ve 0 < y < 999 sartiyla, dik kenarlar1 eksenlere paralel olan dik iiggen
seklinde sorulmus. Bizim sorumuzda eksenlere paralel sarti olmadig: i¢in 6rnek 18 nokta secerken dig satir
ve siitunlar: se¢memiz gerekir.

Diger ¢oztimler icin bkz. AoPS.

m(@) = 100° olan bir ABC iiggeninde gevrel merkez O noktasi olup, A noktasinin BC' dogrusuna gore
yansimast D olsun. BD N OC = {S} ve CDN OB = {R} ise m(m) kagtir?
a) 30° b) 45° c) 60° d) 75° e) Higbiri

Coziim:

Yanit :

/ZBAC = a olsun. ZBCA = 80° — « olur. ZOBC = 10° oldugundan £SBO = a — 10° elde edilir. ZSOB =
20° oldugundan ZDSO = a + 10° elde edilir. ZOAB = « + 10° oldugundan ZBSO + ZBAO = 180° olur.
BSOA kirigler dortgenidir. ZSAO = ZBSO = a — 10° olur. Benzer sekilde ZOAR = 70° — « olur. Cevap
a —10° 4+ 70° — a = 60° olur.

n? 4+ 1’in 269 ile tam boliinmesini saglayan en kiiciik n pozitif tam sayisinin rakamlar: toplami kactir?
a) 10 b) 12 c) 14 d) 16 e) Higbiri

Cozim:

Cevap:
269 asal bir sayidir ve 4k + 1 formatimda oldugundan n? +1 = 0 (mod 269) denkliginin 269 modunda iki
¢oziimii vardir. Oncelikle 269 = 102 + 132 oldugunu gorelim.

132410°=0 (mod 269) = (13-1071)2+1=0 (mod 269)

elde edilir., burada 10~ sayis1, 10’un 269 moduna gére tersidir. Yani n sayis1 ya 13-10""’a ya da —13-10"!’a
denktir.
27-10=1 (mod 269) = 107' =27 (mod 269)

olacaktir. Dolayisiyla,
n==+13-27=82,187 (mod 269)
bulunur. Yani en kiigiik n pozitif tamsayis1 82’dir ve rakamlari toplami 8 + 2 = 10’dur.

Not: 4k + 1 formatindaki asallarin iki tamkarenin toplami olarak yazilabildigi bilinen bir gercektir. Bu
yiizden p | n? + 1 olan n sayilarimi bulmak icin énce p = a? + b? olarak yazmak iglemleri ¢ok azaltacaktir,
ciinkii yukarida da goriildiigii gibi tiim ¢oziimler n = +ab~! (mod p)’dir.
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r bir gercel say1 olmak iizere, 5% — 823 + r2? — 112 + 10 = 0 denkleminin gercel koklerinin carpimi 1 ise
gercel koklerinin toplami kagtir?

a) g b) 1 c) g d) % e) Higbiri
Coziim:

Bu soru iptal edilmistir.

Nedeni:
Polinomun 2 reel 2 kompleks kékii oldugunu varsayalim. Denklem soruda verilen koguldan 5(z? +ax+1)(z*+
bx + 2) formatindadir. Iki reel kok ilk ¢arpanda olmalhidir. Buradan 2a +b = _TH vea+b= %8 olur. a = %3

olur. A < 0 oldugundan ilk carpanin kokleri reel olmaz. (Soruda muhtemelen bu unutulup cevap g olarak
verildi) 4 reel kok olamayacag: agiktir. (Kokler garpim 2 olmak zorunda olur.) 3 farkli reel kok olsa denklem
5(z — a)?(z? + bz + %) formatinda olmalidir. Reel kokler ¢arpimi a - % = 1 olduundan a = 2 olur fakat
katsayilar istedigimiz gibi dagilmaz. (4b — 2 = —Tu ve b—4 = %8 olur ortak ¢oziim gelmez.) Sadece 2
farkl reel kokiin oldugu durumda reel kokler 1, z2, olmak iizere reel kkler carpimi z120 = 1 ve 2223 = 2
olmak zorunda olur. Miimkiin degildir. Sadece 2 farkh reel kokiin oldugu diger durumda koékler x1, x1, 21, x3
olabilir. Buradan da 1 -23 = 1 ve 23 - x5 = 2 olur. 22 = 2 olur. Denklem (z —x1)3(x — x3) olur. 2* lii terimin

katsayis1 tamsay1 olmaz. Cozliim gelmez. Coziim yoktur.
Not:

Ayrica ¢bzlimde “reel kokler ¢arpimi” ifadesinin farkli koklerin garpilacagini belirttigi ihtimalde de ¢6ziim
gelmeyecegini ispatladik. Eger katl koklerde birden fazla carpiliyorsa ilk ele aldigimiz durum yeterlidir.

Sekiz tane 1 ve sekiz tane 0, 4 x 4 bir satrang tahtasinin birim karelerine her bir birim karede bir say1
bulunacak sekilde yerlegtirilecektir. Bu iglem, her bir satirdaki sayilarin toplami ¢ift ve her bir siitundaki
sayilarin toplami tek olacak sekilde kag farkli bicimde yapilabilir?

a) 216 b) 240 c) 252 d) 288 e) Higbiri
Coziim:

Yanit: E

Bir siitunda 1 tane ya da 3 tane 1 olabilir.
Toplamda 8 tane 1 olacag igin siras1 6nemsenmeden tek konfigiirasyon 3 4+ 3 4+ 1 4 1 = 8 geklinde olacaktir.
3 tane 1 iceren siitunlar ya ayni satirda 0 icerecek ya da ikincisi ilkinde 1 igeren satirlardan birinde 0 igerecek.

Iki duruma 6rnek kabaca agagidaki gibi verilebilir:

a)

1 1)1

111

111

b)

1|1

1|1

1 1
1 1

Simdi bu durumlar: ayrintili olarak agalim.
a)
3 tane 1 igerecek siitunlar <2) sekilde secilebilir.
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4
3 tane 1 igeren siitunda hangi 3 kareye 1 konulacag: (3) sekilde segilebilir.

4
1 tane 1 iceren siitunda 1 konulacak kare (1> sekilde secilir.

1 tane 1 igeren siitunlar aym satirda 1 icermeli; aksi durumda bu satirlarda tek sayida 1 olur.

O halde bu durum igin (3) (g) <le> =6-4-4=24-4 dagilim olur.

b)

4
3 tane 1 igerecek siitunlar < 2) sekilde secilebilir.
4 .
3 tane 1 igeren ilk stitunda hangi 3 kareye 1 konulacag: <3> sekilde secilebilir. Tkinci stitunda hangi kareye
3
1 konulmayacagi ( 1) sekilde secilebilir.

2 .
1 tane 1 iceren ilk siitunda 1 igin ( 1) ihtimal s6z konusu. Ikinci siitundaki 1 otomatik olarak ilk siituna

gore gekillenecek.

O halde bu durum igin (3) (g) <i’> <?> =6-4-3-2=24-6 dagilim olur.

Tim durumlar: toplarsak 24 -4 + 24 -6 = 24 - 10 = 240 elde ederiz.

Bir ABCD dikdértgeninin [C' D] kenari iizerinde alinan bir E noktasi |AE| = |C D] esitligini saglamaktadir.
AENBC = {F} olmak iizere, ECFG bir dikdértgen olacak sekilde bir G noktasi alimiyor. DFFNAG = {K'}

olmak iizere, m(@) = 45° ve m(m) = 25° ise m(m) kagtir?
a)20°  b)30° c)40°  d)45°  e) Hicbiri

Coziim 1:

Yanit:

G
M
F
K
\'\
"\.
D L "\J\E. (&
\\.
4 B
AGNCD ={L} ve FGNAD = {M} olsun.
DL_ DL _AD _AE_AB_EC __ . DE-EC "
DE MG AM AF AF EF ~ EF
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DE - EC
DK DL DL DE
KF-GF _BC - gig =ZF elde ederiz. Bu da EK nin ZDEF nin aglortay: oldugu anlamina

gelir.

/EAB = a dersek ZAED = o, /ZDEK = /ZFEK = 90° — % ve /ZFEK = /KAFE + ZAKFE = 45° 4 25° =

70° = 90° — % — o = 40° olur.
Coziim 2:

Problemin Gegerliligi Hakkinda Bir Bilgi Notu ve Degerlendirme: Gergekte, problemde verilen ag1
Olciilerine uygun olarak ¢izim yapilamamaktadir. Cizim ile ilgili sorunlu durum, resmi itiraz siiresi icinde
yapilmadig: icin herhangi bir soru iptali olusmamistir. Ayrica, bu sorunlu durumu yakalamak da ¢ok ko-
lay degildir. Cizim programlar: araciligi ile bunu ortaya koyabiliyoruz. Soruyu éngériilen bicimde ¢dzmiis
ogrencilerin magduriyet yagamamasi i¢in sorunun iptal edilmemesi de dogru karar olmustur kanaatindeyim.
Clinkii yanita ulagan Ogrenciler, kendilerinden beklenilen geometrik becerileri gostermeyi bagarmiglardir.
Simdi, problemdeki teoriyi agiklamamiz 6gretici olacaktir.

Yanit:
.. . AE FK DL BC FK DE
AGNCD = {L} olsun. Menelaiis teoreminden AF KD IE - 1 ve BF KD RO — 1 olur. Ayrica

oo AE  BC . _ . e .
ABF ~ ECF benzerliginden dolay1 AF — BF olur. Boylece, IE - BC elde edilir. Bu egitligi, Menelaiis
teoremi kullanarak yazdigimiz esitlikte kullanirsak,
AE FE DE _ "
AF KD EC

AE _AB _ EC olur. Bunu (1) de

olur. AF = CD = AB oldugundan ve ABF ~ ECF benzerliginden, AF — AF — BF

yazarsak,

FK _EF
KD DE
elde ederiz. Bu ise, [EK] nin, DEF ii¢geninde bir i¢ agiortay oldugunu gosterir. /DEK = /FEK dir. AEB
ikizkenar iiggen ve ZCEB = ZABE = ZAEB dir. Bu aq esitlikleri bize K, E, B nin dogrusal oldugunu

gosterir. Ag1 takibi ile /ZKAE + ZAKE = ZAEB = ZABE yazlir. /KAE + ZAKFE = 25° + 45° = 70°
oldugundan ZEFAB = 40° olur.

(2)

G

M F
K

\'\.

D L \{E C
L
\'\
\\.
\'\
\'\

A )
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Son Degerlendirme: Cizim ile ilgili bahsettigim kusur sudur: /ZKAE ve ZAKE Dbirbirinden bagimsiz
degildir. Bunlardan biri verilince, ¢izim programina gore digeri sabitlenmektedir. Eger soruda /K AFE +
ZAKE = 70° verilirse, herhangi bir ¢izim sorunu yaganmayacaktir. Bununla ilgili daha fazla agiklamay1
video ¢oztimde, dk 10-15 araliginda bulabilirsiniz.

222! _ 1 sayisim1 bolmeyen en kiiciik tek pozitif tam saymin rakamlar: toplam kactir?
a) 7 b) 9 c) 11 d) 13 e) 15

Coziim:

Yanit :

22 den kiigiik herhangi bir = tamsayisi igin ¢(x) < 22 olacagimdan ve 222" =1 (mod z) oldugundan say1 z’e
boliniir. (Euler teoreminden a, z ile béliinmemek iizere a®®) =1 (mod z) oldugundan). Bu yiizden bu say1
22’den biiyiiktiir. 23 asal oldugundan ¢(23) = 22 olur. 22 sayis1 igin 222 = 1 ve 22, 22!"i boldiigiinden say1
durumu saglamaz. 25 icin euler degeri 20 olur. Saglamaz. 27,29, - 43,45 i¢inde durumun farkli olmadig
goriiliir. 47 igin ¢(47) = 46 oldugundan 2¢ = 1 (mod 47) olur. Wilson teoreminden 22! = —1 (mod 23)
ve 22! ¢ift oldugundan 22! = 22 (mod 46) elde edilir. Fermat teoreminden 2 = 1 (mod 47) oldugundan
222 = 222 (mod 46) olur. 22%' =1 (mod 47) olsaydi 222 = 1 (mod 47) ve kare alip 4 ile carpmayla 246 = 4
olurdu. Halbuki 246 = 1 (mod 47) oldugu aciktir. Celiski elde edilir. 47 sayis1 222" — 1 sayisin1 bolmez. Cevap
4+ 7 =11 olur.

x,y, z, a pozitif gergel sayilar olmak iizere, xyz = a sartim saglayan tiim (z, vy, 2) iigliileri i¢in 2 + 2y? + 422 —
6xyz sayisiin alabilecegi en kiiciik degere f(a) diyelim. f(a) sayisimin alabilecegi en biiylik deger kagtir?

a)l b) V2 c) % d) % e) V3
Cozim 1:

Cevap: @
Aritmetik-Geometrik ortalama egitsizliginden
2% 4+ 2y% + 42% — 6wyz > 3%/@ — 6zyz = 6a*® — 6a

olacaktir. Egitlik durumu ise (z,y, z) = (a'/3v/2,a!/3, a'/3 /3/2)’dir. Sonug olarak f(a) = 6a/3 —6a’dir. Islem
kolayhg1 igin a = k® diyelim. Bu durumda f(a) = g(k) = 6k — 6k* olacaktir. ¢’ (k) = 12k — 18k? oldugundan
maksimum deger ya simirlarda 0 veya oo, ya da ¢'(k) = 0 yapan k = %’de alir. Maksimum degerini sinirlarda
almas1 zaten soruyu hatali hale getirecektir ama yine de incelenirse maksimum degeri oralarda almadigi
goriilebilir. Sonug olarak

e f(o) = maa(o) = (3) = §

a>0 k>0 3 9

bulunur. Esitlik durumu a = 32% olacaktir.
Cozim 2:

Aritmetik-Geometrik ortalama uygulanip a = k3 verildikten sonra elde ettigimiz ifadenin maksimum degerini
bulmada alternatif bir yol ise

22 ik ka2—2k\° 2\? 8
6k? (1 — k) =3.k.k. (2—2k) < 3(*2_) :3(3> _°

olarak yine AGO ile elde edilebilirdi.
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Cozim 3:

(Resmi ¢oziim) a = b3 diyelim. AGO’dan dolay1 22 +2y? + 422 > 6{/22y222 = 6b? olur. Dolayisiyla sorudaki
b
ifadenin en kiiciik degeri b cinsinden 6b? — 663 olur ve bu da x = b\/2,y = b,z = 7 iken saglanir. Simdi
bunun alabilecegi en biiyiik degeri bulalim. b > 1 iken ifade negatiftir. 0 < b < 1 iken AGO’dan dolay1
b b 3/ b?(1 —b)

l==—4+-4+1-b62>3
2+2+ - 4

4 24
olur ve b*>(1 —b) < 77 bulunur. dolayisiyla f(a) = f(b%) en fazla 77 = % olabilir.

Basglangicta bir dogru tizerinde farkli agirlikli n top soldan saga hafiften agira dogru siralanmigtir. Her iglemde
aralarinda 2 veya 5 top olan iki top birbirleriyle yer degistiriliyor. n = 2022, 2023, 2024, 2025 degerlerinin
kag1 icin birkag islem sonucunda toplar soldan saga agirdan hafife dogru dizilebilir?

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e)4
Cozim 1:

Yanit:

1. siradaki bir top, bir hamle sonras1 (i — 6)., (i — 3)., (i + 3). veya (i + 6). siraya gelebilir. Yani bu topun
yeni sirast mod3 te degismez.

n = 2022 icin 1 # 2022 (mod 3)
n = 2023 igin 2 # 2022 (mod 3)
n = 2024 igin 1 # 2024 (mod 3)
n = 2025 igin 1 # 2025 (mod 3)

oldugu igin higbir n degeri i¢in toplarin siras ilkinin tersi olamaz.

Cozim 2:

Yanit:

Problem invaryant (degismez) kavramu ile ilgili olup, 6nceki ¢oziimle ¢ok benzer bir ¢éziim verelim.

Hamleler sonucunda i-inci siradaki top 7 F 3 veya 4 + 6-nc1 siralara gelebildigi igin bir topun baglangig sirasi
modiilo 3 de degigmezdir. Sonlu sayida hamle sonucunda,

e l-inci siradaki top n-inci siraya gelecektir. n =1 (mod 3) olmalidir.
e 2-nci siradaki top n — 1-inci siraya gelecektir. n =0 (mod 3) olmaldur.

Bu iki denklik birbiriyle geligtiginden, hicbir n pozitif tam sayisi icin istenen diizenleme yapilamaz.

Cesitkenar bir ABC ti¢geninde [BC] kenarimin orta noktast M olmak iizere, AC' dogrusuna C noktasinda
dik olan dogrunun M A dogrusu ile kesigimi N olsun. BM N iiggeninin g¢evrel ¢cemberi AB dogrusuna B

[AB|
[MA

a)l b) V2 c) V3 d) 2 e) Vb

noktasinda teget ise kagtir?
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Cozim 1:

Yanit: @

Teget kirig aciddan ZBNA = ZABC = « dur.

A nin M ye gore simetrigi A’ olsun. (A’ noktasimin [N M| dogru pargasi {izerinde olup olmamasima gore iki
farkli durum olugur. Asagidaki ¢6ziim iki durum igin de gegerlidir. Aslinda sadece AM < M N durumu dogru
¢Ozlime gotiiriiyor.)
ABA’'C bir paralelkenardir. Bu durumda BA’ || AC oldugu igin BA’ 1. CN dir. BA’ ile CN dogrular H de
kesigsin.
C nin H ye gore simetrigi C’ olsun.
/BC'A"=/A'CB = Z/CBA = /BNA = « dir. Bu durumda B, C’, N, A’ ¢cemberseldir.
C’" # N oldugunda /ACB = /CBH = /HBC' = ZA'NH = 3 olacaktir. Bu durumda ZAMC = 90° ve
AB = AC olur ki bu da sorudaki gesitkenarhga aykiridir.
C’' = N oldugu durumda NH = HC, dolaysiyla BN = BC'=2- BM.

BN

o ... BA B
(AA) benzerliginden AABM ~ AAN B oldugu i¢in VA= B~ 2 olur.
Not:

S6z konusu tiggenler goyle ¢izilebilir.

BN = BC # CN seklinde bir ABCN alalim. ABNC nin agirlhik merkezi (kenarortaylarin kesisim noktasi)
G olsun. NG ile BC kenar1 M de kesigsin. G nin M ye gore simetrigi A olsun. BGC' A bir paralelkenar,
dolayisiyla AC' || BG ve BG L C'N oldugu i¢in AC L CN dir.

Coziim 2:

/BNA = /ABC =

/NBC = ve ZACB = 6 olsun.
/BON =90° — 0, ZANC =90° — (a + 8 —0), ZNAC = a+ f — § ZBAN = 180° — (2a + f3) olacaktur.
BM MC BM MC
MN ~ MN " AM ~ AM

Sinus teoreminden oranlarini yazalim.

sina sin(90° — (a + 5 —0))
sinfB sin(90° — 6)
sin(180° — (2a+-3))  sin(a+3—10)
sin o N sin 6

Taraf tarafa carparsak

sin(2a + ) sin(90° — (e + B —0))sin(a + - 0)  sin(2a + 23 — 26)
sing sin(90° — 6) sin N sin 26

elde ederiz. Capraz garpimla birlikte ters dontigiim formiilleri kullanmirsak
cos(2a + B + 260) — cos(2a +  — 20) = cos(2a + 38 — 20) — cos(2a + B — 20)
Buradan da cos(2a + 8 + 20) = cos(2a + 35 — 26) elde ederiz.

(i) 2a+ B +20 =2a+ 38 — 20 4+ 360°k

20 = [+ 180°k olur. 0 < € < 90° ve 0 < 20 < 180° oldugu i¢in tek ¢oziim 20 = £ dir.
(ii) 2a+ B+ 20 = —(2a + 38 — 20) + 360°k

a+ 8 =90 olur. 0 < a + 8 < 180° oldugu igin tek ¢éziim o + S = 90° dir.
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a+ f =90° oldugunda ZBM A = 90° olacag i¢in AB = AC olacak, yani iiggen cesgitkenar olmayacak.

B = 20 oldugunda ABNC de BN = BC' olacaktir.
BA BN

(AA) benzerliginden AABM ~ AAN B oldugu i¢in VA~ MB- 2 olur.

Cozim 3:

MB=MC=1, BN =2 ve AM = y olsun.

AB BN =z
- MB-1°-° soruluyor.

AM = y oldugu icin benzerlikten AB = 2y ve AN = z%y olacaktir.

AABC de kenarortay teoreminden AB? + AC? = 2(AM? + BM?) = AC? = 2y + 2 — 2%y
ANBC de kenarortay teoreminden BN? + CN? = 2(MN? + BM?) = CN? = 2(2%y — y)? + 2 — 22.
AACN de Pisagor'dan AN? = AC? 4+ CN?2.

Hepsini birlegtirirsek

AANB ~ AABM oldugu i¢in bize benzerlik orani, yani

oty = 2%y —y)? +2— 22 +2y% + 2 — 2%y?
= 224y + 2y —da?y? +2 — 2% + 2% + 2 — 2%y
= 22y + 4y — 522%y% + 4 — 22

ve biraz diizenlemeyle

Y 5z +4) — (22 —4) =
Y2 (a? —4)(2? - 1) — (22 —4) =
(® = 4)(y*(2® = 1) = 1) =

o O O

Buradan z = 2 ya da %(z? — 1) — 1 = 0 = y%2? = y? + 1 elde edilir.
Tkincisi AABM vyi dik {icgen yapar. Dolayisiyla AB = AC olur. Bu sorudaki cesitkenarhga aykiridir.

ilki, yani z = 2 aradigimiz yanittir.

n < 2024 bir pozitif tam say1 olmak iizere; {kn : k€ Z, 1 <k < 2024} kiimesinde tam olarak 9 tane tam
kare bulunmasini saglayan n sayilarinin toplami kagtir?

a) 18240 b) 18810 c) 19380 d) 19950 e) 20520
Cozim:

Cevap:

n sayisini bolen en biiyiik tamkare a? olsun. O halde b karebolensiz olacak sekilde n = a?b olarak yazilabilir.
Eger k’y1 da benzer sekilde k = u?v olarak yazarsak, nknin tamkare olmasi icin bv’nin tamkare olmasi
gerekir. Ancak ikisi de karebolensiz oldugundan bunun tek yolu b = v olmasidir. Dolayisiyla, 1 < k < 2024
sayilarindan tam olarak 9 tanesinin karebdlensiz boliimiintin b olmasini istiyoruz. Bagka bir deyisle,

1 2024
1<k=u?<2024 — ESUZST
1 <2 < 0%
b
olacak sekilde tam olarak 9 tane u olmasim istiyoruz. Dolayisiyla,

92§£b24<102 — 21<b< 24

elde edilir. b = 21,22, 23 olabilir. Her biri i¢in n = a?b < 2024 olmasimi saglayan a degerleri 1,2,3,...,9’dur.
Dolayisiyla bu 27 sayimin toplami

21(1 +22 4+ +9%) +22(12 + 22 + -+ +9%) +23(12 + 2% + - - + 9?)
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= (21 +22+23)(12 + 22 +--- +9%)
= 66 - 285 = 18810

bulunur.

Birbirinden farkli x,y, z gercel sayilari,

224+y? = 94 Ty+62
Y2+ 22 = Tr4+Ty+8z
22422 = 6z+8y+82

1522 + 442
esitliklerini saghyorsa # kagtir?
z

a) 4 b) 5 c)6 d) 7 e) Higbiri
Co6ziim 1:

Yanit: @

Ik iki ifadeyi taraf tarafa cikarirsak z2 — 22 = 2(z — 2) elde edilir. Sayilar birbirinden farkli oldugundan
x+ z = 2 elde edilir. Son iki ifade taraf tarafa ¢ikarilirsada = +y = —1 elde edilir. Ik denklemde z = 2 — z ve

y = —1 —x yerine yazilirsa 22 + 3z — 2 = 0 elde edilir. Sorunun bizden istedigi ifadedede z ve y yi z cinsinden
2
yerine yazarsak bizden istenen ifade 2—=2244 olur. 22 + 3z — 2 = 0 oldugundan 1922 4 57z — 38 = 0 ve

1922 48z +4 = —492 + 42 elde edilir. Yine 22 + 3z — 2 = 0 oldugundan 2% — 42 +4 = —7z + 6 olur. Sorunun

bizden istedigi ifade %1‘612 = 7 olur. Ayrica buldugumuz x’e bagh ikinci dereceden denklemin kokleri reel
oldugundan soruda verilmig reellik konusunda bir ihlal mevcut degildir. x = @, z=2—xvey=—-1—=x

hesap makinesinde denendiginde de tiim kosullar saglar ve ifadenin degerini 7 verir.
Not:
Resmi kitapgikta sorunun yaniti ilk olarak verilmis. Daha sonra @ olarak gilincellenmigtir.

Coziim 2:

Taraf tarafa toplarsak 22 +y?+22 = 11z+11y+11z elde ederiz. Buradan x? = 4z +4y+3z2, y?> = 5z +3y+3z,
2% = 2z + 4y + 52 elde edilir.
1522 +4y®> 80z + 72y + 572
22 T o+ dy+5z
-y =y-—r=az+y=—1

22— =2 —22=zx+2=2.

Bize sorulan oran

Tlkini 2 ile carpip taraf tarafa toplarsak 3z 4+ 2y + z = 0 elde ederiz.
80x + 72y 4+ 57z  22(3x + 2y + 2) + 7(2x + 4y + 52) .
20 +4y +52 2x + 4y + 5z N

Coziim 3:

(Resmi Coziim) Birinci ve ikinci denkleme bakarsak 22 — 22 = 2(x — z), ikinci ve figiincii denkleme bakarsak
y? — 2?2 = x — y olup, z,y, z birbirinden farkl oldugundan z = 2 —x ve y = —1 — = elde ederiz. Ikinci
denklemde yerine koyarsak (=1 —z)? + (2 — )2 = 7o + 7(—1 — z) + 8(2 — x) ve buradan 2? + 3z — 2 =0

buluruz. Dolaysiyla , 22 =2 —3z,y? =22+ 2r+1=3 -2 ve 22 =22 — 42 + 4 =6 — 7z olup

1502 +4y?  15(2—3z) +4(3—2) 42— 49z
22 - 6—Tx 6 —Tx

elde ederiz.
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(21, ..., £32) 32-1isi (1,2, ..., 32) ’nin bir permiitasyonu olmak iizere, her i = 1, ..., 32 igin y; = max{x1, z3, ..., z; }
olsun. Tam olarak 2 tane ¢ indisi igin y; = x; olmasim saglayan (z1, 3, ..., T32) permiitasyonlarimin sayisinin
29 ile boliimiinden kalan kagtir?

a)0 b) 4 c)9 d) 18 e) 27
Cozim 1:

Yanit:

Bir permiitasyonda soldan saga ilerledigimizde en biiyiik eleman k& kez degismigse bu permiitasyona k-
maksimal diyelim.

n farkli sayinin permiitasyonlar: arasindan k-maximal permiitasyonlarin sayisim P(n, k) ile gosterelim.

Soruda bizden P(32,2) yi bulmamiz bekleniyor.

2,...,n ye ait permiitasyonlara 1 sayisini ekleyerek 2—maksimal permiitasyonlar iiretmeye caligalim.

e 2 ...,n ye ait k—maksimal bir permiitasyonu ele alalim. Bu permiitasyonun bagina 1 ekledigimizde
permiitasyon (k + 1)—maksimal olur.

e 1,2, ..., (n—1). terim sonrasima 1 ekledigimizde yeni permiitasyon yine k—maksimaldir.

O halde 2—maksimal permiitasyonlarin sayisi i¢in P(n,2) = (n —1)P(n —1,2) + P(n — 1, 1) yazlabilir.
P(n,1) = (n — 1)! oldugu kolayca goriilebilir. (n bagta olmali, diger elemanlarin siras1 énemsiz.)
Ozyineli (recursive) denklemimizi birkac¢ kez caligtiralim.
P(32,2) = 31P(31,2) + 30! = 2P(31,2) (mod 29)
P(31,2) = 30P(30,2) + 29! = P(30,2) (mod 29)
P(30,2) = 29P(29,2) + 28! = 28! (mod 29) oldugu igin
P(32,2) =2P(31,2) =2P(30,2) = 2- 28! (mod 29) elde ederiz.
Wilson Teoremine gore 28! = —1 (mod 29) oldugu icin P(32,2) = 2- 28! = —2 = 27 (mod 29) elde ederiz.

Cozim 2:

Yanit:

Coziim [Lokman Gdokge]:

y1 = max{x;} = z1 dir. O halde bir bagka ¢ > 1 igin daha y; = x; olmasi saglamaliy1z. Coziimiin daha
kolay anlagilabilmesi igin, genelleme yapmamiza izin verecek birkag 6zel durumu inceleyecegiz:

e y;, = x4 olsun. Bu durumda yo = max{xz1,z2} # xa, y3 = max{xy, x9, x3} # x3 olmahdir. Bu esitsizliklerden
To < x1 < x4 olur. Ayrica xz3 < x1 veya x3 < xo olmalidir. Bu bize, x5 ile z3 lin kendi arasinda yer
degigtirebilecek degerlere sahip oldugunu gosteriyor. Yine m > 5 i¢in ¥, # x,, olmalidir. Bu ise x,, < x4
olmasi anlamina gelir. Yani x4 = 32 olup en biiyiik elemandir. x5, xg, . . . , £32 sayilarinin da kendi arasinda

31
yer degistirebilecegini anliyoruz. y4 = 32 olan permiitasyonlarin sayisi (3) - 21 28! dir. Ciinkii 31 say1
arasindan 3 say1 segiyoruz, bunlarin en biiyiigii z; oluyor. Kalan 2 tanesi xo ve x3 olup 2! yolla belirleniyor.

e Son durum olan y3s = x3s = 32 durumuna bakalim. Bu durumda, y; = 1 = 31 olup diger 30 say1 30!
yolla secilebilir.

31
Genel olarak, n > 1 ve yp41 = Tp+1 = 32 oldugunda 1 < ¢ < n ic¢in x; sayilarinin se¢imini < ) yolla
n

yapariz. Bunlarin en biiyligii 1 olmalidir. Diger n — 1 sayimmn siralanigt (n — 1)! yolla olur. ¢ > n + 1 igin
geriye kalan 31 — n tane x; sayilarinin siralamigt da (31 — n)! yolla olur. 1 < n < 31 igin bunlarin toplamina
S dersek

31
:; (i}) (n—1)!- (31 —n)!
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|
olur. 31 = s dir. Diizenlersek,
n n!- (31 —n)!

31
31!
S = —
2.5
n=1
. .3 31! . . .
elde ederiz. n # 29 igcin — =0 (mod 29) dur. O halde S = 29 (mod 29) elde ederiz. Wilson teoreminden,
n
28! = —1 (mod 29) oldugu kullanilirsa,

S=31-30-28! (mod29)=2-1-(—1) (mod29)=27 (mod 29)

sonucuna ulagilir.

Not: Bu ¢oziim bize, herhangi bir m > 2 pozitif tam sayis1 i¢in, istenen Ozellikteki m uzunlugundaki
permiitasyonlarin sayisinin agik denklem olarak,

m—1

n=1

oldugunu da gostermektedir.

|AB| > |AC| olan bir ABC iicgeninde A acisma ait dig aciortaym BC' ile kesisimi D olsun. |BC| = 244/2,
|AB| = 35 ve m(A/D\C) = 45° ise ABC {i¢geninin alam kagtir?
a)60 b)70 )72 d)sd e)98

Cozim 1:

Yamt : @

K noktas1 AB dogrusu iizerinde A’ya gore B ile farkl tarafta bir nokta olmak tizere ZKAD = ZDAC = «

- : P : sin 2a _ 24V2 : _ sinatcosa : _
olsun. ABC ii¢geninde siniis teoreminden — il = 35 olur. sin (o +45) = 72 ve sin2a =
2sin o cos a oldugundan 12 = Sinacosa g edilir. Buradan 122 - (1 4 2sin a cos a) = 352 - (sin a cos a)? elde

35 sin a+cos a

edilir. sina cos @ = x olmak {izere 352z2 — 288z — 144 = 0 ikinci dereceden denklemi elde edilir. Buradan

288+4/144-(242470%) _ 98847412 _ 12.98 _ 24 el o 5
= 3575 = 55— = 355 = 5 olur (Negatif kok, sina - cosa > 0 oldugundan almamaz. )

sin 2a = 2sin acos a oldugundan sin2a = % ve tan2a = %24 olur.(2ac > 90 oldugundan tanjant negatif
olmalidir). Tanjant yarim a¢1 formiili kullanilirsa tana = % olur. (Diger deger i¢in o > 90° olur. Celigki.)
Buradan sina = 2 , cosa = 2 ve sin (o — 45) = % = 5\1/5 elde edilir. Siniislii alan formiilunden alan

A= —35'24\58;1 (@=45) _ 84 olur.

Cozim 2:

Yanit: @

AABC de ZA ya ait i¢ agiortay AN olsun. ZNAD = 90° ve LZAN D = 45° olacaktir.
ANAD de AH yiikseklik olsun. ZNAH = 45° dir.

/BAN = /NAC = « dersek ZABH = 45° — o ve ZOAH = 45° — « olacaktir. O halde CH - BH = AH?
dir.

CH = x dersek AH? = 2(24v/2+x) ve Pisagordan AB? = AH?+BH? = 352 = 1(24/2+x)+(2+24V/2)? =
202 + T22v/2 + 2 - 242 — 222 + 722v/2 — 73 = 0 denklemini elde ederiz.

y = 2v/2 seklinde degisken degistirirsek 32 + 72y — 73 =0=y =1 ve z = olur.

Sl
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7
242 —
1 1 49 7 BC - AH V2
2 _ = — —_— = — = — = = =
AH? = 2(24V/2+1x) = > (24\/§+ \/5) 5 — AH N Alan(ABO) 5 5
127 =84.
Coziim 3:

(Resmi Coziim) C' den AB ye ¢izilen paralelin AD ile kesigimi F, C' den AD ye inilen dikme ayagi H
olsun. |AC| = z,|CH| = y,|AH| = t diyelim. Acik¢a |HE| = t,|ED| = y — t,|CD| = yv2,|CE| = z
olur. Paralellikten y/24 = (y — t)/2t ve /35 = (y — t)/(y + t) bulunur. Diizenlersek ¢ = 12y/(y + 12) ve
x = 35y/(y + 24) olur. Pisagor teoreminden

( 35y )2: 2 ( 12y )2
y+ 24 y+12

olup y = 4 bulunur. Yerine koyarsak ¢ = 3 olup |AD| = y + ¢ = 7 olur. Dolayisiyla A noktasindan BC' ye

24+/2.
inilen ytkseklik uzunlugu T olup Alan(AABC) = 227

V2

= 84 birim kare bulunur.

Pozitif tam bolenlerinin ortancasi (medyani) 63 olan en kiigiik pozitif tam sayinin rakamlar: toplami kagtir?
(Bir veri grubunun ortancasi, veri grubu kiigiikten biiytige dogru siralandiginda veri sayisi tekse en ortadaki
saylya, ciftse en ortadaki iki sayimin aritmetik ortalamasina esittir.)

a) 8 b) 14 c) 18 d) 20 e) 22
Cozim 1:

Yanit : @

Sorunun bizden istedigi seyi “birbirine en yakin iki pozitif tam ¢arpaninin toplami 126 olan en kiigiik pozitif
tamsaymin rakamlar1 toplam1” olarak ifade edebiliriz. Bu iki carpan 63 — x ve 63 4+ x olsun. Bu ikisinin
carpimmi 632 — 22 oldugundan z’i maksimize etmeliyiz. 2’in 63 oldugu durumda tek bir carpan olustugundan
say1 tamkare olur ve medyan1 bu saymm kokii olur. 63’den geriye dogru sayalim. 63 icin ifade 632 olur ki
bu saymin medyani 63 degildir ¢iinki say1 63 - 63 olarak yazilabildigi gibi, birbirine daha yakin iki say1 olan
49 - 81 olarakta yazlabilir. 62 i¢in ifade 125 - 1 olur. Bu saymin ¢arpanlarimn medyam 63 degildir. (25 -5
olarak yazilabildiginden). 61 i¢in 124-2 = 62-4 olur. Bu sekilde hizlica birkag adet denersek ilk uygun 6rnegin
50 oldugu bulunur. Sorunun bizden istedigi say1 113 - 13 = 1469 olur. Buradan cevap 1+ 4+ 6+ 9 = 20 elde
edilir.

Aradaki sayilar i¢in 6rnekler

123-3=141-9,122-4=61-8,121-5=155-11,120-6 = 12-10,119-7 =49 - 17, 118 -8 =59 - 16,117 -9 =
39-27,116-10 = 40 -29,115- 11 = 55- 23,114 - 12 = 48 - 26

Cozim 2:

Yanit: @

Sayimiz n olsun. Eger n = m?, m € Z* biciminde bir tam kare ise pozitif tam bélenlerinin sayis1 tek say1
olup ortancasi m dir. m = 63 icin n = 632 dir. n sayisi1 bu degerden daha kiiciik yapabiliriz.

2

n tam kare olmasm. Bu durumda n nin ¢ift sayida pozitif boleni vardir. Bunlar1 kiigiikten biiyiige dogru
siraladigimizda 1,p,...,a,b,..., Q,n olsun. Burada a ve b ortadaki iki bolen olup a # b’dir. Ortadan esit
p

n
uzakliktaki terimlerin ¢arpiminin n olduguna dikkat edelim. Yani 1-n =p. — = --- = ab = n dir. Ortanca
p

b b
ot = 63 tiir. Aritmetik-geometrik ortalama egitsizliginden ot

> Vab olur. a # b

oldugundan aritmetik ortalama ile geometrik ortalama arasinda esitlik olamaz. Béylece 63 > /n ve n < 632

63 verildiginden
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olur. Yani n’nin tam kare olmamasi durumunda n daha kiiglik degerler alacaktir. a + b = 126 dir. Simdi a
ve b ye degerler verelim. n’yi minimize etmek icin a’ya 1,2,3,... degerlerini vererek ilerlemeliyiz. Ayrica a
ile b arasinda bagka tam boélen olmamas: da gerekir.

a=1,b=125ise n = 125 olur. Fakat 5 | n ve a < 5 < b dir. Buradan uygun ¢oziim gelmez.

a=2,b=124ise n = 2- 124 olur. Fakat 4 | n ve a < 4 < b dir. Buradan uygun ¢6ziim gelmez. Bu fikirle,
kiigiik ve ¢ift a degerlerinde b de ¢ift olacagindan 2a | n olacaktir. a < 2a < b iken uygun ¢bziim gelmez.
Dolayisiyla a’min kiigiik ¢ift say1 degerlerinden (a < 42 iken) ¢oziim gelmez. a & {2, 4,6, ...,40}.

a=3,b=123 ise n = 3-123 olur. Fakat 9 | n ve a < 9 < b dir. Buradan uygun ¢oziim gelmez. Bu
fikirle, kiiciik ve 3'iin kat1 olan a degerlerinde b de 3’in kat1 olacagindan 3a | n olacaktir. @ < 3a < b
iken uygun ¢ozlim gelmez. Dolayisiyla a’min kiigiik 3’iin kat1 degerlerinden (¢ < 31 iken) ¢oziim gelmez.
a ¢{3,6,9,...,30}.

a=>5,b=1211ise n =5-121 olur. Fakat 11 | n ve a < 11 < b dir. Buradan uygun ¢6ziim gelmez.
a="7,b=119 ise n = 7-119 olur. Fakat 17 | n ve a < 17 < b dir. Buradan uygun ¢éziim gelmez.
a=11,b=115ise n = 11 - 115 olur. Fakat 55 | n ve a < 55 < b dir. Buradan uygun ¢6ziim gelmez.

a =13, b = 113 ise n = 11 - 113 = 1469 olur. 13 ve 113 asal sayilardir. n’nin pozitif tam boélenleri
1,13,113,1469 olup tim kogullar saglanir. ny;, = 1469 sayisinin rakamlarinin toplami 1 +4 46 + 9 = 20
bulunur.

Bir {an}n>1 dizisi, a; = 2 ve her n > 1 tam sayis1 igin
3a, +1 San, + 1 0
a - a - =
n+1 an +3 n+1 ay, + 5

sartin1 saglamaktadir. Buna gore, asg24 sayist kag farkli deger alabilir?
a) 2024 b) 20242 c) 22023 d) 22024 e) Higbiri

Coziim 1:
Cevap:
fz)= 3;”:31 ve g(z) = 5;?51 olsun. hy, ho, ..., hoo2s € {f, g} olmak iizere

2024 = hiohgo---o0 h2023(a1) =hyohgo---0 h2023(2)

formatindadir. Oncelikle f ve ¢g’nin bilegkesinin degisme 6zelligine sahip oldugunu yani fog = go f oldugunu

gorelim. Gergekten de
2 1
(fog)la) = (g0 N@) = —5

Dolayisiyla h;’lerin sirasi 6nemli degildir ve k defa f, 2023 — k defa g kullanildiysa,

az24 = fofo---0fogogo---0g(2)=(f"og?")(2)
k tane f 2023—k tane g

dir.

olacaktir. Burada, esitlikten de anlagilacag: gibi f™ ve g™ notasyonlar: fonksiyonlarin n. iterasyonudur. Simdi
de her k icin aggeq’iin farkli sonug alacagmi gosterelim. 0 < m,n < 2024 icin (f™ o ¢g?2023=™)(2) = (f" o
g?923=1)(2) olsun. Genelligi bozmadan m > n olsun. f ve g fonksiyonlar1 f : R — {-3} — R — {3} ve
g:R—{-5} = R — {5} i¢in birebir értendir. Bu yiizden verilen esitlige fonksiyonlarin tersini uygulayarak,

92— gn72023 o ffn o fm Og20237m(2) _ fmfn Ognfm(2> _ (f ngl)mfn(Q)

olacaktir ¢iinkii benzer sekilde f ve g~! de degisme 6zelligine sahiptir, hatta

1N 1-5z\ T7z+1
fog (x)_f<x—5)_ T+ 7
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olacaktir. x > 1 icin
Tr+1

T+ 7

<r = Tr+l<2?+7r <= 1<2?
oldugundan bunu m —n defa uygularsak, (fog=1)™="(2), eger m —n > 0 olursa 2’den kesin kiiciik olacaktir.

Dolayisiyla m = n olmalidir. Yani her k degeri i¢in farkli bir agga4 degeri elde ederiz. Toplam 2024 tane k
degeri igin 2024 farkli asge4 elde ederiz.

Cozim 2:

Yanit:

3a, +1 5a, + 1 3a, +1

Sorudaki sarttan dolay1 ya a,41 = o 13 yva da apq1 = P olacaktir. Eger a1 = o 13 olursa,
4(an +1 . . 2(a, — 1
iki tarafa 1 ekledigimizde a,41 +1 = % ve iki taraftan 1 ¢gikardigimizda a,4+1 — 1 = %
nt1 -y C e o
bulunur. b,, = O T T olarak tamimlayip bu iki kesri birbirine oranladigimizda b,,+1 = 2b,, bulunur. Ayrica,
Gy —
3a, +1 o1 el .
bu sart1 saglayan a, saylarinin a,;; = a4 :_ 3 sartin1 sagladigi da kolayca goriilebilir. Benzer sekilde
Qnp
S5a, + 1 3by,
Ant1 = A + olursa b, 41 = T bulunur. Dolayisiyla
an
3\ 2023—x
bogoa = 2% (2> b1 formunda gelir ve 2024 farkli deger alabilir. b,, > 1

belliyken a,, de tek tiirlii belli olacag: i¢in cevap 2024 olur.
Kaynak: Tiibitak 32. Ulusal Matematik Olimpiyati Birinci Asama Coéziim Kitapgig

Ik hamleyi Ash yapmak {izere, Ash ve Zehra sirayla hamle yaparak bir oyun oynuyorlar. Hamleler yapilmadan
once Zehra 1,2, ...,200 sayilariyla numaralanmig bilyeleri istedigi bir sirayla bir dogru iizerine diziyor. Sirasi
gelen oyuncu bu bilye dizisinin en solunda ve en saginda bulunan iki bilyeden birini aliyor. Zehra, yiiziincii bil-
yesini aldiginda elindeki en biiyiik ve en kiigiik numarali bilyelerin numaralar: farkinin en fazla N olmasini
garantileyebiliyorsa N sayisinin alabilecegi en kiigiik deger kagtir?

a)99 b)112 ¢) 125 d) 149 ) Hibgiri

Coziim:

Yanit:

Cevap: 99. Zehra bilyeleri soldan saga dogru numaralar:1 1, 101, 2, 102, 3, 103, ..., 98, 198, 99, 199, 100, 200
olacak sekilde diziyor ve Asli'nin her hamlesinden sonra onun en son bilye aldig1 ugtan bilye aliyor. O zaman
Zehra sol taraftan 101,102, ... numaral k ve sag taraftan 100,99, ... numaral 100 — k bilye alacaktir. Buna
gore, Zehra aldigr 100 bilyenin tamaminin ardigik numarali bilye olmasini garantileyecektir.

Kaynak: Tiibitak 32. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Birinci Asama Coziim Kitapgig
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