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Ravi Doniigiimii

Ravi doniigiimii, kenar uzunluklar: a, b, ¢ olan bir iiggende a =y + 2, b=z+z,c=2x+y
yvazilmasidir. z,y,z > 0 olup geometrik anlamini agagidaki sekilden gorebiliriz. Simdi bu
yontem ile ilgili baz1 problemler sunabiliriz.

Sekil 1: Ravi Doniigiimi

Problemler

1. Kenar uzunluklar a, b, ¢ olan herhangi bir iiggende

a b c

>3
b+c—a+c+a—b+a—|—b—c

oldugunu ispatlayiniz. Esitlik kosulunu belirleyiniz.



2. Kenar uzunluklar: a, b, ¢ ve yar1 ¢evresi s olan bir tiggende

a*(s—a)+b* (s —b) + (s —c) < gabc

esitsizligini ispatlayiniz.

3. (a) Kenar uzunluklar a, b, ¢ olan herhangi bir tiggende
abc > (b+c—a)(c+a—>b)(a+b—c)
oldugunu gosteriniz. Esitlik durumunu belirleyiniz.

(Padoa E§itsizligiED

(b) a,b, ¢ pozitif gergel sayilar igin
abc > (b+c—a)(c+a—Db)(a+b—c)
oldugunu gosteriniz.

(Leo Giugiuc)

1 Alessandro Padoa (1868-1937)



4. a,b, c bir liggenin kenar uzunluklar: olsun.

(a) a n b . c >3 tsizlising ispat]
a > — esitsizligini ispatlayimiz.
b+c c+a a+b 2

(Nesbitt Esitsizligi, 1903)

a b c
+ +
b+c c+a a+b

(b)

< 2 egitsizligini ispatlayiniz.

(Petrovic Esitsizligi, 1932)

5. a,b, c kenar uzunluklaria sahip herhangi bir tiggende

Votc—a+Veta—-b+vatb—c<Va+Vb+ e

oldugunu kanitlaymiz. Esitlik kosulunu belirleyiniz.



Coziimler

1. Cézlim 1: a =y+2,b=z+x,c = z+y Ravi donilisimi yapilirsa ispatlamamiz istenen
esitsizlik:
+z z+x x+
Ak + 2>

3
2x 2y 2z

bigimine doniigiir.

y + z > 2, L + z > 2, z + z > 2 egitsizlikleri yazip taraf tarafa toplarsak,
Ty z oy z

Y2 24848 25
r Yy T z 2z Yy

elde edilir. Esitlik durumu « = y = z iken saglanir. Yani a = b = c olup, {liggenin egkenar
olmasi halinde esitlik hali gegerlidir.

Coziim 2: Cauchy-Schwarz esitsizliginin faydali bir tiirii olan Bergstrom Esitsizligi’'nden
faydalanarak problemi ¢6zebiliriz. Ayrica ¢6ziimiin bir agamasinda kullanacagimiz bazi
esitsizlikler de sunlardir:

a,b, c gergel sayilar ise a® + b + ¢ > ab + bc + ca ve (a + b+ ¢)? > 3(ab + be + ca)
dir. Bu esitsizlikleri ispatlamak icin (a — b)% 4 (b —¢)? + (¢ — a)? > 0 agikar esitsizliginde
parantezleri agmak yeterli olacaktir. Ayrica esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve
yeter sart a = b = ¢ olmasidir.

a b c

b+c—a + c+a—>b + a+b—c

Simdi ana probleme geri dénelim ve S = diyelim.

Bergstrom Esitsizligi’'nden
a? N b? N c? < (a+b+c)?
ab+ca—a? be+ab—0b*  ca+be—c? T 2(ab+ be+ ca) — (a® +b% + ¢2)

olur. Asikar esitsizlikten elde ettigimiz esitsizlikleri de kullanirsak

(a+b+c)? S 3(ab + bc + ca) B
2(ab 4+ be + ca) — (a2 + b2 + c2) = 2(ab+ bc+ ca) — (ab + be + ca)

olup S > 3 elde edilir. Esitlik analizi de kolayca yapilabilir. Egitlik durumunun saglan-
masi i¢in gerek ve yeter sart a = b = ¢, yani, liggenin egkenar olmasidir.

b
2. s = atdte ve Ravi doniiglimiinden @ = y + 2,b = x + z,¢ = = + y alip esitsizlikte

yazarsak ispatlamamiz gereken ifade,
y2z + za? + yx2 + 22y + y2:r + 2%z > bxyz
bigimine doniiglir. Soldaki 6 pozitif terim i¢in airtmetik geometrik ortalama esitsizligini

uygularsak, bu egitsizligin de dogru oldugunu goriiriiz. Esitlik durumu z = y = 2 igin
vardir, yani licgen eskenar olmalidir.



3. Verilen esitsizlikte a = y+2, b = x+ 2, ¢ = z+y Ravi donilistimii uygulanirsa gosterilmesi
istenilen egitsizlik
(y+2)(z+2)(x +y) = 8xyz

halini alir. Esitsizligin solundaki ii¢ carpana ayr1 ayr1
y+z=>2yz
x+2z2> 20Tz
T +y>2zy
seklinde aritmetik geometrik ortalama egitsizligi uygulanarak
(y + 2)(x + 2)(z + y) = Bayz

esitsizligi elde olunur. Esitlik durumu aritmetik geometrik ortalama esitsizliginden dolay1
r =y = z iken, yani liggen eskenar oldugunda saglanir.

4 (@) s—-“ 4 b ¢ @ Y @ lup Bergstrom Bsitsizlig

. = = olup Bergstrom Esitsizligi

b+c¢c c¢c+a a+b ab4+ac bec+ba ca+chb P & & &
uygulanirsa,

(a+b+c)?
~ 2(ab+ be+ ca)

olur. Ug terimlinin karesi agilirsa, iyi bilinen (a + b + ¢)? > 3(ab 4 bc + ca) esitsizliginin
3
dogru oldugunu gérmek kolaydir. Béylece S > 5 elde edilir. Esitlik durumu a =b=c¢

iken saglanir.

Ayrica buradal Nesbitt esitsizliginin genellestirilmis bigiminin ¢esitli ispatlarini sunduk.
Bunlar1 da inceleyebilirsiniz.

(b) ¢bziim 1: Ravi doniligiimi’ni uygularsak ¢ = y+ 2, b = 2z + 2, ¢ = x + y ola-

a b c
k sekild itif 1 1 dir. S = dersek
cak gekilde x, vy, z pozitit gercel sayilar: vardir b+c+c+a+a+b erse
Y+ z z+x r+y

- 2e+y+2z x+2y+z x+y+2z
olup

y+z 2+ n r+y  2@+y+=2)
xr+y+z xz+y+z xt+y+=z r+y+z

elde edilir.

Coziim 2: Petrovic esitsizliginin O. Bottemanin Geometrik Esitsizlikler kitabinda ver-
ilen giizel bir ispatin biraz daha agiklayici bir dille sunalim.

Ucgenin yar1 cevresi s = i(a + b+ ¢) olmak tizere, 6ncelikle b+ ¢ > s oldugunu gorelim.

1
b—l—c>§(a+b+c) = 2b+2c>a+b+c < b+ c> aolmasidir. Bu son esitsi-

zlik, licgen esitsizligi olup dogrudur. Benzer sekilde ¢ + a > s ve a + b > s esitsizlikleri
yazilabilir. Buradan kolayca,

a b c <a+§+fza+b—|—c:

b+c¢c c+a a+bd s s s s

elde edilir.


https://geomania.org/forum/index.php?topic=8155.0

5. Farkli ¢ozlimler de olabilir. Diiglinme bi¢gimimi aciklama adina vakit kaybettigim yerleri
de ekleyecegim. Su sekilde yaptim.

Ravi doniisimii uygularsak ¢ = y+ 2, b = z + x, ¢ = = + y olacak sekilde z,y, z
pozitif gercel sayilar1 vardir. Bu durumda ispatlamamiz gereken esitsizlik

V2 + 2+ V22 <Vt y+Vy+z+Vita (1)

bi¢imine doniigiir. Bu agsamada bazi faydasiz ugraglarim oldu. Her iki tarafin karesini
alip, diizenleyip tekrar kare almak gibi. Bir noktada f(x) = /z konkav fonksiyonu igin

Jensen esitsizligini diigiindiim. f (x ; y) iC) ‘5 f(y)

24y o VTH VY @)
2~ 2

egitsizligini verir. Artik (2) esitsizliginin problemimizi ¢ézecegini gorebiliyoruz. Bu nok-
tada, (2) esitsizliginin aslinda /z, \/y sayilar1 i¢in aritmetik ortalama - karesel ortalama
esitsizligi oldugunu da goriiyoruz. Yani hig Jensen esitsizligine girismeden aritmetik kare-

sel ortalama egitsizligi ile,
2ty o VI +./y
2~ 2

/y+z>\/z7+\/5
2 - 2
/z+x>\/5+\/5
2~ 2

yazip taraf tarafa toplarsak (1) deki

olacaktir. Bu ise,

VEFY+VyFz+vVzta> V2 +/2y+ V22

esitsizligine ulagiyoruz. Ortalama egitsizliklerinde egitlik hali yalmzca x = y = z iken
gegerlidir. Bu durumda a = b = ¢ olup iiggen eskenar olmalidir.



