COZUM:Ogulcan Barig Oztiirk

Lemma ve Tanim: B , A ve C arasinda olmak tizere A, B, C' dogrusal ¢
nokta olsun.|AB| = x ve |BC| = y olmak iizere % = g (x # y) kogulunu
saglayan D noktalarinin geometrik yeri bir cemberdir.Bu ¢cembere Apollonius
Cemberi denir.

Kamit: =z = y olmasi durumunda bu noktalarin yeri |AC|'nin orta dikmesi
olacaktir.O halde z < y kabul edebiliriz. AB dogrusu iizerinde istenen kogulu
saglayan iki nokta vardir.Bunlardan bir tanesi B noktasidir.Diger nokta ise
|AB|'nin diginda ve < y oldugundan A noktasia daha yakindir.Bu noktaya
da E diyelim.(Sekil 1) Simdi AB dogrusunun diginda bulunan ve istedigimiz
kogulu saglayan bir nokta oldugunu kabul eldelim ve bu noktaya da D diyelim.

ADC tiggeninde AD| _ |AB| _ o

[CD] = TBC] — oldugundan i¢ agiortay teoreminin kargiti

geregince |BD| , D agisina ait i¢ agiortaydir.Benzer sekilde % = % = %
oldugundan dig agiortay teoreminin kargit1 geregince |DE|, D agisina ait dig
aclortaydir.O halde m(BﬁE) = 90° dir.Buradan da D noktasimin |BE| gaph

¢ember tizerinde oldugu anlasgilmig olur.Kanit biter.

yk

E A €T B Yy C
(Sekil 1)

Kanitta bu gember {izerinde yer alan bir D noktasinin m(A/D\B) = m(B/D\C)
sartin1 da sagladigimi gostermis olduk.Ayni zamanda m(A/D\B) = m(B/D\C')
sartini saglayan D noktalar1 da i¢ aciortay teoremi geregince bu cember tizerinde
olacaktir.O halde m(A/D\B) = m(B/D\C) sartin1 saglayan tiim D noktalarinin
| BE| gaph Apollonius ¢gemberi iizerinde oldugunu sdyleyebiliriz.Simdi bu bilgiyi

kullanalim.



A, B,C, D sirasiyla dogrusal dort nokta ve |AB| = z,|BC| = y,|CD| =
z olmak iizere m(A?B) = m(B/P\C') = m(C?D) sartlarin saglayan bir P
noktasimin var olmasimi saglayan gerek ve yeter sartlar1 inceleyelim.Aradigimiz
nokta m(A?B) = m(B/P\C’) sartin1 saglayan bir nokta oldugundan biliyoruz
ki bu nokta A ve C noktalarimin B noktasina gore cizilen apollonius cemberi
tizerinde olmaldir.Keza bu nokta m(B/P\C) = m(C?D) sartini sagladigindan
dolay1 da B ve D noktalarina gore cizilen apollonius ¢cemberi tizerinde olmalidir.O
halde sunu soylebiliriz ki eger boyle bir P noktasi varsa bu iki cemberin kesigmesi
gerekir. Aradigimiz P noktalar: da ¢cemberlerin kesistigi noktalardir.Simdi x , y
ve z 'nin hangi durumlarinda bu iki ¢emberin kesigmesi mumkiin olur,bunu
aragtiralim.

r < yvez<yyadazxz =y = z durumlarinda boyle bir P noktasiin
var olamayacagi gorsel olarak barizdir.Ciinkii = y = 2z durumunda ¢emberler
birbirine paralel iki dogruya doniigiir.(Sekil 2). = < y ve z < y sartlarimin
her ikisinin birden saglandigi durumda ise gemberlerin merkezleri |AB| 'nin zit

taraflarinda bulunacagindan ¢emberlerin kesigmesi miimkiin olmaz.(Sekil 3)
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Ayrica suna dikkat edelim ki x = y = 2z ve z < y , z < y durumlarinin
her ikisinde de hem xz > y? hem de (3z — y).(3z — y) > 4y? esitsizlikleri

saglanmamaktadir.

Hem y’nin =z ve z’den biiylik oldugu durumda hem de x = y = 2z du-
rumunda c¢emberlerin kesismesinin miimkiin olmadigini gosterdik.O halde bu
gemberlerin kesigebilmesi i¢in x > y veya z > y esitsizliklerinden en az biri
saglanmalidir.Genelligi bozmadan x > y kabul edelim ve bu kabulii goz ontinde
bulundururak olusabilecek ¢cemberlerin durumunlarini inceleyelim.

Oncelikle sunu soyleyebiliriz ki x > y ve z > y esitsizliklerinin her ik-
isinin de ayni anda saglandigi durumda cemberlerin daima kesigecegi gorsel
olarak barizdir.(Sekil 4).Ciinkii B noktasindan gegen ¢gemberin merkezi, x > y
oldugu i¢in |AC| dogru pargasimin diginda ve C’ye daha yakin olacaktir.Benzer
sekilde z > y oldugundan dolay1 da C' noktasindan gecen ¢emberin merkezi
|BD| dogru parcasinin diginda ve B’ye daha yakin olacaktir.( y = z olmasi
durumunda C' noktasindan gecen cember AD ile C' noktasinda dik kesisen
bir dogruya déniigecektir.B noktasindan gegen ¢emberin merkezi |AC| dogru
parcasinin diginda ve C’ye daha yakin oldugundan bu g¢ember ile dogrunun

daima kesigecegi agikardir.)

Y
=
wyi



x >y ve z > y oldugu durumda aradigimiz kosulu saglayan P noktalariin
varligi gostermis olduk.Ayrica dikkat etmemiz gereken diger énemli nokta sudur
ki z >y ve 2 > y oldugu durumda xz > y? ve (3 — y).(32 — y) > 4y?

esitsizliklerinin her ikisinin de saglandigi rahatlikla goriilebilir.

Son olarak z > y > 2z durumunu inceleyelim.Bunun i¢in 6énce bazi uzunluk-
lar1 ve apollonius ¢emberlerinin yarigaplarin hesaplayalim.A ve C' noktalarinin
B noktasina gore ¢izilen apollonius ¢emberinin bu AC dogrusu ile iki noktada
kesistigini ve hatta bu iki noktayi birlegtiren dogru parcasinin ¢cemberin g¢ap1

oldugunu biliyoruz.Bu bilgilerden yaralanarak ¢gemberin yaricapini hesaplayalim.

- -

Sekil 5

|AC| dogru pargasmin diginda , AC' dogrusu ile gemberin kesistigi noktaya
E diyelim. |CE| = k olsun.(Sekil 5). K noktas: 22 = - sartim sagladigindan

ICE]
r  rt+y+k
y k
yazabiliriz.Buradan k’y1 ¢ekersek
T —y

elde ederiz.|BE

¢ap oldugundan ¢emberin yarigap1

BE| y+ ey
2 2 r—y

dir.



Benzer sekilde B ve D noktalarina gore cizilen apollonius cemberinin BD

dogrusunu kestigi diger noktaya F' diyecek olursak da |BF| = y(zyfzz) ola-
caktir.Keza benzer sekilde yaricap uzunlugu da % = % "dir.SJekil 6’da

xr > y > z sartinin saglandigli durumda seklin kabaca neye benzeyecegini
goriilebilir.Eger iki ¢ember kesisiyorsa bu cemberlerin merkezleri arasindaki
uzaklik;yaricaplar farkinin mutlak degerinden biiytik,yaricaplar toplamindan
kiicik olmalhdir.z > y > 2z olmasi durumunda merkezler arasindaki uzaklik,
daima yaricaplar toplamindan kiictiktiir. Clinkii her iki cemberin merkezi de C
noktasmin sag tarafindadir.(Sekil 5).Aksinin miimkiin olabilmesi i¢in B nok-
tasindan gegen gemberin merkezinin | BC/| arasinda olmasi gerekirdi fakat cembe-

rin merkezinin C noktasinin saginda oldugunu biliyoruz.
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Merkezler arasindaki uzaklik daima yaricaplar toplamindan kiigiik olduguna
gore cemberlerin kesigebilmesi i¢in merkezler arasi uzakligin yaricaplar farkinin
mutlak degerinden biiyiik olmasi gerekir.Simdi bunun i¢in gereken sartlar aragti-
ralim.

A ve C noktalarina gore cizilen cemberin yaricapi xx—_yy oldugundan bu
¢emberin merkezinin B noktasina olan uzakligi da xx—gy’dir.B ve D noktalarina
gore cizlen cemberin yaricapt da % 'dir.O halde bu ¢emberin merkezinin
B noktasina olan uzakligi y—l—% olur.Bu durumda cemberlerin merkezleri
arasindaki uzaklik, merkezlerin B noktasina olan uzakliklari farkinin mutlak
degerine egit olur.Yani bu uzaklik |y + % — %rdir.Simdi ise esitsizlige

bakalim.



z x z x
' N 1% P
y—2z x—y y—z x—y
Esitsizligi -~ > —~ yada —£ > Y2 olmasi durumuna gore iki
Yy—= =y r=y Yy—=
kisimda inceleycegiz.
Oncelikle 4= > 2L gsmima bakalm. £ > 2L glmasi durumunda
y—z — r—y y—z Ty

0 < y esitsizligi elde edilir. y pozitif oldugundan bu kogulun saglandigi durumda
¢emberlerin daima kesisecegini soylebiliriz. Ayrica bu esitsizligi biraz diizenleyecek

olursak:

Yz > Ly
y—=z r—=Yy
z T
>
y—=z r—Yy
Tz — Yz =  TY—TZ
20z > zy+yz
Tz > (m;Lz)

A.O > G.O egitsizliginden dolay: xT—i—z> zz’dir.(x > z oldugunu gbz O6niinde
bulundurarak).O halde zz > y @ esitsizliginin saglanabilmesi i¢in /22 > y
dolayisiyla zz > y? olmasi gerekir.Simdi de (3z —y) (32 —y) > 49? esitsizligini
saglayip saglamadigina bakalim.Bu egitsizlikte parantezleri dagitacak olursak

3wz — xy — yz — y* > 0 esitsizligini elde ederiz.Buray1 da

2(mz—y.w)+x2—y2>0
———

2
N - / y>0
>0
seklinde yazabiliriz. zz — y.@ > 0 oldugunu biliyoruz.Ayrica az énce xz —

y? > 0 oldugunu da gostermistik.O halde (3 —y)(3z—1y) > 4y? esitsizliginin

dogrulugu kanitlanmig olur.Boylece % > Ix—ny oldugu durumda hem xz >

y? egitsizliginin hem de (3¢ — y)(32z — y) > 4y? esitsizliginin dogrulugunu
kanitlamigtik olduk.



Simdi de —£ > = durumuna bakalm. —- — = — ¢ olsun.O halde
z—y 7 y—z T—y Y-z

esitsizligimizi a < |y — a| seklinde yazabiliriz.Buradan da 2a < y ve y < —2a

seklinde iki esitsizlik gelecektir. a ve y pozitif oldugundan y < —2a olamaz.O

halde 2a < y olmahdir.Bu esitsizligi ¢ozelim.

2<rcy B yZ> -y

2y 2yz
T—Yy Y—=z y
2 2yz
Y < y+ Y
xr—y y—z
2x 2
Y < y(1+ Z)
x—y y—z
2x 2z
< 1+
r—y Y —z
2
z < y+z
x—y y—z

Simdi icler diglar carpimi yapalim.
2ay — 2wz < Yy + 12 — Y — Yz

y? < 3xz —xy — Y2

Her iki tarafi 3 ile genigletelim
3y? < 9xz — 3xy — 3yz
Her iki tarafa y? eklersek

4y* < Bz —y)(3z — y)

esitsizligi elde edilir.9imdi de xx__yy > yy_zz oldugu durumda zz > y? esitsizliginin
dogrulugunu aragtiralim. xx—_%/ > yTZZ esitsizligini diizenlersek
(z+2)
rz <vy.
YT

esitsizligine ulagiriz.Bunu aklimizda tutahm. 4y* < (3z — y)(32 — y) oldugunu

az once gosterdik.Bunu da biraz 6ncekine benzer sekilde yazalim:



2<x2—w>+x2—y2>0

2
<0
rz < @ oldugundan xz— W < 0’dir.O halde yukaridaki esitsizligin
saglanabilmesi icin £z > y? olmalidir.Boylece xa:__yy > ﬁ oldugu durumda

da hem xz > y? esitsizliginin hem de (3 — y)(3z — y) > 4y? esitsizliginin

dogrulugunu kanitlamigik olduk.

Son olarak da

z iy
Y+ A ‘<
y—z -y

olursa neler olabilecegine bakalim. yy_z > — olmasi durumunda ¢cemberlerin

daima kesigecegini kanitlamistik.O halde -“— > % icin bu esitsizligin

—z
saglanmasi mimkiin degildir.Diger taraftan xm—_yy > % olursa daha 6ncekine
benzer sekilde diizenleme yaptigimizda (3 — y) (32 — y) < 4y? esitsizligine
ulagiriz.Bu noktada da daha oncekine benzer mantikla xz < y? esitsizligine
ulagilir.Bu da demek olur ki z > y > 2z olmasi durumunda eger aranan kosulu
saglayan bir P noktasi yoksa xz > y? ve (3x—y)(32—y) < 4y? esitsizliklerinin

en az biri saglanmamaktadir.

Simdiye kadar yaptiklarimizi 6zetleyecek olursak * =y =z yadax < y
ve z < 1y esitsizliklerinin ayn1 anda saglandigi durumlarda aranan kosullar:
saglayan bir P noktasmin bulunamayacagmi ve bu durumlar icin xzz > y?
ve (3¢ — y)(3z — y) > 4y? egitsizliklerinin saglanmadigim gosterdik.Daha
sonra ise @ > y ve z > y sartlarimin her ikisinin aymi anda saglandigi du-
rumda aranan kogullar1 saglayan P noktalarinin daima var oldugunu ve bu

durum igin zz > y? ve (3 — y)(3z — y) > 4y? esitsizliklerinin saglandigin

Yz Ty ry Yz
= > oy yada 72—y > Py

kogulunun saglanmasina gore iki kisma ayirdik ve her iki kosul i¢in de aranan

gosterdik.Devaminda > y > z durumunu

sartlar1 saglayan bir P noktasi varsa £z > y? ve (3¢ — y)(3z — y) > 4y?
esitsizliklerinin saglandigini gosterdik.Son olarak ise > y > z iken ¢emberlerin
kesigsmesinin miimkiin olmadigi durumlarda zz > y? ve (3 — y)(3z — y) >

4y? esitsizliklerinden en az birinin saglanmadigim gosterdik.



Simdiye kadar x,y,z'nin tiim durumlarina gore istenen kosulu saglayan
bir P noktasmin varligi aragtirdik.Bunun sonucunda ise boyle bir noktanin
varhgim miimkiin kilan her durumda zz > y? ve (3 — y)(3z — y) > 4y?
esitsizliklerinin dogru oldugunu;boyle bir noktanin var olmadigir tiim durum-
larda ise bu iki esitsizlikten en az birinin saglanmadigim1 gosterdik.Buradan
hareketle sunu soyleyebiliriz ki £z > y? ve (3x—1vy)(3z—y) > 4y? esitsizlikleri
dogruysa aranan kosulu saglayan 2 tane P noktasi vardir(¢iinkii gemberle bir
gember ya da dogru 2 noktada kesigir) ve AD’ye gore simetriktir.Eger bu iki
esitsizlikten en az biri saglanmiyorsa da aranan kosulu saglayan bir P noktasi
yoktur.

Simdi de tiggenin alan ile ilgilenelim. (Simdiye kadar ki nokta adlandirmala-
rindan farkli olarak burada sorudaki adlandirmalar kullanilmigtir.).Oncelikle
ABC 1iggeninde m(B/ATD) = m(D/A\E) = m(E/A\C) olduguna gore B ve E nok-
talarimin D noktasina gore ¢izilen apollonius ¢emberi ile D ve C' noktalarinin
E noktasina gore c¢izilen apollonius ¢emberinin kesistigini soyleyebiliriz.Bu du-
rumda x > y veya z > y olmalidir.Genelligi bozmadan x > y kabul edelim.Bu
kosulda z >y, 2z >y yadax >y > z yadax >y = 2z olmasina gore 3 farkh

durum ortaya cikar.Biitiin durumlara tek tek bakacagiz.

xr > y ve z > y durum ile baglayalim.B ve E noktalarinin D noktasina
gore ¢izilen ¢emberinin BC’yi kestigi ikinci noktaya G;D ve C' noktalariin
E noktasia gore ¢izilen ¢cemberinin BC'yi kestigi diger noktaya F' diyelim.A
kosesine ait yiiksekligin ayagi H ve |DH| = a olsun.Bu durumda |[EH| =y —a
olur.H noktasi, x > y ve z > y oldugundan dolay1 D ve E arasindadir.(Sekil 7)
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A noktasi |E'F| gapli gember {izerinde oldugundan m(F/A\D) = 90°dir.Bu

durumda ADF {i¢geninde Euclid teoremi uygulanirsa:

\DH|.|HG| = |AH|?

esitligine ulagilir.Daha once apollonius ¢emberinin ¢apinin % oldugunu

bulmugtuk.Bu durumda |[DH| = a oldugundan |HF| = % —a olur.Aym
zamanda m(E/ATG) = 90° oldugundan AEG ii¢geninde de Euclid teoremini
uygulanirsa

\EH|.|HG| = |AH?

elde edilir.Burada |[EFH| = y — a oldugundan |GH| = %—Z —(y — a) olur.Elde

ettigimiz iki esitliklikten |AH|? leri ¢ekip buldugumuz degerleri yerine yazacak

a<;?2—a):(y—@<j%;—y+a>

esitligini elde ederiz.Buradan a’y1 bulmaya calisalim.Parantezleri dagitirsak:

olursak:

2ax 2ayz 2%
v 2y E o
r—y 2=y c=Y
2
2%( e ) = y( W-+m—y)
r—y <Z—-Y =Y
2
20/( * + c ) = yZ +2a_y
r—y <=y £=Y
- . 2
2a'(xz xy + 2z —yz) _ Yz L9y
(z —y)(z—y) 2=y
- . 2
2a.(xz Ty + T2 yz)_2a _ Yz .y
(z —y)(z—y) 2=y
Tz — Y+ T2 — Y2 2yz
2a -1 = -y
(z—y)(z—y) z—y
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. ((x%izyi)w) =

2yz

GGy W) = o
2a (a:z— 2) = (y+ 2)

(@—y)(z—y) voo= v
(xQ_aw (zz—9%) = yly+2)

y(y+2)(z —y)
2(xz — y?)

Buldugumuz bu degeri a (% — a) = |AH|? esitliginde yerine yazarsak:
AHP = yy+2)(x—y) ( 22y yly+z)(=—y)
2@z —y?) \z—y  2zz-—y?)
AHP = Vyt+a)le—y (22 (y+=z)(@—y)
2@z —y?) \z—y  2zz—y?)
AHP = viy+2)e—y) (20  (ey+zz—y’ —yz
20cz—y*)  \z—y 2(xz — y?)
AHP = vy +2)(x —y) (32?2 — 2%y — 2ay” — y*z — y° + 2ayz
2(xz — y?) 2(x —y)(zz —y?)
2
y(y+ =z
|AH|>? = 4(mz——y2))2 (32°2 — 2%y — 22y” — v’z — y° + 2myz)
2
|AH|2 = W (3x222 + 22%yz + 2wy2? — 2%y? — 22 — 2y — 232 — y4)
2
Y
|AH|> = W [(a:z — )Nz +y+2)? -2z + 22— a2 — y2)]
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Son adimi anlamak ¢ok kolay deéil.iki sene onceki notlarimda boyle bir

sonuca ulagtigimi yazmigim fakat nasil ulagtigimi hatirlamiyorum maalesef. Yine
2

de 4(1,;/72)2 (32222 + 22%yz + 22y2? — 22y? — y?2? — 22y® — 2132 — y?) ifade-

2
Toe [z =) (@ +y +2)° —22(2® + 2° — 22 — %)) ifadesini ayn

siyle
ayr1 agilirsa bu iki ifadenin 6zdeg oldugunu goriilebilir.
ABC iiggeninde A kosesine ait yiiksekligi bulmug olduk.O halde S, ABC

noktasinn alani olmak iizere S? = 1|BC|?|AH |? oldugundan bu esitlikte buldugumuz

degeri yerine yazacak olursak

2

SQZW(SL’—Fy—%z)Q [(zz — ") (@ +y+2)* —2z(a® + 2° —xz — y?)]
Tz —y

elde ederiz.Boylece x > y , z > y olmasi durumundan ABC ii¢geninin alanini

bulmug olduk.Simdi de > y > 2z durumuna bakalim.(Sekil 8)

Sekil 8

|DH| = a olsun.O halde |HF| = %—a olacaktir.Ayrica |[EH| = a —y

oldugundan |HG| = %—(a —y) 'dir.Az 6nce yaptigimiz gibi ADF ve AEG

tiggenlerinde Euclid teoremi yazip |AH|? leri esitlersek

! (ﬁyy - a) =le-y) (ﬁzz - (Hy)

olur.Egitligin sag tarafinda hem (a — y)’yi hem de (%Tz—a + y) 'yi eksi ile

(2 (200

olacaktir.Son olarak —% ‘da paydayi eksi ile ¢arpip oniindeki eksiden kur-

carparsak
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tulursak

! <x2fyy - a) =-a) <2232y U a>

elde ederiz.Dikkat edilirse bu egitlik x > y , 2 > y durumunda elde ettigimiz
esitlik ile aynidir.O halde bu durumda da

2

S? = y—2 (z+y+2)° [(zz =)@+ y+2)* —zz(a® + 2° — 2z — y?)]
16 (zz — y?)
esitliginin gecerli oldugunu soyleyebiliriz.Son olarak x > y = z durumuna

bakalim.(Sekil 9)

Sekil 9

y = z olmasi durumunda apollonius gemberi | DC|'nin orta dikmesine doniiseceginden

|DE| =y ve |EF| = <§if; —a) olur. ADF iiggeninde Euclid teoremi yazarsak:

2 2
|AE|z:y(ﬂ_y>:M
r—y r—y

elde ederiz.Daha onceki iki durum i¢in buldugumuz formiilde 2z goérdigiimiiz

yere y yazarsak f%zy) elde edilecginden x > y = z durumu icin de

2
S? = y—z(x—ky—i—z)Q [(zz =)@+ y+2)* —zz(a® + 2° —xz — y?)]

16 (xz — y?)
esitliginin gecerli oldugunu soyleyebiliriz.
Simdi ye kadar miimkiin olan tiim durumlar i¢in ayni formiiliin alani verdigini

gosterdik.O halde genel olarak S,ABC ii¢ggeninin alani1 olmak tizere:

2
52 = m($+y+2)2 [(zz =)@+ y+2)* —az(a® + 2° —xz — y?)]
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