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q asali 3k + 1 formatinda olsun. 1’in g. dereceden kokii ( = e ¢ olsun. Buna gore
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>
m=0

toplamini hesaplayiniz.

Cozim
q asal oldugundan en az bir ilkel kokii vardir, bu koke r diyelim. v(n) ile r’ye gore n’nin ¢ modunda
indeksini gosterelim. Yani (n,q) =1 ise

r* =n  (mod q)

olan en kii¢iik pozitif tam say1 k’ya v(n) diyelim. n € {1,2,...,¢—1} igin v(n)’lerden 3 ile boliinenlerin
kiimesi A, 3k + 1 formatindaki sayilarin kiimesi B, 3k + 2 formatindakilerin kiimesi C' olsun.
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diyelim. Bu durumda
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oldugunu gérmek kolaydir. Kisaca 1+ 3n; = z; diyelim. 1’in kiip kékii w = e™5 olsun. (n,q) =1 ise
x(n) = w?™ olarak, (n,q) # 1 ise x(n) = 0 olarak tanimlarsak

qg—1

20 = (14 x(5) +X(0)¢’

i=0
olacaktir ¢linkii ¢ = 0 ise 1+ x(7) +x(¢) =1, i # 0 ise
14 x(0) + %) =14+ w’® + 770 =1 4 @ 4 2@
ve eger v(i) =0 (mod 3) ise bu say1 3, degilse 0 olacaktir. Benzer sekilde
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21 =Y (1+wx(j) +wx(4))¢’

=0

2= 301+ wx(h) + X))
k=0



olacaktir.

oldugundan bizim sadece

toplamini hesaplamamiz yeterlidir ¢iinkii bu toplam bilirsek

qg—1 g—1 q—1 qg—1
7= XM=Y x(n)¢” "—qu—n = xXlg—n)¢" = x(n)C"
n=0 n=0 n=0 n=0

olur ve istenilen tiim toplamlar bulunur.

Not: Yukaridaki toplamda son kisimda n # 0 i¢in X(¢ — n) = X(n) oldugunu goérmek igin x’in
tanimindan dolay1 v(¢ —n) = v(n) (mod 3) oldugunu géstermek yeterlidir. Bunun igin de

prla=n) 4 po(n) — T”(”)(r”(q_")_“(") +1)=g—n+n=0 (mod q)

a= -1
— prlaem) () = ] =% (mod q) = w(g—n)—v(n) = a—= 5 (mod ¢ — 1)
olur ve ¢ — 1 =0 (mod 3) oldugundan v(¢ —n) = v(n) (mod 3) olur. Soruya dénersek
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olacaktir. no =nny (mod q) dersek
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olur eger n =1 (mod q) ise > ?"_, ("~ = g — 1 olur, degilse —1 olacaktir. Buradan da
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[71* = qx(1) + Y _X(n)(-1) =¢
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bulunur. 7’nun uzunlugu /g bulunur ve 7 = \/(jeieq olarak yazabiliriz. Buradan z;’leri hesaplayalim,

20 =T+T = 2y/qcosb,

2
21 =w T+wT—2\/§cos(0 —;)

2
Zo = WT + w?T = 2,/q cos (9q + 371-)

04, un gergekte kac oldugunu buradan bulamayiz ama bagka yolla hesaplayip buraya doénebiliriz. ¢ =1
(mod 3) olan bir asal i¢in
4q = a® + 27b%

olacak sekilde tek bir (a,b) negatif olmayan tamsay ¢ifti oldugunu biliyoruz. Bunun internette farkl
bircok ispat1 oldugundan bunun ispatimi gegiyorum. Simdi cos 36,’y1 hesaplayalim.
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olur, eger yukarida yaptigimiz islemlerin benzerlerini yaparsak y = xt (mod ¢q) yazarsak
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olur. Bunu da 7 ile garparsak

b= g3 (b1 4+ 1) = g(K + L)
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olarak yazabiliriz (K ve L tamsayidir). 7> = q(K + Lw) olur.
7_3?3 — |T|6 :q3 :q2(K+Lw)(K+Lw) e q:K2 —KL+L2 — 4q: (2K—L)2+3L2

7 7% = gL(w — @) = iqgL/3 olur.
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olarak yazarsak ¢ de cebirsel tamsay1 olacaktir (algebraic integer). 7> de hesaplamir, farki alinirsa

73 — 73 sayis1 bir cebirsel tamsaymin 3 kati olacaktir, yani igL+/3 sayis1 bir cebirsel saymin 3 kati

olacaktir. Buradan da 3 | L bulunur. Yani a = 2K — L ve b = % dersek
4q = a® + 27b%

olur.

3 3 349 1 ) a . 303
3 = q2e3% = (K + Lw) = =q(a+ 3ibV/3) = cos30, = —, sin3f, = ——
elde edilir. Buradan olas: 6, ularin sayisini sonlu sayiya azaltiriz ¢linki sadece [0, 7) araligindaki 6,’lar
arryoruz.
20+ 21 + 22 :3+3(170+771 +172) =0

2(z1 2042123+ 2023) = (21+20+23)2 — (22422 422) = —(147)% = (W2 T+wT)? = (wT+w?T)? = —677 = —6q
212023 = (T +7)(WT + wT) (W +W?T) =3 + 7 =q2K — L) = qa

olur. Yani z1, 23, 23 sayilar:
22 —3¢z—qa=0

denkleminin kokleridir. Burada a’nin igaretini de bulmaliyiz.

N = z_: 1+ x(u(u+1)) +x*(u(u+1))] = Z_: 1+ x(u(u+ 1)) +X(u(u +1))] = ¢+(A+Bw)+(A+Bw) = ¢+a
u=0 u=0

elde edilir. Ayrica bu say1
v* =u(u+1) (mod q)

denkliginin ¢éziim sayisidir. Bu denklikte v’nin v = 0, —1 igin birer, diger degerler i¢in iiger ¢6ziimii vardir.
Yani
N=g+a=1+4+a=2 (mod3) = a=1 (mod3)

olacaktir. Bu bize ayni zamanda a’nin igaretini de verir ciinkii 4q = a? + 27b? esitliginde a ve —a’dan
sadece bir tanesi 3k + 1 formatindadir. Yani Kummer toplaminin hangi polinomun kokii oldugunu
biliyoruz ama hangi kokii oldugu 60,’ya bagh ¢ikiyor. cos 36,’u biliyoruz ama buradan tek bir 6, degeri
gelmiyor.

Bu denklemin kéklerinin (—2./q, —/q), (—v/@, /q) ve (/q, 2,/q) araliklarinda olduklar1 gériilebilir ama
farkli ¢ degerleri icin Kummer toplami bu ii¢ araligin herhangi birinde bulunabilir. Hatta Heath-Brown



ve Patterson adli matematikgiler Kummer toplaminin bu araliklar arasindaki dagilimin incelenen ver-
iler arttikta 1 : 1 : 1 oranina yakinsadigini gostermistir.

Ornek: ¢ = 13 i¢in 4¢ = 52 = 52 + 27 - 12 oldugundan ve a = 1 (mod 3) olmasi gerektiginden
a = —b olacaktir. Buradan da Kummer toplami

23 -3924+65=0

denkleminin bir ¢éziimii olarak bulunur.



