iki Tamkarenin Toplam

(Metin Can Aydemir)

Tamm: p bir asal say1 ve n Ve a pozitif tamsay1 olmak iizere p%|n fakat p*** 4 n ise
p¥lIn

olarak gosterilir ve “p lizeri « ¢ift boler n” olarak okunur.

Legendre Sembolii: p tek bir asal say1 ve a bir tamsay1 olmak tizere,

0,pla ise
a p

(—) =< 1,x% = a (modp) olacak sekilde 0’dan farkh x tamsayis1 varsa

p —1,x? = a (modp) olacak sekilde 0’'dan farkli x tamsayisi yoksa

olarak tanimlanir.

Ozellik 1: (g) Legendre sembolii olmak {izere,

a p-1
<I;> =a 2 (mod p)'dir.

Ozellik 2: (%) Legendre sembolii olmak iizere,
a\ (b ab
3).2) = (2)air
p/ \p p
Ozellik 3: (g) Legendre sembolii ve p ile g farkl tek asallar olmak tizere,

(r-1)(q-1)
(ﬂ) : <£> =(-1) & 'dir.
p/ \q

Wilson Teoremi: p tek bir asal say1 olmak iizere,

(p — 1! = —1(mod p)'dir.



Pisagor Ucliileri: m, n, c dogal say1 ve m, n aralarinda asal olmak iizere x? + y? = z? denkleminin
dogal sayilardaki ¢oziimleri,

(x,y,2) = (c.lm? — n?|,2mnc, c. (m? + n?)), 2mnc, c.|Im? — n?|, c. (m? + n?))
formatindadir.

Teorem 1: n, pozitif bir tamsay1 olmak iizere, x? + y? = n denkleminin tamsayilarda ¢oziimii
olabilmesi i¢in gerek ve yeterli sart p = 3(mod 4) olmak lizere V p|n i¢in p’nin n’yi bdlen en biiyiik
kuvvetinin {issiiniin ¢ift say1 olmasidir.

Ispat: Bu denklemde x yerine —x yazilsa da denklem degismeyeceginden denklemi dogal sayilarda
inceleyehiliriz. Once sart saglanmazsa denklemin ¢dziimiiniin olmayacagimni gosterelim. Farz edelim ki
n’nin dyle bir 4k + 3 formatinda bir p asal bdleni var ki a tek say1 olmak iizere p®||n saglar. Oyleyse,

p|(x? +y?) = x% + y? = 0(mod p)

Eger x ve y, p’ye boliinmiiyorsa,
X 2
x? = —y2(mod p) = (;) = —1(mod p)

X

olur. x ve y, p’ye boliinmediginden (y) = b(mod p) olacak sekilde 0’dan farkl bir b tamsayis1 vardir.

Dolayisiyla (—1), p modunda karekalandir. (s) Legendre sembolii olmak iizere,

-1 p-t
= (?> =(-1)2 =1=p=1(mod4)
olmal1. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla x ve y, p’ye boliinmelidir. x = p.x;, y = p.y;, Ve n = p2.n,
diyelim. Denklem,
x+yl=n
olur. Eger a = 1 ise x; ve y, tamsayi fakat n, tamsay1 olmadigindan ¢6ziimii olmayacaktir.

a = 2k + 1 ise yeni denklem ilk denklemin aynis1 oldugundan yine x; ve y;, p’ye boliinecektir. Bu
islemi k + 1 defa tekrar ettirirsek, n,,, sayisi tamsay1 olmayacaktir fakat xj,; Ve y,4, tamsayi olur ve

2 2 _
Xigr1 T Vi1 = Mg+

saglar. Fakat n;,; tamsay1 olmadigindan bu celiskidir. Dolayisiyla kabulumiiz yanlistir. p’nin n’yi bdlen
en biiylik kuvvetinin {issii ¢ift say1 olmalidir.

Simdi p’nin n’yi bdlen en biiyiik kuvvetinin iissii ¢ift say1ise x% + y? = n denkleminin ¢6ziimiiniin
oldugunu goésterelim. Oncelikle p, 4k + 1 formatinda baska bir asal say1 olmak iizere, x? + y2 = p
denkleminin en az bir ¢6ziimii oldugunu gosterelim. 72 = —1(mod p) olacak sekilde bir r tamsayisi
oldugunu gosterelim. Wilson Teoreminden,



(p — 1)! = —1(mod p)

oldugunu biliyoruz. Ayrica k = —(p — k) (mod p) olacagindan,

(p—1)= 1.2...(’9;1).(70:1)...(19—1)E 1.2 ...(p_l).(—pgl) (=1

= ((p;—l) !)2 (mod p)

= @pmp-1'= <<%) !>2 = —1(mod p)

2
olur. Dolayisiyla 72 = —1(mod p) olacak sekilde bir r tamsayis1 vardir. Simdi f: {0,1, s [[\/E]]} - 7?2
olmak tizere, f(u, v) = u + vr olacak sekilde bir fonksiyon tanimlayalim.

[Vp]+1>p>[Vr]

“dir. f fonksiyonunda ([/p] + 1)2 farkl1 (u, v) ifti secebiliriz. ([/p] + 1)2 > p oldugundan Giivercin
Yuvasi Ilkesinden (uy, v,) # (uy, v,) fakat f(uy, v,) = f(uy, v,)(mod p) olacak sekilde en az bir
(uq, ), (uy, v,) vardir. Eger u, = u, ise

f(uy,vy) = f(uy,v,)(mod p) = uy + vi.17 = Uy + v,.7(Mod p) = vy.1 = v,.7(od p)
= v; = v,(mod p)
V4, V5 < p oldugundan v, = v, olmali fakat (u,, v;) # (uy, v,) oldugundan bu saglanamaz. Celiski.
Benzer sekilde v; = v, olursa da c¢eliski ¢ikar.
f(uq,v1) = f(uy, vy)(mod p) = uy + vi.1 = uy, + v,.7(mod p)
= (4 —up) =r.(v; — vp)(mod p)
olur. luy — uy| = a ve v, — v,| = b diyelim. uy, uy, vy, v, < [[\/p] oldugundan 0 < a,b < [[\/p] olur.

(uy — uy) =7r.(v; — v,)(mod p) = a? = —b?(mod p) = a? + b? = 0(mod p)

a,b<[/p]=0<a?+b?<2([Jp])" < 2p

oldugundan a? + b% = p olmali. Dolayisiyla p, 4k + 1 formatinda bir asal say1 olmak {izere her p asal
say1s1 i¢in, x2 + y? = p denkleminin en az bir ¢dziimii vardir.

Simdi sart1 her n tek pozitif tamsayisi igin x? + y? = n denkleminin ¢6ziimiiniin oldugunu gosterelim.

p; = 1(mod 4) ve q; = 3(mod 4) olsun.(i = {1,2, ..., k},j = {1,2,...,m})



k m
= (e {17
i=1 j=1

olsun. n sayisini bdlen en biiyiik tamkare C2 olsun. x = Cx;, y = Cy, seklinde se¢elim. n = C2.D
olsun. Denklemde yerine yazarsak,

xt+yi =D

olur ve burada D kare bolensiz bir sayidir. D # 1 ise D’nin asal ¢arpanlarina ayrilmis hali, D = ;.75 ...7;
olsun. D’nin 4k + 3 formatinda bdleni yoktur. 2 haricindeki tiim asal bolenleri 4k + 1 formatindadir.
2 = 12 4+ 1%°dir. Dolayisiyla tiim asal bdlenleri iki tamkarenin toplami olarak yazilabilir.

Herhangi a, b, c, d sayilari igin,
(a? + b?)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)?

0zdesligi saglar. r; Ve r, ‘nin iki tamkarenin toplam seklinde yazilabildigini biliyoruz. Ozdeslikten
dolayisiyla r;.7, de iki tamkarenin toplamu seklinde yazilabilir. Bu islemi tekrarlayarak D’ye ulasabiliriz.

D = 1 ise n sayis1 tamkare demektir. Bu durumda (x, y) = (v/n, 0) bir ¢dziim olur.

Boylece ispatlamis olduk ki n, pozitif bir tamsay1 ve p = 3(mod 4) olmak iizere V p|n i¢in p’nin n’yi
bolen en biiyiik kuvvetinin iissii ¢ift say1 ise x? + y2? = n denkleminin tamsayilarda en az bir ¢ ziimii
vardir.

x2 + y? = n denkleminde (x,y) dogal say1 ¢ziimii ise (x, —y), (—x,y), (—x, —y) ¢dziimleri de tamsay1
¢dziimii olacagindan bu kisimdan sonra x? + y? = n denkleminin ¢6ziimleri dogal sayilarda
incelenmistir.

Teorem 2: p, 4k + 1 formatinda bir asal say1 olmak iizere,

i) x2 + y? = p denkleminin dogal sayilarda ¢dziimlerinin sayis1 2’dir.
ii) x2 + y? = p? denkleminin dogal sayilarda ¢6ziimlerinin sayis1 4°diir.

Ispat: i) x = y icin ¢dziimiin olmadig1 asikardir. Genelligi bozmadan x > y olsun. y = 0 ise yine ¢dziim
olmaz. Bu denklemi saglayan en az bir (x,y) ¢ifti oldugunu Teorem 1’den biliyoruz. (x,y) ve (y, x)
ciftinden farkl bir (a, b) ¢dziimiiniin oldugunu kabul edelim. (a, b) ¢6zlim ise (b, a) da ¢dziim
olacagindan genelligi bozmadan b < a < \/_, y<x< \/5 diyebiliriz. a = b.r(mod p) olsun.

a = b.r(mod p) = a? = b*r?(modp) = a?> + b2 = b?(1 +7r%) = 0(modp) = (1 +1r?) =
0(mod p)

Burada (1 + r?) = 0(mod p) olacak sekilde p modunda sadece iki ¢6ziim olacagmni gostermeliyiz.

2

r? = t? = —1(mod p) olsun.



(r+t)(r—t) = 0(mod p) = r = t(mod p) veyar = —t(mod p) olur.

Yani (1 + r2) = 0(mod p) olacak sekilde p modunda sadece r ve —r sayilar1 vardir. Dolayisiyla
x = y.r (mod p) veya x = —y.r (mod p) olmaldir.

a)x =y.r (modp) ise (x —a) = (b — y).r (mod p) olur.

(x—a)=(—-y).r (modp) = (x —a)?+ (b —y)? = 0(mod p) olur.

b<a<,p y<x<,/poldugundan|x —al,|b—y|l<,p =0<(x—a)*+ (b—y)?*<2p olur.
Dolayisiyla (x — a)? + (b — y)? = p olmalu. Ifadeyi agarsak,

x?+a?—2ax+ y%?+ b? — 2by = 2p — 2ax — 2by = p olur. Fakat p tek oldugundan bu saglanamaz.
b) x = —y.r(mod p) ise (a — x) = (b + y).r(mod p) olur.

(x—a)= 0B +y).r(modp) = (x —a)?>+ (b + y)? = 0(mod p) olur.

y<b<a<x<\/501dugundan|x—a|<\/;_)ve(b+y)<2\/1;=0<(x—a)2+(b+y)2<5p
olur.

bi) (x —a)? + (b + y)? = p ise ifadeyi acalim,
x?+a? —2ax+ y? + b? + 2by = 2p — 2ax + 2by = p olur. Fakat p tek oldugundan bu saglanamaz.
bii) (x — a)? + (b + y)? = 2p ise ifadeyi agalim,

x?+a?—2ax+y?+b?+2by =2p—2ax + 2by =2p = ax = byolurfakatb < a, y < x
kabulumiizden dolay1 bu saglanamaz.

biii) (x — a)? + (b + y)? = 3p ise ifadeyi agalim.
x?+a? —2ax+ y? + b? 4+ 2by = 2p — 2ax + 2by = 3p olur. Fakat p tek oldugundan bu saglanamaz.
biv) (x — a)? + (b + y)? = 4p ise ifadeyi acalim,

x?+a?—2ax+y?+b%?+2by =2p—2ax+2by =4p = ax + 2p = byolurfakatb < a, y <x
kabulumiizden dolay1 bu saglanamaz.

Dolayisiyla ¢oziimler (x,y) ve simetrigi (y, x) olmak tizere 2 tanedir.

ii) x2 4+ y? = z2 denkleminin dogal sayilardaki ¢oziimleri Pisagor iigliilerinden dolay1, m > n ve
EBOB(m,n) = 1 olmak iizere,

(x,y,2) = (c(m? —n?),2mnc, c(m? + n?)) ve (x,v,z) = (2mnc, c(m? —n?),c(m? + n?)) oldugunu
biliyoruz. x? + y? = p? denkleminin ¢dziimleri igin de

c(m?*+n?) =p



olmali. ¢ = p ise m? + n? = 1 olur. Buradan (m,n) = (1,0) bulunur. Yerine yazarsak (x,y) = (0,p) ve
(p, 0) ¢oziimleri bulunur. ¢ = 1 ise m? + n? = p olur.Bu denklemin tiim ¢6ziimlerinin (a, b) ve (b, a)
gibi simetrik iki ¢6ziim oldugunu biliyoruz. Genelligi bozmadan a > b olsun. O halde tiim ¢oziimler;

(x' y) = (O' p)' (p' 0)' (aZ - bZ) Zab)J (Zab, a2 - bZ)
olur. Dolayisiyla toplam 4 ¢6ziim vardr.

Teorem 3: p, 4k + 1 formatinda bir asal say1 Ve n pozitif tamsay1 olmak iizere, x? + y? = p"
denkleminin dogal sayilardaki ¢6ziim sayisina A,, diyelim. A; = 2 ve A, = 4 olmak iizere,

_(-D"+3

"dir.
> + n'dir

An

Ispat: x ve y aralarinda asal olmak iizere ve x? 4+ y? = p™ denklemini saglayan (x, y) ¢iftlerinin sayisma
B,, diyelim. Once B,, dizisinin terimlerini bulalim. x ve y aralarinda asal oldugu igin herhangi biri 0
olamaz. Genelligi bozmadan x > y > 0 olsun. Simdi sart1 saglayan (x,y) ve (y, x)’den farkli bir (a, b)
ikilisi olamayacagini gosterelim. (a, b) ¢oziim ise (b, a) da ¢dziim olacagindan genelligi bozmadan b <

a< \/ﬁ, y<x< \/17 diyelim. a = br(mod p™) olsun.
a = br(mod p™) = a? = b?r?(mod p") = a? + b?> = b?(1 +r?) = 0(mod p™)
= r? = —1(mod p")

olur. Simdi bu denklemin p™ modunda sadece 2 ¢6ziimii oldugunu goésterelim. r ve p™ — r disinda bir t
sayisinin da bu denklemi sagladigmi farzedelim.

r? =t? = —1(mod p") = (r — t)(r + t) = 0(mod p™)

r? = t? = —1(mod p") oldugundan r Ve t, p’ye bdliinemez. Dolayisiyla (r — t) ve (r + t) ayn1 anda
p’ye boliinemez. Dolayisiyla (r — t) ve (r + t)’den en az biri 0 olmalidir. Fakat bu r ve p" — r disinda
bir t sayis1 segmemizle gelisir. Dolayisiyla 72 = —1(mod p™) denklemin p™ modunda sadece 2 ¢dziimii
vardir.

Dolayisiyla x = yr(mod p™) veya x = —yr(mod p™) olacaktir. Teorem 2’in i sikkinda yaptigimiz
ispatta p’nin, tek olmasini, 2 = —1(mod p) denkleminin p modunda 2 ¢oziimii olmasmive b < a <
\/_ ,y<x< \/E kabulunu kullanmistik. Ayni1 sartlar1 p™’de sagladigi i¢in ayni iglemleri p™ ‘ye
uygulayarak ispat1 yapabiliriz.

Dolayisiyla eger x ve y aralarinda asal olmak iizere ve x% + y? = p™ denklemini saglayan (x, y) ¢ifti
varsa (x,y) ve (y,x) ¢oziimlerinden dolay1 B, = 2 olur. Simdi aralarinda asal en az 1 ¢6ziimii oldugunu
tiimevarim ile gosterelim.

n = 1 i¢in x ve y aralarinda asal olmak zorunda oldugundan dogrudur.
n = 2 igin denklemin koklerinden a? + b? = p olmak iizere, (x,y) = (a? — b?%,2ab)’yi inceleyelim.

EBOB(a,b) = EBOB(a? — b?,2a) = EBOB(a® — b?,2b) = EBOB(a* — b?,2ab) = 1



oldugundan n = 2 i¢in de dogrudur. Simdin = 1,2, ...,k — 1 i¢in dogru oldugunu kabul edip n = k i¢in
ispatlayalim.

EBOB(a,b) = EBOB(c,d) = 1ve a? + b?> = p, c? + d? = p*~1 olsun.
p* = (a® + b?)(c? + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)? = (ad + bc)? + (ac — bd)?

oldugunu biliyoruz. x? + y? = p* denkleminde (x,y) = (ac + bd,ad — bc) ve (x,y) = (ad + bc,ac —
bd) ¢oziimlerinden en az birinin aralarinda asal ¢oziimler oldugunu gésterelim. Aksini varsayalim, bu
durumda EBOB degeri p™ formatinda olmasi gerekir.

EBOB(ac + bd, ad — bc) = EBOB(ac + bd, a(ac + bd) — b(ad — bc)) = EBOB(ac + bd, cp)
EBOB(ad + bc,ac — bd) = EBOB(ac — bd, b(ad + bc) + a(ac — bd)) = EBOB(ac — bd, cp)

olur. EBOB(c,p) = 1 oldugundan EBOB(ac + bd, cp) = p olmali. Benzer sekilde
EBOB(ac — bd, cp) = p olur. Buradan,

ac — bd = ac + bd = 0(mod p) = ac = bd = 0(mod p)
bulunur. Dolayisiyla a, b, ¢ ve d’den birisi p’ye boliinmeli fakat bu kabulumiize aykiridir. Celiski

Yani (x,y) = (ac + bd,ad — bc) ve (x,y) = (ad + bc,ac — bd) ¢oziimlerinden en az birinin
aralarinda asal olmasi gerekir. Dolayisiyla her n pozitif tamsayisi i¢in B,, = 2’dir.

x? + y? = p™ i¢in, eger x Ve y aralarinda asal degilse, p| EBOB(x,y) olur. x = x;p ve y = y,p diyelim.
Denklem,

xf+yi =p"?
olur. Bu denkleminde ¢6ziim sayis1 A,,_, dir. Dolayisiyla her n pozitif tamsayisi i¢in,
Ay =4, ,+B, =4, ,+2
saglar. Ayrica A; = 2 ve A, = 4 oldugunu Teorem 2’de gostermistik.
An—Ap =441 -4y 3=2=4, -4 1—Apn2+4,3=0
olur. Bu dizinin karakteristik denklemini ¢ikaralim.
x3—x?—-x+1=(x-1?*(x+1)=0
bulunur. Buradan dizinin genel terimi,
A, =A+Bn+C(—D"
bulunur. A; = 2,4, = 4, A; = 4 oldugunu biliyoruz. n yerine sirasiyla 1,2,3 yazarsak,
A+B—-C=2

A+2B+C =4



A+3B—-C=4

denklemlerini elde ederiz bu denklemleri ¢6zersek A = Z B=1,C= % bulunur. Yerine yazarsak genel
denklem,

—1)" +3
St S

Ay 5

olur.

Teorem 4: p;,p,, ..., Pk sayilart 4k + 1 formundaki asal sayilar ve a4, @y, ..., @) pozitif tamsayilar olmak
lizere, n = p;*1p,%2 ... p %k ise,

denkleminin aralarinda asal ¢oziim sayis1 2%°dur.

Ispat: Aralarinda asal ¢oziim sayis1 Sj, olsun. Oncelikle denklemi modiiler aritmetik kullanarak
diizenleyelim,

2
x2+y2=0(modn) = (%) = —1(modn)

% = r (mod n) diyelim. 2 = —1(mod n) denkliginin ¢6ziim sayisina bakalim. r ve n ile aralarinda

asaldir. ¢, bu denkligin bir ¢6zimii olsun.
r’—t’=0—-t)r+t) =0 (modn)

olur. n’yi bdlen her asal say1 ya (r — t) yada (r + t) ifadesini bolmelidir. ikisini birden bdlemez ciinkii
bu durumda (r — t) + (r + t) = 2r degerinin de bu asal say1 ile boliinmesi gerekir fakat bu r ve n ‘nin
aralarinda asal olmasiyla celigir. Asal say1 ikisini birden bélemediginden asal sayinin kuvvetlerini
parcalayamayiz, yani i = 1,2, ..., k i¢in

ya %E 1 (mod p*) yada %E —1 (mod p;")

olmalidir. k farkli durumun her biri igin 2 secenek oldugundan toplamda 2% durum olur. Her durumda

Cin kalan teoreminden farkl bir % degeri buluruz. Dolayisiyla,
r? = —1(mod n)

denkliginin t cinsinden ¢dziimleri yazarsak 2% ¢6ziim bulunur. Simdi her r ¢dziimii icin % = r (mod n)

ise ana denklemin dogal sayilarda en fazla bir ¢6ziimii olabilecegini gosterelim. n tek oldugundan x = y
olamaz ve (x,y) ¢oziim ise (y, x) de ¢6ziim olacagindan x > y kabul edebiliriz. a > b, c > d ve

(a,b) # (c,d) ikilileri igin - = = (mod n) ve a® + b? = c? + d* = n olsun. Genelligi bozmadan a > ¢

olsun, bu durumda vn >a >c>d > b > 0olur. % = — = m (mod n) diyelim.

<
d
a = bm (mod n)

8



¢ =dm (modn)
= (a—c)=(b-d)ym(modn) = (a—c)?>+ (b—d)?> =0 (modn)
Vn>a>c>d>b>0oldugundanvn > |a — ¢| > 0 ve vn > |b — d| > 0 olur. Buradan,
2n>(@—c0)’+b—-d)?*>0=(@a—-c)*+Bb—-d)?=n

olur. Bu denklemi agarsak a? + b? + ¢? + d? — 2ac — 2bd = 2n — 2ac — 2bd = n bulunur fakat
denklemin sol tarafi ¢iftken sag tarafi tek oldugundan celiski olur. Dolayisiyla 72 = —1(mod n) olan her
7 igin ana denklemin en fazla 1 ¢dziimii olabilir. 72 = —1(mod n) denkliginin 2¥ ¢dziimii oldugundan
ana denklemin aralarinda asal ¢dziim sayis1 en fazla 2% olabilir. Yani S, < 2% “dur.

Simdi de tiimevarim kullanarak S, > 2* oldugunu gosterelim. n sayismin 4t + 1 formunda tek asal

carpani varsa aralarinda asal ¢6ziim sayisinin 2 oldugunu gostermistik, k — 1 asal ¢arpani i¢in dogru

olsun ve k asal garpan igin ispatlayalim. x? + y2 = p;*py> ... p;: " denkleminin aralarinda asal

¢6ziimlerinin sayisina s diyelim ve ¢oziimler (ay, by), (@, by), ..., (as, bs) olsun. x2 + y2 = p.*
denkleminin aralarinda asal ¢6ziimleri (a, b) ve (b, a) olsun. i = 1,2, ..., s igin

pripy? vk = (a? + b})(a® + b?) = (a;a + b;b)? + (a;b — b;a)? = (a;a — b;b)? + (a;b + b;a)?

olur. Bu (a;a + b;b,a;b — b;a), (a;a — b;b,a;b + b;a) ¢dziimlerinin aralarinda asal oldugunu
gosterelim, Eger degillerse karelerinin toplami p; 'p,? ... p,f * oldugundan EBOB’lar1 py, p,, ..., Py asal
sayilarindan en az birine boliiniir. Bolindiigii asal sayilardan biri pj, ise

EBOB((aL-a + blb) ) (aib - bl-a)) = EBOB((CLLCL + blb) ) bl-(al-a + blb) + ai(aib - bl-a))
= EBOB((a;a + b;b), b(a? + b?))

olur. a? + b? ile b degerleri py, ile aralarinda asal oldugundan EBOB, p;’ya bdliinemez. Baska bir asala
boliinsiin, bu asala p diyelim. p, a? + b? ifadesini béler.

EBOB((a;a + b;b) , (a;b — b;a)) = EBOB((a;a + b;b) ,a(a;a + b;b) + b(a;b — b;a))
= EBOB((a;a + b;b), a;(a® + b?))

olur. Benzer sekilde a® + b? ve a;, p ile aralarinda asal oldugundan p, EBOB u bdlemez, dolayisiyla
((a;a + b;b) , (a;b — b;a)) ikilisi aralarinda asaldir. Benzer sekilde ((a;a — b;b) , (a;b + b;a)) ikilisinin
de aralarinda asal oldugu bulunabilir.

Eger higbir farkli i = 1,2, ..., s degeri igin (a;a + b;b, a;b — b;a), (a;a — b;b,a;b + b;a) ve
permiitasyonlar1 cakismryorsa Sj, = 25 = 25,,_; = 2¥ olacaktir. Simdi bunu gdstermeliyiz. n tek say
oldugundan (x, y) = (¥, x) olamayacagn1 biliyoruz, dolayisiyla bu durumlari incelemeye gerek yok.

j€{12,..,s}vei # jolanbir j i¢in,

i) (aja + b;b,a;b — b;a) = (a;a — b;b,a;b + b;a) ise bb; = 0 bulunur fakat bunun olamayacagni
biliyoruz. Celigki.



ii) (aja + b;b,a;b — b;a) = (a;b + b;a,a;a — b;b) ise
aib - bl-a =qa-— blb = b(al- + bl) = a(al- + bl) =a=»b
bulunur. Celiski.

iii) (a;a + b;b,a;b — b;a) = (aja + b;b, a;jb — b;a) ise

a b]—bl
aia+bib=aja+bjb=> E=ai—aj
a ai—aj
aib—bia=ajb—b]-a - E=bl—b]

Iki denklemi birlestirirsek % = —g bulunur. Celiski.
Benzer sekilde diger durumlardan da geliski bulunur.

Dolayisiyla higbir farkli i = 1,2, ..., s degeri i¢in (a;a + b;b,a;b — b;a), (a;a — b;b, a;b + b;a) ve
permiitasyonlar1 ¢akismaz. Bu durumda S, > 2¥ olur. Hem S;, > 2% hem de S, < 2% oldugundan S, =
2k olmalidir. Bdylece x? + y? = n denkleminin aralarinda asal ¢6ziim sayismm 2¥ oldugunu gostermis
oluruz.

Teorem 5: py, Py, -, Pk, 4t + 1 formunda farkli asal sayilar ve a4, ay, ..., a; pozitif tam say1 olsun.

ay Q2

x*+y2=p'p, ...p,f"
denkleminin dogal sayilarda ¢oziim sayisi,

1_(_1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)’

(a; + D(ay +1) . (ap+1) + > dir.

Ispat: a;, @y, ..., a, sayilarini tekler ve ciftler olarak aywralim. Tek olanlar, m;, m,, ..., m, ve ¢ift olanlar
Ny, Ny, ..., Ng 0lsun. Burada t + s = k ‘dir. EBOB(x,y) = plﬁlpf2 ...pf" olsun. x = pflpfz ...pf"x1 ve
y = pflpfz ...pf"y1 yazarsak EBOB(x,,y,) = 1 ve

-2 -2 -2
x12 +Y12 — p;h B1pgz B2 '"p:k Br

olur.i=1,2,...,k igin
L2 = 0°dr
B; degerlerinin hepsi % > B; = 0 araliginda oldugunda k farkli asal bolen olacagmdan her durumda 2%

a;+1
2

¢ozlim olur. f5;, bu aralikta [[ ]] farkli deger alir. Dolayistyla bu durumdan,
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A1 ]2 (P ) (P = (L) [

i=1 i=1 i=1 j=1

¢coziim gelir. Eger a;’lerden higbiri ¢ift degilse bagka bir durum olmayacagindan tiim durum bu olacaktir
ve bu ifadeyi diizenlersek,

anﬂalﬂﬂ (1_[(“1“)) (ﬁ[(aiJr1>)+1‘<-1)(2“5‘-1(“i+1>)

i=1

olur. Eger a;’lerden en az biri ¢iftse fakat hepsi birden ¢ift degil ise, sirasiyla ¢ift kuvvetleri ele alirsak,
¢Ozum sayisi,

p ey (0 ] 2 ] e [P

S1NEZN B NN ES T ST [[”Sz—“ﬂ
2k-2 [Tk [[al-l_l]] 2k=2 [Tk [[%"‘1]] zk—zl-uc:[[
B BAES T EEE 2“11
2"51"[ [[al+1]]
tr A, £ 1] [n. + 1
BB B

‘ 1 1 1
= n(mi+1) nn]- (1+—+—+---+—)
L n, Ny NN, ... Ng

j=1

N

_ @(miﬂ)) [T )+ ) (1+0) (1)

j=1

= (E(ml + 1)) H(nj + 1) = ﬁ[(di +1) = <ﬁ[(“i 4 1)) N 1-— (_1)(2H§‘=1(ai+1))

olur. Eger s = k ise, yani tiim kuvvetler ¢ift ise x2 + y? = 1 denkleminin ¢6ziim sayis1 2° degil, 2

oldugundan ¢6ziim sayisi elde ettigimiz formiilden 1 fazladir. Dolayisiyla bu durumda toplam ¢6ziim
sayist,

. s Kk K _ (M y(a+ 1)
(n(mi+1>) [+ +1:(ﬂwn)ﬂzmwi“))ﬁ cy
i=1 j=1 i=1 i=1

olur. Yani her durumda toplam ¢6zlim sayist,
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(H{'(=1(“i+1))

(M (e + 1) + 252 *dir.

Teorem 6: py, Py, ..., Pk, 4t + 1 formunda farkl asal sayilar ve a, a4, @y, ..., @i pozitif tam say1 olsun.
x? +y? =20, py" "

denkleminin dogal sayilarda ¢oziim sayisi,

1_(_1)(a+1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)’

(a; + D(ay+1) (o +1) + . dir.

a, Az

Ispat: n = 2%, p, ...pg" olsun. a = 2 i¢in 4|n olur. x2 + y2 = 0 (/nod 4) olmasi i¢in x ve y cift
olmalidir. x = 2x; ve y = 2y, dersek,

ay, A2

X12 +y12 = 2a—2p1 b, '"p;:k
olur. Benzer sekilde ilerlersek a cift ise bu islemi - defa uygularsak,

2 2 .01 a (4973
Xatya=p; P;° Py
2 2

1_(_1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)
2

olur. Bu denklemin Teorem 5°den (a; + 1)(a, + 1) ... (ap + 1) + ¢Oziimii vardir.

a ¢ift oldugundan,
1— (_1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1) 1— (_1)(a+1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)
2 - 2

olacaktir. Dolayisiyla ¢6zlim sayis1

1— (_1)(a+1)(a1+1)(a2 +1)...(ag+1)
2

(a; + D(ay +1) (o + 1) +

olur. Eger a tek ve ay, ay, ..., ai sayilarinin hepsi birden ¢ift degilse, a = 2k + 1 i¢in, ¢dziimiin baginda
x Ve y’nin ¢ift olmasida uyguladigimiz islemi k defa uygularsak,

ay Q2

xi + ¢ = 2p;'p, ...p,f"

olur. Bu denklemde genelligi bozmadan x; > y; i¢in (x, vy ) ikilisinin birisi tek, digeri ¢ift
olamayacagindan,

xx=e+f
Ye=e—f
olacak sekilde e > f dogal sayilar1 vardir. Denklemde yerine yazarsak,

a1, Q2

e+ f*=p;'p, ...'p,(f"
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bulunur. Bu denklemin tiim ¢6ziimlerini ¢6ziim sayismin

1— (_1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)

(a; +D(a, + 1) ...(ap +1) + >

oldugunu gosterdigimizden xZ + yZ = 2p;p;? ... p,* denkleminin ¢6ziim sayist da

1 — (_1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)

(a; + D(ay; +1) .. (a +1) + >

olur. ay, ay, ..., ai sayilarinin hepsi birden ¢ift olmadigindan

1— (_1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1) 1— (_1)(a+1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)

2 2 =0

olacaktir. Dolayisiyla ¢6zlim sayisi

1_(_1)(a+1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)’ .

(a; + D(ay+1) (o +1) + . dir.

Eger a tek ve ay, a5, ..., @ sayilarmin hepsi birden ¢ift ise bir 6nceki durumun aynisini yaparsak sadece

X Vi) = ( \[pflp;xz DK, \[ Py Dy ...p,'f") durumunda simetrigi kendisi olacagindan bir ¢oziim
azalacaktir, bu durumda da a4, ay, ..., aj sayilarmin hepsi birden ¢ift oldugundan

1— (_1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1) 1— (_1)(a+1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)
—1=

=0
2 2

olacagindan ¢6ziim sayisi

1— (_1)(a+1)(a1+1) (az+1)..(ap+1)

(a; + D(ay +1) (o +1) + >

olacaktir. Tiim durumlarda ¢6zliim sayisi1 ayni oldugundan, ¢6ziim sayis1

1— (_1)(a+1)(a1+1)(a2+1)...(ak+1)

(a; + D(ay +1) .. (ap + 1) + >

olacaktir.
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