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CEM TEZER

ispat: (Sekil 7a, 7b) Noktalardan bir tanesi geri
kalan lig ciftten hicbirisiyle dogrudas
olmayacaktir (Neden?) D nin bu ozellige sahip
oldugunu varsayalim. D merkezli bir evirtim

Ornek IV alahm. Evirtimin kuvvetini (burada birsey
Evirtim sayesinde bilinen teoremlerden yeni degistirmemekle beraber) p ile gosterelim. A, B,
teoremler elde edilebilir. C nin evrikleri sirasiyla A’, B/, C’ olsun (Sekil
7a). DAB ve DB’A’ iiggenlerinin benzerliginden
Once ii en lfSlle m hatlrla
ggen csitsizligi e ve [DA| [DA’| = |o| dan
Uggen Esltsnilgl, Duziemde bmbmnden farkh Fea R
herhangi A, B, C noktalar igin o A |A'BY| _[DA| _[DA'[|DA| _ ol
|AC| < |AB|+(BC| [AB] ~ [DB] _ [DA[|DB] ~ [DA| [DB
olup, esitlik ancak ve yalniz A, B,C dogruda§ ve - |AB|
olup, B, Ave C arasinda kalirsa dogrudur. INBm [DA[DB ol (7)
Simdi de 6nemli bir teoremi tiggen esitsizliginin bulunur. Aymn gekilde
evirtim altinda goriiniisii olarak elde edelim: =i ARG '
: o L N - B = DB"DC'lpI Lo 3)
. |AC]
AC'“DA DC IPI %)
elde edilir. A'B'C’ uggenmdc licgen esitsizligi yani
A’C | =< IA’B'I +BCl . (10)
ve (7), (8), (9) yardimyla
|AC] |AB| + ~ |BC|
AT |I°J Imq D8] lol IDBI D lel

L4

i




bundan da her tarafi [DA| [DB| [DC] ile carpip
|p] ile bolmek suretiyle aranilan esitsizlik

|AC| IBD| < |AB| |CD| + |BC| |AD|

bulunur. Bu esitsizligin esitlik haline dusmesi icin
gerek ve yeter sart (10) esitsizliginin esitlik haline
dugmesidir. Yani A’, B’, C’ dogrudas olmali ve
B’, A’ ve C’ arasinda kalmalidir. Bu da ancak ve
yalmz A, B, C, D nin ¢cemberdas olup AC ve BD
dogrularinin sozkonusu ¢ember i¢inde
kesigsmeleriyle miimkiindiir (Sekil 7b).

Evirtim konusunu biraz daha agip son 6rnegime
ge¢meden once okuyucunun, Batlamyus teoremi
yardimiyla ¢ozebilecegi ti¢ problEm sunmak
1st1y0mm : T T :

Problem 3: ABC bir egkenar,u gen, X de ABC
nin gevrcl gemberl uzermde B yl C ye blrlegtlrcn
kisa yay iizerinde bir nokta ise

IXA]=[XB| +[XC|

oldugunu gosteriniz.

Problem 4: Kenar uzunlu_éu 1olan bg diizgiin
- 145

besgenin kosegen uzunlugunun 5

oldugunu ispat ediniz.

Problem 5: A acist 120° ye esit veya 126‘5 den
biiyiik bir ABC li¢geni alalim. Herhangl bir X
noktast i¢in

[XA|+|XB| + |XC| = IABf +|AC|

e§1t51zllgm1 ispat ediniz. Bu e§1t51zllgm e§1t11k :
haline gelmesi icin gerek ve yeter §artm X=A
oldugunu gOsteriniz. (Ipucu CA uzennde |AB| =
|AB* | olacak sekilde bir B IlOktaSl alin. A, B've
C arasmda Kalsin. Batlamyus teoremml XAB B’

dortgenme uygulaym )

Sekil 8b

Ispat: Once kisaca “egriler arasindaki ag1”
tabirine aciklik getirelim: y ve 6 gibi iki egrinin -
bir X noktasinda kesistigini varsayalim (Sekil
8b). Egrilerin X noktasinda yalmz birer tegete
sahip olduklarim diisiinelim. y ve d nin X
noktasindaki tegetleri sirastyla c, d dogrulan -
olsun. “y ve 6 egrileri arasinda X noktasmdakl
acr” ile cve d dogrular' asindaki act o

anlagilacaktir. (Gosterim: % X (y; 6)). Simdi

1spata donebiliriz: M merkezli bir evirtim
gozoniine alalim. y ve d egrileri X (# M)
noktasinda, sirastyla bunlarin evrikleri olan y ve
&"egrileri de X’ noktasinda kesigsinler (Sekil 8b).
X', X in evrigidir. (Aslnda, iki egrinin X in belirli
bir civarinda yeniden kesismedikleri vb. ikazlar
gerekli. Ispati fazla karistirmamak igin bunlari bir
kenara birakalim.) y, 0 nin X deki tegetleri
sirasiyla ¢, d dogrulan, ¥/, ' niin X’ deki tegetleri
de sirastyla c’, d’ olsun. Once y egrisine
yonelelim (Sekil 8a). Bu egri iizerinde X e yakin
(!) bir Y rioktast alalim. Y nin evrigi Y’ de ¢
tzerinde X’ ye yakin bir nokta olacakir. XX’

-=MX dogrusu k ile gésterilerek ve X, Y, Y’, X"

noktalarinin ya dogrudag, yahut dagemberdes -
olduklan hatlrlanarak -



ag R KY, k)= ¥ (k, X'Y") (1'1) noktalarini sabit birakmakta. Demek ki f nin
i Y, Xeymrkenve ' Xrne - SyiBSveT noklnnds aya ik b sember
yanagirken, XY dogrusu ¢ dogrusuna, XY’ ’
dogrusu da ¢’ dogrusuna yanasacaktir. Bunun

fncncesmde de (11) denklemi Ornek V

£ (e, k)="% (k,c)=— ¥ (¢’.k) (12) Kim ne derse desin benim i¢in matematik

. . : o , - tarihinin sahikalarindan biri olan Feuerbach

gﬁal_ifjiakﬂggﬁi(ak.ﬂ JUBGHE, (4.0 Teoremini son 6rnek olarak ele aliyorum.

g e Sozkonusu teoremi layikiyla takdir edebilmesi
¥(d, k)= ¥ k,d)=— ¥(d’, k) (13) icin okuyucu bir liggenin dokuz-nokta cemberini

.. o . ve ilgili dokuyu biraz olsun tanimahdir. Kisaca
elde edilebilir. (12) ve (13) denklemleri cle alatim:
kullanilarak )

¥ (19)= ¥ (©d)
=% (o, k) + % (k d)
== r (e k)= ¥ (kd)
-~ x@d)
== %x(g,9)
bulunur. '

Yorum: Teorem 5 ¢ok genel bir teorem. Biz bu
teoremi sadece ¢gemberler ve dogrulara o da
yalniz 07 ve 90° igin uygulayacagz. Yani: Bir
evirtim birbirine dik (teget) ¢émberleri veya
dogruiarl gene birbirine dik éget) gember veya
dogrilara doniigtiiriir. (T ‘abii, okuyucu paralel
dogrulari sonsuzda teget c;emberlerolarak
gormell ) = :

Yard:mcl Teorem 2. Posz kuvveth bll‘ cVIrtlm,
evirtim ¢emberine dlk b:rgemben sabit birakir.

ispat: (Sekil 10). Bir ABC iiggeni alam. A, B, C
den kargi kenarlara mdmlen dikmelerin ayak.lan
suaSI)rlaU V, Wve AU,BV,CW .
yuksekhklermm kes.1§t1g1 nokta (“ortosantr”) H
olsun. Sirastyla [BC], [CA] [AB], [HA], [HB],
[HC] dogru pargalarimn orta noktalari A’, B!, C’,
K, L, M olsun. Yapmak lstedlgumz sey, U, V, W,
A’,B',C', K, L, M noktalatini ayni gember - -
tizerinde kaldigini gérmek; sozkonusu ¢emberin:
[A’K] ¢aph cember oldugunu iddia ediyorum: U
noktasi agikar bir §ek11de [A’K] ca hgember
tizerindedir. Diger taraft: !
ve [HA| ninorta nokta

A E _ yukseldigine par
ispat ($ek11 9) Bira gcmb : rmde ev1rtlm g oldugundan, B'’K. B’ Yani B’
gozoniine alahm. B, @ cemberine S,T =~~~  noktasi da [A’K] gapl( cember _nndedlr Ayni
noktalarinda dik olsun. Evirtim, S ve T akil yiiriitme C’ ne de uygulanablllr



Gelelim V ye: AHV dik uiggendir; K hipoteniisiin
orta noktasidir. Demek ki K AV (tepesi K de
olan) bir ikizkenar tiggen olup
¥ (AV,KV)= x (AU, AC)
= ¥ (BC,BV) (Neden?)

dir. Diger taraftan gene BVC bir dik tiggen
oldugundan ve A’ hipoteniisiin orta noktasi
oldugundan A’BV (tepesi A’ de olan) bir
ikizkenar uggendir. Boylece
¥ (BC,BV)= X(BV, VA"
bundan da

¥(AV,KV)= X (BV, VA"
bulunur. AV, BV ye dik oldugundan, KV de VA’
ne dik olmalidir. Yani V, [A’K] capli gember
tizerindedir. Aym akil yiiriitme W noktasina da
uygulanabilir. Bu suretle A’, B, C', U, V, W, K
noktalarimn ayn1 gember ([A'K] ¢apli gember)
uzerinde kaldigim gostermis olduk. L ve M ne
olacak? Bunu okuyucuya birakiyorum.

Yorum: Teorem 6’da ele alinan ¢ember, tizerinde
dokuz tane ilging nokta bulundugundan
“dokuz-nokta ¢cemberi” (veya “Euler cemberi”)
olarak aniliyor. Bu gember uizerindeki ilk alti
noktay1 L. Euler (1707-1783) yakalamus.
Noktalarin sayisimi dokuza ¢ikaran az sonra
harikulade bir teoremini sundcagimz, K. W

Feuerbach (1800-1834). Teorem 6’daki dokuyla -

ilgili bir nokta daha:
Yardimci Teorem 3: BC kenarmin A daki
Jicagiortaya gore bakisigt A’K dogrusuna diktir.

{Ispat: (Sekil 10) A daki icagiortay BC yi J
noktasinda kessin. BC nin bu igagiortaya gore
bakisigina (simetrigine) k diyelim. k dogrusu da J
‘noktasindan geger ve
X(A'C, k)= (AC, k)= %_(BC, BA)
dlr Ayrica
L ¥ (AK, AC)= ¥ (C’W C'K) ¥ (BA, AU)

‘olup, bu iki esitlik taraf tarafa toplanarak
*(A'K, k)= ¥(A'K, A'C') + ¥(A'C, k)

= X(BA, AD)_+ ¥(BC,BA)

= ¥(BC,AU)=n/2
‘bulunur. YRy

::"fBu ornegin hedefi olan teoreme gecmeden once
evirtim hakkinda bir noktaya daha isaret
edilmesi gerekiyor:

Yard1mc1_’l‘ eorem 4: Bir k dogrusu iizerinde
inden farkli A, B, X, X’ noktalari alinsin. X,

X' noktalarim AB] ¢aph gembere gore evrik
noktalar olmalari i lgm gcrek ve yeter sart

XB:XA =~ XA :XB

olmasidir.

ispat: Bunu okuyuéuya birakiyoruz. k
dogrusunun x ekseni olarak segip, basit bir hesap
yapmak yeterli.

Ispat: (Sekil 11) ABC liggeninin igteget
cemberinin merkezi I, A kargisindaki disteget
cemberin merkezi de I, olsun. Bu ¢gemberleri
sirastyla (I), (L), yangaplanm dar,r,ile .
gosterelim. (I) ve (I,) mn BC ye degd1g1 noktalar
sirastyla S,'S, olsun. Bu belirtilenler d1§mda
Teorem 4'iin gosterimini aynen alalim.
Dokuz-nokta gemberinin (I) ve (I,) ya teget
olduklarimi gosterecegiz. Diger iki disteget :
¢embere de ayni.akil yliriitme uygulanabdlr AL
I,Enoktalari, A daki icagiortay uzerinde olup, bu
1gaglortay BC yi J de kesmekte. Gene BC nin Al
ya gore bakigigi olan k dogrusu daJden
gecmekte olup. (@) ve (1) ya tegettir. (N cden‘?)
Son olarakda

1S IS, = pigy 2
=— Al: Al,
=—US:US,
oldugunu gozleyelim. Diger taraftan A’ (yani
[BC] nin orta noktasr) [SS;] nin orta noktasidir.
(Neden?) Yardimci Teorem 4’e gore [SS,] caph
cembere gore bir evirtim J yi U ya gonderecektir;

-evirtim merkezi de A’ nokta51d1r Demek ki k

dogrusunun evrigi U ve A’ den gecen, merkezi
A’ den 'k ye indirilen dikme iizerinde yani
Yardimer Teorem 3’e gore A’K lizerinde olan
cember olmalidir ki,bu ancak dokuz-nokta




¢emberidir: yardimci Teorem 2'ye gore (T) ve (1,)
sozkonusu evirtim altinda sabit kalirlar. Demek
ki k dogrusunun evrigi olan dokuz-nokta
gemberi de k dogrusu gibi (T) ve (Id) ya teget
olmahdlr

Son olarak da konunun tarihini kisaca ele almak
istiyorum: Evirtimin tarihi ne yazik ki agiklik
kazanmamus bir saha. 17. yilizyillda heniiz
bilinmedigi hakkinda az ¢ok anlagma var. 19.
yiizyilin ikinci geyreginde ise (mesela J. Pliicker
(1801-1863) tarafindan) dogru olarak tarif

: edllmlg ve hEmen hemen bugunku Glgunlugu ile

analizdeki Mobius doniisiimleri, cebirsel
geometrideki Cremona doniigtimleri, ileri
matematikte evirtimin genelle§m1§ sekilleri olan
doniigumlerdir.
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87,5 kat sayisi arpthr.

P =Cx hx 87,5

F ot GogUS gevresi (metre olarak) -

h : Viicut uzunlugu (metre olarak)
Slglrm canll aglrhgl (kg. olarak)

i Fbﬁniiliin- na'sil g:ktngml dﬁ§ﬁ§iﬁrseniz:. i
buradan canli bir sigirn ortalama
Ozgiil agirhgini bulabiliyorsunuz.

._ :.:eraat Yiiksek Miihendisi Vahap Alperin Aritmetik ve Tarim Aritmetigi (1989) ad
: kltabmda 1lg1n<; pratik uygulamalar var. Bunlardaﬂ Biri:

| _siGiﬁLARDA CANLI ACIRLI('}IP;I HESABI

Bir s:émn canll aglrllglm bulmak lgm, gogiis qevresmm karesi ile viicut uzunlugu ve




