EVIRTIM (1)

CEM TEZER

u yazida, ashinda Euclid geometrisinin

(izometriler, homotetiler vb. gibi) gercek
anlamda mal olmayan, fakat hem bu
geometrideki bazi uygulamalari, hem de
Euclid-dis1 geometrilere verilecek en basit
orneklerin kurulusu acisindan biiylik 6neme
sahip bir dontigimii, “evirtim”i ele alacagim.

Euclid diizlemini A ile gosterelim. Bir M € A
noktasi ve bir p # 0 gergel sayisi1 gozoniine
alalim. “M merkezli ve p kuvvetinde bir evirtim"
dedigimiz zaman

¢:a—{M~a-{M| (1)

seklinde (yani diizlemin M disindaki noktalarin
gene diizlemin M disindaki noktalarina

doniigtiiren) her X € A — {M]} noktasim1 MX
dogrusu lizerinde bulunan ve

MX.MX' =p
denklemini saglayan birtek X' € A — (M}
(neden?) noktasina gonderen doniigiimi

anhiyoruz. (Sekil 1)
X' = @ (X) noktasina “X in evrigi” diyecegiz.

(Sekil 1)
Evirtimin en basit 6zelliklerine isaret edelim:

z) (1) denkleminde, Hiiseyin Demir’in bu
dergide inceledigi “yonli uzunluklar”
kullamlmakta ([1]). Demek ki p > O ise X ve
X’ noktalar1 MX dogrusu tizerinde M nin aym
rarafinda, p < 0 ise ters tarafinda
kalmaktadirlar.

b) (1)denkleminde X ve X' birbirleriyle yer
degistigi zaman, s6z konusu denklem
degigmeyecektir. Demek ki (X) = X' iken
X = @(X") dir. Yani bir noktanin evriginin
evrigi daima kendisidir.

¢) p > 0 olsun. Merkezi M, yarigapi p'/? olan y
¢emberini ele alalim. @ evirtimi altinda, y nin
igindeki noktalar (M harig) y nin digina,
digindakiler de icine gidecektir. Tabii bu
arada y iizerindeki her nokta sabit kalacaktir.

Yorum: b) ve c) de bahsedilen hususlar
evirtimin yansimaya benzerliklerini ortaya
cikariyor. Gercekten de evirtimi, bir dogruya
gore degil de bir cembere gore yansima
olarak gormek miimkiin (dilimizdeki eski
metinlerde evirtimin “akis” olarak
adlandirilmasinin nedeni herhalde bu).

d) Neden, evirtim icin “Euclid geometrisinin
gergek anlamda mali degil!” dedim? Bu derin
konuya sadece dokunmak istiyorum:
Ornegin, bu déniisiim her zaman dogrular,
dogrulara doniistiirmez: Yukardaki
gosterimle @ evirtimi y cemberinin digini
i¢ine gonderiyor; bu kogullarda y nin diginda
bir dogru, dogru olarak kalabilir mi? Mizrak
cuvala sigmayacaktir.

e) Yukardaki gosterimle, p > O halinde y
¢emberi ¢ evirtimini tamamen belirlemekte.
Bu nedenle @ ye “y cemberine gore evirtim”
diyecegiz. Aym sekilde pozitif kuvvetli belirli
bir evirtim sozkonusu iken, o evirtimi belirten
cemberi “evirtim ¢cemberi” olarak anacagiz.
Evirtim ¢gemberinin evirtim altinda sabit
kalan noktalardan olustuguna tekrar isaret
edelim. g

Yorum: Okuyucu yaricapi sanal cemberlere
bir anlam bigebiliyorsa bu s6z dagarcigini
kuvveti negatif evirtimlere de genigletilebilir.



f) Evirtim merkezinin evriginin bulunmamasi bir
eksiklik hissi veriyor. Bu eksiklikten
kurtulmanin bir yolu da var: Diizlemde
hareketli bir noktanin evirtim merkezine
gittik¢e yanagtigini diigtinelim. Bu noktanin
evrigi evirtim merkezinden istenildigi kadar
uzaga gidecektir. Diizlemimizi oo ile
gosterecegimiz “sonsuzdaki nokta”y1
eklemekle genisletirsek, evirtim merkezi ve <
evrik noktalar addolunabilir.

Simdi evirtimi biraz daha derinlemesine
inceleyebiliriz:

Yardimci Teorem 1:

M merkezli bir evritmi alahm. X, Y # M

noktalarinn evrikleri sirasiyla X', Y’ olsun. X, Y,
X', Y’ noktalar1 ya dogrudas ya da cemberdestir.

ispat: (Sekil 1) Evirtim kuvveti o olsun. Bu
noktalarin dogrudas olmadiklarini varsayalim.

MX.MX'=p=MY.MY’
den OXY ve OY'X" licgenlerinin ters benzer
olduklari, bu nedenle de

£ (XX XY)= £(YX. YY)

oldugu goriiliir. (Dikkat: “Dogrular arasindaki
ag1”, bkz. [3]). Demek ki X,Y,X",Y’ noktalar
cemberdestir.

Teorem 1:

a) Bir evirtim, evirtim merkezinden gegen bir
dogruyu kendisine doniigtiiriir.

b) Bir evirtim evirtim merkezinden ge¢cmeyen
bir dogruyu, evirtim merkezinden gecen bir
¢embere donistiiriir. Bu cemberin evirtim
merkezinden gecen cap1 dogruya diktir.

b") Bir evirtim evirtim merkezinden gecen bir
cemberi, bu cemberin evirtim merkezinden
gecen capina dik bir dogruya dontistiiriir. (Sekil 2)

B

Ispat:

a) Evirtim merkezi M olsun. M den gegen bir s
dogrusu alalim. (Bu Sekil 2’de yok!) s dogrusu
tizerindeki herhangi bir X # M noktasinin evrigi
(evirtimin tammindan!) gene MX = s dogrusu
tzerinde kalmalidir. Demek ki s dogrusu kendine
doniismektedir. (Dikkat: Dogru tizerindeki
noktalar yer degistiriyor ama dogru biitiin olarak
sabit kaliyor!)

b) k, M den gegmeyen bir dogru olsun. M den k
ye indirilen dikmenin ayag: P olsun. P nin evrigi
MP iizerinde bir P’ noktasidir. §imdi k dogrusu
lizerinde herhangi bir X noktasi diistinelim. X in
evrigi X’ olsun. Yardime1 Teorem 1’e gore

X, X',P,P’ noktalar1 cemberdestir. MP, k ye dik
olduguna gore X'P’ de MX' ye dik olmalidur.
Boylece X’ daima [OP’] caph gember lizerinde
kalacaktir.

b") Bir noktanin evriginin evrigi kendisi
oldugundan bu, b) den asikardur.

Yorum: Teorem 1 b’) niin 6nemli bir sonucu
olarak evirtim merkezinde birbirine teget olan iki
cember, paralel iki dogruya dontisecektir.

Yorum: Teorem 1 dogrulan ¢cemberlere
dontistiirtiyor; yani bir anlamda bizi dogrulari
cember olarak gérmeye yoneltiyor. Gergekten de
M noktasi hari¢ cember lizerindeki noktalar
dogru tizerindeki noktalarla birebir iligki icinde
bulunuyor. Dogru iizerinde ise M ye kargilik
gelen bir nokta yok! Eger, diizlemimize o
noktasini ekler, diizlemimizdeki her dogrurfun da
oo dan gectigini dustinursek bu durum ortadan
kalkar. Yani evirtim konusunda dogrulari e« dan
gecen cemberler olarak gormek yararh olacaktir.
Bundan onceki yorumun isiginda da paralel
dogrular * da birbirine teget cemberler olarak
anla§|labili(i'.

Teorem 2: Bir evirtim, evirtim merkezinden
gecmeyen bir cemberi evirtim merkezinden
gecmeyen bir cembere cevirir. Evirtim merkezi
ayni zamanda bu iki cemberin bir homoteti
merkezidir. (Evirtim kuvveti pozitifse dis,
negatifse ic homoteti merkezi.) bkz. [1]).

(Sekil 2) 13




(Sekil 3)

Ispat: (Sekil 3) M merkezli bir evirtim ve M den
zecmeyen bir w ¢emberi alalim. w nin M den
zecen ¢api [AB] olsun. A, B nin evrikleri sirastyla
A’ B’ olsun. o iizerinde herhangi bir X # A, B
noktasi icin AX, BX e diktir. X’, X noktasinin
evrigi ise Yardimci Teorem 1'den A, X, X', A’

noktalar emberd olu
XM, XA) = £ (AX', AB") 2
Avm sekilde B, X, X', B’ noktalarinin
cemberdegliginden

¥(XB, XX")= ¥(B'A’, B'X") (3)

Hulunur. (2) ve (3) denklemlerinin sol taraflarinin
roplamu bir dik aci, sag taraflarinin toplami da
<(A'X’, B’X’) vereceginden, A’X’ daima B’X' ne
2% olmalidir. Yani w ¢cemberi iizerindeki her X,
n :'-'t:-u;mm evrigi (yani X') daima [A'B'] caph o’
~=mberi lizerinde kalmalidir. Simdi, M
moizasiin w, o’ ¢emberlerinin homoteti merkezi

Z2Zunu gostermek kaliyor: MX dogrusu o y1 X
=z—cinde bir de X” de kessin. (Ozel hal: MX, w

= r=Zetse X = X"). Evirtimin kuvvetip > 0
== (0 < 0 hali benzer sekilde ele ahnabilir.)
MX.MX'=p 4)

“oo Aamica MXB ve MAX” liggenlerinin ters

L MX =MA .MB=d > 0 (sabit) (5)
©© = v2(5)boliinerek (nasil?)
MX' : MX” = p/d = sabit > 0

“o o Demek ki M, o ve o' niin dig homoteti

v DoZrulan da genellestirilmis cemberler

wrwe zorursek, Teorem 1 ve 2 “Bir evirtim

= e == cemberlere donusturur!” seklinde
ssmissnmlabilir,

Okuyucuyu uyaralim: Genel olarak cember
merkezleri, cember merkezlerine dontigmez.

Yorum: Teget iki cember bir evirtim altinda gene
teget iki cembere doniigiir. Degme noktasinin
evrigi, evrik cemberlerin degme noktasidir.
Okuyucu bunu evirtimin bire-bir bir doniisiim
olmasi gergeginden yola ¢ikarak, kolayca ispat
edebilir.

Ornek I:

Icinde gok sayida gember bulunan problemler
evirtim sayesinde basitlestirilebilir:

Problem 1: a, B, v,  cemberlerini gozoniine
alalm. a ve 3, p ve vy, y ve 9, d ve asirasiyla A, B,
C, D noktalarinda teget olsun. (Sekil 4a)

A, B, C, D noktalarinin ¢cemberdes olduklarini
gosteriniz.

B ——>f

(4 a) i fl,b)
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Coziim: A noktast merkez olmak iizere bir
evirtim alahm. a ve B cemberleri o', B’ paralel
dogrularina doniisecektir. y, 6 cemberlerinin
evrikleri y’, & ise a’ dogrusu &’ ¢cemberine D nin
evrigi olan D’ de, 8’ dogrusu vy’ ¢cemberine B nin
evrigi olan B’ de degerken, ' ve v’ gemberleri de

C nin evrigi C’ noktasinda birbirlerine teget olurlar.

(Sekil 4b)Simdi isimiz B’, C’, D’ noktalarinin bir
dogru (yani A nin evrigi olan e dan gecen bir
¢ember) lizerinde kaldigini gostermeye kahyor.
Bunu okuyucu kolayca yapabilir. (Ipucu: C’ deki
teget B'C’' ve C'D’ kirigleriyle aym agilar1 yapar.)

Ornek I1

{lk 6rnegimizde evirtimin kuvveti 6nemli degildi.
Bazen evirtim kuvveti akillica secilirse,
problemler basitce ¢oziilebilir.

Problem 2: Bir ABC licgeninde ii¢ yiiksekligin
kesisme noktasi H, sirasiyla BC, CA, AB
kenarlar tizerindeki yiikseklik ayaklari da U, V,
W olsun. [HA] caph cember ABC ticgeninin
¢evrel gcemberini bir K # A noktasinda, UVW
ticgeninin cevrel cemberi de BC dogrusunu bir
L. # U noktasinda kessin. K, H, L noktalarinin’
dogrudas olduklarin gosteriniz.

(Sekil 5)

Coziim: (Sekil 5) Once

HA.HU=HB.HV=HC.HW  (6)

oldugunu hatirlayalim. (Ornegin H AV ve H BU
tggenlerinin benzerliginden ilk esitlik, HCV ve
H BW iiggenlerinin benzerliginden de ikinci
esitlik bulunabilir.) Sonra da H merkezli ve

p =HA . HU kuvvetinde bir evirtim alalim. (6)
esitligine gore U, V, W sirasiyla A, B, C nin
evrikleridir. Ote yandan ABC nin cevrel cemberi

UVW nin cevrel cemberine dontigecektir. En
nihayat [HA| ¢aph ¢cember ayni zamanda V ve W
den de gectigi icin (Neden?) BC dogrusuna
dontismelidir. Demek ki ABC nin ¢evrel
cemberiyle [HA| capli gemberin A olmayan
kesisim noktas1 K, s6z konusu evirtim altinda
UVW nin ¢evrel cemberiyle BC dogrusunun U
olmayan kesisim noktasina yani L ye gitmelidir.
Bir nokta, evirtim merkezi ve evrik nokta daima
dogrudas oldugundan, K, H, L noktalar1 da
dogrudastir.

Yorum: Bilgili okuyucu UVW nin gevrel
cemberini ABC tiggeninin dokuz nokta

cemberi olarak tanmiyacaktir. Ayrica L noktasi da
[BC] nin orta noktasidir. Dokuz nokta cemberini
ve ilgili dokuyu az ilerde kisaca tanitacagiz.,

Yorum: Genis acili licgenlerde p = HA.HU > ¢

oldugundan, yukarida sozkonusu olan
evirtimde, H merkezli ve p'/? yarigaph gembere
evirtim ¢emberi olarak bakilabilir. Bu 6nemli
cembere licgenin kutup ¢cemberi adi verilir. Tabii,
dar acih tiggenlerde kutup cemberi sanaldir.

Ornek III

Evirtim uzakliklar sakli tutmamakla birlikte, bu
yonde de 6nemli ipuglari saglayabilir. Okuyucu
bu ornekte, evirtim merkezinin ayni zamanda
evrik cemberlerin homoteti merkezi oldugu
hususunun nasil etkili bir ara¢ oldugunu
gorecektir. Ornegimiz, Pappus'a (M.S. 4. Yiizy1l)
izafe edilen bir teorem olacak. Once biraz kangik
olan dokuyu aciklayalim: (Sekil 6)
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1

8ir k dogrusu lzerinde birbirlerinden farkhi A, B,
nokialan alalim. B noktasi, A ile C arasinda
slunsun. a. B. y sirasiyla [BC], [CA], [AB]
vancapl. k min ayni tarafindan kalan
vznicemberler olsun. Boyle li¢ ¢cemberin
olusturdugu sekil eski Yunan matematikgileri
rarafindan incelenmis ve ayakkabici bicag
anlaminda “arbilos” olarak adlandirilmistir.

“Arbilos™ hakkinda birkag giizel teorem -
Arsimed'in (M.O. 3. ylizy1l, Oliim 212) ash degil
Arapca aktarmalar1 bulunan bir eserinde
goriilmekte [2]). Simdi “arbilos™un igine a, B, y
vari cemberlerinin her birine teget bir o, cemberi
verlestirelim. Bundan sonra gene “arbilos"un
icine a, gemberine ve f, y yar1 gemberlerine
teget bir o, cemberi yerlestirelim. Devamla
~arbilos”un igine a, cemberine ve B, v
varicemberlerine teget olup o, olmayan bir o
cemberini yerlestirelim. Taniminuzi tiimevarimla
tamamlayalim. o, o5, ..., &, gemberlerinin
tamimlandigini varsayarak o, i “arbilos”un
icinde kahp, o, cemberine ve 3, ¥
varigemberlerine teget olup a,_, olmayan tek
cember olarak tanimlayahm.

g M

EAYNAKLAR:

TEOREM 3: a, cemberinin k dogrusuna
uzakhgi, bu cemberin ¢apimin n katidir.

ISPAT: Piif noktasim teskil eden evirtimi verip,
ispati okuyucuya birakacagiz: A merkezli bir
evirtim alalim. (Sekil 6’da pozitif kuvvetli bir
evirtim tasvir ediliyor.) B ve C nin evrikleri C’ ve
B’ olsun. p ve y yaricemberleri k dogrusuna
sirastyla C’ ve B’ de dik yaridogrulara
doniisiirken o yarigemberi [B'C’] caph o
yaricemberine doniisecektir. a,, a,, ..., o,
cemberlerinin evrikleri de B’ ve v’ dogrularina
teget olup o’ yarigemberinin iizerine bir kule
seklinde istif edilmis cemberler olacaktir. Son
ipucu: A noktasi a,, ve o, niin homoteti
merkezidir.

11 H.Demir, “Homoteti ve Benzerlik”, Matematik Diinyas, Say1 4, 5. 2-7.

2, E.L Dijksterhuis, “Archimedes”, Ejnar Munksgard, Kopenhag, 1956. (c. Dikshorn tarafindan Felemenkge aslindan Ingilizce'ye terciime)

3 C.Tezer, “Diizlem Geometride Agilar ve Olgiileri”, Matematik Diinyasi, Say1 1, s. 3-6.

nasil tartarsiniz.

BOZUK TERAZI

Kefe kollarinin uzunluklar: farklr olan bozuk bir terazi ile bir maddeyi dogru olarak
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