GEOMANIA OLIMPIYAT DENEMESI — 1 (COZUMLER)

1) Yx+3+6=(x-3) denklemini /x+3+3=(x-3)° -3 seklinde ifade edebiliriz. Burada
f(x)=(x—3)’ =3 dersek birebir ve orten olan f fonksiyonunun tersi f~'(x) = \/m +3 olarak
bulunur. O halde biz f'(x) = f(x) seklindeki bir denklemi ¢dzmeliyiz. Bunun i¢in y = f~'(x)
ve y= f(x) fonksiyonlarinin grafiklerinin kesisim noktasinin apsisini bulmaliyiz. Fakat bir
fonksiyon ile ters fonksiyonunun grafikleri y = x dogrusuna gore simetrik olacagindan, bunlarin
bir kesisme noktast varsa bu nokta ancak y=x iizerinde olabilir. Dolayisiyla biz
£7'(x) = f(x) = x denklemini ¢ozmeliyiz. J/x+3+3=(x=3)’-3=x= (x=3)’ -3-x=0 olur.
x—3=a degisken degistirmesi yaparsak a’ —a—6=0 denklemini elde ederiz. Bu denklemin
bir kokii a=2 oldugundan polinom bdlmesi yaparak (a—2).(a>+2a+3)=0 elde ederiz.
a®+2a+3=0 denkleminin reel kokii olmadigindan a =2 den baska ¢oziim yoktur. x—=3=a
oldugundan x =35 dir. Sonug olarak Yx+3+6= (x—3)’ denkleminin kokler toplami 5 olur.

2) B={1,3,12}, C ={2,6,10,12} ardisik tamsayilar icermeyen istenen kosullara sahip birka¢ alt
kiimedir. 0 ve x sembollerini kullanarak B, C alt kiimelerini sirasiyla 0xOxxxxxxxx0 ve
x0xxx0xxx0x0 ile gosterebiliriz. Istenen sekilde ardisik eleman icermeyen alt kiimeler
yazabilmemiz i¢in 0’lar pes pese gelmeyecek sekilde yazmamiz gerektigini goriiyoruz.

13
hi¢ 0 yerlestirmiyoruz. Bu gosterim bos kiimeyi temsil eder. ( 0 j =1yazalim.

1 elemanli alt kiimeler i¢in 11 tane x, 1 tane 0 kullanmaliyiz. _X_X_X_X_X_X_X_X_X_X_X

12
yaziligindaki 12 tane bosluktan bir tanesi se¢ilip O koyulmalidir. Bu da ( | ] =12 sekilde yapilir.

2 elemanl alt kiimeler i¢cin 10 tane x, 2 tane O kullanmaliyiz. _X_X_X_X_X_X_X_X_X_X

11
yaziligindaki 11 tane bosluktan 2 tanesi se¢ilip 0 koyulmalidir. Bu ise ( 2) =55 sekilde yapilir.

10
10 tane bosluktan 3 tanesi secilip 0 koyulmalidir. Bu ise ( 3 j =120 sekilde yapilir.



9
Benzer diisiince ile istenen 6zellikteki 4, 5, 6 elemanl: alt kiimeleri sayisinin sarasiyla (4] =126,

5

durumlarin toplami
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+ + + + + + =1+12+55+120+126+56 +7 =377 dir.
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8 7
( j=56, (6)27 dir. 7 veya daha fazla elemanli alt kiime yazilamaz. Dolayisiyla tiim

AC

3) ﬁ:k olmak iizere |BD| = a,|AD|=b dersek |CE| = ak,|AE|=bk olur. |BC|=c, |BE|=x,
|CD| =y olsun. Coziimiimiizde Stewart teoreminden faydalanacagiz.

+5H)2 gk + 2 +H)2 g+ 2 2004V g+ o2

2 _ (a+b) .ak+c 'bk—abk2 _ (a+b) .a+c 'b—abkz ve y? :k (a+b) .a+tc 'b—ab dir.
(a+b)k (a+b) (a+b)
X<y e xZSy2 = xz—yZSO
+ 2 + 2 2 + 2 + 2

_ (a+b) .a+tc 'b—abkz—k (a+b) .a+tc 'b+abSO

(a+Db) (a+Db)
= 1-k*<0 = k21

.. |AC| 3

olup x<y < k=1 elde edilir. m:k oldugundan |AB| S|AC| - |CD| 2|BE| olarak bulunur.

Bu esitsizligin anlami, DE//BC iken kisa kenara cizilen dogru parcasi, uzun kenara ¢izilen
dogru parcasindan daha uzundur.

NOT: Egitlik sadece k =1 iken saglandigindan |AB| = |AC | = |CD| = |BE| sonucuna ulasiriz.
Ayrica bu problemde D ve E kenar orta noktalar olarak alinirsa V,, V. kenarortay uzunluklari

olmak iizere |AB| < |AC | = V_ 2V, kenarortay esitsizligine de ulasiriz.




4) y=0 durumunda x’ =8z’ = x=2z olur. z herhangi bir tamsay1 olmak iizere (2z,0,z)

seklindeki tiim tigliiler denklemi saglar.

Simdi  y>0 durumunu inceleyelim. x=2x  seklinde bir c¢ift sayr oldugundan
(2x)’ =2y’ =47’ = 4x’ -y’ =27’ yazhr. Bu durumda y =2y, seklinde bir ¢ift sayidir.
4x’ =2y’ =27 = 2x’ -4y’ =7’ yazlir. Bu durumda z=2z seklinde bir ¢ift sayidir.
2x’ =4y’ =(2z) = x’ -2y’ =4z’ yazulr. Tekrar orijinal denklemimize dondiigiimiiz i¢in
aynt islemleri tekrar edersek y, =2y, seklinde bir cift sayr olmasi gerektigini gorebiliriz.
Denklemi saglayan y >0 tamsayilari icin y >y, >y, >y, >... ¢oziimler dizisini olustururuz.

Fakat sonsuz terimli azalan bir pozitif tamsay: dizisi yoktur. (Fermat’'nin sonsuza inis metodu).
Dolayisiyla y >0 i¢in denklemin ¢oziimii yoktur.

Tiim ¢oziimler (27,0, z) seklindeki ticliilerdir.

(2\/;,7\/;,&/2) ve (L,L,L] ticliileri i¢cin Cauchy — Schwarz esitsizligini

NERNISNE

uygulayahm:( +7\/_—+5\/_ ] (4x+49y+251).(l+l+l) olur.
\/_ Xy z

1 1 1
4x+49y+25z7=2 ve —+—+— =98 degerlerini bu esitsizlikte kullanirsak
X y z

(2+7+5)><2.98=196<196 elde edilir. C — S esitsizligi uygulandiginda esitlik durumu ancak

3 &) (3
Wx 1)y svz

orantis1 varken saglanir. Buradan 2x=7y =5z elde edilir. 4x+49y+25z=2 oldugundan

4x+7.(7Ty)+5(52) =2=4x+72x+52x=2 olup x :i elde edilir. Buna gore y :4—19,z :%

ve ancak

olur. Denklem sisteminin tek ¢oziim ti¢liisii (i —, j dir.
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6) UBDC =120° sartin1 saglayan tim D noktalarinin kiimesi bir ¢ember yayidir. Bu yayi

tamamlayarak elde ettigimiz ¢emberin merkezini O ile gosterelim. [AO] ile BDC yayinin
kesisimi D' olsun. Cevre a¢1 ve merkez ag1 kullanilarak JBOC =120°, OBC =UJOCB =30°

bulunur. Dolayisiyla ¢emberin yaricapt R = |OB| :|0D | :|0D| :|0C| =83 tiir. aABC nin
kenar uzunluklar1 5-7-8 sayilar1 ile orantili oldugundan JABC =60° dir. Boylece UABO =90°
olup |AO[ =15 +(8/3)> =|A0|=+267 dir. |AD|+R=|A0| =|AD|=~267-83 olur.
aADO {iggeninde {i¢cgen esitsizliginden |AO| < |AD| +|0D| = |AD '| +R< |AD| +R olup
|AD '| < |AD| bulunur. Dolayisiyla |AD| >/267 -83 olup aranan en kiiciik deger J267 -843
bulunur. Ayrica |AD| =267 =83 olmasi icin D noktasini, [AO] ile ¢cember yaymnin kesisimi

olarak almamiz gerekli ve yeterlidir.




