GEOMANIA OLIMPIYAT DENEMESi — 8 (COZUMLER)

1) x” +Bx®+Cx>+ Dx*+ Ex®+ Fx*+ Gx+H =0 seklindeki bir denklemde Vieta teoremine goére
kokler toplami ve koklerin ikerli carpiminin toplami:

X +X,+.+X,=-B }
XX, + X Xt XX, =C

ile belirlidir. x” +7x°+ 6x°+ 5x*— 2x— 3= C denklemi igin

X X+ 4%, ==7 }
XX, F X Xg.. .t XX, = 6

olur. Tam kare agihminda(x, + X, +...+ X,)* = X7+ X,/ + ..+ X2+ 2.6, X ,+ X, X 5..# X X, olup

buradanx’® + x,” +...+ x,? = 7= 2.6= 37 bulunur.

2) 1260 sayisini asal carpanlarina ayirai@é0= Z .3 .5." dir. Biz x <1260 seklinde olan ve 2,
3, 5, 7 sayilarindan herhangi birisine bolinmeyeozitif tamsayilarinin sayisini bulmaliyiz.
1261 den kucguk ve 2 nin kati olan sayilarin kiindesisun. 3, 5, 7 nin kati olan sayilarin kiimesi
de sirasiyl@, C, D olsun. O haldeAll BOC [ D kimesinin eleman sayisini hesaplayip 1260
dan cikardiimizda problemimiz ¢ozilngiplur. icerme — dsarima (dahiliyet — hariciyet) prensibi
gerezince:

s(AOBOCOD)=s(A) +s(B)+s(C)+s(D)
-S(An B)-s(AnC)-s(AnD)-s(BnC)-s(Bn D)-s(Cn D)
+sS(AnBnC)+s(AnBnD)+s(AnCnD)+s(BnCn D)
-s(AnBnCnD)

esitli gi vardir.

S(A) :&260: 630, s(B) :%30:420, 5(C) :%60: 252, (D) =&760:180 dir.

s(An B)=22%0- 210 san ) =1280-126, an D) =2280- 90, (B C)=120-34,
23 25 2.7 35

sBnD)=120-60 scnD)=2-36 dir. A B C) =120 42
3.7 5.7 235

s(AnBn D)=@=30, S(AnCn D)=@=18, s(BnCn D)=@=12 ve
2.3.7 2.5.7 3.5.7
1260

S(AnBnCnD)=
2.3.5.7

=6 dir. Bdylece



S(AUBOCUOD) =630+ 420+ 252 186 210 126 90 84 60 86 #2 +30+18-1.

s(AOBOCOD) =972 bulunur. Boylelikle 1260 asé ya da kicik olan pozitif tamsayilardan
972 tanesi 2, 3, 5 veya 7 ile tam bolunebill260- 972= 28itane say! ise 2, 3, 5 veya 7 ile tam
bolinmez.

NOT: n= plai.pf‘?...pkak seklinde asal carpanlarina ayrikmir n sayisi verilsinn den kuguk
veya @it olan, p, p,,...,p,, veya p, asallarindan herhangi biriyle tam boélinmeyen sayl

saylsl

n n n n n n
n-—w—..—+ + + ...t

b Py P PP P1Ps P Py

S LI N + .+ 1) N - n(l—ij .(1—ij ( 1——1j olur. Bu son
P.-P2-P3 P 2-Pr-1:Px PP - Py Py P, Py

ifade isen den kicikn ile aralarinda asal sayilarin sayisina (Eulgr fonksiyonu) eittir. Yani
p() =p(p2.p2..p*)= (p - p).(p12- P 7)...(0* - P )degerini hesaplamak da
isimizi goriir. Bu problem icing(1260)= (Z - 2).(3- 3).(5- 8).(- 73 2.6.4%6 2 olur.

3) 58.800= 2 .3.5 .7seklinde asal carpanlarina ayrilh= 23151 71 ve B=2%.32 52 72
seklindedir. Burada

max(x, ,X, )= 4, max(y, .y, )= 1, max(z .,z,)= 2, max¢, t,)= 2

olmalidir. x, =4 icin x, =0,1,2,3,<seklinde 5 dger alabilir. x, =4 icin x, =0,1,2,3,<seklinde
5 deser alabilir. Fakat(4,4) iki defa sayildgindan5+5- 1= 9 farkl yazils vardir. Benzer
islemleri yaparsakmax(y, ,y, )= 1icin 3 farkh yazils, max(z ,z, )= 2 i¢in 5 farkli yazil,

max(, t, )= 2icin 5 farkli yazils vardir. Carpma yoluyla sayma prensibi gere.3.5.5= 67¢
yazilis vardir. Fakat burad@ = B =58.80C iki defa sayilmgtir. Ayrica

A=2"3n 51 1 A=2% 32 52 72
ve
B=2%232 52 72 B=2"31r 5 1

ayni old@gundan farkli(A, B) ikililerinin sayisi 675 1+1= 338 olur.



4)
(a) OCBD =90 oldugundan D] ¢cemberin ¢apidir. Cemberin merk€blmak lzere yarigap
uzunlyzu |OA :% dir. Boylecea AOC ikizkenar tiggenind¢AC| :C—\Z/é olur. AABC de kosiniis

2
teoreminder{c—;J =a’ +b” - 2ab.cos120 olup

2

X _2ep+ab ... *)
4

bulunur.

cza+b = c®=a*+b’+2ab

- g(a2+b2+ab)2a2+b2+2ab

o 4% +40°+ dab> R+ D+ @b

- a’*-2ab+b*=0

= (a-b)2=0

olup son gitsizlik daima d@rudur. Eitlik durumu sadecea=b iken vardir. Dolayisiyla ilk
esitsizlik de dgrudur.

(b) ‘\/c+a—\/c+b‘ =+Jc—a-b ssitli ginde her iki tarafin karesini alirsak

c+a+c+b-2J(c+a)c+b)=c-a-b
= c+2(@+b)=2/(c+a)lc+h)



= C®+4(a+b)*+4@+b)c=4&*+ £ a+b )+ &b

= 4a%+4b”* + dab = %2

elde edilir. Bu ifade ise (*)sitli gine denktir. Oyleyse‘\/c+a—\/c+b‘ =Jc-a-b esitligi de
dogrudur.

5) P(x) = x* +19x* — x+ 23= 0(mod 42 denkliginde 42= 2.3.7 oldusundan P(x) = (mod 2),
P(x) = (mod3), P(x) =(mod 7) denklikleri ¢bzulmelidir.

(@) P(x) = x* +x*+x+1=0(mod 2 nin ¢ézimiix =1(mod 2) olup tek ¢éziim vardir.
(b) P(x) = x>+ x*+2x+ 2= 0(mod 3 uin ¢gézimlerix=1 ve x = -1(mod 2) dir. 2 ¢6ziim vardir.
(c) P(x) = x®+5x* - x+ 2= 0(mod 7 nin ¢oziimlerix = +1,2(mod 7’ olup 3 tanedir.

Bu denkliklerin ¢bzim sayisinin ¢arpimi +19x* — x+ 23= 0(mod 42 denkliginin ¢d6zim
sayisini verir. Bu ¢ozumleri bulmak igin:

x=1(mod 2) x=1(mod 2) x =1(mod 2)
x=1(mod3); (1) x=1(mod?3) ; (2) x=1(mod 3); (3)
x=1(mod 7) X =-1(mod 7) X =2(mod 7)
x=1(mod 2) x=1(mod 2) x=1(mod 2)
x = =1(mod 3); (4) x = -1(mod 3); (5) x = =1(mod 3); (6)
x=1(mod7) X =-1(mod 7), X =2(mod7)

Denklik sistemleri Cin Kalan Teoremi yardimiyla ¢émmelidir. Bizden polinom denkdin ¢c6zim
sayisl istengiinden x* +19x* — x+ 23= 0(mod 42 denkliginin 1.2.3= 6 farkli ¢ozumii vardir.

NOT: Yukaridaki alti tane denklik sisteminin ¢ozi@mlyapilirsa bunlarin modulo 42 deki ¢6zim
siniflarinin 1, 13, 23, 29, 37, 41 ofgubulunabilir.

6) 60< a,, < 61 oldugunu gostereggz.

(@ a,(a, -a,)=30=>a,, :i—o+ a, olur. Buna gorea,,, > a, olup (a,) dizisi artandir. Bu son
esitlikte her iki tarafin karesi alinirsa

Ay’ =%+an2+60:> an+12—an2=:h—2o+ 60



olur. Buradan =1, 2,...,5C degerlerini verelim.

n=1 icin azz—af:g—ozo+60
a

n=2 igin asz—azzz%+60

n=50 igin a,,° —a,, :9—0?+60
2
e » ) 1 1 1
olur. Bu aitlikleri taraf tarafa toplayalima, —(10\f6) =900, - +—+ .+— |+ 60.50lup
a & A5

8, =3600+ 900, +—1 + +—12j ()
aZ aSO

esitli gi elde edilir.

(*) esitli gine gorea,,” >3600 olup a,, > 60 bulunur.

(b) (a,) dizisi monoton artan olgundana, <a, <...<a,, olup iz >—12 >..> —12 dir. (*)
2 50
esitli gine gore
a,;” <3600+ 900£i2 +i2+ " —12j
a g G
2 l
= ag,” <3600+ 900.50—
a
1

= 8" <3600+ 900,50,

= a,,° <3675
olur. 3675< 372k 62 oldugundana,, <61 bulunur.

Boylece 60< a;, < 61 olup [ &, ] =60 bulunur.



