GEOMANIA OLIMPIYAT DENEMESI — 6 (COZUMLER)

1) I,,15,1. dogrulari, kasilarinda bulunan kenarlari sirasiydaE, F noktalarinda kessirig

aclortaylar da karlarinda bulunan kenarlad) K, L noktalarinda kessir.IBAC = 2a dersek
yondeg agilardan dolaylIDAC = a olur. [AC sinininA yontindeki uzantisi tizerinden

|AB| =|AN| olacaksekilde birN noktasi alalimaABN ikizkenar ticgen oldgundan
UANB =[0ABN =a dir. BoyleceDCNB = JCAD =a olup AD//NB elde ederiz.

aCAD [hCNB (A — A — A benzerli) vardir. A, [NC] kenarinin orta noktasi olgundanD
de BC] kenarinin orta noktasidir.

Benzersekilde E ve F sirasiyla, AC], [AB] kenarlarinin orta noktalari olur. Kenar orta
noktalar yardimiyla okan aDEF uggeni vea ABC lc¢geni homotetiktir. Dolayisiyla ABC
nin i¢ acglortaylarina paralel oldp,l;,l. dogrulari daaDEF nin i¢ aciortaylaridir. Bir

tcgende Ug i¢ aglortay noktgdaldusundanl ,,1;,l. dogrulari noktadstir.
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2) Once polinomun derecesinigdiimeyi deneyelim{x, 49)= 1 seklindekix sayilari igin
¢(7*)=7?- 7= 42 olmak lizere, Euler teoreminde?“® =1(mod 49)= x** =1(mod 49)
olur. Her iki tarafi x® ile carparsakx ile 49 un aralarinda asal olmasina gerek olmaksiz
x** = x*}(mod 49) yazabiliriz. Bu denklik hex tamsayisi icin dgrudur. Boylece problemimiz
x* +x—-19= 0(mod 49 denkliginin ¢oziimine doniir.



Bundan sonrasinda sayilar teorisine gagalaki su 6nemli teoremden faydalangca

Teorem: P(x), tamsayi katsayil bir polinonm >1 tamsay! veo bir asal sayi olmak lzere
P(x) = 0(modp™™ ) denkligi verilsin. P(x) =0(modp" ) denkliginin bir ¢coziimiix=a ve
P(x) polinomunun tireviP'(x) olsun. Bu durumda:

1. Hal: P'(a) =0(modp ) ve P(a) =0(modp™* ) ise hek tamsayisi icinx=a+k.p",
P(x) = 0(modp™™ ) denkliginin bir ¢ézumiidiir. Bununla birlikt®(a) # 0(modp™™ ) ise
x=a+k.p" sayilarindan hichirisP(x) = 0(modp™* ) denkliginin ¢cozumu dgildir.

2. Hal: P'(a) # 0(modp ) ise modulop™* de birbirine denk olmayam = a+k.p" sayilari
icinde P(x) = 0(modp™™ ) dekliginin cozimu olan bir tek sayi vardir. Bu ¢oziimuevek

tamsayisik = —[P'(a)]_l.%(modp) denkligi ile bulunur. (Teoremin bir ispati icin F.
Calhalp’in Sayilar Teorisi isimli kitabina bakilgib)

Artik P(x) = x>+ x—19= 0(mod 49 denkliginde p =7 durumunda ¢tziime gecebiliriz.
0,%+1,+ 2+ Ssayilarini deneyereR(x) = x* + x-19= 0(mod 7' denkliginin ¢oziimlerinin

a=-1 ve a=-3 oldugunu gorebiliriz. Bu sayilari kullanaraR(x) = 0(mod 7 ) denkliginin
(varsa) tum co6zumlerini bulabiliriz.

(@) a=-1igin P(-1)=-21, P'(x) =3x*+1= P '(- 1)= 4 tiir. Teoremdeki 2. hal
sgglanmaktadir.P'(-1) = 4 sayisinin modiilo 7’deki tersini hesaplarsik= 2(mod 7. dir.

P(7'11) (mod7)=k = —2.271 =-6(mod 7

Denkligin tek ¢6zumu vardir vé = -[P'(-1)] .
olmak Uzere bu ¢ézim=-1+6.7= 41(mod 4¢ olur.

(b) a=-3icin P(-3)=-49, P'(-3)= 28 dir. Teoremdeki 1. hal glanmaktadir. Hek
tamsayisi iginx = =3+ 7k seklindeki sayilar denkgin bir cozimu olur. Bu ¢ozimler
k=0,1,2,3,4,5,ticin x=-3,4,11,18, 25,32,39(mod 4 olarak bulunur.

Toplamda modulo 49 icinde 8 farkli ¢bzim vardir.

3)
a) Oncelikle tabanlar1 boyayagneniz renkleri segellm(zj =28 secim yapabiliriz. Bundan

sonra genelllkl{z) =28 sayisini2!=2 ile carpma gilimi gosterilse de bunu

yapmayacgiz! Cunkl prizmanin baasagl cevrilmesi ile tavan — taban yergigirebilir.



Dondurmeler farkh bir durum ofturmadgindan bu yer déstirmeler ayni durumu gosterir.
Bir bagka ifade ile tavani sari, tabani pembe ile boyadkyprizmay! ters gevirerek sariyi
asagl, pembeyi yukari getirebiliriz. Bunlarin her ikge ayni durumu goésteganden hi¢ de
2!=2 ile carpmaya gerek yoktur. Gelelim yan yuzeyldrmyanmasina6!= 720 sekilde
boyanabilecgi seklinde bir dgiince gilimi olabilir. Ama bu da yank bir disiincedir. Burada
da dairesel permitasyon durumustligundan yan yiizeylef6 —1)!=120 sekilde

8
boyanabilir. Sonug olara&j.S!: 28.120= 336! farkli boyama yapilabilir.

. 10
(b) 10 farkh boyamiz olsun. Oncelikle tabanlanigénk secimi yapalm{ 2} =45 farkl

boyama yapabiliriz. Artik taban — tavan yeggérmesinin farkli bir durum
olusturmayacgini biliyoruz. Yan ylzeylerin boyanmasina gelellBimizde kalan 8 boyadan

8
6 tanesini(EJ =28 yolla secebilirizSimdi de bu secgimiz 6 boya ile yan ylizeyle®!=120

- 10\ (8
yolla boyayalim. Carpma yoluyla sayma pren&bme{ozj.&).a: 15120C farkh boyama

yapilabilir.

4) 1.000.00C= 2 .5 oldugundan her bir béleni oldwndan ¢arpimlarl.000.00Ca esit olan
u¢ carpan:

1.000.000= (2 %)@ B )"
seklindedir. Buradaa,,a,,a,,b,,b,,b, negatif olmayan tamsayilari

a1+a2+a3:6’ bl+b2+b3:6



denklemlerini sglar. Simdi bu sitlikleri saglayan a,,a,,a,,b,,b,,b, sayilarinin sayisini
hesaplayalima, +a, +a, =6 denklemini sglayan (a,a,,a,) tUclulerinin sayisini

8
kombinasyon hesabmd{réj =28 olarak buluruz. Benzeekilde b, +b, +b, =6 denklemini

8
sgslayan (b, b,,b,) Gglilerinin sayls(6j =28 dir. Boylecel.000.00Cun tgli carpanlara

ayrilma sayis8.28= 78¢tur. Fakat bu hesaplamada henliz, carpanlarinramager
desistirmesini farkl bir durum olarak almadik. Dolayka birka¢ defa say@dimiz birbirinin
ayni olan durumlar vardir. Bunlarin sayisini darksslelim.

(@) 10° = (22.5).(Z.5).(2 .5 durumu bir defa sayilnsr.

(b) 10° = (2.8).(2 .5 ).(2* B seklindeki iki carpani ayni, iguinciisil isgefi ikisinden
farkli olan yazilglara bakalim. Tekrarli permitasyonu g6z 6niine aigmadz icin bu

sekildeki yazilglarin sayisini olmasi gerekenin 3 kati olarak hiesbk. Buradaa =0,1, 2,

ve b=0,1,2,% olabilecginden 4.4= 1€ yazils vardir. Fakata = 2,b = 2 halinde ¢ ¢arpan da
esit oldugundan bu durumu atmaliyiz. Yani tGicer defa hesaplkaftfarkh yazilg vardir.

(c) Tum carpanlarin farkli olmasi durumunu incelegeBurada da her yazgliolmasi
gerekenin 6 kati olarak hesapladik. Bir ygmlinasil 6 defa sayilgini ssagidakisekilde
gorehbiliriz:

(2282).(2232). (3 B, (225).(F.5).5 B, (22.52).(2 .8 )3 B
(2%2.5%2).(F .8 ).(2: B, (2%.5%). (2.8 )3 B, (2%.5%).(F2.% )3 5

Bu durumlarin sayisini hesaplarken (a) ve (b) dapladgimiz durumlari atmaliyiz. Boylece

tum farkh yazilglarin sayisi.+ 15+ 784~ 36‘;15_ 1.1 1+ 15+%38: ® 15 123 12olur.

5) Ceva teoreminin keautina géreAN, BM, CH dogrularinin ayni noktadan gecmesi icin

[BM] [CN] |AH| _
[MC][NA [ HB|

[BM] |AH| _

NA =1 (|cN|=|mc))

|BL|.cosB |AC| .cosA _
|AL|.cosA |BC| .co8 -



|BL| _|BC]|

o — = —

|AL|  |AC|

olmasi gerek ve yeter kaldur. i¢ agiortay teoremi olarak bilinen sogitkik dogru
oldugundan ilk 6nerme de @oudur. YaniAN, BM, CH dogrularinin ayni noktadan gecer.
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11111102222224 1o+ 1o+ 16 19 %0 %0 2.0 40 40 0 %10 )44
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oldugundan~/11111102222224 103 4_ 99939996= 33333 bulunur.




