GEOMANIA OLIMPIYAT DENEMESI — 5 (COZUMLER)

1) Akla gelen ilk metot genelliklgudur: a,b sayilarindan birine pozitif, gerine de negatif
deserler verilerek0<‘a+b.\/_2‘ <4_i)0 olmasini sglamaliyiz. Fakata,b sayilarinin

alabilecegi degerler ¢cok fazla oldgundan bu yontem pratikte kullanilamaz. Dahgkbave
ilging bir yol izleyecgiz.

X, yO[-500,500 olacaksekilde x,y tamsayilari secelim. Ned¢r1000,1000 aralgini yari

yariya daralt@iimiz ¢dzumun sonunda agillacaktir. Sabriniza @inarak ¢oziime devam
ediyoruz.x vey nin her biri i¢cin 1001 tane der oldigundan[-500,500 aralgindan secerek

olusturulabilecgimiz (x,y) ikililerinin sayisi100F dir. x+ y.\/E ifadesinin alabileca en
blyuk deger 500( 1+ \/_2) ve en kucuk deer de—500( 1+ \/_2) dir. O halde

—500( 1+\/_2) <x+ya 2 50((. i\/_)z olur. x+y~/2 toplaminin, sayi dgusu tizerinde
olusturdugu aralgin uzunlgu 1000( 1+\/_% dir. Biz bulOOO( 1+\/_% uzunlgundaki
araligl, 100F - 1 parcaya bolelim. Elbette her bir kiigiik parcanmnhizsu esit olarak

1000( ++/2

——— 7 olur. Fakat biZ100f tane x+ y.\/f seklinde sayiya sahip olgumuz icin

100f -1
1000( ++/2
glvercin yuvasi prensibi getieuzunluzu “100F-1 olan bu kucuk parcalardan en az

birisinin igine, iki tane birdernx + y.\/§ seklinde sayi dger. Bu sayilarx, + yl.x/E ve

1000( 1+
X, +Y,~/2 olsun. Bu durumd#xl—xz)+(yl—y2).\/§‘ <M olur. Bger

1007 -1
1000 #v3 1
<

100f -1 40
oldugunu kullanalim. Pozitif bir kesrin payini buyutmedya paydasini kicgiltmek kesrin
degerini buyatur. Buna gore

c oldugunu da gdsterebilirsek problemimiz QﬁZUlgmillacaktll’.\/E <15

1000(1+f% . 100025 _25_25_ 1
100£-1  (1001- 1).(100% 1 1002 1000 40!

lup

‘(x1 ~%,) +(Yi=Y,) \/E‘ <ﬁ) elde edilir. Artikx, —=x, =a, y, -y, =b secersek aranaab

tamsayilari bulunmyolur.



2) Denklemixyz ile b('jlerek1 +i+—1:§4 sekline getirelim. Denklenx, y,z
Xy z

bilinmeyenlerine gore simetriktir. Bunun anlamiee(x, y,z) = (a,b,c) bir ¢6zim ise
(a,c,b), (b,a,c), (b,c,a), (c,a,b) ve (c,b,a) da birer cozimduir. Bu sebeple< y< z

oldugunu kabul etmemiz problemin geneklini bozmaz. Bt)ylece:ézgr olup xs%
X
bulunur.xin alabilecei pozitif tamsayi dgerleri 1 ve 2 dir.

(d x=1ic¢in 1+—1:—1:> yziz y:3+—9 olur. y < z kabulimuze uygun olarak
y z 3 z-3 z-3

z-3=9 veya z-3= 3 olabilir. Boylece(1,4,12) ve (1,6,6) cozimleri elde edilir.

(b) x=2 igin i+—1 -2 olur. 2 y<z oldugundan32§:> ysl—2 dir. Bu aralikta sadece
y z 6 y 6 5

y =2 degeri oldygundan(2, 2, 3) ¢o6zimi bulunur.

Dolayisiyla tim ¢6zimle(l, 4,12), (1,6,6), (2,2,3) ve bunlarin permitasyonlaridir. C6zim

31 3!
sayIsi34+—+— =12 bulunur.
2! 2!

(Va+1)+2 _ 3+V2 _ 1+5/2
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Goruldiga gibi terimleri ardyik olarak hesaplayarak 2010. terimesulak pek pratik
gorunmayor. Bgka bir yol deneyeggz:

olur.

3) Dizinin 2. terimini hesaplayalima, =

V2+1= tan:%ﬂ dir. —g< b, <7—ZT olmak Uzerea, =tanb, yazallm.—g< x<7—ZT icin

f (x) =tanx fonksiyonu bire bir ve 6rten olgundana, = tanb, esitli ginde hera, sayisina

karsilik gelen bir ve yalniz bib, degeri vardir. Boylece

tang—” + tarb,

tanb ,, = 8 =tanb, =ta 3—7T+b olup b, :3—ﬂ+b ya da
n+l 3]7- n+l 8 n n+l 8 n
1—tar?+ tarb,

b

n+l

:%T+ b, — 77 uygunsekillerinden birisi gegerli olacaktir. Her iki dunda da uygun bik

tamsayisi iginb,,, = b, + k.77 ssitli gi elde edilir. Bu durumdzéan) dizisinin periyodu 8 dir.
Yani a,,, =@, olur. Dolayisiylaa,,,, = a, dir. Neyse kia, nin deserini daha 6nce

_1+5/2

hesaplamtik. a,,,,=a,= - 2 bulunur.




4) AF ile BE nin kesgimi G olsun.F den gecen vBE ye paralel olarak cizilen gou [BD] vyi

H da kessin|FE| =|ED| oldugundan|BH| =|HD| dir. [AD], OBAC nin aglortayi oldgundan
[JBAD =[1DAE dir. DolayisiylaaBAD [InDAE (A — A benzerlgi) vardir. Benzer tggenlerin
eslenmis iki kenarortay! AH] ve [AF] oldugundan bunlarin okturdusu acilar da gt olup

[BAH = IDAF , JHAD = JFAE dir. Bu iki esitlikten [JHAF = 22AC

elde edilir. Ayrica

LUBAC

ACED dik ticgeninde1ICDE = oldugunu gérmek kolaydir. Boylece

[OHAF =[CDE olupHEDF dértgeni cemberseldir. Ayni yayl goren cevre agda
(OFAD =[FHD ve yonde acilardan(JFHD = OEBD olup OFAD =[EBD bulunur. Biz bu
esitli gi DGAD =0GBD seklinde yazarsaRBDG dortgeninin cembersel oldu anlgilir.

Ayni yayi gbren ¢evre acilarddnBGA = IBDA =90° olup AF O BE bulunur.

|AB| _|AD| " ) L .
5) |AB|.|ED| =|BE|.|AD| :E :E yazilabilir. Buna gdérea BAD licgenindeAE, ic
aclortay olupJBAC = [ODAC =22,5 dir. Cemberdegt 6lcliye sahip cevre acilarin gogiii
kirisler esit uzunlukta oldgundan|BC| =|CD| dir. Aclortay tizerindekC noktasindanAD,
[AB isinlarina cizilen dikme ayaklari sirasifave G ise |CF|=|CG| olur. Boylece

2GCB [LFCD e dik tcgenler olup, alanlari daigir. Dolayisiyla

A(ABCD) = A(AFCG) =2.A(AFC) ... (®

elde edilir. Acilan22,5 - 67,8 - 90 olan aAFC (cgenindefFH] yuksekKligini cizersek

[FH[_ 1 3/2

6
- - _ _ _
|AC| oz orani vardir. (Neden?) Buna ggfeH | =—= = |FH| : ve

2.2

dir. (*) esitliginden A(ABCD) = 2.9—\45 =9J/2 bulunur.

6.(3\/_2/2)_9\/5
2 2



6)
Cozim 1:3"".(@" +b" +b")= (@a+b+c)" ssitsizliginin ispatini tumevarimla yapalim:
(@) n=1i¢in F.(@ +b'+b") > (a+b+c)’ esitsizligi dogrudur.
(b) n=k icin 3 .(@“ +b* +c*)=> (a+b+c) esitsizliginin dogru olduzunu kabul edelim.
(c) n=k+1 icin 3.(@"* +b*"*+c**") > (a+b+c)“** esitsizligini ispat edelim:
(a+b+o)** =(a+b+c).(a+b+c)

<3 @ +b +c).a+b+c) ... (1)
oldugundan

(@“+b*+c").(a+b+c) < 3.@" +b*" + ) ... (2)

esitsizligini gosterirsek ispat tamamlanacaktir.

(a,b,c) ve (a“,b*,c*) Uclileri benzer sirali olgwndan Chebycshewsitsizliginden
a“+b“+c* at+b+c_aa‘+bb*+cc

3 3 7 3
esitsizligini (1) de kullanirsak timevarim prensibinin (csamg da tamamlanmgiolur.

../“+”+n +b+
C6zUm 2: Problemimi 2 Z b za 2 c genellgtiriimi s ortalama gitsizligi

teoreminin acik bir sonucudur. Her iki tarafir- inci kuvvetini almak yeterlidir.

yazilir. Bu ifade ise (2)sésizligine denktir. (2)




