GEOMANIA OLIMPIYAT DENEMESI — 4 (COZUMLER)

1)

(a) |[BC|=a,|AC|=b,|AB| = c ile gosterelim.aABC, aADC, aBDC ticgenleri benzerdir ve

benzerlik orani, i¢ &t cemberlerin yarigaplari oraningtgr. Ayrica benzerlik orani,

hipotentslerin oranina daittir. Boylece3 —E =S =k olr. A(ABC) = ar b+c.

b h

rve

A(ABC)—| 2| oldugundan|CD|.c = (a+b+c).r = |CD|.(rk) = (rk +r,k +r,k)r olup

ICD|=r +r,+r, elde edilir.

(b) Sekilde cemberlerin, Gicgenlerin kenarlaringme noktalarP, Q, L, M, J dir. 2 =E =<
r, r r
2 2 2 2 2 2
a- _b° _c a“+b° _c
orantisindan— =— =— = ——— =— olur. a’ +b* = c? oldugundan
[ R o+ o

+r2=r%.. (1)

elde edilir.F denGJ ye cizilen dikme ay& N olsun.|FL| =|LD|=r,, |GJ| =|JD| =r, oldugundan
IFN| =1, +1,, |GI|=|GN| =|r, 1| dir. sFNG dik iicgenindgFG[* = (r, +1,)* +(r,~r)?
= |FG|2 =2(r,> +r7) olur. (1) den dolayi

IFG[ =2r2 ... (2)
olur. Ayrica aPEC ikizkenar dik tiggenind¢PE| =|PE|=r oldugundan

ICE[" =2r? ... (3)



yazilir. (2) ve (3) sitliklerinden |CE| =|FG| elde edilir. BdylecesFNG [.CQE ssligine
ulasinz. OGFN =[OECQ ve CQ O FN oldugundanCE [0 FG bulunur.

2) f(x)=tanx fonksiyonu—7—27< x<7—2T aralginda birebir ve 6rten oldwndan her bira,b,c
reel sayisli i¢in sirasiyla =tanx, b =tany, c =tanz olacaksekilde bir ve yalniz bir tang, y, z
sayisi vardir. Burada7—27< X, Y,Z <7—2T dir. 1+a’* =seé x, 1+b* =sely, 1+c* =seé z olur.

Buna gore gtsizligimizi tekrar yazarsak

se€ x.sety .séz> (ta+ ty+ tan tan .yan #a

-~ cOS X.co8y .cosz (tax+ tan+ tam  tan .tan &)

= (sinx.cosy .cog+ siy .cos .cas SN .60S .ges xsimysinzf <1
~ [cosz(sinx .coy + siy .cos¥) sin .(cBS .gos sin <)

= [cosz.sing+y ) sire .cos(+y |j<

- [sin(x+y+z)*<1

Son gitsizlik dogru olduzundan ilk gitsizlik de dgrudur.

3)

11 .
(a) 4 turaya kar 7 yazi gelen tim durumlarin say(s%j =330 dur.Istenmeyen durumlar iki
sekilde gercekligebilir.

1. Durum:ilk atista yazi gelmitir fakat ileride bir yerde yazilarin 6nde gitmeshna ermitir.
Ornek verelim: YYTYTTTYYYY gibi olabilir. Bu durumdrin sayisini heniiz bilmiyoruz.

2. Durum: Daha ilk agta tura gelmitir. Ornesin TTYTYYTYYYY gibi olabilir. Ilk atistan
10
sonra 3 tura, 7 yazl gelq;ieden( . j =120 farkh durum vardir.

Problemin ¢ozimda, her iki istenmeyen durumdakilaay it oldugunun gosterilmesine
dayanmaktadiSimdi bunu ispatlayalim.



Sekil A Sekil B

Yukaridaki grafiklerde aglarin sayisi ve yazilarin net sayisi gosterilmektéik atistan sonra
net sayisi yarl ya da —1 olacaktir. Her aginet sayly! ya+1l ya da —1 oraninda d@stirir.
Atislarin sonunda net say3 olur. Sekil A'da +1 ile balayip bir yerde 0 olup sonra3 ile
biten,Sekil B'de de -1 ile balayip +3 ile biten durum 6rnekleri verilrgiir. Sekil B’deki grafik
Sekil A’daki grafigin 0’a inene kadar olan kisminin simetrisidir. Daloara iseSekil A ile
aynidir. O hald&ekil A’daki duruma benzer her grgé kasilik, Sekil B’deki gibi bir grafik
cizebiliriz. Yani 6nce+1’e giden, +3’de biten ve bu ikisi arasinda O ¢izgisine doneafigterin
sayisl, bnce-1’e gidip sonra+3’de biten cizgilerin sayisingigtir.

10
Dolayisiyla 1. durumda dEi7 j =120 farkh durum vardir. Bu istenmeyen durumlari tim

11 10
durumdan cikarirsak, istenen durumlarin saEn?sJ—Z.( 7) =330~ 240= 9(olarak hesaplanir.

(b) Coziim 1: Daha fazla yazi gelebilecek mimkum diarumlarsunlardir:

11 10
5 tura, 6 yazi olan duruml r6 -2. 5 =462- 420= 4.
11 10
4 tura, 7 yazi olan duruml r7 -2. 7 =330~ 240= 9
11 10
3 tura, 8 yazi olan duruml r8 -2. g =165 90= 7!
11 10
2 tura, 9 yazi olan duruml r9 -2. 9 =55- 20= 3¢
11 10
1 tura, 10 yazi olan durumlar _|-2. =11-2=¢
10 10



11
0 tura, 11 yazi olan duruml%rllj =1

tanedir. TUm durumlarin toplandi2+ 90+ 75+ 3% & £ 25olur.

oldugundan
11) (11) (1 1 1
+ + + + +
ol o)
10

*{5)
=2 - 2.—5 = (10] = 252
2

PR R

5

olarak bulunur. Madeni paraningsiayisinin fazla oldiu bir problemde 2. ¢6zimdeki adimlari
izlemenin daha pratik olagma dikkat edilmelidir.

4) x° +3x%+1=y* denkleminin her iki tarafini 4 ile carpalim:
4x° +12¢% + 4= 4°

= (4x° +12¢+ 9 - 5= 4

= (2¢+3) -(2y?) =5

= (2¢ +3+2y°)( 2+ 3- )= ¢

olur. 5'in ¢arpanlart1,+5 oldusundan

2x +3+ 2y? = 1] 23 +3+2y?=— 2% +3+2y°=5 2 +3+2y*=-5
2x3+3—2y2=5 2x3+3—2y2=—5 2x3+3—2y2=1 2x3+3—2y2:—1

seklinde dort tane denklem sistemi elde ederiz. bitledenklem sisteminin ¢6zUmu anaulirsa
sadece 3. denklem sistemind@hl), (0,—1) seklinde iki farkli ¢ozum ikilisi elde ederiz.



5) AIan(ABC):1 (a+b+c)(a+b-c)(a-b+c)(-a+b+c) alan aitli gini
4

a? +b? +c? = 4/3 Alan (ABC) ifadesinde yazalim:

a’+b’*+c?2+/3./(a+b+c)@a+b-c)@a-b+c)(-a+b+c)

- a +b2+022x/§\/((a+b)2—c2) .(cz— (a—b)z)

o az+b2+022\/5\/2(a2‘02+b2c2+c%12)—a“—b“—c4
- a'+b*+c*zab*+bt’+ca’

s 2at+ D'+ ' - 2P*-DdT*- 2% (

- (a2—b2)2+(b2—c2)2+(cz—a2)220

olur. Bu son gtsizlikte ssitlik halinin sgilanmasi icin gerek ve yetergd a=b =c olmasidir.
Yani aABC eskenar Gicgen ikenselik vardir.

6) (a+b+c)> =a*+b*+c*+2(ab+ac+bc) tam kare acilimindaf4= 26+ 2@b+ac+bc)

olup ab+ ac+bc =19 bulunur.Simdi a, b, ¢ sayilarinin,x® + Bx* +Cx+ D =0 denkleminin
kokleri olduzunu varsayalim. Vieta teoremine gore

-B=a+b+c
C=ab+ac+bc
-D =abc

olup B=-8,C =19,D = - 1Z bulunur. Buna gorec —8x*+19x - 12= C denkleminin kokleri
aranarg, b, c sayilari olacaktir. Rasyonel kok teoremi ggmee 12'nin ¢arpanlari denenirse

x =1 icin denklemin sglandgi gorilebilir. x* —8x* +19x— 12 polinomu x—1 ile tam
béliinecektir. Bélmesiemi yapilirsax® —8x*+19x— 12= &k— 1)k—- 3)k— 4 olarak carpanlarina
ayrilir. O halde denklemin kokleri 1, 3 ve 4'tir.

Orijinal denklemin tim ¢cézumlel(a,b,c) = (1, 3,4) ve permutasyonlari olup 6 tane Uclu buluruz.



