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Kisim 1

CIiSIM TEORISI






BOLUM 1

Esitliklerin Galois Teorisi

1.1. Giris

Bu bolimde

(1) polinom esitliklerinin yalniz koklii ifadeler ve cebirsel islemler yardimiyla ¢oziil-
mesi

ve

(2) isaretsiz cetvel ve pergel yardimiyla geometrik nesnelerin ¢izilmesi
problemleri tizerinde durulacaktir.

Bilindigi gibi aX?+bX +c¢ = 0 (a,b, c € R) tipindeki bir kuadratik esitligin ¢oziimii

—b+ Vb2 —dac
2a ’

formiilii ile verilebilir. Bu formiil Babil dénemine kadar uzanmaktadir. Yukaridaki (1)
nolu problemle ilgili en temel katkilar, Italyan Rénesans: déneminde, Scipione del Ferro
ve Niccolo Tartaglia tarafindan yapilmigtir. Tartaglia'min sonuglar1 Geronimo Car-
dano’nun 1545te yayinlanan iinlii Ars Magna’sinda yer almigtir. Simdi Tartaglia nin
X3 +aX? 4+ bX + ¢ = 0 seklindeki bir esitligin ¢oziimiinii bulmak icin ne yaptigina
kisaca goz atalim. 1k adim olarak X yerine X — %a yazarak esitligi X3+ pX +¢=0
tipindeki bir esitlige indirgeyelim. 1, x5 ve x3 bu yeni denklemin tiim ¢oziimleri ise

§ = —4p® — 274
- L1,
22

Y1 = $1+C29€2+C~’U3
Yo = w1+ (wo+ Py

icin Cardano'nun formiilleri

27 3
N = \3)/_2(_1‘}‘2\/—35

5 27 3
Y2 = \5/—261—2\/—35

seklinde verilmigtir. Ayrica indirgenmis denklemin yapisindan dolay1 1 + x9 + 23 = 0
esitligi elde edilir. Buna gore
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$1+§2I2+C$3 = U
1+ e+ Crs = o
r1+xo+ax3 = 0

esitlikleri ortak ¢oziiliirse 1, xo ve x3 ¢ozlimleri elde edilir.

A. Ruffini (1813) ve N. H. Abel (1827) derecesi dortten biiyiik olan egitliklerin
¢oziimlerini koklii ifadeler ve cebirsel iglemler ile vermenin miimkiin olmadigini gos-
terdiler. Aslinda Ruffini ve Abel’in kanitlar1 iistii kapali idi ve tam degildi. Galois'nin
caligmalari, Ruffini-Abel Teoreminin kanitin1 tamamlamakla kalmayip ayni zamanda

X"+, X" '+ 4+a,,=0

tipindeki bir egitligin kokler ve cebirsel iglemler ile ¢oziilmesi i¢in bir kriter de sagla-
mugtir. (Galois bu galigmalarini daha yirmili yaglarina gelmeden énce tamamlamigtir.)

Ikinci problem ise Yunan matematigine kadar dayanmaktadir. Bu konu dahilinde
en cok dikkati ¢eken problemler asagidaki gibidir:

(@) bir agimin {i¢ eg pargaya bolinmesi;

(b) bir kiipiin iki katinin ingasi; yani, bir kiiptin hacminin iki kat1 hacme sahip bir
kiip elde edilmesi;

(e) bir diizgiin yedigen ¢izilmesi; ve

(d) bir gcemberin karelegtirilmesi; yani, alan bir gemberinkine egit olan bir kare
gizilmesi.

Geometrik ¢izimler ile ilgili problemlerde ele alinan geometrik nesnelerin elde edil-
mesi, sadece iizerinde higbir igaret ve ol¢li araci bulunmayan diiz bir cetvel ile pergel
kullanilarak miimkiindiir. Bu problem ile ilgili olan tiim tartismalarda kisaca “cetvel”
kelimesi ile tizerinde hig¢bir isaretleme bulunmayan ve diz ¢izgi ¢izmeye yarayan bir
¢izim araci kastedilecektir. Pergel ise iki ayagindan birinde sabitlemek i¢in kullanilmak
tizere igne, digerinde ise isaretleme yapmak i¢in kullanilmak iizere kalem bulunan ve
yay cizmeye yarayan basit bir ¢izim araci anlamina gelecektir. Bu konuya cisimleri
ele aldigimiz bir boliimde yer vermemizin nedeni herhangi bir geometrik ¢izim prob-
leminin cisimler iizerinde bir cebirsel probleme doéniistiiriilebiliyor olmasidir. Ornegin
yukaridaki (d) maddesinin olanaksiz olmasi1 Lindemann’in 1882 yilinda gosterdigi gibi
sayisinin bir transandant say1 olmasindan ileri gelmektedir. Diizgiin bir n—genin cetvel—-
pergel yardimiyla ¢izilmesinin miimkiin oldugu n dogal sayilarinin belirlenmesi genel
problemi Gauss tarafindan 1801 yilinda ¢oziilmistiir. Gauss’un sonucuna gore bu n
sayilar1 ancak 17, 257 ve 65537 olmaktadir.

1.2. Onbilgiler ve Temel Sonuclar
Herhangi bir R halkasi i¢in
Z1={m-1g:m € Z}

kiimesi R'nin bir alt halkasidir. Bu alt halkaya R'nin “asal halkas1” adi verilir. Dikkat
edilirse Z1 = Z ya da Z1 = Z/(k) (k # 0) dir. Birinci durumda R'nin karakteristigi
(kar R ile gosterilir) sifirdir. Ikinci durumda ise kar R = k olur. R bir tamhk bolgesi
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1. Esitliklerin Galois Teorisi 1.2. Onbilgiler ve Temel Sonuclar 3

ve kar R = k # 0 ise o zaman k bir asal sayidir. Simdi R = F bir cisim olsun. Bu
durumda Z1 alt halkas1 F'nin bir alt cismi olur. Bu alt cisme F’nin “asal cismi” denir.
Eger kar F' = p # 0 ise o zaman F’nin asal cismi Z/(p) cismine izomorftur. Aksine
kar FF = 0ise Z — F, m +— m -1 geklinde tammlanan gémme dontigiimii (birebir halka
homomorfizmasi, ya da monomorfizma) Q — F gémme déntgiimiine genisler. Yani Q
cismini F' igine goémebiliriz. Sonug olarak bir F' cismi ya bir p asal sayist i¢in Z/(p)
cismini ya da Q cismini igerir.

F bir cisim ve E F’nin bir geniglemesi (yani F ve F birer cisim ve F' E’nin bir
alt cismi) olsun. S, E’'nin bir alt kiimesi ise F'[S] ile E'nin F’yi ve S’yi igeren tiim alt
cisimlerinin arakesiti gosterilecektir. Agiktir ki F'[S], E’'nin F'U S kiimesini iceren en
kii¢ik alt halkasidir. F'[S] halkasia E’nin F—izerinde S tarafindan dretilen alt halkast
ya da F/F’nin S tarafindan dretilen alt halkas: denir. Kolayca gosterilebilir ki

FIS)={ > ¢, .0...00:ACN"sonly, her (i1,...,i,) € A

i € Fveoy,...,0, €S}

.....

dir. Diger taraftan E'nin F'U S kiimesini igeren en kiigik alt cismini F(S) ile gos-
terecegiz. Bu alt cisme E/F'nin S tarafindan iretilen alt cismi denir. Eger T', E’nin
bagka bir alt kiimesi ise o zaman F(S)(T) = F(SUT) dir. Bir u € E igin F({u})
yerine F'(u) gosterimini tercih edecegiz. Eger E = F(u) ise o zaman E’ye F'nin bir
basit geniglemesi denir. Genel olarak wq,us, ..., u, € E ise F({uy,us,...,u,}) yerine
daha basit olan F'(uq,us,...,u,) ifadesini kullanacagiz. Eger £ = F(uy,...,u,) ise
E’ye F’nin bir sonlu geniglemesi denir.

Soru: E/F bir cisim genislemesi ise bir u € F i¢gin F'(u) cismi neye benzemektedir?

F' tizerinde birim olan ve X'i u’ya gonderen

oy FIX] - E
9(X) = g(u)
deger homomorfizmasimi disiinelim. Bu homomorfizmanin ¢ekirdegi (¢ek ¢, ile gos-
terilir) sifir ise F[X] = F[u| olur. Bu durumda u’ya F' tzerinde transandant denir.
Aksi halde —yani ¢ek ¢, # 0 ise- o zaman ¢ek ¢, = (f(X)) olacak sekilde bir mo-
nik f(X) € F[X] polinomu bulunabilir. Dolaywsiyla F[X]/(f(X)) = F[u] olur. Bu
durumda u’ya F' tlzerinde bir cebirsel eleman denir. Daha acgik bir gekilde soylemek
gerekirse u, F' tlzerinde cebirseldir ancak ve ancak u katsayilar1 F'nin elemani olan
sifirdan farkl bir polinomun koktdir. F[X] bir temel ideal bolgesi ve f(X) € F[X]
bir asal eleman oldugundan f(X)e F[X] bir monik indirgenemez polinomdur. (Temel
ideal bolgelerinde asal ve indirgenemez elemanlar gakigir.) Buradaki f(X) polinomuna
uw'nun minimal polinomu adi verilir. Demek ki F' tizerinde bir cebirsel eleman, F[X]
polinom halkasindaki bir monik indirgenemez polinomun kokiidiir ve bu monik indirge-
nemez polinoma o cebirsel elemanin minimal polinomu denir. Dikkat edilirse F'[X] bir
temel ideal bolgesi ve F[X]'in sifirdan farkli her 6z idealinin bir ve yalmiz bir tek monik
iireteci bulundugundan, bir cebirsel elemanin minimal polinomu ancak tek tiirli belir-
lidir. Bir cebirsel © € E elemaninin minimal polinomu f(X) ise bu durumda (f(X))
temel ideali F'[X] halkasinin bir maksimal ideali olacagindan F[u] bir cisim olur. Ayrica
FU{u} C Flu] C F(u) ve F(u), F ve u’yu i¢eren E’nin en kiigiik alt cismi oldugundan
Flu] = F(u) elde edilir. Diger taraftan F[X] = F[u| ise her ¢(X) € F[X] elemanim
3



4 1.2. Onbilgiler ve Temel Sonuclar 1. Esitliklerin Galois Teorisi

g(u) € Flu] elemanna gonderen izomorfizma F(X) cisminden (F(X), F[X]'in kesir-
ler cismi olan rasyonel polinomlar cismidir) F'(u) cismine tanimli bir monomorfizmaya
genigler. Dolaysiyla F(u) 2 Flu|, F(u) 2 F(X) elde edilir. Buna gore F(u) cismi,
g(X),h(X) € F[X] ve h(z) # 0 olmak iizere g(u)h(u)~! yapisindaki elemanlardan
olusur.

AQIKLAMA. E/F bir cisim geniglemesi ve u € E, F' {izerinde cebirsel olsun. Buna
gore f(u) =0ve F(u) = F[X]/(f(X)) olacak sekilde monik indirgenemez bir ve yalniz
bir tek f(X) € F[X] polinomu vardir. Burada f(X) polinomunun f(u) = 0 6zelligini
saglayan polinomlar arasinda derecesi en kiiciik olan polinom oldugunu belirtmek ge-
rekir. Ashinda f(z)’in bu 6zelligi, “minimal polinom” ismini agiklayan 6zelligidir. f(x)
polinomunun derecesine (der f(x) ile gosterilir) u nun F' dzerindeki derecesi denir.

E/F gibi bir cisim geniglemesini ¢aligirken E’yi F' tizerinde bir vektor uzayi ola-
rak diigtinmenin faydasi ¢ok biytiiktiir. Gercekten de E’nin zaten var olan toplamsal
grup yapisina ek olarak yine zaten E’de bulunan carpma islemini kullanarak E’'nin ele-
manlari ile F'nin elemanlar1 arasinda skalerle carpma iglemi tanimlanirsa E’yi F'cismi
tizerinde bir vektor uzay1 yapmig oluruz. Her vektor uzayimin bir bazi olmasi gerek-
tigini ve herhangi iki bazin kardinalitelerinin ayni olmas1 gerektigini biliyoruz. Tim
bazlarin sahip oldugu bu ortak kardinaliteye vektor uzayimin “boyutu” denir. Eger V'
bir F-uzayi ise V' boyutu boy, V' ya da iizerinde calgilan cisim iizerinde hicbir siiphe
yoksa kisaca boy V' seklinde gosterilir. £/ F cisim geniglemesi s6z konusu oldugunda bu
gosterimin digina gikarak E'nin F' iizerindeki vektor uzay1 boyutunu [E : F| ile gostere-
cegiz. Eger bir E//F geniglemesi i¢in [F : F| < oo ise bu geniglemeye bir sonlu boyutlu
genigleme; E’ye de F'nin bir sonlu boyutlu genisglemesi denir. Asagidaki énerme bir
elemanin cebirsel olup olmadigini anlamak konusunda oldukg¢a kullanighdir.

ONERME 1.1. E/F bir cisim geniglemesi ve u € E olsun. u’nun F tizerinde cebirsel
olmasy igin gerek ve yeter kosul [F(u) : F] < co olmasidar.

KANIT. Once u € E cebirsel olsun. w'nun minimal polinomu f ve der f = n ol-
sun. [F(u) : F] = n oldugunu gosterecegiz. u cebirsel ise F'(u) = Flu| oldugunu
biliyoruz. € F(u) olsun. O zaman x = g(u) olacak sekilde g(X) € F[X] polinomu
vardir. Bolme algoritmasi kullamilirsa g(X) = f(X)q¢(X) + 7(X) ve r(X) = 0 veya
derr(X) < der f(X) olacak sekilde ¢(X),r(X) € F[X] polinomlar: bulunabilir. Esitli-
gin her iki tarafina ¢, deger homomorfizmasi uygulanirsa g(u) = f(u)q(u)+r(u) = r(u)
elde edilir. 7(X) = 0 veya der r(X) < n oldugundan r(X) = ag+a; X +- - -+ a,_ X" !
yazabiliriz. Buna gére z = g(u) = r(u) = ap + aju + - - - a,_1u" ! bulunur. Dolayisiyla
F(u), F izerinde vektor uzay: olarak {1,u,...,u" '} kiimesi tarafindan gerilir. Simdi
de {1,u,...,u" "} kiimesinin F iizerinde dogrusal bagimsiz olmasi gerektigini goste-
relim. Aksini kabul edelim. Yani by + bju + -+ + b,_1u™ ! = 0 olacak sekilde hepsi
birden sifir olmayan by, by,...,b,_ 1 € F elemanlar1 bulunsun. Buna gore u, sifirdan
farkli b + by X+ -+ + b, 1 X" ! € F[X] polinomunun bir kokii olur. Fakat bu durum
f'nin w'yu kok kabul eden en kiigiitk dereceli polinom olmasi ile geligir. Dolayisyla

{1,u,...,u" 1} kiimesi E'ninF iizerindeki bir baz olur.
Diger taraftan [F'(u) : F] =n < oo olsun. O zaman F'(u) nun n’den fazla eleman ige-
ren herhangi bir alt kiimesi F iizerinde dogrusal bagimli olur. Ozel olarak {Lu,...,u"}

kiimesini alirsak, bu kiime de F' iizerinde dogrusal bagiml olacagindan hepsi birden
4



1. Esitliklerin Galois Teorisi 1.2. Onbilgiler ve Temel Sonuclar 5

sifir olmayan aq, ay, ..., a, € F' elemanlar: i¢in ag + a;u + - - - + a,u™ = 0 olur. Dolayi-
siyla w, sifirdan farkh ag +a; X + - -+ + a, X™ € F[X] polinomunun bir kékiidir. Bu da
kanit1 tamamlar. 0J

AGQIKLAMA. E/F bir cisim geniglemesi ve u € E, F' tizerinde cebirsel olsun. Buna
gore u'nun F' iizerinde minimum polinomu vardir. Bu polinom f olsun. Eger bir g(X) €
F[X] i¢in g(u) = 0 ise f(X) | g(X) dir. Ashnda Bolme Algoritmasindan ¢g(X) =
F(X)g(X) +r(X) ve r(X) = 0 veya derr(X) < der f(X) olacak sekilde ¢(X),r(X) €
F[X] polinomlar1 vardir. Her iki tarafa ¢, deger homomorfizmasi uygulanirsa r(u) = 0
bulunur. Eger r(X) # 0 ise bu durum f’nin se¢imi ile geligir. Dolayisiyla r(X) = 0,
yani f | g olmak zorundadir. Eger F[X]'in elemanlar1 arasinda

p(X) 2q(X) = p(X) [ q(X)

seklinde bir < bagmtisi tanimlanirsa, kolayca goriilebilir ki < bir siralama bagintisi
olur. Igte bu siralama bagintisina gére f(X)
{9(X) € F[X]: g(X)monik ve g(u) =0}

kiimesinin “en kiigiik” elemamdir. Bu da f(X)’in minimalligine bagka bir agidan bakig
sunmaktadir.

Su ana kadar soylediklerimizi agagidaki teorem ile toparlayabiliriz.

TEOREM 1.2. E/F bir cisim genislemesi ve u € E olsun. Buna gore u, F' tzerinde
cebirseldir ancak ve ancak F(u), F tzerinde sonlu boyutludur. Bu durumda F(u) cismi
Flu] = {g(u) : g(X) € F[X]} halkas ile ¢akisar.

TEOREM 1.3. K D E D F cisimler ise [K : F] sonludur ancak ve ancak [K : E] ve
[E : F| sonludur. Bu durumda asaqudaki egitlik saglanar:

[K: F]=[K:E|[E:F].

KANIT. Once [K : F] sonlu olsun. F, K'nmn bir alt uzay1 oldugundan [E : F] < oo
oldugu aciktir. Ayrica K’'nin bir F-baz alindiginda bu baz K’y1 E—iizerinde de gerer.
Dolayisiyla K'nin her F-bazi, K'nin bir E-bazim igerecegi i¢in [K : E] < oo elde
edilir.

Diger taraftan [K : E] ve [E : F] sonlu olsun. Kabul edelim ki {a;}}_; K’'nimn bir
E-baz, {;}3-, ise E'nin bir F'-baz1 olsun. Gésterecegiz ki B = {a;8; : 1 <i <7, 1 <
j < s} kitmesi K'nin bir F-bazidir. Once B'nin K’y1 F—iizerinde gerdigini gosterelim.
x € K olsun. Buna gore

r = Z €; 0
i=1
olacak sekilde ¢; € E elemanlar1 vardir. Ayrica her ¢ = 1,...,r igin
&=y i
j=1
olacak gekilde ¢;; € I’ elemanlar1 bulunur. Dolayisiyla

r=> €a; =YY ¢ij(aB))
i=1

i=1j=1
5



6 1.3. Geometrik Cizimler 1. Esitliklerin Galois Teorisi

yazabiliriz. x elemani keyfi oldugundan B kiimesi K'’y1 F' {izerinde gerer. Simdi B’nin
F tizerinde dogrusal bagimsiz oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki baz ¢;; € F
(t=1,...,r,j=1,...,s) elemanlar igin

> D i) =0
i=1j=1
olsun. Buna gore
> (Z %‘5;') a; =0
i=1 \j=1

yazabiliriz. {o;}!_; kiimesi K'nin bir E-baz oldugundan her ¢ = 1,...,r igin
> i =0
=1

elde ederiz. Fakat {3;}5_, kiimesi de E'nin bir F'-baz1 oldugundan yukaridakine benzer
sekilde her ¢+ = 1,...,7 ve her j = 1,...,s icin ¢;; = 0 elde ederiz. Bu da kamt
tamamlar. 0

TANIM 1.4. E/F bir cisim geniglemesi olsun. Eger E’nin her elemam F' {izerinde
cebirsel ise E’ye F'nin bir cebirsel geniglemesi (veya kisaca F, F' iizerinde cebirseldir)
denir. Eger E, F tizerinde cebirsel ise E/F geniglemesine bir cebirsel genigleme adi
verilir.

ALISTIRMA 1.5. E/F bir cisim geniglemesi ve uy, ..., u, € E elemanlar F tizerinde
cebirsel olsun. Buna gore gosteriniz ki
(1) [F(ug,...,up) : F] < oo ve

(17) F(uy,...,up) = Fluy, ..., u,] dir.

ONERME 1.6. Her sonlu boyutlu cisim genislemesi cebirseldir. Ozel olarak ejer sonlu
boyutlu bir E/F cisim genislemesi i¢in [E : F] = n < oo ise o zaman E 'nin her elemany
F dizerinde derecesi en cok n olan bir cebirsel elemandar.

KaNIT. Kabul edelim ki [E : F] = n olsun. u € E alalim. Buna gére [F(u) : F| <

[E : F] olacagindan kanit tamamlanir. O
1.3. Geometrik Cizimler

Diizlemde noktalarm sonlu bir S = {Py, P, ..., P,} kiimesi verildiginde timevarim

ile her m pozitif tamsayist i¢in S,,, kiimelerini su sekilde inga edelim: §; = § ve S,44
kiimesi S, ile agsagidaki maddelerde tanimlanan kiimelerin birlegimidir:

(1) S,’deki noktalar1 birlegtiren dogru ¢iftlerinin kesigim noktalarimin kiimesi,

(2) S,’deki noktalar1 birlegtiren dogrular ile merkezi S,’deki noktalar ve yarigapi
S, ’deki iki noktay1 birlegtiren bir dogru parcasi kadar olan ¢emberlerin kesigim nokta-
larimin kiimesi,

(3) Madde (2)’deki gibi tarif edilen ¢gember ¢iftlerinin kesigim noktalarinin kiimesi.
Ornegin, asagidaki sekillerde ici bos noktalar S; kiimesinde ise ici dolu olanlar Sy’dedir.

6



1. Esitliklerin Galois Teorisi 1.3. Geometrik Cizimler 7

SEKIL 1.3.1. &;’deki noktalar: birlegtiren dogru ¢iftlerinin kesigim nok-
talar1 Sy klimesinin elemanlaridir.

SEKIL 1.3.2. &;’deki noktalar: birlegtiren dogrular ile merkezi S;’deki
noktalar ve yaricapr S;’deki iki noktay birlestiren bir dogru parcasi kadar
olan ¢emberlerin kesigim noktalar1 S;’'nin elemanlaridir.

SEKIL 1.3.3. Merkezi &;’deki noktalar ve yarigapt S;’deki iki noktayi

birlegtiren bir dogru parcasi kadar olan ¢ember ¢iftlerinin kesigim nokta-
lar1 Sy’dedir.
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C (P, P, ...,P,) = U2, S; olsun. Buna gore € (P, P, ..., P,)’deki noktalar bir-
legtiren dogrularin kesim noktalary; € (P, Ps, ..., P,)’deki herhangi iki noktay1 birlegti-
ren bir dogru ile merkezi €' (Py, P, . . ., P,) de bir nokta, yarigapi ise € (Py, Ps, . . ., P,)’deki
iki noktay1 birlestiren bir dogru pargasimnin uzunlugu kadar olan bir ¢emberin ke-
sigim noktasi1 ya da noktalari; merkezi €(Py, Ps, ..., P,)’de bir nokta, yarigap: ise
€ (P, Ps, ..., P,)deki iki noktay1 birlegtiren bir dogru pargasinin uzunlugu kadar olan
iki gemberin kesigim noktasi ya da noktalar1 tiimiyle € (P, Ps, . . ., P,) kiimesinin i¢ine
diiger. Eger diizlemdeki bir P noktasi igin P € €(Py, P, ..., P,) ise 0 zaman “P nok-
tasit cetvel-pergel yardimi ile P, P, ..., P, noktalarindan elde edilebilir” diyecegiz.
Aksi halde P noktas1 P; noktalarindan elde edilemez.

Oklid geometrisinin elemanlar1 noktalar, dogrular, cemberler ve acilardir. Bu ele-
manlardan dogrular, cemberler ve acilar tizerlerinden secilen bazi1 noktalar ile tam ola-
rak belirlidir (bkz. Sekil 1.3.4, 1.3.5, 1.3.6). Dolayisiyla bu noktalarin ¢izilebilir (yani
Py, Py, ..., P, noktalarindan elde edilebilir) olmasi dogru, gember ve ag1 gibi elemanla-
rin da ¢izilebilir olmasini gerektirir.

SEKIL 1.3.4. Bir dogru, tizerindeki iki nokta ile belirlidir.

SEKIL 1.3.5. Bir cember, merkezi ve tizerindeki bir nokta ile belirlidir.

F 3

SEKIL 1.3.6. Bir ac1, kosgesi ve kollar1 iizerinde kogeye esit uzakliktaki
iki nokta ile belirlidir.

Dikkat edilirse yukarida tanimladigimiz Ss, Ss, ... kiimelerindeki tiim noktalar, S;
kiimesinden, yalniz cetvel ve pergel kullanilarak elde edilebilir. Ashinda &} = {Py,..., P,}

8



1. Esitliklerin Galois Teorisi 1.3. Geometrik Cizimler 9

kiimesinden yalniz cetvel ve pergel kullanilarak elde edilebilen tiim noktalarin kiimesi
C (P, Ps, ..., P,) kimesidir.

3
13
ODF—g/Py = G 3
60° .P = (cos20,5in20)
[ DY =) >
o'p, (1,0)

SEKIL 1.3.7. 60°lik bir agmin ftice boliinmesi problemi, P =
(cos 20°, sin 20°) noktasinin € (P;, P, Ps) kiimesine ait olup olmadiginin
belirlenmesi problemidir.

Simdi geometrik ¢izimler ile ilgili problemleri cebirsel olarak nasil ele alabilecegimizi
inceleyelim. n > 2 olarak kabul edecegiz ¢iinkii aksi halde €' (P, Ps,...,P,) = {P1}
olur. Cartesian koordinat sistemimizi P, = (0,0) ve P, = (1,0) olacak sekilde sececegiz.
P = (x,y) seklindeki bir nokta ile = 4 iy karmagik sayisin eglestirecegiz. Buna gore
{P,P,,...,P,} kiimesi z; = 0 ve z5 = 1 olmak tizere {z, 29, ..., 2,} karmagik say1
kiimesi olarak tanimlanmaktadir. Simdi karmagik sayilarin € (zq, 22, . . ., 2,,) kiimesinin
neye benzedigini belirleyecegiz. €'(z1, 22, . .., 2,) kiimesine zj, 2, ..., 2, sayillarmdan
(cetvel ve pergel ile) elde edilen karmagik sayilarin kiimesi diyecegiz.

TEOREM 1.7. €(z1, 22, ...,2,), karmagik saylar cisminin zq, zs, ..., z, saylarin
iceren ve karekok alma ile eslenige gore kapalr olan en kigik alt cismidir.

KANIT. Once € (21, 29, . . ., 2,) kilmesinin C'nin bir alt cismi oldugunu ve karekok
alma ile eglenik iglemlerine gore kapali oldugunu gésterelim. z, 2" € €' (z1, 22, ..., 2,)
olsun. z + z’ sayis1 bilinen paralelkenar metoduna gore cizilebilir.

A

Zt+z

//y*fz’

v

SEKIL 1.3.8.
Boylece z + 2/, merkezi z ve yarigapi |Z/| olan ¢ember ile merkezi 2z’ ve yarigapi
|z| olan gemberin kesigim noktasidir. Bu da z + 2’ € €'(z1, 22, . . ., 2,) olmasi demektir.
Ayrica orijin merkezli ve |z| yarigaph gember ile 0z dogrusunun kesigimi —z oldugundan
—z € € (21,29, ..,2,) olur.
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Y

SEKIL 1.3.9.

Simdi €'(z1, 29, . . ., 2,) kiimesinin ¢arpma iglemine ve ¢arpimsal ters ile kare kok
alma iglemlerine gore kapali oldugunu gosterelim. Bunun igin karmagik sayilarin ku-
tupsal gosterimlerini kullanacagiz. Bir z karmagik sayisi, 0, pozitif x—ekseni ile 0z vek-
torii arasinda kalan yonlii agt ve r = (2% + y2)1/ ? olmak iizere, re? seklinde yazilabilir.
Bir karmasik sayimnin bu bicimdeki gosterimine kutupsal gosterimi denir. z = reve
2 = r'e?olsun. Buna gore 22/ = rr'e?*%) olur. Pozitif z—ekseni ile § + ' kadar ac
yapan bir 1gim1 cetvel-pergel yardimiyla ¢izebiliriz (bkz. Sekil 1.3.10).

F 3 F 3 F 3
> | A
. 4 / | xf
o +o
56 ! . “\.6{ > \+ >
!JPZ(LO) h P00 & F200
SEKIL 1.3.10.

Dikkat edilirse iki aginin fark: kadar 6l¢iiye sahip bir agiy1 da benzer yolla ¢izebiliriz.
Ote yandan uzunlugu 77’ olan bir dogru parcasi da cetvel pergel yardimiyla cizilebilir
(bkz. Sekil 1.3.11).

10
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0,7r") ¢,

(0,7") ¢

P,

P5(1,0) E?", 0) >

SEKIL 1.3.11.

Yukaridaki gekilde y—ekseni tizerindeki noktalar yukaridan agagr (0,r) ve (0,77)
almirsa z-ekseni tizerinde (77,0) noktas: elde edilir. Dolayisiyla zz" carpim ile 2" #

0 iken z(z')~! garpimm ¢izilebilirdir. Diger taraftan bir aciy1 yalmz cetvel ve pergel
kullanarak ikiye bolmek ¢ok zor degildir (bkz. Sekil 1.3.12).

y
(0,1) ¢ v
_________ e
/',; Y "’
P, P,(1,0) i
SEKIL 1.3.12.

Agagidaki gekil ise bir r sayis1 igin 1/7'nin nasil ¢izilebilecegini agiklamaktadir.

11
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Sy

SEKIL 1.3.13.

Buna gore z € €(z1,2,...,2,) ise 2V/2 € €(21, 20,...,2,) dir. Ayrica Zz sayisii
z’den z—eksenine dikme indirip orijin merkezli |z| yarigapli ¢ember ile kesistirerek
elde edebilecegimizden z € €(z1,29,...,2,) iS¢ Z € €(21,29,...,2,) olur. Boylece
€ (21,22, - -, 2n), C'nin karekok ve eglenik alma iglemlerine gore kapali bir alt cismidir.

Simdi €', C'nin 21, ..., 2,1 iceren ve karekok ile eglenik alma iglemlerine gore kapa-
libir alt cismi olsun. €(z1, 29, . .., 2,) € €’ oldugunu gosterecegiz. € (z1, 22, . . . , 2,)’in
tanimlanma geklinden dolay1

1. ¢’ deki noktalar1 birlegtiren dogru ¢iftlerinin kesigim noktalarinin ¢” de oldugunu,

2. ¢’ deki noktalar: birlestiren dogrular ile merkezi ¢ deki noktalar ve yaricapi ¢’
deki iki noktay1 birlegtiren bir dogru parcasi kadar olan ¢gemberlerin kesigim noktalari-
nin ¢’ de oldugunu ve

3. merkezi ¢’ deki noktalar ve yarigapit %’ deki iki noktay1 birlegtiren bir dogru
pargasi kadar olan ¢cember c¢iftlerinin kesigsim noktalarimin %’ de oldugunu

gostermek yeterlidir.

%" eslenik alma islemine gore kapal ve i = /—1 € ¢” oldugundan her x + iy € €’
icin x,y € €’ olur. Buna gore € deki farkl iki noktay1 birlegtiren bir dogru, " igindeki
a, b, ¢ reel sayilar i¢in ax + by + ¢ = 0 tipinde; merkezi €’ deki bir nokta ve yarigapi
¢’ deki iki noktay1 birlegtiren bir dogru parcasi kadar olan bir ¢ember %’ igindeki
d,e, f reel sayilan icin 22 + y?> + dz + ey + f = 0 tipindedir. az + by + ¢ = 0 ve
ax + by + ¢ = 0 tipindeki paralel olmayan iki dogrunun kesisim noktasi Crammer
yontemi ile bu denklemleri ortak ¢ozerek, yani a,b,c,a’,b’,c reel sayilarimin iginde
bulundugu baz1 determinantlar1 hesaplayarak elde edilebilir. Bu da kesigim noktasinin
a,b,c,a’, V', ¢ sayilarindan sadece cebirsel iglemler (toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bélme)
kullanmilarak elde edilebilecegi anlamina gelmektedir. Dolayisiyla koordinatlar1 %" de
olan noktalar1 birlegtiren dogrularin kesigim noktalarimin da koordinatlar1 ¢” de olur.
y = mz +b (m # 0) dogrusu ile 2% + y*> + dv + ey + f = 0 gemberinin kesigim
noktalarimin apsisi 2 + (mz + b)? + dx + e(mx + b) + f = 0 quadratik esitligini
¢ozerek bulunabilir. Béyle bir quadratik esitligin ¢6ziimii yalniz cebirsel iglemler ile
karekok alma iglemi kullanilarak yapilabildigine gore eger dogru ile ¢ember kesigiyor
ve m,b,d, e, f reel sayilar1 ¢’ cisminde ise denklemin ¢éztimleri de €’ de bulunan reel
sayllardir. x = (y—b)/m oldugundan dogru ile gemberin kesigim noktasinin koordinalar

12



1. Esitliklerin Galois Teorisi 1.3. Geometrik Cizimler 13

%" cisminin elemanidir. Ayrica x = a dogrusu ile 22 + y? + dx + ey + f = 0 ¢emberinin
kesigim noktalar: i¢in de ayni sonucu benzer sekilde elde edebiliriz. Diger taraftan ¢’
de bulunan d, e, f,d’, ¢, f' reel sayilar icin 22 +y* +dr+ey+ f =0 ve 2 +y? +d'z +
¢’y + f' = 0 ¢emberlerinin kesisim noktalar1, z + y* + dx + ey + f = 0 cemberi ile
(d—d)x+ (e —€)y+ f— f = 0 dogrusunun kesisim noktalar1 ile ayn olacagindan
yukaridaki sylenenlerden dolay1 bu ¢emberlerin kesigsim noktalar1 da koordinatlar1 ¢’
cismine ait reel sayilar olacaktir. Boylece ispat tamamlanmig olur. 0J

NoT. € (21,22, ..., 2,) cismi, 1 ve i sayilarimi igeren bir cisim oldugundan, Q(i) =
{p+iq : p,q € Q} cismini kapsar. Dikkat edilirse Q(7), C i¢inde yogundur; yani, C’deki
her dairesel komsguluk (dairesel bolge) Q(i)’de bir nokta bulundurur.

€ (21, 22, - - -, z») 'nin yukarida verilen karakterizasyonundan faydalanarak agagidaki
sonucu verebiliriz.

SoNug 1.8. z1,...,2, € Cve F = Q(z1,...,2n,21,---,2,) Olsun. Buna gore bir z
karmasik sayisi zq, ..., 2, sayillarindan elde edilebilir ancak ve ancak

(1) z € F(uy,...,u,),
(2) u? € F ve
(3) her 1 <i <ricin u? € F(uy,...,u;i_1)

olacak sekilde uq, ..., u, karmagik sayilar: vardir.

Yukaridaki (2) ve (3) ozelligini saglayan F'(uy,...,u,) cismine F' tizerinde bir kare-
kok kulesi denir.

KANIT. €(z,...,2,), karekok ve eslenik alma iglemlerine gore kapali oldugun-
dan, € (z1,...,2,), F'yi ve F tlzerindeki her karekok kulesini icerir. Dolaysiyla ", F
tizerindeki karekok kulelerinin bilegimi ise € (21,...,2,) 2 €’ olur. 2,2’ € €’ olsun.

z € F(uy,...,u,) ve 2/ € F(u),...,u.) olacak gekilde F' tizerinde F(uq,...,u,) ve
F(ul,...,u) gibi karekok kuleleri vardir. Dikkat edilirse F'(uy,...,u,, u},...,u}) de
F tzerinde bir karekok kulesidir. z + 2/, 22" € F(uq,...,u.,uy, ..., u)) ve z # 0 iken
27t e F(uy,...,up,uh, ... u.) olacagindan 6" kiimesi C'nin bir alt cismidir. Ote yan-
dan ¢ karekok alma islemine gore kapaldir. Bunu gormek icin u? € 6’ alahm. Buna
gore u* € F(uy, ..., u,) olacak sekilde F' tizerinde bir F(uy,...,u,) karekok kulesi var-
dir. Fakat bu durumda F(us,...,u,,u) da F iizerinde bir karekok kulesi olacagimdan
u € €' bulunur. Ayrica F' = F ve F(uy,...,u,) = F(iy,...,u,) oldugundan €”, esle-
nik alma iglemine gore de kapalidir. Boylece ¢’ O €'(z1, .. ., z,) elde edilir. Dolayisiyla
¢ =%€(z,...,2,) olur. Bu ise kanit1 tamamlar. O

SoNu¢g 1.9. F = Q(z1,...,2n,21,---,2,) olsun. Buna gore zi, ..., z,sayilarimdan
elde edilebilen her z karmagik sayisi, C’nin F' iizerinde derecesi 2’'nin bir kuvveti olan
cebirsel bir elemanidir.

KANIT. F iizerindeki her karekok kulesinin F' iizerindeki boyutu 2'nin bir kuvveti
kadardir. Eger z F'nin boyle bir geniglemesi igine diigerse [F(z) : F| boyutu da 2'nin
bir kuvveti olur. Boylece kanit tamamlanir. U

Bir ¢ok ¢izilebilme probleminde yalmz iki adet nokta (ya da denk olarak bir dogru
parcasi) verilmektedir. Uygun bir koordinat sistemi segerek bu noktalar1 0 ve 1 ala-
biliriz. Buna gore F© = Q bulunur. Bu durumda ¢ = (21, 22) cismine ¢izilebilir
(karmagik) saylar cismi adi verilir.

13



14 1.3. Geometrik Cizimler 1. Esitliklerin Galois Teorisi

Simdi daha 6nce bahsi gegen klasik geometrik ¢izim problemlerine; yani,

(@) bir agimin {i¢ eg pargaya bolinmesi;

(b) bir kiipiin iki katinin ingasi; yani, bir kiiptin hacminin iki kat1 hacme sahip bir
kiip elde edilmesi;

() bir diizgiin yedigen ¢izilmesi;

(d) bir gemberin karelegtirilmesi; yani, alan1 bir gemberinkine egit olan bir kare
¢izilmesi.
problemlerine yanit verecegiz.

BIR ACININ UC ES PARCAYA BOLUNMESI. Yalniz cetvel ve pergel kullanarak her
acup ti¢ es parcaya ayramayz. Ornegin 60°°lik élgiiye sahip bir acu ti¢c es parcaya
boliinemez. Daha once soyledigimiz gibi 60° lik bir acidan 20°°lik bir aguyr ¢izebilmek
icin Py = (0,0), P» = (1,0) ve P; = (cos60°,sin60°) = (%,?) noktalarindan P =
(cos 20°,sin 20°) noktasiny ¢izebilmek gerekir. Eger P noktast Py, P, ve P3 nokta-
larindan elde edilebilir ise o zaman P’den x—eksenine inilen dikmenin ayagi, yani
Q = (cos20°,0) noktast da Py, P> ve Py noktalarindan elde edilebilir. Dolayiswyla,
21 =0, 29 = 1 ve z3 = %—i— ?z icin F = Q(21, 2, 23, 21, 22, 23) = Q(v/=3) yazar-
sak, 60°°lik a¢inin tige bolinebilmesi halinde cos 20° 'nin F' dizerinde cebirsel olmasi ve
cos 20° 'nin F' tizerindeki derecesinin 2 'nin bir kuvveti olmasi gerekir. Fakat F', Q tize-
rinde cebirsel ve [F : Q| = 2 oldugundan cos 20°, Q dzerinde de cebirsel ve Q tzerindeki
derecesi de 2 'nin bir kuvveti olmalidir. Simdi a = cos 20° olsun. cos 30 = 4 cos® §—3 cos 6
oldugundan 4a® —3a = % bulunur. Buna gére a, 4353—31’—% = 0 esitliginin bir kokiuddr.
Fakat 423 — 32 — % polinomu Q tzerinde indirgenemezdir ¢linki

2[4(2:5)3—3(;95)—;] =23 —3zx—1

polinomunun hi¢ tamsayr koki yoktur. Dolaysiyla a’nin Q dzerindeki derecesi 3 olur.
Bu durumda yukarida soylenenlerden dolay: cos20° z1, zo ve z3 'den elde edilemez.

BIR KUPUN IKI KATININ INSASI. Bir kiiptin iki katr hacime sahip bir kip her zaman
insa edilemez. Bunu gdstermek icin /2 nin ¢izilebilir bir say olmadigine gostermek
yeterlidir. Ashnda [Q(v/2) : Q] = 3 oldugundan, Sonug¢ 1.9°dan dolay: /2 ¢izilebilir
degildir.

P ASAL SAYISI ICIN DUZGUN p—GEN INSA ETME. Bu problem z = cos(27/p) +
isin(2m/p) saypsimn ¢izilebilir olmasy ile dlgilidir. 2P = 1 ve 2P — 1 = (z — 1)(2P~1 +
2P 2+ -+ 1) oldugundan z, 2P~ + P72+ +1 =0 olur. 7~ + P2 + .-+ 1 poli-
nomu Q[X] i¢inde indirgenemez oldugundan [Q(z) : Q] = p— 1 olur. Buna gére Sonug
1.9°dan, cetvel-pergel yardimayla dizgiin p—gen ¢izilebilmesi icin p — 1 = 2° olacak se-
kilde bir s pozitif tamsayisinin bulunmast gerekir. Dolaysiyla p = 2°+1 tipindeki p asal
sayilarey i¢in dizgin p—gen ¢izilebilmektedir. 6, 2 'nin bir kuvveti olmadigindan cetvel—
pergel yardimayla diizgin yedigen ¢izilemeyecegi sonucu hemen elde edilebilir. p = 2°+1
asal sayr ise s sayst da 2°nin bir kuvveti olmalidir. Aksi halde s = mn ve m bir tek
sayrise p=2° + 1= (2")" 4+ 1 = (2" + 1)(27m=D) —2n(m=1) 4 ...+ 1) olacagindan bu
durum p’nin asal olmasi ile ¢elisir. Buna gore dizgin p—gen ¢izilebilmesi i¢in p asal
sayisinan 2% 41 tipinde olmasu gerekir. Bu tipten bir asal saywa Fermat asal sayst de-
nir. Pierre Fermat 2% +1 tipindeki herhangi bir tamsayinin asal olacagine distinmisti;

14



1. Esitliklerin Galois Teorisi 1.4. Parcalanig Cisimleri 15

ancak bu diistincesinin dogru olmadigr Euler tarafindan 232 +1 = 641 x 6700417 oldugu
gosterilerek curitilmaistir. Bilinen Fermat asallary t = 0,1,2,3,4 alinarak elde edilen
p = 3,5,17,257,65537 saylaridir. Hentiz kanitlanamamas olmakla beraber bu listenin
tim Fermat asallarimin listesi oldugu distinilmektedir.

BIR CEMBERIN KARELESTIRILMESI. Yaricapt 1 br olan bir cemberin alans w br* dir.
Alan m br* olan bir karenin kenar uzunlugu da /7 br olur. Dolayswyla bir cemberin
karelestirilmesi m sayisinan ¢izilebilir olmasina baghdir. Fakat 1882°de Lindemann ta-
rafindan gosterildigi gibi m sayst Q tzerinde cebirsel degildir. Buna gére Sonug 1.9°dan
dolay yalniz cetvel ve pergel yardimala bir cemberin alanina sahip bir kare ¢izilemez.

1.4. Parcalanmig Cisimleri

Bir F cismi tizerinde p(X) polinomu verildiginde, p(X)’in biittiin koklerini igerecek
sekilde F'nin bir £ geniglemesinin bulunmasini istedigimiz durumlarla kargilagiriz. Eger
a € Ficin p(a) = 0 ise X — a | p(X) oldugunu biliyoruz. Buna gore p(X) bir monik
polinom ve p(X)’in biitiin kokleri ay, ..., a, € F ise o zaman E[X] i¢inde

n

p(X) = JI(X — )

i=1
yazilabilir. Bu durumda “p(X), E tizerinde tamamen garpanlarina ayrilabilir” ya da
kisaca “p(X), E tizerinde pargalanabilir” denir. Eger a € FE, p(X)’in bir koki ise
[T, (o — ;) = p(a) = 0 olacagindan uygun bir i = 1,...,n icin a = a; olur. Ote
yandan p(X) polinomu F'(ay,...,a,) cismi iizerinde de ayn1 bigimde garpanlarina ay-
rilacaktir. Dolaywsiyla E' cismi yerine F'(aq, ..., a,) cismini digiinmek p(X) polinomu
tizerinde calisirken gereksiz yere fazla eleman igeren bir cisim ile ¢aligmaktan daha iyi
bir diigiince olacaktir.

TANIM 1.10. F bir cisim ve p(X) € F[X] bir monik polinom olsun. Kabul edelim
ki £, F’nin bir geniglemesi olsun. Eger

(1) E[X]i¢inde p(X) = (X —aq) - - - (X — «v,) yazilabiliyorsa, yani p(X), E tizerinde
parcalanabilir ise
ve

(1)) E = F(ayg...,qp) ise, yani E, F tzerinde p(X)’in tim kokleri tarafindan
tiretiliyorsa
o zaman E’ye p(X) polinomunun F tizerindeki bir par¢alanis cismi denir.

TEOREM 1.11. F bir cisim olsun. F izerindeki sabit olmayan her monik polinomun
bir parcalanis cismi vardar.

KANIT. p(X) € F[X], derecesi n > 1 olan bir monik polinom olsun. Kabul edelim
ki p1(X),...,pe(X), F tizerinde (birbirinden farkli olmak zorunda olmayan) monik in-
dirgenemez polinomlar olmak tizere p(X) = p1(X) ... px(X) olsun. (p(X)’i bu bigimde
yazabilecegimizi F'[X|'in bir tek tirlii carpanlara ayirma bolgesi olugundan dolay1 bi-
liyoruz.) k < n oldugu agiktir. n — k tizerinde tiimevarim uygulayacagiz. n — k = 0 ise
her 7 igin p;(X) dogrusaldir ve bu durumda F’nin kendisi p(X)’in bir parcalanig cismi
olur. Dolayisiyla n — k£ > 0 iddia n — k’dan kiigiik tiim negatif olmayan tamsayilar
i¢in dogru olsun. Buna gore en az bir 7 i¢in p;(X)’in derecesi 1’den biiyiiktir. Genel-
ligi bozmadan bu polinomu p; (X) olarak alabiliriz. K = F[X]/(p1(X)) yazalim. Buna
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gore K bir cisimdir. Ote yandan her a € F i¢in a’y1 a + (p1(X)) € K ile 6zdes tutar-
sak F’yi K icine gomebiliriz; yani K’y1 F'nin bir geniglemesi olarak gorebiliriz. Hatta
u =X +pi(X) € K denirse p;(u) =0 ve K = F(u) elde edilir. Dolayisiyla K, F'nin
p1(X)’in bir kokii tarafindan tiretilen bir basit geniglemesidir. Ayrica her i = 1,... k
i¢in p;(X)’i K[X] i¢ginde indirgenemez ¢arpanlarima ayirirsak, p(X)'i K[X] igindeki in-
dirgenemez polinomlarin ¢arpimi seklinde yazmig oluruz. Bu ¢arpimda [ tane indirgene-
mez polinom yer alirsa, K[X] i¢inde p;(X) = (X —u)p}(X) seklinde yazilabileceginden,
[ > k olmak zorundadir. Buna gore n — [ < n — k dir. Timevarim hipotezimizden do-
lay1 K'nin bir geniglemesi £ = K(u1,...,u,) i¢in p(X) = [T, (X — u;) yazilabilir.
p1(u) =0 ve p1(X) | p(X) oldugundan p(u) = Ove boylece uygun bir ¢ i¢in u = u; olur.
Dolayisiyla E = K(uq,...,u,) = F(u)(u1,...,u,) = Flu,ug, ... u,) = F(ug, ..., uy,)
elde edilir. Boylece F, p(X)’in F tizerindeki bir pargalanig cismi olur. 0

ORNEK 1.12. F bir cisim ve a,b € F olsun. Eger p(X) = X2+ aX + b, F {izerinde
indirgenemez ise o zaman E = F[X]/(p(X)), p(X)’in F tizerindeki bir parcalanig cismi
olur. u = X + (p(X)) olsun. £ = F(u) yazabiliriz. p(u) = 0 oldugundan F[X] i¢inde
p(X) = (X —u)(X — ) olacak gekilde v’ € E vardir. Buna gore E = F(u) = F(u,u)
olacagindan E, F' tizerinde p(X)’in tiim kokleri tarafindan tretilen geniglemesidir. Ay-
rica [E : F| =2 dir.

ORNEK 1.13. F = Z/27Z olsun. p(X) = X3 + X + 1 alalm. p(X)’in derecesi 3
oldugundan ve F iginde hi¢ kékt bulunmadigindan p(X), F' iizerinde indirgenemezdir.
E = F[X]/(p(X)) ve u = X + (p(X)) € E olsun. Buna gore E = F(u), p(X)'in F
tizerinde bir parcalams cismidir. Dikkat edilirse X2+ X +1 = (X +u)(X?+uX +u?+1)
yazilabilir. Ayrica F iginde (u?)?*+u(u?)+u*+1 = 0 oldugundan v? € F, X?+uX+u?+1
polinomunun bir kékiidiir. Dolayisiyla X% +4uX +u?+1 polinomu E[X] i¢inde tamamen
carpanlarina ayrilabilir. Boylece E = F(u), p(X)’in F {izerinde bir pargalanig cismi
olur.

ORNEK 1.14. F = Q ve p(X) = (X2 — 2)(X? — 3) olsun. Buna gore Q(v/2,v/3),
p(X)'in Q tizerinde bir pargalanig cismidir.

ORNEK 1.15. F = Q, p bir asal say1 ve p(X) = X? — 1 olsun. X — 1 = (X —
D(XP 14+ XP 24 +1) ve XP~ 1+ XP24. ..+ 1 polinomunun Q tizerinde indirgenemez
oldugunu biliyoruz. Simdi z = X + (XP7!' + XP72 + ... + 1) € Q[X]/(XP~! + XP72 +
-+ + 1) olmak tizere £ = Q(z) olsun. 2z # 1, 22 = 1 ve XP~! 4+ XP72 + ... 4+ 1
z'nin Q iizerindeki minimal polinomu oldugundan 1, z, ..., 2’~! elemanlar1 birbirinden
farklidir. Ote yandan (2%)? = (2P)* = 1 oldugundan 1, z,...,2P~1 elemanlarmin her
biri X? — 1 polinomunun kokiidiir; yani, X? — 1 = [["—5 (X — 2%) olur. Béylece Q(z),
XP — 1 polinomunun Q {tizerinde bir parcalanig cismidir.

NoT 1.16. F bir cisim olsun. F' tlizerindeki her pargalanig cismi F' iizerinde sonlu
boyutludur. p(X) € F[X] ve p(X)’in F tizerindeki bir parcalans cismi F olsun. Buna
gore her i = 1,...,n i¢in p(w;) = 0 ve E = F(uy,...,u,) olacak sekilde uy,...,u, €
FE elemanlar1 vardir. Dikkat edilirse bu u; elamanlarinin her biri F' tizerinde cebirsel
oldugundan F'(uq,...,u;_1) cismi iizerinde de cebirseldir. Buna gore her 1 < i < n igin

[F(ul,...,ui) . F(ul,...,ui,l)] < 00.
16
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Dolayisiyla
[E:Fl=]]lF(ut,...,w): F(ui,...,ui_1)] < o0
i=1
olur. (Burada ¢ = 1 iken F'(uy,...,u;—1) = F olarak alimnmaktadir.)

F ve F' iki cisim olmak iizere ¢ : F' — F’ bir cisim homomorfizmas: (ya da
denk olarak cisim monomorfizmasi) olsun. Eger p(X) = ag + a1 X + -+ + a, X" €
F[X] ise o zaman o(ag) + o(a;)X + -+ + o(a,)X™ € F’' polinomunu op(X) seklinde
gosterecegiz. Dikkat edilirse f,ge F[X] ise o(fg) = (of)(og) olur. Oyleyse op(X),
F’ tizerinde indirgenemez ise p(X) de F tizerinde indirgenemezdir. Eger, ek olarak, o
bir cisim izomorfizmasi ise p(X)’in F' tizerinde indirgenemez olmasi ile op(X)’in F”
tizerinde indirgenemez olmasi denktir. Ayrica her a € F i¢in o(p(a)) = op(o(a)) olur.
Dolayisiyla, a € F, p(X)’in bir kokii ise o(a) € F’, op(X)’in bir kokiidiir.

LEMMA 1.17. F ve F' birer cisim, o : F — F' bir cisim izomorfizmasi, ve E ve E’
swraswla F ve F' cisimlerinin birer genislemesi olsun. Kabul edelim ki v € E, minimal
polinomu p(X) € F[X] olan E’nin F tzerindeki bir cebirsel elemany olsun. Buna gore

o, F(u) = E' seklinde bir monomorfizmaya genisler ancak ve ancak op(X)’in E'
icinde bir koki vardir. o’nin F(u) - E' seklindeki genislemelerinin sayst op(X)
polinomunun E' i¢indeki koklerinin sayist kadardor.

KANIT. Eger o'nin g : F'(u) — E’ seklinde bir geniglemesi varsa o zaman op(a(u)) =
op(a(u) = a(p(u)) = a(0) = 0 olacagindan op(X)’in E’ igindeki bir kokii o(u) olur.
Tersine v € E’, op(X)’in bir koki olsun. F[X]| — E', f(X) — of(v) seklinde tanim-
lanan dontigiim bir halka homomorfimasidir. Bu homomorfizmanin gekirdegi p(X)’i
icerdigi i¢in F[X]/(p(X)) — E', f(X) + (p(X)) — of(v) seklinde bir homomorfizma
elde edilir. Ote yandan F(u) — F[X]/(p(X)), f(u) = f(z)+ (p(X)) déniigiimiiniin bir
izomorfizma oldugunu biliyoruz. Buna gore

7 : F(u) — F[X]/(p(X)) —— F

fu) o f(v)

bilegkesi o’'nin F'(u)’ya bir geniglemesidir. F'(u) nun elemanlar1 F' tizerindeki u’ya bagh
polinomlar tipinde ifade edilebildiginden ¢ u’yu v’ye gotiiren o¢’nin tek geniglemesidir.
Ayrica o bir izomomorfizma oldugundan o f F” tizerinde indirgenemezdir ve buradan
da of, v'nin F’ tizerindeki minimal polinomudur. Dolayisiyla o’min genislemelerinin
say1st o f polinomunun £’ i¢indeki koklerinin sayisi kadardir. 0

TEOREM 1.18. F ve F' birer cisim, o : ' — F' bir cisim izomorfizmasi ve p(X) €
F[X] sabit olmayan bir polinom olsun. E ve E' siraswyla p(X) ve op(X) polinomlarinin
F ve F' dizerindeki parcalanis cisimleri olsun. O zaman o, E’den E'’ye tanimly bir o
izomorfizmasina genisletilebilir. Ayrica o’nin bu sekildeki genislemelerinin sayist en
fazla [E : F| kadardir ve eger op(X)’in tim kékleri farkl (yani tek katl) ise o zaman
genislemelerin sayst [E : F| ye egittir.

KANIT. E, F iizerinde bir pargalanig cismi oldugudan [F : F] < oo oldugunu bi-
liyoruz. [E : F| tizerinde tumevarim uygulayacagiz. Eger [F : F| = 1 ise £ = F

17
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dir ve F[X] iginde p(X) = [1(X — a;) bigiminde yazilabilir. Dolayisiyla F'[X] icinde
op(X) = o [I(X —a;) = [I(X —o(a;)) yazilabilir. Buna gére o(a;)’ler op(X)’in kokleri-
dir ve E’, F’ tizerinde bu kokler tarafindan iiretildiginden £’ = F” bulunur. Dolayisiyla
o'nin yalmiz 1 = [E : F] adet geniglemesi vardir; o da kendisidir. Simdi kabul edelim ki
[E : F] > 1 ve iddia [F : F]'den kii¢iik boyutlu geniglemeler i¢gin dogru olsun. Bu du-
rumda E # F olacagindan p(X), F[X] igindeki dogrusal polinomlarin ¢arpimi olarak
yazilamaz. Dolayisiyla p(X)’in derecesi 1’den biytik olan monik ve F' iizerinde indir-
genemez bir boleni vardir. Bu bélen ¢(X) olsun. Bun gore F'[X] iginde og(X) | op(X)
olur. p(X)’in koklerini E[X] i¢inde p(X) = [T, (X —u;) ve ¢(X) = [T, (X —u;) olacak
sekilde yazalim. Buna gore E'[X] i¢inde op(X) = [T (X —v;) ve oq(X) = TT% (X —v;)
yazabiliriz. K = F(uy) olsun. ¢(X), monik, F {izerinde indirgenemez ve ¢(u;) = 0 ol-

dugundan ¢(X), u;’in F tizerindeki minimal polinomunudur. Béoylece [K : F] = m
olur. k, birbirinden farkh olan vy, ..., v, elemanlarinin sayisi olsun. Yukaridaki lem-
madan dolay1 K’dan E’ i¢ine k tane o’nin geniglemesi 7, . .., 7 vardir. Eger vy, ..., v,

elemanlarimin her biri farkli ise o zaman K’dan E’ i¢ine o’'nin k = m tane genislemesi
vardir. Tanimdan agik¢a goriilebilir ki E, p(X) polinomunun K iizerinde de bir par-

calamg cismi, F’ ise op(X) polinomunun 7;(K) (i = 1,..., k) tizerinde bir parcalans
cismidir. [E : K| = [E : F|/|[K : F| = [E : F|/m < [E : F] oldugundan tiimevarim
hipotezimizden dolay1 her i = 1, ...,k i¢in 7;, E’den E’ lizerine bir izomorfizmaya ge-

nigletilebilir ve bu geniglemelerin sayisi en fazla [E : K] kadardir; tistelik eger op(X)’in
tiim kokleri farklh ise geniglemelerin sayisi [F : K|’ya esgittir. Bu geniglemelerin herhangi
biri ayn1 zamanda o'nin da bir genislemesidir. Ozel olarak ¢'nin £ — E’ seklinde en
az bir izomorfizmaya genisletilebilecegini soyleyebiliriz. Yani £ = E’ olur. Ote yan-
dan o'min E’den E’ iizerine herhangi bir izomorfizma geniglemesinin K’ya kisitlanigi
o’'nin K’dan E’ i¢ine bir monomorfizma geniglemesidir ve dolayisiyla da 7;’lerden bi-
rine egittir. Boylece 0'nin E’den E’ iizerine izomorfizma geniglemelerinin sayisi en fazla
m[E : K| = [E : F] kadardir ve eger op(X)’in tiuim kokleri farkli ise bu geniglemelerin
sayist [E : F|'ye esittir. O

Yukaridaki teoremde F' = I ve ¢ da birim déniigiim alimirsa p(X)’in F' iizerin-
deki herhangi iki parcalanig cisminin izomorf olmasi gerektigi sonucunu elde edebiliriz.
Aslinda bu parcalanig cisimleri arasinda F’ye kisitlanigi birim olan bir izomorfizma
bulunabilir. Boyle bir izomorfizmaya E’den E’ tizerine F’yi sabit birakan izomorfizma
denir. Yukaridaki teoremi F' = F’ alarak uygularsak E tizerindeki F’yi sabit birakan
otomorfizmalarin (ya da E’nin F tizerindeki otomorfizmalarinin) sayisi en fazla [E : F]
kadardir ve eger p(X)’in tiim kokleri farkli ise otomorfizmalarin sayisi [E : F|’ye egittir.

1.5. Kathh Kokler
f(X) € F[X] sabit olmayan bir monik polinom olsun. F, f(X)’in F iizerinde bir
parcalanig cismi olsun. E[X] i¢inde
FX) = (X — )™ (X — )™
yazalim. Kabul edelim ki ¢ # j ise u; # u; olsun. Buradaki k; pozitif tam sayisina u;
kokiiniin kat1 denir. Eger k; = 1 ise w;'ye f(X)’in bir basit kioki; aksi halde ise katl

koki denir. Eger E', f’nin F tzerindeki bagka bir parcalang cismi ise o zaman F’yi
sabit birakan uygun bir izomorfizma altinda wu;’ler ile eglesen u; € E’ elemanlar igin
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E'[X] iginde f(X) = [1(X — u})* yamlabilir. Dolayisiyla k; katlar1 fnin F {izerindeki
parcalanis cisminin seciminden bagimsizdir. Ozel olarak bir kokiin basit olmasi da bu
se¢cimden bagimsizdir. Teorem 1.18’den dolay1 tiim kokleri basit olan bir polinom ile
calismak ayr1 bir kolaylik saglamaktadir. Ciinkii boyle bir durumda E’nin F' tizerindeki
otomorfizmalarimin sayisi [E : F]'ye esittir.

Bu boliimde F'nin karakteristigi sifirsa ya da F' sonlu ise polinomun tiim koklerinin
basit oldugunu varsaymanin genelligi bozmayacagini gosterecegiz. F/, F'nin bir genigle-
mesi ve p1(X), ..., p(X), F tizerinde birbirinden farkl indirgenemez polinomlar olmak
tizere f(X) = pi(X)" ... p(X)¥ ise, tanimdan kolayca goriilebilecegi gibi, F f(X)’in
F tizerinde bir pargalanig cismidir ancak ve ancak E fo(X) = p1(X)...p/(X) polino-
munun F tzerinde bir pargalanig cismidir. Dolayisiyla f(X)’i F' tizerinde indirgenemez
olan birbirinden farkli polinomlarin ¢arpimi geklinde kabul edebiliriz. Eger p(X) ve
q(X), F tuzerinde iki farkli indirgenemez polinom ise a(X)p(X) + b(X)g(X) = 1 ola-
cak sekilde a,b € F[X] vardir. Buna gore p(X) ve ¢(X) polinomlariin £ iginde ortak
bir kékiiniin olmas1 miimkiin degildir. Dolayisiyla f(X) birbirinden farkli indirgenemez
polinomlarin ¢arpimi ise f(X)’in tiim koklerinin basit oldugunu soylemek ile f(X)’in
tim indirgenemez carpanlari i¢in ayni seyi soylemek denktir.

Simdi bir polinomun kéklerinin basit olmasi ile ilgili kullanigh bir kriter verecegiz.
Fakat bunun igin tiirev adimi verdigimiz bir kavrama ihtiyacimiz var. F[X] halkasina h
gibi bir degisken daha ekleyerek X ve h degigkenlerine bagh F[X, h| polinom halkasini
yazalim. F[X, h| = F[X][h] ve h, F[X] tizerinde transandant oldugundan F[X, h] i¢in-
deki her eleman, f;(X)’ler F[X] in elemam olmak tizere, fo(X)+ f1(X)h+-- -+ f,(X)h"
seklinde tek tiirlii yazilabilir. Ozel olarak f(X) € F[X]ise f(X+h) = fo(X)+f1(X)h+
-+ fu(X)h™ seklinde yazabiliriz. h = 0 alimirsa (yani F'[X, h] — F[X], F'ye kisitlanisi
birim ve X +— X, h +— 0 olan deger homomorfizmas: uygulanirsa) f(X) = fo(X) elde
edilir. Buna gore h | f(X + h) — f(X) dir. f(X + h) — f(X) polinomu A polinomuna
bolersek fi(X)+ fo(X)h+- -+ fo(X)h" ! buluruz. Buradan h = 0 alinirsa f;(X) elde
edilir. Iste bu f1(X) polinomuna f(X) polinomunun tiirevi denir ve f1(X) = f'(X)
seklinde yazilir. Buna goére tanimdan dolay:

(%) X +0) = fX) + F/OOR (mod h?)

olur. Ayrica f(X + h) = f(X) + g(X)h (mod h?) olacak sekilde bir g(X) € F[X]
varsa o zaman f'(X)h = g(X)h (mod h?) ve buradan da f'(X) = g(X) (mod h?) yani
f(X) = g(X) elde edilir. Dolaysiyla f'(X) polinomu (x) denkligi ile tek tiirli belirlidir.
Tirevin bu karakterizasyonu asagidaki temel o6zellikleri elde etmemizi kolaylagtirir:
1) (f+9)=1+4,
(2) her a € F i¢in (af) = af’,
3) (f9)' = f'g+ fd,
(4) X' =1.
Ik iki 6zellik () denkilginden dolay1 hemen elde edilir. Carpim kural gérmek icin ()
denkligini g(X + h) i¢in yazlan denklik ile ¢arpariz. Buna gore
(fOX +h) = f(X+h)g(X +h) = [f(X)+ [ (X)h][g(X)+g'(X)h] (mod h?)
F(X)g(X) + [f(X)g(X)
+f(X)g'(X)]h  (mod h?)
19
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bulunur. Dolayisiyla (3) 6zelligini, () denkligini fg ¢arpimi i¢in kullanarak elde edebi-
liriz. Ayrica X +h = X +1-h (mod h?) oldugundan X’ = 1 elde edilir. Bununla birlikte
carpim kural kullamlarak her k > 0 icin (X*)" = kX*~1 yazabiliriz. Ek olarak 12 = 1
oldugundan ¢arpim kurali sayesinde 1’-1+1-1" = 1/, buradan da 2(1') = 1" yani I’ = 0
bulunur. Tirevin dogrusallik 6ézelliginden (yukaridaki (1) ve (2) 6zellikleri) herhangi
bir f(X)=ay+ a1 X + -+ a, X" polinomu i¢in Analiz derslerinde gérdugiimiiz

f/(X) =a; +2a9X +--- _|_naan—1
egitligi elde edilir.

TEOREM 1.19. f(X) € F|[X] sabit olmayan bir monik polinom olsun. Kabul edelim
ki E, f(X)%n F dzerindeki herhangi bir par¢alanis cismi olsun. O zaman f(X)’in
E i¢indeki tim kokleri basittir ancak ve ancak f(X) ve f'(X) polinomlar: aralarinda
asaldur.

KaniT. F[X] iginde (f(X), /(X)) = d(X) olsun. Kabul edelim ki f(X), F iginde
u gibi bir ¢ok kath koke sahip olsun. Buna gore uygun bir & > 1 tamsayisi i¢in f(X) =
(X — u)kg(X) yazabiliriz. Her iki tarafin tiirevi alimirsa f/(X) = (X — u)*¢'(X) + k -
(X — u)*1g(X) elde edilir. Buna gore X — u polinomu E[X] i¢inde f(X) ve f(X)
polinomlarinin bir ortak bélenidir. Dolayisiyla d(X) # 1 dir. Tersine f'nin tiim kokleri
basit olsun. O zaman f(X) = [I,;(X — w;) ve i # j iken u; # u; olacak sekilde
Ul ..., U, € E vardir. Her ¢ = 1,... n i¢in X — u; 1 f/(X) oldugunu gosterirsek
(f(X), f'(X)) = 1 elde edilir. Kabul edelim ki X — u; | f/(X) olsun. f(X) = (X —
u;)g;(X) olacak sekilde ¢;(X) € E[X] oldugundan f'(X) = ¢;(X)+ (X —u;)gi(X) olur.
Kabuliimiizden dolay1 X — u; | ¢;(X) yani (X — u;)? | f(X) olur. Bu ise bir geligkidir.
Dolayisiyla istenilen elde edilir. 0

Nort. (2) F bir cisim ve f(X) € F[X] olsun. Eger f(X), F' tizerinde indirgenemez
oldugu halde (f, f') # 1 ise f | f’ olur. Fakat der(f’) < der(f) oldugundan bu durum
[ = 0 olmasin gerektirir. Yani bir indirgenemez polinomun (pargalanig cisminin iginde)
kath kokii varsa o zaman bu polinomun tiirevi sifir olmalidir. Eger kar F' = 0 ise
hi¢bir indirgenemez polinomun tiirevi sifir olamaz. Dolayisiyla karakteristigi sifir olan
bir halka f{izerinde indirgenemez olan bir polinomun tiim kokleri tek kathdir. Eger
kar F=p#0ve f(X)=ay+u X+ +a,X"ise f(X) =" ,ia; X! olacagindan
f'(X) = 0 ancak ve ancak her 1 < i < n igin ia; = 0 olur. Boylece f'(X) = 0 olmasu ile

F(X) =bo+ b1 XP + by X+ 4 by, X7
olacak gekilde b; € F' (1 < i < n) olmasi denktir. Buna gére tiirevi sifir olan bir f(X)
polinomu uygun bir g(X) € F[X] igin g(XP) tipindedir.

(4%) F karakteristigi p # 0 olan bir cisim olsun. Carpmanin degismeli olusundan
dolay1 her a,b € F i¢in (ab)? = aPb? yazlabilir. Buna gore Binom Teoreminden

p—1
(a+b)P =a’+b"+ > <p>aibp_i
i=1 \!

yazilabilir. Her 1 < i < p — 1 i¢in (f) = pl/il(p —i)! € Z ve p, (asal sayisi) bu
rasyonel ifadede pay kisminda bulundugu halde payda kisminda bulunmadigindan her
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p
o0
i
olur. Buradan 27~} (f) a'tP~" = () ve boylece
(a+b)P =a”+b°

1<i1<p—-1ic¢n

elde edilir. Buna gore
Fr — F
a —> a’

seklinde tanimlanan doéniisim bir endomorfizmadir. F' bir cisim oldugundan bu endo-
morfizma 6zel olarak bir monomorfizmadir ve F? geklinde gosterecegimiz goriintiisii
F’nin bir alt cismidir. Bu alt cisme F’nin p-yinci kuvveti adi verilir.

LEMMA 1.20. F karakteristigi p # 0 olan bir cisim ve a € F ise XP — a polinomu
ya F dzerinde indirgenemezdir ya da X? —a = (X — b)P olacak sekilde b € F vardar.

KANIT. Kabul edelim ki X? —a = g(X)h(X) olacak sekilde g(X),h(X) € F[X]
monik polinomlar: vardir. der(g) = k olsun. Buna gore 1 < k <p—1dir. £, X? —a
polinomunun F' iizerinde bir parcalanis cismi olsun. b € E, X? — a polinomunun bir
koki olsun. Buna gore b = a dir. Buradan X? —a = X? — b0 = (X — b)P = g(X)h(X)
elde edilir. Dolaysiyla g(X) = (X — b)* bulunur. k& < p oldugundan (k,p) = 1 yani
uk + vp = 1 olacak sekilde u,v € Z vardir. Dolayisiyla b = (b*)“(b?)? € F elde edilir.
Yani F[X] i¢inde X? —a = (X — b)P yazilabilir. O

ORNEK 1.21. p bir asal say1 ve ¢ bir degisken olmak tizere F' = (Z/(p))(t) olsun. As-
linda F' katsayilar1 Z/(p) cisminden gelen rasyonel polinomlarin cismi; ya da bagka bir
deyisle (Z/(p))[t] polinom halkasinin kesirler cismidir. ¢ bu cisim iginde hi¢bir elemanin
p-yinci kuvveti degildir. Ashinda eger f(t) = 3i, a;it’ ve g(t) = X7, bjt! # 0 olmak
tzere t = (f(t)/g(t))" ise f(t)P = ab+altP +- - -+ alt"™ ve g(t) = by +WtP 4 - -+ b2 t™P
olacagindan

(B + VP + -+ - + 2PVt = af) + altP + - - + alt"™
esitligi elde edilir. 1,¢,¢2, ... elemanlar Z/(p) iizerinde dogrusal bagimsiz oldugundan
her 7 i¢in b; = 0 elde edilir ki bu durum g(t) # 0 olmasi ile ¢eligir. Buna gore yukaridaki
lemmadan dolay1 f(X) = X? —t € F[X] polinomu indirgenemezdir. Ote yadan eger F,
f(X)'in F iizerinde bir parcalanig cismi ise f(X), E[X] iginde bir polinomun p-yinci
kuvvetidir. Dikkat edilirse f/(X) = pX?~' = 0 oldugundan f(X)’in ¢ok kath kokii
oldugu buradan da anlagilabilir.

TANIM 1.22. F bir cisim ve f(X) € F[X] olsun. Eger f(X)’in F iizerindeki her

indirgenemez boleni farkli koklere sahip ise o zaman f(X)’ye F iizerinde ayrilabilir
polinom denir.

Dikkat edilirse karakteristigi sifir olan bir cisim iizerindeki her sabit olmayan po-
linom ayrilabilirdir. Ayrica yukaridaki érnek gosteriyor ki karakteristigi sifirdan farkh
olan bir cisim iizerinde ayrilabilir olmayan bir polinom bulmak miimkiindiir.

TANIM 1.23. F bir cisim olsun. Eger F' tizerindeki her polinom ayrilabilir ise F'
cismine bir mikemmel cisim denir.
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22 1.6. Galois Gruplar1 ve Temel Teorem 1. Esitliklerin Galois Teorisi

Yukarida elde edilenlerden dolay1 karakteristigi sifir olan her cisim miikemmeldir.
Buna gore problemi sifirdan farkh karakteristige sahip olan cisimler i¢in ele almak daha
ilgi ¢ekicidir. Bu yonde asagidaki sonucu verebiliriz:

TEOREM 1.24. F karakteristigi p # 0 olan bir cisim olsun. Buna gére F miikem-
meldir ancak ve ancak F' = FP dir.

KANIT. Eger F? C F ise a € F'\ F? bulunabilir. Yukaridaki lemmadan dolay:
X? —q polinomu F iizerinde indirgenemezdir. Ustelik (X?—a)’ = 0 oldugundan X? —a,
F' tizerinde ayrilabilir degildir. Dolayisiyla F' miitkemmel degildir. Simdi kabul edelim
ki f(X) € F[X], F tizerinde ayrilabilir olmayan bir indirgenemez polinom olsun. O
zaman (f, f') # 1 dir. Dolaysiyla f(X) = ag+ a; X? 4+ as X?P + - - - geklinde yazilabilir.
Buradaki a;’lerden en az biri F'nin bir elemaninin p—yinci kuvveti degildir. Aksi halde,
eger her i igin a; = bY olsaydi F[X] iginde

f(X)=(bp + 0 X +---)

olurdu ki bu durum f(X)’in indirgenemez olusu ile geligir. Dolayisiyla F' # F? dir.
Yani F' mitkemmel degildir. ([l

SONUC 1.25. Her sonlu cisim miikemmeldir.

KANIT. F' sonlu bir cisim ise F'nin karakteristigi bir asal sayidir. Bu asal say1
p olsun. Buna gore her a € F' icin a — a” geklinde tanimlanan monomorfizma bir
izomorfizma olur. Boylece F' = FP? elde edilir. Yani F' mitkemmeldir. 0

1.6. Galois Gruplar:1 ve Temel Teorem

E/F bir cisim geniglemesi olmak tizere E’'nin F' tizerindeki otomorfizmalarinin kii-
mesi bilegke iglemine gore bir gruptur. Bu grubu Gal(E/F) ile gosterecegiz.

ORNEK 1.26. F bir cisim ve a € F olsun. Kabul edelim ki char F' # 2 ve a, F’nin
hicbir elemaninin karesi olmasin, yani a ¢ F? olsun. X2 — a polinomunun F iizerindeki
bir parcalanis cismi F olsun. O zaman u? = a olacak bicimde u € E bulunabilir. Buna
gore

X?—a=(X—u)(X +u)

oldugundan F = F(u) yazilabilir. 7 € Gal(E/F) olsun. 7, F’yi sabit biraktigindan,
X? — a polinomunun bir kékiinii yine bu polinomun bir kékiine gétiirmek zorundadr.
Buna gore 7(u) ya u ya da —u olmak zorundadir. Dikkat edilirse £ = F'(u) oldugundan
7(u) degeri 7’yu tam olarak belirler. Eger 7(u) = wise 7 = I olur. Boylece 0 : E — E,
o(u) = —u seklinde tamimh F’yi sabit birakan otomorfizma olmak tizere Gal(E/F) =
{Ig, o} bulunur.

ORNEK 1.27. E = Q(v/2,V/3) olsun. E, Q iizerinde v/2 ve v/3 tarafindan iiretildi-
ginden E'nin Q fizerindeki bir otomorfizmasi v/2 ve v/3'deki degerleri ile tam olarak
belirlidir. Dikkat edilirse v/2, X? — 2 € Q[X] polinomunun bir kokii oldugundan, Q’yu
sabit birakan her otomorfizma v/2'yi ya v/2’ye ya da —v/2’ye gotiiriir. v/3 icin de benzer
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1. Esitliklerin Galois Teorisi 1.6. Galois Gruplar1 ve Temel Teorem 23

bir sonug elde edilir. Buna gore her a € Q i¢in

n: E —F Ty :
a —>a
V2 — =2
V3 — V3

olmak tizere Gal(E/Q) = {Ig, 11, T2, 172} bulunur.

é!&@tq
l
)

ORNEK 1.28. F karakteristigi p olan mitkemmel olmayan bir cisim a € F'\ F? olsun.
Buna gore Lemma 1.20’den dolay1 X? —a polinomu F' izerinde indirgenemezdir. X? —a
polinomunun F' tzerindeki bir parcalanig cismi F olsun. Buna goére v’ = a oacak
bigimde bir u € E bulunabilir. Ayrica X? —a = (X — u)? olacagindan E = F(u) elde
edilir. Dolayisiyla E’nin F' iizerinde birimden bagka bir otomorfizmasi yoktur. Yani

Gal(E/F) = {Ig} dir.
ORNEK 1.29. F bir cisim ve ¢, F iizerinde transandant olmak iizere E = F(t) olsun.
f(t),q(t) € F[t] ve g(t) # 0 olmak iizere
f()

=—-ck
“Tgm S
alalim. Genelligi bozmadan f(t) ve g(t) polinomlarmi aralarinda asal; yani, (f(t), g(t)) =
1 olacak sekilde secebiliriz. der u = max{der f(t),der g(¢)} olarak tammlansim. Aciktir
ki deru < 1 ancak ve ancak u € F dir. Kabul edelim ki v ¢ FE; yani, deru > 1 ol-
sun. Oncelikle w'nun F iizerinde transandant oldugunu gosterecegiz. Bunun icin aksini
kabul edelim; yani,
U et cu 4 =0

olacak gekilde n € N; ¢y, ..., ¢,—1 € F bulunsun. g(t)u = f(t) oldugundan, yukaridaki
esitligin iki tarafimi da g(¢)" ile ¢arparsak

g(t)"u" + cumrg()g(®)" " 4+ g ()" g(t)u] + cog(t)" = 0,
ya da denk olarak

FO" + caag®) fO)" ™ 4+ eag(t)" " () + cog(t)" =0
bulunur. Buna gore son elde edilen egitligin ilk terimi sol kisimda yalniz birakilirsa
uygun bir h(t) € F[t] icin
f@)" = g(t)h(t)

yazilabilir. Fakat F[t] bir tek turli ¢arpanlara ayirma bolgesi ve (f(t),g(t)) = 1 oldu-
gundan bu durum imkansizdir. Dolayisiyla u, F' tlizerinde transandanttir. Buna gore
u, F' tzerinde bir degigken gibi davranir. Bagka bir deyigle, F'[u] halkas1 F' iizerinde
tek degigkenli bir polinom halkasina izomorftur. F[u] halkasi tizerinde bir degigken X
olmak tizere F[u|[X] = F[u, X] halkasimi diigiinelim. Bu halka F’ tizerinde iki degiskenli
bir polinom halkasi olarak gortilebilir. h = f(X)—ug(X) € F[u, X] polinomunu ele ala-
lim. bir indirgenemez polinom olur. Dolayisiyla h, F[u] halkasi tizerinde X degigskenine
bagl bir polinom olarak goriildiigii zaman da indirgenemez olur. Eger h = st olacak
sekilde s,t € Flu][X] polinomlar1 varsa ayn1 zamanda h, s,t € F[X][u] ve h, F[X] hal-
kas1 iizerinde u degiskenine bagli bir polinom olarak goriildiigiinde birinci dereceden bir
polinom olacagindan, s ya da t’den biri F'[X] tizerinde —u’ya baglh bir polinom olarak—
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24  1.6. Galois Gruplar1 ve Temel Teorem 1. Esitliklerin Galois Teorisi

sabit digeri ise F[X] tizerinde u’ya bagh birinci dereceden bir polinom olmalidir; yani
s veya t den biri F[X]'in elemani digeri ise fi(X) 4+ ug;(X) formunda olmaldir. Kabul
edelim ki s = s(X) € F[X] ve t = f1(X) + ug1(X) olsun. Buna gore

f(X) —ug(X) = st = s(X)(f1(X) + ugi (X))
= $(X) f1(X) + us(X)g1(X)

yazilabileceginden f(X) = s(X) f1(X) ve g(X) = —s(X)g1(X) bulunur. Béylece s(X) |
(f(X),9(X)) =1 olacagindan s € F elde edilir. Dolayisiyla h, F[u] tizerinde X’e bagh
bir indirgenemez polinomdur. F(u), F[u] halkasiin kesirler cismi oldugundan h, F'(u)
iizerinde de indirgenemezdir. Ote yandan h(t) = f(t) — ug(t) = 0 oldugundan uygun
bir v € F(u) i¢in vh(X), t'nin F(u) tzerindeki minimal polinomu olur. Buna gore
[F(t) : F(u)] = 1 ancak ve ancak dervh(X) =1 dir. Fakat

der vh(X) = der h(X) = max{der f,der g} = deru

oldugundan
E=F(u) < deru=1
at+0b .
u = T d ve ad — bc # 0 olacak sekilde a, b, c,d € F vardir
c

denklikleri elde edilir. E tizerinde F’yi sabit birakan her otomorfizma iiretecleri yine
tireteclere gotiireceginden bu otomorfizmalar a,b, ¢, d € F ve ad — bc # 0 olmak tizere
at+b
—
ct+d

eslemesi ile tam olarak belirlidirler. Béylece Gal(E/F)'nin her elemanina F' {izerinde
determinant: sifirdan farkli (ya da denk olarak tersinir) bir 2 x 2 kare matris kargilik
gelir. Bu sekilde karsilik gelen matrisler

e 0
(0 6>,e€F

tipindeki bir matrisle ¢arpilmasi farki ile tektir. Yani F' tizerindeki tersinir matrislerin
carpimsal grubunu G Lo (F'), F tizerindeki sifirdan farkli skaler matrislerin alt grubunu
™ ve

at+0b
U —
ct+d
eslemesi ile tanimlanan otomorfizmay1
Tab,c,d

ile gosterirsek

b\
Tab,c,d — (CCL d) F

seklinde tanimlanan dontsiim Gal(E/F) ile GLy(F)/F* gruplart arasinda bir izomor-
fizmadir.
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E bir cisim olsun. Eger GG, E’nin otomorfizmalarinin grubu Aut E ’nin bir alt grubu
ise 0 zaman G’ye E’nin bir otomorfizmalar grubu diyecegiz.
Kabul edelim ki bir E cismi i¢in G, E’nin bir otomorfizmalar grubu olsun. O zaman

Sbt(G) :={a € E : her 0 € G igin o(a) = a}

seklinde tanimlanan kiime E’nin bir alt cismidir. Sbt(G) cismine G'nin E i¢indeki sabit
cismi denir.

Dikkat edilirse ', E'nin bir alt cismi ise Gal(£/F"), E’nin bir otomorfizmalar gru-
budur. Bu durumda E’nin alt cisimleri ile £'nin otomorfizma gruplarini karsilik getiren
agsagidaki gibi eslemeler yapilabilir:

G — Sbht(G)

F — Gal(E/F).

Bu sekilde tanimlanan eglemelerin kolayca goriilebilen temel bazi 6zellikleri su sekilde
siralanabilir:

(1) Gy DGy = Sht(Gy) C Sbt(Gy).

(2) FFDF, = Gal(E/F)C Gal(E/F,).
(3) Sbt(Gal(E/F)) D F.

(4) Gal (E/Sbt(G)) D G.

(5) F=Sbt(G) = Sht(Gal(E/F))=F.
(6) G=Cal(E/F) = Gal(E/Sbt(G)) = G.

LEMMA 1.30. E/F bir cisim genislemesi olsun. Eger E, F izerinde ayrilabilir olan
bir f(X) € F[X] polinomunun F zerindeki bir parcalanis cismi ise o zaman

|Gal(E/F)| = [E : F|
olur.

KaniT. Kabul edelim ki py, ..., p, € F[X] indirgenemez polinomlar ve ey, ..., e, €
N olmak tizere

FX) = pi(X)7 . pn(X)™
olsun. Dikkat edilirse F,
SilX) =pi(X) ... pa(X)
polinomunun da F' iizerinde bir parcalanig cismidir. Ayrica f(X), F' tizerinde ayrilabilir

oldugundan her i = 1,...,n i¢in p;(X) polinomunun tiim kékleri E iginde ve basittir.
Buna gore f1(X) polinomunun tiim kokleri basittir. Teorem 1.18den dolay1 istenilen
elde edilir. O

LEMMA 1.31 (Artin). G, E’nin bir sonlu otomorfizmalar grubu ve F' = Sbt(G)
olsun. Buna gore

(£ F] <G|
olur.
25
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KaNIT. Kabul edelim ki |G| = n olsun. E’nin n’den fazla eleman igeren her alt kii-
mesinin F tizerinde dogrusal bagimh oldugunu géstermek yeterlidir. G={o1=1,09,...,0,,}

olsun. m > n olmak iizere E'nin {uy,...,u,} alt kiimesini alalim. Buna gore m > n
oldugundan
(*) > oi(uj)z; =0, 1<i<n

j=1

dogrusal denklem sisteminin agikar olmayan bir ¢oziimi vardir. Kabul edelim ki bu
agikar olmayan ¢Oztimler arasinda en az sayida sifirdan farkli bilegsene sahip ¢oztiim
(b1, ...,by) olsun. Gerekirse bilinmeyenleri yeniden siralayarak, genelligi bozmadan,
by # 0 kabul edebiliriz. Ayrica by (by, ..., by,) sirali m-lisi de () sisteminin (by, ..., by,)
¢oziimi ile ayn sayida sifir bilegeni iceren bir ¢6ziimii olacagindan, yine genelligi boz-
madan, b; = 1 kabul edebiliriz. Bu durumda her j = 1,...,m icin b; € F' oldugunu
gosterecegiz ki bu durumda (x) egitliginin ilk denkleminden dolay1

olacagindan istenilen elde edilmis olur.
Kabul edelim ki bir j = 1,...,m i¢in b; ¢ F olsun. Genelligi bozmadan j = 2
alabiliriz. Buna gore o (by) # by olacak sekilde k = 2, ..., n vardir.

ZO’i(Uj>bj:O, 1 SZSTL
j=1

egitliklerinin iki tarafina o} otomorfizmasi uygulanirsa

m

> (ok0)(uy)ok(b;) =0, 1<i<n

j=1
egitlikleri elde edilir. Fakat G bir grup oldugundan 0,G = {o}01,...,010,} = G ve
boylece
(k01 -, OkOR)
sirali n-lisi
(01,...,00)

sirali n—lisinin bir permiitasyonundan bagka birgey degildir. Dolayisiyla

Zai(uj)gk(bj) = O, 1 S 7 S n

j=1
esitlikleri saglanir. Buna gore (1, 0x(ba), ..., 0x(by)) sirall n-lisi (x) sisteminin bir ¢o-
ziimidiir. Bu ¢oziimii (1, b, ..., b,) den gikarirsak bagka bir ¢oziim olan

(0,00 — ox(b2), ..., by — k(b))

sirali n—lisi elde edilir. Fakat bu son ¢oziimiin hem agikar olmayan bir ¢oziim olmasi
(by — ok(by) # 0) hem de (1,b,...,b,) ¢zoiminden daha az sayida sifirdan farkh
bilegsen icermesi nedeniyle ¢eligki elde edilir. Dolayisiyla kanit tamamlanir. 0
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TANIM 1.32. E/F bir cebirsel cisim genigleme (kisaca cebirsel genigleme) olsun.

(1) Eger E’nin her elemanm F' iizerindeki minimal polinomu ayrilabilir ise E/F’ye
bir ayrilabilir (cebirsel) genisleme denir.

(17) Eger E’de en az bir kokii olan F' iizerindeki her monik indirgenemez p(X) €
F[X] polinomu, E[X] iginde

p(X)=(X —up)...(X —up)

seklinde dogrusal ¢arpanlarima ayrilabiliyorsa E/F’ye bir normal (cebirsel) genigsleme
denir.

NoT. (i)Tamimdan kolayca goriilebilir ki, £/F’nin bir normal genigleme olmasi,
FE’nin her elemaninin F' tizerindeki minimal polinomunun bir parcalanig cisminin F
tarafindan icerilmesi anlamina gelir.

(1) E/F normal ve ayrilabilir bir genigleme ise o zaman F' tzerinde indirgene-
mez olan bir polinomun E’de bir kokii varsa bu polinom E[X] i¢inde farkhh dogrusal
polinomlarin carpimi seklinde yazilir.

(ii7) Onceki boliimde elde edilen sonuclardan dolay1 eger char F' = 0 ya da char F' =
p # 0 ve F' = FP? ise her cebirsel E/F geniglemesi ayrilabilirdir.

TEOREM 1.33. E/F bir cisim geniglemesi olsun. Buna gore asagidakiler denktir:

(i) E, F dzerinde ayriabilir olan bir f(X) € F[X] polinomunun F dzerindeki bir
parcalanis cismidir.

(17) F' = Sbt(QG) olacak sekilde E 'nin otomorfizmalarimin sonlu bir G grubu vardur.

(1i1) E/F sonlu boyutlu, normal ve ayrilabilir bir genislemedir.

Ek olarak, eger E ve F (i) deki gibi ve G = Gal(E/F') ise F' = Sbt(G) dir; eger F
ve G (i1) deki gibi ise G = Gal(E/F) dir.

KANIT. (i) = (i1): G = Gal(E/F) ve F} = Sbt(G) olsun. Buna goére Fy, E'nin F’yi
iceren bir alt cismidir. Dolayisiyla E, Fj tizerinde de f(X) polinomunun bir pargalams
cismi olur. Ustelik Gal(E/F;) = G dir. Dolayisiyla Lemma 1.30’dan,

[E:F]=|G|=[E:F
ve boylece F' = I elde edilir.

(17) = (i): Lemma 1.31'den dolay1 [E : F| < |G| olur. Buna gére E/F sonlu
boyutludur. f(X) € F[X] monik indirgenemez polinomu i¢in f(r) = 0 olacak gekilde
bir r € E bulunsun.

G={o1=1,09,...,0,}
olsun. Kabul edelim ki

{o1(r),00(r),...,0n(r)} ={r1 =r,ra, ...}, (m <n)

olsun. 7 € G ise (7(r1),...,7(ry)) siral m-lisi (rq,...,r,) sirali m-lisinin bir permii-
tasyonudur. Dikkat edilirse f(r) = 0ise f(r;) =0 (1 < ¢ < m) olur. Buna gore f(X),
g(X) =TII" (X — r;) tarafindan boluniir. Fakat her 7 € G i¢in 79 = g ve F' = Sbt(G)
oldugundan g(X) € F[X] olur. Fakat f(X), F iizerinde monik indirgenemez oldugun-
dan f(X) = g(X) = IT%, (X — ry); yani, f(X), E[X] i¢inde farkh lineer polinomlar
carpimidir. Boylece E/F normal ve ayrilabilirdir.

(i7i) = (i): [E : F] < oo oldugundan E = F(rq,...,ry) olacak sekilde ry,...,r, € £
vardir. Her i i¢in 7;'nin F tizerindeki minimal polinomu f;(X) olsun. Kabuliimiizden
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dolay1 f;(X), E[X] iginde farkl lineer polinomlarin ¢arpimi seklinde yazilabilir. Buna
gore f(X) = TIF, fi(X) polinomu F iizerinde ayrilabilirdir ve E = F(ry,..., %),
f(X)’in F tizerindeki bir parcalang cismidir.

E’nin otomorfizmalarmin sonlu bir G grubu ig¢in F' = Sbt(G) ise o zaman Gal(E/ F)
G olacagimi gosterelim. Lemma 1.31’den dolay1 [E : F| < |G| oldugunu biliyoruz.
Ayrica (i) kosulu da saglanacagindan Lemma 1.30’dan | Gal(E/F)| = [E : F] olur.
G C Gal(E/F) ve

G| > [ : F] = | Gal(E/F)

oldugundan G = Gal(FE/F) olmak zorundadir. O

TEOREM 1.34 (GALOIS TEORISININ TEMEL TEOREMI). E/F yukaridaki te-
oremin denk kosullarindan birini (dolayisyla da timiini) saglayan bir cisim genislemesi
olsun. G = Gal(E/F) olsun. T, G ’nin alt gruplarnan kimesi ve 3, E/F 'nin alt cisim-
lerinin (yani E ile F' arasinda kalan cisimlerin) kimesi olsun. O zaman

r — X > — T
H —s Sbt(H) " K +— Gal(E/K)

fonksiyonlar:y birbirlerinin tersidir ve béylece her ikisi de birer birebir eslemedir. Ayrica,
asagqidaki ozellikler saglanir:

(1) Hy, Hy € T' olmak tizere Hy O Hy ancak ve ancak Sbt(Hy) C Sbt(Hy).

(i) H € T igin |H| = [E : Sbt(H)] ve [G : H] = [Sbt(H) : F].

(tii) H < G (yani H, G'nin bir normal alt grubudur) ancak ve ancak Sbt(H)/F
normal genislemedir. Bu durumda Gal(Sbt(H)/F) = G/H olur.

KaniT. H < Gal(E/F) = G olsun. Teorem 1.33’den F' = Sbt(G) olur. Buna
gore F' C Sbt(H) ve boylece de Sbt(H), E’'nin F'yi igeren bir alt cismi olur. Teorem
1.33'min son kisminda ifade edilenlerin ikinci boliiminti G yerine H igin uygularsak
Gal(E/Sbt(H)) = H elde edilir. Boylece Lemma 1.30 ve Teorem 1.33’ii de kullanarak

|H| = | Gal(E/Sbt(H))| = [E : Sbt(H)]

esitliklerini elde ederiz. Bu ise (i¢) sikkimin ilk boliimunt verir. Simdi K, F/F genisle-
mesinin bir alt cismi olsun. H = Gal(E/K) yazalim. Buna gore H C G = Gal(E/F)
ve dolayisiyla H < G dir. Ayrica kolayca goriilebilir ki F/, K tizerinde de bir ayrilabilir
polinomun pargalanig cismidir. Dolayisiyla, Teorem 1.33’in son kisminin ilk bélimi £
ve K cisimleri i¢in uygulanirsa

K = Sht(H) = Sht(Gal(E/K))

elde edilir. Boylece I ve ¥ kiimeleri arasinda yukaridaki gibi tarif edlien fonksiyonlar
birbirlerinin tersidir. H; 2 Hs, G'nin alt gruplar ise Sbt(H;) C Sbt(H,) olacagim
zaten biliyoruz. Diger taraftan G'nin H; ve Hs alt gruplari i¢in Sbt(H;) C Sbt(Hs) ise

H, = Gal(E/ Sbt(H,)) D Gal(E/Sbt(H,)) = H,
bulunur. Béylece (i) sikki elde edilmig olur. (¢i) sikkinin birinci boliimii yukarida elde
edilmisti.
|G| =[E: F] =[E : Sbt(H)|[Sbt(H) : F] = |H|[Sbt(H) : F]
ve
Gl = |H]-1G : H|
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oldugundan
[Sbt(H) : F] = |G : H|
ele edilir. Boylece (i7) sikkinin tamami elde edilmis olur.

Gozlem: Simdi H € T ve K = Sbt(H) olsun. Her 0 € G igin 0 Ho™ ! eglenik alt
grubunun sabit cisminin ¢(K) oldugunu gostermek zor degildir. Buna gore H 4 G
olmasi ile her ¢ € G i¢in 0(K) = K olmasi denktir. Ayrica yukarida sdylenenlerden
dolay1 H = Gal(E/K) yazabiliriz.

Kabul edelim ki H < G olsun. Dolayisiyla her o € G i¢in 0, € Aut(K) olacagindan

O 0|

seklinde tanimlanan déntigim G = Gal(E/F)’den Gal(K/F) igine bir grup homomor-
fizmasidir. Bu homomorfizmanin gortintiisit G’ olsun. Buna gore G', K’'nin otomorfiz-
malarinin bir grubu ve Sbt(G’) = F dir. Dolayisiyla Teorem 1.33’den G’ = Gal(K/F)
elde edilir. Ote yandan o 0|, homomorfizmasinin cekirdegi E’'nin K’y1 sabbit bira-
kan otomorfizmalarindan olusur; yani Gal(E/K) = H dir. Boylece

G/H =~ G = Gal(K/F)

elde edilir. Ayrica F' = Sbt(G’) oldugundan K/F normaldir.

Tersine, kabul edelim ki K /F normal olsun. ¢ € K ve f(X), a'nin F iizerindeki
minimal polinomu olsun. O zaman K[X] i¢ginde f(X) = (X —a1)(X —a2) ... (X —ap)
seklinde yazlabilir. Burada a; = a alabiliriz. 0 € G ise f(o(a)) = 0, dolaysiyla da
uygun bir i i¢gin o(a) = a; yazabiliriz. Buna gore o(a) € K elde edilir. a € K keyfi
secildiginden, o(K) C K elde edilir. Daha énce yaptigimiz gozlemi de kullanarak her
o € Gicin cHo ! C H; yani, denk olarak, H < G elde edilir. 0

ORNEK 1.35. F = Q ve E, X' — 1 polinomunun Q fiizerindeki parcalanig cismi
olsun. (X7 — 1) = 17X ile X7 — 1 polinomu aralarinda asal oldugundan X'7 —
1 polinomunun tiim kokleri farkhidir. Bunlar E’nin i¢inde c¢arpimsal devirli bir grup
olugtururlar. Bugruba U diyelim. U = (z) olsun. U = {2,2%,...,217" =1} ve E = Q(2)
olur. z'nin Q tizerindeki minimal polinomu X'®+4 X1'°+...4+ X +1 dir. Buna gére |G| =
16 olur. o € G olsun. o(U) C U oldugundan o, U grubunun bir otomorfizmasidir.

G — Auwt(U)
o 0y
seklinde tanimlanan déniigiim bir grup homomorfizmasidir. Eger 0|, = 1 ise 0(2) = z,

yani o = 1 olacagindan bu homomorfizma birebir olur. Ote yandan mertebesi n olan bir
devirli grubun otomorfizmalar grubu (Z/nZ)* ¢arpimsal grubuna izomorf oldugundan

Aut(U) = (Z/172)%,
yani | Aut(U)| = 16 olur. Buna gore mertebeleri kargilagtirirsak
Gal(E/Q) & (Z/17Z)*
bulunur. (Z/17Z)* grubu 3 + 17Z tarafindan tiretildigine gore Gal(E/Q) grubu da

Nz 2
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seklinde tanimlanan otomorfizma tarafindan iiretilir. Boylece G = {n,n?,...,n' =1}
yazabiliriz. G'nin alt grublar asagidaki gibidir:
G=Gi=(m)>D>G=()>G=n)>G=n)>G=1
Bu alt gruplara kargilik her ¢ = 1,2,3,4,5 igin F; = Sbt(G;) olmak tizere £//F'nin alt
cisimlerinin
F=FICFKCFCF,CFs=F

dizisi elde edilir. 7; = 7, n*(2) olsun. Buna goére n%(z) = z ve n(z) # 2 oldugundan
11 € Fy \ F} bulunur. Ote yandan [G : G| = [G; : Go] = 2 oldugundan [F} : ] = 2
bulunur. Buna gére Fy = Fy(z1) = F(x1) elde edilir. Benzer sekilde

4 2
y= " (z) ve 2= n"(2)
i=1 =1

denirse, Fy = Fy(y1) ve Fy = F5(z) bulunur. Béylece E/F’nin tiim alt cisimleri
F C F(xy) C F(x1,11) C F(x1,11,21) CE

seklinde listelenebilir. Ayrica G' grubu abelyan oldugundan tiim alt gruplari normaldir.
Buna goére E/F’nin her alt cismi F' iizerinde normaldir.

1.7. Sonlu Gruplarin Bazi Ozellikleri

G bir grup olsun. H < G ve G > H gosterimleriH 'nin G iginde bir normal alt grup
oldugunu belirtmek i¢in kullanilacaktir. G'nin alt gruplarinin

(1) GZGlEGQE"'EGsEGs—&-l:l

bi¢imindeki bir dizisine G' grubu igin bir “normal seri” denir. Buradan G;,; grubunun
G, icinde normal oldugunu anliyoruz; fakat dikkat edilmelidir ki bu durum, G;4; in G
icinde de normal olmasini gerektirmez.

(2) Sy Asp> 1

ile
V ={1,(12)(34), (13)(24), (14)(23)}
W ={1,(12)(34)}

olmak tizere

(3) Sy Ay Ve Woe1

dizileri normal serilere birer ornektir.
Yukaridaki (1) serisi ile

G1/G2,G2/Gs, ..., Gs/Goy1 = Gy

boliim gruplan iligkilendirilebilir. Buna serinin faktdorler dizisi adi verilir. Eger bir G
grubunun bélimler dizisi tiimiiyle abelyan olan bir normal serisi varsa G'ye bir ¢dzii-
lebilir grup denir. (2) ve (3) ile verilen normal serilerden dolay1 S ve Sy gruplarinin
¢oztlebilir oldugunu soyleyebiliriz. Ashinda S3/As mertebesi 2 olan bir devirli grup, A
mertebesi 3 olan bir devirli grup, Ss/A4 mertebesi 2 olan bir devirli grup, A,/V mer-
tebesi 3 olan bir devirli grup ve V/W ile W ise mertebesi 2 olan birer devirli gruptur.
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Dikkat edilirse her abelyan grup ¢oziilebilirdir. Asagidaki teorem ¢oziilebillir gruplarin
bagka 6nemli bir simifini sunmaktadir.

TEOREM 1.36. Mertebesi bir asal sayinin kuvveti olan her sonlu grup ¢ozilebilirdir.

KANIT. G mertebesi p" (p asal ve n > 1) olan bir grup (yani kisaca bir p—grubu)
olsun. Bu durumda C(G) = {a € G : her g € G i¢in ag = ga} G grubunun merkezi
olmak iizere C'(G) # 1 dir. C = C(G) diyelim. G = C ise Gabelyan olacagindan
¢Ozilebilir olur. G # C ise C' = Cyyazalim ve GG/C; grubunu digiinelim. Bu grup da
bir p—grubudur ve dolayisiyla da agikar olmayan merkeze sahiptir. C(G/C}) = Cy/C}
olsun. Dikkat edilirse Cy < G dir. G # C5 ise G/Cy grubunun merkezi C5/C5 olsun.
Bu sekilde devam edilerek G'nin normal alt gruplarinin

1lcCicCyCcCs...

seklinde bir dizisi elde edilir. G sonlu oldugundan uygun bir s tamsayisi i¢in Cs.1 = G
olmak zorundadir. Buna gore

G=Cs1pCsp>--->Ci>1,

Ci+1/C; faktorleri tiimiiyle abelyan olan bir normal seridir. Béylece G ¢oztlebilir olur.

O

Simdi gruplarin ¢oziilebilirligini 6zel tipte bir normal seriden faydalanarak nasil test
edebilecegimizi gorecegiz. Bunun i¢in énce komiitator adi verilen bir kavrami tanimla-
yacagiz. G bir grup ve g, h € G olsun. g ve h elemanlariin komitatori

lg,h] = g 'h~'gh

bigiminde tanimlanir. Buna gore gh = hg[g, h] olur; yani g ve h’nin komiitatori bu
elemanlarin degismeli olmaktan ne denli uzak oldugunun bir ol¢iisii olarak da goriilebi-
lir. G'nin her g, h eleman ifti i¢in elde edilen [g, h] komiitatorlerinin iirettigi alt grubu
G' ile gosterecegiz. Bu alt gruba G'nin komiitator alt grubu adi verilir. Dikkat edilirse
lg,h] = [h, g]7! oldugundan G’

[gl, hl][gg, hg] - [gk; hk], i, h, eG (Z = 1, . ,k)

tipindeki carpimlarin kiimesine esittir. o : G — G bir grup homomorfizmas: olsun.
o([g, h]) = [o(g), o(h)] olacagimdan o(G’) € G olur. Ayrica, eger oérten ise bu esitlik
G icindeki tiim komiitatérleri ifade edebileceginden o(G') = G oldugu goriiliir. Bu
aciklamalar, 6zel olarak, G = G oldugunda da; yani, o G iizerinde bir endomorfizma

oldugu zaman da uygulanabilir.
Simdi K < G olsun. Bu durumda G tizerinde

I,:x — aza™?

bi¢giminde tanimlanan her i¢ otomorfizma K {izerinde bir otomorfizma tanimlayacagin-
dan, her a € G i¢in [,(K') = K’; yani K’ < G elde edilir. Kisaca

K<G = K<<aG

olur. Ozel olarak G < G oldugundan G’ < G bulunur.
31



32 1.7. Sonlu Gruplarin Bazi Ozellikleri 1. Esitliklerin Galois Teorisi

G" = (G") ve her k > 1 icin G®) = (G(kfl))/ yazilarak yiiksek mertebeden komii-

tator alt gruplar tanmmmlayabiliriz. Timevarim kullanilarak her & > 1 icin G®) < @
olmas1 gerektigi gosterilebilir. Buna gore

GEG/EG”E“'

dizisi elde edilir. Ashnda birazdan G’nin coziilebilir olmasi ile G*) = 1 olacak sekilde
bir £ > 1 tamsayist bulunabilmesinin denk oldugunu gosterecegiz. Bunun igin 6nce
agsagidaki lemmay1 verelim.

LEMMA 1.37. G/G’ grubu abelyandir ve G alt grubu G /K bolim grubunun abelyan
oldugu G 'nin tim normal K alt gruplar: tarafindan icerilir.

KANIT. Tanmimdan agik¢a goriilebilir ki G abelyandir ancak ve ancak G’ = 1 dir.
g,h € G ve K 4@ ise o zaman

l9K, hK] = [g, h] K
ve bdylece
9K, hK] =1g/x < [g,hl € K
olur. Dolayisiyla G/K abelyandir ancak ve ancak K O G’ bulunur. Bu ise lemmanin
kanitini tamamlar. O

TEOREM 1.38. G bir grup olsun. G ¢ozilebilirdir ancak ve ancak G® = 1 olacak
sekilde k > 1 tamsayist vardar.

KANIT. Eger G®) = 1 olacak sekilde k& > 1 tamsayisi varsa
GG >G> >GW =1

ve G /G abelyan olacagmdan (Lemma 1.37) G ¢oziilebilir olur.
Simdi kabul edelim ki G ¢oziilebilir olsun. Buna gore G’'nin

G:GIIZGQIZ"'[ZGSIZG3+1:]-

olacak gekilde tiim faktorleri abelyan olan bir normal serisi vardir. Yukaridaki lemma-
dan Giy1 2 G bulunur. Ozel olarak Gy D G4 = G’ olur. Bir k > 1 i¢in G O G*~Y
denirse

Gi+1 2 G 2 (G("“—l)>/ — W

olacagindan her i icin G; O G elde edilir. G4, = 1 oldugundan G¢*Y = 1 bulunur.
O

TEOREM 1.39. Bir ¢ézilebilir grubun her alt grubu ve her homomorf gorintisi
cozilebilirdir. K < G igin K ve G/K gruplar ¢ozilebilir ise G grubu da ¢ozilebilirdir.

KANIT. H < G ise HD C G olacagindan bir k icin G® = lolmast H®) = 1
olmasini gerektirir. Buna goére G’nin ¢oziilebilir olmas1 H'nin de ¢oziilebilir olmasini
gerektirir. Simdi a : G — H bir orten grup homomorfizmasi olsun. Bu durumda
a(G") = (a(@)) = H' olur. a’y1 G’ alt grubuna ksitlarsak elde edilen grup homomor-
fizmas1 G”’den H'’ye orten bir grup homomorfizmasi olacagindan a(G”) = a((G")') =
(a(g")) = H” bulunur. Béyle devam edilirse her 7 igin a(G®) = H® elde edilir. Buna
gore eger G =1 ise H® = 1 olacagindan yukaridaki teorem geregince G ¢oziilebilir
ise H de ¢oziilebilirdir.
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Simdi kabul edelim ki bir K < G igin G/K ¢ozilebilir olsun. v : G — G /K dogal
homomorfizma olsun. v érten oldugundan v(G®) = (G/K)® olur. Buna gore uygun
bir k i¢in v(G®) = 1 olur. Yani G*) C K olur. Eger K da ¢oziilebilir ise uygun bir
icin K =1 olacagindan G**+) C K® =1 ve béylece G ¢oziilebilir olur. O

TANIM 1.40. Bir G grubunun birim ve kendisinden bagka normal alt grubu yoksa
G’ye bir basit grup denir.

G abelyan ve basit bir grup ise mertebesi asal olan bir devirli gruptur. Asagidaki
teorem abelyan olmayan basit gruplarin bir sinifin1 vermektedir.

TEOREM 1.41. Her n > 5 i¢in A, basittir.

KaniT. 1 # K 4 A, olsun. K = A, oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in K’nin
herhangi bir 3—devirli permiitasyonu - 6rnegin (123)1 - igerdigini gostermek yeterlidir.
Ashinda herhangi bir (ijk) 3—devirli permiitasyonu igin

(12 3 4 5 -

T\ i ikl om
aliirsa 7'y1 ¢ift segebilecegimizde (eger tek ise v yerine (Im)~y permiitasyonunu aliriz)
(ijk) = v(123)y~! € K elde edilir. Bu durumda A, 3-devirli permiitasyonlar tara-
findan iretildiginden K = A,, olur. 1 # a € K alalim. Kabul edelim ki o, K'nin
elemanlar1 arasinda maksimum sayida elemani sabit birakan bir permitasyon olsun.
(a’min bir ¢"yi sabit birakmasi «(i) = 7 olmasi anlamindadir.) a’nin bir 3—devirli permi-

tasyon oldugunu gosterecegiz. Aksini kabul edelim. a’y1 ayrik devirli permitasyonlarin
carpimi olarak yazdigimizda bu yazim ya

(4) a=(123...)...
yapisinda ya da
(5) a=(12)(34)...,

yani ayrik permiitasyonlarm carpimi seklinde olacaktir.! Birinci durumda o, (123k)
seklinde bir 'tek permiitasyon’ olamayacagindan, en az iki elemani daha, diyelim ki 4 ve
5'i harekete ettirir. 5 = (345) ve a; = BaS~! olsun. v (4) deki gibiise oy = (124...) ...
seklindedir ve eger « (5) deki gibi ise o zaman da a; = (12)(45) ... seklindedir. Her iki
durumda da a; # « olur. ay = aya~! olsun. Buna gore ay # 1 dir. ¢ > 5 igin a(i) =i
ise ay(i) = i dir. Ote yandan eger o (4) deki gibi ise o zama as(2) = 2 ve bdylece
1,2,3,4 ve 5’i hareket ettirdiginden oy a’dan daha fazla eleman sabit birakir. Bu ise
a’nin se¢imi ile segilir. Eger a0 (5) deki gibi ise ap(1) = 1 ve a3(2) = 2; yani, a 5'i sabit
biraksa ve oy hareket ettirse bile (ki hareket ettirir) s, o’dan daha fazla sayida eleman
sabit birakir. Bu celiski a’nin bir 3—devirli permiitasyon olmasi gerektigini gosterir. [

DOGAL SONUC 1.42. n > 5 ise S, grubu cozilebilir degildir.

1Bu 6rnek yapilar igimizi gérmek icin yeterli ve kullamimi basit oldugundan tercih edilmistir.
Farkli alternatiflerin sadece paratezler igindeki sayilarin secimi ile ilgili oldugu ve diger alternatiflerin
secilmesi halinde de kanitin ayni yol izlenerek verilebildigi dikkate alinirsa genelligi bozmadigimiz
goriilebilir.
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KANIT. Eger S, ¢oziilebilir ise bu durumda A,, de ¢oziilebilir olur. O zaman A/, C
A, olur. Fakat A < A, ve A, basit olacagindan A/, = 1; yani, A, abelyan olur ki
bu durum n > 4 i¢in bile mimkiin degildir. ((123) ve (234) permiitasyonlar1 degismeli
degildir.) O

G bir grup ve
G:G1[>G2[>"'[>GS+1 =1
G’nin bir normal serisi olsun. Eger her ¢ = 1,... s i¢cin G;'nin G; D H D G4 olacak
sekilde bir normal alt grubu yoksa (yani denk olarak G;/G; 1 basit grup ise) o zaman bu
seriye G'nin bir komposizyon serisi denir. Buradaki G;/G;41 boliimlerine kompozisyon
serisi tarafindan belirlenen kompozisyon faktérleri denir.

G bir sonlu grup olsun. G = G} yazalim. G| bir maksimal normal alt grup igerir.
Bu alt gruba G5 diyelim. G5 de sonlu olacagindan, benzer sekilde, o da bir maksimal
normal alt grup igerir. Bu alt gruba da Gj diyelim. Bu sekilde devam edersek G'nin
bir kompozisyon serisine ulagiriz. Dolayisiyla her sonlu grup bir kompozisyon serisine
sahiptir.

TANIM 1.43. G bir grup olsun.

(6) G=G>Gop>-->Ggp =1
ve
(7) G=H>Hy>--->Hi =1
G’nin iki kompozisyon serisi olsun. Eger s =¢ ve her i = 1,..., s icin
Gi/Giy1 = Hoy/Ho)11
olacak gekilde {1, ..., s} kiimesi tizerinde bir o permitasyonu varsa (6) ve (7) serilerine

denk kompozisyon serileri denir.

Tanmimdan kolayca goriilebilir ki iki kompozisyon serisinin denk olmasi bir denklik
bagintisi tanimlar. Agagidaki teorem, sabit bir sonlu grup i¢in bu bagintiya gore yalniz
bir tek denklik sinifi tanimlanabilecegini séylemektedir.

JORDAN-HOLDER TEOREMI. G bir sonlu grup ise G 'nin herhangi iki kompozisyon
serisi denktir.

KaNIT. Kabul edelim ki G'nin (6) ve (7) de verildigi gibi iki kompozisyon serisi
olsun. |G| tizerine tiimevarim uygulayacagiz. Kanit1 agagidaki gibi iki duruma ayiralim:
I. G5 = Hs.
II. Gy # H,.
(I) durumunda
Gy > Ggyy =1
ve
H2|>"'I>Ht+1 =1
serileri Gy = H, grubu igin kompozisyon serileri olur. |G3| < |G| oldugundan tiime-
varim hipotezimiz geregince bu seriler denk olur. Ayrica G1/Gs = Hy/H oldugundan
istenilen elde edilmis olur. Simdi (II) durumunu diigtinelim. Yani Gy # Hs olsun. Go<G
ve Hy <G oldugundan GoHy <G olur. Gy C GoHy, Hy C GoHs ve Gy # Hj oldugundan
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Go'nin G i¢inde maksimal normal alt grup olmasi1 G = G5 Hsolmasini gerektirir. Buna
gore

G/GQ = GQHQ/GQ = HQ/(GQ N Hg)
ve

G/H2 = GQHQ/HQ = GQ/(GQ N HQ)
elde edilir (2. Izomorfizma Teoremi). K3 = Gy N Hy olsun. Buna gore K3, Gy ve Hs
icinde maksimal normaldir ve

G1/Gy = Hy /K3, Hi/Hy = Go/ K3
izomorfizmalar1 yazilabilir. Kabul edelim ki

KgDK4l>"'l>Ku+1 = 1,

K3in bir kompozisyon serisi olsun. Bu durumda asagidaki gibi dort adet komposizyon
serisi elde edilir

(1) G=G >G> G3p>-->pGeyp =1
(ii) G=G >G> K3z K,=1
(iii) G=H>Hy>b Kz >K, =1
(iv) G=H>Hy>Hy>--->Hy g = 1.

(I) durumundan dolay1 (i) ve (i%) serileri denktir. Benzer sekilde (éii) ve (iv) serileri de
denk bulunur. Ote yandan

Gl/GQgHQ/Kg ve Hl/HQgGQ/Kg

oldugundan (éi) ve (i7i) serilerinin ilk iki kompozisyon faktorleri ¢capraz olarak izomorf
olur. Bu iki serinin geriye kalan tiim kompozisyon faktorleri ayni oldugundan (ii) ve
(i44) serileri de denk olur. Gegisme 6zelliginden dolay: (7) ve (iv) serileri denk olur. [

TEOREM 1.44. G bi sonlu grup olsun. G ¢zdilebilirdir ancak ve ancak G 'nin bir
kompozisyon serisinde her kompozisyon faktori mertebesi asal sayr olan bir devirli
gruptur.

KANIT. G ¢oziilebilir olsun.
G:G1|>G21>"'DGS+1 = 1,

G’nin bir kompozisyon serisi olsun. Buna gore her i = 1,..., s i¢in G;/G;1; kompozis-
yon faktorii ¢oziilebilirdir. G;/G;41 ayrica basit de oldugundan abelyan ve boylece de
mertebesi asal olan bi devirli grup olur.
Tersine
G:G1[>G2[>"'DGS+1 = 1,
G’nin bir kompozisyon serisi ve her i = 1,...,s i¢in G;/G;y11 mertebesi asal olan
bir devirli grup olsun. Buna gore G;/G;41 gruplar abelyan olacagindan G ¢oziilebilir
olur. 0
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