Geomania Deneme Sinavi 14

Coziimler

1. Tim z,y gercel sayilari icin;

faf(@)+ f@)fy) +y—1) = fl@f(z) +oy) +y—1

egitligini saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarini belirleyiniz. (Kore 2014)

Coziim 1. z = 0 koyarsak f(f(0)f(y) +y—1) = f(0) + y — 1 elde edilir.
O halde f orten fonksiyondir. Cilinkii f(0) bir sabittir f(m) reel eksendeki tiim
degerleri tarar. O halde f Orten olur. Buradan f(a) = 0 olacak sekilde bir
a gercel sayisiin varhgm bilebiliriz. 1lk esitlikte 2 = a koyarsak f (y—1) =
f(ay) +y —1 elde edilir. y = 1 koyarsak f(0) = f(a)+1—1 =0 elde edilir. Tk
esitlikte = 0 koyalim. Buradan f(y — 1) = y — 1 elde edilir. Bu da f(z) =«
demektir.

2. ABC iiggeninin ¢evrel gemberinin merkezi O dur. Bu ¢embere A da ¢izilen
tegetin BC' yi kestigi nokta Q olsun. Ucgenin icinde alnan bir P noktasi icin
/PAB = /PBC , /PAC = /PCB ve |QA| = |QP| ise /JAQP = 2/0QB
oldugunu gosteriniz.

Coziim 2. APNBC = K olsun. KB dogrusu AAPB nin ¢evrel ¢cemberine
B noktasinda tegettir. O zaman KB? = KP - KA dir. KD dogrusu AAPC
nin gevrel cemberine C de tegettir. O zaman KC? = KP - KA dir. Dolayisiyla
KB = KC dir. Yani OK 1 BC dir . OA 1 QA oldugunu biliyoruz. O zaman
QAOK cemberseldir. O zaman /QPA = /QAK = /QOK = « dir. Son
olarak ZAQP = 180 — 2a ve ZOQK = 90 — « oldugunu goriiyoruz. Ki bu da
LAQP = 2/0QB demektir.

3. Bir pozitif tam sayi iki farkli sekilde iki tam kare toplami seklinde yazilabiliyorsa
bu tam sayimin bilegik say1 oldugunu ispatlayiniz.

Coziim 3. p asal ve p = a® + b2 = ¢ + d? olsun.

a2d2 _ b202 — a2d2 + b2d2 _ de2 _ b262 — d2(a2 + b2) _ 62(62 + d2) —
(d®=b?)-p = (ad+bc)(ad—bc) = (d*—b?)-p = p | ad+bc veya p | ad—bc



Simdi p? = (a® + b?)(c? + d?) = (ad + bec)? + (ac — bd)? yazabiliriz. Eger
p | ad+ beise p | ac — bd dir. Yani p | ac — bd veya p | ad — be dir.

p | ac —bd alahm. (p | ad — be de alabiliriz fark etmez) p = a? + b? = % + d?
oldugu i¢in \/p > a, b, c, d diyebiliriz. O zaman pac olur. Yani ac — bd = 0
olmas1 gerekiyor.

= ac=>bd , p asal oldugu i¢in (a,b) = 1 dir. Aym sekilde (¢,d) =1 dir.
a | d olsun. (d | a da olabilirdi fark etmez.)

:}d:a,'k7 C:bk

=p=a+0P =+ =+’ = (> + VP> = k=1=a=
d, b= c buradan celigki elde edilir.

O zaman p bilesik sayidir. ispat biter.

5. ABC ficgeninde AD, BE, CF yiikseklikler olup gevrel cemberin merkezi
O ve diklik merkezi H dir. ED ile AB nin kesigimi M ve F'D ile AC nin kesigimi
N olmak tizere; OH’'nin M N’yi dik kestigini gosteriniz.

Coziim 5. OH 1 M N olmas bize kuvvet eksenini hatirlatiyor. O nun ABC
iiggeninin g¢evrel ¢cember merkezi oldugunu biliyoruz. O zaman OH dogrusu
iizerinde bir cember merkezi daha bulup M ve N noktalarimin bu iki ¢cembere
kuvvetlerinin ayni oldugunu gosterirsek ispat biter. Ciinki iki cemberin kuvvet
ekseni bu ¢emberlerin merkezlerini birlestiren dogruya diktir.

Tanim : Diklik merkezi H olan bir ABC' iggenin kenarlarinin orta noktalari,
yiiksekliklerin ayaklari ve |AH|, |BH|, |CH| dogru pargalarinin orta noktalar
¢emberseldir. Bu ¢embere dokuz nokta ¢emberi denir ve bu ¢emberin merkezi
K olmak tizere K noktasi |[OH| dogru parcasimin orta noktasidir.

Simdi artik OH dogrusunun iizerinde merkezi olan iki cember biliyoruz. M
noktasinin ABC tiggeninin gevrel ¢emberine gore kuvveti MA - M B dir. M
noktasinin dokuz nokta ¢emberine gore kuvveti M E- M D dir. ABDFE dortgeni
kirigler dértgeni oldugu i¢cin MA- MB = ME - MD dir. O zaman M noktasi
bu iki cemberin kuvvet ekseni iizerindedir. N noktasinin ABC {i¢geninin gevrel
gemberine gore kuvveti NA- NC dir. N noktasinin dokuz nokta ¢emberine gore
kuvveti NF - ND dir. AFDC' dortgeni kirigler dortgeni oldugu igin NA- NC' =
NF - ND dir. O zaman N noktasi bu iki ¢gemberin kuvvet ekseni tizerindedir.
Yani M'N dogrusu bu iki ¢emberin kuvvet eksenidir. K noktast OH dogrusu
{izerinde oldugu icin OH L MN dir. Ispat biter.



6. Tum z,y, z pozitif gercel sayilar: i¢gin;

a:+y+224xyz<(2_$>(y_2)+K 2-ylz-2)+ K (2_2)(3«"—2)4'}()

(2x + 2y + 1)? (2y + 2z + 1)2 (22 4+ 22+ 1)2

olmasini saglayan en biiylik K gergel sabitini bulunuz ve bu K gergel sabiti igin
esitlik durumunu bulunuz.

Coziim 6. Tamsay1 degerler vererek K nin yaklagik olarak 5 oldugu tahmin
edilebilir. Biz K = 5 sagladigin1 gosterelim ve bir esitlik durumu bulalim.

Bizim
1 S 2-z)(y—2)+5
dzy = (2 +2y+1)?

oldugunu gostermemiz kafidir. ifadeyi diizenlersek

1 S —xy+2z+2y+1
dzy —  (2z+2y+1)2

gostermeliyiz. = +y = a,zy = b diyelim. Oncelikle ifademizi diizenlemeye

devam edelim. Bizim;
1 20 —b+1
> -
= (2a+1)2
yani (2a +1)? > 4b(2a — b+ 1) = 4a® + 4b* + 4a + 1 > 8ab + 4b gostermemiz
yeterli. Bu da (2b — (2a + 1))? > 0 dan dogrudur. Esitlik ise # = y = 2 igin

202 —4r—1=0yaniz =y =2 = @ i¢in saglanir. Sonug olarak (K )maz. = 5

idir. Ispat biter.



4. Baslangicta 2014 x 2014 satranc tahtasinin birim kareleri sivah veya bevaz
renge boyanmistir. Bu tahtanin tiim siitun permiitasyonlariyla elde edilen 2014!
satrang tahtasimin en fazla kac farkh boyanmis kosegeni (en sol ve en iist birim
karede baslayan) olabilir?

Coziim:

Cevap: 22014 —2014. Baslangictaki satranc tahtast A, tahtanm siitunlar ¢ = 1,2, ...,2014
olmak tizere C; ve ( stitununun birim kareleri de (¢;1.¢i2,. ... ¢i2014) olarak boyanmig
olsunlar. DBir ka¢ siitun permiitasyonu ile A dan elde edilen tahta A* ve bu tahtamn
kosegeni de D(A*) olsun. Sorunun ¢oziimii bir goézleme dayanmiyor: D(A*) késegeninin
birim kareleri farkl stitunlarm birim karelerinden olusuyorlar. ¢;; dan farkh rengi ¢; ; ile
gosterecegiz.,

En az 2014 farkh kégegenin elde edilemeyecegini gosterelim:

Durum 1. Baslangicta tiim situnlar farklh bovanmislar, O zaman herl = 1,2,...,2014
icin (€1, Cra, ..., C2014) kosegeni clde edilemez.

Durum 2. [ ve m numarali kosegenler ayn1 boyannuslar: Cp = (¢1.¢9,. .., ¢12014)
= (s Cmas - oy Cm201a) = Cppe O zaman her s = 1,2,..., 2014 degeri i¢in
(€11, G2y ooy Clsm1. Cls, Clot, - - - s ¢12014) gibi boyanmig kosegen elde edilemez.

Her iki durumda en az 2014 kiégegen elde edilemiyor.

Baslangictaki tahtanin kogegen tizerinde yerlesen birim kareleri siyah tiim diger birim
kareleri ise beyaz renge boyanmis olsunlar. Bu durumda bariz sekilde tam olarak 2013
sivah birim kare iceren kogegenler disinda tiim kosegenler elde edilivor dolayisiyla cevap
22011 _ 9014 oluyor.



