Geomania Deneme Simmavi 13

Coziimler

1. Tim z,y gercel sayilari icin;

f@®+y)+ f(f(@) —y) =2f(f(x)) + 29>

esitligini saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarim belirleyiniz.

Coéziim 1. y = f(z) alirsak f(z2 + f(z)) + £(0) = 2f(f(z)) + 2(f())? elde
edilir. Ayrica y = —z? alirsak f(0) + f(2% + f(x)) = 2f f(x)) + 22* elde edilir.
f(x) = 22 veya f(x) = —x? olabilir. Her tiirlii £(0) = 0 oldugunu biliyoruz.
y = 0 koyarsak f(y) + f(—y) = 2y? elde edilir. O halde f(z) = 22 oldugu
aciktir.

2. Bir ABCD digbiikey dortgeninin kogegenleri birbirine dik olarak F nok-
tasinda kesigiyor. [AD] kenar: iistiinde yer alan A dan farkli bir P noktasi
|PE| = |EC| kogulunu saghiyor. BCD figgeninin gevrel ¢cemberi de [AD] yi
yine A dan farkhi bir @ noktasinda kesiyor. A dan gecen ve EP dogrusuna
P noktasinda teget olan gember ise, [AC] dogru parcasini R noktasinda ke-
siyor. B, R, @ noktalar1 dogrudas ise, s(B/C\D) = 90° oldugunu gosteriniz.
(Ortaokul II. Asama 2012)

Co6ziim 2. (ARD) gemberi BD ile F de kesigsin. E noktasiin (ARFD)
¢emberine gore kuvveti
FER-AE=FF-ED

E noktasmim (ARP) ¢emberine gore kuvveti
ER-AE = EP® = EC?

Bu durumda, EF - ED = EC? dir. Bu da CE dogrusunun (FCD) cemberine
teget oldugu, diger bir ifadeyle /ECF = /EDC oldugu anlamina gelir. ARFD
kirigler dortgeni oldugu i¢in ZADE = /ERF dir. /QDB+ /BDC = /FRC +
/RCF oldugu i¢in, /RBC = /RFC olacaktir. Bu da BCFR dortgeninin
deltoid oldugunu gosterir. (Goremediyseniz, B nin RC ye gore simetrigini alin.
Bu noktaya B’ deyin. /RBC = /RB'C = /RFC oldugu i¢cin B’ € BD ve
dolayisiyla F' = B’ olacaktir.) Deltoidden dolay1 da /BCR = /RCF = /BDC
olacaktir. ZBEC = 90° oldugu igin /BC'D = 90° dir.



4. Tim a, b, c pozitif gergel sayilar igin;

a

_ 2
SR I )
b ¢

a ab + bc + ca

oldugunu gosteriniz.

Coziim 4. Ifadeyi diizenlersek;

b2 2 b2
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elde edilir. Bu da A.G.O dan dogrudur. Ispat biter.

5. BC capli O merkezli bir S gemberi verilsin. Cember tizerinde aliman bir
A noktasi igin ZAOB < 120° dir. C' yi icermeyen AB yayimin orta noktasi D
olmak {izere O dan gecen DA ya paralel dogru AC yi I da kessin. OA nin orta
dikme dogrusu S cemberini F ve F' de kestigine gore I nin CEF ii¢geninin ig
teget gemberinin merkezi oldugunu gosteriniz.

Cozum 5. AD ile BD eg 6lgili yaylardir, yani; ZBOD = /AOD dir. OA =
OC oldugundan OD || AC olur ve bu demektir ki OT AD paralelkenardir. [EF],
[OA]'nn orta dikmesi ve O merkez oldugundan , [OA]’da [EF]’nin orta dikme-
sidir. Bu halde OFAF bir egskenardoértgen olacaktir. AE = AF oldugundan
(ECA = /FCA = [AFFE dir ve AF = AI oldugundan /EFI = /CFI
olacagim gorebiliriz.Buna gore CEF {i¢geni i¢cin CI ve FI ig agiortaylar olup
kesim noktalar: olan I i¢ merkezdir.

6. n bir pozitif tamsay1 ve p bir asal say1 olmak lizere a, b, ¢ tamsayilari;
a™ 4+ pbc = b + pca = ¢ + pab
esitligini saghyorsa a = b = ¢ oldugunu gosteriniz. (IMO Shortlist)

Coziim 6. Eger a, b, ¢ den ikisi egitse a = b = ¢ oldugunu kolayca gorebiliriz.
O halde a # b # ¢ kabul edebiliriz. Esitlikleri kullanirsak a™ — b = —p(b — ¢)
elde edilir. Benzer gekilde yapilip carpilirsa;

a — b P — " " — g 3
=D

a—b b—c c—a

oldugu elde edilir. Ayrica eger n tekse a™ —b™ ile a — b ayn1 igarete sahip olur ve
bu garpim pozitif olur geligki. O halde n cifttir. Simdi de a—b,b—c¢,c—a nin en
biiyiik ortak boleninin d oldugunu varsayalim ve a—b = du, b—c = dv,c—a = dw
, (uy,v,w) =1 ve u+ v+ w = 0 oldugunu bulabiliriz. a™ — 0" = —p(b — ¢)
den a — b | p(b — ¢) yani u | pw ve benzer bigimde v | pu,w | pv elde edilir.
(u,v,w) =1 ve u+ v+ w = 0 oldugundan u,v,w den en ¢ok bir tanesi p ile



boliinebilir. Simdi varsayalim ki p higbirini bolmesin o halde v | u, u | w ve
w | v oldugu elde edilir. |v] > |w| > |u| > |v| oldugundan |u| = |v| = |w|,
(u,v,w) =1 ve u+ v+ w = 1 durumunda bunu saglayan u, v, w olmadigindan
bu durum mimkiin degildir. O halde p sayisi w,v,w den tam olarak birini
bolebilir. Genelligi bozmaksizin p | w olsun. w = pu; yazalim. Simdi de az
oncekine benzer bicimde v | uq, u; | w ve w | v elde edilir. |v] > |w| > |ug| > |v]
ve (u,v,w) = 1 oldugundan |ui| = |w| = |v| = 1 elde edilir. pu; +v+w =0
esitligi ise ancak p = 2 igin saglanir. Buradan v+ w = —2u; = 2, —2 elde edilir.
Buradan w = v(= 1) ve v = —2v buradan a — b = —2(b — ¢) elde edilir. n ¢ift
oldugundan n = 2k yazabiliriz. a™ — 0™ = —p(b — ¢) esitligini yeniden yazarsak
(a* + b*)(a* — b¥) = —2(b — ¢) = a — b elde edilir. a — b | a* — b* oldugundan
ak + b ya 1 ya da —1 olmalidir. O halde a, b den biri tek biri ¢ift olmali ancak
a—b=—2(b— c¢) ¢ift olamaz. Celigki. O halde a = b = ¢ oldugu elde edilir.



3. Uzayda herhangi iicii dogrudas olmayan &k nokta var, her nokta ikilisi
bir dogru parcasiyla birlestirilmistir ve her dogru parcast mavi veya kirmizi
renklerden birine boyanmistir. Eger tam olarak bir kenari mavi olan bir iicgen ve
herhangi ikisi ayni renkli dogru parcasiyla birlestirilmis 13 nokta bulunmuyorsa
k en cok kac olabilir?

Cozum:

A noktalar kumesinin butun nokta ikililerini birlestiren dogru parcalart kirmiziysa A
kiumesine kwrmaze bilesik kime diyvelim. Ay en fazla eleman iceren kirmz bilesik kiume
olsun ( en fazla eleman iceren kirmizi bilesik kiime sayisi birden fazlayvsa kiimelerden
herhangi birini alabiliriz). A; kiimesi en fazla eleman icerdiginden A; disinda herhangi
bir ¢ noktas1 A; in tiun noktalarma kirmizi dogru parcalariyla birlesemez ve tam olarak
bir kenar1 mavi olan ucgen bulunmadigindan ¢ noktasi 4y in tum noktalarima mavi dogru
parcalariyla birlestirilme zorundadir. Benzer sekilde her & > 2 icin |UX_, 4;] = N olanadek
U_i-”:ll A; kiimesinin disindaki noktalardan en fazla eleman iceren kirmiz bilesik A ktimeleri
tanunlayalim. Yukarida gosterdigimiz gibi, A; disindaki her ¢ noktasy A, in tiun nokta-
larma mavi dogru parcalariyla birlestirilmistir. Dolayisiyla her i # j icin A; ve A; nin
noktalar1 sadece mavi dogru parcalariyla birlestirilmistir. Tiim nokta ikilileri aym ren-
kli dogru parcalariyla birlestirilmis 13 nokta bulunmadigindan [A4;| < 12 ve k& < 12 elde
ediyoruz. Buradan N <1212 =144, |4A;| =12; k =1,2,..., 12 durumunda N = 144
oluyor.



