ANALIZ-CEBIR

I-TAM VE KESIR DEGER

x gergel sayis1 icin n < x < n + 1 esitsizligini saglayan n tam sayisina z’in tam degeri
denir ve [|z|] ile gosterilir. x — [|x|] ifadesi ise ’in kesir degeri olarak adlandirilir ve {z}
ile gosterilir. [|z]] <z < [|z|]+ 1 oldugundan 0 < {z} < 1 dir. Yani kesir deger her zaman

negatif olmayan ve 1 den kiigiik bir gergel sayidir.

Ornek: z + 5 = [|z|]* denklemini gercel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

Coziim: =z + % = [|z|]* bir tamsay1 oldugu icin, n € Z olmak iizere, z = 2n2+ 1
seklinde yazilabilir <n < 2nt 1 < n+ loldugundan [|z|] = [| 2n2—i— ! ] = n> . Budurumda
2n 2+ ! + % = [|z|]] = n? dir ve buradan da n® —n — 6 = 0 bulunur. Denklemin kékleri
n=3ven=-2dir. n=3i¢in z = 7 = —2i¢in x = _73 bulunur. Buna goére ¢oziim

-3 7
kiimesi {2, 2} dir.

Ornek: {z}? = g denklemini gercel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

Coziim: {2} = z—[|z]] oldugundan (z — [|z]])* = £ buradan z° —2x[|z[]+[|z[]* = g yazip

4 1++/(4 1)2 — 16n?
[|#]] = n alirsak 22°—(4n+1)z+2n? = 0 buluruz. Buradan x5 = nt V(n+1) o

4

dn+1+£+/8n+1
4
4 14+ 1 4 14+ 1
T = nt +4 sn + ise n < o < n+1oldugu icin, n < nt +4 st <n+1
bulunur. Bu durumda v8n 4+ 1 < 3 yani 81+ 1 < 9 dur. Yani n < 1 olmalidir. Aym

-1
zamanda v/8n + 1 ifadesinin gergel olabilmesi i¢in n > 3 yani n > 0 olmalidir. n =0 ise

gikar.

1
z=3 bir ¢6ziimdiir.

dn+1—+V/8n+1
w:
4

-1
ulagiriz. Buradan da n < 0 bulunur. Yine 8n+1>0, n > 3 n > 0 esitsizliklerinden

ise, yine n < x < n+1 egitsizligini kullanarak 8n+1 < 1 sonucuna

n = 0 olmalidir. n = 0 igin = = 0 bir diger ¢oziimdiir.

Sonug olarak ¢oziim kiimesi {O, 3 dir.
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II- ESITSIZLIKLER

Bu bolumde ilk olarak, bu kitapta ve matematik olimpiyatlarina yonelik diger kitaplarda
kargilagilabilecek sorularin bircogunu c¢ozmek igin yeterli olan temel esitsizlikleri,ikinci
kisimda da bu egitsizliklerin genellemeleri ve bazi daha az kullamilan diger esitsizlikleri

verecegiz.

1. TEMEL ESITSIZLIKLER

Tim a,b gergel sayilar i¢in (a — b)2 > 0 egitsizliginin saglandig1 asikardir. Bu
temel esitsizlik bircok problemin ¢oziimiinde kullanilabilir. Benzer sekilde a > b

esitsizliginin a — b > 0 esitsizligine denk olmasi da bir temel 6zellik olarak verilebilir.
Ornek: Birbirinden farkli a, b pozitif gercel sayilari i¢in
a® + % > a®b + ab?
esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: (a® + b%) — (a®b + ab?) = (a®> — b?)(a — b) = (a + b)(a — b)? yazarsak
(a+b)(a — b)? > 0 oldugundan verilen esitsizlik ispatlanmis olur.

Ornek: Tiim =, 1y, z gercel sayilari icin
4y + 22 >yt 2w +ay

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: (22 +y? +2%) — (yz + 20 +2y) = %(2:(}2 +2y? + 222 — 2yz — 220 — 22y) =
sl@ =9+ (y—2°+ (-2 >0

Ortalama Esitsizlikleri

(a — b)? > 0 esitsizliginden a? + b*> > 2ab elde edilir. Buradan negatif olmayan x
ve y gercel sayilar: icin %(a: +y) > /2y bulunur. Bu esitsizligin sol tarafindaki
terime x ve y nin aritmetik ortalamasi, sag tarafindaki terime de geometrik ortala-
mas1 adi verilir. Bu egitsizlik genellestirilerek x1, zo, ...z, pozitif gercel sayilar i¢in
Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizligi (AO > GO) elde edilir:

T+,
n

> Vxy- - xy.
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Esitlik ancak ve ancak x; = - -+ = x,, durumunda saglanir.
Ornek: z, y, z pozitif gercel sayilari icin 23433 +23 > 3zyz esitsizligini ispatlaymiz.
Coziim: AO > GO esitsizligini kullanarak istenilen egitsizlige bir adimda ulagabiliriz:

1 (2 +y* + 2°) > Vady3e3 = ayz.

3

Ornek: x,y gercel sayilar igin

at + 22y? 4yt - 3y + i
3 - 2

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: (z —y) ile (23 — y3)’iin isaretleri ayni oldugu icin carpimlari negatif ola-
maz. Buradan z* +y* > 23y + 21 elde edilir. Diger taraftan AO > GO esitsizligini
kullanarak elde ettigimiz 2 + y? > 2zy esitsizliginden (22 + y?)? > 22y(2? + y?) =
223y + 2zy> buluruz. Icler diglar carpim yaparak ispatlamak istedigimiz esitsizligi
(xt 42222 +y) + (2 +y?) > 3(23y +2y?) seklinde yazarsak sol tarafin (22 +y?)% +
(x* 4 y*) ifadesine esit oldugu, onun da (223y + 2zy?) + (23y + ) = 323y + 3213

den biiyiik veya egit oldugu goriiliir.

. 1
Ornek: z,y, z pozitif gergel sayilar igcin —+—+— > esitsizligini ispatlayiniz.
x

3
z - Jryz
1 1 1

1
Coziim: AO > GO esitsizligini kullanarak 3 < + -+ > > ¢
x Yy z

I 1
TYz N Jxyz

bulunur.

Yukaridaki 6rnekte yer alan T 1.1 ifadesinden z1, x9, . . . , T, pozitif gercel sayilar

T Y z
igin genellegtirerek % ifadesi elde edilir ve Harmonik ortalama olarak ad-

1 T

landirilir. Bu durumda Geometrik-Harmonik ortalama esitsizligi (GO > HO)

kolaylikla ispatlanabilir: 1, xo, ...z, pozitif gercel sayilar: i¢in



dir.
Ornek: x, vy, z pozitif gercel sayilar: icin

T Y z
+ +
y+z z4+x x+yY

3
> =
-2

esitsizligini ispatlayiniz.

Cozim: AO > GO > HO egitsizliklerini kullanarak

1 1 1 1 3
- + + > bulunur. Buradan
3\y+z z4+z2 x4y yt+z+z+rxt+xrx+y

1 1
(z+y+ 2) - +
y+z z4+zx x4y
9
G A > —, buradan da GEEI A >
y+z z4+zx x4y 2 y+z z4+zx 4+y 2

ederiz.

9
) > 3 elde edilir. Carpmay1 dagitirsak 3 +

esitsizligini elde

2 2
Aritmetik, geometrik ve harmonik ortalamaya ek olarak karesel ortalamayi S i sk}

seklinde tanimlayabiliriz. Bu durumda yukaridaki gozlemleri de birlestirerek orta-

lama egitsizlikleri teoremini verebiliriz.

Teorem: Ortalama Esitsizlikleri

x1, T2, ... Ty, pozitif gergel sayilari igin

T SR N a4+ a? n
_—, KO: —7’1’ GO: n/ , HO:—

xr1 n

AO =

EB = En Buytk{xi,- - ,2,}, EK =En Kiigik{z,---,z,}

olarak tanimlanan aritmetik, karesel, geometrik, harmonik ortalamalar ve kiimenin

en biiyiik ve en kiigiik elemani icin

EB>KO>A0>GO > HO > EK

esitsizlikleri gegerlidir. Her biri igin esitlik ancak ve ancak z; = - - - = x,, durumunda
saglanir.
Ornek: T1,%2, - , Ty pozitif gergel sayilar igin

11 1 )
(T1 + 22+ +20) poni e L
1
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esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: AO > HO esitsizligini kullanarak

1’1+$2+"'+l’n> n
n 1,1

yazip, icler diglar carpimi yaparak istenilen esitsizlik ispatlanir.

Ornek: X1, X2, ... Ty pozitif gergel sayilari igin

1
5 (z1 + x2 +---+xn)2 < (EB{x1,x2,...,xn})(x1 + 222 + - - - + nxy)

esitsizligini ispat ediniz.

Coziim: (z1+2z2+---+nx,) = (x1+x2+x3+-+20) + (22 + 234+ +20) +
o4 (Tp—1 + Tp) + T, esitligini kullanarak

(EB{z1,22,...,x,})(x1 + 200+ - +nzyp) > zi(m1+22+ -+ 20) +

elde ederiz.

Ornek: Tiim x, 1, z pozitif gercel sayilari igin

VIt +y222 4 /yt 4 2222 4 /24 4 2292 > V2(xy + yz + 2)

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: KO > AO esitsizliginden
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zd+ 9222 2?4 yz yh 4 2222 P+ 2z A 422y 224y
= Y. > Y. > ve
2 - 2 2 2 2 2

PP+ rtytz
3 >
oldugundan

esitsizligi 22 + y2 + 22 > axy + yz + 2z esitsizligine denk

1
Vat + 222 + Jyt + 2202 + A+ a2y > (@t + P+ 22 4wy + gz + ozx) >

N

V2(zy 4 yz + zzx) olur.

Ornek: xy + yz + zx = 1 kogulunu saglayan tim z, y, z pozitif gercel sayilar: i¢in

V2@ + 2+ 2) > V1422 + 1+ 2+ V1 + 22

oldugunu gosteriniz.

Cozim:

Vidta? = Vay+yz+ze+a22=/(z+y)(z+2)
2
< FEVEE (GO < A0)

oldugundan v/1+ 22 + /1 4+ 32 + V1 + 22 < 2(x + y + 2) bulunur.
Pyt wtytz

3 (KO > AO) bu ifade de 1/12(x2 + 42 + 22) > 2(z +
y + z) esitsizligine denk oldugu igin

VI2@2+ 2+ 28 > 2e 4y +2) > VIt a2+ 1+ 2+ V1422

dir.
Cauchy-Schwarz Esitsizligi
Teorem: ai,---,an,b1, -, b, gergel sayilar olmak iizere
(a1by + -+ apby)? < (a%+---+a%) (5%4_...4_57%)
dir. Esitlik ancak ve ancak a; = sb; Vi = 1,...,n denklemini saglayan bir s sabiti

bulunmasi durumunda saglanir.

Ornek: Tim z,y, z gercel sayilar: icin

3a®+y°+2°) = (x+y+2)°
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esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: Cauchy-Schwarz Esitsizligini kullanarak ispati bir satirda verebiliriz:
(P2+124+1) (22 +2+2H)>Q-2+1-y+1-2)2

Ornek: z, y, z pozitif gercel sayilar olmak tizere

3 3 3
X z
A A
Yy 2

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Cauchy-Schwarz Esitsizliginden

3 .3 .3
T z
(xy + yz + 2x) (y—i—yz—i—x) > (22 + 2+ 222 > (22 + 92 + D) (xy + yz + 2x)

PR B
yazabiliriz. Buradan da — + “ + = > 22 + ¢* 4 2% bulunur.
x

Yy z

Cauchy-Schwarz Esitsizligini kullanarak, bazen oldukgca ise yarayan, agagidaki egitsizlik
ispatlanabilir:

ai, a9, . ..an herhangi gergel sayilar, by, bo, . . . by, ise pozitif gercel sayilar olmak iizere,

o a3 G > (a1 + ag + - + ap)?
bl b2 bn b1+b2++bn
dir. Esitlik ancak ve ancak a; = sb; Vi = 1,...,n denklemini saglayan bir s sabiti

bulunmasi durumunda saglanir.

Ornek: Tiim x,y, z pozitif gercel sayilar icin zyz = 1 olmasi durumunda

1 1 1
+ +
By+z) ylzt+z) 2B(x+y)

>

| W

esitsizligini ispatlayiniz.

1 1 . ..

—,c = — alirsak, verilen denklem abc = 1 seklini alir. Bu
Y z

m gosterimini kullanarak;

o 1
Coziim: a = —,b =
x

durumda simetrik topla

1 1 a
D PRSP Dy R D

simetrik simetrik @ ¢ simetrik
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yazabiliriz. Simdi Cauchy-Schwarz Esitsizliginin bir sonucu olarak yukarida yazdigimiz

esitsizligi kullanarak

>
. o b4+ec ™
simetrik

bulunur. Son esitsizlikte AO > GO kullanilmigtir.

Z a? (a+b+c)2_a+b+c>3\3/abc_3
2@+b+c) 2 T 2 2

2. DIGER ESITSIZLIKLER

1
i + - +ah\7r
n
seklinde tanimlar ve bu tanimi ¢ € {£o00,0} i¢in M, = lim M,, olarak genisletirsek M., =

p—q

En biyik{z;}, KO = My, AO = My, GO = My, HO = M_;,ve En kiiciikk{z;} = M_

olur. Bu gosterim kullanilarak, yukarida verilen esitsizlikler

Karesel ortalamanin genellemesi olarak p. dereceden (p # 0) ortalamayi M,, = (

M, < Mg <= p=<gq

seklinde genellenebilir.

Yukarida tanimlanan ortalamalar bir adim daha genellegtirilerek, agirlikli ortalama kavrami

verilebilir:
. ..o wixy s+ Wy . o .
wy, we, . . . Wy pozitif gercel sayilart igin ile x1,...,xy, in agirhikh arit-
) w1 _|_ P _|_ wn
metik ortalamasi, (z7"z5? - - x;") w1t -t ile de agirhkh geometrik ortalamas tanimlanir
ve bu durumda
WIT] + -+ + WnT S S
141 + + non Z (xaulxg& ce x:")w1+“'+wn
wy + -+ wy

esitsizligi gecerlidir.

Ornek: Toplamlar 1 olan a, b, ¢ pozitif gergel sayilar1 icin a®b’c® + a®b%c® + ab%? < 1

esitsizligini ispatlayiniz.

Coziim: Agirlikhi aritmetik-geometrik ortalama esitsizligini kullanarak

2242
et > (aabbcc) ¥ buradan da a? + 0% + 2 > a®’c® bulunur. Benzer sekilde,

a+b+c
b+b
abrbetca > (abbcca)aﬁwc esitsizliginden ab + be + ca > a’b°c?, ve
a+b+c
b b
% > (acb“cb)aﬁﬂrc esitsizliginden de ab + be + ca > ab%" bulunur. Bu ¢
a c

esitsizligi taraf tarafa toplarsak
(a+b+¢)? > a®’c® + a’b°c® + a“b*c® bulunur. Verilen a 4+ b+ ¢ = 1 esitligi kullanarak
ispat tamamlanir.
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Teorem: Weierstrass Egitsizligi

T1,T9,... T, pozitif gercel sayilar: i¢in n > 2 durumunda asagidaki esitsizlik gecerlidir:

1+z)(14z3) - (14+mzp) >1+ (21 + 22+ + Tp).

Teorem: Bernoulli Esitsizlikleri
1. Her n > 1 tam sayis1 ve her z > —1 gergel sayisi igin (14 2)" > 1+ nzx
2. Hera > 1veyaaa <0 veher x > —1igin (14+2)*>1+ ax
3. Hera € (0,1) vex > —1igin (1+2)* <1+ ax

esitsizlikleri saglanir.
Ornek: Her z > 0 gercel sayis icin (z +1)* > 22" oldugunu ispatlaymiz.

. 1\*
Coziim: Ispatlanmasi istenen esitsizlik <1 + ) > 2 esgitsizligine denktir. Bu da
x

1\* 1
Bernoulli esitsizliginden ¢ikar: (1 + ) >1l4+z-—=2.
x x

Teorem: Holder Esitsizligi
1 1

a;, b; negatif olmayan gergel sayilar ve p, ¢ sayilar1 — + — = 1 denklemini saglayan pozitif
p q

gercel sayilar olmak tizere

1 1
Sons () (2)

esitsizligi gegerlidir. Esitlik ancak ve ancak a; = sb; Vi = 1,...,n denklemini saglayan
bir s sabiti bulunmasi durumunda saglanir. Holder Esitsizliginde 6zel olarak p = % =q

alindiginda Cauchy-Schwarz Esitsizligi elde edilir.
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Teorem: Minkowski Esitsizligi

a;, b; ve p > 1 gergel sayilar olmak iizere

1 1 1
(Z la; + bi|p> ' < (Z ai|p> ' + (Z bz’|p> '
i=1 i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir. p > 1 i¢in esitlik ancak ve ancak a; = sb; Vi = 1,...,n denklemini
saglayan bir s sabiti bulunmasi durumunda saglanir. p = 1 6zel durumunda esitsizlik

liggen esitsizliginden kolayca ispatlanabilir.

Teorem: Chebyshev Esitsizligi
a1 > ag > -+ > an ve by > by > - > b, gercel sayilar icin

nzn: a;b; > (Zn: a,-) (Zn: bi> >n <Zn: aibn-l—l—i)
i=1 i=1 i=1 i=1

esitsizligi gecerlidir. Esitlik ancak ve ancak a1 = ao = -+ = a, veya by = by = --- = b,
durumunda saglanir.
Ornek: a, b, ¢ pozitif gergel sayilar olmak tizere;

a?—be b —ca A —ab

b+c + ct+a + a+b

>0

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Ifade simetrik oldugu icin genelligi bozmadan a > b > ¢ kabul edebiliriz.
Bu durumda (a — b)(a + b + ¢) > 0 oldugu i¢in a? — bc > b* — ca dir. Benzer sekilde
a? —bc > b2 — ca > ¢ — ab bulunur. Ayrica b+ ¢ < ¢+ a < a + b oldugundan

1 1 1
> > esitsizligi gegerlidir. Simdi Chebyshev esitsizligini kullanarak
b 2—1— c ¢ —|—2a a—+ b2
—b b* — —ab 1 1 1 1
a C+ ca+c a > = + + (a2+b2+027abfbcfca)
b+c c+a a+b 3\b+c c+a a+bd

esitsizligini elde ederiz. Bu da a4 b2 +c? > ab+bc+ ca oldugundan gostermemiz istenilen

esitsizligi verir.

Benzer gekilde agagidaki esitsizlikler de Chebyshev esitsizligini kullanarak biitiin a, b, ¢
pozitif gercel sayilar: i¢in ispatlanabilir:
a n b n c < 3
. —
b+c c+a a+b 2
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a?+bc b +ca +ab _ 3

‘ (b~|——|—c)2 * (c—|——|_a)2 * (a:b)Q =
Tanim: [ araliginda tamimli ve gergel degerli bir f fonksiyonu her x,y € I ve her
a, = 1 — «a pozitif sayilar i¢in f(ax + By) < af(x) + Bf(y) esitsizligini saglyor ise,
bu fonksiyona disbiikey fonksiyon adi verilir. Her zaman ters egitsizlik saglanmasi duru-
munda ise i¢hiikey adi verilir. Bu durumda —f digbiikey olur. Ornek olarak f(z) = 22

fonksiyonu tiim R’de digbiikey, g(z) = sin(x) fonksiyonu [0, 7] arahiginda igbiikeydir.

Teorem:

I araliginda stirekli olan f fonksiyonunun disbiikey olmasi icin gerek ve yeter sart

; (x-;y) < 1) +16)

Ve,y el

olarak verilir.

Teorem: Jensen Esitsizligi
Tim f : I — R digbiikey fonksiyonlar igin, «; ler negatif olmayan ve a; +--- + o, = 1

esitligini saglayan gercel sayilar ve x; € I olmak tizere
flaamy + -+ apzn) <o f(or) + -+ anf(an)
esitsizligi gecerlidir. Icbiikey fonksiyonlar icin esitsizlik yon degistirir.

Ornek: A, B, C bir iiggenin i¢ agilar1 olmak fizere;

sinA+sinB +sinC < 3\2/§

oldugunu gosteriniz.

Coziim: f(z) = sin(x) fonksiyonu [0, 7] araliginda i¢biikey oldugundan, Jensen esitsizligi

kullanarak;

sin A + sin B + sin C . <A+B—|—C> LT
<sin{ —— :sm( )

3 3 3

V3
3 2

elde ederiz.
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III-POLINOMLAR

Tanim: a, # 0 olmak tizere P(x) = a,z™ + An_12"" 1+ - 4+ a1z + ap seklinde ifade
edilebilen fonksiyonlara n. dereceden polinom adi verilir. Polinomun katsayilari a;’lerin

hepsi bir A kiimesinin elemani ise P(x) € A[x] yazilir.

Teorem: Her P(z) ve Q(z) # 0 polinomu igin K (z) in derecesi Q(x) in derecesinden
kiigiik olacak sekilde P(z) = Q(z)B(z) + K(x) esitligini saglayan ve B(z) ve K(z) poli-

nomlari tek bir sekilde bulunur.

Teorem: P(z) polinomunun (z — a) ile boliinebilmesinin gerek ve yeter sarti P(a) = 0

dir. Bu teorem agagidaki sekilde genellestirilebilir.

Teorem: P(x) polinomunun @Q(z) polinomu ile béliinebilmesinin gerek ve yeter sart1 Q(z)
in her bir kokiiniin ayni zamanda P(z) in de kokii olmasidir. (Not: a sayis1 Q(x) i¢in n

kath bir kok ise P(x) i¢in en az n kath olmahdir.)

Teorem: Derecesi n > 0 olan P(z) polinomunun, ¢ bir sabit ve z; ler karmasgik sayilar
olmak iizere, terimlerin siralamasi gozetilmeksizin P(z) = ¢(x — z1)(x — x2) - (x — xy)

seklinde tek bir yazilimi vardir.

Bu teoreme gore derecesi n > 0 olan P(z) polinomunun en fazla n tane kokii olabilir. Son-
suz sayida kokii olan tek polinom sifir polinomudur, ve onun derecesi eksi sonsuz olarak
tammlanir. Bir bagka deyisle, dereceleri n’yi gegmeyen P(z) ve Q(z) polinomlarinin n+ 1
farkli noktada ayni degere sahip olmalar1 durumunda ayni polinom olmalar: gerektigi sonu-
cuna varilir. Buna ek olarak sonsuz sayida kokii olan fonksiyonlarin, 6rnek olarak sin(z)’in,

bir polinoma esit olamayacagi da bu teoremin bir sonucu olarak ¢ikar.

Ornek: Biitiin € R sayllar i¢in P(z + 1) = P(z) 4+ 2z + 1 denklemini saglayan tiim

polinomlar: bulunuz.

Coziim: Q(z) = P(x) — P(0) olarak tamimlanan @(x) polinomu da verilen denklemi
saglar: Q(x +1) = P(x+1) — P(0) = P(z) — P(0) + 22+ 1 = Q(z) + 2z + 1. Buna
ek olarak Q(0) = 0 dir. Bu durumda Q(z) fonksiyonunun z? ye esit oldugu yoniinde
hissiyatimiz artar. F(x) = Q(x) — 2 polinomunu ele alirsak,
Fz+1)=Qx+1)—(x+1)?2=Q()+2r+1-22-2r—-1=Q(x) — 2> = F(x)
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denkliginden

buradan F(n) =0 Vn € N bulunur. Bu durumda F(z) = 0 V2 € R. Buna gére Q(z) = 22,
buradan da P(x) = 22 + P(0) bulunur. Sonug olarak P(x) = 2% + a; a € R dir.

Teorem: (Cebirin Temel Teoremi) Sabit olmayan her karmagik P(z) € C[x] polino-

mun bir karmagik say1 koki bulunur.

Teorem: (Bezout Teoremi) Katsayilar tam say1 olan P(x) = apz™ + -+ + ag € Z[x]
polinomu i¢in P(x) — P(y) = an(z"™ —y") +- - - az(2? — y?) + a1 (z — y) olarak yazlabilecegi

i¢in a, b farkl tam sayilar olmak tizere (a — b) sayis1 P(a) — P(b) sayisi boler.

Ornek: Her n € Z7 icin f(n) = 1% + 23 + - .- + n? olarak tammlanan fonksiyonun tam

say1 katsayili bir polinom olamayacagini gosteriniz.

Coziim: f(1) =1, f(3) =36 ancak (3 — 1)1 (36 — 1) oldugu i¢in Bezout teoremine gore

f(x) tam say1 katsayili bir polinom olamaz.

Teorem: (a,b) = 1 olmak iizere a4 rasyonel sayisimn P(z) = apz™ + -+ + ag € Z[x]

polinomunun kokii olmasi durumunda alag ve bla,, dir.

Tanim: Sabit fonksiyonlar kullamlmadan Z[x] i¢inde iki polinomun garpimi seklinde
yazilmasi miimkiin olmayan P(z) € Z[x]| polinomlarima asal(indirgenemez) polinom adi

verilir. Aksi durumda indirgenebilir polinom denir.

Ornek: P(z) = 2% +1012'%+102 polinomu Z[x] de indirgenemez bir polinomdur. Ben-
zer sekilde,  yerine y+41 yazarak, her p > 2 asal sayis1 icine, Q(z) = 2P~ +2P~2+. . +z+1

polinomu da Z[x] de indirgenemez bir polinom oldugu goriiliir.

Teorem: (Gauss) P(x) € Z[z] polinomu Q[z] de indirgenebilir ise Z[x] de de in-
dirgenebilirdir.

Teorem: (Eisenstein Kriteri) Katsayilar tam say1 olan P(z) = apz™ +- -+ ag € Z[x]
polinomu i¢in asagidaki sartlar saglayan bir p asal sayis1 ve k € {0,1,...,n — 1} sayis1
bulunmasi durumunda P(z) polinomunun derecesi k’dan biiyiik bir indirgenemez ¢arpani
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bulunur:
p‘a()ap’ah cee 7p’a‘k; p )f Ap4+1 Ve p2 1, ag

Ozel bir durum olarak p asal sayis1 k = n— 1 olacak sekilde secilebilirse, bu durumda P ()

indirgenemezdir.

Ornek olarak P (z) = 2% + 422 + 202 + 2 polinomu indirgenemez yani carpanlara ayrilamaz

bir polinomdur.

Teorem: (Lagrange Interpolasyon Polinomu) n + 1 noktada degeri P(z;) = y; (i =

1,2,...,n + 1) verilerek tek bir sekilde belirlenen n. dereceden P(x) polinomu, P;(z) =

H M olmak tlizere
i (@i — @)
n+1

P(z) = Y yiPi(x)
=1

olarak bulunur.

Ornek: P(1) =1, P(2) =3, P(3) = 6 kosullarm saglayan ikinci dereceden P(z) poli-

nomunu bulunuz.

Coziim: Lagrange interpolasyon formiiltinii kullanarak

(z —2)(x—3) (x —1)(x—3) (r—1)(x—2)
P(z)=PQ1)—FF———= 2)—F——~ + P3) 5=
@ =P a=s TP ene—s TT¥EnE -y
— N(x —
—W—3(x—1)(x—3)—|—3(:c—1)(w—2)
2
— (“;_E’;"Jrs) + (=322 + 122 — 9) + (32% — 92 + 6)
_ @z
2 2
bulunur.
Tanmim: z1,--- ,z, degiskenlerine bagh p(z1,--- ,z,) polinomunun degeri, degiskenlerin

tiim degisik dizilislerine gére sabit kaliyorsa, bu polinoma n degiskenli simetrik polinom

ad1 verilir.

Temel Simetrik Polinomlar oy (21, -+ ,x%) = Z x;, - - - x;, olarak tanimlanir.
{ir, 1} {1, n}
(Toplam tim k elemanl {i1,---,ix} C {1,---,n} alt kiimeler {izerinden hesaplanir.)

Ornek olarak n = 3 igin 01 (1, T2, 3) = r1+x2+23, 02(X1, %2, x3) = X122+ T103(2T1, T2, 23) =

T1x9xg dur.

Teorem:  xy,---,x, degiskenlerine bagl her simetrik p(z1,---,x,) polinomu temel
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simetrik polinomlar olan o1, - , 0, cinsinden bir polinom olarak ifade edilebilir.

Ornek: P(z1,12) = 22 + 23 = 01(71, 22)? — 202(21, 72).

Ornek: P(z1,...,20) =21 + ... + 2t = 0] — 40209 + 203 + 40103 — d04.

Teorem: Vieta Formiili a1, --,«ay, ve ¢, - - ¢, karmasik sayilar olmak tizere
(z—a1) - (z—ay)=2"+cz" 1+ Fec,

esitligindeki katsayilar ¢, = (=1)foy (a1, -+ ,an); k=1,...,n olarak bulunur.
Ornek:
r+y+z=4
24y 422 =14
234y 23 =34
Denklem sistemini gercel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.
Coziim: Kokleri x,y,z olan P(t) = t3 + at? + bt + ¢ polinomunu ele alalim. K&klerin

toplam1 —a oldugu icin polinom t3 — 4t? + bt 4+ ¢ polinomuna esittir. 22 + 32 + 22 =
(x+y+2)% - 2(zy + yz + 22) esitliginden P(t) = t3 4+ 4t2 +t + ¢ bulunur. Son olarak

2 =4+ +c=0

Y~ 4y +y+e=0
P-4tz +ce=0
denklemleri taraf tarafa toplanarak ¢ = 6 bulunur. Buna gére P(t) = t3 — 4t + ¢t + 6 =

(t+1)(t — 2)(t — 3) oldugu, yani ¢oziim kiimesinin ¢t € {—1,2,3} oldugu goriiliir. Buna

gore verilen sistemin, z < y < z igin, tek ¢dziimi (x,y, z) = (—1,2,3) diir.

GERCEL KOKLU POLINOMLAR
p(z) = anz™ + ap_12" ' 4+ -+ 4 a1z + ag polinomu icin ag, a1, ...,a, € R, (an # 0) ise
bu polinoma n. dereceden gergel katsayili polinom dendigini biliyoruz. Eger bir ¢ € & igin

p(c) = 0 ise ¢ sayisina bu polinomun gergel kokii denir.

Teorem: Derecesi tek say1 olan her gercel katsayili polinomun en az bir gercel koki

vardir.
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Ornek: Hangi a € R sayilan icin p(z) = 2° + (a — 1)2% + (1 — a)z — 1 polinomunun tim

kokleri gerceldir?

Coziim: p(1) = 0 oldugundan 1 say1s1 bu polinomun bir kokiidiir. p(z) = 23+ (a— 1)z +
(1—a)x—1 = (z—1)(2* 4 az+1) oldugundan z° 4 az + 1 polinomunun tiim kokleri gercel

olmalidir. Bu ise a? — 4 > 0 durumunda miimkiindiir. Yani a > 2 veya a < —2 olmalidir.
Ornek: z*+523+822+7x—3 = 0 denleminin gercel koklerinin kareleri toplamini bulunuz.

Coziim: Oncelikle sunu belirtmekte fayda var. Bu sorunun ¢oziimiinde Vieta formiiliinii
kullanmak yanlg olur. Ciinkii bizden sadece gergel olan koklerin toplami istenmektedir.
Verilen ifadeyi uygun sekilde carpanlara ayirirsak amacimiza ulagabiliriz.

(2% 4 azx +b) (2 + cx + d) = ' + 523 4 82% 4 Tz — 3 olacak sekilde a, b, ¢, d gercel sayilari
bulmaya caligalim. z*+ (a+c)z3 + (ac+b+d)z* + (be+ad)x 4+ bd = x* + 52° + 8% + 7w — 3
olacagindan a+c=5, ac+b+d =38, bc+ ad =7, ve bd = —3 olmalidir. Simdi b = 3 ve
d = —1 iken bu kogullar1 saglayan a ile ¢ bulunup bulunamayacagina bakalim. a+c¢ =5 ve
ac = 6 olacagindan {a,c} = {2, 3} olmalidir. 3¢ —a = 7 oldugundan ¢ = 3, a = 2 kosullar
saglar. Yani (22 +2z+3) (2% + 32 —1) = 2 +52° + 822 + 7z — 3 = 0 olur. 2*+ 22+ 3 poli-
nomunun gercel kokii olmadigi i¢in 2 + 3z — 1 polinomunun kéklerinin kareleri toplamini
bulmaliyiz. 2®+3z—1 polinomunun her iki kiikii de gerceldir ve koklerinin kareleri toplami
(z1 + 22)? — 22120 = 9 — 2(—1) = 11 dir.
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IV-SUREKLI FONKSIYONLAR

Tanim: lim f(z) = f(a) durumunda f(z) fonksiyonuna a noktasinda stirekli denir. f(z)
fonksiyonu I = (a, b) kiimesinin her noktasinda siirekli olmasi durumunda f(z) fonksiyonu

I kiimesi tizerinde stireklidir denir.

Ornek: Gergel sayilardan gergel sayilara tanimhi f(0) = 1 ve tim = € R sayilan igin

f(2z) — f(z) = x denklemini saglayan siirekli fonksiyonlar1 bulunuz.
. T

Coziim: Verilen denklemi f(z) — f (5) =5 seklinde yazip;
x x x
f (5) —f (Z) = 7
x x x
f (Z) —f (g) =
T x T
f (F) / (27) on
.. T 1 1 1 .
denklemlerini taraf tarafa toplarsak f(z) — f(2—n) = x(§ + 1 +- Q—n) buluruz. n’ nin
biiyiik degerini alarak ve f(z) fonksiyonunun siirekli oldugunu kullanarak tek ¢oziimiin

f(z) = + 1 oldugunu goriiriiz. (f(x) siirekli bir fonksiyon ise lim f (%) = f(x) dir.)
e

Teorem: Ara Deger Teoremi f(z) fonksiyonu [a, b] kapali araliginda stirekli, ve L sayisi
f(a) ile f(b) degerleri arasinda bir say1 ise, bu durumda [a, b] arahginda f(c) = L olacak

sekilde en az bir ¢ gergel sayis1 vardir.

Ornek: f(z) = 22010 — 3z + 1 siirekli fonksiyonunun [0, 1] araliginda en az bir gercel kokii

vardir.

Ornek: a,b,c,r ve s (r # s) gercel sayilardir. az? + bz + ¢ = 0 denkleminin bir kokii r,
—ax? + bz + ¢ = 0 denkleminin bir kokii ise s dir. Buna gore gx2 + bx + ¢ = 0 denkleminin
r ve s sayilar1 arasinda bir kokii oldugunu gosteriniz.

Coziim: a = 0 ise r = s olur. Bu yiizden a # 0 olmalhdir. P(x) = ng + bx + ¢ olsun.

ar®4+br+c = 0 oldugundan —ar? = br+4¢ ’dir. O halde P(r) = %r2+br+c = gTQ —ar? =

~ %02 Glur. Benzer sekilde P(s) = 2§ bulunur.
P(r) < 0, P(s) > 0 ve P(x) stirekli bir fonksiyon oldugu i¢in Ara Deger Teoremi’ni

kullanarak P(x) ’in r ve s arasinda bir kokii oldugunu soyleyebiliriz.
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V-DOGRUSAL DONUSUM FONKSIYONLARI

b
ad — bc # 0 olmak iizere f(x) = ami pi seklinde ifade edilen fonksiyonlara Dogrusal
cr

Doniigiim fonksiyonu adi verilir. Bu fonksiyonun katsayilarimi alarak olusturulan katsay1

.. a
matrisi A =

] olarak tammlanir. f®) ile f fonksiyonunun kendisi ile bilegkesini
c

(fof), f (") ile de f nin kendisi ile n kere bilegkesini (fof---of) gosterelim. Bu durumda
£ bilegke fonksiyonunun katsay1 matrisi, A matrisinin kendisi ile n kere carpimi olan A"

ye esit olur.

T 1

Ornek: f(z) = ise katsayr matrisi A = olur. Bu durumda A% =
rz+1 11

: O] [1 O] ) [1 (1)] dir. Buradan f o f(x) = f(f(x)) = 5"~ bulunur

11 1 1 2 2z +1
: 10 o e(n)
Benzer gekilde A™ = oldugu i¢in f\"(z) = bulunur.
n 1 nT

. 20 —
Ornek: f(z) = a:+ 1 icin f(2919) () bilegke fonksiyonunu bulunuz.

x

2 -7 -3 21 10
Cozim: A = L ] dir. Buradan A% = ] , buradan da A% = —27 [ 01 ]

bulunur. Buna gore £ (z) = (f o f o f)(z) = & dir. Bu durumda 2010 = 3 - 670 oldugu

icin f(2010)(z:) = z bulunur.
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VI-CAUCHY FONKSIYONEL DENKLEMI

Her z,y gergel sayisi i¢in f(z+y) = f(z) + f(y) denklemini saglayan f fonksiyonlar: igin;

e f monotonsa,

veya
o f slirekliyse

f(z) = cx esitligi gegerlidir. (¢ € R, sabit)

Ispat: Oncelikle her ¢ € Q rasyonel sayisi icin f(q) = f(1)g oldugunu gosterelim.
x =y = 0 icin f(0) = 2f(0) buradan f(0) = 0 bulunur. f(2) = 2f(1), f(3) =
f@2)+f(1)=3f(1), f(4) = f(3)+ f(1) =4f(1),.... Buradan da tiimevarim kullamlarak,
Vn € Z* icin f(n) = nf(1) gkar. Simdi y = —x alarak 0 = f(0) = f(z) + f(—=x)
oldugundan Vn € Z igin f(n) = nf(1) buluruz. Aym zamanda f(2z) = 2f(x), f(3z) =
fQz) + f(z) = f(3x),... oldugundan Vn € Z igin f(nz) = nf(z) olur. = = g, n =

q
alirsak (p,q) =1, p,q € Z,q # 0, f(p) = qf(g% f(g) = f(l)g olur. Buna gére her ¢ € Q
icin f(q) = f(1)q dur.

Simdi, verilen durumlarda f(z) = cz oldugunu gosterelim:

e f monotonsa genelligi bozmadan f’yi artan kabul edebiliriz. (Azalan ise —f in-
celenir.) f(x) = f(1)g(x) olsun. Vg € Q i¢in g(q) = ¢ olur. zgp € R — {0} ol-
mak tizere g(zg) > ¢ ise, her gergel say1 bir rasyonel say:1 dizisinin limiti olarak
gosterilebildiginden g(z¢) > qo > xo kosulunu saglayan bir gy rasyonel sayisi1 bulun-
abilir. gy > xg ve g fonksiyonu da artan oldugu i¢in g(qo) > g(z¢) > go bulunur.
Bu ise q(qo) = qo ile geligir. Benzer gekilde g(zp) < zp da celigki verecegi i¢in biitiin
x € R gercel sayilar igin g(z) = x ve f(x) = f(1)f(x) olur.

o [ siirekliyse lim f(g) = f(z) ve lim f(g) = lim f(l)g = f(1)x oldugundan f(z) =

c—xr (g c—x (g <z

q q q

f(1)x olur.
Ornek: f:[0,00] — [0, 00] ve her z,y € [0, 00] icin f(2® 4+ y?) = zf(z) + yf(y) kogulunu

saglayan tiim f fonksiyonlarmi bulunuz.

Coziim: y = 0 alarak f(z%) = zf(x), buradan f(2®+9?) = f(2*) + f(y*) bulunur. [0, c0]
araligindaki tiim a sayilar1 icin a = 22 olacak sekilde bir z € [0, oo] bulundugundan, her
a,b € [0,00] i¢in f(a+b) = f(a)+ f(b) saglanir. Aym zamanda her a € [0, 00] i¢in f(a) >0
oldugundan, Vz,y € [0,00], x >y i¢in f(z) — f(y) = f(z —y) > 0 dir. Buradan f nin ar-

tan bir fonksiyon oldugu ve yukaridaki Cauchy fonksiyonel denkleminden, ¢, d sabit olmak
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tizere, fonksiyonun f(z) = cz + d seklinde yazilabilecegi sonucuna varilir. f(0) = 0 oldugu
icin d = 0 dir. f(z) > 0 oldugu icin de ¢ > 0 olmahdir. Ote yandan, ¢ > 0, f(z) = cz
icin f(z? +v%) = c(2?® + y?) = zf(z) + yf(y) kosulu saglanir.

Sonug olarak verilen kogulu saglayan tiim fonksiyonlar, ¢ > 0 olmak flizere, f(x) = cx
seklinde yazilabilir.
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VII-DENKLEMLER

.. 2
Ornek 1: a® + 0> +c* +d* +ab+bc+cd +d+ 5= 0 denklemini saglayan a, b, ¢, d gergel

sayilari icin @ + b + ¢ 4 d toplaminin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

2
Coziim: a2+b2+c2+d2+ab+bc+cd+d+g:Adersek;

A_<a+b>2+<\é§b—l—l> +<\f +f> +<\/5d+ﬁ> =0

2 V3 V322 2v2 V5
olur. Buradan da d = _—4, c= _—3d = §, b= 2 = _—2, a= _—b = E bulunur. Sonug
5 4 5 4 3 3 5 2 1 2 9 >
olarak a + b+ ¢+ d nin alabilecegi tek deger — + - + — + - = — dir.

5 5 5 5 5
Ornek 2: z* — 422 + 2 — 2/z + 5 = 0 denkleminin tiim gercel koklerini bulunuz.
Coziim: 2t — 42’ + 2 -2z +5= (2 42> + D)+ (z -2V + 1) = (22 = 2)? + (Vz — 1)?
oldugundan z* — 422 +  — 2y/z +5 > 0 olur. Esitlik ise 22 —2 = \/z — 1 = 0 durumunda
gerceklesir. 22 = 2 durumunda /z # 1 oldugundan denklemin gercel kokii yoktur.

Ornek 3: 2° — 3z — 7 = 0 denkleminin tiim gercel koklerini bulunuz.

1
Coziim: = = k + — olsun. (k gercel olmayabilir.)

1 1 1 1
x —k3++3<k+k), 3m:3(k+k) oldugundan 2® — 3z — 7 = k3 + — — 7 olur.

k3 k3
1
K+ Z-7=0 dolayisiyla k% — 7k + 1 = 0 buradan 4k® — 28%k% 4+ 4 = 0 buradan da
7+3V5 7+ 3v5
(2k3 — 7)% = 45 bulunur. (2k* —7) = 3V5, k* = 2\[ olur. a® = —1_2\[, b =

7—3V5
7\[ olarak tanimlanan a,b gergel sayilar1 icin ab = 1 saglanir. Eger mn = 1 ise

m—n

1 1
m-—n= ve m+ — =n+ — dir. Bu yiizden: k¥ = a® denkleminin kokleri k1, ko, a
n

mn m
1 1 1
ve k% = b® denkleminin kokleri &}, k5, b ise, a + -=b —|— —olur. z =k + — oldugundan

3 7+3f 7+3f 57 — 3[
T =a —|— — olur. Vieta
7+3f

teoreminden xq +x9 +x3 = 0 ve x1xow3 = 7 dir. xo+ o3 = —x1, Tow3 = |zo — x3| =
«Tl

28 [23 — 28
\/(xg + 23)2 — 4wows oldugu igin, xo > x3 kabul edersek xo —x3 = 332 - —

311 — 21 —z1+ /[

olur. xi’ = 3z; + 7 oldugundan z9 —x3 = \/ —— ve x2 = > , X3 =
x1
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3x1—21
—T1 =\ T . 7-3v5 - 7+3vV5

5 . 5 5 < 8 oldugundan x; < 4 tiir. Sonug

3x1 — 21
olarak 3x1 — 21 < 0 ve x1 > 0 oldugundan i) e < 0 olur. Bu ise zo ve z3 lin gercel
x1

Xro =

olmadig1 anlamina gelir. Denklemin tek gercel kokii 1 = i/ (s 23 V5 + \3/ [ 23 V5 dir

Ornek 4 " +z + p = 0 denkleminin tam olarak bir gergel kokiiniin olmasini saglayan

tim p gercgel sayilarini bulunuz.

Coziim p(z) = 27 + z + p polinomunun derecesi tek oldugu icin en az bir kékii gerceldir.
z>yise (@' +x4+p)— @ +y+p) =a" —y" +2 -y > 0 oldugundan, p(z) > p(y)
gikar. Yani p(x) polinomu artandir. Artan polinomlarim ancak bir gercel kokii olabilir.
(a <b, ve p(a) = p(b) = 0 durumunda, polinomun sonlu sayida kokii oldugu igin a ile
b arasimnda p(c) # 0 olacak sekilde bir ¢ gergel sayis1 bulunur. Artan olma O6zelliginden
dolay1 0 = p(a) < p(c) < p(b) = 0 geligkisi bulunur.) Sonug olarak her p gercel sayis1 i¢in

2" + 2 + p = 0 denkleminin tam olarak bir gercel kokii vardir.
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VIII-DIiZILER

k € N olmak tizere, tammm kiimesi {k,k + 1,...} olan fonksiyonlara dizi adi verilir ve
{an}oe, seklinde gosterilir. Diziler tanimlar: itibar1 ile higbir yerde siirekli olmayan
fonksiyonlardir. Ornek olarak {an}2 s = n? dizisi n = 3 icin tammsizdir. n = 5 de
25 degerini alir. a, degerlerinin herbiri, degisken n’yi daha biiyiik aldikca belli bir L
degerine istenildigi kadar (esit olmak diginda) yaklagiyorsa, bu durumda {a,}7° , dizisinin
limiti L dir denir ve lim a, = L olarak yazilir. Daha matematiksel olarak bu kavram su

n—oo
sekilde verilebilir: Verilen her € > 0 i¢in ona bagh olan ve

Vn > N i¢in |a, — L| < €

kogulunu saglayan bir N = N (e) dogal sayis1 bulunabiliyorsa lim a, = L dir.
n—oo
L nin sonlu bir say1 olmas1 durumunda a,, dizisine yakinsak dizi diger durumlarda (L nin

sonsuz olmasi veya boyle bir L bulunmamasi durumlarinda) ise wraksak dizi adi verilir.

.. 1
Ornek olarak, verilen her € > 0 sayisi igin N sayisin1 N = [-‘ yani % dan biiyik veya
€

egit ilk tam say1 olarak tamimlayarak a, = % dizisinin limitinin 0 oldugunu (yakinsak)
(lim a, = 0) gorebiliriz. b, = n? dizisi limiti sonlu bir say1 olmadig1 icin (art1 sonsuz
nguogou icin: Verilen her M sayisi icin ona bagh olan ve Vn > N icin a, > M kosulunu
saglayan bir N = N (M) dogal sayisi bulunabilir.), ¢, = sin(n) dizisi de limiti olmadig:
icin 1raksaktir.

Tim elemanlarimin mutlak degerleri belli bir M sayisindan kiigiik olan dizilere ( |a,| <
M Vn e {kk+1,...} ) sinwrl dizi, tim n > m icin a, > a,, Ozelligini gosteren dizilere
artan dizi, tim n > m icin a, < a,, Ozelligini gosteren dizilere de azalan dizi ad1 verilir.
Ornek olarak a,, = n? dizisi artan smirsiz, b, = 1 — = dizisi artan smrly, ¢, = (—1)™ dizisi
ise ne artan ne de azalan ancak sinirli olan dizilerdirT.L Artan ya da azalan dizilere monoton

dizi adi verilir. a, ve b, dizileri monoton , ¢, dizisi ise monoton degildir.

Teorem:(Weierstrass Teorem) Monoton ve sinirh olan her gercel sayilar dizisi yakinsaktir.

Ornek olarak

1 1 1
an = 1+§+§+--~+g—ln(n+1); n=1

b, = \/1+\/2+\/3+~-+\/ﬁ; n>1

Chy1 = VO+cp; n>1 =1

dizilerinin yakinsak olduklar1 Weierstrass teoremi kullanilarak gosterilebilir. Buna kargilik
dn+1 = dp +V/dn; n > 1, dy = 2010 dizisi raksaktir: d,, dizisinin artan bir dizi ol-
masi, limitin eger varsa, en azindan 2010 olmasin gerektirir. Oysa, verilen denklemin iki
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tarafinin limitini alarak limitin ancak 0 olabilecegini goriiliir.
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IX-SERILER

Bir {a,}7°, dizisiicin {s,}32; s, = ap+ap41+- - -+ag4n—1 olarak tanmmlanan diziye a,,
o

dizisinin kismi toplamlar dizisi ad1 verilir. E an sonsuz toplami lim s, olarak tanimlanir
n—oo
n=~k

(o]

ve a, serisi olarak adlandirilir. E ay,, serisinin yakinsak veya iraksak olmasi s, dizisinin
n=k

yakinsak veya iraksak olmasi demektir.

Bir {a,}?° dizisi i¢in tanimlanan s, dizisi yaksak ise, yani nh_)Igo sp = L < oo ise ayni

zamanda lim s,_; = L olacag: i¢cin lim a, = lim s, — s,—1 = 0 bulunur. Buna gore
n—oo n—oo n—oo
oo

o0 [oe)
n 1 1
E isi kkt.g— E—d"l"'b Ozlemd la cikarak bi
o serisi wraksaktir > 2 3 izileri i¢in bu gozlemden yola g¢ikarak birgey

n=1 n=1 —
o0

) I o
sOylenemez. Ashinda E — serisi raksak, g —5 serisi ise yakinsaktir.
n n
n=1

n=1

o0}

Ornek: E — serisinin rsaksak oldugunu gosteriniz.
n
n=1

Coziim: Kismi toplamlar dizisine bakarsak;

1
S1 = 1214—02, 1
S9 = 1+§Zl+1§,
2 3 4) 2
1 1 1 1 1 1 1 1

1
Tiimevarim kullanilarak, son > 1 + n§ esitsizligi ispatlanabilir. Bu durumda s,, dizisinin
oo
limiti sonsuz oldugu icin, Z — serisi raksaktir.
n

n=1

oo

. 1

Ornek: g ———— serisinin yakinsak oldugunu gosteriniz.
—n(n+1) Y S z
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1
Cozim: m = ) oldugu icin

! + ! + ! 4+ 4 !
S = - -
" 1-2 23 3-3 n-(n+1)
IO AU E U A U N A Y A S O S S B
N 2 2 3 3 4 n—1 n n n+1
1
= 1-
n+1
= 1
buradan da nhl& sp = 1, yani ; m = 1 bulunur.

o0
1
Yukardaki orneklerin bir genellemesi olarak, p-testi olarak bilinen kural Z > dizisinin
n=1

0 < p <1 degerleri i¢in 1raksak, p > 1 degerleri igin yakinsak oldugunu soyler.

GEOMETRIK SEIgLER

oo
|r] < 1 olmak tizere E r* toplamina geometrik seri adi verilir ve E rt =
i=1 =1

esitligi
—r

gecerlidir.

Ornek: Bir kenar1 1 birim olan bir ABC eskenar liggeninin kenarlarinin orta noktalarini

kose kabul eden tiggeni cizelim. Daha sonra aymi iglemi bir 6énceki adimda elde ettigimiz

i¢gene uygulayarak sonsuza kadar devam edelim. ABC' iiggeni de dahil olmak iizere
¢izdigimiz tiim eskenar iiggenlerin alanlar1 toplamini hesaplayiniz.

3,1, V3 1

Coziim: Aradigimiz toplami S ile gosterelim. Bu durumda S = \4[ Z(Z)Z = \4f 1=

i=0 4

?3 birim karedir.

Ornek: a,b,c pozitif gercel sayilardir. Bir karinca koordinat diizleminde orijinden baglayarak
once 1 birim saga, sonra da 1 birim yukariya gidiyor. Daha sonra a birim saga ve b birim
yukariya giderek her seferinde bir 6nceki adimda saga gittiginin a kati kadar saga ve
yukariya gittiginin b kat1 kadar yukariya gidiyor. Bu iglemi sonsuz kez yaparsa toplamda

¢ birim yer degistirmis oluyor. Bu kosullar1 saglayan tiim a, b, ¢ leri belirleyiniz.

Cozuim: Sag tarafa alinan toplam yolog Az ile, yuke{t}gl tarafa alinan toplam yolu da Ay
ile gosterelim. Bu durumda Az = Zai, Ay = ij dir. Bu sayilarin birer gercel

i=0

5=0
1

1—a’ 1-0

esitliginden, a, b, c gercel sayilarinin

say1 olmasi i¢in a < 1 ve b < 1 olmalhdir ve bu durumda Ax = Ay =

1

olur. ¢ = (Az)® + (Ay)® = T —az " (11b>2
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1 1
a<l, b<l vec= \/<1 —a)y? + (1) kogullarini saglayan tiim pozitif gercel sayilar

olabilecegi goriiliir.
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ANALIZ-CEBIR - PROBLEMLER

. Bir araba yokus inerken 72 km/s, diiz yolda 63 km/s ve yokus ¢ikarken 56 km/s
hizla hareket edebiliyor. Bu araba, A gsehrinden B sehrine 4 saatte gidip, ayni yolu

4 saat 40 dakikada dondiigiine gore, A ve B gehirleri arasindaki mesafeyi bulunuz.
. x4+y? =1, 22 + 93 = 1 denklem sisteminin ¢oziimlerini bulunuz.

. M (n) ={-1,-2,...,—n} olmak tizere, M (n) nin biitiin alt kiimelerinin elemanlar1

carpimlarmin toplami kactir ?

. Agagidaki denklemin biitiin gercel koklerini bulunuz:

LxJQ—i—LmJ::UQ—i.

Not: Burada |z |,  ten kiiglik en biiyiik tam sayiy1 temsil etmektedir.
ad A
. Tim pozitif a, b, ¢ gercgel sayilar: igin e +—+ s > a+ b+ c oldugunu gosteriniz.
¢ ac a

. Asagidaki kogullar1 saglayan a, b, ¢, d gergel sayilarini bulunuz.
a+b+c<3d

b+c+d<3a
c+d+a<3b

d+a+b<3c

. Tam sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine tanimh f fonksiyonu,tim z tam
sayilar: icin

flz+1)= i;gg esitligini sagliyor. Eger f(1) = 2 ise, f(2004) kactir?

. Asagidaki denklemi gergel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

z+3
||z + 2| — 22| =

. {a,b,e,d} ={1,2,3,4} olmak iizere ab+ bc+ cd + da ifadesinin alabilecegi en biiytik

degeri bulunuz.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Koordinat diizleminde merkezden harekete baglayan bir sinek 6nce 1 birim yukariya
1 1

sonra 3 birim saga sonra 1 birim agagiya sonra 3 birim sola sonra 16 birim yukariya,...

dogru hareketlerine sonsuza dek devam ediyor. Bu hereketler sonunda sinegin bu-

lunucagi noktay1 belirleyiniz.

3

1 1 1
«, B,y sayilart z° — 22 41 = 0 denkleminin kokleri ise 2 + @ + ? yi hesaplayiniz.

x ve y pozitif gercel sayilar olmak tizere x + zy + y + é + xi + 1 = 1 ifadesinin
alabilecegi en kiiclik degeri bulunuz. v

Bir tren, aralarindaki mesafe 20 km olan iki istasyon arasidaki yolculugu daima
ayni siirede tamamlamak zorundadir. Bir giin yolun tam ortasinda durmak zorunda
kalan tren 3 dakika bekledikten sonra, gecikmeyi telafi etmek igin hizini 10 km/saat
artirarak yoluna devam ediyor. Bir bagka giin ayni noktada 5 dakika siire ile dur-
mak zorunda kalan tren, yolculugu zamaninda tamamlamak igin hizini ne kadar

artirmalidir?

a+ b+ ¢ > 0 olmak iizere az? + bx + ¢ = 0 denkleminin gercel ¢oziimii olmadig

biliniyor. Bu durumda ¢ > 0 oldugunu gosteriniz.

a, b ve ¢ sayilari

ab—a = b+119
bce—b = c¢+59
ca—c = a+71

denklemlerini saglayan pozitif gercel sayilar olmak lizere a + b + ¢ toplaminin ala-

bilecegi biitiin degerleri bulunuz.

Asagidaki denklem sistemini gercel sayilar kiimesi i¢cinde ¢6ziiniiz.

2r1 = x%-23
4oy = 347
6r3 = a3+ 14
8rq4 = x3+23

10x5 = 23+ 34
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

x, y, a gercel sayilar olmak tizere
x+y:x2+y2:x3+y3:a

olduguna gore a nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Asgagidaki egitsizligin dogrulugunu gosteriniz.

2003 2002
)

1.2.3...2002 < (

f fonksiyonu, pozitif bir n tam sayis igin,

dn ++/4n?2 — 1

fn) = V2n+1++v2n—1

seklinde tanimlamyor. f(1)+ f(2) + --- + f(40) toplamimi hesaplayiniz.

Birbirinden farkh z,y, z tam sayilar1 xy + yz + xz = 26 egitligini saglamaktadir. Bu

durumda z2 + y? + 22 > 29 oldugunu gésteriniz.

V2x + 1+ x + 3 =3+ /2 + 7 dekleminin biitiin gercel koklerini bulunuz.

2007 +

1
z+ —=11se z kactir 7
> 52007 A6

a, b, ¢ sifirdan farkl gercel sayilar olmak {tizere,

ay+br bz+cy cr+az _4a2+4b2+402

Ty Yz zx x4y 422

ise z,y ve z a,b, c cinsinden bulunuz.

a bir pozitif gercel say1 olsun. Bu durumda v/a + 2007 — v/a + 1004, v/a + 1003 —+/a

sayilarindan hangisi daha biiytiktiir?

2(a?4+1)(b>+1) = (a+1)(b+1)(ab+1) denklemini saglayan tiim a, b gercel sayilarin

bulunuz.

Carpmaya gore terslerinin toplami —1 ve kiiplerinin toplami 4 olan tiim gercel sayilari

bulunuz.

Gergel sayilardan gergel sayilara tammh f(1) = 1 ve f(zxy + f(x)) = zf(y) + f(z)
esitligini her x ve y gercel sayilar icin saglayan biitliin f fonksiyonlarini ispatiyla

birlikte belirleyiniz.

1 1 1 1 1 1 1 TR FIVR
\/1+17+ﬁ+\/1+27+37+"-+\/1+m+m—2005—me§1thg1n1
ispatlayiniz.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

a,b,cved, a+ b+ c+ d=1 esitligini saglayan pozitif gercel sayilardir.

bed n acd n abd n abe <i
a+2 b+2 c¢+2 d+2 13

oldugunu gosteriniz.

7

x bir gercel say1 olmak iizere 22 — 3z +1 = 0 ise 2 + 27 + 27 + 277 nin degerini

hesaplayiniz.
M kiimesi 20 tane farkli gercel sayidan olugsmaktadir. M kiimesinden alinacak olan

her a,b € M icin a < —x < b egitsizligini saglayan bir x € M bulundugu biliniyor.

M kiimesinde kag tane pozitif say1 bulunabilir?

ai,as,as, ... bir geometrik dizidir. a; + a2 + a3+ a4 = 7, a—ll + é + é + i =5

olduguna gore ai - as - a3 - a4 carpimini hesaplayiniz.

Her n > 2 tam sayis1 i¢in (n!)2 > n" oldugunu gosteriniz.

1
998

(\/2\@x—x2—1+\/2\/§x—x2+2+...+\/2ﬂx—x2+19952—2) = 1995
denklemini saglayan tiim gercel x sayilarini bulunuz.
x,y ve z gercel sayilarinin,
2
7+ yz <2,
y? 412 < 2,
24y <2,

esitsizliklerini sagladigi biliniyorsa « 4+ y 4+ z nin alabilecegi en biiyiik ve en kiigiik

degerleri bulunuz.

ai,as, ..., ay, birbirlerinden farkl pozitif tam sayilar ve m sayisi, {a; + a;, ¢ # j}

kiimesinin eleman sayisi olsun. m en az kag olabilir ?

Her z,y € N icin f(3z + 2y) = f(z)f(y) kosulunu saglayan biitiin f : N — N

fonksiyonlarimi bulunuz.

Hangi a gercgel sayilari i¢in

x+y:a3—a
acy:a2

denklem sisteminin gercel x ve y ¢oziimleri vardir?
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39. Dogal sayilarda tanmimli, her m,n € N degeri i¢gin

e f(f(2002)) =17
o f(mn) = f(m)f(n)
e f(n)<n
kosullarini saglayan bir f fonksiyonu tanimlanabilir mi?

40. S kiimesi, 1 'den biiyiikk tam sayilar kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesidir. A
sayisi, S kiimesindeki elemanlarin garpmaya gore terslerinin toplami olsun. A bir

tam say1 ise S kiimesinin en az 3 elemani oldugunu gosteriniz.

41. a ve b sifirdan farkl gercel sayilari igin

1 1 1 1

b + z  a +b+zx
denkleminin koklerini bulunuz.

42. a pozitif gercel sayis1 a® = 6(a + 1) denklemini saghyor ise 22 + ax + a? — 6 = 0

denkleminin gercel ¢6ziimii olamayacagini gosteriniz.

43. x, y, z pozitif gercel sayilar olsun.

1 1 1 1/1 1 1
2 T3 T3 sl t—+
re4+yz oy +zx z-4ay T 2\zy Yz =2z
esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

44. ag, a1, as, ... dizisi, m > n olmak tlizere negatif olmayan tiim m ve n tam sayilar: igin
Uman + @Gmepn —m+n—1= %(agm + agy,) esitligini saglamaktadir.

a] = 3 ise a2008 i bulunuz.

45.
4ot —122° — 722 + 222 +14 =10

denkleminin dort gercel kokii ve bunlardan iki tanesinin toplami 1 olduguna goére

denklemin butin koklerini bulunuz.

46. p(x) = 23 — 20072 + 2002 polinomunun kokleri r, s ve ¢ olsun. Bu durumda

T—1+S—1+t—1
r+1 s4+1 t+4+1

degerini bulunuz.
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47.

48.

49.

50.

o1.

52.

53.

54.

55.

yt 4+ 4y — 11y + day — 8y + 822 — 40z +52 =0

denkleminin gercel koklerini bulunuz.

3
>
ab+bc+ca ~a+b+c

Tiim a, b, ¢ > 0 gercel sayilari igin 14

ispatlayiniz.

f(z) = 22 + (m + 3)z + m + 2 fonksiyonunun agagidaki kosullar1 saglamasi icin m

parametresinin alabilecegi biitiin gercel degerleri bulunuz.

(a) Her z € (—1,3) igin f(z) <0,

(b) f fonksiyonun koklerinin terslerinin toplami % ten daha kiiciik olmali.

Q=

+ % + % = 1 kogulunu saglayan a, b, ¢ pozitif gergel sayilar1 igin
(a—1)(b—-1)(c—1)>38

esitsizligini ispatlayiniz.

a, b, ¢ sifirdan biliylik gercel sayilardir.
33 3 2 2 2
+—+

a a c
b c a

2

c
+5+=2>
2 a?

oldugunu gosteriniz.

a,b, cile 2° — 22 + 2 = 0 denkleminin koklerini gosterelim. Bu durumda a? + b% 4 ¢2,

a® + b + ¢ ve a* + b* + ¢Viin degerlerini hesaplayimz.

r+y+z = 3
?+y +27 = 3
?+y+20 = 3

denklem sisteminin tiim gercel (veya karmagik) ¢oziimlerini bulunuz.

28 + az* + 1 = 0 denkleminin dért kokii olmasim ve koklerinin aritmetik dizi

olusturmasinm saglayacak biitiin a gercel sayilarini bulunuz.

Her 0 < z < 1 gergel sayisinin, 1 den kiiglik iki pozitif gercel saymin fark: olarak

yazilabilecegini gbsteriniz.
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56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

xyz(z + y + z) = 1 kosulunu saglayan z,y, z pozitif gergel sayilar1 i¢in

a-) \/(1‘2 + y—lg)(gﬂ +5)(22+ %) = (@ +y)(y + 2)(2 + z) esitliginin saglandigim
gosteriniz.

b-) Verilen denklemi saglayan bir (z,y, z) liclisti bulunuz.

a,b,c,x,y,z € R ve x,y, z sifirdan farkli olmak iizere

azd = by® = ¢23
ve

1 1 1

el T |

x Yy z

ise ¢/ax? + by? + c22 = ¥a + Vb + /c oldugunu gosteriniz.
(23 432 —4)3+ (222 — 52+ 3)3 = (323 — 222 — 1)3 denklemini saglayan tiim z gercel

sayilarini bulunuz.

|z, ile x gercel sayisini agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosterelim.

e+ 5] = 15+ 1T)

denkleminin tim koklerini bulunuz.

Np =1{0,1,2,...} olmak tizere,
f : Ng — Ny fonksiyonu her m,n € Ny igin

o f(n+1)> f(n)

o fin+ f(m))=f(n)+m+1
ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur. Buna gore f(2001) ’in alabilecegi tiim degerlerini
bulunuz.

3

Eger «, 8, sayilar1 ° — x — 1 denkleminin kokleri ise,

l—a 1-5 1-—%«
l+a 148 147y

ifadesinin degerini hesaplayiniz.
f:10,1] — R fonksiyonu

(i) f(1)=1,

(if) f(z) = 0
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

(iii) eger x,y, ve x + y hepsi [0, 1] araliginda ise f(x +y) > f(z) + f(y)
sartlarim saglamaktadir. Her x € [0, 1] i¢in f(z) < 2z oldugunu gosteriniz.
n bir pozitif tam say1 ve x1,x9, - ,z, birer tamsay1 olmak iizere

Bitasttap+nd < @n—1)(@1+ a2+ ay) +0°

oldugu biliniyor.Buna gore

a-) x1,22,- -, &, den higbirinin negatif olamayacagini gosteriniz.
b-) 1 + 22+ -+ x, + n+ U'in bir tam kare olamayacagini gosteriniz.

Eger {a1,a2,as,b1,b2,bs3,c1,c9,c3} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimeleri ayni ise (ele-

manlar farkli sirada yazilmig olabilir)
S=ai-ay-a3+b;-by-bg+ci-co-c3

sayisinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

n bir dogal say1, f(n) de [n?,2n?] kapali araligindaki tam karelerin sayisi olsun. f

nin azalmayan ve orten fonksiyon oldugunu gosteriniz.

n bir tam say1 olmak iizere,

FQ)+ f2)+- -+ f(n) =n*f(n)

kosulunu saglayan, dogal sayilardan gercel sayilara tanmimlh bir f fonksiyonu olsun.
Eger f(1) = 1002 ise f(2004) i bulunuz.

n pozitif tam say1 ve x1, xo, ..., x, negatif olmayan gercel sayilar olmak tizere

Tt il 2t = n
n(n+1)

1+ 229+ 323+ ---+nx, = 5

denklem sistemini saglayan x1, x2, ..., x, sayilarini bulunuz.

22 + 9% + 22 = 25 denklemini saglayan x,y ve z pozitif gercel sayilar1 icin

A= 4 & 4 % nin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

ot oyt 2t b ayz(e +y+2) > M(zy +yz + 21)? esitsizliginin tiim z, y ve z pozitif
gercel sayilar: icin dogru olmasimi saglayacak saglayacak en bluyik M pozitif gercgel
sayisini bulunuz.
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70. Toplamlar: 1 olan tiim a, b ve ¢ pozitif gergel sayilari igin

e (G

(=
o
S

esitsizligini ispatlayiniz.

71. z bir gercel say1 ve T ’de z ’in tamsay1 kismi olsun.
32° ~7 =3

esitligini saglayan x gercel sayilarini bulunuz.

72. a,b, c gercel sayilar, f(z) = ax* 4 bz + cx? olmak iizere
fla(z+1) = fla(z—1)) =T
dir. p(n), n ’ye bagh bir fonksiyon ve

7497 4ol = n’(n +1)*p(n)
24
ise p(n)="
73. Biitiin a, b, ¢ pozitif gercel sayilar: i¢in

a? — be b2 — ca 2 —ab
2 + 53 + 53 =
2a° +bc  2b°+ca  2c® +ab

oldugunu gosteriniz.
74. Asgagida verilen egitliklerin ortak gergel ¢éziimlerinin hepsini bulunuz:

422
14 422
4y2
1+ 42
422
1+ 422

x
75. a bir pozitif gercel say1 olmak iizere f(z) = v olsun. Bu durumda

a® + va

1 2 2000
S=f<zom)+f<zom)+"‘+f(zom>

degerini bulunuz.
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76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

Toplamlar: 6, karelerinin toplami 8, kiiplerinin toplamai ise 5 olan ii¢ sayinin doérdiincii

kuvvetlerinin toplami nedir?

Hangi n pozitif tam sayilar igin

1 2 n a 4.
SR R L 1+ az + ap
a as Qn, 2

esitligi saglanacak seklide birbirinden farkli ay,ao,. . . ,a, tam sayilarini bulunabilecegini

belirleyiniz.

[%, 1] arahgindaki a, b ve ¢ gergel sayilar i¢in asagidaki esitsizligin dogrulugunu

ispatlayiniz.
a+b b+c a+c <3

_1+c+1+a+1+b_

Tim a, b, ¢ pozitif rasyonel sayilari igin

g+§+g 22§‘ a+b+b+c+c~|—a
b ¢ a 2 c a b

oldugunu gosteriniz.

Dogal sayilar kiimesinde taniml bir f fonksiyonu icin agsagidaki kosullar veriliyor:

(a) f siirekli artan bir fonksiyondur.
(b) f(m-n) = f(m)- f(n), Yim,n €N.

(c) m#mnvem™=n"ise f(m) =n yada f(n) =m olur.
Bu durumda f(30)’un degerini hesaplaymiz.

Her z,y € {1,2,...,10} i¢in, zf(x) + yf(y)'nin bir boleni x + y olacak sekilde,
{1,2,...,10} kiimesinden {1,2,...,100} kiimesine tanimli biitiin artan f fonksiyon-

larin1 bulunuz.

(1 4 v/2)%°0 sayisimin ondalik gdsteriminde virgiilden sonraki 1000’inci basamak

kagtir?

a, b, ¢ pozitif gercel sayilar1 abc = 2 esitligini saglamaktadir. Bu durumda

a4+ b0+ >avbt+ct+b/etat+ceva+b
esitsizligini gosteriniz.
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84. Her x gercel sayisi igin

=) [ [ - ) - [

esitliginin dogru oldugunu gosteriniz.

85.

a? a? a?

$(5L‘+1)+($+1)(l’+2)+'”+(l‘+4)(l‘+5) =1

denkleminin koklerinin gercel say1 olmasini saglayan a gercel sayilarini bulunuz.

86. n > 3 icin
2 _
] — 2223 Ty, = 0
x%—xlxg---xn = 0
x%—xlxg---xn = 0
2 =0
Ty — L1X2X3 " Tp—-1 —

denklem sisteminin ¢oztimlerini bulunuz.
87. Her x € R — {0} igin

(a) f(x) —3f (%) = 3% kogulunu saglayan sifirdan farkli gergel sayilarda tanimh

biitiin fonksiyonlar1 bulunuz.

Itz T
(b) f(z) = 225=2 fonksiyonu i¢in (z # 0)

1 2 2002 2002 2002 2002
f (2002> f (2002>++f (2()()2)+2f (2001>+2f <2000>+"'+2f <1>

toplamini hesaplayiniz.

88. (z,y) ile x ve y tam sayilarinin en biiyiik ortak bolenin,, [z, y] x ile ise y sayilarinin

en kiiciik ortak katini gosterelim. Bu durumda

esitligini saglayan biitiin {x,y} ikililerini bulunuz.

89. a,b,c gercel sayllardir. M sayis1 y = |42 + az? + bx + ¢| fonksiyonunun [—1,1]
araligindaki en biiyiik degeri olsun. M > 1 oldugunu gosteriniz ve esitlik durumunun

gergeklestigi biitiin durumlar: belirleyiniz.
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90.

91.

92.

93.

(ii)
(iii)

94.

95.

96.

Pozitif tam sayilar tizerinde tanmimh f fonksiyonu f(1) = 1996 ve

FO+F@) ++ f(n)=n’f(n)  (n>1)
esitliklerini saglamaktadir. f(1996) degerini bulunuz.

x bir gergel say1, n bir pozitif tam say1 olmak iizere; |z |, x sayisindan biiyiik olmayan
en bilyiik tam say1 olsun. Bu durumda |z] + [z 4+ 1|+ ... + [z + =] = |na]

oldugunu gosteriniz.

4(ab+bc+ca) — 1> a* +b* + ¢ > 3(a® + b° + &%)
esitsizligi saglayan biitiin pozitif a, b, ¢ gergel sayilarim1 bulunuz.

a, b ve ¢ rasyonel sayilar olsun. Asagidaki denklemlerin her birinin sadece a = b =

¢ = 0 durumunda saglanabilecegini gosteriniz.
a+bv2+cv/2=0
a+by2+c¢y3=0
a+by2+ced4=0

x, Yy, 2z, m, n sayilart m +n > 2 esitsizligini saglayan pozitif gergel sayilardir. Bu

durumda

2\/yz(z + my) (z + nz) + yy/zz(y + ma)(y + nz) +

3(m+n)
8

2/ zy(z + ma)(z + ny) < (x+y)(y+2)(z+x)

oldugunu gosteriniz.
(an)22, dizisi

an, N
ap=1l,ap4y1=—+—,n>1
n n

seklinde tanmimlaniyor. n > 4 igin [a2| = n oldugunu ispatlaymiz.(|z] says1 i

agmayan en bilyiik tam sayidir.)

Agagidaki denklem sistemini gergel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.
r+y+z=2,
(+y)y+2)+W+2)z+2)+E+o)(e+y) =1,

2 (y+2) +y3(z+2) + 2% (x + y) = —6.
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97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

x bir gergel say1 olmak {izere, sin(cosx) ve cos(sinz) fonksiyonlarinin hangisi daha

biiytiktiir?

a gergel sayisi (0,1) araliginda ve f fonksiyonu [0, 1] araliginda siirekli bir fonksiyon

olmak tlizere

£(0) = =1
(55Y) = a-as@+ar

ise f (%) =7

Her z, y gercel say1 ikilisi icin, f(zf(x) + f(y)) = [f(z)]? + y denklemini saglayan

tim f: R — R fonksiyonlarimi bulunuz.

a+ b+ c+ d=1 denklemini saglayan a, b, c, d pozitif gergel sayilari igin,
1
6(a® + 0%+ + d%) > (a2+b2+cz+d2)—|—§
esitsizliginin saglandigini gbsteriniz.

Bir giin okul sonrasinda, Murat fazladan bir matematik dersine daha katilmak zorun-
daydi. Ogretmen tahtaya katsayilar: tam say1 olan ikinci dereceden bir z? + pix +
q1 = 0 denklemini yazacak ve Murat bu denklemin ¢6ziimlerini bulacaktir. Eger
¢ozlimlerin ikisi birden tam say1 degilse Murat eve donebilecektir. Eger denklemin
¢Ozlimleri tam sayiysa 0gretmen ps ve g9, bir 6nceki sorunun ¢oéziimlerinin herhangi
bir siralamasi olacak sekilde yeni bir 2 + poz + g2 = 0 denklemi yazacak ve her
sey bagtan basglayacaktir. Ogretmenin, Muratn sonsuza dek okulda tutabilmesini

saglayacak tiim olasi p1, ¢1 sayilarinin bulunuz.

Dogal sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine olan ve

n+ f(n)

Ftm) < ™

kogulunu saglayan biitiin birebir f(n) fonksiyonlarini bulunuz.

a,b,c € {1,2,...,n} olmak iizere gercel sayilardan gercel sayilara tanimh ve kokleri
tam say1 olan

f(z) =az® + bz +c
ikinci dereceden fonksiyonlarin sayisi, herhangi bir pozitif n tam sayis: igin P(n) ile
gosterilsin.

Yukaridaki 6zelliklere sahip f fonksiyonlar: ve biitiin n > 4 degerleri i¢in n < P(n) <

n? oldugunu ispatlayimniz.
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104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

a + b+ ¢ = 3 denklemini saglayan a, b ve ¢ pozitif gercel sayilar: i¢in

1 1 1 2 2 2
— 4+ — + ? >a°+b"+c¢
e@itsizliginin Saglandlglnl gésteriniz.

271 sayisii, carpimlart maksimum olacak sekilde, pozitif gergel sayilarin toplami

olarak yaziniz.

Asagidaki denklem sistemini saglayan biitiin (z,y, z) gergel say1 tigliilerini bulunuz.

Not: [r] : r gergel sayisiin tamsay1 kismi, {r} : r gercel sayisimin ondalik kismi.
z+ [y] + {z} = 200, 2

{a} +y+[2] = 200,1

[z] + {y} + 2z = 200,0

R—{0} kiimesinde tanimhi ve f(z)+8f(1) = —63z denklemini saglayan fonksiyonlar
tanimlayiniz.

2 2 2 _ .2 8 1 .8 8 _ .8
Ty T Y o hise L ty _r Y ifadesini k cinsinden hesaplayiniz.
22 — 2 | 242 28—y 284 y8
a,b,z,y gercel sayilar icin a® +ax +y =0 +br+y=c +cx+y=0vea,b,c
birbirinden farkl ise a + b + ¢ = 0 oldugunu ispatlayiniz.
z,y, z pozitif gercel sayilar olmak tizere z° + y> + (r+ y)3 + 30xy = 2000 ise (z +y)
nin alabilecegi degerleri bulunuz.
T b itif 1 lar1 ici ! + ! + 1 > 27

im a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: igin >

POZILE BErCel SaVIAr G 4 ) T el + 0) | ale+a) = 2(a + b+ o)
oldugunu gosteriniz.
a # 0,b,c gercel sayilar icin (a + b+ ¢)(4a — 2b+¢) < 0 ise az® + bz + ¢ = 0
denkleminin iki farkl gercel kokiiniin oldugunu ispatlayiniz.
2v/2
x ve y sifirdan farkl gergel sayilar olmak tizere —; Tty 5 < V2 oldugunu
22 —zy+y? T 2?12

gosteriniz.

a+b+c+d = 20

ab + bc + cd 4+ da + bd + ac 150
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115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

124.

kogullarini saglayan tiim a, b, ¢, d gercel sayilarii bulunuz.

x,y, z gercel sayilar i¢in 0 < z,y,2 < 1 ve zyz = (1 — z)(1 — y)(1 — 2) ise (1 —

)y, (1 —y)z, (1 — z)x sayilarindan en az birinin % den kiigiik veya esgit oldugunu

ispatlayiniz.
a1, as,as gercel sayilarinin herbirinin 1 den biiyiik oldugu ve her ¢ = 1,2,3 igin
2
1 1 1
> a1 + ag + az oldugu bilindigine gore + + > 1
a; — 1 a1 +ax ax+az  az3+ap

oldugunu ispatlayimiz.

a,b, c gercel sayilar olmak fizere 2° + az? + bz + ¢ = 0 denkleminin ii¢ gercel kokii
vardir. —2 < a+b+c < 0 ise bu ii¢ kokten en az birinin [0, 2] araliginda yer alacagim

ispatlayiniz.

a, b, c gergel sayilar igin

(a+b)(b+c)(c+a) = abe
(@ + )V + ) (P +a®) = v’

ise abc = 0 oldugunu ispatlayiniz.

Negatif olmayan gercel sayilardan olusan aq, as, ... dizisi tiim n pozitif tam sayilar:
i¢ing ap + agy > 3n ve apy1 +n < QW kosullarinin ikisini birden sagliyor.
Buna gore

a-) Her n porzitif tam sayisi igin a,, > n oldugunu gosteriniz.

b-) Soruda verilen gartlar1 saglayan bir a,, dizisi bulunuz.
Katsayilar: negatif olmayan gergel sayilardan olusan p(x) polinomu igin p(1) > 1 ise

1
tiim pozitif gercel sayilar icin p(z)p (> > 1 oldugunu ispatlayiniz.
x

3
0<a,p,0< g icin sin a+sin S+sin 0 = 1 ise tan® a +tan? S+ tan® 0 > 3 oldugunu

ispatlayiniz.

1
ar =1, agzivekz 1iginak+2:ak+ak2+1 ise,
1 1
+ + -+ < 4 oldugunu ispatlayiniz.
aiaz Q204  Q3as a9ga100
p(0) = 0, p((z 4+ 1)®) = (p(x) + 1)® kosulunu saglayan tiim gercel katsayil p(z)

polinomlarini bulunuz.

f:No— Ny (No=1{0,1,2,...}) bir fonksiyon olmak iizere tiim n € Ny sayilar1 igin
f(f(n)) = f(n)+1 ve min{f(0), f(1), f(2),...} =1 dir. Bu kosullar1 saglayan tiim
f fonksiyonlarini bulunuz.
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125.

126.

127.

128.

129.

Her z,y € R icin f(2?) — f(v*) = (= + v)(f(z) — f(y)) kosulunu saglayan tiim

f R — R fonksiyonlarin1 bulunuz.

ay>as > - >a, > 0veai+as+---+a, = 1ise a%—|—3a%—|—5a§+- . -—|—(2n—1)a,2I <1

oldugunu ispatlayimniz.

sin® x(1 + cot ) + cos® (1 + tanz) = cos2x denklemini gergel sayilar kiimesinde

¢Oziintiz.

2 — Vr—1 -1 1 2
x T x T
— 1 pu—
x—1+ o + x2 x2 +\/:c—1+\/x—1
kiimesinde ¢oziiniiz.

denklemini gergel sayilar

a n b n c
2a+b 2b+c  2c+a

a,b, c pozitif gercel sayilar olmak tizere < 1 oldugunu

ispatlayiniz.
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ANALIZ-CEBIR - COZUMLER

1. Bir araba yokus inerken 72 km/s, diiz yolda 63 km/s ve yokus ¢ikarken 56 km/s
hizla hareket edebiliyor. Bu araba, A sehrinden B sehrine 4 saatte gidip, ayni yolu

4 saat 40 dakikada dondiigiine gore, A ve B gehirleri arasindaki mesafeyi bulunuz.

Coziim: A gehrinden B gehrine giderken yokus asag, diiz ve yokug yukari olan
mesafeler sirasiyla x, y ve z km olsun. s km yol v km/s hizla s/v saatte gidilir. Gidis

yolunda gecgen zaman 4 saat oldugu igin;

denklemi elde edilir. Doniisg yolu igin;

z 14

.,y = _u
56 63 72 3

olur. Her iki denklemi de 56, 63 ve 72 nin OKEK’i olan 504 ile ¢arparsak;

Tr+8y+9z = 2016
9r + 8y + 7z = 2352

denklemlerini elde ederiz. Bu denklemleri taraf tarafa toplarsak 16(z+y+2z) = 4368,
buradan da =z + y + z = 273 buluruz. Dolayisiyla, iki gehir arasindaki mesafe 273
km’dir.

2. z+1y%> =1, 22 +y® = 1 denklem sisteminin ¢oziimlerini bulunuz.

Coziim: Ik denklemi z = 1 — y2 olarak ele alip ikinci denklemde yerine koyarsak;
(1—y*2+9y> =1, yani 1 — 2% + 3* + ¢ = 1, buradan da y?(1°> +y — 2) =
v2(y +2)(y — 1) = 0 buluruz. Dolayisiyla ¢éziimler, y = 0, y = —2, y = 1 ve bunlara

karsilik gelen x degerleri ise sirasiyla, x = 1, x = —3 ve x = 0 olarak bulunur.

3. M (n)={-1,-2,...,—n} olmak tizere, M (n) nin biitiin alt kiimelerinin elemanlar

carpimlarimin toplami kagtir 7

Cozim =z, x9,..,T, 1 tane say1 olsun.

(I+x1)(I+z2)..(1+a,) =14z +x2+. . 42 +T122+ ..+ Tpo1Tp +.. + T1272..7p
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yazilabilir. S biitlin alt dizilerin elemanlarinin garpimlarinin toplami olmak tizere
yukaridaki esitlik
S=14+z1)Q+z2)..(14+z,) —1

seklinde ifade edilebilir. Burada her i i¢in x; = —i yazarsak S sayisi aradigimiz

toplama egit olur. Bu durumda
S=014+(-1)1+(-2)..01+(-n)—-1=0-1=-1

bulunur.

. Agagidaki denklemin biitiin gercel koklerini bulunuz:

o) + o) =a* 7.

Not: Burada |z], = ten kii¢iik veya x e egit en bilyiik tam sayiy1 temsil etmektedir.

Coziim Verilen denklemin iki tarafina da % ekleyelim. Bu durumda denklemin sol

tarafi (|z] + %)2 olarak yazilabileceginden;

<ij+;>2:$2
x:i(m-i-;)

olur. Buradan, |z] her zaman bir tam say1 oldugundan, |z| = n dersek; x =

ve dolayisiyla

+ (n + %) bulunur. Bu durumda sorudaki denklemi saglayan her x gercel sayisi, m
1
bir tam say1 olmak iizere, x = m + 3 seklinde yazilabilir. Ayn1 zamanda her m tam
. 12 1 ) 1\? 1 5 .
sayisi icin |m + 3 + |m+ 3| =™ +m=|m+ 5] — 1 oldugundan verilen

denklemi saglayan biitiin gercel sayilarin kiimesi {z = m + 3 m € Z} olur.

3 3 3

a b c

. Ttim porzitif a, b, ¢ gergel sayilari icin — + — + — > a + b+ ¢ oldugunu gosteriniz.
ac

be ab
3 3 3
Cozim: a,b, c pozitif oldugundan e + — 4+ € >a+btee=a +b+ct>
b b
c  ac a

abc(a+b+c) dir. z,y, z pozitif sayilar olmak fizere (z —y)* + (y — 2)* + (z —x)2 > 0
ve (2% =22y 4+9°) + (v° — 2yz + 2%) + (2% — 2z +2°) > 0 oldugundan; 22 + % + 22 >
xy + yz + zx olur. Bu esitsizligi iki kere uygularsak;
at+bt+ct > a?b? b2 +cta? = (ab)?+(be)? 4 (ca)? > (ab)(be)+(be)(ca)+(ca)(ab) =
abc(a + b+ ¢) olur ve ispat biter.
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6. Asagidaki kogullar saglayan a, b, ¢, d gergel sayilarini bulunuz.
a+b+c<3d

b+c+d<3a
c+d+a<3b

d+a+b<3c

Coziim: Verilen esitsizlik sistemi simetrik oldugundan min{a,b,c,d} = a kabul
edebiliriz. a < b, a < ¢, a < d oldugundan 3a < b+ ¢+ d olur. Verilen egitsizliklere
gore b+ ¢+ d < 3a dir. Dolayisiyla, 3a < b+ c+d < 3a dir. Yani, 3a=b+c+d
dir. (a—0b)+ (a—c¢)+ (a —d) = 0 oldugundan ve a < b, a < ¢, a < d oldugu igin

a = b= ¢ =d bulunur.

7. Tam sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine tamimli f fonksiyonu, tim x tam
sayilar: i¢in

flz+1)= i’;gg esitligini sagliyor. Eger f(1) = 2 ise, f(2004) kactir?

Coziim: Herhangi n pozitif tamsayisi igin f fonksiyonu agagidaki egitlikleri saglar:

-1

L) 1w
L A e R | R R == R )
f0+4) = =t = 1)

Bu nedenle, tiim n dogal sayilar: igin f fonksiyonu f(n +4) = f(n) esitligini saglar.
Simdi de f fonksiyonunun bu 6zelliginden faydalanarak f(2004)’t bulalim

£(2004) = £(2000) = f(1996) = ... = f(8) = f(4).
£(2004) = f(4) oldugu i¢in, f(4)in degerini hesaplayalim:

#(1) = 2 oldugundan, f(2) = W

Bu nedenle, f(2004) = ’tiir.
8. Asagidaki denklemi gergel sayilar kiimesinde ¢oziiniiz.

r+3

||z + 2| — 22| =
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10.

Coziim <z + 2 nin igsareti x = —2 de degistiginden dolay1 soruyu iki durumda

inceleyecegiz.

(a) < —2ise |[v +2| = —z — 2 dir. Dolayisiyla |-z — 2 — 22| = £33z + 2| =
ITJ“{S ve £ < —2 durumunu inceledegimiz icin 3x + 2 < 0 dir. Yani, -3z — 2 =
"”TJF?’, buradan da x = —1 bulunur. Ama x = —1 noktas1 x < —2 kiimesinde

olmadigindan dolayi, inceleme araliginda denklemi saglayan bir deger yoktur.

(b) & > —2ise |z + 2| = z + 2 dir. Dolaywsiyla |z +2— 22| = &3, |z — 2| = &3
bulunur. Burada da x — 2 nin isareti x = 2 de degistigi i¢in -2 < z < 2 ve
x > 2 durumlarini incelemek gerekir.

e 2<uz<2iselz—2 =-z+2dir. Dolayisiyla —2 +2 = 23 ¢ =1

bulunur. z = % inceleme araliginda oldugu icin = = % bir ¢éziimdiir.

e 2 < zise |z — 2| =z—2dir. Dolaysiyla z —2 = 252 z = 7 bulunur. z =7

inceleme araliginda oldugu igin « = 7 bir ¢éztiimdiir.

1
Sonug olarak ¢ozliim kiimesi {g, 7} dir.

{a,b,c,d} = {1,2,3,4} olmak tizere ab+ bc+ cd + da ifadesinin alabilecegi en biiyiik
degeri bulunuz.

Coziim: Oncelikle ab+be+cd+da = (a+c)(b+d) esitligi ve buradan da Aritmetik-

Geometrik ortalama egitsizligi kullanilarak

b+d\° 142 4\?
ab+bc+cd+da:(a+c)(b+d)§(‘HC‘;JF) :(J“;r?’*> _ 95

bulunur. Esitlik ancak a + ¢ = b + d durumunda miimkiindiir. Ornek olarak a =
1, c=4, b=2, d = 3 alabiliriz.

Koordinat diizleminde merkezden harekete baglayan bir sinek once 1 birim yukariya
sonra 1 birim saga sonra E birim agagiya sonra — birim sola sonra 1 birim yukariya,...
dogru hareketlerine sonsuza dek devam ediyor. Bu hareketler sonunda sinegin bulu-
nacagl noktay1 belirleyiniz.

Coziim: Oncelikle —1 < z < 1 kogulunu saglayan her a gercel sayisi icin; 1 + z +

1
2= . oldugunu gosterelim. 14+ z+ 22 +---4+a2"+..- = A

olur.

1
dersek A—1=z(1+z+2°+---)=zAolur. Al—z)=1ve A= .

-
(Not: z > 1 veya 2 < —1 iken A toplami herhangi bir gercel sayiya esit olmaz.) Bu

esitligi soruda uygularsak; Sinegin

1 1 1 1 2
xkoordinam:§—§+33—---:1_2%:g,
1 1 1 4
koordinati: 1 — -+ — — .. = = — dir.
Y Koordinatl 4+16 _%1 5 1r



11.

12.

13.

14.

1
a, B,y sayilar: 23 — 2% +1 = 0 denkleminin kokleri i 1se + —2 yi hesaplayiniz.

52
1
Co6ziim: Verilen 23 — 22 + 1 = 0 denkleminden — = 1 — x denklemine ve buradan
x
da, Vieta formultini kullanarak
1 1 1
E-ﬁ—@—i-—z:(1—a)+(1—ﬂ)+(1—’y):3—(a+ﬁ+7):3—1:2bulunur.

11 1
x ve y pozitif gercel sayilar olmak iizere x +xy+y+ — + — + — ifadesinin alabilecegi
roxy oy
en kii¢iik degeri bulunuz.
1

1 1 . .. .
Cozim:z, xy,y, —, — ve — terimlerinin carpimlari 1 oldugundan, geometrik or-
T

talamasi da 1 olur. Problemde verilen ifade bu terimlerin aritmetik ortalamasimin
6 katidir. Aritmetik Geometrik ortalama esitsizliginden, verilen ifadenin alabilecegi

en kiiclik degerin 6 oldugu sonucu cikar. x = y = 1 i¢in de ifade 6 ya esit olur.

Bir tren, aralarindaki mesafe 20 km olan iki istasyon arasindaki yolculugu daima
ayni siirede tamamlamak zorundadir. Bir giin yolun tam ortasinda durmak zorunda
kalan tren 3 dakika bekledikten sonra, gecikmeyi telafi etmek igin hizaini1 10 km/saat
artirarak yoluna devam ediyor. Bir bagka giin ayni noktada 5 dakika siire ile dur-
mak zorunda kalan tren, yolculugu zamaninda tamamlamak igin hizini ne kadar

artirmalidir?

Coziim:Trenin normal hizin1 v km/saat, gecikmeyi telafi etmek i¢in sahip olmasi
10

gereken hizi da vq km/saat kabul edelim. Tren yolun ilk yarismi — saatte tamam-
) v

lar. Ikinci yarisini ise, duraklama siiresi de dahil olmak iizere 3 dakikalik gecikme

10 1 10 1
ST 10 + 20 saatte, 5 dakikalik gecikme oldugunda ise — + 3 saatte

1
tamamlar. Yolculugun ilk yarisi ile son yarisinin aymni siirede tamamladlgmdan — =
v

10 1 10 10 1
o110 + 0y = E+—2 olur. Ilk denklemden elde edilen (v—40)(v+50) = 0 ’m

porzitif kokii v = 40 km/saat ¢oziimiinii verir. Bu deger yardimu ile ikinci denklemden

oldugunda

de v1 = 60 km/saat bulunur. Tren hizin1 20 km/saat artirmalidir.

a+ b+ c > 0 olmak iizere az? + bx + ¢ = 0 denkleminin gercel ¢oziimii olmadig

biliniyor. Bu durumda ¢ > 0 oldugunu gosteriniz.

Birinci Céziim: f(z) = ax® + bx + ¢ olmak iizere bir f fonksiyonu tanimlayalim.

Bu durumda f(1) = a+b+ ¢ > 0 oldugunu biliyoruz. Burada denklemin gergel kokii

olmadigindan ve f fonksiyonu siirekli oldugundan, her z € R i¢in f(z) > 0 olur.

Dolaysiyla ¢ = f(0) > 0 oldugu goriiliir.

ikinci Coziim: ¢ < 0 oldugunu kabul edelim. Denklemin gercel kokii olmadigindan
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15.

16.

b2 — dac < 0 olmaldir. 0 < b? < 4ac oldugundan a < 0 olur. b > —a — ¢ ve a < 0,
¢ <0, oldugundan b > 0 ve —a — ¢ > 0 olur. Bu durumda (a + ¢)? < b? < 4ac olur.
(a+ ¢)? < dac ve (a — ¢)? < 0 bulunur. Bu ise bir celigkidir. Yani ¢ > 0 olmalidir.

a, b ve c sayilari

ab—a = b+119
bc—b = c¢+59
ca—c = a+71

denklemlerini saglayan pozitif gercel sayilar olmak tlizere a + b + ¢ toplaminin ala-

bilecegi biitiin degerleri bulunuz.

Coziim:Ilk denklemden a(b — 1) = (b — 1) + 120 buradan (a — 1)(b — 1) = 120
ve benzer gekilde (b — 1)(c — 1) = 60 ve (a — 1)(¢ — 1) = 72 bulunur. a,b ve ¢
nin 1 den farkh olduklar1 aciktir. Bulunan esitliklerden ilk ikisi oranlandiginda elde

edilen - = 2 ifadesini figiincii esitlikte kullanildiginda 2(c — 1)? = 72 bulunur ve

buradan |c¢ — 1| = 6 ¢ikar. ¢ > 0 oldugundan, ¢ = 7 olmalidir. Buradan a = 13 ve
b = 11 oldugu da kolaylikla bulunabilir. a + b + ¢ nin alabilecegi tek deger 31 dir.

Asagidaki denklem sistemini gergel sayilar kiimesi iginde ¢oziintiz.

271 = x%-23
4oy = 347
6r3 = a3+ 14
8ry = x3+23
10x5 = 23+ 34

Co6ziim: Verilen denklemleri taraf tarafa toplarsak;

2x1 + 4xo9 + 623 + 8x4 + 1025 = m% + x% + SL’% + $Z + mg + 55 olur. Bu da

2 — 2y + x5 — 4wy + 23 — 623 + x5 — 824 + 22 — 1025 + 55 = 0 yani

(1 — 12 4 (22 — 2)* + (23 — 3)? + (24 — 4)* + (25 — 5)* = 0 denklemine denktir.
Denklemin sol tarafindaki higbir terim negatif olamayacag: igin her biri sifir olmak

zorundadir. Boylece denklem sisteminin tek ¢oziiminiin

r1=1z0=2,235=3, 24 =4,25 =5

123



17.

18.

19.

olur ve bu degerler soruda verilen beg denklemi de saglar.
x, y, a gercel sayilar olmak tizere
x+y:x2+y2:x3+y3:a

olduguna gore a nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

2

Coéziim: (z + y)? — 22y = 22 + y* = a oldugundan zy = a4 olur. (z +

CL2—G

y)3 = 3zy(x +5y) = 23 + 4 = a oldugundan o® — 3a ( ) = a ve buradan da

a® —3a® +2a = a(a — 1)(a — 2) olur. Yani sorudaki kosullar1 saglayan a sayis 0, 1,2
diginda bir gercel say1 olamaz. z = 0 =y icina =0, z = 0,y = 1 i¢cin a = 1,

x =1=y i¢in a = 2 oldugundan a sayisinin alabilecegi tiim degerler 0, 1,2 dir.

Asagidaki egitsizligi ispatlayiniz.

9 2002
2002! < <0203>

x+y

2
Coziim: Bu esitsizligi gostermek igin zy < < > esitsizligini kullanacagiz.

Oncelikle

9 2
1.2002 < <0203>

2
20 < (222

2
2002.1 < (20203>

oldugunu biliyoruz. Bu esitsizlikleri taraf tarafa carparsak;

72002
(1.2.3...2002)% < [(20203> ]

elde ederiz ki buradan 2002
2
2002! < (0203)

oldugu acgikga goriiliir.

dn + vV4n? — 1

T V2 l4VIn—1
tammlaniyor. f(1) + f(2) + - -+ f(40) toplamin hesaplayiniz.
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20.

21.

Coziim: 4n = (v2n + 1)? + (v/2n — 1)? oldugundan

 VIF U4+ VIn U+ Va2 — 1
N V2n+1++2n—1

f(n)

seklinde yazilabilir. Pay ve payda, paydanin eslenigi ile carpilirsa

(V2ont1l—-vV2n—D)(V2n+ L +vV2n— 1+ VadnZ — 1)
@n+1)— (20— 1)
VIn+ 1l —oan-1°
2

fln) =

elde edilir.

(V3 — VI + (V' = V3) + -+ (VBT - V79
2

JQ) + F(2) 4+ f(40) =
VB — VT

2
93 — 13
2
728
2
= 364.

Birbirinden farkh x,y, z tam sayilar1 xy + yz + vz = 26 esitligini saglamaktadir. Bu

durumda z2 + y? + 22 > 29 oldugunu gésteriniz.

Coziim: Genelligi bozmadan z < y < z oldugunu kabul edebiliriz. z —y > 1,
y—x>1vez—x>2olduguicin (z —y)?+(y—2)2+(z—2)2 > 6 ve 2?2 + 1> +
2% — xy —yz — xz > 3 esitsizlikleri gecerlidir. Bunun yam sira zy + yz + vz = 26

olmasindan dolay1 z2 + 32 + 22 > 29 dur.

V2x +1++x + 3 =3+ vz + 7 dekleminin biitiin gercel koklerini bulunuz.

Coziim Denklemin gercel sayilarda tanimli olabilmesi igin x > —% olmalidir.

Denklemi g0yle dizenleyelim:

V2r+1-3=Vz+7—Vz+3.

Karekok artan bir fonksiyon oldugu icin denklemin sag tarafi pozitiftir. Dolayisiyla,
sol taraf da pozitiftir. Yani, v2x +1 > 3 ve z > 4.

Denklemin iki tarafinin da karesini alirsak,

20 +1-6V2c+14+9=a+T+2+3-2y/(x+7)(z+3),
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22.

23.

24.

3V2 +1=/(z+7)(x+3,
18z + 9 = 2% 4 10z + 21,
22 —8x+12=0.

Elde edilen son denklemin kokleri x = 2 ve x = 6 dir. = > 4 olmas: gerektiginden
dolay1 tek ¢oziim x = 6 dir.

Not: Bu tip denklem sorularinda ¢oziim yaparken kare aliyorsak mutlaka en son

buldugumuz degerleri sorudaki denklemde yerine koyup denklemin saglanip saglanmadigini

kontrol etmeliyiz. Bazen, bu soruda oldugu gibi yalanci kokler (bu sorudaki z = 2
gibi) olabilir.

1 1
2+ = =1ise 22007 + kactir?
> 2007 A6

1
Coziim 2+ - = 1 oldugundan 22 — z + 1 = 0 olur. Denklemin her iki tarafin1 da

z
z+ 1 ile carparsak z3+1 = 0, yani 2> = —1 bulunur. Bu durumda 22097 = (23)669 =
(—1)%69 = —1. Bu deger denklemde yerine yazilarak z2°07 4+ 22(1)07 =—-1+ %1 = -2
bulunur.

a, b, ¢ sifirdan farkh gercel sayilar olmak {izere,

ay+br  bz4cy cxtaz  4a® +4b* 4 42
ry  yz  zx a2 4y?4 22

ise z,y ve z yi a, b, ¢ cinsinden bulunuz.

. bob b
Coziim 11k iki esitligi © + - = -+ = S+ ¢ geklinde yazarsak & = - = < oldugu
T Yy Yy z z x T Yy oz
b b b2
goriiliir. Buradan z = %,y = —z, ve & + - = % +4; = 2. Bu durumda
C C — == z

c c

a b 4(a®+b*+c?)

4(@®+ 02+ ) At(a®+ b+ ) 4

oy a24y2+22 a2z2+b2z2+zg_ 22(a2 4 b2 4 ¢2) T2

c? c?

2¢c 4

b
olur. — = — = ¢ oldugundan — = — ve ¢ # 0 oldugundan z = 2¢ olur ve buradan
x oy oz z z
da z = 2a y = 2b z = 2¢ bulunur.

a bir pozitif gergel say1 olsun. Bu durumda /a + 2007 — v/a + 1004, v/a + 1003 —+/a

sayilarindandan hangisi daha biiytiktiir?

126



25.

1. Coziim: (va + 2007—+/a + 1004)—(v/a + 1003—4/a) degerinin negatif oldugunu
gosterirsek v/a + 2007 — v/a + 1004 sayisiin, v/a + 1003 — y/a sayisindan kiigiik

oldugunu gostermis oluruz. Gostermek istedigimiz esitsizligi

(Va4 2007 — va + 1004) — (va + 1003 — va) < 0
Va+2007T++va < +Va+1003 + vVa+ 1004

seklinde yazabiliriz. Bu esitsizligin her iki tarafi da her zaman pozitif oldugundan,

iki tarafin karesini alarak

Va2 42007 < v/a2 4 2007a + 1004 - 1003

elde ederiz. Burada a gercel sayis1 pozitif oldugundan, elde edilen esitsizlik dogrudur.
Dolayistyla biitiin pozitif a degerleri icin v/a + 2007 — v/a + 1004 sayis1, v/a + 1003 —
V/a sayisindan kiigiiktiir.

2. Cozum:

Va+2007 — Va+ 1004 =
(va + 2007 — v/a + 1004)(v/a + 2007 + v/a + 1004)
Va+ 2007 + v/a + 1004
(a +2007) — (a + 1004) 1003

Va+ 2007 + Va + 1004 a + 2007 + v/a + 1004

Va+1003—va =
_ (Va+1003 - V/a)(va + 1003 + v/a)
B Va+ 1003+ /a
(a+1003) —a 1003

Va+1003++/a +a+ 1003+ a

oldugu icin, buldugumuz ifadeler

Va4 2007 + va < va+ 1003 + va + 1004

esitsizligini kanitlar. Dolayisiyla verilen sayilar arasinda, v/a + 2007 — a + 1004 <

Vva + 1003 — /a iligkisi vardir.

2(a2+1)(b*+1) = (a+1)(b+1)(ab+1) denklemini saglayan tiim a, b gergel sayilarim

bulunuz.

Coziim 1. Verilen denklemi a bilinmeyeni igin ikinci dereceden bir denklem gibi

diigiiniirsek a?(b? — b+ 2) —a(b+ 1)2 +2b%> — b+ 1 = 0 elde edilir. Bu denklemin

diskriminantt A = (b+ 1)* — 4(b> — b +2)(26> = b+ 1) = —(b— 1)%(70?> — 2b+ 7)

dir. 76> —2b+7 = 6(b*> + 1) + (b—1)? > 0 oldugundan denklemin gergel ¢oziimiiniin
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26.

27.

olmast i¢in b = 1 (budurumdaA > 0) olmalidir. Buradan a = 1 bulunur. Tek ¢oziim
(a,b) = (1,1) dir.

Coziim 2. Cauchy-Schwarz esitsizliginden 2(a® + 1) > (a +1)2,2(b> +1) > (b+1)?
ve (a2 +1)(b®+1) > (ab+1)? elde edilir. Bu esitsizlikler taraf tarafa carpip sonra da
iki tarafin karekokiinii alirsak 2(a? +1)(b% +1) > |(a+1)(b+1)(ab + 1)] esitsizligine
ulagirz. Esitsizligin egitlik olmasi ancak ilk esitsizliklerin egitlik olmasi durumunda

mumkindir ki bu da bize ¢ = b = 1 verir.

arpmaya gore terslerinin toplami —1 ve kiiplerinin toplami 4 olan tiim gercel sayilar:
Carpmaya g P p p gergel say
bulunuz.
o < L1 3 3
Coziim: Sayillar z ve y olsun. Aradigimiz sayillar — + — = —1 ve 2° + y° = 4
€z Yy
1
denklemlerini saglarlar. — + = = —1 oldugundan z +y = —zy ve 2° +¢° = 4
€T Yy

oldugundan (z + 3)® — 32y(z + y) = 4 ve buradan da (zy)® — 3(zy)% + 4 = 0 olur.
(zy + 1)(zy — 2)* = 0 denkleminden zy = —1 veya zy = 2 sonucuna varilr.

zy = —1icin 4+ y = 1 olacagndan (z — y)? = (x +y)?> —day =5 ve |t —y| = V5

Vi+1l  1-45

olur. z > y kabul edersek z —y = V5, z+y =1, z = 5 Yy = 5 bulunur.

zy = 2 icin x + y = —2 olacagindan (z — y)? = (z + y)?> — 4zy = —4 < 0 olur. Yani

VE+1 1-+/5

Sonug olarak ¢oztim olan tek (x,y) ikilisi ( 5

bu durum imkansizdir.

) dir.

f R — R fonksiyonu f(1) = 1 ve her = ve y gergel sayilar igin f(zxy + f(z)) =
xf(y) + f(x) esitligini saglamaktadir. Bu kogullar1 saglayan tiim f fonksiyonlarim

bulunuz.

Cozim:f(0) = 0 oldugunu gostererek baglayalim:

y = 0 olsun. Her x gercel sayisi igin

f@- 04 f(x)) = f(f(x)) =2 f(0) + f(z)

esitligi gecerlidir. = = 0 igin de f(f(0)) =0- f(0) + f(0) = f(0) olur.
y=0, 2= f(0) i¢cin

f0) = f



28.

Buradan da f(0) = 0 oldugu goriiliir.

Bunun bir sonucu olarak; y = 0 ve her x gercel sayisi i¢in f(z-0+ f(x)) =z- f(0)+
f(z) = f(z), buradan da f(f(x)) = f(x) bulunur. = 1 ve her y gergel sayisi igin
soruda verilen f(1) = 1 esitligini kullanarak f(y+1) = f(1-y+f(1)) = 1-f(y)+f(1) =
f(y) + 1 buluruz. Bu esitlikte y yerine f(x) yazarsak, f(f(z) +1) = f(x) + 1 den-

kleminin her x gercel sayisi i¢in saglandigim goriirtiz. Bu durumda

L+ f(x) = f+f(2))
= flzy+ f(z))
= z- f(y)+ f(z)

1

S1=u-f) =2 1()
= f(C) =2

oldugundan, sifirdan farkl her x gergel sayisi igin, f(z) = x oldugu goriliir. Fakat
f(0) = 0 oldugunu da gostermistik. Bu nedenle, her x gergel sayisi i¢in f(z) = =
oldugu ispatlanmig olur.

Not: Bu tip fonksiyonel denklem sorularinda en son bulunan f fonksiyonlarinin
soruda verilen kosullar1 saglayip saglamadigi kontrol edilmelidir. Bazen sorudaki
kogullar: saglamayabilir. Bu soruda f(x) = x fonksiyonu f(zy+ f(x)) = xf(y)+ f(z)
denklemini biitiin =,y gercel sayilar igin sagladigindan ve f(1) = 1 oldugundan

f(x) = z bir ¢éziimdiir.

11 11 1 1 1
T4 ot o1 oo 1 o — 2005 itligini
\/ tote +\/ Tty +\/ T 20042 T 20052 2005 e
ispatlayiniz.

Coziim:Once bir gozlem yapahm:

P 1 _k4+2k3+3k2+2k+1_(k2+k+1)2
k2 (k+1)2 k%(k+1)3 C \k(k+1)
yazip her iki tarafin karekokiini aldigimizda;
1 1 K2+ k+1 1 1 1
1+ — = =14+ —=14-——
\/+k2+(k+1)2 (k(k+1)) TrerD TR Rl
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elde ederiz. Boylece,

\/1+1+1+\/1+1+1+ +\/1+1+1
12" 22 22 ' 32 20042 " 20052

A S A S DO PN S
1 2 12 13 _ 200;1 20015
:2004‘1—’_1_24_2_3—’_”'—’_2004_20105

:2004—|-1—20105
:2005—m

29. a,b,cved, a+ b+ c+d=1 esitligini saglayan pozitif gercel sayilardir.

30.

bed n acd n abd n abe <i
a+2 b+2 c¢c+2 d+2 13

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Aritmetik-Geometrik Ortalama esitsizliginden

Yabe < GtbEe
- 3

e < <a+b+0>3
- 3

yazabiliriz. Buradan

abc<a+b+c31<a—|—b—|—c+d31_i1<il_i
d+2 ~ 3 d+2~ 3 d+2 27 d+2 27 2 54
bed d bd 1
esitsizligini elde edilir. Benzer sekilde ¢ , 2% e 2 'nin de — ’ten kiiclik
a+2 b+2 c+2 54
oldugu bulunabilir. O halde
bcd+acd+abd+i<4i<i
a+2 b+2 c¢c+2 b4 54 13
olur.
x bir gercel say1 olmak iizere 22 — 3z +1 = 0 ise 2 + 27 + 27 + 277 nin degerini
hesaplayiniz.
Cozium: Verilen denklemden z + % = 3 elde edilir. Ote yandan, hesaplanmasi

istenen ifade (2 +2~%)(z +2~!) seklinde carpanlara ayrilabilir. Tlk carpani hesapla-

mak igin l’—i—% = 3 denkleminde iki tarafin karesi almarak z2+z~2 = 7 ve bu ifadenin
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31.

32.

33.

de karesi alinarak x* +2~* = 47 ve bir kez daha kare alinarak z® + 2~8 = 2207 elde
edilir. Aranan ifadenin say1 degeri 6621 dir.

M kiimesi 20 tane farkh gercel sayidan olugsmaktadir. M kiimesinden alinacak olan
her a,b € M icin a < —x < b egitsizligini saglayan bir x € M bulundugu biliniyor.

M kiimesinde kag tane pozitif say1 bulunabilir?

Coziim: a1 < az < -+ < ag olmak tizere M = {aj,as,---az} olsun. M de
bulunan pozitif olmayan elemanlarin sayisi pozitif olanlardan fazla ise en azindan 11
tane pozitif olmayan eleman var demektir (a1; = 0 olmasi miimkiin). Bu durumda

verilen sarta gore
a1 < T <ay< —T2<az3 < —x3<- a0 <—x10 < aiq

egitsizliklerini saglayan z1, --- 219 pozitif sayilar1 bulunmalidir. Buradan z,-- -z
pozitif sayilarinin her birinin farkli olmasi gerektigi goriiliir. Bu da M ’nin en azindan
21 eleman icermesini gerektirir ki bu bir geligkidir. Buna gore M de bulunan pozitif
olan elemanlarin sayis1 pozitif olmayanlardan az olamaz. Benzer sekilde M de bulu-
nan negatif olan elemanlarin sayisi negatif olmayanlardan az olamaz. Sonug olarak

M’de bulunan pozitif olan elemanlarin sayis1 10’dur.

ai,az,as, ... bir geometrik dizidir. a1 +ag +az+ag =7, -+ - STt w =5

] al
olduguna gore a;j - az - a3 - a4 garpimini hesaplayiniz.

Coziim: Verilen dizi bir geometrik dizi oldugundan bir r gercel sayisi i¢in as = raq,

asz = r2a; ve as = ria; yazilabilir ve

1—rt
a1+a2+a3+a4=a1(1+r+r2+r3):a1< >:7

1—1r

ve

1 1 1 1 1 1 1 1 11—

— =t —F—=—(l++ 5+ |=— 55— =5

ap ay a3 a4 a1 roor r ap r3(l—r)

7

elde edilir. Egitlikler taraf tarafa boliinerek a%r 5 bulunur. Ote yandan aj - ag -
as - a4 = a%rﬁ = (a%r ) oldugundan ay - as - ag - a4 = < ) = = 1,96 olur.

Her n > 2 tamsayist icin (n!)2 > n" oldugunu gosteriniz.

Céziim: (n!)? ifadesini

(1-2---(n—=1)-n)1-2---(n=1)n)=1-n)2-(n—-1)3-(n—2))--- (k- (n—

k+1))---(n-1) seklinde yazabiliriz. Ote yandan, her 1 < k < n tam sayisi icin
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34.

35.

k(n—k+1)—n=nk—k?+k—n= (n—k)(k—1) > 0 oldugundan, k(n —k+1) > n

olur ve bu da iddiay1 kanitlar.

1
998

denklemini saglayan tiim gercel x sayilarimi bulunuz.

Cozim: £ =1,2,...,1995 icin

\/2\/§£L‘*IE2+I{?2*2:\/k2*(l‘*\/§)2§k‘

gbzlemini kullanarak

1

998(\/2\/% —22 12— 2—}—\/2\/§m — 22422 - 2+...+\/2\/§m — 22+ 19952 — 2) <

1
—(14+2+...+1995) = 1995
gogllt2+...+ )

oldugunu, dolayisiyla da esitligin ancak ve ancak 2 = v/2 durumunda gerceklesecegini

gosterebiliriz. Tek ¢oziim = = /2 dir.

x,y ve z gercel sayilarinin,

z® +yz <2,
y2+xz§2,
22+xy§2,

esitsizliklerini sagladigi biliniyorsa = 4+ y + 2z nin alabilecegi en biiyiik ve en kiigiik

degerleri bulunuz.

Coziim:(z —y)? + (y — 2)? + (z — 2)* > 0 oldugundan =2 + y* 4 22 > 2y + yz + 2z
3
ve buradan da i(xg + 9% + 22+ zy +yz + zx) > (z +y + 2)? olur. Soruda verilen

esitsizllikleri taraf tarafa toplarsak (z+y+2)* < g(x2+y2+z2+xy+yz+zx) < 26 =
9 ve buradan da —3 < z + y + z < 3 bulunur. Esitlik durumu ise x =y = 2 = —1
iken ve x = y = z = 1 iken saglanir.

Not: Bir soruda verilen bir k£ degiskeninin alabilecegi en kiicilik ve en biiytik degerler
soruldugunda k icin k < p veya k > q gibi esitsizliklerin saglandigini gostermemiz k
sayisini alabilecegi en biiyiik degerin p, en kiiclik degerinde ¢ olmasini gerektirmez.

k sayisinin p ve ¢ sayilarina da esit olabilecegini ispatlamamiz gerekir.
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36.

37.

38.

ai,as, ..., ay, birbirlerinden farkl pozitif tam sayilar ve m sayisi, {a; + a;, ¢ # j}

kiimesinin eleman sayisi olsun. m en az kag olabilir ?

Coziim:Genelligi bozmadan a1 < ag < ... < a, kabul edelim.
a1 tas<artaz<...<ap+ta,<ax+ap,<...<ap-1+ay

yazilabilir. Bu esitsizlikte en az (n — 1) + (n — 2) = 2n — 3 tane farkh toplam vardur.
Ciinkii en kiiciik toplam 3, en biiytik toplam en az (n — 1) + n = 2n — 1 olabilir.

Yani en az 2n — 3 tane birbirinden farkli toplam vardir.

No = {0,1,2,...} olmak {izere, her z,y € Ny i¢cin f(3z + 2y) = f(x)f(y) kosulunu
saglayan biitiin f : Ng — Ny fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: x =y = 0 i¢in £(0) = f(0)? dir. Yani f(0) = 0 veya f(0) = 1 dir.

f(0) =01ise her z,y € Ny igin f(2y) = f(3z) dir. f(1) =aigin f(5) = f(3-1+2-1) =
a®. Benzer sekilde f(25) = a*. Ayrica f(25) = f(2-2+3-7) = 0. Dolayisiyla a = 0
dir. Her k > 4 sayis1 k = 3x + 2y formunda yazilabildigi i¢in uygun x ve y degerleri
ile her k icin f(k) = 0 dur.

F(0) = 1ise f(2y) = f(y) ve f(32) = f(x) dir. £(1) = a dersek, f(2) = a, f(5) =

a?, f(25) = a® = a* bulunur. Dolayisiyla, a = 0 veya a = 1 dir.

ﬂ@—{l o

Sonug olarak,

0 x>0.

ya da her x € Ny icin f(z) =1 dir .

Hangi a gercel sayilar: icin

m+y:a37a

zy = a?

denklem sisteminin gercel x ve y ¢oziimleri vardir?

3

Coziim:Ilk denklemden zi ¢ozerek & = a® — a — y bulup diger denklemde yerine

yazalim;

Ty = a
(@’ —a—yy = o
v +yla—a®)+a* = 0

Elde edilen denklemin gergel kokleri olmasi igin diskriminantin sifira egit ya da
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39.

40.

sifirdan biiyiik olmasi gerekir.

A = (a—ad*)? - 4ad?
= a*(a®+1)(a® - 3)

A > 0 esitsizligi ancak a = 0 veya a®> — 3 > 0 durumlarinda saglanir.

Dogal sayilarda tanimli, her m,n € N degeri icin

o f(£(2002)) = 17
e f(mn) = f(m)f(n)
e f(n)<n

kosullarini saglayan bir f fonksiyonu tanimlanabilir mi?
Cozim: f(mn)= f(m)f(n) kogsulunu ve 2002 =2 -7-11 - 13 oldugunu kullanarak

f(f(2002)) = f(f(2)) - F(F(T) - FOFAD)) - f(F(13)) = 17

esitligi elde edilir. f(n) < n ise
f(f(n)) < f(n) <n

dolayisiyla da f(f(2)) < 2, f(f(7)) < 7, f(f(11)) < 11 ve f(f(13)) < 13 olur.
Elde edilen esitligin sag tarafinda bir asal say1 olan 17 varken, esitligin sol tarafinda
ise 17’den kiiclik tamsayilarin ¢arpimi vardir. Bu tamsayilarin carpimi 17 olamay-

acagindan verilen kogullar1 saglayan bir f fonksiyonu yoktur.

S kiimesi, 1 den biiylik tam sayilar kiimesinin bog olmayan bir alt kiimesidir. A
sayisi, S kiimesindeki elemanlarin ¢arpmaya gore terslerinin toplami olsun. A bir

tam say1 ise S kiimesinin en az 3 elemani oldugunu gosteriniz.

Coziim: S kiimesinin eleman sayist n(S) = 1 olmasi durumunda S = {a} diye-

1
lim. Ancak — tam say1 olmadigindan A sayisi da tam say1 olamaz. O halde S
a
kiimesi bir elemanli degildir. n(S) = 2 ve a # b olmak tizere S = {a, b} alahm. a < b
olsun.

1 1 1 1 g§2
a

_ mpas N
a + b a + a
1 . .. 1 1 . o
-+ 5 < 2 ve tamsay1 oldugu i¢in — + y = 1 ’dir. Ancak bu kogulu saglayan (a,b)
a a
say1 ¢ifti olmadigindan S kiimesi iki elemanh da degildir. Yani n(S) > 3 olmalidir.
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41.

42.

43.

1 1 1
Eger S ={2,3,6} ise —+ -+ = = 1 olur. Bu da S kiimesinin 3 elemanli olabilecegini

o 2 3 6
gosterir.
a ve b sifirdan farkh gergel sayilari igin
NS
a b = a+btz
denkleminin koklerini bulunuz.
Coziim:
LS 1
a b x  a+b+z
(a+b)x+ab 1
abx  a+b+x
(a+b)z*+ (a+b)*x + (a+b)ab = 0
a = —b ise, sifirdan farkli her x sayis1 verilen denklemi saglar. a # —b ise denklem
(x+a)(z+b)=0
olarak carpanlarina ayrilir. Buradan da denklemin kokleri x = —a ve x = —b olarak
bulunur.
a pozitif gercel sayis1 a® = 6(a + 1) denklemini saghyor ise 22 + ax +a®? — 6 = 0

denkleminin gergel ¢coziimii olamayacagini gosteriniz.

Coziim: Denklemin gergel ¢oztimii oldugunu kabul edelim. Bu durumda A = 3(8 —
1
a?) > 0, yani a < 2v/2 olmahdir. a® = 6(a + 1) oldugundan a® = 6(1 + —) ve

a
1,1 2 2 32
aZM:{Olduéundan“226(1+[):6+;f>6+2=801urvea228,

buradan da a > 2v/2 bulunur. a < 2v/2 olmas: gerektiginden bu bir celigkidir.

x, y, z pozitif gercel sayilar olsun.

1 1 1 1/1 1 1
5 +— + <l —=—+t—+—=
i+ yz y*+zx 44y T 2\Yy Yz 2T
esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Coziim: a ve b gercel sayilar icin (a—b)? > 0 olur. Buradan a?+b% > 2ab oldugunu
goririz. Bu durumda her z, y pozitif gergel sayisi icin z 4+ y > 2,/xy olur.
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44.

45.

Bu gkarim yardimiyla 22 + yz > 2/22yz esitsizligini elde eder ve dolayisiyla

1 < 1 RVAE
22 +yz ~ 2o /yz  2xyz

oldugunu goriiriz.

Bu durumda;
1 1 1 Yz \zx /T 1
5 +— + = < Y + + Y
Tt +yz y*+zx z¢+zxy 2xyz  2xyz 2xyz  2xyz
olur.

(Vi 4V + /)

Tekrar yukaridaki ¢ikarimi kullanarak /yz + v zz + /zy < Y ; i + i —12— rLz ;— Y _

x + y + 2z oldugunu goriiriiz.

Dol | 1 n 1 + 1 < 1 (x+y+2) 1 /1 n 1 n 1
olayisiyla T == —+—+—

vyt e yz Yy 4z 224wy T 2zyz Y 2 \zy  yz 2@
olur. Esitlik z = y = 2z durumunda saglanir.

agp, a1, as, ... dizisi, m > n olmak lizere negatif olmayan tiim m ve n tam sayilar igin
Uman + Gmp —m+n—1= %(agm + agy,) esitligini saglamaktadir.

a1 = 3 ise agppg i bulunuz.

Coziim:

m = 0 = n almarak 2q9 — 1 = %2&0 ve buradan da ag = 1 oldugu goruliir.

n = 0 kabul ederek ag,, = 4a, — 2m — 3 iliskisi elde edilir. Burada m = 1 igin
as =7 ve m = 2 igin ag = 21 bulunur. m = 2 ve n = 1 igin de ag = 13 olur. Bu
bilgilerden yararlanarak a, = n? +n + 1 oldugunu tiimevarim yontemini kullanarak

ispatlayacagiz.

e ag =1 ve a; = 3 oldugunu elde ettik.

e Onermemizin tiim k& < m ler i¢in dogru oldugunu varsayalim.

Yukarida buldugumuz ag,, = 4a,, — 2m — 3 iliskisini kullanarak as,, = (2m)? +

2m + 1 oldugunu buluruz.
e Burada 2m gordiigiimiiz yere m + 1 yazarsak a1 = (m +1)2 +(m +1) + 1
buluruz.

Sonug olarak asgos = (2007 + 1)2 + (2007 + 1) + 1 = (2008)? + 2009 olur.

4g* — 1223 — 72? + 220 + 14 = 0 denkleminin dért gercel kokii ve bunlardan iki

tanesinin toplami 1 olduguna gore denklemin biittin koklerini bulunuz.

Coziim: Kokler x1, xa, x3, 4 ve £1 + 22 = 1 olsun. Bu durumda kokler toplami

12
1= 3 olmasi gerektigi icin x3 + x4 = 2 olur.

4ot —120% — 70?4+ 222 + 14 = 4(x — 31 (z — 29) (@ — 23) (T — 24)
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denklemin her iki tarafinda z’in kuvvetlerinin katsayilari esit olacagindan

T1+rot+axst+axgs = 3
7
1T + X123 + 124 + T2x3 + ToXy + X324 = _Z
11
T1T2T3 + T1X2X4 + 1T304 + T2T3T4 = Y
7
T1X2T3%x4 = 5

denklemleri elde edilir. Buradan,

7

(1’1 + l’g)(xg + a:4) + 2129 + 324 = —1
11
(331 + xg)x3x4 -+ (13 + x4)x1x2 = —?

Burada da x1 + 22 = 1 ve z3 + x4 = 2 degerlerini yerlerine yazdigimizda,

15
T1xo + T3xy = 1
11
2.%11‘24-:631'4 = —?

denklem sistemini elde ederiz ki buradan ¢oztimlerin

7
T1x9 = —5 ve x3x4 = —2

7
oldugu goriliir. Bu durumda z1 + 2o = 1 ve z1x9 = —3 oldugu icin x1 ve x9'nin
7 1
22 —x — = = 0 denkleminin ¢oziimleri oldugu yani T2 = 5 + v/2 oldugu acikca
gorilmektedir.
Aym sekilde z3 + x4 = 2 ve x3x4 = —2 oldugu icin 234 =1+ V3 olur.

Bu kokler soruda verilen denklemi de saglarlar. Dolayisiyla verilen denklemin kokleri;
1 1
5+\/§, 5—\/5, 1+ 3 ve 1 —/3tiir.

46. p(x) = 23 — 2007z + 2002 polinomunun kokleri r, s ve ¢ olsun. Bu durumda

T—1+S—1+t—1
r+1 s4+1 t+4+1

degerini bulunuz.

Birinci Coziim: Istenen toplama S dersek,

1 n 1 n 1
r+1 s4+1 t+1
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olmak fizere S = 3 — 2R olur. Ayrica
q(z) = p(z — 1) = 2* — 327 — 2004z + 4008

polinomunun koklerinin r + 1, s + 1, ¢ + 1 oldugu agiktir. Bu durumda, bir f(z) =
n
Z ¢;z* polinomunun koklerinin ¢arpmaya gore terslerinin toplami —cg /c1 oldugundan,

1=0
R = —(—2004)/4008 = 1/2, dolayisiyla da S = 3 — 1 = 2 olarak bulunur.
r—1 s—-1 t—-1

e e o _ 1 1 1
Ikinci Coziim: S = ve R= -9 + 7 + 577 olsun.

r+1 +1
R s+t +D)+@r+D)E+1)+(r+1)(s+1)  stt+rt+rs+2(r+s+t)+3

(r+1)(s+1)(t+1) st+rt+rs+s+r+t+rst+1
dir. 74+s+t =0, rs+st+rt=—-2007, rst =—2002 oldugundan (Vieta Teoremi),

—2004 1
= —4888 =3 olur. Buna gore S =3 — 2R = 2 dir.

47.
v+ 4P — 11y? + 4oy — 8y + 822 — 4024+ 52 =0
denkleminin gercel koklerini bulunuz.

Coziim: Verilen denklemi
4 2 2 2 2 2 _
Yy + 4y +y° —12y° + 4oy — 8y + 42” + 42 — 24x — 162+ 364+ 16 =0
sekline getirip iki tam kare toplami halinde yazalim.

= yt+ 4t 4+ 40% — 1207 — 242 + 36 4+ 42 4+ day + 2 — 162 — 8y + 16 =0
= (+22-6)°+(2r+y—4)°>=0

Iki kare toplaminin sifira egit olabilmesi icin her iki karenin de ayr1 ayr sifira esit
olmas1 gerekir. O halde bu denklemin koklerinin y? + 22z —6=0ve 22 +y —4 =0

denklemlerini saglamasi gerekir. Buradan kokler

2r4+y—4=0 = 20=4-y
= V¥ +2r-6=92+4-y—-6=0
= y=2,y=-—1
y=2=x=1

)
Y z B

olarak bulunur. Yani denklemin kékleri (1,2) ve (3, —1) dir.

3
>
ab+bc+ca ~a+b+c
138

48. Tim a, b, c > 0 gercel sayilari icin 1+

esitsizliginin dogrulugunu



ispatlayiniz.

Coziim: (a —b)* 4 (b—c)* + (¢ —a)? > 0 oldugundan a® +b* + ¢* > ab+be + ca ve
(a+b+c)? = a®+ >+ +2(ab+bc+ca) > 3(ab+be+ca) olur. 1+

0 \ : ab+botea”
1+ ———ve(l-——)*>0, 1 > ldugund
+(a—|—b+c)2 ve ( a+b+c) 2 Y, +(a+b+c)2_a+b+co ugundan

3 6

1 > lur.
+ab—i—bc—i—ca - a—i—b—l—cour

49. f(x) = 2?4+ (m + 3)z + m + 2 fonksiyonunun agagidaki kosullar1 saglamasi icin m

parametresinin alabilecegi biitiin gercel degerleri bulunuz.

(a) Her z € (—1,3) igin f(z) <0,

(b) f fonksiyonun koklerinin terslerinin toplami % ten daha kiiciik olmali.

Coziim:
Birinci ¢oziim: f ikinci dereceden ve pozitif bagkatsayili bir denklem oldugu igin
birinci kogul f(—1) < 0 ve f(3) < 0 koguluna denktir. Yeni kogulu esitsizlik sistemi
olarak yazarsak:

1-m—-3+m+2<0,

9+3m+9+m+2<0.

Birinci denklem her zaman dogrudur (0 < 0). Tkinci denklemden m < —5 bulunur.
Ikinci kogulu gézontine aldigimizda, z; ve xo f fonksiyonun kokleri olmak tizere,
?11 + % < % diir. Vieta formiiliine gére kokler toplami —m — 3 ve kokler carpimi
m + 2 dir. Bu durumda

Yani yam +2 < 0 ve —(4m + 11) > 0 olmali yadam+2 >0 ve —(4dm +11) <0

olmali.

e m+2>0ve —(4m—&—11)<0isem>—2vem<—%1 olur. Ayrica m < —5

idi. Bu ti¢ kiimenin kesisimi bog oldugu icin bu kosullarda ¢6ziim yoktur.
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50.

em+2<0ve—(4m+11) > 0ise m < —2 ve m < —1L olur. Ayricam < —5

idi. Ug kosulu birden saglayan ¢oziim araligi (—oco,5) dir.

ikinci ¢oziim: Ilk coziimde m < —5 bulunmustu. Iki kokten z; kiiciik olan kok ve
x9 bilyiik olan kok olmak tizere, her x € (1,3) iken f(z) < 0 oldugu igin 27 < —1 ve
x9 > 3 diir. Yani, ?11 <0 ve é < % diir. Ikinci kogulu test edersek,

buluruz. Dolayisiyla m € (—oo, —5| dir.

1 1 1
— 4+ — 4+ — =1 kosulunu saglayan a, b, ¢ pozitif gercel sayilar: igin
c

b
(@a—1)(b—1)(c—1) > 8

esitsizligini ispatlayiniz.
Coziim:

Birinci ¢oziim: Verilen a—i—g—i—% = 1 egitliginin her iki tarafini abc ile garptigimizda
ab + be + ca = abc
esitligini elde ederiz.
(a—1)(b—1)(c—1) =abc— (ab+bc+ca)+a+b+c—1
Bu egitlikte abe yerine esitlik verilen denklemi kullanarak

(a—1)b—1)(c—1)=a+b+c—1

yazabiliriz. Ayrica, Aritmetik-Geometrik Ortalama egitsizliginden;

a—l—b—l—cZ : ii) =3
3 atste

ve buradan da (a — 1)(b—1)(c—1)=a+b+c—1 > 8 olur.

. 11 1 —1
ikinci géziim: - + - = 1- - = 77 oldugundan, (a — 1)(b — 1)(c — 1) =

c a a
a (1 + 1) b (1 + 1> c (1 + 1> = (atb)b+o)eta) olur. Aritmetik-Geometrik

b ¢ c a a b abc
Ortalama esitsizliginden a + b > 2Vab, b+ ¢ > 2Vbe, ¢+ a > 2v/ca ve buradan da

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abe, (a—1)(b—1)c—1)= F b)(bazcc)(” 9 > § olur,
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o1.

52.

a, b, ¢ sifirdan biiytlik gercel sayilardir.

oldugunu gosteriniz.

Coziim: a ve b sifirdan biiyiik olduklar: icin

(a—b)2a+b) > 0
(a® —2ab+b*)(a+b) > 0
a®—2d%b+ab® +ad%b—2a> +0> > 0
ad—ad?b—ab’ +0® > 0
a’ — a?b — ab® 4+ b*

b2 = 0

ad  a?
a3 a2

3 b2
Benzer sekilde - > —+b—cve g—z > % + ¢ — a bulunur. Bulunan bu iig esitsizlik
c c

taraf tarafa toplandiginda

3 b3 03 CL2 b2 C2 a2 b2 c2
t+5+52—+a-b+—+b-—c+—+c—a=—+—+—
c a b c a b c a

a
b2
elde edilir.

a,b, ¢ ile 2 — z? + 2 = 0 denkleminin kéklerini gosterelim. Bu durumda a? + b% 4 ¢,

a® + b2 + 3 ve a* + b* + ¢*iin degerlerini hesaplaymiz.

Coziim: Oncelikle kokleri oy, a0, -+ ,ap olan n inci dereceden bir polinom icin
koklerinin kuvvetlerinin toplamlar: hakkinda bilgi veren Vieta formiillerini hatirlayalim:
sp=ok +ab + - af olarak tammlanirsa,
aps1+a; = 0
apsz +aisy +2az = 0
aogSs + a1s2 +ags1 +3a3 = 0

olur. Buna gore a® + b*> + c? = (a + b+ ¢)* — 2(ab + ac + be) = 12 — 2(0) = 1'dir.
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93.

o4.

55.

Ote yandan z° = 22 — 2 oldugundan,
BB+ =024+ -2+ -2=a> 4+ +*—6=1-6=—5dir.

4 — 43 — 2z alabiliriz ve buradan

Son olarak z* = 22 — 2 oldugundan =
a0t =a® 20403 20+ —2c =P+ 0P+ —2(a+bte) = —5-2(1) = -7

buluruz.

r+y+z = 3
2+t +22 = 3
By = 3

denklem sisteminin tiim gergel (veya karmasik) ¢oztimlerini bulunuz.

Coziim: z,y, zile p(t) = (t—x)(t—y)(t—2) = 32— (x+y+2)t> +(xy+yz+220)t—ayz
polinomunun koklerini gosterelim. Bu durumda zy + yz + 22 = (z + y + 2)?/2 —
(2 + >+ 2%)/2 = 9/2 — 3/2 = 3 gkar. Ote yandan z* + ¢* + 2% — 3zyz =
(z 4y + 2)(z? +9y* + 22 — 2y — yz — 2zz) denkleminden zyz = 1 bulunur. Sonug
olarak p(t) = t> — 3t> + 3t — 1 = (t — 1)® diir. Yani 2 =y = z = 1 verilen sistemin

tek ¢Ozlimudiir.

2% + az* + 1 = 0 denkleminin dért kokii olmasim ve koklerinin aritmetik dizi
olusturmasimi saglayacak biitiin a gergel sayilarini bulunuz.

Coziim: Denklem t = 2* déniisiimii ile ¢ ye gore ikinci dereceden P+at+1=0
denkleme déniisiir ve bu denklemin kokleri ¢1,%s > 0 ise ilk denklemin kokleri 4 /%,
ve £+v/15 olur. Genelligi bozmadan ¢; < to oldugunu kabul edelim. —Vta < =t <
V/t1 < /to olacagindan, bir aritmetik dizi olugturmalar: icin —v/ta+v/t1 = —2+v/11 ve
to = 81t1 olmalidir. t1f2 = 1 oldugundan 81t% =1, t1 = 9’ ta =9 olur (t1,t2 > 0).

82
—a =1t +1ty = 9 ve buradan da a = Y bulunur.
Her 0 < z < 1 gergel sayisinin, 1 den kii¢lik iki pozitif gercel saymin fark: olarak
yazilabilecegini gosteriniz.
Coziim:

Birinci Coziim: Herhangi bir 0 < x < 1 gergel sayisi i¢in

a-) v € Qise: 9 € R\Q ve zp > 0 olsun. 2 = = + 7% < 1 olacak sekilde n € N*
bulunabilir. 0 < yo < 1 ve y2 € R\Q dir. Eger y; = 72 ise 0 < y1 < 1 ve
y1 € R\Q dir. Agikga, x = yo — y; dir.
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b-) z € R\Qise: v+ < 1 olacak sekilde n € N* 1 gozoniine alalim. Eger y» = o+
ve y1 = o ise y1,y2 € R\Q ve x = yp — y1 dir.

1—x 14z . 1+
5 < — < 1 olacagindan

ikinci Cozim: 0 <z < 1iken 0 <
11—z

= z seklinde yazabiliriz.

56. xyz(z +y + z) = 1 kogulunu saglayan z,y, z pozitif gergel sayilar: igin

a-) \/(:L'Q + y—lg)(y2 +5)(22+ %) = (@ +y)(y + 2)(2 + z) esitliginin saglandigim

12
gosteriniz.

b-) Verilen denklemi saglayan bir (z,y, z) tiglist bulunuz.
Coziim:

a-) zyz(r+y+z)=1den
1 xyz(r+y+z xz(x+y+ 2
x2+?ﬂ:x2+y(yzy ):x2+ ( yy )

Pytazety+z)  wy+z)(@+2)

Y )

bulunur. Benzer sekilde

L ylet+2)(z+y)

e , 1 2zt y)(z+y)

Y

elde edilir. Bulunan {i¢ ifadenin ¢arpimindan

1 1 1
@+ )0+ D)+ g) = @4+ 2z o)
bulunur.

b-) = y = 1 alinwrsa z(z + 2) = 1 denkleminin ¢6ziimiinden kargilik gelen z =

V5 -1
2

degeri bulunur. Basgka bir ¢6ziim ise * = y = 2z alinarak bulunabilir.

1
Bu durumda 3z* = 1 in ¢dziimiinden z = —~= bulunur.

V3

57. a,b,c,x,y,z € R ve x,y, z sifirdan farkh olmak tizere

azd = by® = ¢z

ve



ise ¥/ax? + by? + c22 = ¥a + Vb + /c oldugunu gosteriniz.

Coziim:

Birinci Coziim:

Jax3 b3 3
A= ax? +by? +¢c22 = i/ax_i_y_&_cz
T y z
) 1 1 1
= ‘\S/aac3<+ >
x Yy oz
= Va3
= zva
BuradanA::L’\g’/a:y%:z?’colur.
1 1 1
A= az? +by?+c22 = A-<++>
Ty z
A A A
= 24242
xr Yy oz
= Ya+Vb+ Ve
T1.° . o es 3 3 3 k k k
Ikinci Coziim: ax” = by” = cz” = k dersek a = —, b = —, ¢ = — olur.
x y z
k k k 1 1 1
Va2 +by2 +c22 = {22+ —2+ —22= k(= + =+ =) = Vk olur.
x3 y3 23 Ty oz

| k | k [k 1 1 1
Va+ b+ e = 33+33+33—\3/%<++>—\3/Eveburadanda
x y z xr Yy z

Vaz? + by? + c22 = Ya+ Vb + /¢ bulunur.

58. (23 +3z —4)3 + (202 — 5x +3)3 = (323 — 222 — 1)3 denklemini saglayan tiim z gercel

sayilar1 bulunuz.

Coziim: v = 23 + 3x — 4, v = 222 — 5z + 3 olsun. Denklem u® + v3 = (u + v)?
olarak yazilabilir. Buradan 3uv(u + v) = 0 bulunur. Buradan da u =0 veya v = 0

ya da u + v = 0 gikar.

1 15
u=a34+32-4=0= (- D> +z+4) isea? +z+4= (93+§)2+Z >0
oldugundan x = 1 bulunur.

3
v=222-5r+3=0= (22— 3)(x — 1) isemzlveyam:§bulunur.

—-3tV5
utv=a>+22%-2r—1=0(x—1)(2* + 3z +1) iseazzlveyaazz/olur.
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59.

60.

Sonug olarak verilen denklemlerin gergel kokleri

3  =3-v56 =3+

.’,U1:1,.’L'2:*,x3— 2 y L4 9

\V)

dir.
|z ], ile = gercel sayisin1 agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosterelim.

e 5] = 5]+ 1

5 ]

denkleminin tiim koklerini bulunuz.

Céziim: x, verilen denklemi saghyor ise z = %] + [2£] — [£](*) *dwr. Esitligin
sag tarafi tamsay1 oldugu i¢in x de bir tamsayidir. En biiylik payda 6 oldugu igin
r = 6k + ¢ diyelim. Burada ¢, x ’in 6 ile boliimiinden kalan, k£ da bolimdiir. ¢t =
0,1,2,3,4,5 i¢in (*) esitligini kontrol edersek, ¢ = 1 disinda biitiin ¢ degerleri igin
esitligin saglanmakta oldugu kolayca goriilebilir. O halde 6 ile boliindiigiinde 1 kalani

vermeyen biitlin x sayilar1 verilen denklemi saglamaktadir.

Np =1{0,1,2,...} olmak tizere,
f : Ng — Ny fonksiyonu her m,n € Ny igin

o f(n+1)> f(n)
o f(n+f(m) = f(n) +m+1

ozelliklerini saglayan bir fonksiyondur. Buna gére f(2001) ’in alabilecegi tiim degerlerini

bulunuz.

Coziim: k£ negatif olmayan bir tamsay1 olmak tizere f(0) = k olsun. Verilen ik-

inci koguldan

fln+7(0) = f(n)+0+1
fln+k) = fln)+1 ()

k=0ise f(n) = f(n)+ 1 olur ki bu da imkansizdir. O halde k # 0.

fn+k=1) < f(n+k) = f(n)+1 (**) 'dir. Ancak eger k > 1 olursan+k—1>n+1
olur. Ilk kosuldan f(n+k—1) > f(n+1) > f(n)+1 (***) elde edilir. Fakat (**) ve
(***) celistigi igin k = 1 olmahdur.

k =1, (*) denkleminde yerine yazilirsa f(n+1) = f(n) + 1 elde edilir ki buradan da
£(2001) = 2002 olur. k& 'min tek degeri 1 oldugu igin verilen kosullar: saglayan tek f
fonksiyonu vardir. Dolayisiyla f(2001) nin olas: tek degeri 2002 ’dir.
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61.

62.

3

Eger «, 3, sayilar1 z° — x — 1 denkleminin kokleri ise,

l—a 1-0 1-—v
l+a 148 147

ifadesinin degerini hesaplayiniz.

Coziim:

Birinci Coziim: Verilen ifade

2< 1 n 1 n 1>
l+a 1408 147y

seklinde yazilabilir. P(z) = 23

— x — V'in kokleri «, 3, olduguna goére P(z — 1) =
23 — 322 + 22 — U'in kékleri o+ 1, B+ 1,y + I'dir. 23 + cox® + c1 + o seklindeki bir
polinomun kéklerinin ¢arpmaya gore terslerinin toplami —c¢; /¢p oldugundan, verilen

ifade 2(2)-3=1 olarak hesaplanir.

PR 1 1 1 l—a 1-p8 1—7v
Ikinci Cozum: + + = S dersek + + =25-3
| ¢ l14a 148 1479 l+a 148 1479
olur.
3+2 3+2-0-1
_ +2(a+ B +7)+af+ 0y +ya _ 3+  9ve95_3 = 2.9-3 —
l+a+pB+y+aB+py+yatapfy 1+0-1+1
1 bulunur.

f:10,1] — R fonksiyonu

(i) f(1)=1,
(i) f(x) =0
(ili) eger x,y, ve x + y hepsi [0, 1] arahginda ise f(z +y) > f(z) + f(y)

sartlarim saglamaktadir. Her x € [0, 1] i¢in f(z) < 2z oldugunu gosteriniz.

. 1 1

Coziim: Oncelikle Tiimevarim yontemi ile her £ > 0 tam sayis: i¢in f (27:) < ok

oldugunu gosterelim. Her z € [0,1] i¢in 2f(z) < f(2z) ve f(1) = 1 oldugundan
1 1

. 1 1 1
f(27) < gy lse 2f(ﬁ) < f(27) < 5y Ve buradan da f(ﬁ) < o

Boylece Tiimevarim biter. Her z € (0,1) igin

olur.

T <z < om sartini saglayan

1 1
bir m pozitif tam sayis1 bulunabilir. Bu durumda f(2—m) > f(x) + f(2fm —x) ve

f(QLm —z) > 0 oldugundan f(im) > f(x) olur. Buradan f(x) < f(QLm) < 2% <2z
bulunur. Boylece her x € (0,1) i¢in f(x) < 2z oldugunu gostermis olduk. f(1) =
1 < 2ve f(0) > 2f(0) > 0 oldugundan f(0) = 0 olur. Sonug olarak f(z) < 2x
esitsizligi tiim « € [0, 1] igin gegerlidir.
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63. n bir pozitif tam say1 ve x1,x2, -+ ,x, birer tamsay1 olmak lizere
2 2 2 3 2
i+t Fan+nt < 2n—1)(z1+z2+ - +x,) + 0

oldugu biliniyor.Buna gore

a-) x1,x2, -, %, den higbirinin negatif olamayacagini gosteriniz.

b-) z1 + 2+ -+ + 2, + n + U'in bir tam kare olamayacagin gosteriniz.
Coziim:
a-) Verilen esitsizligin

(21— m)(@1 = n+1) + (22— n)(@s = n+1) + -+ (20 = n)(wn —n+1) <0

esitsizligine denk oldugu hemen gorilebilir. Ardigik iki tam saymin ¢arpimi

negatif olamayacag i¢in
(1 —n)(@z1—n+1)=(@2—n)(ra—n+1) == (zp—n)(zn —n+1) =0

olmas1 gerekir. Buna gore x € {n — 1,n}Vk c¢ikar.
b-)
n(n—1) <z + 9+ + 1z, <0

oldugundan
n?<l+4n’<l+n+z+z2+ - +2, <1l+n+n®<(n+1)?

dir. Buradan 14+ n 4+ x1 + 22 + -+ - + z,,’in bir tam kare olamayacag1 anlagilir.

64. Eger {a1,a2,as,b1,bs,b3,c1,c2,c3} = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimeleri ayn: ise (ele-

manlar farkli sirada yazilmig olabilir)
S=a1-ay-a3+by-by-bg+ci-co-cy

sayisinin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

Ozum: a = aj -ag-az, b =by -by-bg, ¢ = cq-cy - c3 olarak tanumlanan a, b, c’ye
) M M ) y
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65.

66.

Aritmetik-Geometrik Ortalama esitsizligini uygularsak

b
%Z%:\ryl.z.....gz\?’/%%%

cikar. /362880 > 71 oldugundan S = a + b+ ¢ > 3 - 71 = 213 bulunur. a,b, c'nin
birer tamsay1 oldugu goéz oniine alimirsa S = a + b + ¢ > 214 olmalhdir. S =

1-8:944-3-6+2-5-7 0rnegi 214’iin miimkiin oldugunu gosterir.

n bir dogal say1, f(n) de [n?,2n?] kapali araligindaki tam karelerin sayist olsun. f

nin azalmayan ve orten fonksiyon oldugunu gosteriniz.

Coziim: p, [n? 2n?] arahigindaki karelerin (n?, (n + 1)%,...,(n + p — 1)?) sayisi
olsun. Bu durumda (n 4 p —1)2 < 2n? < (n + p)? esitsizligi gecerlidir, ve f(n) =
p = |n(v/2 — 1) + 1] elde edilir. Bu ifadeden f fonksiyonunun azalmadig1 goriiliir.
Fonksiyonun érten oldugunu gostermek icin ¢ € Ng = {0,1,2,---} alahm. f(n)=gq

g=[n(vV2-1)+1] & (-1)(V2-1)<n<q(V2-1)
onermesi ile aynidir.
qV2-1)—(¢g-1)(V2-1)=v2+1>2

esitsizligi, n € N sayisinin varhigini garantiler.

n bir tam say1 olmak iizere,

FQ)+f2)+- -+ f(n) =n*f(n)

kosulunu saglayan, dogal sayilardan gercel sayilara tamimlh bir f fonksiyonu olsun.
Eger f(1) = 1002 ise f(2004) i bulunuz.

Cozim:

n > 2 igin

FO+f@) +-+ f(n) = n*f(n),
FO+f@)+ -+ fn-1) = (n—-1)>%f(n—1)
oldugu acgiktir. Taraf tarafa ¢ikarma yaptigimizda

n—1
n+1

F(n) = n2f(n) — (n—1)f(n — 1) = < ) Fn—1)
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elde ederiz. Buradan

n—1 n—1 n—2 2f(1
sy = (25 ) fn= =2 P2 gy == 2
oldugunu goriiriiz. f(1) = 1002 i¢in f(2004) = 201W buluruz.
. n pozitif tam say1 ve x1,xo, ..., z, negatif olmayan gercel sayilar olmak iizere
Tt aitaid 2" = n
T+ 270 + 323+ +nx, = n(n;—l)
denklem sistemini saglayan x1, xo, ..., x, sayilarimi bulunuz.
Coziim: Esitlikler birbirinden ¢ikarilarak
0 = z14+25+a3+--+a"—n— (m1+2x2+3x3+---+n$n—W)

= (@3 —2m+2—1)+ (25 —3z3+3 -1+ + (@ —na, +n—1)
elde edilir. Burada A.O. > G.O. esitsizligi kullanilarak

P hm—1=a" 4 1414+ 1+ -+ 1> m(z™)™ =ma

(m—1)— adet

bulunur ve esitlik ancak ve ancak £ = 1 durumunda miimkiindiir.

Dolayisiyla, parantez icerisindeki ifadeler negatif olmayan degerler alacagindan, her
birinin ayr1 ayr1 0 olmas1 gerekir. Buradan z9 = 23 = -+ = x, = 1 ve birinci

denklem de kullanilarak xz1 = 1 bulunur.

x4 y + 22 = 25 denklemini saglayan x,y ve z pozitif gercel sayilari icin
A=—= —|— vz —|— — nin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.
z x Yy

Coziim: Cauchy-Schwarz egitsizligi kullanilarak,
A= (P P+ P2 P+ )
_ (LYo Yz 2 2T 9

= (2 L+ () 50

Y. 2T Yz, Ty 2x. Yz

> (D (E) + (E)ED) + (5)(E) 450

> (D + BN+ E)E) +

= (2% + 4> + 2%) + 50 = 25 4+ 50 = 75 bulunur.

Buradan, A2 > 75 ve A > 0 oldugundan, A > v/75 = 5v/3 bulunur.
Yy _ Y=

2T
= — egitligi sadece ve sadece x = y = z oldugunda saglanir. Bu durumda
z x Y

5v3
2?4+ 1% + 22 =25 oldugundan, z =y = z = \3f bulunur.
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69.

70.

Sonug olarak, yukarida verilen A ifadesinin en kiiciik degeri 5v/3 tiir ve bu degere

r=y=z= icin ulasilir.

oyt 2 b ayz(o 4y +2) > M(xy +yz + 2x)? esitsizliginin tiim x, y ve z pozitif
gercel sayilar: icin dogru olmasimi saglayacak en biliylik M pozitif gercel sayisini

bulunuz.

Coziim: Esitsizlik 2 = y = 2 icin 62* > M9z? haline déniisiir.

Buradan, M < % bulunur. Denklemde M yerine % koyarsak,
eyt 2 eyt y +2) > 2oy + yz + 2w)?

buradan 3(z* + y* + 24) + 3zyz(x + y + 2) > (vy + yz + 271)?

elde ederiz. Boylece 2t 4+ y* + 2* > 22y? + 3?22 + 2222 oldugundan

3(x2y? + y22? + 222%) + 3wyz(z + y + 2) > 2(2?y? + y?2? + 2222) +dayz(x +y + 2)
esitsizligin saglandigim ispatlamamiz M 'nin % degerini alabilecegini gostermek icin
yeterli olacaktir;

22y? 4222 + 222? —xyz(z+y+2) >0

(zy)? + (y2)* + (22)? — (y2)(yz) — (y2)(22) — (22)(2y) >0

U(ay — yo)? + (y2 — 02)? + (20 — 2)?] = 0

Tiim x, y ve z gercel sayilari icin, (xy—yx)?, (yz —x2)?

ve (zx —xy)? ifadeleri negatif
olmayacagindan yukaridaki esitsizlik her zaman dogrudur. Dolayisiyla soruda verilen
esitsizligi saglayan tiim gercgel x, y ve z sayilari icin saglanmasi ancak M yerine en

fazla % yazildiginda mimkindiir.
Toplamlar: 1 olan tiim a, b ve ¢ pozitif gercel sayilari icin
2 2 2

c 2 2 2
?+?+223(a +b +C)

esitsizligini ispatlayiniz.

Céziim: a +b+c = (a+ b+ c)? = 1 oldugu igin ispatlanmas istenilen esitsizligi

asagidaki gibi yazabiliriz:

a*> 0 2 2 2 2
?+z+g—(a+b+c)23(a +b0°+c)—(a+b+c)

veya
a? v? c?
(?f2a+b)+(—72b+c)+(—720+a)Z(afb)2+(bfc)2+(cfa)2
c a

buradan da

(a—bb)2 n (b—cc)2 n (c—aa)2
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71.

72.

elde edilir. a,b,c < 1 oldugu icin esitsizligin saglandig1 acikca goriillmektedir.

x bir gercel say1 ve T ’de x ’in tamsay1 kismi olsun.
322 —F =3

esitligini saglayan x gercel sayilarini bulunuz.
Coziim: 7 esitligi saglayan bir gercel say1 olsun. Bu durumda 3r® — 7 = 3 ve
7 <7 <T+ 1 oldugundan

Br* —7)—1=2<33 —r<3r—7=3

esitsizligi elde edilir.

f(x) = 323 — x fonksiyonunun kékleri 0 ve :t? tir ve f(z), x > @ i¢in, sifirdan

3 2
biiyiik degerler alir. z < \3[ ise (32 +1)%*(3x —2) <0 = f(z) =32 -2 < g < 2
dir.

O halde g < r < 2olmalhdir. Yanir=0yadar=1dir. r=0iser=1,r=1
ise r = {’/g olur. Ancak sadece r = f/g verilen egiligi sagladigi i¢in ¢6ziim kiimesi

{3 %} tr.

a,b, c gercel sayilar, f(z) = az* + bax® + cz? olmak iizere

fla(@+1)) = flz(z = 1)) =27
dir. p(n), n ye bagh bir fonksiyon ve

n?(n +1)?p(n)

17197 1 ... 7=
+2°+--+n 2

ise p(n)="7

Coziim: f(x(r + 1)) — f(x(z — 1)) = 8ax” + 8ax® + 6bx® + 2b% + 4ca® = 27 dir.

Buradan
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bulunur. Yani f(z) = f2* — $2% 4+ $2? olur. Ayrica

F203) - f(2(1)) = 27

f(n=1)m) = f((n=1)(n-2) = (n-1)
fa(n+1)) = f(n(n—=1)) = a'

egitlikleri taraf tarafa toplandiginda

f(n+1) = f(1(0)) = 1"+ 17+ +4nT
Fm2+n)—f0) = 17+27 4. +n7
2 2
é(n4(”+1)4—én3(n+1)3 " n?(n+1)? = TW
n2(n + 1)2 4 3 9 B nZ(n 4 1)2p(n)
T(iin +6n° —n°—4n+2) = —

3nt+6n —n?—4n+2 = pn)

73. Biitiin a, b, ¢ pozitif gergel sayilari igin

a2—bc+b2—ca+02—ab<
202 +bc 202 +ca  2c2+ab —

oldugunu gosteriniz.

2a2 + be — 3be

Coziim: Soruda verilen egitsizlik Z < 0 seklinde ifade edilebilir.

2ab2 + be
Buradan 3 — 3 Z %7 © b < 0 yani Z 2(127ibc > 1 esitsizligi elde edilir.
2 2b* 2
Bilindigi gibi z = i,y =—,z= i igin
be ca ab
1 1 1 3
>

1+w+1+y+1+z_ 1+ ¥zyz

esitsizligi dogrudur.

Sonug olarak Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak istenen

Z be Z b2c? - (>-be) _1q
2a2 + bc 2a2bc + b2c2 = 2abc(a+b+c) + > b2z

esitsizligini elde ederiz.
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74.

75.

Asagida verilen egitliklerin ortak gercel ¢oziimlerinin hepsini bulunuz:

472
14 422
49
1+ 4y?
422
1+ 422

Coziim: f(z) = 42%/(1 + 42?) seklinde tammlayalim. f in degeri [0,1) arahgimda
oldugundan x, y, z bu aralikta olmali. Eger x,y, z den herhangi biri sifir ise hepsi bir-
den sifir olur, o yiizden hig birinin sifir olmadigini varsayalim. x,y, z > 0 oldugundan
f(z)/z = 42/(1 +42?%) en ¢ok 1 dir, x = 1/2 degeri icin de 1’e esittir. O yiizden y <
x < z < y dir ve buradan {igli birbirine egit olmak durumundadir, x =y = 2z = 1/2.
Yani ¢oztimler (z,y, z) = {(0,0,0),(1/2,1/2,1/2)} olur.

al’
a bir pozitif gergel say1 olmak iizere f(r) = ————= olsun. Bu durumda

a® + va

1 2 2000
S=f<2001>+f<2001>++f(2001>

degerini bulunuz.

Coziim: Verilen toplamdaki terimleri agagidaki gibi gruplayalim.

1 2000 1000 1001
5 = P(mm>+f(mmﬂ*““*V(mm>+f<mmf

1 1 1000 1000
- P(mm)*f@‘mm)Y““+P(mm)*f@‘mmﬂ

Burada

T alf:v

a
1—2) =
fo+ra-n = e
a+ax\/5+a+a1_x\/§_1
a+a*\/a+a~*Ja+a

oldugundan, S = 1000 elde edilir.

76. Toplamlari 6, karelerinin toplami 8, kiiplerinin toplami ise 5 olan {i¢ sayinin dordiincii

kuvvetlerinin toplami nedir?
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Coziim: Bu sayilara a, b, ¢ sayilari diyelim. Bu durumda

a+b+c=6
a2+ +2 =8
a4+ b +c*=5
elde edilir. Oncelikle a, b ve ¢ sayilarin kok olarak kabul eden, iigiincii dereceden ve

en yiiksek dereceli teriminin katsayisi 1 olan polinomu Vieta formiiliini kullanarak

bulalim. Polinomu 2* — Az? + Bz — C seklinde diisiiniirsek,

A = a+b+e
B = ab+bc+ ca
C = abc

elde ederiz ki bu durumda, B = ab+bc+ca = [(a+b+c)? —(a?+b?+c?)] = 14 olur.
Yani bu polinom 3 — 622 4 14z — C olarak yazilabilir. Simdi a, b, ¢ bu polinomun

kokleri olduguna gore,

a®—6a+14a—-C = 0
-6 +14b—C = 0
S—62+14b—C = 0

elde edilir. Bu denklemlerin hepsini taraf tarafa toplarsak,
(@ +03+)—6(a>+ 0+ +14(a+b+¢)—3C =0

1
buluruz. Buradan da C = 3 ve polinom da z° — 622 + 142 — — olarak bulunur.

41
Simdi bu polinomu z ile carparsak z* — 623 4 1422 — — 2 polinomunu elde ederiz ki

a, b ve ¢, elde ettigimiz bu polinomun da kokleri olacagindan,

41
a* —6a® +14a®> — —a = 0

3
41

b4—6b3+14b2—§b = 0
41

c4—603+14b2—§c = 0

denklemlerini buluruz. Bu denklemleri taraf tarafa toplayarak ise,

41
(a4+b4+c4)—6(a3+b3+03)+14(a2+b2+c2)—g(a—i-b—i-c):O
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41
bulunur ki buradan da a* +b* +¢* =6 x5 — 14 x 8 + 3 x 6 = 0 olarak bulunur.

Dolayisiyla soruda degisik ozellikleri verilen bu ii¢ sayimin dordiincii kuvvetlerinin

toplami sifirdir.

77. Hangi n porzitif tam sayilar igin

1 2 n a1 t+ag+---+ap
—+— 4+ —=
ap a2 an 2
esitligi saglanacak seklide birbirinden farkli aq,as,. . . ,a, tam sayilarini bulunabilecegini
belirleyiniz.
Coziim:
1 2 n ar+az+---+an
—+— 4+ —=
ap a2 an 2
Genellik bozulmadan a1 < a2 < ... < a, kabul edebiliriz. a; > 0 ve a; < a;4+1

1 1
oldugundan k < ap ve — < z olur. Dolayisiyla verilen denklemde aj yerine k
a

yazarsak denklemin sol tarafinin degeri artar. Yeniden diizenlenme esitsizliginden !

1
sol tarafin alabilecegi en biiyiik deger — + 1 4+ 4 % dir. Diger taraftan, den-
n n-—
14+24... 1
klemin sag tarafi da + +2 tn_ n(n4+ ) "dan biiyiik veya egittir. Buradan;
1 2 n “n—k+1 "1
- e = = B 1 -
n * n—1 ot 1 k (n+1) k "
k=1 k=1
1
= 1 1 -
+(n+1)) -
k=2
n+1 1
= (n+1) —
k=2 k
n > 6 icin tiimevarimla
n n+1 1
> hl
1225
k=2

oldugunu goriiliir. Bu da verilen denklemin saglanmadigini gosterir. Gergekten de

n =7 igin . L1 )
-=1h>-+-4+--+-=171
4 —2 3 8
gy Ko < < xnyy1 S yp < - <y ve To(1)s T (2)s - - > To(n) dizisi z1,22,..., 2, dizisinin bir

permiitasyonu olmak kogulu ile

Ty +@2Y2 + - F TnYn 2 To)Y1 T To@)¥Y2 + 0 F Tom)Yn = Tyt + Tno1y2 + -+ T1Yn
dir.
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78.

1
dir. n > 7 igin (*) saglaniyorsa, 1 > oldugundan n + 1 igin de saglanir.
n
Geriye n = 2,3,4,5,6 durumlar1 kaliyor. n = 2 nin denklemi saglamadig1
agiktir. n = 3 igin a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3 sayilar1 (1) i saglar. n =4 ise
2 3 4 )

1
a1+a2—{—a3—|—a4:2(f—|—f—i———|——

1 2 3 4
32(—+7+7+7)<13
al as as a4 4

3 2 1

Buradan a; 4+ az + as + a4 < 12 olur. Bu kosulu saglayan

{a17a27a37a4}:{17 27 37 4}7

{1, 2, 3, 5}, {1, 2, 4, 5} ve {1, 2, 3, 6} degerleri (1) i saglamazlar. Bu durumda
n # 4.

n = 5 durumunda ise

1 2 3 4 4 1 2 3 4 5
a1 +az+az+as+as 22(*+*+*+*+* ) < 2<*+*—|—*—|—*+*> =174
a1 a2 az a4 G5 5 4 3 2 1
yani, a; + as + as + a4 + a5 < 17 olur. Buradan elde edilen {a1, as, as, a4, a5}={1, 2,
3,4, 5}, {1,2,3,4, 6}, {1,2,3,4, 7} ve {1, 2, 3, 5, 6} degerleri (1) i saglamaz. Bu
durumda n # 5.
Son olarak n = 6 durumunda a1 + a2+ - - -+ ag < 22 kogulunu saglayan olasi degerler
{1,2,3,4,5,6} ve {1, 2, 3, 4, 5, 7} de (1) i saglamadig1 igin n # 6.

Dolayisiyla denklemi sadece n = 3 saglar.

[%, 1] arahgindaki a, b ve ¢ gercel sayilar icin asagidaki esitsizligin dogrulugunu

ispatlayiniz.

<a+b+b+c a+c<3

2
“14¢ 14a 1+4b—

Coziim: Oncelikle soldaki esitsizligi ispathyalm. a,b > % oldugundan, a +b > 1

olur. Dolayisiyla,
a+b> a+b

1+c  a+b+c
elde edilir ki bu diger ikililer i¢in de gegerlidir. Bu {i¢ esitsizligi toplarsak,

(a+b)+ (b+c)+(a+c) < a+b b+c a+c

2 =
a+b+ec *1+c+1+a+1+b

buluruz.

Simdi de diger esitsizligi ispatlayalim. Soruda verilen ifadeyi agagidaki sekilde yazalim.

a N c n b n c n a n b

1+¢ 1+4a 1+¢ 140 146 1+a

a a c c
< ve <
1+c a—+c 14+a c+a

Burada ilk ifadeye bakarsak, a,c < 1 oldugundan,
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79.

80.

elde edilir. Bu iki esitsizligi toplarsak,

a c a c
+ < +
l14+4¢c 1+4a a+c cHa

elde ederiz ki bunu diger iki ifadeye de uygulayip hepsini toplarsak istenilen esitsizligi

elde etmis oluruz.

Tim a, b, c pozitif rasyonel sayilar: igin

a b c¢\?_ 3 a+b b+4+c cHa
—t-+-] >=- + +
b ¢ a 2 c a b

oldugunu gosteriniz.

Coziim: § =z, % =y, ¢ = z olsun. Bu durumda zyz = 1 olur. Esitsizlik su sekilde

yazilabilir: x2+y2+22+2my+2yz+22x2%(m—i—y—i—z—i—%—i—%%—%) s+’ +
2r2(l+i+ )2 (oryteritlel) o2+ )+l

3(x 4+ y + z). Aritmetik ortalama - geometrik ortalama esitsizliginden,

1 1 1
20+~ =a? + 2?4+ = >3¢/22 22 — =32
T T x

elde edilir. Aym egitsizlik y ve z icin de yazilip taraf tarafa toplanirsa istenen sonug
elde edilir.

Dogal sayilar kiimesinde taniml bir f fonksiyonu icin agagidaki kosullar veriliyor:

(a) f siirekli artan bir fonksiyondur.
(b) f(m-n) = f(m)- f(n), Vim,n € N.

(¢) m#mnvem™=n"ise f(m)=mn yada f(n) =m olur.

Bu durumda f(30)’un degerini hesaplaymiz.
Coziim: f(30) = f(2-3-5) = f(2)-f(3)-f(5) oldugu i¢in f(2), f(3) ve f(5) degerlerini

bulmamiz gerekir.

m

m # n ise, m"™ = n™ egitligini sadece (2,4) dogal say1 ¢ifti saglar. Bu yiizden
(c¢) kogulundan f(2) = 4 ya da f(4) = 2 olacaktir. Ancak (b) kosulu gbz 6niine
alindiginda f(4) = 2 olamaz. f(4) = f(2-2) = f(2) - f(2) = f(2)? = 2 olur. /2 bir
dogal say1 olmadig i¢in f(4) # 2. O halde f(2) = 4 ’tir.
(a) kogulundan 4 = f(2) < f(3) < f(4) = f(2)- f(2) = 16 ’dir. Bu durumda
4 < f(3) < 16 olur.

Oncelikle 5 < f(3) < 8 araligma bakalim. Buradan f(9) = f(3-3) = £(3)- f(3) < 64
bulunur. Ancak f(8) = f(4-2) = f(2-2)- f(2) = f(2)3 = 64 oldugundan f(8) > f(9)
olur. Bu da (a) kosulu ile celigir. Yani f(3) incelenen aralikta degildir.
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81.

11 < f(3) < 15 arahigm ele alahm. f(27) = f(3%) = f(3)® > 1331 olur. Fakat
f(32) = f(2°) = f(2)° = 1024 oldugundan f(32) < f(27) elde edilir. Bu da (a)
kogulu ile celigir.

Geriye f(3) = 9 ve f(3) = 10 durumlan kahr. f(3) = 10 olsun. f(243) = f(3°) =
f(3)® = 100000 ve f(256) = f(28) = f(2)® = 65536 oldugundan f(256) < f(243)
olur. Bu durum da f fonksiyonunun siirekli artanligi ile celigir. O halde f(3) = 9
"dur.

f(5), f(4) =16 < f(5) < f(6) = f(2) - f(3) = 36 esitsizligini saglamaktadir. Eger
17 < f(5) < 24 olsa idi 289 < f(25) < 576 olurdu. Fakat £(24) = f(3) - f(8) = 576
oldugundan f(5) bu aralikta olamaz. 7 < f(5) < 35 durumunda da 729 < f(25) <
1225 ve f(27) = £(3)® = 729 oldugu icin f(27) < f(25), (a) kosulunu saglamaz. O
halde f(5) = 25 ya da f(5) = 26 'dir. f(5) = 26 ise f(125) = f(5%) = f(5)® =
17576 olur. Ancak f(128) = f(27) = f(2)7 = 16384 ’tiir. Bu durumda f(5) # 26
oldugundan f(5) = 25 olur.

O halde

f(30) = f(2-3-5)

Her z,y € {1,2,...,10} i¢in, zf(x) + yf(y)'nin bir boleni x + y olacak sekilde,
{1,2,...,10} kiimesinden {1,2,...,100} kiimesine tanimli biitiin artan f fonksiyon-

larini bulunuz.

Cozim: z + y degeri, xf(x) + yf(y) ve zf(y) + yf(y) nin bir boleni oldugu igin,
gikarma yaparak x + y'nin z(f(y) — f(z))’in de bir bdleni oldugunu elde ederiz.

y =x+ 1icin; 22 + 1, z(f(z + 1) — f(x))'in bir béleni olur. 2z + 1 ve z’in 1’den
biiytik ortak boleni olmadigr igin, 2z + 1’'in f(x + 1) — f(z)’in bir béleni oldugunu
anlariz.

Ozel olarak, her z € {1,2,...,9} icin f artan oldugundan f(z+1)— f(z) > 2+ 1dir.

Bu yiizden
9 9

Y (flat+1) = fl@) =) (2 +1).

=1 =1
yazariz. Bu, f(10) > f(1)499 > 100 oldugu anlamma gelir. Bu yiizden, f(10) = 100
ve f(1) =1 olmak zorundadir.
Her z € {1,2,...,9} igin f(x + 1) — f(z) = 22 + 1 olmasmdan dolay1, f(z) = z*

sonucuna variriz.
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82. (1 + v/2)?°0 sayisinin ondalik gosteriminde virgiilden sonraki 1000’inci basamak

kagtir?

Céziim:a, = (1 +v2)" + (1 — v2)" olsun. a, de (1 +v/2)" ve (1 —+/2)" in binom
acilimlar1 yapildiginda (1 + /2)" acihmindan gelen iissii tek say1 olan terimler ile
(1 —+/2)" nin acilimindan gelen iissii tek say1 olan terimlerin toplamu sifir olacaktir.
Geriye yalniz her iki agilimdan da iissii ¢ift olan terimler kalacaktir. Fakat ¢ift {isler
icin v/2 her zaman tamsay1 olacagindan a,, de her zaman bir tamsay1 olacaktir.

‘1 -2 ‘ < 1 oldugu i¢in n sonsuza yaklastikca, (1—+/2)" de sifira yaklagacaktir.

1
(1= V2) < 15 ve (1= v2)*% < 1071 olur.

O halde, her n € R icin a,, = (14 v/2)" 4+ (1 — v/2)" bir tamsay1 oldugundan,
aspoo de bir tamsay1 olacaktir. (1— ﬂ)3000’1n virgiilden sonraki en az 1000 basamag
0 oldugu icin (1 + v/2)3°% in virgiilden sonraki en az 1000 basamagi 9 olmalidr.

Dolayisiyla virgiilden sonraki 1000’inci basamagi da 9 dur.

83. a, b, c pozitif gercel sayilar1 abc = 2 esitligini saglamaktadir. Bu durumda

G+ + S >avb+e+bv/eta+eva+b
esitsizligini gosteriniz.
Coziim: Cauchy-Schwarz esitsizligini kullanarak
3> +0* + ) > (a+b+c)?
ve
(@ + 0 +A)? <(a+b+c)(a®+b°+ )
esitsizlikleri elde edilir. Bu iki esitsizligi birlestirirsek

(a2 + b2+ c2)(a+b+c)
3
(a2 + b2 +c2)((b+c)+(a+c)+ (a+d))
6
(avb+c+bva+c+cva+b)?
- 6

A+ +S >

(%)

Aritmetik Ortalama-Geometrik Ortalama esitsizligini kullanarak

3<’/abc\/(a+ b)(b+c)(a+c)

avb+c+b/atc+eva+b >
> 3\3/ abeyv/8abe = 3V/8 = 6
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84.

85.

Yani av/b+ ¢+ bv/a+c+cva+b > 6 dir. (x) esitsizligi kullanmilarak

- (av/b+c+bya+c+cva+b)?

a3+b3—|—c3_ 5 za\/b—i—c—i—b\/a+c+cx/a+b

elde edilir.

Her = gercel sayisi igin

28] [« [122] - ] [

esitliginin dogru oldugunu gosteriniz.

Coziim: |z| ile 2’1 agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosterelim.

T
Birinci Coziim: 5 = y diyelim. Denklemde yerine yazarsak:

{er;J - {er;J + {zﬂrgJ = [3y] — [2y].

Hermite esitlikleri yardimiyla,

30 = L)+ [t 3] + |+ ]
bulunur.

Ikinci Coziim: k € Z ve y € [0,6) olmak iizere z = 6k + y seklinde ifade edersek

EERESNEUREIREY

y €10,1),y € [1,2),y € [2,3),y € [3,4),y € [4,5),y € [5,6) durumlar1 kontrol
edilerek sonug kolaylikla elde edilebilir.

seklini alir.

a? a? a?

et D) er0e+rd) T T G )@ty

denkleminin koklerinin gergel olmasini saglayan a gercel sayilarini bulunuz.

1 1
Cozim: zx sayisi, 0,—1,—2, -3, —4 ya da —5 olamaz. —— = — —
yy+1) y

s
1 egitligi
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kullanilarak

a? a? a?

L= iy ernery VT ero@ay

— a2( l_ 1 et 1 _ 1 )
N x x+1 xr+4 45

2<1 1 )
= a _——
xr x+5

elde edilir. Buradan da
2(—2 V1 = o
z(z +5)

5a2 — (22 + 5z)
x2 + bx
22 +5x—5a> = 0

denklemine ulagilir. Bu denklemin kokleri de

-5+ v/25 + 20a?
2

T12 =

dir. Ancak x sayis1 0,-1,-2,-3,-4 ya da -5 olamayacagindan

54+1/25+20a2 # 0,-2,—4,-6,-8,—10
V25 +20a2 # 5,3,1
25 +20a® # 25,9,1
200> # 0
a # 0

O halde verilen denklemin sifirdan farkl biitiin a gercel sayilari icin gercel kokleri

vardir.

86. n > 3 icin

x%—xga:g---a:n = 0

2 _

ry—2123- Ty, = 0

2 _

r3— 212 Ty, = 0
2 =0
Ty — L1X2X3 " Tp—-1 —

denklem sisteminin ¢oztimlerini bulunuz.
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Cozilim: Verilen denklemleri taraf tarafa ¢arpalim

2 -1
(x1w93 - ) = (X123 - - )"
Eger x1x9x3---x, = 0 ise x1,x9,x3, - , T, sayllarindan en az bir tanesi 0 olmak
zorundadir. Bu da diger biitlin sayilarin 0 olmasini gerektirir.
T1x2T3 - Ty = a # 0 ise @ 'nin karesi ve n > 3 i¢in n — 1 ’inci kuvveti ayni oldugu
igin n ¢ift ise @ = 1, n tek ise @ = +1 olur. n ¢ift ise z1zox3 - - - x,, = 1 esitliginden
9  T1T2T3 Ty 1

pf =m0 T sa=1 z;,=1,i=1,2,3,---n
I, ZT;

olur. n tek ise

9  T1T2T3 Ty +1

7 = o=+l z;=+1,i=1,2,3,---n

T i

bulunur.

Ayrica n = 3 durumunu inceleyelim. n = 3 ise verilen sistem

Ty = T273
1‘% = I1x3
.%% = TI1X2
haline gelir. x1xox3 = c ise
T1T2X3 C .
.CC12: = :>:C§:Cs xi:CaZ:172a3

T T
elde edilir. O halde n = 3 igin biitiin ¢ gergel sayilar1 bir ¢oziimdiir.
87. Her z € R — {0} i¢in

(a) f(x) —3f (%) = 3% kogulunu saglayan sifirdan farkli gergel sayilarda tanimh

biitiin fonksiyonlar1 bulunuz.

Ltz x
(b) f(x) = 2-5=% fonksiyonu i¢in (z # 0)

1 2 2002 2002 2002 2002
! <2002) ! <2002)++f <2002>+2f (2001>+2f <2000>+"-+2f <1>

toplamini hesaplayiniz.

Coziim:

(a) f(xz) —3f (%) = 3% egitliginde x yerine % yazarsak f (%) —3f(z) = 3% elde
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edilir. Bu esitligi 3 ’le garpip verilen esitlikle toplarsak

3f (;) —9f(x) + f(z) — 3f <i> - 3.37 437

~8f(x) = 3-3% +3°

f@) = %1(3-3%+3x)

elde edilir.
14+x
27w — 2%

(b) f(z) = —5 ise

142 1
1 2% — 2% 4202 2% .
fa+2r (1) - = ) s

bulunur. Verilen toplam diizenlenirse

1 2002 2 2002 2002
f(zom) +2f (1) +f(2002) +2f (2) +~-+f<2002>

1 2 2001
= 2m+2m+...+2m+f(1)
1 2 2001 2
= 1—1+22002-|-22002_|_..._|_22002_|_§
2001 2

= (1+2ﬁ+2202w+...+2m)+§_1

2002

22002 —1 1

T 9mm_1 3

B 1 1

omz —1 3
bulunur.

88. (z,y) ile x ve y tam sayilarinin en biiyiik ortak bolenin,, [z, y] x ile ise y sayilarinin

en kiigiik ortak katini gosterelim. Bu durumda

1 1 1 1 1

oy [yl (my) 2
esitligini saglayan biitiin {x,y} ikililerini bulunuz.

Coézim: d = (z,y) ise © = du ve y = dv olsun. Bu durumda (u,v) = 1 olur ve
buradan da 2(u + 1)(v + 1) = duv denklemini elde ederiz. Burada (v,v +1) =1
oldugu i¢in v|2(u + 1) oldugu goriliir.

Birinci Durum (v = v = 1): Bu durumda d = 8 oldugundan tek ¢6ziim = = 8 ve
y = 8 ikilisidir.
2(u+1) <

Ikinci Durum (u < v): Bu durumda u+1 <v < 2u+1) < 20 &
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89.

yani € {1,2} olur.

2(u+1)
v
Ancak 2u+1) = du oldugu i¢in M
v v+ v

elde ederiz. Dolayisiyla ya {d,u} = {3,3} ya da {d,u} = {5,1} olabilir ve bu
durumlarda da ya {d,u,v} = {3,3,8} ya da {d,u,v} = {5,1,4} olabilir. Sonug
olarak {z,y} = {9,24} ya da {z,y} = {5, 20} olabilir.

2(u+1)

= 1 durumunda (d —2)u = 3 esitligini

” = 2 durumunda ise (d — 2)u = 4 olacagindan, benzer sekilde {x,y} =
{12,15} ya da {z,y} = {8,12} ya da {z,y} = {6, 12} olabilir.

Ugiincii Durum (u > v): u,w ve z,y simetrik olduklarindan ¢éziimler de ikinci

durum ¢oztimlerine gore simetrik olur. Sonug olarak biitiin ikililer:

{8,8},{9,24},{24,9}, {5,20}, {20,5}, {12, 15}, {15, 12}, {8, 12}, {12, 8}, {6, 12},{12,6},

olarak bulunur.

a,b, c gercel sayillardir. M sayis1 y = |43 + ax® + bz + ¢| fonksiyonunun [—1,1]
araligindaki en biiyiik degeri olsun. M > 1 oldugunu gosteriniz ve esitlik durumu-

nun gergeklestigi biitiin durumlar: belirleyiniz.

Cozim:

Birinci Coziim:|z| < 1 kosulunu saglayan x gergel sayilar1 igin y = ]4373 + az?® +
bx + c| ifadesinin en biiyiik degeri M ise M < 1 olamayacagini gosterecegiz.

M < 1 ise;

—1 <423 +ax? + bx +c < 1 dir (Her —1 <z < 1 icin).

x=—1secersek; 3<a—b+c<b5 3+b<a+c<5b+bolur

x =1segersek; -b<a+b+c< -3, -5—b<a+c<—3—>bolur.
3+b<a+c<—-3-bved+b<—-3—-b, b< —3 bulunur.

1 1 a b 1 b 9 3 b
x:—gsegersek;—1<—§+Z—§+C<1, —§+§<1+c<§—l—§olur.

1 1 a b 3 b 9 1 b
m:§segersek;—1<§+Z+§+c<1, —§—§<Z+c<§—§olur.
_3_b<%—|—c<3+bve —3—-b<34+b, b>—3 bulunur. Bu ise bir celigkidir.

Sonug olarak her a, b, ¢ gercel say1 tigliisii igin M > 1 dir. Simdi ise M = 1 olmasi
saglayan tim a, b, ¢ lcliilerini bulalim.

M =1ise -1 < 423 + az® + bz + ¢ < 1 olmalidir (Her —1 <z <1 igin).

11 -3-b b
Yinex:—l,—§,§,lsegersek;3—|—b§a+c§—3—bve 32 §%+c§?’%
buluruz. -3 -6 <34+4b< -3-5b, -3 <b< -3 ve buradan b = —3 olur.

0<a+4+c<0 0L +c§001urvea+c:%+c=0bulunur. Buradan da

a =0 = colur.

e~
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90.

Gergekten a =0 =¢, b = =3 i¢gin M = 1 dir. Clinkii M > 1 ise; [—1, 1] arahginda
|4z3 — 32| > 1 olacak sekilde bir zo bulunur. 4z — 3z¢ > 1 <= (z¢ — 1)(422 +
4ao+1) > 0 <= (z9—1)(229+1)? > 0, ancak zg < 1 ve (2z9+1)? > 0 oldugundan
4xd — 3z < 1 dir. 4ad — 3zg < —1 <= (zo + 1)(4ad — 4zg + 1) < 0 <= (29 +
1)(2z9 — 1)* > 0, ancak ¢ > 1 ve (2z9 — 1)* > 0 oldugundan 423 — 3z > —1 dir.
Yani |[423 — 3z0| > 1 olamaz. M = 1 olmasim saglayan tek a, b, ¢ {icliisii (a,b,c) =
(0,—-3,0) dur.

ikinci Céziim: a = 0,b = —3,¢ = 0 i¢in -1, -1/2, -1/2, 1 noktalarinda fonksiyon
maksimum olur ve M = 1 dir. M < 1 kogulunu saglayan a,b, ¢ sayillarinin var

olduklarini kabul edelim. O zaman,
(423 + az® + bz + ¢) — (42 — 32)

-1 de porzitif, -1/2 de negatif, 1/2 de pozitif, 1 de negatif olmalidir ki bu ikinci
dereceden bir fonksiyon i¢in miimkiin degildir. Bu nedenle M > 1 dir ve ayni nedenle
esitlik sadece (a,b,c) = (0,—3,0) da gergeklesir.(Not: Bu Chebyshev polinomlarinin

minimum sapma 6zelliginin 6zel bir halidir.)

Pozitif tam sayilar tizerinde tanimh f fonksiyonu f(1) = 1996 ve
FO+ @)+ + f(m)=n’f(n)  (n>1)

esitliklerini saglamaktadir. f(1996) degerini bulunuz.

Coziim: Timevarim kullanilarak

2-1996

f(”):m

oldugu gosterilebilir. Bir bagka deyisgle n = 1 i¢in agikca saglanan bu ifadenin (n—1)

i¢in dogru oldugunu kabul edersek,

1 3992 3992
fn) = nzl(l.z+"'+<nm>

3992 1_}+1_1+ N 11
oon2-—1 2 2 3 n—1 n

3992 1
T (n+1)(n-1) <1_ n>
3992 n—1 3992
(n+1Dn—-1) n  nn+1)
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91.

elde edilir. Boylece
3992 2

~ 19961997 1997

£(1996)
dir.

x bir gergel say1, n bir pozitif tam say1 olmak tizere; |z], = sayisindan bilyiik olmayan
en bilyiik tam say1 olsun. Bu durumda |z] + [z+ 1| + ... + [z + =] = |na]

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Ispatlamamiz gereken esitlige, gereksiz tekrarlardan kagimmak icin E diye-

lim.
n—1

Ez[xJ—i—{x—i—iJ%—...—i—{x—i— J:W;J

n = 1 durumu icin sonug agikardir. m > 1 durumu igin x gercel sayisini n sayi
tabaninda diigiinelim.

xr = LCCJ + 0.d1dads . ..

burada (di,d2,ds, ...), n tabanindaki ondalikli ifadeleri temsil ettiginden, 0 ve n — 1

arasidaki tamsayilardir.

Ayrica ondalik kisimda tekrarlayan (n—1) degerleri yerine sonu sifirh olarak yazarsak
(bagka bir deyisle limit degerini yazarsak), her bir gergel say1 icin tek bir gosterim
sekli elde etmig oluruz. ((")rnegin, ondalikli —2.3 gercel sayisinin gosterimi igin —3 +
0.6999... degil de —3 4+ 0.7000. .. gosterimini kullanalim.)

E esitliginin sag tarafim ele alirsak: nz = (n || + di) + 0.dads . . .

Dolayisiyla, |nx| = n |x| + d; esitligini elde ederiz.

Simdi, F esitliginin sol tarafini diigiinecek olursak:

s, {1,2,...,n — 1} kiimesinin elemanlarindan biri olmak iizere, toplamm eleman-
larindan her biri Lx + EJ olarak gosterilebilir. Bu durumda tekrar n tabaninda
diigtiniirsek, "

z+ 2= |z] + 0.didads ... +0.s = a + 0.rdads . . .
n
olur. Burada a, r degerine gore 2 farkli deger alabilir.

i< r <n-1 ise a=|z]

0< r <di—1 ise a=|z]+1

Sonug olarak F esitliginin sol tarafindaki toplamin son d; tanesinde |z] + 1, geri
kalanlarda ise |x| geleceginden esitligin sol tarafinda da n|z] + d; elde ederiz.

Boylece

lz) + {m—l—iJ T {m+”;1J = |nz]
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92.

93.

(i)
(ii)
(iii)

esitligini ispatlamig olduk.

dlab+be+ca) —1>a®> +b% 4+ 2 > 3(a® +b° + &)
esitsizligi saglayan biitiin pozitif a, b, ¢ gergel sayilarini bulunuz.

Coziim: Chebyshev esitsizligini (agiklama 1 e bakimz) kullanarak
(a+b+c)(a®+b*+c?) <3(a®+ 0>+ P)

esitsizligini elde ederiz. a? + b + ¢ > 3(a® + b® + ¢3) oldugundan (a +b+¢) < 1

bulunur. Diger taraftan
4(ab+bc+ca) —1 > a?+ b2+ >ab+be+ ca
(agiklama 2 ye bakiniz) esitsizliginden dolay1 (ab + be + ca) > % oldugu goriliir.
1>(a+b+c)?=a?+ >+ +2(ab+ ac+ be) > 3(ab+ ac+ be) > 1

oldugundan (a+b+c) = 1 bulunur. a?+b?+c?> > ab+ ac+ be esitlik durumu ancak

a = b = c oldugunda saglandigindan a = b = ¢ = % olarak bulunur.

Acgiklama 1: x; > z9 > x3 ve y1 > yo > y3 ise 3(x1y1 + xay2 + x3ys) > (1 + 22 +
x3)(y1 + y2 + y3) olur. Bizim durumumuzda genelligi bozmadan, a > b > ¢ olsun.
Bu durum a? > b% > ¢? olmasim gerektirir (a,b,c > 0).

Aciklama 2: a® + % + ¢ > ab+ ac + be

a, b ve ¢ rasyonel sayilar olsun. Asagidaki denklemlerin her birinin sadece a = b =

¢ = 0 durumunda saglanabilecegini gosteriniz.
a+bv2+cvV2=0
a+by2+¢y3=0
a+by2+ced4=0

Coziim: IIk olarak, a, b ve ¢ 'nin tam sayilar oldugunu varsayalim. Bunun icin,
paydalarinin en kiiciik ortak katlariyla, her bir denklemi ¢arpabiliriz.

a, b ve ¢ nin hepsinin birlikte sifir olmadigi degerleri i¢in her bir denklemin saglandigini
varsayalim ve bir celigki elde edelim. Bunun i¢in, agagidaki yardimci teoreme ihtiyag

duyacagiz.

Yardimci Teorem:
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(i)

(ii)

n > 1 ve m pozitif tam sayilar olsunlar. O halde, {/m ya bir tam sayidir ya da

irrasyonel bir sayidir.
ispat:

r ve s tam sayilari aralarinda asal olmak {izere, {/m = r/s ’in rasyonel bir say1
oldugunu varsayalim.

O halde, r™ = ms™ ’dir.

Aritmetign temel teoreminden, denklemin her iki tarafi da ayni asal carpanlara sahip
olmak zorundadir.

r™ ve s" ’in asal carpanlarinda, her bir asal n’nin bir tamsay1 kati kez bulunur.

Bu yiizden, m ’'nin asal carpanlarindaki her bir asal n’nin bir tamsay1 kati kez bu-
lunmak zorundadir.

Bu, m 'nin n-inci kuvvet olmasi (z" = m olacak sekilde x € Z vardir) anlamma gelir
ve dolayisiyla {/m bir tam sayidir.

Sonug olarak, {/m ya rasyoneldir (bu durumda bir tam sayidir) ya da irrasyoneldir.

a+bv2+cyV2=0

Ik olarak, b= ¢ = 0 ise, a = 0 "dur.

c=0veb#0ise, V2 = —a/b 'dir ve yukaridaki yardimc1 teoremle celigir. (13 <
2 < 23 = /2 bir tam say1 degildir. Bu yiizden, irrasyonel olmak zorundadir.)

c # 0 ise, denklemi —b¥/2 = a + ¢v/2 = 0 seklinde yazip, her iki tarafin kiibiinii

alirsak,

—2b® = a®+3a’cV2 + 3aci(V2)? + A(V2)?
= a® 4 6ac® + (3a%c + 2)V2

denklemini elde ederiz. Bu yiizden, v2 = —(2b% + a® + 6ac?)/(3a%c + 2¢®) 'dir.
(paydanin sifirdan farkli olmasi gerekliligine dikkat etmeliyiz.)
Bu durum, yine yardimci teoremle celisir.

Bu yiizden, tek ¢oziim a = b = ¢ =0 ’dir.

a+by2+cV3=0

a = 01ise, b = ¢ = 0 dir. Aksi taktirde, W rasyoneldir ve bu yiizden W
rasyoneldir. Bu durum yukaridaki yardimci teoremle celisir.

b=0ise, a = c= 0 dir. Aksi taktirde, ¥/3 = —a/c rasyoneldir.

c=01ise, a =b=0dir. Aksi taktirde, ¥/2 = —a/b rasyoneldir.

Simdi, a, b ve ¢ 'nin sifirdan farkli olduklarim varsayalim ve denklemi —a = b3/2 +
cV/3 = 0 seklinde yazalim. (z+v)3 = 23 +y3+3zy(z+y) 6zdesliginden faydalanarak,
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(iii)

94.

her iki tarafin kiibtinii alirsak,

—a® = 2b° 43¢ + 3beV/6(bV2 + ¢V/3)
= 2b° +3c® — 3abeV/6

denklemini elde ederiz. Buradan, v/6 = (a3 + 2b® + 3¢3)/3abe olur. Bu durum da,
yardimci teoremle celisir.

Bu yiizden, tek ¢oziim a = b = ¢ =0 ’dir.

a+by2+cVi=0

Yukarida oldugu gibi, a, b ve ¢ ’den herhangi biri sifira egit oldugunda digerleride
sifir olmak zorundadir. Simdi, a,b ve ¢ 'nin sifirdan farkli olduklari varsayalim
ve denklemi —a = by/2 + cV/4 seklinde yazalim. (z +y)® = 23 + 3 + 3zy(z +v)

Ozdegliginden faydalanarak, her iki tarafin kiibiinii alirsak,

—a® = 2b° 4 4¢ + 6bc(bV/2 + cV/4)
= 20% +4c — 6abe

denklemini elde ederiz. Buradan,
a +2b% + 4c — 6abe = 0 (1)

olur. Simdi a, b ve ¢ 'nin en biiyiik ortak bolenlerinin 1 oldugunu varsayalim. (degilse,
a, b ve ¢ ’yi en biiytik ortak bolenlerine bolebiliriz.)

(1)’den, a ¢ift olmak zorundadir. a = 2a; olsun.

O halde, 8a$ + 2b® + 4¢3 — 12a1bc = 0 dir. Buradan, 4a3 + b3 + 2¢® — 6ajbc = 0
denklemini elde ederiz.

Bu yiizden b ¢ifttir. b = 2b; olsun.

O halde, 4a‘1’ + 8b:1" +2¢3 — 12a1b1c = 0 dir. Buradan, Qa? + 4b:1" + A —6a1bie=0
denklemini elde ederiz.

Yukaridaki denklemden, ¢ ’de ¢ift olmak zorundadir. Dolayisiyla, a, b ve ¢ ’ nin
hepsi ¢ifttir. Bu durum, a, b ve ¢’ nin en biiyiik ortak bolenlerinin 1 oldugunu kabul
etmemizle, celisir.

Bu yiizden, tek ¢oziim a = b= c =0 ’dir.

x, Y, 2, m, n sayillart m + n > 2 egitsizligini saglayan pozitif gergel sayilardir. Bu

durumda

x\/yz(x +my)(z +nz) + y\/:bz(y +mx)(y +nz) +

3(m+n)
8
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95.

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Aritmetik-geometrik ortalama egitsizliginden

xy+xz+ (m+n)yz

\/yz(:z: +my)(z +nz) = \/(a:z +myz)(zy + nyz) <

2
Vaz(y +ma)(y +nz) = /(yz + maz)(zy + naz) < Yy +yz +2(m +n)xz
Vg ma)(z 1 ny) = /e mag) e+ nay) < 2RV A nny

esitsizlikleri elde edilir. Dolayisiyla

xlry +xz+ (m+n)yz] +yley +yz + (m+n)zz] + z[xz + yz + (m + n)xy]

<X (o )y + ) )

esitsizligini, ya da A = 2%y + 222 + 2y + y%2 + 2% + y2? ve B = zyz olmak iizere
4[A+3(m+n)B] <3(m+n)(A+2B) < 6(m+n)B<[3(m+n)—4]A

esitsizligini gostermek yeterlidir.

Burada m +n > 2 oldugu i¢in m +n < 3(m + n) — 4 egitsizligi elde edilir. Ayrica
aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden 6B < A oldugu goriiliir. Dolayisiyla
son iki esitsizlikten

6(m+n)B < [3(m+n)—4] A

esitsizligi elde edilir ve bu sekilde istenen esitsizlik gosterilmis olur.

00 qiis
(an)o2; dizisi . ,
n
a; = 17an+1 = g+a]77n2 1
n

seklinde tanimlaniyor. n > 4 icin |a2]| = n oldugunu ispatlaymz.(|x]| sayist 2’i
agmayan en biiyiik tam sayidir.)
Coziim:
n—
< ap < vn+1 oldugunu gosterecegiz. a; =
3 13
l,as = 2,a3 = 2 ve ag = % dir. n=4i¢in — < — < V5 saglanir. n = k

N

<< ap < k+ 1 saglandigim kabul edelim. n = k + 1 icin saglandigini

Tiimevarim ile n > 4 igin

vk -2

k
gosterelim. f (x)%+— olsun. 0 < p,q < Vk + 1 kogulunu saglayan her p, ¢ gercel say1
x

icin
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ikilisi igin f(p) > f(q) oldugunu gosterelim. f(p) — f(q) = <p + ];> — <q + k> =

—q k(- - e
b ’ ¢ _ (ppq %) = (p Q)lg;(j ) ve p¢ < k+1 < k? (k > 4) oldugundan

f(p) > f(q) olur. Buna gore;

E—1 E—1 EvVk —2
= < = + <Vk-+2
arer = flap) f( k:—2> R Y
2—2k+1)+ k*(k—2
(k kE+1)+k*(k—2) )
k(k—1)vVk—2
1—2k
- = 2_4
<:>k+k2_k<2 k
2% — 1 2(1—2

(k2 — k)2 k—1
(2k —1)? 2
B —k? k-1
= (2k—1)? < 2K*(k — 1)
< 2k? > 6k® —4k+1 ve k > 4 oldugundan 2k — 6k > 2k? < —4k+1 olur. Yani
ap+1 < Vk 4+ 2 dir.

vk+1 k k
= > vk+1)= + >
ak+1 f(ak) f( ) L \/k—|—1 \/k‘—l

<:>1+k+1> kt1
k2 ) k-1
(k+1)2 20k+1) 2
— 1+ ! + 2 >1+k—1
(k+1)2 2

M T RE—1)

k+1\2 2 k+1\2 2 } k
= [ — > 1 ve (| —— > 1> 1 oldugundan ag41 >

k k

olur ve tiimevarim biter. Boylece n > 4 icin /n <

< ap, < Vvn+1 ve

i

Vn—2

|a2 | = n bulunur.

96. Asagidaki denklem sistemini gercel sayilar kiimesinde ¢6ziiniiz.
T+yYy+z=2,

4+y)y+2)+y+2)(z+z)+ (z+2)(z+y) =1,

22y +2) + v (z 4+ 2) + 22 (z +y) = —6.
Coziim: Ikinci denklemi diizenlersek:
2+ 4+ 22+ 32y +3yz+ 322 =1,
(x+y+2)?2+ay+yz+z20=1,
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97.

birinci denklemden dolay1 z + y + z = 2 yazarsak,

Y +yz +zx = —3.

Benzer sekilde iiclincii denklemi diizenlersek:
x(zy + x2) + y(yz + zy) + z(zz + yz) = —6,

z(3+yz) +y(3+xz) + 23+ zy) =6,
3(z+y+2)+3zyz =6,
T+y+z+ayz =2,

zyz = 0.
Dolayisiyla verilen denklem sistemi agagidaki yeni denklem sistemine doniigmiis olur:
T+Yy+z=2,

Ty +yz + 2z = —3,

ryz = 0.
Vieta formiiliinden dolay1 x,v,z gercel sayilar1 t3 — 2t> — 3t = 0 polinomunun
kokleridir. Polinomun kokleri t; = 0,t5 = —1,t3 = 3 dir. Bu durumda denklem

sisteminin ¢oziimleri polinom koklerinden bulunur.

(z,y,2) €{(0,3,-1),(0,-1,3),(3,0,-1),(-1,0,3),(3,—1,0),(—1,3,0)}.

x bir gercel say1 olmak {izere, sin(cosx) ve cos(sinz) fonksiyonlarimin hangisi daha

biyuktir?

Coziim: Bu soruyu ¢ozmek igin, asagidaki trigonometrik 6zdegliklerden yarar-

lanacagiz.
) 0
sindA = cos(§ —A) (1)
A+ B A-B

cosA—cosB = —2sin( ; ). sin( 5 ) (2)

2
cos(z + E) = cosz. cos(ﬁ) —sin . sin(z) = £(cosa: —sinx) (3)

4 4 4 2

2

cos(x — %) = cosz. cos(%) + sin z. sin(g) = 7(COS$ +sinx) (4)
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Yukaridaki 6zdeglikleri kullanarak;

—
~—

cos(sinx) —sin(cosz) = cos(sinx) — cos(z —cosx)

—
~

1 1
= -9 sin[§(sin§c —cosz + g)] sin[§(sin:c + cosx — g)]

BL g sm(—\é§ cos(z + %) + Z) sin(\éi cos(x — E) T

esitligini elde ederiz. 7 > @ oldugundan dolay1, biitiin x degerleri icin 0 <
—@ cos(z+7%)+7% < § olur. Bu yiizden, biitiin 2 degerleri igin sin(—@ cos(z+7)+
) > 0 ’dir. Benzer sekilde, biitiin = degerleri i¢in —F < g cos(x — %) — 7§ <0 elde
edilir. Bu yiizden, biitiin 2 degerleri igin sin( @ cos(x — §) — 7) < 0 'dir. Buradan,
-2 sin(—@ cos(z +§) + ) Sin(@ cos(z — 7) — 7) > 0 sonucuna variriz.

Dolayisiyla, biitiin gercel x degerleri i¢in cos(sinx) > sin(cos z) olur.

Not: y = cos(sinx) — sin(cos z) grafiginin bir taslagy agagida ¢izilmistir. Grafik 27

periyoda sahiptir.

y
y = cos(sin(x))-sin(cos(x))
2
1
4 3 2 A 0 1 2 3 4"

. a gergel sayis1 (0,1) arahginda ve f fonksiyonu [0, 1] araliginda siirekli bir fonksiyon

olmak tizere

ise f (%) =7

Coziim:

Birinci Coziim:

PG48 s
F(3)-f)

olsun. ¢g(0) =0 ve g(1) =1 olur.

g(z) = ) =Af(Bx+C)+ D
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99.

r+y .
g( 5 > = Af

(1 - a)Af(Bz +C)+ (1 —a)D + Af(By + C) + aD
= (1—-a)(Af(Bx+C)+ D)+ a(Af(By+C)+ D)
(1—a)g(z) + ag(z)

O halde g’de f ile ayni 6zellikleri saglamaktadir. Bu durumda

f<1>: <1> _ f(é—:8>_f(213)

7 7 F(3)-1)
_ @) -1G)
T3 -1G)
f

Tkinci Céziim: y = 0 secersek f(g) = (1—a)f(z) ve x = 0 secersek; f(%) =af(y)
olur. Yani f(g) =(1—a)f(z) = af(x) olur. x =1 alirsak; f(1)(1—a) =af(1), 1 —

EASTPNE (GRS (P

2 L7
&) &)

1
a=a, a= 3 olmalidir. Yani f 28 secersek;

: = T x
f(%) = W olur. f(§) = f(2) oldugundan, f(2—18) = = e
N O O N T 1 1 11
f(l)_Tz_T_Z’ f(;)—4 24 ; 8f(§)—1+f(§)Vef(§)—§
bulunur.

Her z, y gergel say1 ikilisi icin, f(zf(z) + f(y)) = [f(z)]* + y denklemini saglayan

tim f: R — R fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: Oncelikle f (b) = 0 olacak gekilde b € R oldugunu gosterelim. = = 0 alalim:

FO£(0) + £(y) = [F(0)* +y
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100.

y = —(f(()))2 olarak alalim:

bulunur. Bu durumda b = f(—£(0)?) igin f(b) = 0 dir. Yani béyle bir b vardr.
Eger = b alirsak f(bf(b) + f(y)) = [f(b)]?> + v elde ederiz. f(b) = 0 oldugu icin
f(f(y)) =y bulunur. = = f(x) alirsak

F(F @) f(f(@) + f) = [f(f @) +y
F(f(@)a) + f(y) = (2)° +y

bulunur. Aym zamanda f(zf(z)+ f(y)) = [f(2)]? +y de verilmisti. Bu iki esitlikten

bulunur. Dolayisiyla (f(x))? = 22 dir.
Simdi ise her x gercel sayisi i¢in f(x) = x veya her x gergel sayisi i¢in f(x) = —x
olacagimi gosterelim: Aksini varsayarsak f(a) = a, f(b) = —b olacak sekilde sifirdan

farkli a,b gercel sayilari bulunabilir. Sorudaki denklemde z = a, y = b alirsak;
f(a® = b) = a® + b olur. (f(a2 - b))2 = (a® — b)? oldugundan; a® + b = a® — b veya
a? + b =b— a? bulunur.

a2+b=0a*>—biseb=0, a?2+b=0b—a?ise a =0 olur. Ancak a ve b sifirdan
farkliydi. Bu bir geliskidir. Yani f(x) = « veya f(x) = —z dir. Her iki fonksiyon da

soruda verilen denklemi saglarlar.

a+ b+ c+ d=1 denklemini saglayan a, b, ¢, d pozitif gercel sayilar: icin,
6(a® +b° + ¢ +d°) > (a2+b2+62+d2)+é

esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Coziim: Oncelikle, 0 < a,b,¢,d < 1 oldugundan, 0 < z < 1 degerleri icin f(x) =
5 — 1

623 — 22 fonksiyonunu tammlayalim. Burada iddiamiz, f(x) = 62° — 2% >

oldugudur.

Esitsizligin iki tarafimi 8 ile carpip gerekli diizenlemeleri yaptigimizda 0 < x < 1 igin,
4873 — 82® —5x+1>0

esitsizligini elde ederiz. Burada 4823 — 822 — 5z +1 = (4 — 1)?(3x + 1) oldugundan
esitsizlik 0 < z < 1 igin saglanacaktir. Yani iddiamiz dogrudur. Dolayisiyla

175



buldugumuz esitsizlikte x yerine a, b, ¢ ve d degerlerini yazip taraf tarafa topladigimizda

5(a+btet+d 1 1

fla) + f(0) + f(e) + f(d) = g -5=3

elde ederiz. Yani 6(a3+b*+c+d*) — (a®4+b*+ 2 +d?) >

1
23 esitsizligi 0 < a, b, c,d < 1

ve a+ b+ c+d =1 icin saglanir.

101. Bir giin okul sonrasinda, Murat fazladan bir matematik dersine daha katilmak zorun-
daydi. Ogretmen tahtaya katsayilar1 tam say1 olan ikinci dereceden bir 22 + piz +
q1 = 0 denklemini yazacak ve Murat bu denklemin ¢6ziimlerini bulacaktir. Eger
¢ozlimlerin ikisi birden tam say1 degilse Murat eve donebilecektir. Eger denklemin
¢Ozumleri tam sayiysa Ogretmen po ve go, bir 6nceki sorunun ¢éziimlerinin herhangi
bir siralamasi olacak sekilde yeni bir 22 + pox + go = 0 denklemi yazacak ve her
sey bastan baslayacaktir. Ogretmenin, Murat’r sonsuza dek okulda tutabilmesini

saglayacak tiim olasi p1, ¢1 sayilarinin bulunuz.

Coziim:Cevap p; herhangi bir tamsay1 ve ¢ = 0 veya p; = 1 ve q1 = —2’dir.

Eger ¢; = 0 ise denklemimiz, ¢coziimleri —p; ve 0 olan z? + p1z = 0 olur. Ogretmen
yeni soru olarak, ¢coziimii —p; ve 0 olan 22 — pyz = 0 denklemini yazabilir ve sonra
tekrar 22 +p1x = 0 yazarak devam edebilir. Dolayisiyla tiim (p1, 0) ikilileri problemin

kosgullarini saglar.

Eger ¢ = —1 ise ¢oziimlerin ¢arpimi —1 olmalidir ve ¢oziimler —1 ile 1 sayilarinin
bir siralamasidir. 22 — 2 + 1 = 0 ve 22 + 2 — 1 = 0 denklemleri hichir tam say1
koke sahip olmadigi igin, problemin kogullarini saglayan (p;, —1) seklinde higbir ikili
yoktur.

Eger q1 = —2 ise ¢ozlimlerin carpimi —2 olmalidir. Bu durumda ¢oziimler 2 ve
—1 ise ilk durumda 6gretmen 22 + 2z — 1 = 0 ve 2 — 2 + 2 = 0 denklemlerinden
birisini segecektir, hi¢cbirinin tam say1 ¢oziimii yoktur. Daha sonra ¢oziimleri 1 ve —2
olan 2 4+ x — 2 = 0 denklemini elde ederiz. Bu nedenle (1, —2) ikilisinin problemin

kogullarini sagladigini goriiyoruz.

Simdi g1 = 0, —1, —2 seceneklerinden higbirinin dogru olmadigini diisiinelim. x; ve
x9, 2+ p1x + ¢1 = 0 denkleminin ¢oziimleri olsun. Bu da z1 + 22 = —p1, 2122 = 1
ve

i + a3 = (21 +22)° — 20102 = i — 200 < pT + ¢
olmasini gerektirir.

Bundan dolay1, verilen esitligin katsayilarinin kareleri toplami ¢; ¢ [—2, 0] igin kesin
bir diiglis gosterir. Kareler toplami negatif olmayan bir say1 oldugu icin er ya da

gec, bu iki durumdan birisine ulasiriz; ¢éziimler tamsay1 degildir veya sabit terim
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[—2,0] araliginin bir elemanidir. Son durum énemlidir, ¢iinkii 2 +pz+¢q = 0 esitligi,
kendisinden 6nce yazilan polinomu, 2 — (p + q)z + pq = 0, tek bir sekilde belirler.
Dolayisiyla, (p1,0) ve (1, —2) sadece sabit terimi sirasiyla 0 veya —2 olan fonksiyonlar
arasindan gikar. Bundan dolay1 problemin kogullarini saglayan bunlar diginda hicbir

ikili yoktur.
102. Dogal sayilar kiimesinden dogal sayilar kiimesine olan ve

n+ f(n)

FFm) = —

kogulunu saglayan biitiin birebir f(n) fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: Oncelikle herhangi bir n icin f (n) > n esitsizliginin miimkiin olmayacagini
gosterelim. Farz edelim ki bir n dogal sayisi igin f(n) > n olsun.
n+f(n) _ f(n)+f(n)

Fitmy) = PR < RS  p)

Buradan f(f(n)) < f(n) elde edilir.
f fonksiyonunun kendisi ile k& defa bilegkesini f* = fo fo---o f olarak gosterelim.
f?(n) < f(n) oldugunu gosterdik. f fonksiyonunun verilen kosulu sagladigini varsa-

yarsak f3(n) icin

f(n)+ f2(n) _ [*(n) + [*(n)

s = ) < f)

FP(n) = F(f(f(n))) <

olur. Timevarim ile her p = 2,3,... degeri igin fP(n) < f(n) oldugunu ko-
layca goriiriiz. (f*(n)), ifadesini k ya bagl, dogal sayilardan olusan bir dizi olarak
disiinelim. fP(n) < f(n) kogulundan 6tiirti bu dizi istten siirh bir dizidir. Dolayisiyla
I < m ve fl(n) = f™(n) olacak sekilde [ ve m degerleri bulabiliriz. Birebir fonksiy-
onlarin bilegkeleri de birebir fonksiyonlardir. Dolayisiyla her p degeri i¢in fP bire-
bir fonksiyondur. Buradan f™(n) = f'{(f™ ! (n)) = f'(n) elde ederiz. Ayrica, f'
nin birebir olmasi f™~!(n) = n olmasmi gerektirir. Bu esitlikten, f(f™!(n)) =
fm1(n) = f(n) buluruz. Ancak biz her p = 2,3,... degeri icin fP(n) < f(n)
oldugunu gostermistik. f(f™!(n)) = fm~*+1(n) = f(n) bir celigkidir. Dolayisiyla
f(n) > n hicbir n dogal sayis1 igin gegerli olamaz. Buradan her n dogal sayis1 igin
f(n) < n elde ederiz. n =0 icin f(0) = 0 oldugu agiktir. Herhangi bir n degeri igin
f(n) = n oldugunu kabul edelim. f fonksiyonunun birebir olmasi ve f(n+1) < n+1
kogullar1 f(n+1) = n+ 1 olmasim gerektirir. Timevarim ile her n dogal say1 degeri
icin f(n) = n elde ederiz. Bu fonksiyonun bizden istenilen kogulu sagladigi ve bu

fonksiyondan bagka hicbir fonksiyonun verilen kogulu saglayamayacag agiktir.

103. a,b,c € {1,2,...,n} olmak iizere gergel sayilardan gercel sayilara tanimh ve kokleri
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tam say1 olan
f(x) =az* +bx +c
ikinci dereceden fonksiyonlarin sayisi, herhangi bir pozitif n tam sayisi igin P(n) ile
gosterilsin.
Yukaridaki 6zelliklere sahip f fonksiyonlar: ve biitiin n > 4 degerleri igin n < P(n) <

n? oldugunu ispatlaymiz.

Coziim: 222 +4x+2=2(x+1)?2=0, 22 +dv+4=(z+2)?=0ve k =2,3,...,n
degerleri icin 22+ kz +k —1 = (z+1)(z+k — 1) = 0 ikinci derece denklemleri, tam
say1 koklere sahip olduklarimndan dolayi, n > 4 i¢in P(n) > n sonucunu ¢ikaririz.

Verilen kogullar saglayan f fonksiyonu igin,

f(z) =alx+d)(x+e); die € Z, a,a(d+e),ade € {1,2,...,n}

yazariz. Ozel olarak, e < - secerek,

n n n n n 1
Pn) <y > — = n)y > —
a=1 d=1 a=1 d=1
“1 1 1
= n;(aﬁ-%—k %)
"1 1 1
= n;a(1+2+...+n)
1 1.1
= n(1+2+...+n);a
_ 1 L2
= n(l+5+.+-)

buluruz. n > 5 igin, 1 + % + % + ...+ % < y/n (n lzerine tiimevarim yontemi
kullanilarak bulunur) ve P(4) = 5 oldugundan dolay1, P(n) < n? sonucuna variriz.

a + b+ ¢ = 3 denklemini saglayan a, b ve ¢ pozitif gercel sayilar: i¢in

E+bf2+cf22a 'f‘b +c

esitsizliginin saglandigini gosteriniz.

Coziim:
Birinci Co6ziim: x = ab + bc + ca olsun. a? + b? + ¢ > ab + be + ca oldugundan

(a+b+c)? > 3(ab+ be+ ca)
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buradan da,
(ab + be + ca)? > 3abe(a + b+ c)

2
elde edilir. Bunlarin sonucunda da 0 < x < 3 ve abec < % elde edilmis olur. Ote

yandan,
a2+ 4+ =(a+b+c) —2(ab+bec+ca) =9 — 2z

1+1+1_1+1+1221+1+1_x2 6
a2 2 2 \a b ¢ ab  be  ca) a?b2c?2  abe

oldugundan, soruda verilen esitsizlik,

ve

2?2 — 6abe > (9 — 2x)a’b*c?
haline gelir. Sonug olarak,

2 4
22 — 6abc — (9 — 2z)a’b?? > x? — LA k)
3 81
22(22% — 922 + 27)
81
2%(z — 3)%(2x + 3)
81

> 0

olur. Dolayisiyla istenilen esgitsizlik ispatlanmigtir. Esitlik durumuysa, ancak ve

ancak a = b = ¢ = 1 durumunda mumkindiir.

Ikinci Coziim: -
=4+ -+1
f(x) 2 + . +1+x

olsun. Buradan,
1
— -2’ =(1-2)f(z)

T2

gikar. Ayrica E = Z (% —a%) = Z (1 —a)f(a) olsun. Genelligi bozmadan a >
b > c¢ olmak iizere, l —c=(a—1)+(b—1) ve 1 —a = (¢ — 1) + (b — 1) ifadelerini
kullanarak,

E=1-0)(f) = f(c) + (1 = a)(f(a) = f(¢))
ve

E=1-b)(f0) - fla))+ (1 =c)(f(c) - f(a))
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elde edilir. Simdi, z <y i¢in f(z) > f(y) ifadesini gosterelim:

r—y
f@) = fly) = =55 @y —2y —x —y)

=y
x +y = k icin, aritmetik-geometrik ortalama esitsizliginden = + y + xy > 3/22y2
elde edilir. 3{/22y2 > 22y esitsizligini elde edebilmek icin 33 > z%y* olmas: gerekir,
ancak k > 2,/zy oldugu icin k® > 28z%y* olacagindan, 33 > ]2“—: olmasi1 yeterli
olacaktir ki bu da, k < 2+/27 olarak goriilebilir.
Fakat x,y eger a,b,c icinden herhangi ikisi olursa, x + y < 3 olacagindan 3 < 2+v/27

olur. Dolayisiyla yukaridaki esgitsizlik saglanmig olacaktir.

Bu, f fonksiyonunun azalan fonksiyon oldugunu gosterir. Sonug olarak geriye sadece

b > 1 durumu i¢in (??) bagmtisini, b < 1 iginse (?7) bagntisini kullanmak kalir.

Not: Eger burada esitsizligi 3 degiskenli degil, n degiskenli olarak diisiiniirsek,
n n 1 n
Z x; =n iken, x; > 0 icin, Z o Z x;
=1 =1 =1

ifadesi ancak n = 10 degerine kadar dogrudur. n > 11 iken yanligtir, 6rnegin,
xy=---=x19 = 0.6, z11 =5 ve i > 12 icin x; = 1 olarak alinabilir. 4 < n < 10 i¢in

gerekli olan ispat, karmagik degiskenler teknikleri gerektirir.

271 sayisimi, carpimlari maksimum olacak sekilde, pozitif gercgel sayilarin toplami

olarak yaziniz.

Coziim: Aritmetik ortalama - geometrik ortalama egitsizligine gore, negatif olmayan

1, , Xy sayllar igin
r1t+x2+ -+
n Z (:(;1 S L9 xn)l/n
n
ve egitlik ancak ve ancak z; = 29 = - -+ = x,, durumunda gegerlidir.

Bizim durumumuzda sayilarin toplami 271 dir. Yani negatif olmayan sayilardan
olusan bir S kiimesinin eleman sayisi n olmak iizere, S deki elemanlarin aritmetik
ortalamasi 271/n dir. Boyle S kiimeleri i¢in geometrik ortalamanin, dolayisiyla da

carpimin, maksimum degeri sayilarin esitligi durumunda elde edilir.

Dolayisiyla biz, x tamsay1 olmak iizere, y = (271/x)* ifadesinin maksimum degerini
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107.

artyoruz. x bir gercel say1 gibi diistiniiliip logaritmik tiirev alinirsa;

Iny =xIn(271/z) = x(In271 — Inz),
Y /y=m271 —Inz — 1,
y = (271/2)*(In271 — Inz — 1)

elde edilir. ¢y = 0 olmasi igin, z = 271/e =~ 99.7 olmalhdir ve y nin maksimum
degerinin x = 271 /e i¢in elde edilecegi agiktir. (x < 271/e iken ¢y > 0 ve x > 271 /e
iken y' < 0 olduguna dikkat ediniz.)

x bir tam say1 oldugu igin, 100 ve 99 degerlerini denememiz yeterlidir. Deneme
sonunda y nin en biiyiik degerini (z tam say1 iken) x = 100 durumunda aldigim
gorecegiz.
Dolayisiyla garpimin maksimum degeri 271 = 2.7142.71+- - -+2.71 seklinde yazilinca
elde edilir.

Asagidaki denklem sistemini saglayan biitiin (x,y, z) gergel say1 ticliilerini bulunuz.

Not: [r] : r gergel sayisimin tamsay1 kismi, {r} : r gergel sayisimin ondalik kismu.
x + [y] + {z} = 200, 2

{z} +y+[z] =200,1

[z] + {y} + z = 200,0

Coziim: [r|+{r} = r esitligini gézo6niinde bulundurarak verilen ti¢ denklem toplanirsa
& +y+ 2 = 300, 15 bulunur. Ilk denklemi, bulunan denklemden gikarirsak (y — [y]) +
(z —{z}) = 99,95 yani {y} + [z] = 99,95 bulunur. Dolaysiyla {y} = 0,95, [z] = 99
dur. Benzer gekilde [z] + {z} = 100,05 ve {z} + [y] = 100, 15 bulunur. Dolayisiyla
[z] = 100, {z} = 0,05, {z} = 0,15 ve [y] = 100 bulunur. Sonug olarak z = 100, 15,
y = 100,95 ve z = 99,05 bulunur.

R—{0} kiimesinde tamimh ve f(x)+8f (%) = —63z denklemini saglayan fonksiyonlari
tanimlayiniz.

Cozim:f(z) + 8f(%) = —63x denkleminde x yerine % yazarsak

163

8 — ) =
Fla)+ fg) =~
denklemi elde edilir. Tkinci denklemi -8 ile carpip ilk denklemle topladigimizda

—63f(x) = —63z + %
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109.

110.

111.

esitligi bulunur. Esitligin her iki tarafini da -63’e bolersek f fonksiyonu

f@) =z -~

X

olarak bulunur.

Ayrica f(z) =z — %’in de verilen denklemi sagladigi kolayca kontrol edilebilir.

2 2 2_ .2 8 1 .8 8 _ .8
x2 + y2 a;2 y2 =k ise xS + y8 — xS yS ifadesini k cinsinden hesaplayiniz.
T4 —y e+ y z° -y z®+y
22 + 12 x2 — y? Li +1 é -1 x?
Coziim: —; y2 + — y2 = 4 + & oldugundan, — = m dersek
x?—y e +y 5—2 -1 5—2 Y
1 —1 2(m?* + 1 241 k 2
- T + o = (m”+1) olur. Buradan metl —, =
. 2m—1 km—2|—1 m2 —1 m2 —1 27 m2-1
;, m? = kt= bulunur. Buna gore
x84 98 ms—y8_m4+1 m4—1_ 4m B 4 B 4 B
5 —y® S4+y® mi—1 mi+l md—1 m4_#_(ﬁ)2_<ﬂ)2_
E—2 k+2

4k+2)2(k—-2)%  4k*—-4)2 (K —4)?
(k+2)4—(k—2)%  2(k2+4)8k  4k(k2 +4)

olur.

a,b,z,y gercel sayilar icin a® +ax +y =0 +br+y=c+cx+y=0vea,bc
birbirinden farkli ise a 4+ b 4+ ¢ = 0 oldugunu ispatlayiniz.

Céziim: P(k) = k3 + xk + y polinomu icin P(a) = P(b) = P(c) = 0 ve a,b,c
birbirinden farkl oldugu igin, bu polinomun tiim kokleri a,b ve ¢ dir. Vieta teore-

minden a +b+c = -1 = 0 bulunur.

x,y, z pozitif gergel sayilar olmak tizere 3 4 y3 + (z+ y)3 + 30xy = 2000 ise (z +y)

nin alabilecegi degerleri bulunuz.

Coziim: z° + 3> = (z +9)® — 3zy(z + y) oldugundan = + y = a ve zy = b alarak
a® — 3ab 4 a® + 30b = 2000 yazabiliriz. Buradan 3b(10 — a) = 2000 — 2a° =
2(10* — @?) bulunur. 3b(10 — a) = (10 — a)(100 + 10a + a?) esitligi a # 10 du-
rumunda 3b = a® + 10a + 100 esitligini verir. Ancak (z + y)? > 4zy oldugundan
a?+10a+100 > a® > 4b > 3b dir. Bu ise bir celiskidir. Sonug olarak z+y = a = 10

olmalidir.

1 n 1 n 1 > 27
bla+b) cb+c) alc+a) ™ 2(a+b+c)?
182
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oldugunu gosteriniz.

Coziim: Aritmetik-Geometrik ortalama egitsizliginden

(a+b)(b+c)(c+a) < (a+b+c)3 (1)

8
27
olur. Yine aym esitsizlikten a’b + tab > 2a2bc, b3c + a’be > 2()2ac7 Aa+ b2ac >
2c%ab ve a*b? + b2 > 2b2ac, a’b? + a%c? > 2a2bc, b2 + a%c? > 2¢%ab olur. Taraf
tarafa toplarsak; a*b+b*c+c’a > abe(a+b+c) ve a®b? +b*c* +c*a® > abe(a+b+c)

bulunur. Buradan da

a*b+ b3c+ a + (ab+ be + ca)? > dabe(a +b+¢) (i)

1 27
>

(a+b)(b+c)(c+a) ~ 8la+b+c)?
taraf tarafa carpilarak

(7i) bulunur. (ii) ve (i)

olur. (i) den dolay1

a3b+ b3c + c3a + (ab + be + ca)? o _ 27abe

(a+Db)(b+c)(c+a) ~ 2(a+b+c)?
buradan da
1 N 1 N 1 a*b+b3c+ cPa+ (ab+ be+ ca)? - 27
bla+b) cb+e) alct+a) abc(a +b)(b+¢)(c + a) ~ 2(a+b+c)?

olur.

a # 0,b,c gercel sayilar icin (a + b+ ¢)(4a — 2b+¢) < 0 ise az? + bz + ¢ = 0

denkleminin iki farkh gercel kokiiniin oldugunu ispatlayiniz.

Cozim:

Birinci Coziim a4+ b+ ¢ < 0 ise 4a — 2b + ¢ > 0 olur. Eger ac < 0 ise b*> > 4dac
olacagindan denklemin iki farkli gergel kokii olur. ac = 0 ise a # 0 oldugundan
¢ = 0 olur. Bu durumda a +b < 0, 2a > b oldugundan b # 0 dir. Yani
b2 > 4ac = 0 olur. ac > 0 ise iki durum vardir: a,c¢ > 0 ise b < 0 olmaldir.
a+c<—=b, a’+ct+2ac<b?, 4dac<a®+c+2ac=(a+c) <V olur. a,c<0
durumunda ise 0 > 4a + ¢ > 2b ve 4b> > 16a° + 8ac + ¢ > 16ac ve b®> > 4ac olur.
a+b+c>0ise da—2b+ c < 0olur. Yine ac < 0 veya ac = 0 olamaz. a,c > 0 ise
0 < 4a+c¢ < 2bveb>0olur. 46 > (4a + ¢)? = 164> + 8ac + ¢ > 16ac, b* > dac
olur. a,¢c < 0ise 0 >a+c>—b, b>0olur. b> —a—c >0, b*>> (a+c)2 =
a? + 2 + 2ac > 4ac ve b* > 4ac olur. Boylece ispat biter.
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Tkinci Coziim p(z) = az? + bz + ¢ olsun. p(1) = a+ b+ ¢ ve p(—2) = 4a — 2b + ¢
oldugundan p(1)p(—2) < 0 ve p(z) stirekli oldugu igin Ara Deger Teoreminden p(z)
in (—2,1) arahigida bir gercel kokii vardir. p(x) gergel katsayilh oldugundan ve
kokleri toplami Vieta teoreminden — € R oldugundan diger koki de gergeldir.
Ayni zamanda bu iki kék birbirine ecéit olamaz. Ciinkii, esit olurlarsa a > 0 icin
p(z) >0 Vz € R, a < 0 igin p(z) < 0 Vr € R olur. Ancak p(1)p(—-2) < 0
oldugundan p(1) > 0, p(—2) < 0 yada p(1) <0 p(—2) > 0 dir. Yani kokler farkh

olmalidir.

T+y < 2V/2

x ve y sifirdan farkli gercel sayilar olmak iizere < oldugunu
2 — 2y + 12 /22 1 42
gosteriniz.
A~ . C 9 9 +
Coziim: % < 0 ise sorudaki esitsizligin saglandig1 agiktir. % >
¢ —xYy+y T4 —xYy+y

z+y < 22
N
223y + 2z + 222y% < 8(2t + ¢yt + 32%y? — 223y — 229°) = T(at +yt) — 18(23y +
zy®) 4 22227 > 0 <= (z — y)?(72? — dzy + Ty%) > 0 olur. 72* — 4oy + Ty =
522 + %) +2(z — y)? > 0 ve (z —y)* > 0 oldugundan ispat biter.

0 ise — (%492 (x+y)? < 8(2®—ay+y?)? = z'+yt+

a+b+c+d = 20
ab+bc+cd+da+bd+ac = 150

kogullarini saglayan tiim a, b, ¢, d gercel sayilarini bulunuz.

Coziim: (z — y)? > 0 oldugundan, biitiin gercel sayilar icin z? + 3* > 2zy dir.
Buradan gikan a’ + b2 > 2ab, a® + 2 > 2ac, b2 + 2 > 2bc, b2 + d? >
2bd, &+ d? > 2ed, o®+ d® > 2ad, b* + d* > 2bd esitsizliklerini taraf tarafa
toplarsak 3(a® + b + ¢? + d?) > 2(ab + be + cd + da + ac + bd) elde ederiz. 2-20% =
3(a+b+c+d)? > 8(ab+be+cd+da+ac+bd) = 8-150 ve 3-20% = 8-150 oldugundan
3(a+b+c+d)? =8(ab+ bc + cd + da + ac + bd) qikar. Esitlik ancak ve ancak ilk
esitsizliklerin herbiri birer esitlikken yani a = b = ¢ = d durumunda mumkiindiir.

Buna gore a + b + ¢+ d = 20 oldugundan a = b = ¢ = d = 5 tek ¢oziimdiir.
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x,y,z gergel sayillar i¢in 0 < z,y,z2 < 1 ve zyz = (1 — 2)(1 — y)(1 — z) ise
(I1—2)y, (1—y)z, (1—=z)z sayilarindan en az birinin i den kiigiik veya esit oldugunu

ispatlayiniz.

1 1 1
Cozum: Eger (1—x)y > T (1—-y)z > T (1—2)z > 1 ise zyz(l—z)(1—y)(1—2) >

1 1
o1 olur. zyz = (1 — z)(1 — y)(1 — z) oldugu igin zyz > 3 bulunur. Ayni zamanda

1 1
Aritmetik-Geometrik ortalama esitsizliginden (1 —z)z < 7 (1—y)y < T (1—-2)z <
1 1
1 oldugundan zyz(1 — z)(1 — y)(1 — 2) < o buradan da bir énce buldugumuz
1
eslitsizlikle celisir sekilde zyz < 3 bulunur. Bu durumda (1—=z)y, (1—y)z, (1—2)z

sayilarindan en az biri 1 den kiiciik veya esittir.

a1, a9, as gergel sayilarinin herbirinin 1 den biiyiikk oldugu ve her ¢ = 1,2,3 igin
: N 1 1 1

> a1 + a2 + ag oldugu bilindigine gore + + > 1

a; — 1 ar+az azx+az3 az+ap

oldugunu ispatlayimniz.

2 . a? ay
> aq1 + as + ag ise — a1 > ag + a3z buradan

ap —1 ai — ar —1
1 al

>
as + as a1+ as + as

Cozim: >

az+as, a; > (al—l)(ag—i-ag), a1 +as+asz > al(ag—i-ag) ve

a9 1 as

olur. Benzer sekilde > ve > olur. Taraf
ay +ag a; +az +asg a1 + as ay +az +asg
1 a9 aj
tarafa toplanarak + + > +
a ai + as ai +asg az +asg a1 +az+as ar + a2+ as
B — 1 bulunur.
a1+ az +as

a,b, ¢ gercel sayilar olmak iizere 2 + az? + bz + ¢ = 0 denkleminin ii¢ gercel kokii
vardir. —2 < a+b+c < 0 ise bu ii¢ kokten en az birinin [0, 2] araliginda yer alacagim

ispatlayiniz.

Cozum: p(z) = (x — z1)(z — z2)(z — x3) olsun. a+ b+ ¢ = p(1) — 1 oldugundan
—2 < p(1) =1 < 0 buradan —1 < p(1) < 1 yani |p(1)] < 1 olur. Ote yan-
dan p(1) = (1 — 21)(1 — z2)(1 — x3) oldugundan [(1 — z1)(1 — z2)(1 —a3)] < 1
gikar. |1 — x|, |1 — x2|, |1 — x3| sayilarmin {¢iiniin birden 1 den biiyiik olmasi
I<|l—ai|- 1 =22 -1 —a3] =[(1 —21)(1 —22)(1 — x3)| <1 geligkisini verecegi
i¢in, genelligi bozmadan |1 — z1| < 1 kabul edebiliriz. Bu durumda —1 <1—2x2; <1
yani 0 < 21 < 2 dir. Sonug olarak p(z) in en az bir koki [0, 2] araligindadur.
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a, b, c gergel sayilari igin

(a+b)(b+c)c+a) = abe
(a®> + (B + ) (B +a®) = PP

ise abc = 0 oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: a®+b> > 0 ve a® +b> > 2ab oldugundan a®+b%>—ab > |ab| dir. Buna gore
la+b|-|a® —ab+ b?| > |a+b| - |ab| yazilabilir ve buradan da |a® + b®| > |a + b| - |ab|
esitsizligi elde edilir. Benzer sekilde |b3+¢3| > |b+c|-|be| ve |3+a3| > |c+al-|cal, bun-
lar1 da taraf tarafa carparak |a®+b%|-|b*+c?|-|c3+a®| > a*b%c?|(a+b)(b+c)(c+a)]| elde
edilir. |a®b®c®| > a?b%c?|abe| = |a®b?c?| oldugundan esitlik durumunun saglanmasi
icin ilk bagtaki egitsizliklerin her birinin esitlik olmas1 gerekmektedir. Bu durumda
la® 4+ b3 = |a+D|-|ab], |b*+c| = |b+¢|-|be|, |+a®| = |c+al-|ca| olur. Buradan
la +b|(|a® + b* — ab| — |ab|) = 0 ¢ikar. |a +b|, |b+c|, |c+ a| dan herhangi biri 0 ise
abe = 0 olur. Higbiri sifir degilse |a? + b* — ab| = |ab| buradan da a® + b* — ab = ab
veya a® + b* — ab = —ab bulunur. a® + b* — ab = ab durumunda (a — b)? = 0, yani
a=>b, a®> + b* — ab = —ab durumunda ise a = b = 0, sonu¢ olarak her iki durumda
da a = b gikar. Benzer sekilde b = ¢ ve ¢ = a olmahdir. (a + b)(b+ ¢)(c+ a) = abe

denkleminden 2a2b2¢ = @, 8a® =a®, a=0b=c=0 olur.

Negatif olmayan gercel sayilardan olusan a1, as, ... dizisi tiim n pozitif tam sayilar
icing ap 4+ agy > 3n ve apy1 +n < %/W kogullarinin ikisini birden sagliyor.
Buna gore

a-) Her n pozitif tam sayisi i¢in a,, > n oldugunu gosteriniz.

b-) Soruda verilen gartlar1 saglayan bir a,, dizisi bulunuz.

Coziim:

a-) Eger a; < k kosulunu saglayan bir k € N varsa; agy1 + k < QW <
2Vk(k+1) olur. 2y/k(k+1) —k <k+1<=4k(k+1) < 2k+1)2 <= 0<1
oldugundan agy1 < %/W—k < k+1 olur. Benzer gekilde apio < k+2, apys <
k+3,...a9 < 2k olur. Buradan ay + as, < k+ 2k = 3k c¢ikar ki bu da a4+ agr > 3k

ile geligir. Buna gore tiim n € N dogal sayilar i¢in a,, > n olmaldir.

b-) a, = n+1 alirsak a, +ag, =3n+2 > 3nve apy1+n =2n+2, 2y/a,(n+1) =
2n+ 2, anpy1 +n < 2y/an(n+ 1) olur ve kosullar saglanir.
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120. Katsayilar1 negatif olmayan gercel sayilardan olugan p(x) polinomu igin p(1) > 1 ise

121.

122.

1
tiim pozitif gergel sayilar igin p(z)p <> > 1 oldugunu ispatlayimniz.
x

Coziim: p(z) = ax” + ap12" "+ - 4 ayz + ag olsun. p(1) > 1 oldugundan
apg+ai +as+ -+ a, >1dir.
G Gn—1

1
p(z)p x) = (an2™ + an_12" '+ -+ a17 + ap) (* +

a
-+ 2 4ag) bu

xn xn—l

da Cauchy Schwarz esitsizliginden (a, + ap—1+ ---a; + a0)2 > 1 dir.

3
0<a,p,0< g icin sin a+sin S+sin f = 1 ise tan® a +tan? S+ tan® 0 > 3 oldugunu

ispatlayiniz.

Coziim: +sin’z =1 (z € (0, g)) oldugundan sina = a, sinf =
a2 b2 2
b, Shl@ =:Ciﬂanﬂ(tan2a ::Iijag, tanzﬁ = Iijzg, tan29:: 1__62

2 b2
iriz. Bu durumda tan® a 4 tan® 8 + tan?6 4+ 3 = (1 a 5 +1> + (11)2 +1> +

1+ tan?x

yazabil-

2

1 1 1

<1 i 2 + 1> = 1- 2 + T2 + [— 2 olur. Aritmetik-Harmonik ortalama
_1a2 + 1—1b2 + 1_162 3

—3—a?2—-0b2 -2

[a2 £ b2 1 2 b 1
ortalama esitsizligini kullanarak ot 3 te > a4 +3 e 3 a>+ b+ >

esitsizligini kullanarak 1 ve Karesel-Aritmetik

1 3 < 9 bilici I . 1 n 1 n 1 S
- — yagabiliriz. una gore
N g 7 8¢ T2 e
R R— > 3 bir bagka deyisle tan® a + tan® 3 + tan?6 > 3~ 3 = 3
dir.
1
a1 =1, aa=—=vek>1igin agys = ap + iet1 ise,
1 1 1
+ + + ot < 4 oldugunu ispatlayimniz.
ajaz  aa4  Q3as 98100
Cozim: apio = ag + ak2+1 oldugundan 2(agyo — ag) = ag41 dir. Her iki tarafi
2 2 1
apagy10g+2 ile bolersek — = bulunur. Buradan +
QpQk+1 Af+10k+2 A QK2 aiaz
1 1 2 2 2 2 2 2
+oot = - - — ot - =
a22a4 2619861100 ajaz  a2a3 azaz  azaq aggagg  A99a100
— =4 - < 4 gikar. (Not: tiim a; lerin pozitif oldugu agiktir.)
aiaz  a99a100 a99a100

123. p(0) = 0, p((x + 1)*) = (p(z) + 1)® kosulunu saglayan tiim gercel katsayil p(x)
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124.

125.

126.

polinomlarimi bulunuz.

Coziim: p(0) = 0 oldugundan p(1) = (p(0) +1)* = 1 olur. p((1+1)*) = (p(1) +1)3
oldugundan p(8) = 8 olur. Bu sekilde devam ederek sonsuz ¢oklukta = gergel sayisi
i¢in p(z) = = oldugunu goriirtiz. p(x)— z polinomuna ¢(z) diyelim. Sonsuz ¢oklukta
x i¢in ¢(x) = 0 oldugundan ¢(z) polinomu sifir polinomu olmalidir. Bu durumda

p(z) = x polinomu, verilen kogullar1 da sagladig1 i¢in, tek ¢oztimdiir.

f:No— Ny (No=1{0,1,2,...}) bir fonksiyon olmak iizere tiim n € Ny sayilar1 igin
f(f(n)) = f(n)+1 ve min{f(0), f(1), f(2),...} =1 dir. Bu kosullar1 saglayan tiim
f fonksiyonlarini bulunuz.

Cozium: min{f(0), f(1), f(2),...} = 1 oldugundan f(n;) = 1 olacak sekilde bir
ny € No vardir. f(f(n1)) = f(n1) +1 = 2 oldugundan f(n2) = 2 olacak sekilde bir
ng € No vardir. Bu gekilde devam ederek her j € {1,2,3,...} i¢in f(n;) = j olacak
sekilde bir n; € Ny bulunabilir. Bu durumda her j = 1,2,3,... i¢in f(f(n;)) =
f(nj)+1 ve f(j) = j + 1 esitlikleri gecerlidir. min{f(0), f(1), f(2),...} = 1 ve
her j = 1,2,3,... i¢cin f(j) = j + 1 oldugundan f(0) = 1 olmahdir. Bu yiizden
f(n) =n+1 tek ¢oztimdiir.

Her z,y € R icin f(2?) — f(v*) = (= + v)(f(z) — f(y)) kosulunu saglayan tiim

f:R — R fonksiyonlarim bulunuz.

Coziim: y = 0 alirsak f(2%) — £(0) = 2(f(x) — f(0)) olur. Benzer sekilde f(y*) —
F0) = y(f(y) = f(0)) di. Buradan (z + y)(f(z) = f(y)) = f(@*) - f(y*) =
#(f(@) — 1(0) — y((y) — F(0)) buradan da yf(z) — 2(y) = yf(0) — 2f(0) bu-
lunur. f(x) — f(0) = g(z) dersek yg(z) = xg(y) olur. y = 1 alirsak g(z) = xg(1)
vani f(xz) = ax +b, (a,b € R) biciminde olmahdir. Her a,b € R ikilisi igin
(az® +b) — (ay® + b) = (x + y)[(ax + b) — (ay + b)] oldugundan tiim ¢oziimler
f(z) = ax + b seklindedir.

a1 >ag>-->a, >0vear+as+---+a, = 1ise a%+3a%+5a§+- . ~+(2n—1)ai <1

oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: a?+3a3+- -+ (2n—1)a? < (a1 +ag + - - -+ a,)? oldugunu tiimevarm ile

ispatlayacagiz.
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127.

128.

n =1 icin a? = a? olur ve saglanr.

n = k — 1 icin saglaniyorsa n = k i¢in de saglanacagini gosterelim: as > as >

-+ > ag > 0 sayilan igin a3 + 3a3 + -+ + (2k — 3)a; < (az + az + -+ + a)? olur.
k

k
Tim j = 2,3,...k icin 2a1a; > 2a§ oldugundan ZQalaj > Z 2&? ve buradan da
j=2 J=2
k
(a1+az+---+ax)® > ai+ ) 205+ (a3 +3a3 + - + (2k — 3)a}) = ai +3a5+- -+
=2

(2k — 1)a olur ve tiimevarim biter. Sonug olarak a3 +3a3 + - - -+ (2n—1)a? < 1 dir.

sin® 2(1 + cotz) + cos® (1 + tanz) = cos 2z denklemini gercel sayilar kiimesinde

¢Ozinuz.

2

Coziim: sin® z(1 + cot x) + cos® z(1 + tanz) = sin® z(sinz 4 cos ) + cos® z(sinz +

cosz) = sinz + cosx

2 2

sinx + cos x = cos 2z = cos” x — sin”x = (cosx + sinx)(cosz — sinz) olur. Buradan
(sinx 4 cosz)(1 +sinz — cosx) = 0 bulunur.

i) sinz + cosz = 0 ise tanz = —1, 2= 3T +kr (k€ Z),

—sin(z — ) T -1

, sin(z — =) = 7

4
T -7 T .
olur. = — 1= 71 + 2km veya x — 17" (T) + 2km olur. Yani x = 2k7 veya
3T

z=— + 2km (k € Z) seklindedir. Ancak soruda verilen denklemde tanx ve cot x

ii-) 1 +sinx —cosx = 0 ise 1 = cosz — sinx = —
Slnz

3
bulundugundan sinx ve cosz sifir olmamalidir. Yani z = 2kw veya x = g + 2k

olamaz. Coziim kiimesi {?% + km; k€ Z} dir.

2 Vo —1 -1 1 2
x x x x
Vo —1 =
o1 T VETIT TR z? +\/x_1+\/$_1
kiimesinde ¢oziiniiz.

denklemini gergel sayilar

2

o x z—1 22 +1 1
Coziim: P m—(l%—ﬁ)\/x—lve
(?—z+ 1)@ +2—-1) (®+1)@*—-z+1)

z?(z —1) B x2/z —1
22—z +1 = 0 denkleminin gercel ¢6ziimii olmadigindan 2 +2 —1 = Vz — l(ac2 +1)

olur. Buradan (2 —+v/z — 1)(1—+/z — 1) = 0 bulunur. = > 1 oldugundan (vz — 1 €
R), z* >z ve 22 > Vx — 1 dir. Yani 1 — vz —1 = 0 olmalidir. Buradan z = 2

bulunur ve x = 2 verilen kosullar1 saglayan tek gercel sayidir.

olur.
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b c

< 1 oldugunu is-
2a+b  tc Zeta - CCUEIUH

129. a, b, ¢ pozitif gergel sayilar olmak tizere

patlayiniz.

b 2 % 2 2
Coziim: a € <9 (1— ¢ >+

a c
<1
2a—|—b+2b—|—c+20—i—a_ <:>2a—|—b+2b+c+26+a 2a+b
2b 2c b c a

1-— 1- > 1 = > 1 dir. Cauchy-

< 2b+c)+< 20+a)_ 2a+b+2b—|—c+26+a_ e Aty
Schwarz esitsizliginden;

c

2a + b)b+ (2b 2

[(2a 4 b)b + (2b+ c)c + (2¢ + a)a] [2a+b+2b+c+20+a

c a (a+b+c)?

>
) _ 2a—i—b+2b—|—c+2c+a_a2—|—62—|—02—|—2ab+2bc—|—20a
ispat biter.

] > (b+ c+a)? ve bu-

radan da = 1 olur ve
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GEOMETRI

1 ["Jggenler

Gosterimler:

Bir ABC 1iggeni igin agsagidaki gosterimleri kullanacagiz:

Kenar uzunluklar: |BC| = a,|CA| =b,|AB|=c¢

Acilar: A B,C (Trigonometrik ifadelerde ag igareti kullanilmayacak.)

Agirhik merkezi: G, diklik merkezi (ortosantr): H, cevrel cember merkezi: O, igteget
¢ember merkezi: I, dig teget cember merkezleri: I,, I, I,

Cevrel gemberin yarigapi: R, igteget cemberin yaricapi: r, digteget yaricaplari: rq, rp, 7
Yarigevre: u = 3(a+b+c), Alan: S

Kenarortay uzunluklar:: v,, vy, ve

Yiikseklik uzunluklari: hg, hp, he

Aciortay uzunluklari: ng, ny, ne

1.1 Benzer I"Jggenler

Karsilikli acilar: eg ve kargilikli kenarlari orantili olan tiggenlere benzer iicgenler denir.

C/

A B A’ B’

ABC tiggeni A'B'C’ tiggenine birbirine denk olan agagidaki kosullardan herhangi birisinin

saglanmasi durumunda benzerdir.
1. Kenar-Kenar-Kenar (KKK) Ozelligi

|AB|  |BC| _ |CA|

’A’B" - ’B’C’| ‘C’A’|'
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2. Kenar-Agi-Kenar (AKA) Ozelligi

|AB| : |BC| = |A'B| : |B'C'| ve m(ABC) =m(AB'C").

3. Ag-Ag-Aci (AAA) Ozelligi. Iki aq: bilindiginde iiciincii aq1 zaten bilinecegi icin bu
ozellik Agi-Ag1 (AA) olarak da adlandirilabilir.

m(ABC) = m(A'B'C") ve m(BAC)=m(B'A'C").
Benzer tiggenlerdeki karsilikli kenarlarin oranina benzerlik orani denir. Eger bu oran 1 ise
ticgenlere eg ticgenler denir. Benzer tiggenlerdeki bazi 6zellikler sunlardir:
1. Benzer iicgenlerin cevrelerinin oran1 benzerlik oranina esittir.
2. Benzer iiggenlerin alanlarinin orani benzerlik oraninin karesine esittir.
3. (Tales Teoremi) Paralel dogrular kendilerini kesen dogrular1 ayni oranda bdlerler.

4. Benzer tiggenlerdeki karsilikli aciortaylarin, kenarortaylarin ve yiiksekliklerin oranlar:

aynidir ve bu oran benzerlik oranina esittir.

Ornek: Bir ABCD paralelkenarinda AC uzun késegen olsun. C den AB ve AD ke-

narlariin uzantilarina CE ve C'F dikmeleri indiriliyor.
|AB|-|AE| + |AD| - |AF| = |AC|?

oldugunu gosteriniz.

Coziim: B den AC ye BG dikmesini indirelim. Bu durumda ABG ve ACE benzer
tiggenler oldugundan |AC|- |AG| = |AE| - |AB| dir. Ters agilardan, GCB = CAF oldugu
icin ACBG ~ AACF dir. Buradan |AC| - |CG| = |AF| - |BC]| elde ederiz. Buldugumuz
iki egitligi toplayarak

|AC|- (|JAG| + |CG|) = |AE| - |AB| + |AF| - | BC|
oldugunu buluruz. Ayrica |AG| + |CG| = |AC| oldugu igin bu istenilen egitliktir.

1.2 Temel Teoremler

Bir ABC iiggeninde kenar uzunluklar1 |BC| = a,|CA| = b ve |AB| = ¢ ve bu kenarlar

goren acilar da E, B ve C olsun.

1. Pisagor Teoremi: A acis1 dik olan bir ABC {icgeninde a? = b + ¢? dir.
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2. Siniis Teoremi: Bir ABC' iiggeninde,

a b _c
sinA  sinB  sinC

2R

esitligi saglanir.

3. Kosiniis Teoremi: Bir ABC iicgeninde, a? = b? + ¢ — 2bccos A esitligi saglanir.

Diger kenarlar icin de benzer esitlikler mevcuttur.

4. Oklid Bagntist: Bir dik ti¢gende dik kenarin uzunlugunun karesi, bu kenarin hipoteniis
iizerine izdiiglimii ile hipoteniis uzunlugunun ¢arpimina esittir. Bu bagintidan agagidaki

esitlikleri elde ederiz:

1 1 1
V¥ =ya, & =uxa, h®=uay, ﬁ:b—z—i—?.
A
c b
h
T Y
B 5 C

5. Muhtesem Uclii: Bir dik ii¢gende, dik késeden ¢izilen kenarortay hipoteniisiin yarisidir.

Bu uzunluklarin her biri ¢evrel ¢gemberin yaricapina esittir.
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Ornekler:

1. Taban1 AC olan bir ABC' ikizkenar iiggeninde C'D igagiortay: ¢iziliyor. D den DC
ye gizilen dik AC' yi E de kesiyorsa |EC| = 2|AD| oldugunu gosteriniz.

Cozim: F', DFE ile BC nin kesigim noktas1 ve K, FC nin orta noktasi olsun. CD
dogru parcast ECF' {icgeninde hem bir dikme hem de bir agiortay oldugundan ayni
zamanda bir kenarortaydir. Yani |[ED| = |DF| dir. Benzerlikten dolay1 DK ile
FC birbirine paraleldirler. EDC' iiggeninde muhtesem iiglii 6zelligini uygulayarak
|DK| = |[EK| = |KC| elde ederiz. Ayrica ADK ikizkenar bir {iggen oldugundan

|DK| = |AD| oldugunu ve istenilen sonucu gostermis oluruz.

2. Taban uzunlugu a ve diger kenarlar uzunluklar: b olan ikizkenar iicgen ile taban
uzunlugu b ve diger kenar uzunluklar1 a olan ikizkenar tiggenin gevrel cemberleri

ayni R yaricapima sahipse, a # b olmak {izere ab = v/5R? oldugunu gosteriniz.

Coziim: Taban uzunlugu a olan ikizkenar tiggende tepe agisi « ve taban uzunlugu b
olan ikizkenar iiggende tepe agis1 § olsun. Ik iiggende uygulanan Siniis teoreminden

dolay1
a b

sina sin(90° — «/2)
olur. Buradan a = 2Rsina ve b = 2R sin(90° — a/2) = 2R cos(a/2) oldugu bulunur.
Benzer sekilde ikinci tiggende b = 2Rsin § ve a = 2R cos(3/2) olur. Bu esitlikleri

kullanarak

=2R

a® = 4R? cos?(3/2) = 4R*(1 — sin?(3/2)) = 4R? (1 a f;)

ve

2
bQ:M#wfmm>=u#u—ﬂ&mm»=4m<l‘§ﬂ>

elde ederiz. Bu iki esitligin farkini alirsak

(@ 1)(a? + 17
a?b? R a2b?

2 2 4 4
9 9 9| a b sa”—b
¢ R [4132 4a2]

olur. Buradan, a # b oldugu icin R%(a® + b?) = a?b? elde ederiz. Yukarida

buldugumuz esitliklerden birincisini 4a® ve ikincisini 4b? carparak farklarimi alirsak
4(a* —b*) = 16R?*(a® — b%) + 4R*(a® — b?)

ve her iki tarafi 4(a® — b?) ile bolerek a? + b? = 5R? oldugunu buluruz. Ayrica

R?(a® 4 b?) = a®b? oldugunu bildigimizden istenen sonunu gostermis oluruz.
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1.3 Ozel Noktalar
Bu béliimde bir ABC iiggeninde baz 6zel noktalardan ve ilgili 6zelliklerden bahsedecegiz.

Agirlik merkezi. Kenarortaylar bir G noktasinda kesisirler. Bu noktaya agirlik merkezi
denir. Kenarortaylar birbirlerini 2 : 1 oraninda bolerler. Yani, eger AA’, BB',CC’

kenarortaylar ise
|AG|  |BG| |CG|] 2

GA| ~|GB| GO T 1

egitlikleri saglanir. Ayrica kenarortaylar iiggeni alanlar1 birbirine egit olan 6 liggene
boler.
C

B/

Cevrel cember merkezi. Kenarlarin orta noktalarindan gikilan dikmeler bir O nok-

tasinda kesigirler. Bu nokta tiggenin ¢evrel ¢gemberinin merkezidir.

A
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Diklik merkezi. Kogelerden karsi kenarlara indirilen AD, BE ve C'F dikmeler bir H
noktasinda kesigirler. Bu noktaya diklik merkezi ve D, F/ ve F' noktalarina da dikme
ayaklar1 denir. Ayrica ADEF ye AABC nin ortik iiggeni denir.

ig merkez(igteget cember merkezi). Agortaylar bir I noktasinda kesigirler. Bu nokta

liggenin i¢ merkezidir.

Ornekler:
1. Bir ABC iiggeninin diklik merkezi H ve gevrel gember yarigapt R olmak {izere
|AH|> + |BC|*> =4R* ve  |AH|=|BC]||cot A|

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Ucgeninin koselerden karg: kenarlara paralel cizilen dogrularin kesismesiyle
olusan iiggeni A B1C] ile gosterelim. Bu iiggenin kenar orta noktalar A, B, C' olur.

Dolaysiyla H, A1B1Cy tiggeninin gevrel ¢ember merkezi olur. Ayrica bu gevrel
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gemberin yarigapi da 2R olur. Buradan
AR? = |BiH|* = |B1A®| + |AH|?> = |BC|* + |AH|?

elde ederiz. Siniis teoremini kullarak ta

1

sin? A

|AH|* = 4R* — |BC|* = ( - 1) |BC|?* = (|BC|cot A)?

elde ederiz.

2. Dar acili bir ABC iiggeninde diklik merkezi H ve dikme ayaklar1 D, E, F' olsun.

DEF iiggeninin i¢ merkezinin H oldugunu gosteriniz.

Coziim: DCEH Kkirigler dortgeninde HDE = HCE dir. Benzer sekilde DHF'B
kirigler dortgeninde HDF = HBF dir. Ayrica HCOE = ACF = 90° — BAC ve
HBF = EBA = 90° — BAC oldugundan HDE = HDF olur. Dolayisiyla DEF
iiggeninde DH, D kosesinin aciortaydir. Benzer sekilde diger koseler icin EFH ve

F H nin agiortaylar oldugunu ve aciortaylarin kesigiminin H oldugunu buluruz.

1.4 Ozel dogrular

Aclortay teoremi. Her aciortay karsi kenar1 komsu kenarlarm oraninda béler. Ornegin,

AL, A agisindan cizilen agiortay ise

IBL| _ ¢
|ILC| b
esitligi saglanir.
A
b
c
B C
L

Stewart teoremi. D, [BC] dogru parcas iizerinde bir nokta olmak tizere |AD| = d, |BD| =
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m |CD| = n ise
v’m + ®n = a(d* + mn)
esitligi saglanir.
Kenarortay teoremi. A kogesinden ¢izilen kenarortayin uzunlugu v, ise

CL2

2112:624-02—5

bagintisi gecerlidir. Diger kenarortaylar icin de benzer bagintilar gecerlidir.

Ayrica, bu bagintilar taraf tarafa toplanarak
2, .2,.2_ 3.9 2 2
vy Fup Ful = Z(a +b° + ¢%)

bagintisi elde edilir.

Va

Euler dogrusu. Bir AABC de diklik merkezi H, agirlik merkezi G ve ¢evrel cember
merkezi O dogrusaldir. Bu dogruya Euler dogrusu denir. Ayrica |HG| = 2|GO| dur.

Ispat: ABC ficgeninin kenar orta noktalar1 A’, B',C" olsun. ABC ve A'B'C’
tiggenleri benzerdir ve benzerlik orani1 1 : 2 dir. AC’ A’ B’ bir paralelkenar oldugundan
AA’, B'C’ kenarimi ortalar. Buradan A’ B’C” liggeninin kenarortaylarinin ABC ii¢ggeninin
kenarortaylar: iizerinde oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla bu iki iiggen aynm G agirlik

merkezine sahiptirler.

A'B'C’ tiggeninin dikmeleri ABC ii¢ggeninin kenar orta dikmeleri oldugu igin A’ B'C’

iiggeninin diklik merkezi ile ABC {iggeninin gevrel gember merkezi aymdir. Bu iki

tiggeninin benzerliginden |AH| = 2|A’O| olur. Agirhik merkezinin |AG| = 2|GA’|

ozelligini biliyoruz. Ayrica AD ve OA’, BC' ye dik oldugundan oturti paraleldirler.

Buise HAG = OA'G olmasm gerektirir. Yukarida buldugumuz sonuglar: birlestirdigimizde
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HAG ve OA'G tiggenlerinin benzer oldugunu ve dolayisiyla O, G, H noktalarimn
dogrusal oldugunu gostermis oluruz. Ayrica buradaki benzerlik orani 1 : 2 oldugundan
|HG| = 2|GO| sonucu da cikar.

Simson dogrusu. Bir iiggenin cevrel ¢emberi iizerinde alinan bir noktadan kenarlara
inilen dikme ayaklar: dogrusaldir. Bu dogruya Simson dogrusu denir. Cevrel cember

iizerinde olmayan noktalar i¢in bu 6zellik gegerli degildir.

Ceva Teoremi. Bir ABC iicgeninde X, Y, Z sirasiyla BC, C A, AB kenarlan iizerinde ve

koselerden farkli noktalar olmak tizere, AX, BY, C'Z dogrular1 ancak ve ancak

BX| [oY| |AZ|
XC| YAl 1zB|

1

oldugunda bir noktada kesigirler.

Menelaus Teoremi. Bir ABC {icgeninde BC,C A, AB kenarlar: {izerinde alinan X,Y, Z

noktalar: ancak ve ancak
|BX| |CY| |AZ] B

=1
ICX| |AY| |BZ|

oldugunda dogrusaldirlar.

Ornekler:
366



1. AC # BC olan bir AABC nin i¢ gemberi AB, BC ve C' A kenarlarina sirasiyla
P, @ ve R noktalarinda teget olsun. G liggenin agirlik merkezi ve I da i¢ merkezi
olsun. Eger GI 1 AB ise R,G ve Q nun dogrusal oldugunu gosteriniz.
Coziim: G den gegen ve AB ye paralel olan bir dogru alalim. Bu dogru BC' yi
K dave AC yide N de kessin. CT agiortay oldugu i¢in I, NCK {i¢geninin cevrel
gemberi tizerindedir. Burada GI nin N K kenarinin orta dikmesi oldugunu kul-
landik. R, G, @ noktalar1 I dan NCK {i¢geninin kenarlarina inilen dikme ayak-

lar1 oldugu i¢in bu noktalar Simson dogrusu iizerindedirler, yani dogrusaldirlar.

2. Bir AABC nin i¢ ¢gemberinin merkezi I, g¢evrel ¢gemberinin merkezi O olsun.

ATO = 90°, CIO = 45° olsun. AB : BC : CA oranimi bulunuz.
Coziim: Verilen bilgileri kullanarak

—_— g O
AIC =180° — %C =90° +

buluruz. AIC = 135° oldugu igin B = 90° olur. Dolayisiyla ABC' bir dik

iiggendir, AC gevrel gemberin gap1 ve O da AC nin orta noktasidir. Al dogrusu
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AC| b
BC kenarimi D de kesiyorsa |CO| = |CD| = |2‘ =5 oldugu bulunur. ABC

liggeninde A agisina gore aciortay teoremini uygularsak

|BD| |AB| ¢

ICD| — |AC| b
. b o c
elde ederiz. Ayrica |[CD| = 2 oldugu i¢in |[BD| = B bulunur. Dolayisiyla

b+c
2

a=|BC| = |BD|+|CD| =

olur. ABC bir dik iicgeninde Pisagor teoremini uygularsak a’? = b? — ¢? =

(b —¢)(b+ ¢) elde ederiz. Yukarida buldugumuz a degerini yerine yazarak

<bgc>%_w—@xh+@

esitligini ve buradan da istenilen oranin 3 : 4 : 5 oldugunu buluruz.

. Bir ABC iiggeninde A, B,C kosgelerinden kenarlara indirilen dikme ayaklar:
sirasiyla D, E, F olsun. DE, EF, F'D dogrular1 AB, BC, C'A dogrulariyla sirasiyla
X,Y, Z noktalarinda kesigiyorlarsa

(a) X,Y,Z nin dogrusal oldugunu gosteriniz.

(b) Bu dogrunun ABC ii¢geninin Euler dogrusuna dik oldugunu gosteriniz.
Coziim: (a) Dogrusalligr gostermek igin dort kez Menelaus teoremini ve bir
kez de Ceva teoremini kullanacagiz. ABC iiggeni ile sirasiyla YE, XD ve ZF

kesenlerini alip Menelaus teoremini uygularsak:

YB| |EC| |FA|

YC| |EA| |FB !
XA |DB| |EC| X
IXB| |DC| |EA

zC| |FA| |DB| _

|ZA| |FB| |DC|

elde ederiz. Ayrica AD, BE, CF ii¢genin yiikseklikleri oldugu i¢in diklik merkezinde

kesigirler. Dolayisiyla Ceva teoremini kullanarak

|Ecy|FAnyB\2_1
|EA| |FB| |DC|)

buluruz. Buldugumuz bu doért esitligi carptigimizda

| XAl |YB| |zC|

=1
| XB| |YC| |ZA]
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cikar. Buradan Menelaus teoreminin tersini kullanarak X,Y,Z nin dogrusal

oldugunu gosteririz.
(b) Bu kismi gemberde kuvvet konusunda gosterecegiz.

4. Bir ABCD dortgeninde, kenarlardan herhangi birisine paralel olmayan bir
dogru AB, BC,CD, DA kenarlarim sirasiyla X, Y, Z, T noktalarinda kesiyor.
(a)

| XA| [YB| |zC| |TD| _
| XB| |YC| |ZD| |TA|

1

oldugunu gosteriniz.
(b) Ifadenin tersi dogru mudur?

Coziim: (a) A, B,C, D noktalarindan verilen dogruya sirasiyla hi, ha, hs, hyg

diklerini indirelim. Benzer {icgenleri kullanarak

XAl by |YB|  hg

ZC| _hy |TD| _ hy

IXB|  hy’ [YC| ks’ [ZD|  h' [TAl

esitliklerini elde ederiz. Bu esitliklerin ¢arpimi ise istenileni verir.
(b) Ifadenin tersi dogru degildir. Ornegin X,Y,Z,T orta noktalar ise (a)

sikkindaki ¢arpim 1 olur fakat bu noktalar dogrusal olmazlar.

1.5 I"Jggende cemberler

Ik olarak ABC {icgenin ic teget cemberini ele alalm. A, B ve C koselerinden bu ¢cembere
cizilen tegetlerin uzunluklar: sirasiyla v — a,u — b ve u — ¢ dir.

Ayrica tiggene digaridan teget olan 3 tane daha cember vardir. A agisinin i¢ agiortay1 ile
B ve C agilarimin dig agiortaylar: bir I, noktasinda kesigirler. Bu nokta A ya kargilik gelen
disteget cemberinin merkezidir. Benzer gekilde I, ve I. merkezli dig teget cemberler vardir.
A, B ve C koselerinden I, merkezli digteget cembere olan teget uzunluklart u, u—c ve u—b
dir.

D1s teget cemberlerin yarigaplar: rg, rp, 7. ise

1 1 1 1

m )
esitligi saglanir.
1,11, licgeninin ortik liggeni ABC' {i¢genidir.
Buraya kadar bahsettigimiz 4 ¢cembere birden teget olan 6nemli bir cember vardir. Bir
liggenin kenarlarinin orta noktalari, yiikseklik ayaklar: ve diklik merkezi ile koseler arasindaki
dogru parcalarinin orta noktalarinin olusturdugu 9 nokta ¢emberseldir. Bu cembere dokuz
nokta ¢emberi, Euler gemberi veya Feuerbach ¢gemberi denir. Bu ¢emberin merkezi [O H]
nin orta noktasidir ve yarigapr R/2 dir.
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Ispat: Bir ABC iicgeninde kenarlarin orta noktalar1 A’, B, C’; diklik merkezi H; yiikseklik
ayaklar1 D, E, F'; HA, HB, HC nin orta noktalar1 K, L, M ve cevrel cember merkezi O ol-
sun. BC ortak kenarina sahip ABC ve H BC ii¢genlerinin diger kenarlarinin orta noktalari
C', B’ ve L, M oldugundan LM ve C' B’ dogru pargalar1 BC' ye paraleldir ve uzunluklar: ise
|BC|/2 dir. Benzer gekilde, AH ortak kenarina sahip BAH ve CAH {iggenlerinde B'M ve
C'L paraleldir ve uzunluklar ise |AH|/2 dir. Sonug olarak, B'C' LM bir paralelkenardir.
Ayrica BC' ve AH birbirlerine dik olduklarindan bu bir dikdoértgendir. Benzer sekilde,
A'B'KL ve C'"AMK de birer dikdortgendir. Buradan A’K, B'L,C’M bir ¢emberin {ig
¢ap1 oldugunu buluruz. ADK bir dik ag1 oldugundan bu ¢gember D den de gecer. Simetri-
den otiirti £ ve F den de gecer. Boylece dokuz nokta cemberini elde etmis oluruz.
Ayrica A'B’'C" ve ABC benzerlik oran1 1 : 2 olan benzer iicgenler oldugundan dolay1
dokuz nokta gemberinin yaricapt R/2 dir. K, L ve M, A’, B’ ve C’ noktalariin ¢emberin
merkezine gore simetrik noktalaridir. Dolayisiyla KLM ve A’B’C’ tiggenleri birbirinin
¢emberin merkezi etrafinda 1800 dénmiig halidir. Bu dénme altinda diklik merkezleri O
ve H yer degistirir. Bu nedenle ¢emberin merkezi OH nin orta noktasidir.
Bazi1 bagintilar:

C

A
r = 4R sin — sin — sin —

2 2 2

370



|OI> = R(R —2r) ve |OI)? = R(R+2r,) (6)

Dar acili bir iiggende, z,y, z cevrel cember merkezinin kenarlara olan uzakliklar: ise, x +
y+z= R+ rdir.

Al gevrel cemberi A; noktasinda kesiyor ise, |[A; B| = |A1C| = |A1] esitlikleri saglanir.
Ornek: Bir A noktasindan bir S ¢emberine AB ve AC de tegetleri ciziliyor. AABC nin
igteget cemberinin ve BC' ye teget olan dig teget gemberinin merkezlerinin S ¢gemberinde
oldugunu gosteriniz.

Coziim: D, S ¢emberinin ABC' {i¢geni igerisinde kalan yayin, F ise diginda kalan yaym
orta noktast olsun. DBA bir kirig ag1 oldugundan m(ﬁB\A) = m(D/B\C) dir. Dolayisiyla
BD bir agiortaydir. Benzer sekilde CD de bir agiortaydir. Buradan D nin i¢ merkez
oldugunu buluruz. Benzer sekilde E de bir dig teget merkezidir.

1.6 Alan formilleri

1 1 1
S = §aha = ibhb = §Chc

1. (R
S = §bcsmA = iacsmB = iabsmC
g_ abe g S=(u—a)
=R = ur, = (u—a)rg
Heron formiilii: v/u(u — a)(u —b)(u — c)

Ornekler:
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Ay

1. (5) esitligini gosteriniz.
Cozilim: Gostermek istedigimiz esitlikteki ifadedeleri iiggenin alani S ile carpalim.
Burada herbir kesir i¢in farkli alan formiilii kullacagiz: S = (u — a)rq = (u —b)ry =
(u— c)r.. Boylece sol taraf (u —a)+ (u—"b) + (u—c) = 3u— (a+ b+ ¢) = u bulunur.
Sag tarafta ise S = ur formiili kullanilarak yine u elde edilir.

2. Bir iiggende

3v3
rerpre < ——abc
8
oldugunu gosteriniz.
Coziim: Alan formiillerinden

abe

4R

S =ry(u—a)=ry(u—>b) =r.u—c)=ulu—a)lu—>b)(u—c) =
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oldugunu biliyoruz. Buradan

53
a c — = = 4
TalpT (0= a)(u—b)u—0) Su ve abc SR

elde ederiz. Boylece istenilen esitsizlik v < %R esitsizligine dontiglir. Buradan

%ﬁ;c < % ve siniis teoremini kullanarak

3V3

sina + sin 3 4 siny < 5

denk egitsizligini elde ederiz. Bu ise siniis fonksiyonuna Jensen esitsizliginin uygu-

lanmasindan ¢ikar. Esgitlik ise iggenin egkenar olmasi durumunda olur.

2 Cemberler

2.1 Kirisler ve Yaylar

Bir cember iizerindeki iki noktay: birlestiren dogru parcasina kirig denir. Her kirig cember
tizerinde iki yay tanimlar. Bunlara kirige ait yaylar diyelim. Kiriglerin ve yaylarin baz

ozelliklerini g0yle siralayabiliriz:
1. Bir cap dik oldugu kirisi ve bu kirige ait yaylar1 ortalar.
2. Yukaridaki 6zelligin tersi de dogrudur:

(a) Bir kirisi ortalayan ¢ap bu kirige diktir ve bu kirige ait yaylar1 da ortalar.

(b) Bir yay1 ortalayan ¢ap yayin ait oldugu kirige diktir ve kirisi ortalar.

3. Merkezden esit uzaklikta olan kirigler ve bu kiriglere ait yaylarin uzunluklar: esittir.

4. Kirigler merkezden uzaklagtik¢ca uzunluklar: azalir.
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5. En uzun kirigler caplardir.

6. Cember icindeki bir noktadan gecen en kisa kiris o noktadan gecen capa dik olan

kiristir.

2.2 Cemberde Agilar

Kogesi ¢cemberin merkezinde olan bir aciya merkez agi denir ve Olgiisii gordiigii yayin
Olciisiine esittir. Cevre agisi ise kogesi gemberin iizerinde olan ve kollar1 gemberi kesen
acidir ve Olgiisti gordiigii yaymn yarisi kadardir. Yani gevre aci, ayni yayl goren merkez
acinin yarisidir. Buradan, ayni yayi goren iki ¢evre acisinin ayni oldugu sonucunu elde
ederiz. Bu sonug oldukca kullamshdir. Ozel olarak, buradan cap1 goren cevre acinim 90°
oldugu sonucu ¢ikar.

Kogesi cember tizerinde ve bir kolu cembere teget, diger kolu cemberin bir kirisi olan aciya
teget-kiris acis1 denir ve 6lgiisii gordiigii yayin olgiisiine esittir.

Paralel olmayan iki kirig, cemberin i¢inde veya disinda kesigirler. Buna gore iki kirigin

arasinda kalan aciya i¢ veya dig ag1 denir. Bir i¢ aginin ol¢iisii gordiigii yaylarin olgiilerinin
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toplaminin yarisidir. Bir dig aginin 6l¢iisii ise gordiigii yaylarin dlgiilerinin farkinin yarisidir.
Ayrica ayni yaylar1 goren i¢ ve dis acilarin toplami gordiikleri biiyilik yayin Olgiisiine esittir.
Benzer sekilde ayni yaylar: goren i¢ ve dig agilarin fark: gordiikleri kiigiik yayin 6lgiisiine

egittir.

2.3 Cemberde Kuvvet

Bir ¢emberde [AB] ve [A'B’] kirigleri bir P noktasinda kesisgiyorlarsa
|PA| - |PB| = |PA'| - |PB|

esitligi saglanir. Yani esitlikteki ifade sadece P noktasina ve verilen ¢embere baghdir.
Cemberin merkezi O ve yaricapi r olsun. P ¢emberin diginda bir nokta ise, P den ¢embere

bir PT tegeti cizebiliriz. Bu durumda
|PA|-|PB| = |PT|> = |OP|* —r*

olur. Genel olarak, bir P noktasinin verilen bir cembere gore kuvveti |OP|?> — r? olarak
tanimlanir.

Tanimdan dolay1 kuvvet, P ¢cemberin icindeyse negatif; cemberin tizerindeyse 0 ve cemberin
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e

digindaysa pozitiftir. Her durumda |PA| - |PB| = ||OP|? — r?| dir.
Ornekler:

1. Bir ABC iiggeninde BD agiortay: ciziliyor. ABDC nin ¢evrel ¢gemberi AB yi E
de; AABD nin gevrel ¢emberi ise BC' yi F' de kesiyorsa |AE| = |CF| oldugunu
gosteriniz.

Coéziim: A nin ABDC nin gevrel ¢emberine gore kuvvetinden |AE| - |AB| =
|AD|-|AC| olur. Benzer sekilde C' nin AABD nin gevrel cemberine gore kuvvetinden
|CF|-|CB|=|CD|-|CA| olur. Buradan

|AE|  AD |BC|
|CF|  CD |AB]
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AB AD
oldugu bulunur. Agiortay teoreminden B = |’C’D‘|
edilir.

oldugu igin |AE| = |CF| elde

2. (6) deki |OI|?> = R(R —2r) ve |OI,|*> = R(R + 2r,) esitlikleri gosteriniz.

Coziim: igteget ¢emberin merkezi I nin ¢evrel gembere gore kuvvetini ele alalim.
Bir yandan kuvvet |OI|?> — R? olarak bulunur. Ote yandan AI y1 uzatip cevrel
cemberi A; de kestirebiliriz ve AA; kirigini kuvveti hesaplamada kullanabiliriz. Bu
durumda ise kuvvet |AI|-|I A;| ile hesaplanabilir. | A;| = |A;C| oldugu bilindigi i¢in

AC —
siniis teoreminden % = 2R, |IA1| = 2Rsin(BAC/2) elde ederiz. Ayrica
sin(BAC/2)
sin(@/@ = ’/;n—ﬂ oldugu i¢in |AI|-|IA;| = 2Rr buluruz. I, cevrel gemberin i¢inde

oldugu icin kuvvet negatif olmalidir, dolayisiyla istenen sonug gosterilmis olur. Diger

esitlik te benzer gekilde kolaylikla gosterilir.

2.4 Kuvvet ekseni

Verilen iki gembere gore ayni kuvvete sahip noktalarin geometrik yeri cemberlerin merke-
zlerini birlegtiren dogruya dik bir dogrudur. Bu dogruya bu iki ¢emberin kuvvet ekseni

denir.

Eger iki cember kesisiyorlarsa kuvvet ekseni ortak kiristen gecer. Eger iki cember birbirine

teget iseler, ortak teget kuvvet eksenidir.

Cp Cp (O

Merkezleri dogrusal olmayan li¢c cemberin ikiserli kuvvet eksenleri bir noktada kesigir. Bu

noktaya bu cemberlerin kuvvet merkezi denir.
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Ornek: Bir ABC iicgeninde A ve C koselerinden gecen O merkezli bir cember AB ve
BC kenarlari sirasiyla K ve N noktalarinda kesiyor. ABC ve K BN ti¢genlerinin gevrel
gemberleri farkli B ve M noklarinda kesigiyorsa m(O/]W\B) = 90° oldugunu gosteriniz.

Coziim: BM, NK ve C'A dogrular verilen ii¢ gemberin ikigerli olarak kuvvet eksenleridir
ve bu dogrular kuvvet merkezinde kesisirler. Bu noktay1 P ile gosterirsek, M NCP bir
kirisler dortgenidir. Bunun nedeni, m(MNC) = 360° — (180° — B +180° — A) = A+ C ve
bunun da M PC acisinin tiimleyeni olmasidir. O merkezli cemberin yaricapi r olsun. Bu

durumda, ¢emberde kuvvetten
|BM| - |BP| = |BN|-|BC| = |OB|?* —r*

ve

|PM| - |PB| = |PN|-|PK|=|0OP* — 2

elde edilir. Buradan
(OB — |OP* = |BP|- (|BM| — |[PM|) = |BM|* — | PM|*
oldugu ve dolayisiyla OM nin M B ye dik oldugu bulunur.

2.5 Kirisler Dortgeni

Dogrusal olmayan her ii¢ noktanin gembersel oldugunu biliyoruz. Dort nokta icin ise bu
her zaman gecerli degildir. Dort nokta cembersel oldugunda kenarlar: bir gemberin kirigleri
olan bir dortgen olusur ve bu dortgene kirigler dortgeni denir. Bir kirigler dortgeninde
kargilikli agilarin toplami 180° dir ve egdeger olarak ayni kenari goren agilar esittir. Karsgit

olarak da, bir dortgende bu ozellikler varsa kirigler dortgenidir.
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Kenar uzunluklar: a, b, ¢, d ve yarigevresi u olan bir kirigler dértgeninin alani

§=(u—a)(u—"b)(u—c)(u—d

dir. Bu alan ayni kenar uzunluklarina sahip dértgenler icin en biiylik olandir.

Genel olarak, herhangi bir digbiikey dortgeninin alani

S = \/<(“ —a)(u —B)(u — c)(u — d) — abed cos? (A;B»
dir.

Batlamyus (Ptolemy) Teoremi. Bir ABCD dortgeni ancak ve ancak

|AB|-|CD|+ |AD|-|BC| = |AC| - |BD|

oldugunda kirigler doértgenidir.

Ornekler:

1. Bir dar acith AABC de, H diklik merkezi; A’, B’, C’ dikme ayaklar1 ve P de AH nin
orta noktasi olsun. B'PNAB = {Q} ve A’C'N BB’ = {R} ise QR L BC oldugunu
gosteriniz.

Cozim: m(@ ) = a olsun. AB’H dik iiggeninde muhtesem ticlii 6zelliginden
m(@’) = « olur. AC'HB'’ bir kirigler dortgeni oldugundan m(@’) = « dir.
Ayrica ters agilardan m(A/’H\B) = « dir. Ote yandan A’BC'H kirigler dértgeni
oldugundan m(fTC\B) = « bulunur. Karsihikli agilar toplami 180° oldugundan
B'QC'R de bir kirigler dortgenidir. Boylece m(m) = « elde ederiz. Bu ise
AH nin QR ye paralel oldugunu ve dolayisiyla QR nin BC' ye dik oldugunu gosterir.

2. ABC'D bir kirigler dértgeni olmak tizere, H. ve Hy sirasiyla ABD ve ABC tiggenlerinin

diklik merkezleri olsun. C'DH.H4 nin bir paralelkenar oldugunu gosteriniz.

Cozim: CHyve DH., AB ye dik olduklari igin paraleldirler. Ayrica ABC'D kirigler
dortgeni oldugu igin BCA = BDA = « olur. Diklik merkezinin bir ozelliginden (1)
dolay1 |CHy| = |DH,.| = |AB||cot a| olur. Dolayisiyla CDH.H; nin bir paralelke-

nardir.

3 Esitsizlikler
["J(;gen esitsizligi. Bir diizlemdeki herhangi A, B ve C' noktalar igin

|AB| + |BC| > |AC|
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esitsizligi gegerlidir. Esgitlik sadece A, B ve C' noktalarinin bu sirayla ayni dogru iizerinde
olmasi durumunda miimkiindiir.
Bir iiggende biiyiik aci karsisinda biiyiik kenar vardair.

Batlamyus (Ptolemy) esitsizligi. Diizlemdeki A, B, C, D farkh noktalar igin
|AB| - |CD|+ |AD| - |BC| > |AC| - |BD|

esitsizligi gecerlidir. Esitlik sadece verilen noktalar dogrusal veya ABC D digbiikey kirigler
dortgeni oldugunda saglanir.

Paralelkenar esitsizligi. Bir ABC'D dortgeninde
|AB> + |BC|* + |CD|* + |DA]* > |AC|* + |BD|?

esitsizligi gegerlidir. Esgitlik sadece ABCD bir paralelkenar oldugunda saglanir.
Bir iiggende R > 2r dir. Esitlik sadece iiggen egkenar oldugunda miimkiindiir.

Ornekler:

1. AABC nin A kenarindan ¢ikan bir dogru BC' yi X de ve AABC nin gevrel gemberini

de Y de kesiyor ise
1 1 4

>
Ax| " [XY]| = |BC|

oldugunu gosteriniz. Esitlik hangi durumda miimkiindiir?
Coziim: HO<GO esitsizligini kullanarak
1 1 2

+ >
|AX] © [XY] ™ /JAX]|-|XY]

elde ederiz. X noktasinin gembere gore kuvvetinden bulunan |AX| - |XY| = |BX] -

| X C| esitigini kullanarak

1 1 2

+ >
|AX| * [XY] ~ \/|IBX|-|XC]

oldugunu buluruz. Ayrica GO<AOQO esitsizliginden dolay1

TEXTxE < [BXIFIXCl B
- 2

2

olur. Buradan da istenilen sonug elde edilir. Esitlik hali ancak |[AX| = | XY ve
|BX| = |XC| oldugunda miimkiindiir.

2. P, ANABC nin bir i¢ noktasi olsun. P den gegen ve AB, BC,CA ya paralel olan
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dogrular sirasiyla BC yi L de, CA y1 M de ve AB yi de N de kesiyor ise

BL CM AN < 1
LC MA NB — 8
oldugunu gosteriniz. Esitligin olmasi i¢in P nin yerini belirleyiniz.
Coziim: Bir ABC ii¢geninin alanim1 S(ABC) ile gosterelim. PLC ve ZBC tiggenleri

benzer ve aym yiikseklige sahip iiggenlerde alanlar kenar uzunluklariyla orantili

oldugu igin
|\BL| |ZP| S(BPZ) S(APZ)
|ILC|  PC| S(BPC) S(APC)

olur. Buradan

|BL|  S(BPZ)+ S(APZ) S(APB)
|LC|  S(BPC)+ S(APC)  S(BPC)+ S(APC)

bulunur. z = S(BPC),y = S(APC) ve z = S(APB) olarak alirsak,

|\BL| =z
ILC| x4y

olarak ifade edilebilir. Benzer gekilde

M _ @ ANy
IMA|  y+z ' |NB] z+z

elde edilir. Boylece istenilen egitsizlik

Z T Y
rT+y y+z x+z

1
< =
-8

egitsizligine doniigiir. Burada AG esitsizligini kullanarak

rc+y>2yxy, y+z22>2/yz, =+z22>2/xz

elde ederiz. Bu ifadeleri taraf tarafa carparak istenilen egitsizligi gostermis oluruz.
Esitlik hali ise AG egitsizlikten dolay1 = y = z durumunda miimkiindiir. Yani P

agirlik merkezi olmalidir.
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4 Trigonometri

4.1 Trigonometrik fonksiyonlar

Bir ABC' dik iiggeninde C acis1 90° ve kenar uzunluklar a, b, ¢ olmak {izere A agisinin

trigonometrik fonksiyonlar: agagidaki gibi tanimlhidir.

b
sinA = g, cosA = -,
c c
a sinA b cosA
an b cosA’ €0 a sinA’
c 1 c 1
A = - = — A et — = .
See b cosA’ ¢ a sinA

Yarigapi r olan gember yardimiyla 90° den biiyiik acilar icin de benzer sekilde trigonometrik
fonksiyonlar: tamimlayabiliriz. Cemberin merkezi ile xy koordinat sisteminin merkezlerini
O noktasinda cakigtirdigimizda ¢ember tizerindeki herhangi bir P noktasinin koordinat-
larm (z,y) ile gosterebiliriz. Bu durumda r = \/m oldugunu biliyoruz. OX 1gin1
ile OP dogru parcas: arasinda kalan aginin (saat yoniiniin tersi istikametinde hareket

ettigimiz kabul ediyoruz) trigonometrik fonksiyonlar: agagidaki gibi elde edilir.

sinA = @, cos A = m,
r r
in A A
tanA = M _ , cot A m = C?S ,
|z|  cos A ly] sinA
1 1
secA = in, cscA = I —.
|z|  cos A ly] sinA

Yaricap: 7 olan bir cemberde, r uzunlugunda bir yay1 géren merkez acimin Olciisiine 1

radyan denir. Dolayisiyla 27 radyan = 360° olur. Buradan
1 radyan = 180° /7 ve 1° = 7/180 radyan

elde edilir.
Trigonometrik fonksiyonlarin alacagi degerlerin igaretlerini ve degigimlerini agagidaki tablo-

daki gibi 6zetleyebiliriz.
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A sin A cos A tan A cot A sec A csc A

0 00° + + - - - -
0—1 1—0 0— o0 oo — 0 1— o0 oo — 1

90° — 180° * a B a a *
1—0 0— —1 —o00 — 0 00— —o0 —o00 — —1 1 — o

180° — 270° B B + + B B
0— —1 —1—-0 0— o0 oo — 0 -1 — —0 —00 — —1

270° — 360° B + B B + B
-1—0 0—1 —o0 — 0 0— —o0 oo — 1 -1 — —o0

Baz1 temel acilar icin trigonometrik fonksiyonlarin alacagi degerleri agagidaki tablodaki

gibi 6zetleyebiliriz. Tabloda A acisinin degeri derece ve radyan olarak verilmigtir.

A sin A cos A tan A cot A sec A csc A
0° =0 rad 0 1 0 00 1 00
15° = & rad | Y02 | Vo2 |9 3121 3| V6—v2 | V6+V2
30°=%rad | 5 | P | B | V3 | 2P 2
45° = 7 rad g g 1 1 V2 V2
o —frad | B | 5 | 3| B | 2 |
750 =0T rad | YOHV2 | V62 94 312 B[ VB+v2 | V6 V2
90° = g rad 1 0 +0o 0 +00 1

4.2 Temel esitlikler ve acilim formiilleri

Bu boliimde cgesitli sorularda kargimiza ¢ikan temel trigonometrik ozdeslikleri verecegiz.

1. sin? A 4 cos? A = 1,
2. sec’ A —tan? A =1,
3. csc? A —cot? A =1,

4. sin(—A) = —sin A, csc(—A) = —csc 4,

5. cos(—A) =cos A, sec(—A)=secA,

6. tan(—A) = —tan A, cot(—A) = —cot A.

Iki a1 toplamim veya farkini iceren 6zdeslikler asagidakilerdir.

e sin(A + B) = sin Acos B =+ cos Asin B,

e cos(A £ B) = cos Acos B F sin Asin B,

tan A &+ tan B
tan(A+ B) =
o tan( ) lFtanAtan B ’
tAcot BF1
e cot(A=£B) = CRACOHD T

cot A+ cot B’
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2A ve 3A degerlerini igeren 6zdeglikler agagidakilerdir.

sin2A = 2sin Acos A,
sin3A4 = 3sin A — 4sin® A4,
cos2A = cos®? A —sin? A = 2cos> A — 1 =1 — 2sin? A,

cos3A = 4cos® A — 3cos A,

2tan A
tan24 = ———
an 1—tanZ A’
3tan A — tan® A
tan 34 =
an3 1—3tan’ A

Trigonometrik fonksiyonlarin toplamini, farkini veya ¢arpimin igeren 6zdeslikler agagidakilerdir.

A+ B A-B

A B = 9si
sin A + sin Sin 2 Cos 5

A—B A+ B
sin A — sin B = 2sin 5 Cos ; ,

A+ B A-B
cos A + cos B = 2 cos —; cos 5

A+B . B-A
cos A — cos B = 2sin —5 sin 5

2cos Acos B = cos(A + B) + cos(A — B),

2sin A cos B = sin(A + B) +sin(A — B),
2sin Asin B = cos(A — B) + cos(A + B).

. x 3} . 2t 1—t2
Her x € R igin, ¢ = tan — olmak {izere sinx = —— ve cosx = —— olur.
2 1+12 1+12

Bir tiggenin i¢ agilar1 «, 3,7 olmak tizere agagidaki egitlikler saglanir.
cos? a+ cos? B+ cos? vy + 2cosacos Becosy = 1, ve

tan a + tan 3 4 tany = tan atan S tan .

Trigonometrik Ceva Teoremi.

Bir ABC {iggeninde X, Y, Z sirasiyla BC,C A, AB kenarlar: iizerinde ve kogelerden
farkl noktalar olmak tizere, AX, BY, CZ dogrulari ancak ve ancak
sin(@) sin(@) sin(A/é\Z)

—— =1

sin(m) sin(@) sin(ZCB)

oldugunda bir noktada kesisirler.
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Ornekler:

1. Bir ABCD Kkaresi veriliyor. Eger B ve K, AC' dogrusunun ayn tarafinda ve ACK

hipoteniisii AC olan bir dik tiggen ise

|AK]| - |CK]]
V2

|AK| + |CK]|

BK| =
|BK]| 7

ve |DK|=

oldugunu gosteriniz.
Coziim: m(m) = a < 45° olsun. A, K, B,C, D noktalar1 capt AC olan ¢ember

tizerinde oldugu i¢in

A o
|BK| = |AC|sin(45° — a) = ‘ C’(COS\/O; sin a)

ve
_ |AC|(cos a + sin )

V2
bulunur. Ayrica |[AC|cosa = |CK]| ve |AC|sina = |AK| oldugundan istenen sonug
elde edilir.

IDK| = |AC|sin(45° + )

2. Bir ABC {iggeninde m(B/fE) = 40° ve m(@) = 60° dir. D ve E sirasiyla AC ve
AB kenarlar iizerinde m(@) = 40° ve m(ﬁ) = 70° olacak sekilde iki nokta
olsun. BDNCE = {F} ise AF 1 BC oldugunu gosteriniz.

Coziim: Verilenlerden m(@) = 20°,m(@) = 80° ve m(A/C\E) = 90° oldugu
kolayca goriiliir. A dan BC ye inilen dikmenin ayagi GG olsun. Bu durumda m(B/AE) =
30° ve m(C/'A\G) = 10° olur ve

sin(BAG) sin(ACE)sin(CBD)  sin30°sin 10° sin 40°
sin(CAG) sin(BCE) sin(ABD) sin 10° sin 70° sin 20°

_ 3sin10°(2sin20° cos 20°) .
- sin 10° sin 70° sin 20°

bulunur. Trigonometrik Ceva Teoreminden dolayr AG, BD ve C'E dogrular1 bir
noktada kesigirler. Dolayisiyla F';, AG {izerindedir ve AF | BC dir.

5 Analitik Geometri

Py (z1,y1) ve Py(xz2,y2) bir diizlemde iki nokta olsun.

e Iki nokta arasimdaki uzaklik formiilit: d = v/(x1 — 2)2 + (y1 — y2)%.

e Iki nokta arasmdaki orta nokta: P = <m1 to oyt yQ).

2 72
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Y-y _ Y- _
r — I o2 — X1

e Iki nokta arasindaki dogrunun denklemi: m = egim.
e Egimi m ve y—keseni b olan dogrunun denklemi: y = mx + b.

e z—keseni a # 0 ve y—keseni b # 0 olan dogrunun denklemi: z + % =1.
a

|AZL'1 + By, + C|
VAZ+ B2

m2 — My

e (x1,y1) noktasimin Az+By+C = 0 dogrusuna olan uzaklk formiilii:

e Egimleri m; ve my olan iki dogru arasindaki ac1 « ise tana = dir.

14+ mimy

o Iki dogru birbirine ancak ve ancak m; = my ise paraleldir.

. 1
e Iki dogru birbirine ancak ve ancak m; = —— ise diktir. (Burada yatay ve dikey
m2
dogrular: ele almiyoruz.)

e (z0,y0) merkezli ve R yaricaph cemberin denklemi: (z — z¢)? + (y — y0)? = R%.

e Koseleri (z1,y1), (z2,y2) ve (z3,y3) noktalarinda olan ii¢genin alan:
1
A= §(x1y2 + Y103 + Y3T2 — Y223 — Y102 — T1Y3).

Ornekler:

1. O, bir ABC iiggeninin ¢evrel gember merkezi ve C'D; AB kenarina ¢izilen kenarortay
olsun. E, ACD iiggeninin agirhik merkezi ise OF 1 CD ancak ve ancak |[AB| = |AC|

oldugunu gosteriniz.

Co6ziim: Ucgeninin kartezyen koordinatlar: B(0,0), C(6a,0) ve A(4b, 2¢) olsun. Bun-
lara gore diger noktalarin koordinatlarini hesaplayabiliriz. D, AB nin orta noktasi
oldugu i¢in D(2b,¢) dir. E, ADC {i¢geninin agirlik merkezi oldugu i¢in DE bir ke-
narortaydir, dolayisiyla AC ile orta nokta F'(3a+2b, ¢) de kesisir. |DE|: |[EF|=2:1
oldugu i¢in E(2b + 2a,c) dir. R, ABC {i¢geninin cevrel ¢cemberinin yarigap: olmak
tizere, O nun koordinatlar1 (3a, VRZ — 942 dir. Buradan

—c OF nin e¥imi VR?2 —-9a2 — ¢
ve nmegiml] = —————
6a — 2b & a—2b

CD nin egimi =

bulunur. CD 1 OF olmasi ancak egimlerin ¢arpiminin —1 olmasi durumunda

miimkiindiir. Boylece

—c VvVR?—9a2 —¢
6a — 2b a—2b

c(VR?—=9a?—c¢) = (6a—2b)(a— 2b)
cVR2—9a2 = (*+6a® — 14ab + 4b
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elde edilir. Diger yandan AO = R esitligini kullanirsak

|AO? = (3a — 4b)% + (VR? — 942 — 2¢)> = R?
(3a — 4b)% + R — 9a® — de\/R2 — 9a2 + 4> = R?
9a® — 24ab + 16b> — 9a> + 4> = 4cV/R? — 9a?
—6ab +4b* +c* = ¢/ R? —9a?

buluruz. Dolayisiyla CD L OF olmasi ancak ve ancak

—6ab +4b> + 2 = 2+ 6a® — 14ab + 4b°
Sab = 6a?
4 = 3a

olmasi durumunda mumkindir. Bu ise A noktasinin BC nin orta dikmesi iizerinde

oldugunu gésterir, dolayisiyla |AB| = |AC| dir.

. ABC ve AB1C] yonleri farkli ve benzer iki dik tiggen olsun. Ayrica bu liggenlerde
dik acilarin C ve C; koselerinde ve m(C’/A§) = m(@l) oldugu veriliyor. BCy N
B,C = {M} ise AM ve CCy dogrular: varsa birbirine dik oldugunu gosteriniz.

Coziim: Kartezyen diizlemde A noktasim orijine yerlestirelim. |BC| : |AC| = k,

C(a,b) ve Ci(a1, b1) olsun. Buradan B nin koordinatlar: (a, b)+k(—b,a) = (a—kb, b+

ka) olarak bulunur. Benzer sekilde Bj(a+ kb1, b+ ka) bulunur. Béylece BC; ve C'B;

x—a; x—(a—kb) x—a x—(a1+kb)
= ve =

. y—br  y—(bt+ka) y-b y—(br—ka)

olur. I¢ler-diglar carpimi yapilarak denklemler su hale getirilebilir:

dogrularinin denklemleri sirasiyla

BC:: kaxr+kby = kaay + kbby +bay; —aby — (b—b1)z+ (a —a1)y
CBj : kajx + kbiy = kaay + kbby + bay —aby — (b—b1)z + (a —aq)y
M (x,y0) bu iki denklemi birden sagladigi i¢in kazo+kbyy = kajzo+kbiyo olmahdir.

i) _bl—b

Yo ap —a

olmasimi gerektirir. Dolayisiyla CCy ve AM dogrular: diktir.

6 Geometrik yer ve ¢izim

Verilen bir ozelligi saglayan tiim noktalarin olugturdugu bir kiime veya bir gekil bir ge-

ometrik yerdir. Geometrik yer problemlerinde yapilmasi gereken, istenilen 6zelligi saglayan

noktalarin bulundugu bir sekil bulmak ve bu gekildeki her noktanin da istenilen 6zelligini

gostermektir. Bazen ikinci kisim gbézden kagabilir, buna dikkat edilmesi gerekir.

Bazi1 temel geometrik yerler:
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e Verilen A ve B noktalarindan esit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri [AB] nin

orta dikmesidir.
e Verilen bir noktadan sabit uzakliktaki noktalarin geometrik yeri bir ¢cemberdir.

e Verilen [AB]| m sabit aciyla goren agilarin koselerinin geometrik yeri [AB] na gore

simetrik iki cember yayimin birlegimidir. Burada A ve B noktalar1 dahil degildir.

Ornekler:

1. Apollonius ¢gemberi. A ve B herhangi iki nokta ve k # 1 pozitif reel say1 ol-
PA
mak tizere, — = k esitligini saglayan P noktalarmin geometrik yeri, merkezi [AB]

iizerinde olan bir cemberdir. Bu ¢embere Apollonius ¢emberi denir.

>
Q
wel

Ispat (Analitik geometri kullanarak.) A(—a,0) ve B(a,0) olsun. Sart: saglayan bir

nokta P(z,y) ise asagidaki islemleri yaparak geometrik yerin bir ¢ember oldugunu

buluruz.
|PAP? _ (z+a)®+y° — 2
|PBJ? (z —a)® +y?
22+ 2ax + a®> +y° = k*a? —2k%ax + K2 + k2P

(1 —k)2* +2a(1 + Bz + (1 - k)y? = (k* —1)a?

a2 N e (20
SR > A >

2 2
Cemberin merkezi (a — 1_7(11{:2, 0) ve yarigapl ﬁ dir.
2. ABCD Xkaresi iginde P kogelerden ve karenin M orta noktasindan farkl bir nokta
olsun. PD ile AC nin kesisimi F olsun (eger varsa) ve PC ve BD nin kesigimi

F olsun (eger varsa). E ve F' nin oldugu durumlardaki P ye kabul gérmiis nokta
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diyelim. EF nin AD ye paralel oldugu durumdaki kabul gérmiis P noktalarinin

geometrik yerini bulunuz.

Coziim: DF 1 EC ve EF 1L DC oldugu igin F, DEC iiggeninin diklik merkezidir.
Dolayisiyla FC | DE dir. Boylece P nin DC' ¢aph yar1 cember iizerinde oldugunu
gbstermig oluruz. Burada P, C,D ve M den farkli olmalidir. Ote yandan, bu
yaricemberin iizerinde fakat C, D ve M den farkli bir P noktasi i¢cin FC 1 DP
yani FC' L DFE dir. Ayrica DF 1 EC oldugu igin yine F';, DEC {i¢geninin diklik
merkezidir. Dolayisiyla EF 1 DC olur ve bu P noktasi istenilen 6zelligi saglar.
Sonug olarak istenilen noktalarin geometrik yeri C, D ve M den farkli olmak iizere

DC' caph yar1 cember iizerindeki noktalardir.

. Bir ABCD egkenar dortgeni igerisinde m(xm\D)—l—m(B/]W\C’) = 180° olacak sekildeki
M noktalarinin geometrik yerini bulunuz.

 — —_— —_—
Coziim: M N = DA olacak sekilde bir N noktasi alalim. Bu durumda m(NAM) =
m(D/]W\A) ve m(m ) = m(B/]\/./\C) olur. Dolayisiyla AM BN bir kirigler dortgeni
olur. Ayrica bu kirigler dértgeninde kdgegenler esit uzunlukta oldugu igin AM || BN
veya BM || AN dir. Birinci durumda

m(AMD) = m(MAN) = m(AMB)
ve ikinci durumda ise
m(BMC) = m(MBN) = m(MBA)

olur. Birinci durumda m(zﬁ/l\B) + m(B/J\-f\C) = 180° olur ve buradan M nin AC
kosegeni tizerinde oldugu c¢ikar. Benzer sekilde ikinci durumda ise M nin BD
kosegeni tizerinde olur. Diger taraftan, M nin herhangi bir kdgegen tizerinde oldugu
durumda m(zw\D) + m(B/]W\C) = 180° olacag: agiktir. Sonug olarak istenilen nok-
talarin geometrik yeri ABC'D nin kogegenleridir.
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GEOMETRI-PROBLEMLER

. ABCD kirigler dortgeninde AC' kogegeni DAB acisinin ag1 ortayidir. Bu dortgende
AD kenar1 D noktasmin tesindeki bir £ noktasina uzatiliyor. Bu durumda |[CE| =
|C' A| esitliginin ancak ve ancak |DE| = |AB] esitligi saglandiginda dogru oldugunu

gosteriniz.

. Kosegenlerle dort iiggene boliinmiig olan bir yamugun paralel kenarlarina komsu
olan tiggenlerin alanlarina A ve B diyelim. Bu durumda yamugun alanini A ve B

cinsinden bulunuz.

. Sekildeki gibi bir ABC ii¢geninde |AB| = 20 c¢m, |AC| = 11 cm ve |BC| = 13 cm
dir. ABC {iggeni igerisine merkezi |AB| kenar1 tizerinde yer alan bir yarim daire
giziliyor. Yarim daire |AC| ve |C'B| kenarlarina teget olduguna gore yar1 ¢emberin

cap1 kag cm dir?

)
20

. |BC| =1, |AC| = 3 ve m(BAC) = 30° olan bir ABC iicgeninde |AB| kagtir ?

. Merkezi S ve yarigapi r = 2 olan bir ¢emberde, 45° ag1 ile kesigen iki yaricap SA ve
SB verilsin. AB dogrusu ile AS dogrusunun S noktasindaki dikmesi K noktasinda
kesigsinler. AB.S iiggeninde B kogesinden inilen dikme AS kenarini L noktasinda

kessin. SK BL yamugunun alanini bulunuz.
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

m(m) = 90° olan bir ABC dik iiggeninin hipoteniisiiniin uzunlugu 10 cm, m(m) =
30°°dir. Uggenin iginde bir D noktasi, m(ﬁb\C) = 90° ve m(A/@) = m(ﬁB\A) ola~
cak gekildedir. AB kenariyla C'D dogrusunun kesistigi nokta ise F noktasidir. Bu

durumda |AFE| dogru pargasmin uzunlugu nedir?

ABCD karesinin AB kenar {izerinde, |AE| = 3|EB| olacak sekilde bir E noktasi,
D A kenar tizerinde ise, |AF| = 5|F D| olacak sekilde bir F' noktasi bulunmaktadir.
DFE ve FC dogru parcalarinin kesigtigi nokta K, DE ve BF dogru parcalarinin
kesigtigi nokta L, F'B ve EC dogru parcalarinin kesistigi nokta ise M noktasi olsun.
Bu durumda FML ve DKC iiggenlerinin alanlarinin toplami p;, FLK ve M BC

tiggenlerinin alanlarinin toplami ps ise, py : po orani nedir?

. ABC'D paralelkenarinda ADC agisinin agiortayr BC kenarimi E noktasinda, AD ke-

narini dik kesen ve iki egit parcaya bolen dogru parcasini M noktasinda kesmektedir.

Eger AM ve BC dogrular1 F' noktasinda kesigiyorsa

(a) |DE| = |AF]|
(b) [AD[-[AB| = [DE| - |DM]|

oldugunu ispatlayiniz.

. ABC' figgeninde m(A/C’E) agisinin i¢ agiortayr AB’yi D noktasinda kesmektedir.

Eger ABC {iggeninin gevrel cemberinin merkezi ile BC'D iiggeninin i¢gteget cemberinin

merkezleri ¢akigiksa |AC|? = |AD| - |AB| oldugunu gosteriniz.

Bir ABCD dortgeninde BC ve DA kenarlarinin orta noktalar1 sirasiyla F ve F
'dir. EDA ve FBC iiggenlerinin alanlari toplaminin, ABC'D dortgeninin alanina

esit oldugunu gosteriniz.

Bir ABC iiggeninde, m(A/@) = 2m(A/C§) olduguna gore,
(a) |AC|> = |AB|*> +|AB| - |BC]

(b) |AB|+ |BC| < 2|AC|

oldugunu kanitlayiniz.

P noktasi, kenar uzunlugu 10 olan bir egskenar tiggenin i¢ bolgesinde yer almaktadir.
P noktasinin ticgenin iki kenarina olan dik uzakliklar: 1 ve 3 ise iiciincii kenara olan

uzaklig kagtir?
Sekilde bir dikdortgen 3 kareye boliinmistiir. « 4+ 8 = = oldugunu gosteriniz.

C aqst dik olan ABC' {i¢ggeninde S, AB kenarmin orta noktasi, V ise AB kenarima
inilen yiiksekligin ayagidir. |[SV| =1 ve |SC| = 2 ise ABC iiggeninin ag 6lgiilerini

bulunuz.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

/

o B Y

Bir ABC figgeninin A, B ve C koselerinden inen dikmelerin uzunluklar: sirasiyla, 5,

4 ve 4 diir. |BC| kenarinin uzunlugunu bulunuz.

Kenar uzunlugu 2 olan bir ABC'D karesinde AD ’nin orta noktasi £ ve C’ den BE

'ye inilen dikmenin ayagi F' dir. CDFEF dortgeninin alanimi1 bulunuz.

Yiiksekliklerinden ikisi 5 ve 7 olan bir tiggenin {iclincii yiiksekliginin tist sinirini

bulunuz.

Bir tiggenin kenarlari a, b, ¢ ve gevrel cemberinin yaricap uzunlugu R olsun. Eger

_ avbe
R = b+c 1

se iiggenin acilarini bulunuz.

Iki merdiven, dar bir sokakta orantisiz bir X-gekli bigiminde ¢aprazlama yerlegtirilmistir.

Sokak duvarlar1 zemine dik degil, fakat birbirlerine paraleldir. Zemin, diiz ve yataydir.
Her bir merdivenin tabani, karsi duvara degecek sekilde yerlestirilmistir. Uzun olan
merdivenin sokak duvarina degen iist kismi ile kisa olan merdivenin kargi duvara
degen tst kismi arasindaki mesafe dikey olarak 5 m ’dir. Kisa olan merdivenin kars:
duvara degen iist kismu ile de, iki merdivenin kesigtikleri nokta arasindaki mesafe
dikey olarak 4 m ’dir. Merdivenlerin kesigim noktasinin yere olan yiiksekligi dikey

olarak ne kadardir?

ABC figgeninde, D noktasi [AC] tizerinde olmak {izere [BD] ve E noktasi [AB]
tizerinde olmak iizere [CE] dogru pargalar ciziliyor. [BD] ve [CE] nin kesigim
noktast X, Alan(BXFE) = a, Alan(BXC) = b ve Alan(CXD) = ¢ olmak iizere
Alan(AEXD) yi a,b ve ¢ cinsinden bulunuz.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Kenar uzunluklar1 10, 17 ve 21 olan bir {iggenin i¢ine bir kenar:1 {iggenin en uzun
kenarinda ve diger iki kogesi tiggenin kisa kenarlar: iizerinde olacak sekilde bir kare

yerlegtiriliyor. Karenin kenar uzunlugunu bulunuz.

m(m) = m(A/DE) ve |AB| = |AD]| olacak sekilde bir digbikey ABC'D dortgeni
verilsin. A noktasindan C'B ve DB dogrularina ¢izilen dikmelerin kesigim nokta-
lar1 sirasiyla N ve K olmak iizere NK dogrusunun AC dogrusuna dik oldugunu

gosteriniz.

Bir ABCD karesinin BC ve C'D kenarlarindan K ve L noktalar1 aliniyor. m(@ )=
m(m) olduguna gore m(m) kagtir ?

Kenarlar: a, b ve ¢ olan bir dikiiggenin kenarlari1 geometrik bir dizi olugturduguna ve

abc = 1 olduguna gore a, b, ¢ yi bulunuz.

ABC dik ii¢geninde AB hipoteniisiiniin orta noktasi K olsun. M, BC kenar
tizerinde | BM | = 2| M C| olacak sekilde bir nokta ise m(]\m) = m(]\TK\C) oldugunu

gosteriniz.

Bir yamugun orta tabaninin uzunlugu 4 ve taban acilar1 40° ve 50° ’dir. Alt ve st
tabanin orta noktalarini birlestiren dogru parcasinin uzunlugu 1 ise taban uzunluk-

larini hesaplayiniz.

ABC {iggeninin i¢ teget cemberi BC kenarmma M, C'A kenarina N, AB kenarina ise
|DP|  |BD|

IDN| — |CD|
noktasi olduguna gére DM 1 PN oldugunu gosteriniz.

P noktalarinda tegettir. NP dogrusu tizerinde olmak tizere bir D

M noktasi, ABCD karesinin g¢evrel cemberindeki C'D yaylarindan kisa olaninin
iizerinde bir nokta olsun. P ve R noktalar1 sirasiyla AM dogrusuyla BD ve CD
dogru parcalariin kesigimlerini gostersin. Benzer sekilde, Q) ve S noktalar1 da BM
dogrusu ile sirasiyla AC ve DC dogru parcalarinin kesigim noktalar: olsunlar. PS

ve QR dogrularinin birbirlerine dik olduklarini gosteriniz.

Boyutlar1 25x36x12 olan ve yerde en biiyiik yiizlerinden birisi iizerinde duran bir
kutunun alt koselerinin birinde bulunan bir karinca, kutunun altindan ge¢cmeden,
kars1 caprazdaki alt koseye ulasmaya calismaktadir. Karincanin kullanabilecegi en

kisa yolun uzunlugu nedir?

Merkezleri O ve P olan iki tane daire alalim. Her bir dairenin merkezinden, diger
dairenin cevresine iki tane teget ¢izelim. O merkezli daireden cizilen tegetler, O
merkezli daireyi A ve B noktalarinda; P merkezli daireden cizilen tegetler de, P
merkezli daireyi C ve D noktalarinda kessin. AB ve CD Kkiriglerinin esit uzunlukta

olduklarini gosteriniz.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Bir ABCD doértgeninde, Alan(ABC) < Alan(BCD) < Alan(CDA) < Alan(DAB)
ise ABC'D nin bir yamuk oldugunu kanitlayiniz.

Kosegenlerin kesigimi O olan ABCD paralelkenarinda, M ve N noktalar: sirasiyla
[BO] ve [CD] nin orta noktalar1 olsunlar. ABC ve AMN f{iggenleri benzer ise,
ABCD nin bir kare oldugunu kanitlayiniz.

Bir diizgiin dokuzgenin en uzun kosegeninin uzunlugunun, en kisa kosegeni ile bir

kenarimin uzunluklar: toplamina esit oldugunu gosteriniz.

Kenarlar1 20 ve 15 olan bir ABCD dikdortgeni verilsin. Merkezi A noktasinda olan
bir cember C' kosesinden gegiyor. BD dogru parcasini igeren kirigin uzunlugunu

bulunuz.

Yar1 cap1 7 olan bir cemberle cevrelenmis ve alam 372 olan diizgiin cokgenin kenar

say1s1 nedir?

ABC dar acgili liggeninin ¢evrel cemberinin merkezi O olsun. O; ise AB kenarini iki
esit parcaya ayiran ve O noktasindan gegen dogrunun iizerinde, O noktasina gore
AB kenarmin diger tarafinda kalan bir nokta olsun. Merkezi Oq, yari capi AO;q
olan gembere K, C'A ve CB dogrularinin K ile kesigtigi noktalara ise sirasiyla Ay ve
B; diyelim. Bu durumda A; B ve AB; dogrulart ABC' {i¢geninin ¢evrel ¢emberinin

iizerinde kesigtiginde AO,BO dortgeninin bir kirigler dértgeni oldugunu gosteriniz.

P noktasi bir ¢cember {izerinde, ) noktasi bir dogru tizerinde sabit; R noktasi ise
P noktasiin bulundugu gember iizerinde (P, @, R bir dogru iizerinde olmayacak
sekilde) degisken bir noktadir. P, @ ve R noktalarindan gegen ¢ember, () noktasinin
bulundugu dogruyu tekrar V noktasinda kestigine gore, V R dogrusunun bir sabit

noktadan gectigini gosteriniz.

ABCD, bir kirigler dortgeni olsun. AC kosegeni DAB agisinin aglortayidir. AD
kenar1, D kogesinden ug noktasi E olacak sekilde uzatiliyor. |CE| = |CA| < |DE| =
|AB| oldugunu ispatlayimiz.

Alanm 7 olan bir ABC' eskenar tiggeninde M ve N noktalar1 sirasiyla AB ve AC
iizerinde bulunan ve AN = BM kogulunu saglayan noktalar olsun. O = BN N CM

olmak tizere, BOC fi¢geninin alani 2 olsun.

a) MB:AB=1:3veya MB: AB = 2 : 3 oldugunu ispatlayimiz.

b) AOB agsinin dl¢iisiini bulunuz.
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40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

Bir ABC iiggeninde a, b ve ¢ sirasiyla A, B ve C kogelerinin kargisindaki kenarlarin
uzunluklar1 ve r, ABC {i¢geninin igteget cemberinin yar1 ¢ap1 olmak tizere ve 6(a +
b+ c)r? = abc esitligini saglamaktadirlar. M, ABC iicgeninin icteget cemberinin
lizerinde bir nokta ve D, E, F sirasi ile bu noktanin BC, AC ve AB kenarlarina
izdiisiimleridir.

Alan(ABC) = S ve Alan(DEF) = Sy ise % kesirinin alacagi en biiyiik ve en kiigiik

degerleri bulunuz.

Bir ABC' {iggeninin alanim esit alanlh ABM, BCM ve MC'A ti¢genlerine bolen M

noktasinin agirlik merkezi oldugunu ispatlayiniz.

Bir ABC ii¢geninde m(B) = 2.m(C) ve A agismmn aglortayr BC kenarm D nok-

-~

tasinda kesmek tizere |AB| = |CD| ise m(A) kagtir?

ABCD eskenar dortgen ve m(@) = 60° olsun. K ve L noktalar1t AD ve DC ke-
narlar1 tizerinde noktalar ve M noktas1 K DL M paralel kenar olusturacak sekilde AC

kosegeni tizerinde bir nokta olsun. BK L {i¢cgeninin eskenar oldugunu ispatlayiniz.

ABC dik ti¢geninde D ve E siras1 ile AB ve BC' dik kenarlar iizerinde m(B/@) =
30° ve m(B/lf’) = 45° olacak sekilde noktalar, F'ise AE ve C'D dogrularinin kegisim
noktasidir. |AE| = /3, |CD| = /2 olduguna gore, F noktasimin AB kenarma olan

uzakligini bulunuz.

ABCD yamugunda AB tabanmin orta noktast M ’dir. FE, AC kosegeni tizerinde,
BC ve ME, F noktasinda; DE ve AB, H noktasinda kesigecek gekilde segilmig bir
noktadir. F'D ve AB, G noktasinda kesigiyor ise M noktasinin G H nin orta noktasi

oldugunu gosteriniz.

P, cevrel cember yaricap: 1 olan bir diizgiin ¢cokgendir. F,, ’'nin alanininin g¢evresine

oraninin 0.25 den biiyiik oldugu en kii¢iik n degerini bulunuz.
Herhangi bir ticgen kendisi ile benzer olan

(a) 2002

(b) 2003

ticgene boltinebilir mi?

ABC tiggeninin iginde bir M noktasi olsun. Bu tiggende m(@) =70°, m(m) =
80°, m(m) = 10° ve m(@) = 20° olduguna gore |AB| = |MC| oldugunu
gosteriniz.

ABCD dértgeni m(DAC) = m(BDC) = 36°, m(CBD) = 18° ve m(BAC) = 72°
olmak tizere bir digbiikey dortgendir. AC' ve BD kogegenlerinin kesistigi nokta P

olduguna gore APD acisinin Ol¢lisiinii bulunuz.
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50.

o1.

52.

53.

54.

95.

56.

o7.

58.

59.

A ve B koselerinden gizilen kenarortaylarin dik kesisgtigi bir ABC' iiggeninde en kisa

kenarin AB oldugunu ispatlayiniz.

ABC {iggeninde AB kenarmmin orta noktast M ve ABC agisinin agiortayinin AC
kenari ile kesigtigi nokta D olsun. M D1 BD ise, |AB| = 3|BC| oldugunu gosteriniz.

Bir ABC'D dortgenininde m(m) = 45°, m(A/C'B) = 30° ve m(@) = m(§C'\A) =
15° olduguna gore DBC acgisinin degeri nedir?

Bir dik tiggenin gevrel cemberinin yarigap1 R, i¢ teget cemberinin yaricap: r olmak
uzere

R>r(l+ \/i)
oldugunu gosteriniz.

|AC| = 6, |BC| = 2 ve m(m) = 120° olan bir ABC' {i¢geninin ACB aglsimin
ag1 ortayl AB kenariyla D noktasinda kesigiyor. Bu durumda C'D dogru pargasinin

uzunlugunu bulunuz.

R cevrel cemberin yarigap: olmak iizere, R(b + ¢) = av/bc kosulunu saglayan ABC

iicgenini bulunuz.

Bir kenar1 a olan ABC egkenar iiggeninin digina m(m) = 90° olan AC'D ikizkenar
iiggeni ciziliyor. Burada DA ve C'B kenarlar1 E noktasinda kesigtigine gore agagidaki
sorular1 yanmtlayiniz.

—

(a) DBC agismin olciistinii bulunuz.
(b) CDE ftiggeninin alanini « cinsinden bulunuz.
(¢) BD dogru parcasinin uzunlugunu « cinsinden bulunuz.
Dar agili bir ABC iiggeninde, BAC agisinin ag1 ortayi, B kogesinden gizilen ytikseklik

ve AB kenarma ait kenar orta dikme bir noktada kesigsmelerinin ancak ve ancak

m(;{) = 60° oldugu zaman miimkiin oldugunu kanitlayiniz.
Birim kareye sigabilecek en biiyiik yarim dairenin alanini bulunuz.

ABC, |AC| = |BC]| olacak sekilde bir ikizkenar {iggen olsun. Bu {iggenin cevrel
gemberinin, C' noktasini icermeyen AB yayimin iizerindeki bir noktaya P noktasi
diyelim. C noktasindan PB dogru pargasi iizerine indirilen dikme ayagina ise D

noktasi diyelim. Bu durumda,
|PA| + |PB| = 2|PD|

oldugunu gosteriniz.
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

Kenarlar1 1,1, /2 olan ikizkenar dikiicgen bicimindeki bir tahta parcasi iki parcaya
boliinecektir. Iki parcanin alanini egit yapacak en kisa kesitin yerini ve uzunlugunu

ve bulunuz.

ABC ikizkenar iiggeninin, sirasiyla eskenarlar AB ve AC tizerinde P ve ) noktalari,
|AP| = |CQ)| olacak sekilde bulunmaktadir. Bununla birlikte P ya da @, ABC
iiggeninin bir kogesi degildir. Bu durumda APQ tiggeninin gevrel ¢gemberinin ABC

iiggeninin gevrel cemberinin merkezinden gectigini gosteriniz.

Bir ABCD konveks dértgeninin koégegenlerinin kesigim noktast M olmak iizere AB
kenarini P noktasinda, C'D kenarimi ) noktasinda kesen ve M noktasindan gegen
g dogrusu dikkate alindiginda APM, BPM,CQM ve DQM iiggenleri benzer olan
biitiin konveks ABCD dortgenleri bulunuz (iiggenlerin koseleri aym sirada olmak

zorunda degil).

Bir ¢cembere digindaki bir A noktasindan c¢izilen iki dogru, gemberi sirasiyla B, C ve
D, E noktalarinda kesmektedir. (B € [AC] ve D € [AE] dir.) D noktasindan [BC]
ye cizilen paralel, cemberi F' noktasinda kesmektedir. A ve F' noktalarindan gecen
dogrunun gemberi kestigi ikinci nokta G olsun. FE,G noktalarindan gegen dogru,

[AC] yi M noktasinda kestigine gore

N S
|AM|  |AB|  |AC|

oldugunu kanitlayiniz.

ABC bir egkenar {icgen ve P, cap1 BC kenari olan A kdsesinden uzak olan yarimdairedir.
A kogesinden gegen ve BC' yi {i¢ eg pargaya ayiran dogrularin P yarimdairesini de

ii¢ es parcaya ayirdigini gosteriniz.

Dikdortgen seklindeki bir kagit, kdsegen olusturan iki kosesi iist liste gelecek sekilde

katlaniyor. Kat yerinin olugturdugu yeni kenarimn ({ist iiste gelen koselerin karsisindaki
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kenar) uzunlugu, dikdortgenin uzun kenarinin uzunluguna esitse dikdoértgenin uzun

kenarmin kisa kenarina orani nedir?

66. ABCD Kkaresi ile ABEF karesinin bulundugu diizlemler birbirlerine diktir. AFE ve
BF dogrular1 O noktasinda kesigiyor ve |[AE| = 4 cm ise

(a) B noktasimndan DOC ve DAF diizlemlerinin kesistigi dogruya olan uzakligini
(b) AC ve BF dogrular: arasindaki uzaklhig

bulunuz.

67. Cevresi 40 ¢m olan ABCD egkenar dortgenininin A kosgesini merkez olarak alan
gember C, B kogesini merkez olarak alan ¢ember ise D noktasindan gegmektedir.

Bu iki cember birbirlerine teget ise, ABCD eskenar dértgeninin alam kac em?dir?

68. Degisik boyutlardaki beg bilye konik bicimindeki bir huniye koyuluyor. Her bilye
bitigigindeki bilyelerle ve huni yiizeyiyle temas halindedir.

En kiigiik bilyenin yaricap: 8, en biiyiik bilyenin yarigapi 18 milimetredir. Ortadaki

bilyenin yaricapini bulunuz.
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69. ABC tggeninin AA’ ve BB’ kenarortaylarinin dik kesistiklerini

varsayalim. |BC| = 3 ve |AC| = 4 ise, AB kenarinin uzunlugu ne olur?

70. |AB| = |AC| ve m(@) = « olan bir ABC tiggeninde P, P # B olan |AB| iizerinde
bir nokta ve @, A dan ¢izilen yiikseklik tizerinde |PQ| = |QC/| olacak sekilde bir nokta
olsun. m(@) kagtir 7

71. a Kenar1 a olan ABC' egkenar ti¢geni veriliyor. MP1AB, NM1BC, PN 1AC
olmak tizere P € [AB], M € [BC|, N € [AC] noktalarinin olugturdugu M N P

iiggeni i¢cin M P uzunlugunu bulunuz.

b Her ABC dar agih iiggeni i¢cin MP1AB, NM 1 BC, PN1AC olacak sekilde
P e [AB], M € [BC], N € [AC] noktalarimin bulunabilecegini gosteriniz.

72. BAC agis1 sabit kalmak tizere, B ve C' noktalari sabit, A noktasi degigkendir. Burada
AB ve AC kenarlarinin orta noktalari sirasiyla D ve E noktalari olsun. Ayrica
DF1AB, EGLAC ve BF ile CG dogrular1 BC dogrusuna dik olacak sgekilde F'
ve G noktalar1 olsun. Bu durumda |BF|.|CG

bagimsiz oldugunu gosteriniz.

carpiminin A noktasinin seciminden

73. Bir dikdortgenin kenarlari orani 12 : 5 tir. Kogegenlerin olusturdugu 4 {iggenden
bir kenar1 komsu olanlarin icine c¢izilen cemberlerin yaricaplar: r; ve ro olmak tizere

71 : 9 oranini bulunuz.

74. Cap1 AB merkezi S olan yaricember iizerinde agagidaki kogullar1 saglayan C ve D

noktalar1 verilsin.

i C noktast AD yay1 tizerindedir,
ii CSD acis1 dik acidir.

FE noktas1t AC ve BD dogrularinin kesigim noktasi ve F' noktas1 AD ve BC' dogrularinin

kesigim noktasi ise |E'F| = |AB| oldugunu gosteriniz.

75. Bir fiicgenin icindeki noktalardan kenara uzunluklari carpimi en biiyiik noktanin

agirlik merkezi oldugunu gosteriniz.
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76.

77.

78.

79.

80.

|AB| = |BC| ve |CD| = |DA| olan ABCD dértgeninin AC ve BD kogegenlerinin
kesigtigi nokta O noktasi olsun. Ayrica, ABD {iggeninin D kdgesinden inen yiiksekligin
ayagina N, BC'D fi¢geninin B kosesinden inen yiiksekligin ayagina K noktasi diye-

lim. Bu durumda N, O ve K noktalarimin bir dogru iizerinde oldugunu gosteriniz.

ABC ikizkenar (|AB| = |AC|) {iggeninde m(@) = 20° dir . D noktas1 AC
kenarinin iizerinde, £ noktas1 AB kenarinin {izerinde, m(D/BT') = 60° ve m(fC\B) =

50° olduguna gore m(E/'b\B) yi bulunuz.

o A

AC kenar1, ABC dik iiggeninin hipoteniistidiir. D noktasi AB kenarinin ve FE noktasi
da BC kenarmin iizerindedir. m(l?(-Z'\D) = m(ﬁC\A) ve m(@) = m(m) dir.
AE kenarmm uzunlugu 9 ve C'D kenarnn uzunlugu 8v/2 olduguna gére AC kenarmm

uzunlugunu bulunuz.

A,B ve C birbirlerine olan uzakliklar: esit olan (|AB| = |AC| = |BC)|) iig sehirdir.
A gehrinden 3 km, B sehrinden 4 km uzakta olan bir aracin C' gehrine olan uzaklhig

en ¢ok kag kilometre olabilir?

Bir Kenar1 6 olan eskenar iicgenin icine ¢izilen cember tizerindeki herhangi bir T’
noktas icin |T'A|*> + |TB|? + |T'C|? = 45 oldugunu gésteriniz.
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81.

82.

83.

84.

85.

86.

ABCD yamugunda koégegenler O noktasinda dik olarak kesigmektedir. M ve N,
sirasiyla OA ve OB dogru parcalar tizerinde m(m) = m(widehatBM D) = 90°

olacak sekilde noktalardir. £, M N dogru parcasinin orta noktasi ise

(a) OMN ve OBA figgenlerinin benzer tiggenler olduklarimi
(b) OF dogru pargasmin AB ’ye dik oldugunu

gosteriniz.
G kapali dortgeni igin
(a) Eger tizerinden gegen her dogrunun G ’yi esit iki alana ayirdigi bir X noktasi

varsa G bir paralelkenardir.

(b) Eger G bir paralelkenarsa, iizerinden gecen her dogrunun G ’yi esit iki alana

ayirdigi bir X noktasi vardir.
Onermelerini ispatlayiniz.

ABC dik iiggeninde |AB| = |AC|. [AB] iizerinde |AM| = |BP| olacak sekilde M
ve P noktalari alahm. D noktasit da [BC| nin orta noktasi olmak tizere, [C'M] ve
[BC| tizerinde sirasiyla R ve @ noktalari, A, R, Q dogrusal ve AQ ile CM dik olacak

sekilde alinmistir.

a-) m(AQC) = m(PQB)
b-) m(DRQ) = 45°

oldugunu ispatlayiniz.

ABC iiggeninin BC' kenarimin tizerindeki D ve E noktalari, (D, B’ye daha yakin);
AC kenarmin iizerindeki F' ve G noktalari, (F, C’ye daha yakin); AB kenarnin
tizerindeki H ve K noktalar, (H, A’ya daha yakin) verilmistir. |AH| = |AG| =1,
|BK| = |BD| = 2, |CE| = |CF| = 4, m(ABC) = 60° olup D, E, F, G, H, K
noktalar1 bir ¢ember {izerindedir. Buna gore ABC' {i¢geninin i¢ teget gemberinin

yari ¢apini bulunuz.

Koseleri r yaricaph bir cemberin iizerinde olan tiim ABCD dértgenlerini ve |CB| =
|BP| = |PA| = |AB]| olacak sekilde [C' D] kenar iizerinde bir P noktas: diigiinelim.

a) Yukaridaki kogulu saglayan A, B, C, D, P noktalarimin varligin1 gosteriniz.

b) Yukaridaki kosulu saglayan tiim A, B,C, D, P noktalar i¢in |[DA| = |DP| = r

oldugunu kanitlayiniz.

ABC iiggeni, A noktasinda dik acilidir. D noktasi, CD = 1 olacak sekilde AB
kenarinin iizerindedir. AF, A noktasindan BC kenarina olan dik yiiksekliktir. BD =

BE =1 ise, AD kenarinin uzunlugu nedir?
401



87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

|AB| = |AC| olacak sekilde bir ABC ti¢geninde D, A kosesinden inilen dikmenin
ayagidir. E noktasi ise AB kenari iizeriden bir nokta, m(A/C\E) = m(ﬁ) = 18°
ve |AD| =3 ise |CE| =7

Eskenar {icgenin icindeki bir noktanin koselere uzakliklar: 3, 4 ve 5 ise tiggenin alanini

bulunuz.

Kenar uzunluklar: ve icteger cemberinin ¢api aritmetik dizi olugturan ticgenin dikiicgen

oldugunu ispatlayiniz.

p/O\q agis1 icinde yer alan .S noktasi, Op dogrusuna P noktasinda, Og dogrusuna ise @)
noktasinda teget olan bir k£ cemberinin iizerinde bulunmaktadir. Op dogrusuna par-
alel olan ve S noktasindan gecen s dogrusu ise Oq dogrusunu R noktasinda kesmekte-
dir. T noktasi ise SQ R liggeninin ¢evrel gemberi ile P.S dogrusunun kesistigi noktadir
(T # S). Bu durumda OT//SQ oldugunu ve OT dogrusunun SQR {i¢geninin ¢evrel

cemberine teget oldugunu gosteriniz.

ABCD dort yiizlisiintin agirlik merkezi ile A ve B kosgeleri arasindaki uzaklik esit
olduguna gore

|AC|*> +|AD|? = |BC|* + |BDJ?
oldugunu gosteriniz.

ABC figgeninin i¢ teget gemberi BC, C'A ve AB kenarlarina sirasiyla A, B; ve
C1 noktalarinda degiyor. Bu durumda A; B;C4 ii¢geninin agilarimi ABC' {iggeninin

acilar cinsinden ifade ediniz.

p ve q yaridogrular: O noktasinda kesigiyorlar. A ve C' noktalar p iizerinde, B ve D
noktalar1 ¢ tizerinde olmak tizere, C D dogrusu O AB ii¢geninin A kdgesinden c¢izilen
kenarotayima paralel olduguna goére AB kenarimin OCD figgeninin D kogesinden

cizilen kenarortayina paralel oldugunu gosteriniz.

Bir ABC tiggeninde, |AB| = |AC|, D noktasi [BC] nin orta noktasi olsun. M, [AD]
nin orta noktast ve N noktasi D noktasimn [BM| tizerindeki dik izdiigiimii olmak

izere, m(m) = 90° oldugunu kanitlayiniz.

ABC, m(W) = 90° ve |AB| = |AC| olacak sekilde bir ii¢gen olsun. BC' kenar
iizerindeki N noktasi ise, yine BC' kenar1 iizerindeki M noktasi ve C' noktasinin

arasinda olacak sekilde ve
|IBM|?> — |MN|?> +|NC*> =0

esitligini sagladigina gore, m(]\m ) = 45° oldugunu gosteriniz.
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96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

105.

Dar agih ABC iiggeninin AC' ve BC' kenarlarimin dig tarafinda ACXFE ve CBDY
kareleri bulunmaktadir. Bu durumda AD ve BE dogrularimin kesigtigi noktanin,

ABC fggeninin C noktasindan inen yiiksekligi tizerinde oldugunu gosteriniz.

Bir digbiikey ABC'D dortgeninin i¢ teget cemberinin merkezi I olsun. m(m ) =
m(A/B\C’) /2 olacak sekilde, [AI] ve [CI] dogru pargalar: tizerinde, sirasiyla, M ve N
noktalar1 segilsin. m(m )= m(A/l_)?) /2 oldugunu kamtlayimz.

3 b
Kenar uzunluklar a, b, ¢ br olan bir iiggende — < a + + ¢ < 2 oldugunu
27b+c c+a a+bd

kanitlayiniz.

Kare seklindeki tarlanin icine yerlestirilmis bir karinca, tarlanin koselerinin birinden
13 metre, bu kogenin capraz olarak kargisindaki kégeden 17 metre ve iiglincii bir
koseden de 20 metre uzakliktadir. Tarlanin alanini bulunuz. Burada, arazinin

diizgiin oldugu varsayilmaktadir.

Ikizkenar bir ABC iicgeninin (|JAB| = |AC|) AB kenan iizerinde BCD acs1 15°
olacak sekilde bir D noktasi yer almaktadir. |AD| = 1 birim ve |[BC| = /6 birim

ise C'AB acisinin 6lgiisii kag derecedir?

n > 4 olmak kaydiyla, her pozitif n tam sayisi i¢in, herhangi bir {icgenin n ikizkenar

licgene ayrilabilecegini gosteriniz.

ABC iiggeninin yiikseklikleri h, > 3 cm, hy > 4 ¢cm ve h, > 5 cm egitsizliklerini

sagladigina gore, bu iiggeninin alaninin miimkiin olan en kiiciik degerini bulunuz.

ABC iiggeninde A agisimin agiortayl, ABC iiggeninin g¢evrelgemberi ile A; nok-
tasinda kesigiyor. Aymi sekilde B acisinmin acgiortayr cevrelcemberi B; noktasinda,
C agisinin agiortayr da C7 noktasinda kesiyor. AA; dogrusu B ve C kogelerindeki
dig agilarin agiortaylar: ile A° noktasinda kesigiyor. B° ve C° noktalar1 da benzer

sekilde tanimlaniyor.

Alan(A°B°C°) = 2-Alan(AC1BA,CBy)
> 4. Alan(ABC)

oldugunu gosteriniz.

AC kenar1 AB kenarindan uzun olan bir ABC' iiggeni verilsin. BX = CA olacak
sekilde BA kenarmmi A yoniinde uzatalim. CY = BA olacak sekilde C'A kenari
iizerinde Y noktasini alalim. BC' kenarinin orta dikmesinin XY dogrusu ile kesigtigi
yere P diyelim. m(B/P\C') + m(m) = 180° oldugunu gosteriniz.

ABC ikizkenar (JAB| = |AC]) tiggeni veriliyor. B € |MC| olacak gekilde bir M
noktas1 seciliyor. AM B iiggeninin i¢ teget gemberinin yarigapi ile AMC' iggeninin
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106.

107.

108.

109.

110.

M kosesine karsilik gelen dis teget cemberinin yaricapi toplaminin sabit oldugunu

ispatlayiniz.

ABC' dar agih bir iiggendir. BC' kenar iizerinde bir D noktasi alalm. FE ve F'
noktalar1 da sirasiyla, D noktasinin AB ve AC kenarlarina dik izdiigiimii olsun. BF
ve C'E dogrularimin kesistigi noktaya da P diyelim. AD dogrusunun BAC i¢geninin
aglortayl olmasimnin ancak ve ancak AP ve BC dogrularinin birbirine dik olmasi

durumunda oldugunu gosteriniz.

Iki benzer {icgenin tam say1 degerli kenar uzunluklarmmn ikisi birbirine esit olsun.

Ugﬁncﬁ kenarlarinin fark: 20141 ise, biitlin kenarlarini bulunuz.

Késeleri bir cemberin iizerinde bulunan ABCDE besgeninde , AC||DE ve M, BD
dogru parcasinin orta noktasidir. m(zm\B) = m(B/]W\C') oldugunda BF nin AC yi

iki esit parcaya ayirdigini gosteriniz.

ABC ficgeni, A noktasinda dik acili olsun. A kdésesinden c¢izilen agiortay BC' ke-
narini, D noktasinda kessin. Dolayisiyla, s(m\B) = 45° olur. |[CD| = 1 ve
|BD| = |AD| + 1 ise, AC ve AD uzunluklarimi bulunuz.

ABC figgeni igerisinde PAC acis1 18°, PC A agis1 57° , PAB agis1 24° ve PBA aqisi
27° olacak gekilde bir P noktasi olduguna gore, ABC' ii¢geninin ikizkenar oldugunu

gosteriniz.
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111. Dar agili bir iiggenin i¢ agilarin1 A, B ve C' ile gosterelim.

sinA+sinB+sinC > 2
cosA+cosB+cosC > 1

tan(é)—ktan(g)—i-tan(c < 2

2 2 2
esitsizliklerini gosteriniz.
112. Bir ABC {iggeninde m(@) = 60° ve |AB| # |AC| olsun. Ayrica BAC agsimin

ag1 ortayr AD dogrusu ve AD dogrusuna A noktasinda dik olan € dogrusunun BC'
ile kesistigi nokta, |BE| = |AB| + |AC| sartin1 saglayan E noktasi olsun.

Bu durumda ABC ii¢geninin ABC ve BCA acilarini bulunuz.

113. Kenar uzunluklar: 1,2,3 ve 4 birim olan bir dortgenin alaninin en biiyiik degeri

nedir?

114. AB ve CD kenarlar: paralel olan bir ABC'D yamugunda m(m) =6ve m(@) =
42 dir.AB kenarinda m(m) = T8 ve m(@) = 66 olacak gekilde bir X noktasi
bulunmaktadir. |[AB| ve |CD| dogru pargalar: arasindaki uzaklik 1 ise AD + DX —
(BC + CX) = 8 oldugunu gosteriniz.

115. Bir ABC egkenar tiggeni verilsin. Agirlik merkezi G olsun. M noktasi herhangi bir
i¢ nokta olmak ftizere, |[M G| nin orta noktasi O olsun. M noktasindan gegen ug
noktalart ABC' tiggeninin kenarlar tizerinde olan kenarlara paralel dogru parcalar:

Gizilsin.

a. O noktasimin dogru pargalarimin orta noktalarina uzaklilarimin egit oldugunu

gosteriniz.

b. Dogru parcalarinin orta noktalarinin bir eskenar iiggenin koseleri oldugunu gosteriniz.
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GEOMETRI-COZUMLER

1. ABCD kirigler doértgeninde AC kogegeni DAB acisinin ag1 ortayidir. Bu dortgende
AD kenar1 D noktasmin tesindeki bir £ noktasina uzatiliyor. Bu durumda |[CE| =
|C' A| esitliginin ancak ve ancak |DE| = |AB] esitligi saglandiginda dogru oldugunu

gosteriniz.

Cozium.

E D
m(m) = m(m) oldugundan ve gember {lizerinde esit agilarin olugturduklar
yaylarin uzunluklar1 da birbirine esit olacagindan, |BC| = |CD]| elde ederiz. Ayrica

gemberin igindeki dortgende kargilikli acilarin toplami 180° olacagindan m(E/‘Z-)\C') =
180° — m(@) = m(A/B\C’) buluruz.

|DE| = |AB| oldugunu kabul edelim. Bu durumda ”Kenar-Ag-Kenar”dan dolay:
ABC ve EDC figgenleri eg tiggenler olur ve |CE| = |CA| elde edilir.

Simdi |CE| = |CA| oldugunu kabul edelim. Bu durumda CAE {iggeni ikizkenar
ticgen olur ve m(B//E) = m(m) = m(@) elde edilir. ”A¢-Agi-Aci”dan dolay1
ABC ve EDC figgenleri eg tiggenler olur ve |DE| = |AB| bulunur.

Sonug olarak bu iki durum birlestirildiginde, |DE| = |AB| < |CE| = |C'A| oldugu

goriiliir.

2. Kosegenlerle dort tiggene boliinmis olan bir yamugun paralel kenarlarina komsu
olan tiggenlerin alanlarina A ve B diyelim. Bu durumda yamugun alanini A ve B

cinsinden bulunuz.
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Coziim. Sorunun ¢oziimiinde iiggenin alaninin 1/2 x taban x yiikseklik oldugunu
kullanacagiz ancak burada unutulmamasi gereken konu, tabanin, iiggenin herhangi
bir kenar1 olabilecegi, ve yiiksekligin bu kenarin kargisindaki kégseden, kenarin tizerine

(va da bir uzantisina) indirilen dikme oldugudur.

Simdi, tabanlari r ve s olan, ve alanlar1 C' ve B olan {iggenleri diigiinelim. Bu iki

C

iiggenin yiikseklikleri ayni oldugu gibi tabanlar1 da cakisiktir. Dolayisiyla I _ B
S

A
olur. Benzer sekilde r_ D olur. Bu iki denklemi birlegtirerek AB = C'D buluruz.
S

Ayrica, alanlart A+ C ve A+ D olan tiggenleri diigtiniirsek, bu liggenler ayni tabana,
ve egit yiikseklige sahip olduklarindan, A+ C = A 4+ D, yani C' = D bulunur.

Bunu daha 6nce buldugumuz AB = C'D denkleminde yerine yazarsak, C = D =
V AB elde ederiz.

Sonug olarak, yamugun alam1 A+ B +C + D = A+ B+ 2J/AB = (VA + vB)?

olarak bulunur.

. Sekildeki gibi bir ABC ii¢geninde |AB| = 20 c¢cm, |AC| = 11 cm ve |BC| = 13 cm
dir. ABC {iggeni igerisine merkezi |AB| kenar1 iizerinde yer alan bir yarim daire
giziliyor. Yarim daire |AC| ve |C'B| kenarlarina teget olduguna gore yar1 ¢emberin

cap1 ka¢ cm dir?

)
20

Coziim. Bu problemin ¢oziimiinii iki yolla yapabiliriz:

1)Agiortay teoremini kullanarak:

Oncelikle |AB| dogru parcasi tizerindeki yarim dairenin merkezine O, yarim dairenin
|AC| kenarma teget oldugu noktaya F, yarim dairenin |CB| kenarina teget oldugu
noktaya D diyelim ve |OE| ve |OD| dogru pargalarini gizelim.
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|CE| nin |CD| ye esit oldugu agiktir. Ayrica, yari gap olduklarindan, |OF]
ve |OD]| de birbirlerine esittir. Dolayisiyla ODC ve OEC ftiggenleri e tiggenlerdir. O
halde ACO ve BCO agilar da egittir. Bu durumda OC, BAC acisinin aglortaydir.

ABC figgeni i¢in aciortay teoremini yazarsak

|AC]  |AO|
|BC| — |BO|
11 JAO|
13~ 20— |AO|

olur. Buradan 13|AO| = 11(20 — |AO|) ve |AO| = 22 elde edilir.

Simdi de ABC iigenine kosiniis teoremini uygularsak 13> = 112 4202 — 2
11-20-cos A dan cos A = % elde edilir. Buradan da sin A = % olarak bulunur.

OFA fiiggeninde sin A = % oldugundan |OFE| = % . % = % olur.

Dolayisiyla yarim dairenin ¢api1 11 cm bulunur.

Z)Uggenin alani kullanarak:
Heron formiiliinden iiggenin alam 1/22(22 — 11)(22 — 13)(22 — 20) = 66 olarak bu-

lunur. Yarim dairenin yar1 ¢capina r dersek, AOC ti¢ggeninin alani 1%, BCO tiggeninin

alam da % olur.

11»  13r
:74—7

66
2 2

=12r

Buradan da r = % elde edilir. Dolayisiyla yarim dairenin ¢ap1 11 cm dir.

. |BC| =17, |AC| =3 ve m(@) = 30° olan bir ABC {i¢geninde |AB| kagtir ?

Coziim ABC iiggenini gekildeki gibi ¢izelim ve C' noktasindan AB kenarina inilen
dikmenin ayagina H diyelim. C' noktasinin H ye gore simetirigi D noktasi olsun.
AHC ve AHD figgenleri egtir.

B C

m(@) = 30° oldugu igin ACH acist 60 derecedir. Yani, ACD iiggeni egkenardir.
3
Dolayisiyla, |CH| = 3 |CD| = 3 dir. Pisagor teoreminden

AB| = |AH| + [HB| = \/|ACP — |CHP + \/|BCP — |CHP?
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bulunur.

. Merkezi S ve yarigapt r = 2 olan bir ¢gemberde, 45° ac1 ile kesigen iki yaricap SA ve
SB verilsin. AB dogrusu ile AS dogrusunun S noktasindaki dikmesi K noktasinda
kesigsinler. AB.S iiggeninde B kogesinden inilen dikme AS kenarimi L noktasinda

kessin. SK BL yamugunun alanini bulunuz.

Coziim

BSL agis1 45° oldugu igin SLB tiggeni ikizkenar dik iiggendir.

BS yaricap1 2 oldugu icin |SL| = |BL| = /2 dir.

KSA tiggeni BLA tiggenine benzer oldugu igin % = % yazilabilir. Buradan
|KS| = +v/2(2 + v/2) bulunur.

Sonug olarak SK BL yamugunun alani = H(%ﬂ. |SL| = 3 + v/2 bulunur.

. m(m) = 90° olan bir ABC dik iiggeninin hipoteniisiiniin uzunlugu 10 cm, m(@) =
30°°dir. Uggenin iginde bir D noktasi, m(ﬁ)\C) =90° ve m(A/C'B) = m(@) ola-
cak gekildedir. AB kenariyla C'D dogrusunun kesistigi nokta ise E noktasidir. Bu

durumda |AFE| dogru pargasinin uzunlugu nedir?

Coziim.

B > C

ABC {iggeni bir 30°—60°—90° ii¢geni oldugundan | BC| = 1|AB| olur. m(A/CB) =
olsun. Bu durumda m(@) =90° — ¢ ve

m(CBD) = 180° — m(BDC) — m(DCB) = ¢
409



bulunur. Simdi, m(A/C'B) = m(ﬁB\A) = ¢ oldugundan, 60° = m(ﬁB\A) = m(ﬁB\A)—i—
m(C/’B\D) = 2p yani ¢ = 30° olarak bulunur. Buradan da m(@) = 60° ve
m(E/C\B) = m(ﬁC\B) = 90° — ¢ = 60° oldugu i¢in, EBC ii¢geninin egkenar tiggen
oldugu goriiliir. Dolayisiyla, |[EB| = |BC| = |AB| ve |AE| = |AB| — |EB| =
3|AB| = 5 em/dir.

. ABCD Xkaresinin AB kenar iizerinde, |AE| = 3|EB| olacak sekilde bir E noktast,
D A kenar tizerinde ise, |AF| = 5|F D| olacak sekilde bir F' noktasi bulunmaktadir.
DE ve FC dogru parcalarimin kesistigi nokta K, DE ve BF dogru parcalarimin
kesigtigi nokta L, F'B ve EC dogru parcalarinin kesigtigi nokta ise M noktasi olsun.
Bu durumda FML ve DKC iiggenlerinin alanlarinin toplami p;, FLK ve M BC

tiggenlerinin alanlarimin toplami ps ise, py : po orani nedir?

Coziim. CKLM dortgeninin alanina p dersek, F'BC' ti¢geninin alani py + p olur.

E
B 1A
M
L
C- D

F BC iiggeninde BC' kenarini taban kabul eden yiikseklik ise AB oldugundan iiggenin
|AB|:|BC| __ |ABJ?
2 =2

alan1 ayni zamanda olarak yazilabilir. Buradan da,

_ [ABI

b2 5

denklemi bulunur.

Benzer sekilde DEC ii¢geninin alaninin py + p oldugunu gorebiliriz. Bu durumda da
|DC||CB| _ |AB|?
2 =2

oldugundan,

_|ABP

D1 5

denklemi bulunur. Dolayisiyla p; : p2 orani 1’dir.

. ABCD paralelkenarinda ADC' agisinin agiortayr BC kenarimi E noktasinda, AD ke-
narini dik kesen ve iki egit parcaya bolen dogru parcasini M noktasinda kesmektedir.

Eger AM ve BC dogrular1 F' noktasinda kesigiyorsa

(a) |DE| = [AF|
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(b) [AD[-[AB| = [DE|- |DM]|

oldugunu ispatlayimiz.

(a) AMD figgeninde AD kenarmin kenarortay1 bu kenar1 dik kestigi igin bu liggen
ikizkenardir ve |[AM | = |[M D| olur. O halde m(m) = m(m) 'dir. BC' ve
AD paralel dogru pargalar: oldugundan m(m) = m(m ) ve m(]\m) =
m(m ) 'dir. Buradan M EF {i¢geninin de ikizkenar oldugu bulunur. Yani
|EM| = |FM]| dir.

Buradan
|AF| = |AM|+ |[MF| = |DM|+ |ME| = |DE|

bulunur.
(b) m(m) = m(m) ve m(E/'DTC) = m(]\m) oldugundan M AD ve DEC

iiggenleri benzer tiggenlerdir. Buradan

\DE|  |DC|
|DA|  |DM|
|DA|-|DC| = |DM|-|DE|

elde edilir. |DC| = |BA| oldugundan |DA| - |BA| = |DM| - |DE| bulunur.

9. ABC 1iggeninde m(@) agisinin i¢ agiortayr AB’yi D noktasinda kesmektedir.
Eger ABC {iggeninin gevrel cemberinin merkezi ile BC'D iiggeninin igteget cemberinin
merkezleri ¢akigiksa |AC|? = |AD| - |AB| oldugunu gosteriniz.

Coziim.

A, B, C ve D koselerini O noktasiyla birlegtirelim. ABC ti¢geninin gevrel gemberinin
merkezi O oldugu i¢in |AO| = |BO| = |CO]| olur. Aymni nokta DCB ii¢geninin ig
teget cemberi oldugu i¢in de DO, BO ve CO agiortay olur.

|CO| = |BO| oldugundan m(@) = m(O/C'\B) olur. m(O/C\B) = z diyelim. O
halde m(@) = 2z, m(m) = z olacaktir. CO ve CD agiortaylar oldugundan
m(B/C'\D) = 2z ve m(ﬁ) = 4z olur. |AO| = |CO| oldugundan da m(O//E') =3z
dir. Buradan m(@) = 4z elde edilir.
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ACD ve ABC figgenlerinde Agi-Agi-Aci benzerligi vardir. Bu benzerlik kullanilarak
|AD|  |AC|
[AC| ~ |AB|
|AC|*> = |AD| - |AB|

bulunur.

10. Bir ABCD dortgeninde BC' ve DA kenarlarinin orta noktalar1 sirasiyla £ ve F
'dir. EDA ve FBC fiiggenlerinin alanlari toplaminin, ABC'D dortgeninin alanina

esit oldugunu gosteriniz.

Coziim:

C

DA kenar1 BDA, EDA ve CDA {iggenlerinin ortak tabani ve E, BC kenarinin orta

noktasi oldugu i¢in
1
Alan(EDA) = 5 (Alan(BDA) + Alan(CDA))
olur. Benzer sekilde

Alan(FBC) = = (Alan(ABC) + Alan(DBC))

1
2
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11.

12.

‘dir. Her iki esitligi de taraf tarafa toplarsak

1
Alan(EDA) + Alan(FBC) = 5 (Alan(BDA) + Alan(DBC') + Alan(CDA) + Alan(ABC))

1 1
= §Alan(ABCD) + §Alan(ABC’D)
= Alan(ABCD)

elde ederiz.
Bir ABC ii¢geninde, m(@) = 2m(A/C§) olduguna gore,

(a) |AC]> = |ABJ? +|AB| - | BC|
(b) |AB| + |BC| < 2|AC]

oldugunu kanitlayiniz.

|AB| _ |AM]
[BC] — [MC]?
|AB| - |AC|

|AB| + |BC|

Cozum. (a) [BM],376.jpg nin agiortay: olsun. Aci ortay teoreminden
|AM| |AB|
|AC|  |AB|+|BC|

dolayisiyla elde edilir ki bu da bize |[AM| =
verir.

A

B C

Ote yandan, m(m ) = m(@) oldugu i¢in, ABM ve ACB tiggenleri benzerdir.

|AB| |AM| |AB|?
= ——— da |[AM| =

[ac| = [ap) Y AME= e

AB|.|AC| _ |ABP

|AB| 4+ |BC|  |AC|

Buradan bulunur.

Simdi

esitligi diizenlenirse istenen sonug elde edilir.

(b) ABC iiggeninin ¢evrel ¢emberinin yarigapt R ve m(m) = « olmak {izere,

siniis teoremini kullanarak istenilen esitsizligi elde ederiz:

|AB|+|BC| = 2Rsin a+2Rsin 3a = 2R(sina+sin 3a) = 4R sin2acos a < 4R sin 2a = 2|AC|

P noktasi, kenar uzunlugu 10 olan bir egskenar tiggenin i¢ bolgesinde yer almaktadir.
P noktasinin iiggenin iki kenarina olan dik uzakliklari 1 ve 3 ise ii¢iincii kenara olan

uzaklig1 kagtir?

Coziim: Verilen tggen ABC iiggeni, P noktasinin AB,BC ve AC kenarlarina
izdiiglimleri de sirasiyla L,K ve R olsun. PL=1, PR = 3 alalim.
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Alan(ABC) = Alan(APB) + Alan(BPC) + Alan(CPA)
102 -3 10-1 10-|PK| 10-3
4 s T T
25V3 = 5+5|PK|+15

25v3—-20 = 5|PK]|
5V3-4 = |PK]|

13. Sekilde bir dikdortgen 3 kareye boliinmiigtiir. o + 3 = v oldugunu gosteriniz.

Coziim:Sekilden tan(a) = %, tan(B) = 3 ve tan(v) = 1 oldugu kolayca goriilebilir.

Buradan

tan(a+ B) =

tan(a) + tan(B) 5 =1 =tan(y)

N
1 —tan(a)tan(B) 1 3

.1
2

bulunur.

0<a<pB<y< Ve (0, g) araliginda tanjant fonksiyonu siirekli artan bir

fonksiyon oldugundan elde edilen tan(a + ) = tan(y) sonucu a + § = v oldugunu

gosterir.

14. C agis1 dik olan ABC' tiggeninde S, AB kenarinin orta noktasi, V ise AB kenarina
inilen yiiksekligin ayagidir. |SV| =1 ve |SC| = 2 ise ABC iiggeninin ag1 6lgiilerini
bulunuz.

Coziim:
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15.

16.

C

SV C dik tiggeninde |[SC| = 2|SV/| ’dir. O halde m(V/.S%') = 60° olur. S noktasi,
ABC iigganinin g¢evrel gemberinin merkezidir. Buradan SBC' iiggeninin ikizkenar
oldugu bulunur. m(S/B%') = $(180 — m(‘//@)) = 60°. Buradan da m(C/AE) =
180 — 90 — 60 = 30° elde edilir.

Bir ABC {iggeninin A, B ve C koselerinden inen dikmelerin uzunluklar: sirasiyla, 5,

4 ve 4 diir. |BC| kenarinin uzunlugunu bulunuz.

Coziim: Ucgenin ikizkenar ve esit kenarlarin |AB| = |AC| oldugu agiktir. Alan(ABC) =
S olsun. BC nin orta noktasi P olmak tizere |AP| - |BC| = S veya |BP| = %
yazilabilir. Benzer sekilde AB = % olur. ABP dik ii¢geni gbz oOniine alinarak
|AP|*|BP|?> = |AB|? esitliginden 25 + g—; = %2 bulunur. Buradan da S = % ve
|BC| = % elde edilir.

Kenar uzunlugu 2 olan bir ABCD karesinde AD ’nin orta noktasi £ ve C’ den BE

'ye inilen dikmenin ayagi F' dir. CDFEF dortgeninin alanimi bulunuz.

Co6ziim: BAE dik iicgeninde |BE| = /5 ’tic. CFB ve BAE fiicgenlerin ben-

B A
5

E

C D

V5
Dolayist ile, Alan(CDEF') = Alan(ABCD)Alan(BAE) — Alan(CFB) = 41% =1

olur.

2
zerliginden Alan(CFB) = ($2)° Alan(BAE) = (l) 12-1) = % elde edilir.
)
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17. Yiiksekliklerinden ikisi 5 ve 7 olan bir iiggenin iigiincii yiiksekliginin iist sinirini

bulunuz.

Coziim: Ucgenin kenar uzunluklarimi a, b ve ¢ ile gosterelim. Uzunlugu a ve b olan
kenarlara inilen dikmelerin uzunluklar: sirasiyla 5 ve 7, diger uzunluk da h olmak
tizere 5a = 7b = hc oldugundan ¢ = % ve g = % elde edilebilir. a < b+ c egitsizligini
2< g + 1 biciminde yazarsak % < % + 1 bulunur. Bu esitsizlik c¢oziilerek h < 17.5

bulunur.

18. Bir tiggenin kenarlari a, b, c ve gevrel ¢cemberinin yaricap uzunlugu R olsun. Eger

R= “b‘fzc ise iicgenin acilarini bulunuz.
Vb 1
Cozim. b+c > 2v/bc oldugundan ﬁ < 3 esitsizligini elde ederiz. Soruda verilen
c

esitligi kullanarak :

R _ Vbe 1
a = btec — 2

uzunlugu cevrel gemberinin ¢apindan biiyiik olamaz.).

yani a > 2R esitsizligini buluruz (bir tiggenin herhangi bir kenarinin

Yani a < 2Rdir ve buradan a = 2R oldugunu goriiriiz.

Elimizdeki R = +l’cc denklemindeki a yerine 2R koyarsak 1 = 26\-{{? denklemini elde

ederiz. Bu da (\/B — y/¢)?nin acilimdir. Buradan da b = ¢ bulmus oluruz. Eger

b= cve R = 5 ise bu iicgen ikiz kenar dik iiggendir.Yani {iggenin acilarim A = 90°

ve B = C = 45° olarak buluruz.

19. Tki merdiven, dar bir sokakta orantisiz bir X -gekli biciminde ¢aprazlama yerlestirilmistir.
Sokak duvarlar: zemine dik degil, fakat birbirlerine paraleldir. Zemin, diiz ve yataydir.
Her bir merdivenin tabani, kars1 duvara degecek gekilde yerlestirilmigtir. Uzun olan
merdivenin sokak duvarina degen iist kismi ile kisa olan merdivenin karsi duvara
degen st kismi arasindaki mesafe dikey olarak 5 m ’dir. Kisa olan merdivenin karsi
duvara degen st kismi ile de, iki merdivenin kesistikleri nokta arasindaki mesafe
dikey olarak 4 m ’dir. Merdivenlerin kesisim noktasinin yere olan yiiksekligi dikey

olarak ne kadardir?

Coziim. Agagidaki ardigik sekilleri dikkate alalim. Her birinde, sokak duvarlarinin

birbirine paralel olmasindan dolay1 ayni renkteki tiggenler benzerdir.
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20.

Benzer iicgenlerden, % = % ‘tiir. Bu yiizden h? = 36 'dur.
Uzunluk aradigimiz i¢in negatif kokii kullanilamayacagindan, iki merdivenin kesigtikleri

noktanin, yere olan dik yiiksekligi, h = 6 m’ dir.

ABC iiggeninde, D noktasi [AC| {izerinde olmak tizere [BD] ve E noktasi [AB]
tizerinde olmak tizere [C'E] dogru pargalar: ¢iziliyor. [BD] ve [CE] nin kesigim
noktast X, Alan(BXFE) = a, Alan(BXC) = b ve Alan(CXD) = c¢ olmak iizere
Alan(AEXD) yi a,b ve ¢ cinsinden bulunuz.

Coziim. Once AX dogru parcasm cizelim. A(AEX)=z ve A(AXD)=y olsun.
BXFE ve BXC fggenlerinin tabanlar1 sirasiyla EX ve XC alimirsa yiikseklikleri

- A

B

C

ayni olur. Dolayisiyla alanlari oram § = % olur. Aym sgekilde BXC ve CXD

tiggenlerinde tabanlar sirasiyla BX ve XD alinirsa bu iki liggenin alanlari orani,

% = %, AX B ve AX D iiggenlerinde de BX ve X D taban alindiginda alanlar orani

Z;‘“ = % = % olacaktir. Bu yolla AXFE ve AXC {iggenlerinden de ﬁ = % =7

elde edilir. Bu denklemlerde icler diglar ¢arpimi yapilirsa,

by = cz + ac (7)

bz = ay + ac (8)

bulunur. (7) esitligini b ile, (8) esitligini c ile carpip toplarsak b%y = acb + acy + ac?
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21.

22.

ac(b+c)
b2 —ac

olarak bulunur. AEX D dortgeninin alam ise z + y =

bulunur. y yi (7) ya da (8) esitliginde yerine yazarsak
ac(a+2b+c)
b%2—ac

elde edilir. Buradan y =

_ac(a+bd)

= e olur.

Kenar uzunluklar1 10, 17 ve 21 olan bir iiggenin icine bir kenar:1 {icgenin en uzun
kenarinda ve diger iki kosgesi ticgenin kisa kenarlar: tizerinde olacak sekilde bir kare

yerlegtiriliyor. Karenin kenar uzunlugunu bulunuz.

Coziim. Heron formuliinden, kenarlari a, b, ¢ olan tiggenin alaninin, s = (a+b+c)/2

olmak iizere, A = /s(s —a)(s — b)(s — ¢) oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, s =
(104+17+21)/2 = 24 ve A = 84 buluruz. En uzun kenara ait yiiksekligin uzunluguna
h dersek, A = 1/2-taban-yiikseklik alan formiiliinden, tiggenin alan1 A = 21h/2 = 84

bulunur ve buradan da A = & elde edilir.

17
10,

21

Karenin bir kenar uzunluguna d diyelim. Karenin tistiindeki iiggen ile en biiyiik ticgen
benzerdir. (Kiiglik {iggenin tabaninin, biiyiik iiggenin tabanima paralel olduguna
dikkat ediniz.) Benzer liggenlerdeki yiiksekliklerinin tabanlarina oranlarindan 8/21 =
(8 = d)/d = 8/d — 1 buluruz. Dolayisiyla, karenin kenar uzunlugu d = 168/29 dur.

m(m) = m(m) ve |AB| = |AD]| olacak sekilde bir digbikey ABC'D dortgeni
verilsin. A noktasindan C'B ve DB dogrularina gizilen dikmelerin kesigim nokta-
lar1 sirasiyla N ve K olmak iizere NK dogrusunun AC dogrusuna dik oldugunu

gosteriniz.

Coziim m(@) = m(A/D\B oldugundan dolay1 ABD tcgeni ikizkenardir. Dolayisiyla

m(A/CE) = m(@) dir. ANB ve AKB acilar1 90° olduklarindan ve AB gordiiklerinden

dolay1r ABN K bir kirigler dortgenidir. Buradan M noktasi AC ve NK nin kesigim
noktasi olmak iizere m(m) = m(@) = m(m) = m(m) = m(m@
esitlikleri bulunur. AM N {i¢genininden m(m) + m(m) + m(m) = 180°
yazilabilir. Buradan, m(ﬁ\/IT\T) = 180°—m(m\@—m(m) = 180°—m(@)—
m(@) = m(m) = 90° yazlabilir. Sonug olarak AC ve NK nin dikligi bu-

lunmusg olur.
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23. Bir ABCD karesinin BC ve C'D kenarlarindan K ve L noktalar: aliniyor. m(m) =
m(m) olduguna gore m(m) kagtir ?

Coziim. A kogesinden K L ye yiikseklik ¢izilsin. ABK ve AM K dik iiggenleri denktir
ve |AM| = |AB| = |AD| dir. Yani AML ve ADL iiggenleri de ayn1 zamanda benzer
dik iiggenlerdir.

m(KAL) = m(KAM) +m(LAM) = m(KAB) + m(LAD)
yani
2m(K AL) = m(KAM) +m(LAM) + m(K AB) + m(LAD) = 90°

olur. Dolayisiyla m(m) = 45° dir.

B A
K
M
C D
L

24. Kenarlari a, b ve ¢ olan bir dikiiggenin kenarlar1 geometrik bir dizi olusturduguna ve
abc = 1 olduguna gore a, b, ¢ yi bulunuz.

Co6ziim.Genelligi bozmadan a < b < ¢ oldugunu kabul edelim. Yani, a = g ve c = bq

dur. abe = 1 oldugu icin b3 = 1 yani b = 1 dir. Pisagor teoreminden (%)2 +1=¢°
2 V5+1
2

yani ¢* —¢> —1 = 0 dir. 22 — 2 — 1 denkleminin pozitif kokii oldugu icin

q:\/@ve%: @dir.
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25. ABC' dik tiggeninde AB hipoteniisiiniin orta noktast K olsun. M, BC kenari
tizerinde | BM| = 2| M C| olacak sekilde bir nokta ise m(m) = m(]\TK\C) oldugunu
gosteriniz.

Coziim: A’ AC kenar uzatilarak |A'C| = |AC| olacak sekilde bir nokta olsun ve

A

A’ AB fiiggenini olugturalim. |A'C| = |AC| ve BC LAA" oldugundan A’AB ii¢geni
ikizkenar iiggendir. Ayrica M bu licgenin agirlik merkezidir. K ’de BA 'nin orta
noktasi oldugu i¢in A, M ve K dogrusaldir. |A'C| = |AC| ve |AK| = |K B| oldugu
icin CK ve BA' paraleldir. Bu yiizden m(m) = m(@) = m(]\m) "dir.

26. Bir yamugun orta tabaninin uzunlugu 4 ve taban agilar1 40° ve 50° ’dir. Alt ve st

tabanin orta noktalarini birlestiren dogru parcasinin uzunlugu 1 ise taban uzunluk-

larini hesaplayiniz.

X

;\I
] /'K
L D
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27.

28.

ABQ tcgeni dik oldugu i¢in |AN| = |BN| = |QN| ve |DL| = |LC| = |QL| 'dir.

|AB| |CD|
S -2 = jeN - QI =N =1
g = 1ABLEIOD_

denklemleri ¢oziildiigiinde |AB| = 5, |CD| = 3 olarak bulunur.

ABC {iggeninin i¢ teget cemberi BC kenarma M, C'A kenarina N, AB kenarina ise
|DP|  |BD|
IDN| — |CD|
noktasi olduguna gére DM 1 PN oldugunu gosteriniz.

P noktalarinda tegettir. NP dogrusu tizerinde olmak tizere bir D

Coziim. |AP| = |AN| oldugundan m(ANP) = m(APN) yani m(NPB) = m(PNC)

olur.

Bu durumda BDP ve C'N D ii¢genleri benzer oldugundan ve m(ﬁ\f) = m(@)
ICD| |CN| |CM|

|BD|  |BP| |BM|
Dolayisiyla DM dogrusu BDC acisinin ag1 ortayidir ve bu nedenle NP1 M D olur.

oldugundan, oldugu goriiliir.

M noktasi, ABCD karesinin g¢evrel gemberindeki C'D yaylarindan kisa olaninin
iizerinde bir nokta olsun. P ve R noktalar sirasiyla AM dogrusuyla BD ve C'D
dogru pargalarinin kesigimlerini gostersin. Benzer sekilde, @) ve S noktalar1 da BM
dogrusu ile sirasiyla AC ve DC' dogru parcalarinin kesigim noktalar1 olsunlar. P.S

ve QR dogrularinin birbirlerine dik olduklarimi gosteriniz.

Coziim. O noktasi ile ABC'D karesinin merkezini gosterelim. M noktasi, cemberin
yukarida séylenen yayinin iizerinde oldugundan, AM B agisinin 6lgiisii merkezi AOB
agisinin (dik ag1) yarisi kadardir, yani 45°’dir. Bu agit ABC'D karesi i¢indeki BDC
agisiyla aynm oldugundan, PS parcast D noktasindan da M noktasindan da 45° ile
goriiliir. D ve M noktalariin her birisi PSS yar1 diizleminde olduklarindan, PSM D
dortgeni kirigler dértgenidir. Bu dértgenin DM S i¢ agis1 dik acidir (giinkii M nok-

tast BD gapimi gormektedir). Boylece DPS agisimin da dik oldugu bulunur. Yani
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PS 1 BD dir. Benzer gekilde, QR 1 AC oldugu da gosterilebilir. Boylece, AC 1L BD
oldugundan PS 1 QR olacaktir.

29. Boyutlar1 25x36x12 olan ve yerde en biiylik yiizlerinden birisi iizerinde duran bir
kutunun alt koselerinin birinde bulunan bir karinca, kutunun altindan ge¢cmeden,
kars1 caprazdaki alt koseye ulasmaya calismaktadir. Karincanin kullanabilecegi en

kisa yolun uzunlugu nedir?

Coziim. Karinca, yerle kutunun birlestigi yerden yiirtiyerek kutunun etrafin1 dolagabilir.
Bu yol 254+36=61 birim uzunlugundadir. Kutunun iizerinden gecerse izleyebilecegi

4 yol vardir. Bu yollar1 kutuyu acgarak gosterirsek agagidaki sekli elde ederiz:

36
A
12 /
B
25
D / :
C

Pisagor teoremini kullanarak bu yollarin uzunluklarini

|AD| = /(36 +12)2 + (25 + 12)2 = /3673

IBD| = +/(12+ 36+ 12)7252 = /4225

|AC| = /362 + (124 25 +12)2 = /3697

2
IBC| = /(364 12)2 + (124 25) = V3673

olarak buluruz. Bu dort yoldan en kisasi v/3673 ~ 60.6 birim olarak bulunur. Bu
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30.

31.

mesafe ilk buldugumuz 61 birimden de kisa oldugu ic¢in karincanin kullanabilecegi

en kisa mesafedir.

Merkezleri O ve P olan iki tane daire alalim. Her bir dairenin merkezinden, diger
dairenin cevresine iki tane teget cizelim. O merkezli daireden cizilen tegetler, O
merkezli daireyi A ve B noktalarinda; P merkezli daireden cizilen tegetler de, P
merkezli daireyi C ve D noktalarinda kessin. AB ve CD kiriglerinin esit uzunlukta

olduklarini gésteriniz.

Co6ziim. |OR| = r; ve |PS| = ry olsun. OP,
seklin bir simetri ekseni oldugu igin E nok-
tasi, AB kirisinin; F' noktasi da, C'D kiriginin
orta noktasidir. Ayrica; simetriden dolay,
AB ve CD, OP ile dik kesigirler. OS ve PR
teget olduklar: i¢cin, ORP ve PSO agcilari, dik

acilardir.

OF A ve OPS iiggenlerinin bir acilar1 ortaktir ve her ikiside bir dik ag1 igermektedir.
Bu yiizden, bu iki tiggen benzerdir. Dolayisiyla, |AE|/|OA| = |PS|/|OP| ’dir.
|OA| = ry ve |PS| = ry oldugu i¢in, |[AE| = r1r2/|OP| olur. Bu yiizden, |[AB| =
2r1r2/|OP| 'dir.

Benzer sekilde, simetriden dolay1 |CD| = 2rire/|OP| 'dir. (PFC ve PRO benzer

ticgenlerdir)

Sonug olarak, AB ve CD kiriglerinin uzunluklar1 birbirine esit olur.

Bir ABCD doértgeninde, Alan(ABC) < Alan(BCD) < Alan(CDA) < Alan(DAB)
ise ABCD nin bir yamuk oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. [AC| ve [BD] kosegenlerinin kesigim noktast O olsun. Alan(ABC) <
Alan(BCD) oldugu igin

Alan(AOB) + Alan(BOC) < Alan(BOC') + Alan(DOC)
buradan da
Alan(AOB) < Alan(DOC) 9)
elde edilir. Benzer sekilde, Alan(CDA) < Alan(DAB) esitsizliginden

Alan(DOC) < Alan(AOB) (10)
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32.

33.

ve, (9) ve (10) den

Alan(DOC) = Alan(AOB) (11)

oldugunu goriiriiz. (11) {in her tarafina Alan(BOC) eklersek, Alan(BCD) = Alan(ABC)

elde ederiz. Simdi, ABC ve BCD ii¢genlerinde, [BC| kenarlar1 ortak ve alanlar: esit
oldugu ic¢in, A ve D koselerinden cizilen yiiksekliklerin uzunluklar egittir. Bu da
bize [AD] ve [BC| nin paralel oldugunu, dolayisiyla ABC' D nin bir yamuk oldugunu

gosterir.

Kogegenlerin kesigimi O olan ABCD paralelkenarinda, M ve N noktalari sirasiyla
[BO] ve [CD] nin orta noktalar1 olsunlar. ABC ve AMN {iggenleri benzer ise,
ABCD nin bir kare oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. AMN ve ABC fiiggenlerinin benz-

erliginden
|AM|  |AN| (1)
|AB|  |AC|

elde edilir. Dolayisiyla,

m(MAN) = m(BAC) ve m(BAM) = m(CAN)

(2)
olur. (1) ve (2) den BAM ve CAN iicgenlerinin

benzer oldugunu goriiriiz. Buradan,

|AM| |AB| |BM]|
|AN| ~ |AC| |CN|

ve m(A/B]\W ) = m(A/C']\V) elde edilir. Dolayisiyla A, B, C, D noktalar1 merkezi O
olan bir ¢cember tizerindedir, ve ABCD bir dikdortgendir.

Simdi, |BM| = {|BD| = 1|AC| ve |CN| = 3|AB| oldugunu buluruz. Dolayisiyla, (3)
teki ikinci esitlik bize % = 2‘[353" verir ve buradan 2| AB|? = |AC|? = |AB|?*+|BC|?
elde ederiz ki bu da ABC'D nin kare oldugunu gosterir.

Bir diizgiin dokuzgenin en uzun kosegeninin uzunlugunun, en kisa kogegeni ile bir

kenarmin uzunluklar: toplamina esit oldugunu gosteriniz.

Coziim. Bir diizgiin dokuzgeni ABCDFEFGHI ile gosterelim. DE ve HG kenarlari
X noktasinda kesigsinler. Simetriden dolay1 AC' = EG ve AF = DH olmaldir. Agk
bir sekilde, EG ve DH dogru pargalar1 AB kenarina paraleldir.

424



BC' dogru pargast AB kenariyla 40° lik ac1 yaptigindan, C'D kenar1 AB ile 80° lik
ve DE kenar1 da AB ile 120° lik ag1 yapar. Yani, m(@() = 60° ve m(@) =
60° dir. Dolaywsiyla XHD ve XGFE iiggenleri egkenar {icgenlerdir. DH = DX ve
EG = EX dir. Buradan da DX = DE + EX ve DH = DE + EG bulunur.

34. Kenarlar1 20 ve 15 olan bir ABC' D dikdortgeni verilsin. Merkezi A noktasinda olan
bir gember C' kogesinden gegiyor. BD dogru pargasini igeren kirigin uzunlugunu

bulunuz.

Coziim

T, EF nin orta noktasi olsun. AT, EF ye diktir yani AT, BAD fti¢geninin yiiksekligidir.

Pisagor teoreminden dolay:
|BD|> = |AD|? + |AB|?

|BDJ? = 20 + 15

|BD| = 25 dir.
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35.

36.

BAD fic¢geninin alamim iki sekilde hesaplarsak:

|AD||AB| B |BD| |AT)|
2 o 2

15.20  25.|AT)|
2 2

|AT| = 12

bulunur. AFE yaricap oldugu icin AFE uzunlugu AC uzunluguna esittir. ATE

iicgenine Pisagor Teoremi uygularsak:
|AC|? = |AE|)? = |AT|* + |TE)?

252 =122 + |TE|?
ITE* = 481
ITE| = V481
olur. EF uzunlugu TF nin iki kat1 oldugu icin, | EF| = 21/481 olarak bulunur.

Yar1 cap1 7 olan bir cemberle cevrelenmis ve alam 372 olan diizgiin cokgenin kenar

sayis1 nedir?

Coziim. Oncelikle diizgiin cokgenin n kenarl oldugunu diigiinelim. Simdi ¢okgeni,

tabani ¢okgenin bir kenari, diger kollariysa cokgeni cevreleyen gemberin yari capi

olacak sekilde eg tliggenlere ayiralim. Bu tiir her {icgenin tepe agisi 27” olacaktir.
Dolayisiyla her bir iiggenin alani % .72 . sin 27”, ve n-gen’in alani da & - r? - sin 2%
2 2

olur. Buradan 3-r2 = % -2 . sin
6 _ 27
» = sin 7

=% denklemi elde edilir. Bu denklemi diizenlersek,
yani n = 12 buluruz. Burada dikkat edilecek husus sadece onikigenin
bu 6zelligi saglamasidir, ¢linkii ayni cemberin icine cizilecek olan bagka bir diizgiin

cokgenin alani kenar sayisiyla dogru orantili olarak istenen degerden farkli olacaktir.

ABC dar agili iiggeninin gevrel gemberinin merkezi O olsun. O; ise AB kenarini iki
esit parcaya ayiran ve O noktasindan gegen dogrunun tizerinde, O noktasina gore
AB kenarmin diger tarafinda kalan bir nokta olsun. Merkezi Oq, yari capr AOq
olan ¢embere K, C'A ve CB dogrularinin K ile kesigtigi noktalara ise sirasiyla Ay ve
B; diyelim. Bu durumda A; B ve AB; dogrulart ABC ii¢geninin g¢evrel ¢emberinin

iizerinde kesistiginde AO,BO dortgeninin bir kirigler dértgeni oldugunu gosteriniz.

Coziim. A B ve AB; dogrular1 ABC iiggeninin ¢evrel gemberinin iizerinde kesigtigi

noktaya D noktasi diyelim ve m(@l) = a olsun. Bu durumda m(m) = 180°—

m(m) = 180° — « olur. Burada A, C, B ve D noktalar1 bir ¢gember iizerindeki

noktalar olduklar1 igin, m(@) = 180° — m(@) = « olur. Simdi A AB,
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37.

ve A@l acilar1 K cemberi tlizerinde A1B; yayma baktiklar igin esit acilardir.
Dolayisiyla 180° — o = m(A@l) = m(m) = «a yani a = 90° olur.

Simdi m(@) = ~, ve dolayisiyla m(A/OE) = 2m(@) = 2v olsun. Ancak diger
taraftan m(AB1C) = 180° — m(B1AC) — m(ACB;) = 180° — 90° — y = 90° — ~
oldugundan, m(m) = 2m(A/B-1\B) = 2m(A/BY§’) = 2(90° — v) = 180° — 2 olur.

Bunlarin 1s181nda
m(AOB) + m(BO1A) = 2y + (180° — 2) = 180°

oldugundan AOBO; doértgeni bir kirigler dértgenidir.

P noktas1 bir gember tizerinde, ) noktasi bir dogru iizerinde sabit; R noktasi ise
P noktasinin bulundugu ¢ember iizerinde (P, @, R bir dogru iizerinde olmayacak
sekilde) degigken bir noktadir. P, @ ve R noktalarindan gegen ¢cember, () noktasinin
bulundugu dogruyu tekrar V noktasinda kestigine gore, V R dogrusunun bir sabit

noktadan gectigini gosteriniz.

Coziim. P(Q dogrusunun cemberi kestigi diger noktaya X, QV dogrusuna paralel
olan ve X noktasindan gecen dogrunun gemberi kestigi diger noktaya ise W nok-
tast diyelim. Bu durumda W g¢ember iizerindeki bir sabit nokta olur. Simdi W

noktasinin, RV dogrusu iizerinde oldugunu gosterelim.

PQV R kirigler dortgeni oldugu igin m(@) = 180° — m(f@?)’dir. Aym gekilde
PXWR Kkirigler dortgeni oldugu icin, m(P/RW/) = 180° — m(m)’dir. Ayrica
XW//QV oldugu igin, m(m/ ) = m(f@?) oldugunu da biliyoruz. Bu durumda
denklemleri beraber inceledigimizde m(m ) = m(ﬁ) oldugu kolayca goriiliir.
Dolayisiyla R, W ve V noktalar1 ayni dogru iizerindedir. (Burada R noktasinin
PQ dogrusunun hangi tarafinda olduguna gore degisik sekiller olabilir ancak her

durumda yukaridaki gibi bir argiiman kullanilabilir.)
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38. ABCD, bir kirigler dortgeni olsun. AC kogegeni DAB agisinin agiortayidir. AD
CA| < |DE| =

kenar1, D kosesinden ug noktasi E olacak sekilde uzatiliyor. |CE| =
|AB| oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: ABCD Kkirigler dortgenininde m(ﬁ/@) = m(m) oldugundan ve esit
acilarin gordiikleri kirig uzunluklarinin da ayni olacagindan | BC| = |C'D| dir. m(ﬁ’) =

A

180 — m(@) = m(@) oldugundan C' DF {i¢genini C' kogesi donme noktasi ola-
cak, ve B ve D noktalar ¢akigsacak sekilde dondiirdiigiimiizde m(@) = m(@)
oldugundan E noktasi BA dogrusu lizerinde yer alacaktir. Bu noktaya E’ adi vere-
lim. Déndiirme, uzakliklar koruyacagindan |CE| = |CE’| olur. Bu ise E/ = A
olmasimi gerektirir. Ayrica E' = A olmasi da |CE| = |C'A| oldugunu gosterir.

E' = A& |CE|=|CA|

Aym gekilde |DE| = |BE'| olmas: i¢in de A = E’ olmas1 ve |[DE| = |BE'| olmasi da
|DE| = |BE'| olmasin gerektirir.

A=E' < |DE| = |BE|
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39.

Bu iki kosgullu ifadeyi birlestirdigimizde
|CE| = |CA| & |DE| = |BE'|

sonucu elde edilir.

Alan1 7 olan bir ABC' egkenar liggeninde M ve N noktalar: sirasiyla AB ve AC
iizerinde bulunan ve AN = BM kogulunu saglayan noktalar olsun. O = BN N CM

olmak tizere, BOC fii¢geninin alani 2 olsun.
a) MB:AB=1:3veya MB: AB = 2 : 3 oldugunu ispatlayimniz.

b) AOB agismin 6l¢iisiinii bulunuz.

Coziim. a) % = z olsun.

Bu durumda A(ABN) = Tz = A(BMC) , A(BOM) = 7x — 2 ve A(AMON) =
A(BOC) = 2 olur.

Ayrica, A(CON) = 7—2—-2—(Tz—2) = 5Tz , A(ANO) = £ . A(CNO) = 26
ve A(AMO) = =2 . A(BOM) = L=2(72 — 2) bulunur.

Buradan, A(AMON) = A(ANO) + A(AMO) ifadelerini yerlerine yazarsak,

2:x(5—7m)+1—x

-2
1—z x (7:3 )

bulunur. Yani 922 — 92 + 2 = 0 ve buradan da = = % ve ya xr = % elde edilir.

b) ABN ve BMC figgenleri benzer ti¢genler olduklar i¢in
m(BOM) = m(BCM) + m(CBO) = m(MBO) + m(CBO) = 60°

dir. Dahast, m(MAN) +m(MON) = 180° oldugu icin AMON dértgeni bir kirigler

dortgenidir.

%:% olsun. Yani, AM = 2BM = 2AN olsun. AM kenarinin ortanoktasina () der-

sek, AQN ftiggeni ikizkenar olur ve m(A/Q]\V) = 60° olur. Dolaysiyla AQN egkenar
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41.

iiggendir. Bundan dolay1 Q, AMQN doértgeninin cevrel cemberinin merkezidir ve
m(m) = m(m/[) = 90° dir. Dolayisiyla m(m) = 150° dir. Benzer sekilde,
eger AB = 2 ise yani 2AM = MB = AN ise m(AMN) = m(AON) = 90° dir. Yani
m(AOB) = 90° dir.

Bir ABC iiggeninde a, b ve ¢ sirasiyla A, B ve C kogelerinin karsisindaki kenarlarin
uzunluklar1 ve r;, ABC {i¢geninin igteget gemberinin yar1 ¢api olmak tizere ve 6(a +
b+ c)r? = abc esitligini saglamaktadirlar. M, ABC iicgeninin icteget cemberinin
iizerinde bir nokta ve D, E, F' siras1 ile bu noktanin BC, AC ve AB kenarlarina
izdiigimleridir.

Alan(ABC) = S ve Alan(DEF) = S ise % kesirinin alacagi en biiyiik ve en kiiciik

degerleri bulunuz.

Coziim: ABC iiggeninin yari gevresi p ve gevrel gemberinin yaricapr R olmak tlizere
abc = 4RS ve S = pr ile, verilen 6(a + b+ c)r? = abc esitlikleri kullamlarak R = 3r
elde edilir. O noktasi cevrel ¢cemberin merkezi ve I noktasi ABC ii¢geninin icteget
cemberinin merkezi olsun. Euler’in [IO*> = R(R — 2r) esitliginde R = 3r yazarsak
|10| = r+/3 bulunur. Dolayisiyla [IO| > r olur ve O noktasi icteget cemberin diginda
yer alir.

K ve L noktalar1, K noktasi O noktasina daha yakin olacak sekilde /O dogrusunun
igteget cemberi ile kesigtigi noktalar olsun. O halde

IOK| < |OM| < |OL| < R

"dir.
S R - oM

S 4R?

oldugundan

5-2v3 |R*—|OLP| _ 5 _ |R*—|OKP’| 5+2V3
36  4R2 8§ © 4R? 36

elde edilir.

Bir ABC' {iggeninin alanim esit alanh ABM, BCM ve MC'A ti¢genlerine bolen M

noktasinin agirlik merkezi oldugunu ispatlayiniz.
Coziim. Ispat icin ABM ve BCM esit alanh ticgenler oldugunda M noktasimn B

den cizilen kenarortay tlizerinde oldugunu gostermek yeterlidir.

A ve C noktalarimin BM kenarma dik izdiigiim noktalar1 K ve H olmak iizere BM
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43.

ile AC' nin kesigim noktasi L olsun. Bu durumda

IBM]| . |AK| |BM|.|CH|
f = SABM = SBCM = f

dir. Yani |AK| = |CH| dir. Eger AC, BM kenarma dik degilse K ve H nokta-
larindan biri ABC ii¢geninin iginde digeri ise diginda kalir. Dolayisiyla m(A/I-(\L) =
90° = m(C’/fE) ve m(A/L?) = m(ﬁ) olur. Yani AKL ve CHL fticgenleri estir.
Dolayisiyla |[AL| = |LC| dir ve BL kenarortaydir. Eger AC, BM kenarma dik ise
K, L ve H noktalar1 ¢akigik olur. Bu durumda da yine BL kenarortaydir.

~ ~

Bir ABC ii¢geninde m(B) = 2.m(C) ve A acisinn agiortayr BC' kenarmi D nok-

-~

tasinda kesmek tizere |AB| = |CD| ise m(A) kagtir?

~ -~

Coztm.|AB| = |CD| = a, m(C) = a ve m(A) = 23 olmak tizere m(@) =
m(B//E) = 3, m(B) = 2a ve m(B/D\A) =a+ f dir.

A
s\

20

D a

sina  |AD|  sin2a
sinB  a  sin(a+ )
bulunur. Buradan yarim ag1 ve toplam formiilleri kullanarak 2sinfcosa = sin(a+3)

ACD ve ABD iiggenlerine siniis kuralimi uygularsak

ve tana = tan egitlikleri bulunur. Ayrica 0 < a, 3 < 90° oldugu igin « = ( dur.

-~

180° = 23+ 2a+ a oldugu i¢in § = 36° dir. Sonug olarak m(A) = 23 = 72° bulunur.

ABCD eskenar dortgen ve m(@) = 60° olsun. K ve L noktalar1t AD ve DC ke-

narlar1 tizerinde noktalar ve M noktas1 K DL M paralel kenar olusturacak sekilde AC

kosegeni tizerinde bir nokta olsun. BK L {icgeninin eskenar oldugunu ispatlayiniz.
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Coziim. ABCD egkenar dortgeni ABD ve BCD olmak {izere iki tane egkenar
tiggen igerir. Eger |KD| = |LC| oldugu gosterilirse K BD ve LBC {tiggenleri benzer
iicgenler, | K B| = |LB| ve m(K BD) = m(LBC) olur. Yani, m(KBL) = m(DBC) =
60° ve BK 'L {icgeni eskenar tiggen olur.

LM, AD ye paralel ve m(m\C') = m(@) = m(D/C'\A) = m(m) dir. Dolayisiyla
M LC ikizkenar tiggendir; yani |[LC| = |LM| = |KD| dir.

ABC dik ti¢geninde D ve E siras1 ile AB ve BC' dik kenarlar iizerinde m(@) =
30° ve m(gl-)\C') = 45° olacak sekilde noktalar, F'ise AE ve C'D dogrularinin kegisim
noktasidir. |AE| = +/3, |CD| = /2 olduguna gore, F noktasimin AB kenarma olan
uzakligini bulunuz.

Coziim:

XHYE

F noktasmin AB kenarina olan izdigiimi G, CB kenarmna olan izdiisimi de H
olsun. |FG| = |[HB| = z ve |HE| = y diyelim. m(Iﬁ) = 30° oldugundan
\FH| = 3|EH| = /3y 'dir. |AE| = v/3 ve m(BAE) = m(HFE) = 30° oldugu icin
|BE|=x+y = ? (*) bulunur. |DC| = /2 ve m(@) = 45° bilgileri kullanilarak
da |[DB| = DG| + |GB| = 1, ve buradan da z + yv/3 = 1 (**) elde edilir. (**)
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esitliginde, (*) esitliginden elde edilen y = @ — z kullanmilirsa

x+y\/§ =1
1

2(v/3 1)
bulunur.

45. ABCD yamugunda AB tabaninin orta noktast M ’dir. E, AC kosegeni iizerinde,
BC ve ME, F noktasinda; DE ve AB, H noktasinda kesigecek gekilde secilmig bir
noktadir. F'D ve AB, G noktasinda kesigiyor ise M noktasinin G H nin orta noktasi

oldugunu gosteriniz.

Cozium:

CD ve EF dogrularmin kesisim noktasma N diyelim. DC||GB ve M, N, F' dogrular

dogrusal oldugundan
|GM|  |DN|

IMB| — |NC|
olur. AH||DC ve M, E, N noktalar1 dogrusal oldugu igin de

|AM|  |NC]
[MH| ~ |DN]
olur. Buradan
|GM| |AM|
IMB| |MH|
elde edilir. |[AM| = |M B| oldugundan |GM| = |M H| bulunur.
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46. P,, cevrel cember yaricapi 1 olan bir diizgiin ¢cokgendir. P, nin alanininin ¢evresine

oraninin 0.25 den biiyilik oldugu en kiigiik n degerini bulunuz.

Co6zium:
1 . ™ T
Alan(P,) = n <2> 2sin (ﬁ) cos (ﬁ)
Cevre(P,) = n(2sin (E))
n
Alan(P,) 1 T
Geretry — 2 ()
%{Si,ﬁ)) orani 0.25 'ten biiyiik olmasi icin
1 v
5 €08 <n) > 0.25

coSs (E) > 0.5
n

cos (%) = % oldugundan ve cos (%), n arttikca arttigindan en kiiclik n degeri 4 ’tiir.
47. Herhangi bir licgen kendisi ile benzer olan

(a) 2002
(b) 2003

iiggene boliinebilir mi?

Coziim: Herhangi bir n tamsayisi icin herhangi bir iicgen kendisi ile benzer olan n?

iicgene boliinebilir. O halde bir iicgen 452 = 2025 iicgene béliinebilir. Benzer sekilde

n? benzer iicgen de, birlestirilerek bu iicgenlere benzer olan bir iicgen olusturulabilir.

(a) Bir iiggen 452 = 2025 benzer iicgene boliinebilir. Olusturulan kiiciik iicgenlerin
4% = 16 tanesi ve 32 = 9 tanesi ayr1 ayr1 birlestirildiginde {icgen sayis1 olusan
yeni iki iiggenle birlikte 16 — 1 + 9 — 1 = 23 azalir. Geriye 2025 — 23 = 2002
benzer tliggen kalir.

(b) 2025 benzer iicgenden 2 defa 22 = 4 iicgen ve 2 defa 32 = 9 iicgen ayr1 ayr1
birlegtirildiginde tiggen sayis1 2(4—1)+2(9—1) = 22 azalir. Geriye 2025—22 =
2003 benzer iiggen kalir.

48. ABC ii¢geninin i¢inde bir M noktasi olsun. Bu tiggende m(@) =70°, m(A/B\C’) =
80°, m(m/[) = 10° ve m(m) = 20° olduguna gore |AB| = |MC| oldugunu

gosteriniz.
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Coziim. ABC iiggeninin gevrel gemberinin merkezi O noktasi olsun. ABC' dar agili

bir iiggen oldugu i¢in O noktasi liggenin i¢indedir.

Bu durumda m(A/O\C) = Zm(fB\C) = 160° oldugundan m(A/C\O) =10°, m(@) =
2m(§@) = 140° oldugundan m(C’/B\O) = 20° olur. Dolayisiyla O = M ve
dolayisiyla |MA| = |MB| = |MC| oldugu goriiliir. Bu durumda m(@) = 80° —
20° = 60° oldugundan ABM iicgeni eskenar liggendir. Yani |[AB| = |MB| = |[MC|
oldugu goriliir.

ABCD dértgeni m(@) = m(B/D\C') = 36°, m(@) = 18° ve m(@) = 72°
olmak {izere bir digbiikey dortgendir. AC' ve BD kogegenlerinin kesistigi nokta P

olduguna gore APD acisinin Olciisiinti bulunuz.

Birinci Coéziim. DA ve BA dogrular tizerinde |AC| = |AE| = |AZ| olacak sekilde

\

4
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50.

DAC)

Bu durumda m(ﬁ@) = m(2 =18 = m(C/'BT?) oldugundan DEBC dértgeni

—_— m\
bir kirigler dortgenidir. Benzer gekilde m(AZC) = m(20)

CBZD dortgeni de bir kirigler dortgenidir.

= 36° oldugundan

Dolayisiyla BOCDZE besgeninin kogeleri A merkezli ¢gemberin iizerindedir. Yani
|AC| = |AD| ve m(m) = m(m) = w = 72° olur ve bunlarin sonu-
cunda m(ﬁ) = 36° ve m(@) = 108° olarak bulunur.

ikinci Coziim. Asagidaki resimde de goriilebilecegi gibi BB; ve DD; dogrulari

sirasiyla D/Ba ve B/D\Cl acilarinin ag1 ortaylaridir.

Dolayisiyla C' noktasi BDC' {iggeninin i¢ teget ¢gemberinin merkezidir. Bu durumda

— —_— _ 20 ].440
m(DCLA) = m(ACLB) = 36°, m(DPA) — 7% — 108°

oldugu acikga goriiliir.

A ve B koselerinden gizilen kenarortaylarin dik kesistigi bir ABC' iiggeninde en kisa

kenarin AB oldugunu ispatlayiniz.

Coziim: A ve B kogelerinden cizilen kenarortaylarin kesigtigi nokta M, C' kogesinden
gizilen kenarortaymm AB kenarimi kestigi nokta F olsun. Bu durumda F, ABM
dik iiggeninin hipoteniisiiniin orta noktasi, dolayisiyla da ABM fi¢geninin cevrel
¢emberinin merkezidir. Bu da |AB| = 2|F M| oldugunu gosterir. M, CF kenaror-
tayim 2 : 1 oraminda boldugii igin |AB| = |CM| olur. AMC {iggeninin en biiyik
agisi, bir genig ag1 olan, AMC dir. O halde |AC| bu tiggenin en uzun kenaridir.
Buradan |AC| > |MC| = |AB| oldugu sonucu ¢ikar. Benzer sekilde |BC| > |AB|

oldugu da ispatlanabilir.
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m(ﬁE\C') = m(DQAC) = 18° = m(C/’B\D) ‘dir. Buradan, A noktasi merkez ol-

mak tlizere, DEBC dortgeninin koselerinin bir gember iizerine yerlestirilebilecegi

(gembersel oldugu) sonucu gikar.

ABC {iggeninde AB kenarinin orta noktast M ve ABC agisinin agiortayinin AC
kenari ile kesigtigi nokta D olsun. M D1 BD ise, |AB| = 3|BC| oldugunu gosteriniz.

Coziim: AC kenarmin orta noktasina N diyelim ve bu noktayr M noktasi ile

birlegtirelim. B kosesi ile D noktasini da birlegtirelim.

ﬂ
M N E
%
B C

M N dogru pargas1 BC kenarina paralel olacaktir. M N ile BD nin kesistigi noktaya
P derseck MBP iicgeni ikizkenar ve |BD| = |DP| olur. Ayrica NDP ve CDB
tiggenleri eg tiggenlerdir. Dolayisiyla |ND| = |DC| ve |AN|=2 birim, |[ND| = |DC| =

1 birim oldugu elde edilir. BD agiortay oldugu i¢in 3 = % = \% bulunur.

Bir ABC'D dortgenininde m(@) = 45°, m(@) = 30° ve m(@) = m(@) =

15° olduguna gore DBC' agisimin degeri nedir?

Coziim. CD kenan iizerinde, m(m) = 30° olacak sekilde bir K noktasi olsun.

Bu durumda AKC iiggeni m(CTﬁlT() = m(A/ﬁ( ) = 30° oldugundan, bir ikizkenar
iiggen olur. Ayrica soruda verildigi iizere ABC tiggeni de ikizkenar oldugundan,
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K B1AC olur ve dolayistyla m(/TK\B) = m(if(\C) = 60° ve m(m) = 60° oldugu

goriiliir. Bunlarin diginda,

m(BAC) + m(CAD) + m(BKA) + m(AK D)
= 15° +45° + 60° + 60°
= 180°

m(BAD) + m(BKD)

oldugu icin A, B, K ve D noktalar1 bir cember tizerindedir. Dolayisiyla m(D/BT( ) =

m(m?( ) = 45° — 30° = 15° oldugunu goriir ve buradan da sonucu yani
m(DBC) = m(DBK)+m(KBC) = 15°+(90° —m(BCA)) = 15°+(90° —15°) = 90°

degerini buluruz.

Bir dik tiggenin gevrel cemberinin yarigapt R, i¢ teget ¢cemberinin yaricapi r olmak
uzere

R>r(14+V2)
oldugunu gosteriniz.

Birinci C6ziim. Bir dik iicgende c = 2R ve (a—r)+(b—r) =c¢, yani a+b = c+2r
oldugu agiktir.

B
C
a-r
’ Kr A
cr b-r

Bu durumda (a—b)? > 0 oldugundan, 2(a?+b%) > (a+b)?, yani v/2¢ > a+b oldugu

goriiliir. Son esitsizligi ve a + b = ¢ + 2r denklemini birlestirerek,
c+2r < \/5(:, yani 2R+ 2r < 2V2R

elde edilir.
Dolayisiyla (v/2 — 1)R > r, yani R > (1 + v/2)r oldugu goriiliir.

ikinci Coziim. Bu iicgende i¢ teget cemberin merkezi S, cevrel cemberin merkezi O,
hipoteniisle i¢ teget gemberin kesistigi nokta N, dik aginin ag1 ortayinin hipoteniisle

kesistigi nokta ise D noktasi olsun.
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55.

Bu durumda,
r(V241) =rvV2+7r=|CS|+|SN| < |CS|+|SD| = |CD| <|CO| = R

oldugu goriiliir. Burada dikkat edilecek husus a = b durumunda D ve N nokta-
lariin ¢akigik olacagidir. Ancak bu durumda yukaridaki ifadenin egitlik durumunun

saglandigi kolayca goriilebilir.

|AC| = 6, |BC| = 2 ve m(A/CE) = 120° olan bir ABC ficgeninin ACB acismm
ag1 ortayr AB kenariyla D noktasinda kesigiyor. Bu durumda C'D dogru pargasinin

uzunlugunu bulunuz.

Coziim. AC dogrusu iizerinde bir E noktasi, C' noktas1 A ve E noktalar1 arasinda
kalacak ve |C'E| = |CB]| olacak sekilde olsun.

B

120°

Bu durumda FC B tiggeni bir egkenar tiggen ve BE//DC oldugu goriiliir. Dolayisiyla
ACD ve AEB iiggenleri benzer iiggenler olacagindan,

|ICD|  |EB]|

3
= cp| =2
ac] ~ jag ~¢Pl=3

elde edilir.

R cevrel cemberin yarigapt olmak iizere, R(b + ¢) = av/bc kosulunu saglayan ABC

tiggenini bulunuz.

Coziim. Bir gemberde cap herhangi bir kirigden daha kisa degildir, dolayisiyla 2R >
a olur. AO — GO esitsizliginden %3¢ > v/be elde edilir. Dolayisiyla R(b + ¢) > avbe
olur. Esitlik a = 2R ve b = ¢ oldugu zaman saglanir. Bu kogullar1 saglayan iiggen,

bir ikizkenar dik ticgendir.
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56. Bir kenar1 « olan ABC' egkenar tiggeninin digina m(@) = 90° olan AC'D ikizkenar

iiggeni ciziliyor. Burada DA ve C'B kenarlar1 E noktasinda kesigtigine gore agagidaki
sorular1 yanitlayiniz.

(a) DBC agisinin 6l¢listini bulunuz.
(b) CDE ftiggeninin alanini « cinsinden bulunuz.
(¢) BD dogru pargasinin uzunlugunu « cinsinden bulunuz.

Cozim.
(a) |AB| = |AD| = « oldugundan, ABD iiggeni ikizkenar ti¢gendir ve

. 180° — o o
m(ABD) = 80 (620 +90°)

=15°

olur.

B

Dolayisiyla m(@) = m(A/B\C) —m(m) = 60° —15° = 45° olarak bulunur.
(b) m(A/C?E) = 60° ve m(A/E\C) = 30° oldugundan ACFE ii¢geni bir dik liggendir.

2
Dolayisiyla |CE| = 2.]AC| = 2« ve |AE| = 02/3 = aV3 olur. Buradan da

|DE| = a + ay/3 olarak bulunur. Bu durumda

1 1 2 1
Alan(CDE) = 2 |DELJAC| = - +aV3).a = ?(1+v3)

2
oldugu goriiliir.

(¢) CBD ve CDE ftggenlerinin agilar: birbirine egit oldugu i¢in bu iiggenler benzer
iiggenlerdir. Dolayisiyla

|BD| _ |BC| IBD|  «a _a(l++v3) _ a(vV2+6)
DB 10D © a(l+v3) ava PP T T IB= T

oldugu goriiliir.
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57. Dar acili bir ABC iiggeninde, BAC agisinin ag1 ortayi, B kdsesinden ¢izilen yiikseklik
ve AB kenarma ait kenar orta dikme bir noktada kesigmelerinin ancak ve ancak

m(zzl\) = 60° oldugu zaman miimkiin oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. Sekilde gosterildigi gibi [AF] aciortayi,
[BD)] yiiksekligi ve [EK] kenar orta dikmesi, K
noktasinda kesigsinler. m(@) = m(m) =
a olsun. ABK fii¢geninde, |AE| = |EB| ve
[EK] L [AB] oldugu icin, ABK f{iggeni ikizke- E
nar bir iiggendir ve m(ABK) = « olur. Simdi,
ABD figgeninde i¢ agilarin toplami 180° oldugu
i¢in, o = 30° ve m(@) = 60° elde edilir. F

Oteki taraftan, m(A) = 60° olsun. Sekilde
gosterildigi  gibi, [AN] agortay1 ve [BH]
yiiksekligi bir P noktasinda kesigsinler. [AN]
aglortay oldugu igin, m(m )= m(]m) = 30°
olur. ABH iiggeninde i¢ agilarin toplami 180°
oldugu icin, m(m) = 30° dir. Simdi, ABP P
tggeni bir ikizkenar iiggen oldugu icin, P nok-
tasindan c¢izilen yiikseklik tabani ortalar, yani
[PM] yiiksekligi orta dikmedir.

B

58. Birim kareye sigabilecek en biiyiik yarim dairenin alanini bulunuz.

Cozlim. Yarim dairenin, karenin kenarlarina teget olacag aciktir. Olasi bir ¢6ziim,
karenin bir kenarini ¢ap olarak alan bir yarim dairedir. Bu yarim dairenin capi 1
birim olacaktir. Alani ise

'w(%f ~ 0,3927

N -

olur.

Yarim dairenin alaninin en biiyiik olmasi i¢cin komsu iki kenara teget olmasi
gerekir.

Sekil BD kdsegenine gore simetrik oldugu igin m(@) = 45°. X nok-
tasindan gegen ve AB kenarina paralel olan bir dogru yarim dairenin merkezinden

geger.
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B 45° A
.

y 5 ——of X

Q

C D

|OY | =r - cos(45°) = \% oldugundan

1
1:|AB‘:7“+L:T(1+*)

V2

elde edilir. Buradan da yarim dairenin yari ¢api

S SN

rzl T
t

olarak bulunur. Yaricap: 2 — v/2 olan yarim dairenin alan da,

1
3 2 = 7w(3 — 2V2) = 0,539

dur.

59. ABC, |AC| = |BC| olacak sekilde bir ikizkenar figgen olsun. Bu {iggenin ¢evrel
gemberinin, C' noktasini icermeyen AB yaymin iizerindeki bir noktaya P noktasi
diyelim. C noktasindan PB dogru pargasi tizerine indirilen dikme ayagina ise D

noktasi diyelim. Bu durumda,
|PA| + |PB| = 2|PD|

oldugunu gosteriniz.

Coziim. Asagidaki gekilde goriildiigii gibi, PB dogru pargasini |BM| = |AP| olacak
sekilde uzatalim. Burada m(C/BTD) = 180° — m(@) oldugundan m(@) =
m(C/BT@ bulunur. Bu durumda |CA| = |CB| ve |AP| = |BM]| oldugundan BC M
ve ACP iiggenleri eg tiggenler olur. Dolayisiyla |CP| = |CM]| olur ve CPM {iggeni

de, C'D dogru parcasim yiikseklik olarak kabul eden ikizkenar iiggen olur. Sonug
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olarak D, PM dogru parcasinin orta noktasi olacagindan,
2|PD|=|PM|=|PB|+ |BM|=|PB|+ |PA]

oldugu goriiliir.

M

60. Kenarlar1 1,1,1/2 olan ikizkenar dikiicgen bicimindeki bir tahta parcas: iki parcaya
boliinecektir. Iki parcanin alanim esit yapacak en kisa kesitin yerini ve uzunlugunu

ve bulunuz.

Coziim. Iki durum inceleyecegiz:

e 1. durum : dar agilardan biri iizerinden kesim.

e 2. durum : dik a1 tizerinden kesim.

1. durum: X noktas1 AB kenar: tizerinde
ve |[AX| = z, Y noktast AC kenar iizerinde

ve |AY| = y olsun. XY uzunlugu z olan bir A

kesittir. y

Alan(ABC) = 1/2 - taban - yiikseklik = 1/2

dir. & {

AXY iicgeninin alam Alan(AXY)=1/2-z- ! “

(y/v2) = zy/V2 dir. A

Alan(AXY) = 1/2 - Alan(ABC) den zy = B 1 ¢

1/+/2 buluruz.
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61.

62.

AXY {icgeninde cosiniis teoreminden

22 = 2 +y* —2xycos A

= 22 +9y* -1 (cosA=1/V?2)
— (2

elde edilir. Buradan 22 nin en kiiciik degeri, z = y iken 22 = /2 — 1 olarak bulunur.

zy = 1/v/2 oldugu icin z = y = 1/+/2 olur.
2. durum: Y noktasi AB kenari iizerinde
ve |BY| = y, X noktast BC' kenar: tizerinde

ve |BX| = z olsun. XY uzunlugu z olan bir g

kesittir. 5%

Alan(BXY) = zy/2 dir. ’

Alan(BXY') = 1/2-Alan(ABC) oldugundan, ; Z

xy = 1/2 bulunur. BXY iiggeninde pisagor

teoreminden 22 = 22 +y% = (x —y)2 + 1 elde B . c
edilir. 1Y
Dolayisiyla, z? nin en kiiciik degeri, * = y iken 22 = 1 olarak bulunur. Bu 1.

durumdan elde edilen uzunluktan daha uzundur.

Sonug olarak, en kisa kesit 1. durumda elde edilen sekilde, |AX| = |BY| = 1/v/2 ve
kesit uzunlugu v/v/2 — 1 olmahdir. (Simetriden dolay1, benzer kesit BC kenarindan
AB kenarma gizilerek de elde edilebilir.)

ABC ikizkenar iiggeninin, sirasiyla eskenarlar AB ve AC tizerinde P ve () noktalari,
|AP| = |CQ] olacak sekilde bulunmaktadir. Bununla birlikte P ya da @, ABC
iiggeninin bir kogesi degildir. Bu durumda APQ iiggeninin gevrel ¢gemberinin ABC

iiggeninin gevrel cemberinin merkezinden gectigini gosteriniz.

Coziim. P(Q ve AC’nin orta dikmelerinin kesigtigi nokta O olsun. Bu durumda,
|OP| = |0Q)|, |OA| = |0C|ve |AP| = |CQ)| oldugundan, APO ve CQO es liggenlerdir.
Dolayisiyla m(@) = m(A/P\O) oldugu i¢in APOQ dodrtgeninin bir gember tizerinde
oldugu goriiliir. Ayrica m(O/C'\Q) = m(O/ﬂD) = m(@) = m(@) = m(m)
oldugundan OA, BAC agisinin agiortayidir ve ABC' ikizkenar iiggen oldugu igin ayni

zamanda BC kenarmin orta dikmesidir.

Bu durumda O hem BC kenarmmin hem de AC kenarmmin orta dikmesi iizerinde

oldugundan ABC fti¢geninin gevrel cemberinin merkezidir.

Bir ABCD konveks dortgeninin kdgegenlerinin kesigim noktast M olmak tizere AB
kenarini P noktasinda, C'D kenarim1 ) noktasinda kesen ve M noktasindan gegen

g dogrusu dikkate alindiginda APM, BPM,CQM ve DQM iiggenleri benzer olan
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biitiin konveks ABC'D dértgenleri bulunuz (iiggenlerin kogeleri ayni sirada olmak

zorunda degil).

Coézim Eger m(widehatM PB) > 90° ise, m(]\m) = 180° — m(m) < 90° <
m(m) (sekil a). m(m) = m(m) + m(zm\P) oldugundan m(m) <
m(m) ve m(m) < m(m) dir. Yani, APM iic¢genindeki biitiin acilar
m(]\TP\B) dan kuciktur. Bu APM fcgeninin BPM ticgenine benzer olmasiyla
gelisir. Benzer gekilde m(]\m) > 90° olmas1 durumunda APM iiggeni ile BPM
iicgenleri benzer olamazlar. Dolayisiyla, M P dogrusu AB dogrusuna dik olmak
zorundadir. Ayn inceleme M@ i¢in yaparsak M P dogrusunun C'D dogrusuna dik
olmasi gerektigi bulunur. Yani AB ve CD dogrular1 paraleldir. Dolayisiyla ABC D

bir yamuk olmalidir.

P P P

m(D/C'TZ[) = m(m) ve m(m) = m(m) oldugu i¢in APM ve CQM
tiggenleri benzerdir. Benzer sekilde BPM ve DQM ticgenleri de benzerdir. Bu

kosgullar altinda iki farkli durum olabilir.

e 1. durum: m(m\P) = m(B/]W\P) (sekil b). Dolayisiyla, m(]\m) = m(m)
Yani, ABCD ikizkenar yamuktur. APM ~ BPM ~ CQM =~ DQM bulunur.
e 2. durum: m(m) = m(m) (sekil ¢). Dolayisiyla m(m) = m(m)
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ve m(MAP) + m(AMP) = 90°. Yani, m(AMB) = m(AMP) +m(BMP) =
90° dir. Buradan ABCD yamugunun kogegenlerinin birbirlerine dik oldugu
bulunmus olur. Dolayisiyla, APM ~ BPM ~ CQM =~ DQM dir.

63. Bir ¢cembere digindaki bir A noktasindan c¢izilen iki dogru, cemberi sirasiyla B, C ve
D, E noktalarinda kesmektedir. (B € [AC] ve D € [AE] dir.) D noktasindan [BC]
ye cizilen paralel, cemberi F' noktasinda kesmektedir. A ve F' noktalarindan gecen
dogrunun gemberi kestigi ikinci nokta G olsun. FE,G noktalarindan gegen dogru,

[AC] yi M noktasinda kestigine gore

L1
|AM|  |AB| = |AC|

oldugunu kanitlayiniz.

Coéziim. [DF|//[AC] oldugu i¢in m(ﬁF\A) = m(l*{/l\C) dir. Oteki taraftan, DFA
ve DEG ayni yay1 goren cevre agilar olduklarindan o6lgiileri esittir ve m(m’ ) =

m(D/EE) dir. Dolayisiyla, AMG ve EM A iiggenleri benzerdir. Benzerlikten, % =

IEM v da |AM[2 = |MG|- |EM]| clde edili.

M noktasmin gembere gore kuvvetinden, |MG| - |EM| = |MB| - |MC| yazlr.
Dolayisiyla, |AM|? = |MB|-|MC| = (|AB| — |AM|)(JAC| — |[AM|) = |AB| - |AC| —
|AM|(|JAB| + |AC|) 4+ |AM|? buradan da |AB| - |AC| = |AM|(|AB| + |AC|) bulunur.
Son esitligin her tarafi |[AM| - |AB| - |AC| ye boliiniirse istenen ifade elde edilir.

64. ABC bir egkenar tiggen ve P, capt BC kenar1 olan A kogesinden uzak olan yarimdairedir.
A kogesinden gecen ve BC yi li¢ eg parcaya ayiran dogrularin P yarimdairesini de
ii¢ es parcaya ayirdigini gosteriniz.

Cozim:FE ve F noktalar, BC kenarim sirasiyla BE,EF ve F'C olmak iizere ii¢ esit
parcaya ayiran noktalar olsun. AF dogrusu ile P yarimdairesi U noktasinda kesigsin.
Yarimdaireyi tam daireye tamamladigimizda AB ve AC kenarlan ile iist yarimdaire

P', K ve L noktalarinda kesissinler.
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65.

U

BKC ags1 gapt gordigi icin bir dik acidir. Ayrica |BC| = |AC| oldugu igin
KC kenarortaydir, ayni zamanda agiortaydir, yani K, AB nin orta noktasidir ve
m(BCEK) = 30° dir. Benzer sckilde m(CBL) = 30° dir. Boylece K ve L, P’
yarimdairesini {i¢ esit parcaya boler. Dolayisiyla K noktasinin, BC' kenarina gore,

U noktasinin simetrigi oldugunu gostermemiz yeterlidir.

E de BF nin orta noktasi oldugu i¢in K F ile AF paraleldir. O halde m(B/E\U) =
m(m) = m(A/F\E) = m(@) olur. Dolayisiyla U ve K, BC capma gore

simetriktir.

Dikdortgen seklindeki bir kagit, kdsegen olusturan iki kosesi iist liste gelecek sekilde
katlaniyor. Kat yerinin olugturdugu yeni kenarin ({ist liste gelen kogelerin kargisindaki
kenar) uzunlugu, dikdortgenin uzun kenarinin uzunluguna esitse dikdoértgenin uzun

kenarimin kisa kenarmna oranm nedir?

Cozim. ABCD’yi katladigimiz kagit olarak alalim. a < b olacak sekilde AD = a,
AB = b olsun. Katlama sonunda olusan yeni kenara EF ve uzunluguna z diyelim.

Kosegen uzunlugu da d? = a? + b? olacaktir.

B b E A

Simetriden dolayr BD kosegeni ve EF dik kesisecek ve birbirlerini iki eg
parcaya bdleceklerdir. DAB tiggeni ve X EB fiiggeni iki ortak agiya sahip olduk-
lar1 i¢in (m(ﬁB\A) = m()TBT?) ve
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66.

m(A/D\B) = m(m)) benzer ti¢genlerdir:

_z_®
“_3_2
b4 d
O halde
xz%(ﬁ+@) (12)

EF nin uzunlugu, dikdoértgenin uzun kenarinin uzunluguna esit oldugundan

x = b dir. (12) de yerine yazarsak:

b :%M@+W
2
B = %w+w>
vt = a’(a®+ 17
0 = b*—ad??—d*
Denklemi ¢ozersek
2o a? £ vat + 4a*

2
a’(1 £+/5)

2

bulunur. a,b > 0 oldugu icin negatif kokii gozardi edersek uzun kenarin kisa kenara
b (1445
a 2

ABCD Kkaresi ile ABEF karesinin bulundugu diizlemler birbirlerine diktir. AFE ve
BF dogrular1 O noktasinda kesigiyor ve |[AE| = 4 cm ise

oramnil

olur.

(a) B noktasimndan DOC ve DAF diizlemlerinin kesistigi dogruya olan uzakligini
(b) AC ve BF dogrular arasindaki uzakhig

bulunuz.

Coziim:E ve F' noktalalarindan sirasiyla C' ve D noktalarina 4 cm uzaklikta olan
E' ve F' noktalarii kullanarak ABEFCDE'F’ kiiptinii olugturalim.

(a) DOC diizlemi AF kenar ile M noktasindan kesigsin. DC, ABEF ile paralel
oldugundan OM ’de DC ’ye paraleldir. O halde M, AF ’nin orta noktas
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ve DM ’de DOC ve DAF diizlemklerinin kesigim dogrusudur. Dolayisiyla
istenilen uzakhk B ’den M D ’ye olan uzakliktir. Burada uzaklk |[MB| =
|MD| = 2¢/5 ve |BD| = 4y/2 ’dir. Buradan BDM ’nin alan1 da 4/6 olarak
bulunur. O halde B ’den M D dogrusuna olan dik uzaklik 45@ tir.

(b) BF ve AC dogrulari E'BF ve ACF’ paralel diizlemlerinde yer almaktadir.
O halde aralarindaki uzaklik bulunduklari diizlemler arasindaki uzakliga esitir.
DE, E'BF ve ACF’ diizlemlerine dik ve bu diizlemler tarafindan 3 esit parcaya
boliiniigiinden bu diizlemler arasindaki uzaklik

4v/3

1
= .|DE| = -2
3 3

olarak bulunur.

67. Cevresi 40 ¢m olan ABCD egkenar dortgenininin A kogesini merkez olarak alan
gember C, B kogesini merkez olarak alan ¢ember ise D noktasindan gegmektedir.

Bu iki cember birbirlerine teget ise, ABC'D eskenar dértgeninin alam kac em?dir?

Coziim:ABCD, egkenar dértgen oldugu igin, kogegenleri birbirlerini orta nokta-
larindan keserler. Ayrica kogegenler dik kesigirler.

(Dik kesigtiklerinin kiiglik bir ispat1 vektorler kullanilarak yapilabilir:

449



—_— — —
B

AC = AB + AD ve BD = AD — AB oldugundan,

—_— — —_— == —  —
AC-BD = (AB+ AD)-(AD — AB)
—_— — — —  — ——

= AB-AD—-AB-AB+ AD-AD - AD-AB
= AD-AD - AB-AB

2 2
— |4D| - [4B|
— — —— 2 — 2 —_— —
‘AD} = ‘AB ,oldugundan )AD‘ = ’AB’ yani AC - BD = (0 dir. Dolayisiyla
— =
ACLBD)

Biiyiik ¢emberim yar1 capma R (= |AC]), kiicikk ¢emberin yar1 gapma r
(= |BD|) diyelim. Dortgenin alani, igindeki dort es iiggenin alanlarinin toplamina

egittir:

zMABCD):4.%«€.%>:A%

Ayrica Pisagor bagintisindan, (%)2 + (%)2 = 102, oldugundan R? + r? = 400
diir. Tki cemberin merkezi aym dogru iizerinde oldugu icin iki cemberin teget oldugu
nokta da bu dogru tizerindedir. AB dogru parcasini uzatalim. Bu yeni dogru parcasi
cemberleri teget noktasinda kesecektir. Bu noktaya E dersek, |[AE| = R, |AB| = 10
ve |BE| = r oldugundan R — r = 10 olur. O halde;

(R—7)? = 10?
R*—2-R-r+r*> = 100

R4+ -2-R-r=400-2-R-r = 100
R-r = 150

O halde ABCD egkenar dortgeninin alan % =75 cm? dir.
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68. Degisik boyutlardaki bes bilye konik bicimindeki bir huniye koyuluyor. Her bilye
bitigigindeki bilyelerle ve huni yiizeyiyle temas halindedir.

En kiigiik bilyenin yaricap: 8, en biiyiik bilyenin yarigapi 18 milimetredir. Ortadaki
bilyenin yarigapini bulunuz.

Coziim: Cevap 12 milimetredir. Bitigik iki bilyenin yaricaplari a < b olsun. g’mn

sadece huninin yiizeyinin egimine bagl olan bir sabit oldugunu gosterecegiz.
Bilyeler birbirleri ile temas halinde olduklar: icin bilyelerin merkezlerinin uzakligi
a + b'dir.

Bilyeler huni yiizeyiyle de temasta oldugu i¢in ve huni yiizeyinin (enine kesitinin)
egimi sabit oldugu icin, sekildeki iki tarali icgen benzerdir. Huni ylizeyinin dikey
eksenle yaptig1 agiya x dersek eger, ¢ = sec(z) huni ylizeyinin egimine bagh olan bir
sabittir. Dolayisiyla bilyelerin merkezlerinin huni duvarina olan yatay uzakliklar: bc

ve ac’dir.

Huni yiizeyinin egimini m ile gosterelim. Dolayisiyla m = (bbj';)c olur. Buradan

b _ mc+l 13
o = ey elde edilir.
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69.

Dolayisiyla bitisik bilyelerin yaricaplarinin orani sadece huni yiizeyinin egimine baglh
olan bir sabittir. Bu sabiti k ile gosterelim.

En kiiciik bilyenin yarigapi 8 oldugu i¢in, onun iistiindeki bilyenin yaricapi 8% ola-
caktir. Yine ayni sekilde ortadaki bilyenin yaricap: 8k2, onun iistiindekinin yaricap:
8k3 ve en biiyiik bilyenin yaricap:t 8k* olacaktir. En biiyiik bilyanin yaricapr 18
oldugu icin 18 = 8k* elde edilir. Buradan k? = % bulunur. Dolayisiyla ortadaki
bilyenin yaricag 8k% = 12 olur.

ABC figgeninin AA’ ve BB’ kenarortaylarinin dik kesigtiklerini

varsayalim. |BC| = 3 ve |AC| = 4 ise, AB kenarimin uzunlugu ne olur?

Co6ziim: Bu probleme bir kag yaklagimda bulunmak miimkiindiir.
Geometrik Coziim:

Asagidaki sekilde m(B/C\A) = m(@’ ve %—% = %—a =1 dir.

Bu yiizden CAB ve CB' A’ ticgenleri benzerdir ve A'B’ = %BA "dur.

AA' ve BB', D noktasinda kesigsinler.

A'D =2z, BD =y, AD = z, BD = w ve AB = ¢ olsun. Dolaysiyla A'B’ = %c

olur.

Yukaridaki sekilde goziiken dort dik ticgenin herbirine Pisagor Teoremini uygularsak

)

AABD = y*+a22=c/4 (1)
AB'AD = *+22=4 (2)
AABD = w4 22=¢ (3)
ABA'D = w’+22=9/4  (4)

452



denklemlerini elde ederiz. Buradan, (1) - (2) + (3) - (4) = 0 = 5¢%/4 — 25/4.
Dolayisiyla, ¢? = 5 olur.
Bu yiizden, AB kenarinin uzunlugu v/5 ’dir.

Vektorel Coziim:

C noktasi orijin olsun.

— — -
CA =dve CB = b olsun.

_— —

AA" ve BB’ vektorleri birbirlerine dik olduklarindan, i¢ carpimlar: sifirdar.

1

— - -

AA:AC+CA=§b—5
- = — 1 -
BB:BC+CB=§6—b

/ R A
AA 1 BB = AA . BB =0 ’d.
Bu yiizden (b — 2@).(@ — 2b) = 0 ve dolayisiyla 5@.b — 2a% — 2b? = 0 *dur.
a =4 ve b =3 oldugu icin, 5@.b = 2(42 + 32) = 50 olur.
Bu yiizden, @.b =10 'dur. O halde,

AB.AB = (b—a).(b—a)
b2 +a? —2a.b
32442 -2x10

=5

elde edilir. Dolayisiyla, AB kenarinin uzunlugu v/5 olur.
Kenarortaylarin Bir ézelligi Kullanilarak Yapilan Geometrik Coziim:

AA' ve BB', D noktasinda kesissinler.

Bu ¢6ztimde; bir iiggenin kenarortaylari, ticgenin tepe noktasindan karsi kenarin orta
noktasina giden yolun 2/3"inde kesisirler, sonucunu kullanacagz.

Bu yiizden, A'D =z, DA = 2z ve B'D =y, DB = 2y diyebiliriz.
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B 3/2 A 32 C

Yukaridaki sekilde goziiken ti¢ dik tiggenin her birine Pisagor Teoremini uygulayarsak

)

AADB = 22+42=9/4 (1)
AADB = 42’442 =14 (2)
AABD = 4a® 4 4% = (3)

denklemlerini elde ederiz. Buradan, (1) + (2) = 522 + 5y? = 25/4 "diir.
Bu sonucu (3) ile birlestirirsek, ¢ = (4/5) x (25/4) = 5 elde ederiz.
Dolayisiyla, AB kenarinin uzunlugu v/5 olur.

Kartezyen Coziim:

Kartezyen ¢6ziim, kisa olmasina ragmen, diger ¢oziimlere gore pek sik degildir. Bu-
rada, birbirlerine dik dogrularin egimlerinin ¢arpimi —1 dir, gercegini kullanacagiz.
C noktas orijin olsun. A noktasinin koordinatlar: (4,0), B noktasinin koordinatlar
ise (1, s) olsun. AA' ve BB' dogru pargalarinin egimlerinin zit igaretli olmak zorunda

olduklarina dikkat edelim. Bu ytizden, r > 2 olur.

4

C(b, 0) B'(2,0) A4, 0),

BB’ 'm egimi s/(r — 2) ve AA" 'm egimi (s/2)/(r/2 —4) = s/(r — 8) 'dir.

AA" 1 BB' = AA' ve BB' ’m egimlerinin carpimi -1 ’e esittir.

Bu yiizden, s2/(r — 2)(r — 8) = —1 ’dir. Ifadeyi diizenlersek, s> = —r2 + 10r — 16
denklemini elde ederiz.

Ayrica; BC = 3 oldugu icin, r? + s> = 9 'dur. Buradan 10r — 16 = 9 ve dolayisiyla
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71.

r = 5/2'dir. O halde,

AB? = s+ (4-r)?
= s24+r2—8r+16
= 9-20+416
=5

elde edilir. Dolayisiyla, AB kenarmin uzunlugu /5 olur.

|AB| = |AC| ve m(@) = «olan bir ABC {iggeninde P, P # B olan |AB| iizerinde
bir nokta ve @, A dan ¢izilen yiikseklik tizerinde |PQ| = |QC/| olacak sekilde bir nokta
olsun. m(Q/P\C’) kagtir ?

Coziim. |AB| = |AC| oldugu i¢in A dan gizilen yiikseklik ayni zamanda agiortaydir.
Aymi zamanda |QB| = |QC| = |PQ| ve BQC, BQP, PQC figgenleri ikizkenar olur.

m(QBC) = m(QCB) = B, m(QBP) = m(QPB) = v ve m(QPC) = m(QCP) = §
ise m(@) =~ dir. ABC ve BPC birer iiggen olduklar: igin o 4+ 23 + 2y = 180°
ve 20 + 23 + 2y = 180° esitliklerini kullanarak m(aP\C) =0 = § bulunur.

a Kenar1 a olan ABC egkenar fiiggeni veriliyor. MP1AB, NM1BC, PN1AC
olmak {izere P € [AB], M € [BC], N € [AC] noktalarinn olugturdugu M N P

ti¢ggeni icin M P uzunlugunu bulunuz.

b Her ABC dar agl iiggeni igin MP1AB, NM1BC, PN 1AC olacak sekilde
P € [AB], M € [BC], N € [AC] noktalarimin bulunabilecegini gosteriniz.

Cozim.

a NPM ve ABC tggenleri benzer tiggenlerdir. Dolayisiyla, N PM iiggeni de egskenar
tiggendir. Yani, AAPN = ABMP = ACNM dir. Eger |AP| =z ise |AN| =

2 ve INC| =a—% olur. Aynica |[AP|=|NC|oldugui¢inz =a—% ve x = 2
bulunur. Buradan |[PN| = mT\/ﬁ = %‘/3 bulunur.

b AB tzerinde herhangi bir Py noktasi alinsin ve Py noktasimn |AC| iizerindeki

izdiigtim noktasi1 Ny olsun. My, Ny noktasindan BC' ye gizilen izdiigtim ile AB
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73.

dogrusuna Py noktasindan cizilen dikmenin kesisim noktasi olsun. AMy nin
BC' ile M noktasinda kesigtigini varsayalim. A merkezli homoteti ve ;1471\]/[\/[0 orani

MoNy Py ticgenini M N P iicgenine gotiiriir.

BAC agis1 sabit kalmak tizere, B ve C noktalari sabit, A noktasi degiskendir. Burada
AB ve AC kenarlarinin orta noktalari sirasiyla D ve E noktalari olsun. Ayrica
DF1AB, EG1LAC ve BF ile CG dogrular1 BC dogrusuna dik olacak gekilde F'
ve G noktalar1 olsun. Bu durumda |BF|.|CG| ¢arpimimin A noktasmin se¢iminden

bagimsiz oldugunu gosteriniz.

Coziim. ABC iiggeninin agilarina «, (, v diyelim.

. A
B o
G
D E\"Y
p¥L A
Bu durumda AB AC
|BF|:!7|C’G|: ‘ |
2sin g 2sin-y
esitliklerinden
1 |AB| |AC| 1 (|BC|\”
B 0G| L. [ABl 14Cl 1 (1BC]
4 siny sinf 4 \sina

denklemini elde ederiz.

Denklemde de acikc¢a goriildiigii gibi sonu¢ A noktasinin pozisyonundan bagimsizdir.

Bir dikdortgenin kenarlari orani 12 : 5 tir. Kogegenlerin olusturdugu 4 iiggenden
bir kenar1 komsu olanlarin icine c¢izilen cemberlerin yaricaplar: r; ve ro olmak tizere

71 : 9 oranini bulunuz.

Coziim. Kogegenlerin kesim noktasina S diyelim. AB.S ve BC'S iiggenlerini gézoniine

alalim. ABS figgeninin i¢inde kalan ¢emberin yarigapi r1, liggenin g¢evresinin yarisi
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s1 ve BC'S iiggeninin i¢inde kalan ¢cemberin yarigapi rg, liggenin gevresinin yarisi so
olsun. ﬂggenlerinin alanlar1 egit oldugu icin r1s7 = rese dir. Denklem diizenlenirse
r1 1Ty = S @ s; bulunur. |AB| = a,|BC| = b olsun. Kogegen uzunlugu d ise
s1 = # = 234 dir. Benzer sekilde so = 254 dir. Yani, ry 170 = (b+d) : (a +d)
dir.

[

r2 S

a = 12k ve b = 5k dersek, Pisagor teoreminden dolay1 d® = a?+b? = (12k)?+ (5k)? =
169k2 olur. Buradan d = 13k dir. Sonug olarak ry : 79 = (13k + 5k) : (13k + 12k) =
18 : 25 bulunur.

Cap1 AB merkezi S olan yaricember iizerinde asagidaki kosullar: saglayan C ve D

noktalar1 verilsin.

i C noktast AD yay1 iizerindedir,
ii CSD agis1 dik acidir.

E noktast AC ve BD dogrularinin kesigim noktasi ve F' noktasit AD ve BC' dogrularinin

kesigim noktasi ise |EF| = |AB| oldugunu gosteriniz.

Coziim. C ve D noktalari gember tizerinde olduklar: igin Thales teoremine gore
AD1BD ve BC1LAC dir.

F noktasi ABF {iggeninin yiiksekliklerin kesim noktasidir yani EF 1 AB dir. CSD
agis1 90° oldugu igin CAD agis1 45° dir. Dolayisiyla AC'F ti¢geni ikizkenar dikiiggendir.
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76.

Ayrica, m(ﬁ) = m(B/@) = 90° ve m(m) = m(@) dir. Dolayisiyla ECF
ve BC'A tiggenleri denktir yani |EF| = |AB| dir. Sonug olarak |EF|, C' ve D nokta-

larinin secimlerinden bagimsizdir.

Bir iiggenin icindeki noktalardan kenara uzunluklar: carpimi en biiyiik noktanin

agirlik merkezi oldugunu gosteriniz.

Coziim. ABC iiggeni ve bu liggenin iginde bir S noktasi alalim. [, ls ve I3 S
noktasimin a, b, ¢ kenarlarina uzakliklar: olsun. Aritmetik ve geometrik ortalama
esitsizliginden

aly +bl2+cl3>3 B (

3
(aly).(bla).(cls) < ( - 2Alan(ABC)> .

3

Sag taraf S noktasinin se¢iminden bagimsiz oldugu i¢in sol tarafin maksimumu igin

esitlik elde edilerek bulunabilir yani al; = bls = cl3 olmali.

A

aly = bl = cls kogulunu saglayan S noktasimin agirlik merkezi oldugunu gosterelim:
|BA1| : |A1C| = Alan(BAA) : Alan(A1CA) = Alan(ASB) : Alan(ASC) = cl3 : bls =1,

yani AA; kenarortaydir. Benzer sekilde S nin diger iki agiortayin da iizerinde oldugu

gosterilebilir. Yani S noktasi agirlik merkezidir.

|AB| = |BC| ve |CD| = |DA| olan ABCD dortgeninin AC' ve BD kosegenlerinin
kesigtigi nokta O noktasi olsun. Ayrica, ABD {iggeninin D kogesinden inen yiiksekligin
ayagima N, BC'D ii¢geninin B kosesinden inen yliksekligin ayagina K noktasi diye-

lim. Bu durumda N, O ve K noktalarinin bir dogru iizerinde oldugunu gosteriniz.

Coziim. ABCD dortgeni bir deltoid oldugundan, AC ve BD kdosegenleri birbirine
diktir. Dolayisiyla (agagidaki sekillerden soldakinde goriilebilecegi gibi) m(@) =
90° = m(ﬁ) olur. Yani A, N, O, D noktalar1 bir cember tizerinde olur ve
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buradan da
m(NOA) = m(NDA) = 90° — m(DAN)
oldugu goriiliir.

Benzer sekilde m(@?() = 90° — m(B/C’?() oldugu da aciktir ve ABC'D deltoid
oldugundan m(m) = m(B/C7(), ve dolayisiyla m(m) = m(m) olur. Bu
acilarin esit olmasi, bu acilarin ters agilar oldugunu yani N, O, K noktalarinin ayni

dogru iizerinde oldugunu gosterir.

!

Benzer bir argiimanla sagdaki sekilde verilen durum da ele alinabilir.

77. ABC ikizkenar (|AB| = |AC)|) iicgeninde m(BAC) = 20° dir . D noktasi AC
kenarinin iizerinde, E noktas1 AB kenarinin tizerinde, m(D/Z%') = 60° ve m(E/CE) =

50° olduguna gore m(fﬁ ) yi bulunuz.

o A
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Coziim. m(ITB\C) = 20° olmak {iizere AC
iizerinde bir K noktasi alalim. F ile D yi ve
K ile B yi birlestirelim. m(B/E\C) = m(E/C’\B)
oldugu i¢in BEC iiggeni, BE ve BC' kenarlarinin
uzunluklar:1 esit olan bir ikizkenar ii¢gendir.
m(]?[_(\C) = m(B/-C?() oldugu i¢in BKC' {i¢geni,
BK ve BC kenarlarimin uzunluklar: egit olan bir
ikizkenar tiggendir. Buradan |BE| = |BK]| elde
edilit. |BE| = |BK| ve m(EBK) = 60° ol
masindan dolay1 EBK ti¢geni egkenar iiggendir.
m(BDEK) = m(DBK) = 40° oldugu icin BDK

tcgeni, DK ve BK kenarlarnn uzunluklar esit

olan bir ikizkenar ticgendir. |KE| = |K D| oldugu
icin KDE ikizkenar iicendir. m(EKD) = 40°
oldugu acgiktr. Buradan m(E/DT( ) = 70° ve
dolayisiyla m(ﬁ) = 30° bulunur.

AC kenar1, ABC dik tiggeninin hipoteniistidiir. D noktasi AB kenarinin ve FE noktasi
da BC kenarmmn iizerindedir. m(B/C'\D) = m(D/C\A) ve m(@) = m(lﬂ\C’) dir.
AE kenarmm uzunlugu 9 ve C'D kenarnn uzunlugu 8v/2 olduguna gére AC kenarmm

uzunlugunu bulunuz.

E

Cozim. m(@) =z ve m(B/C-’\D) = y olsun. Buradan:

|AB| = 9cos(x) = |AC| - cos(2x) ve

|BE| = 8V/2cos(y) = |AC| - cos(2y)

denklemleri elde edilir. |AC| iki denklemden de ¢ekip esitlersek

9 cos(x) _ 8v/2 cos(y)
cos(2x) cos(2y)

(13)

bulunur.

y = 45° — x ve bundan dolay1 2y = 90° — 2z oldugu i¢in cos(2y) = sin(2z) oldugu
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goriiliir. Bunu (13) de yerine koyarsak

9cos(z)  8v2cos(45° — x)

= 14
cos(2x) sin(2z) (14)
buluruz. cos(a — b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) esitsizligini kullanarak
o cos(z) + sin(x)
cos(45” — 1) = —————— 15
( ) 7 (15)
elde ederiz. (14) nin termilerini diizenledigimizde
8(cos(x) + sin(x))
tan(2z) = 16
an(2z) 9 cos(x) (16)
oldugunu goriiriiz. tan(2a) = littzii(;zl) ozdesligini kullanip, ¢ = tan(x) dersek 13’“;2 =
8(1(;_'5) elde ederiz. Buradan % = (1+¢)(1 —t?) = 1+t — t* — 3 ve dolayisiyla
3.2, 9
44 Tt-1=0 (17)

buluruz. Bu denklemin koklerinden biri % dir. Bu bilgiyi kullanarak (17) denkle-
mindeki polinomu ¢3 + #* + 3¢ — 1 = (¢t — 1)(#> + 3L + 2) = 0 seklinde ¢arpanlarina
ayiririz. Diskriminant hesabiyla, ikinci derece garpanin gergel koklerinin olmadig:

kolayca goriiliir. Dolayisiyla (17) denkleminin tek gergel kokii % dir. Trigonometrik

ozdeglikler kullamlarak cos(z) = ﬁ ve cos(2z) = (=) bulunur. |AC| = Scos(z)

1+t2 cos(2z)
oldugu i¢in, |AC| = 91761';2 elde ederiz. Buradan |AC| = 9\3//54/ 2 — 6y/5 bulunur.

A,B ve C birbirlerine olan uzakliklar1 esit olan (|AB| = |AC| = |BC)|) iig sehirdir.
A gehrinden 3 km, B sehrinden 4 km uzakta olan bir aracin C' gehrine olan uzaklhig

en ¢ok kag kilometre olabilir?

Coziim. A, B ve C sehirlerinin birbilerine olan uzakliklari egit oldugu igin bu iig

sehir bir egskenar tiggen olusturur.

Arabanmin bulundugu noktaya P dersek, P noktasinin C ye olabilecek en
uzak mesade olmasi igin, C' ve P nin |AB| dogru parcasinin farkh taraflarinda olmasi

gerekir.
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Ptolemy esitsizliginden? AB - CP < AP - BC + BP - C A yazlabilir. AB =
BC = CA oldugundan CP < AP + BP elde edilir. |AP| = 3 ve |BP| = 4 yerine

koyulursa C'P < 7 olur. Dolayisiyla, Aracin C gehrine olabilecek en uzak mesafesi 7

km dir.

80. Bir Kenar1 6 olan egkenar tiggenin igine cizilen gember tizerindeki herhangi bir T
noktas icin |T'A|*> + |TB|? + |T'C|? = 45 oldugunu gésteriniz.

Coziim

AN

\
\
\
\
3 S
x 7
\
———— N
T )
B

Cemberin merkezine gekildeki gibi bir koordinat ekseni yerlegtirelim. Uggenin yiksekligi

6@ = 31/3 diir. Cemberin merkezi agirhk merkezinde oldugu icin yaricapr r = /3

dur.

Bu nedenle kése noktalart A(—3

,—v/3), B(3,—v/3,¢(0,24/3 diir. Cemberin

iizerindei,ki herhangi bir nokta T'(z,y) olsun. Cember denkleminden dolay1 2% +y? =

3 tiir. Iki noktanim uzaklik formiiliinden:

ITAP+|TBP +|TC* = (£43)%+ (y+V3)2 + (£ = 3)2 + (y+ V3)2 + 22 + (y — 2V/3)?

=2+ 62 +94+9y° +2V3y+34+22 —6x+9+ 1y +2V3y+ 3+ 22 +y% —4V3y + 12

= 3(2?

+4%) +36

2Ptolemy (Batlamyus) Esitsizligi: Bir ABCD dértgeni i¢in, AB,BC,CD ve DA kenarlar, AC ve BD

kosegenler olmak iizere,

AB-CP< AP-BC+ BP-CA
olur. Esitlik durumu sadece A,B,C' ve D ¢embersel oldugunda gegerlidir.
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=9+ 36 = 45.

ABCD yamugunda koégegenler O noktasinda dik olarak kesigmektedir. M ve NV,
sirasiyla OC' ve OD dogru pargalar iizerinde m(m) = m(m) = 90° olacak
sekilde noktalardir. E, M N dogru parcasinin orta noktasi ise

(a) OMN ve OBA ftiggenlerinin benzer ti¢genler olduklarimi

(b) OF dogru pargasmin AB ’ye dik oldugunu

gosteriniz.

Coziim:

(a) ANC ve BM D dik iiggenlerinde, dik tiggende yiikseklik bagintis1 kullanarak
ONJ2 = 40] - [OC|
ve
OM[2 = 0B - |DO|
elde edilir. AOB ve COD figgenleri benzer tiggenlerdir. O halde

|OA|  |OB|  |AB]
loC|  |0D|  |DC|
ION* _|OA|-|0C|  |DC|

|OA2 — |0AP  |AB|
olur. Benzer gekilde
OM|* _ |DC]|
|OB> — |AB

bulunur. Ayrica OMN ve OBA iiggenlerinde MOP ortaktr. Dolayisiyla bu

iiggenler benzerdir.
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(b) Ilk siktan OMN ve OBA iicgenlerinin benzer oldugu elde edilmisti. O halde
m(OMN) = m(OBA) dur.
OE, OM N figgeninde hipoteniise ait kenarortay oldugunda |OF| = |EM| olur.
Buradan m(m) = m(lﬁJ\O) = m(@) bulunur. m(@ﬂ—m(l@) =
90° oldugundan m(ﬁB\A) + m(@) = 90° ve OE L AB bulunur.

82. G kapali dortgeni igin
(a) Eger iizerinden gegen her dogrunun G ’yi esit iki alana ayirdigi bir X noktasi
varsa GG bir paralelkenardair.
(b) Eger G bir paralelkenarsa, iizerinden gecen her dogrunun G ’yi esit iki alana
ayirdigi bir X noktasi vardir.
Onermelerini ispatlayiniz.
Coziim:
(a) G dortgeninin kogeleri WVY Z olsun. X, dortgenin diginda oldugu zaman
koselere cizilecek paralel dogrulardan en az bir tanesi dortgeni kesmeyeceginden,

X ’in iizerinden gecen her dogrunun G ’yi esit iki alana bolebilmesi i¢in X ’in G

'nin i¢inde olmasi gerekir. G ve X sekildeki gibi olsun X ’in 6zelliginden dolay1

o7

ADVW ve ADY Z nin alanlari egittir. BEVW ve BEY Z nin alanlar da esittir.
Bu alanlarin hepsi G nin alaninin yarisina egittir. ADWV ve BEVW nun ortak
alanlarim ¢ikardiktan sonra kalan BX A ve DX FE iiggenlerinin alanlarinin egit

olmasi gerekir. Yani

1 — 1 —
3 ca-b-sin(BXA) = 3 -d-e-sin(DXE)

esitligi vardir. BX A ve DX E acilan esit oldugu icin
a-b=d-e

elde edilir.
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Benzer sekilde BEVW ve WCFV dortgenlerinin alanlarini kullanarak b - ¢ =
e-fve WCFV ve ADY Z dortgenlerinin alanlarini kullanarak daa-c=d - f
esitlikleri elde edilebilir.

Tk iki esitligi carptigimizda

a-b?c=d-e®-f

bulunur. Son esitligi kullanarak »> = e? elde edilir. b ve e sifirdan biiyiik
tamsayilar oldugu icin bu da b = e oldugunu gosterir. Diger esitlikler de uygun
sekilde carpildiginda a = d ve ¢ = f elde edilebilir.

O halde AX B ve DXF figgenlerinde kenar-agi-kenar benzerligi vardir. Bu da
m(m) = m(m) anlamima gelir. Yani WZ ve VY birbirlerine paralel
dogrulardir.

Ayn gekilde WV ve ZY dogrularim kesen ve X ’den gegen 3 dogru alindiginda
WYV ile ZY ’nin birbirine paralel oldugu gosterilebilir.

Dolayisyla WVY Z bir paralelkenardir.

(b) G, koseleri ABC'D olan bir paralelkenar olsun. Kosegenlerin kesigim noktasini
F olarak alalim. Simdi F' ’den gegen her dogrunun G ’yi esit iki alana ayirdigin
gosterelim.

F ’den gecen ve BC' dogru parcasini F, AD dogru parcasini da H noktasinda
kestigini diisiinelim. Paralelkenarda kosegenlerin kesim noktasi ayni zamanda
kogegenlerin orta noktasi oldugundan |AF| = |FC| ve |FD| = |FB] 'dir. Aym
zamanda AB ve DC de esit uzunluktadir. Dolayisiyla AF B ve DFC tiggenleri
es licgenlerdir ve alanlar1 da esittir.

AD ve BC paralel olduklar igin m(m’) = m(ﬁEJ\C’) ve m(F/’A?I) = m(E/C?)
Ayrica i¢-ters-acilar olduklar: igin m(@) = m(ﬁ) AHF ve CFE {iggenlerinde
|FA| = |FC| oldugundan ve biitiin agilari egit oldugundan bu ii¢genler es
iiggenlerdir ve alanlari aynidir.

F, G ’nin yiiksekligini de iki eg parcaya ayirdigi icin ve taban uzunluklar: ayni
oldugu icin, AFD ve BFC(C figgenlerinin alanlari aymidir. Daha 6énce AFH
ve FFC {icgenlerinin alanlarinin egit oldugunu bulmustuk dolayisiyla BEF ve

HFD iiggenlerinin de alanlar: esittir.

O halde E'H dogru pargasi, G 'yi CB, BE ve AD dogrularina gore esit iki alana
ayirmigtir. Bu F' ’den gecen her dogru icin kolayca genellestirilebileceginden F

"den gecen her dogru G ’yi esit iki alana ayirir.

83. ABC dik ti¢geninde |AB| = |AC|. [AB] iizerinde |AM| = |BP| olacak sekilde M

ve P noktalari alalim. D noktasi da [BC] nin orta noktasi olmak tizere, [C'M] ve
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[BC] iizerinde sirasiyla R ve @ noktalar, A, R, Q@ dogrusal ve AQ ile C M dik olacak
sekilde alinmigtar.

a-) m(AQC) = m(PQB)

b-) m(DRQ) = 45°

oldugunu ispatlayimiz.

Coziim. Genelligi bozmadan noktalarin A, M, P, B seklinde siralandigini kabul ede-
biliriz. ABEC dortgeninin merkezi D olan kare olacak sekilde E noktasi igaretleyelim.

N noktasi da AQ ve EB dogrularinin kesigim noktasi olsun.

a-) m(m) = m(m) ve m(m) = m(m) = 90° olduklarma gore AMC
ve BN A benzer iiggenlerdir. Ayrica |AC| = |BA| olduguna gore bu ti¢genler es
ticgenlerdir. Buradan |AM| = |BN]| esitligini elde ederiz. Bunu soruda verilen
|AM| = |BP] ile birlestirirsek |[BN| = |PB| ¢ikar. m(@) = m(@) ve QB
ortak kenar olduguna gore PQB ile NQB es tcgenlerdir. Buradan m(P/Q\B) =
m(@) elde ederiz ve m(@) = m(]@) olduguna gore m(z@) = m(@)
cikar.

b-) AD ikizkenar iiggende agiortay oldugundan m(ﬂ)\Q) = 90°’dir. m(ﬂ)\Q) =
m(@) ve m(A/Q\C) = m(R/Q\C') olduguna gore ADQ ve RC(Q benzer tiggenlerdir.
Buradan % = % elde ederiz. m(@), DRQ ve ACQ tggenlerinde ortak agi
olduguna gore yukaridaki esitlikten iki iiggenin benzer oldugunu ¢ikaririz.

Dolayisiyla m(@) = m(A/C\Q) = 45° elde ederiz.

ABC figgeninin BC' kenarimin tizerindeki D ve E noktalari, (D, B’ye daha yakin);

AC' kenarmin iizerindeki F' ve G noktalari, (F', C’ye daha yakin); AB kenarimn

tizerindeki H ve K noktalar, (H, A’ya daha yakin) verilmistir. |AH| = |AG| =1,
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|BK| = |BD| = 2, |CE| = |CF| = 4, m(@) =60°olup D, E, F, G, H, K
noktalar1 bir ¢cember {izerindedir. Buna gore ABC' {i¢geninin i¢ teget ¢emberinin

yari ¢apini bulunuz.

Céziim.

|AH| = |AG|, |BK| = |BD| ve |CE| = |CF| oldugundan, kirig teoremini D, E, F,
G, H, K noktalarindan gecen gembere uyguladigimizda |ED| = |FG| = |[HK]| elde
ederiz. Bu uzunluga x diyelim. Bu durumda A BC iiggeninin kenar uzunluklar: x+3,
x+ 5 ve x+ 6 olur. ABC acgisinin 60° oldugunu ve kosiniis teoremini kullanarak
x = 2 elde ederiz. Son olarak, kenar uzunluklar1 5, 7 ve 8 olan bir figgenin i¢ teget

gemberinin yar1 ¢apini bulmak igin, ur = Alan(ABC) formiiliinii kullanarak

5+7+8‘T75-8-sin60°
2 - 2

elde ederiz ve buradan da r = v/3 buluruz.

Koseleri r yarigaph bir cemberin iizerinde olan tiim ABCD dértgenlerini ve |CB| =
|BP| = |PA| = |AB]| olacak sekilde [C' D] kenar1 iizerinde bir P noktas: diigiinelim.

a) Yukaridaki kogulu saglayan A, B, C, D, P noktalarimin varligin1 gosteriniz.
b) Yukaridaki kogulu saglayan tiim A, B,C, D, P noktalar i¢in |DA| = |[DP| = r
oldugunu kanitlayiniz.

Coziim.

a |AB| < r/3 olacak sekilde bir AB kirigi ve ABP eskenar iicgen olacak sekilde
gemberin ic¢inde bir P noktasi alahm. C' noktasi ¢emberin tizerinde, |BP| =
|BC| ve [AC]| N [BP] # ) olacak sekilde secilsin. P ve C noktalarindan gegen
dogrunun cemberi kestigi noktaya D diyelim. Bu sekilde secilen A, B,C, D, P

noktalar1 istenen kogulu saglamaktadir.
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b m(B/P\C’) = m(B/C\P) = z olsun. BPC ikizkenar iiggeninde m(@) = 180° -2z
olur. ABCD Kkirigler dortgeni ve m(Z?C-’\D) = z oldugu igin m(m) = 180° —
x, dolayisiyla m(ﬁ) = 120° — z dir. m(A/B\C’) = 240° — 2z oldugundan
m(m) = 2x — 60° olur. DAP ii¢geninde m(ﬁ) = 120° — z, ve |DA| =
| DP| bulunur.
ABD ve PBD figgenleri eg tiggenlerdir. Buradan m(A/BB) =30°ve |[AD|=r
elde edilir.

86. ABC' iiggeni, A noktasinda dik agihidir. D noktasi, CD = 1 olacak sekilde AB
kenarinin iizerindedir. AE, A noktasindan BC' kenarina olan dik ytiksekliktir. BD =

BE =1 ise, AD kenarinin uzunlugu nedir?

Cozilim: Bu sorunun ¢oziimiine bir kag yaklagimda bulunmak miimkiindiir. Asagida,
iki yoldan ¢oziim yapilacaktir. Birinci ¢6ziim, uzun olmasina ragmen digerine gore
daha basittir.

Geometrik Coziim:

AD =2z, CE =y ve m(A/B?) =t olsun. AE ve CD, F noktasinda kesigsinler.

/\ BCD ikizkenar oldugu igin, m(B/C\D) =t 'dir.

Bu yiizden, m(@) = 90° — ¢ ve bu yiizden de m(@) =90° — ¢ 'dir.

Ayrica, m(@) = m(@) = 90° — ¢ oldugundan dolay1, A DF A ikizkenar ve bu
yizden DF = AD = x dir.

Dolayisiyla, CF =1 — x olur.
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ABE ve CFEF iiggenlerinin her ikisi de birer dik aci igerdikleri ve m(m) =
m(ﬁC\F) oldugu i¢in, bu iki liggen benzerdir.
Bu yiizden, y/(1 —x) = 1/(1 + z) ve dolayisiyla

y=0-2)/0+z) (1)

denklemi elde edilir.

ABC ve ABE fggenlerinin her ikisi de birer dik aci igerdikleri ve m(@) =
m(@) oldugu igin, bu iki tiggen benzerdir.

Bu yiizden, (1 +z)/(1+y)=1/(1 + x) ve dolayisiyla

(1+z)=14y (2)

denklemi elde edilir.

(1) deki y degerini (2) de yerine koyarsak, (1+ )2 =1+ (1—2)/(1+z) =2/(1+z)
ve buradan da (1 + z)? = 2 oldugu goriiliir.

Bu yiizden, AD ’'nin uzunlugu v/2 — 1 bulunur.

Trigonometrik Cozum:

AD =z ve m(@) =t olsun.

/\ BCD ikizkenar oldugu igin, m(B/C\D) =t ’dir.

Ayrica, m(ﬁC’\A) = 90° — ¢ ve bu ylizden m(ﬁC\A) = 90° — 2¢ dir.
Dolayisiyla, m(A/D\C’) = 2t bulunur.
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87.

88.

ABE ve ADC figgenlerini dikkate alirsak, sirasiyla

cost = 1/(1+x)

cos2t = «x

denklemlerini elde ederiz.

cos 2t = 2cos?t — 1 formiiliinii kullanarak, = = 2/(1 4 x)? — 1 esitligini elde ederiz.
Bu nedenle, (1 +2) =2/(1+ x)? ve dolayisiyla (1 + )% = 2 olur.

Bu yiizden, AD ’nin uzunlugu v/2 — 1 bulunur.

|AB| = |AC| olacak sekilde bir ABC ii¢geninde D, A kosesinden inilen dikmenin
ayagidir. E noktasi ise AB kenari iizeriden bir nokta, m(A/C\E) = m(ﬁ) = 18°
ve |AD| =3 ise |CE| =7

Coziim:AD ve CFE aglortaylarinin kesistigi noktaya I diyelim. I, ABC {iggeninin
igteget cemberinin merkezi olacaktir. O halde I, BA ve BC kenarlarina esit uzakliktadir.

T, I noktasinin AB kenarma izdiigiimii olmak tizere |[ID| = |IT| 'dir. CE dogrusu
iizerinde AP AB olacak sekilde bir P noktas:1 alalim.

m(A/C\E) = m(m) = 18° oldugundan m(@) = 36° ve m(@) = m(@) =
m(I/E71) = 54° olur. Buradan AFET iicgeni |AI| = |EI| olacak sekilde ikizkenar
tiggen olur. Ayrica m(I/A?’) = 90° — m(m) = 90° — 54° = 36° ve m(m) =
90° — m(A/E\P) = 90° — 54° = 36° oldugundan |AI| = |IP| 'dir. T, AE kenarma dik,
ETA ticgeni ikizkenar ve |EI| = |AI| = |IP| olduguicin T', EA, I da E'P kenarlarinin
orta noktasidir. O halde |IT| = 3|AP| dir. m(%) = m(m) — m(@) =
2.54° — 90° = 18° = m(ACP) esitliginden |[AP| = |[PC| = 2|IT| = 2|ID)| elde edilir.

Buradan da
|CE| = |EI|+|IP|+|PC| = |AI|+|AI|+2|ID| = 2(|AI|+|ID|) =2|AD|=2-3=6

bulunur.

Eskenar tiggenin i¢indeki bir noktanin koselere uzakliklar: 3, 4 ve 5 ise tiggenin alanini

bulunuz.

Coziim. Bir ABC iiggeni ve |PA| =5, |PB| = 4 ve |PC| = 3 olan bir P noktasi

alinsin. Ucgeni A noktas: etrafinda 60° sekildeki gibi déndiiriilsiin.
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89.

\P'B| = |PC| = 3, |P'B'| = |PB| = 4 ve |P’A| = |PA| = 5 tir. APP' eskenar
iicgen oldugu i¢in |PP'| = 5 tir. |PB|* + |P'B]* = 42 + 32 = 52 = |PP/)?
vani m(PBP") = 90° dir. APB ve BP'B' iicgenlerinden m(ABP) + m(BAP) =
m(ABP) + m(B'BP') = 120° — 90° = 30° ve m(APB) = 180° — 30° = 150° dir.

APB tiggeninde cosiniis teoremi uygulanirsa
|AB|? = |AP|> + |BP)? — 2.|AP| .cos(m(APB)) = 25+ 12V/3

ve alan
V3

B ~36+25V3
= DTV

S |AB|* = i

bulunur.

Kenar uzunluklar: ve icteger cemberinin ¢api aritmetik dizi olugturan ticgenin dikiicgen

oldugunu ispatlayiniz.

Cozium. igteget cemberin merkezinden ticgenin kenarlarina paralel ¢izilen dogrular
yardimiyla icteget cemberin ¢apinin, licgenin kenarlarindan daha kiiciik oldugu ko-
laylikla gortilebilir. z icteget cemberin capr ve d > 0 aritmetik dizinin fark: ise
{icgenin kenarlar z + d, « + 2d, x + 3d dir. Ucgenin alam S iki farkl yolla hesaplan-

abilir. Uggenin cevresinin yarisi p olmak iizere,

X

py=5=Vp-(0—(x+d) (p—(v+2d)(p— (z+3d)).
Denklemde p = w yerine yazilirsa,

3(z +2d)r \/3(90 + 2d)(z + 4d) (z + 2d)x
4 N 16 ’

Dolayisiyla 3z = & + 4d yani o = 2d. Ucgenin kenarlar z + d = 3d, z + 2d = 4d ve
x + 3d = 5d bulunur. Sonug olarak iiggen dikiiggendir.
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90. p/O\q acis1 icinde yer alan S noktasi, Op dogrusuna P noktasinda, Og dogrusuna ise @)

91.

noktasinda teget olan bir k& cemberinin iizerinde bulunmaktadir. Op dogrusuna par-
alel olan ve S noktasindan gecen s dogrusu ise Og dogrusunu R noktasinda kesmekte-
dir. T noktasi ise SQ R li¢ggeninin ¢evrel cemberi ile P.S dogrusunun kesigtigi noktadir
(T # S). Bu durumda OT'//SQ oldugunu ve OT dogrusunun SQR {i¢geninin ¢evrel

cemberine teget oldugunu gosteriniz.

Cozim. m(@) = 1 ve m(O/Q\S) = 9 olsun. Bu durumda m(@) =
m(]jQ\S) = 1 Ve m((jQ\S) = m(@) = ¢y oldugunu biliyoruz (k ¢emberinin
tegetleri).

YA\

Simdi RS//OP oldugu igin m(O/ﬁg) = m(m) = 1 olur ve RSQT bir kirigler
dortgeni oldugu igin m(@) = m(ﬁ) = ¢ olur.

Dolayisiyla m(O/P\T) = = m(ﬁQ\T) = m(@) oldugundan OPQT dortgeni bir
kirigler doértgenidir. Buradan m(CjO\T) = m(@) = @ = m(O/Q\S) oldugu yani
OT//SQ oldugu goriiliir. Burada OPQT Xkirigler doértgeni oldugundan

m(OTR) = m(OTP)~m(RTS) = m(OQP)~m(RQS) = (p1+¢2)—p2 = o1 = m(RQT)

oldugu goriiliir. Dolayisiyla OT dogrusu SQR iiggeninin gevrel gemberine tegettir.

ABCD dort yiizliisiintin agirlik merkezi ile A ve B kosgeleri arasindaki uzaklik esit
olduguna gore
|AC|? + |ADJ* = |BC|* + |BD|?

oldugunu gosteriniz.

Coziim. A, B, C ve D noktalarimin vektorleri sirasiyla 74, 75, 7c ve Tp; dort
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yiizliiniin agirlik merkezi T noktasi olsun. Burada verilen durum

olarak ifade edilebilir. Dolayisiyla bu denklem vektorel olarak ifade edildiginde
(7 — 7a)? = (Fp — 7'p)*
ve bunun sonucunda
7:?4 — 7:% — 2. 7477 + 2. 7.7 =0

1
elde edilir. Son denklemde 7 = Z(F A+ T + 7o + 7p) degisimi uygulandiginda

7 — 75 — Fao + Fp.fo — Fafp + Tp.7p =0

esitligi elde edilir.
Ote yandan soruda istenen esitlik
(Fe = 7a)* + (Fp = 7a)* = (Fo = 75)” = (Fp = 73)” = 0
olarak ifade edilebilir. Burada buldugumuz bir 6nceki denklemin bu denkleme esit
oldugu kolayca gorilebilir.

. ABC {iggeninin i¢ teget gemberi BC, CA ve AB kenarlarina sirasiyla Aj, By ve
C1 noktalarinda degiyor. Bu durumda A; B1C ii¢geninin agilarim1i ABC' {iggeninin

acilar1 cinsinden ifade ediniz.

Coziim. AC1 By, BA1Cy ve CBy Ay licgenleri ikizkenar tiggenlerdir.

Dolayisiyla
_— — 1
m(BAlCl) = m(BC’lAl) = 900 — 55
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ve

— T 1
m(CBlAl) = m(CAlBl) =90° — 5’)/

oldugunu biliyoruz. Buradan da,
o A A B 1 °© 1
a; = 180° — m(BAlCl) — m(C’AlBl) = §(ﬂ +’y) = 90" — §Oé

1 1
elde edilir. Benzer gekilde 5 = 90° — 55 ve y1 = 90° — 37 olarak bulunur.

93. p ve q yaridogrular1 O noktasinda kesigiyorlar. A ve C' noktalar1 p tizerinde, B ve D

94.

noktalar1 ¢ tizerinde olmak iizere, C D dogrusu O AB ii¢geninin A kdsesinden ¢izilen
kenarotayima paralel olduguna goére AB kenarmmin OCD ftiggeninin D kogesinden

cizilen kenarortayina paralel oldugunu gosteriniz.

Coziim. D noktasindan AB dogrusuna cizilen paralelin p noktasimi kestigi yere M

ve A noktasindan DC' dogrusuna ¢izilen paralelin ¢ noktasin kestigi yere N diyelim.

|OM| _ |OD|

OAB ve OMD figgenlerinin benzerliginden T04] = [oB] Ve benzer sekilde OCD
ve OAN ficgenlerinin benzerliginden % = % bulunur. Yani |[OM]|.|OB| =

|OC|.|ON]| dir. CD dogrusu OAB iiggeninin kenarortayma paralel oldugu i¢in AN
kenarortaydir. Dolayisiyla OB kenarmin orta noktast N dir. Yani, |OB| = 2|ON]|
dir. |OM|.|OB| = |OC|.|ON| den dolay1 |OC| = 2]0M]| dir. OCkenarinin orta
noktas1 M dir yani sonug olarak DM dogrusu OCD iicgeninin kenarortayidir.

Bir ABC figgeninde, |AB| = |AC|, D noktasi [BC] nin orta noktasi olsun. M, [AD]
nin orta noktasi ve N noktasi D noktasmin [BM] iizerindeki dik izdiigiimii olmak

lizere, m(m) = 90° oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. ABDS paralelkenar olacak sekilde bir S noktas1 alalim. ADC'S nin bir
dikdortgen oldugu aciktir. R noktasi dikdortgenin kosegenlerinin kesigim noktasi
olsun. DNS dik tiggeninde [NR], [SD] ye ait kenarortay oldugundan |[NR| = 1/2 -
|SD| =1/2-|AC]| olur.
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95.

R noktasi [AC] nin orta noktast ve [NR| = 1/2 - |AC| oldugu igin ANC' iicgeni
dikagili bir iiggendir. Yani, m(m) = 90° dir.

ABC, m(@) = 90° ve |AB| = |AC]| olacak gekilde bir iiggen olsun. BC' kenari
iizerindeki N noktasi ise, yine BC' kenar: iizerindeki M noktasi ve C' noktasinin

arasinda olacak gekilde ve
|IBM|?> — |MN|?> +|NC}*> =0
esgitligini sagladigina gore, m(]\m ) = 45° oldugunu gosteriniz.
Coziim. Kosiniis Teoreminden,
IMN|? = |AM|? + |AN|2 — 2|AM| - |AN| - cos(M AN) (18)
oldugunu biliyoruz. Yine Kosiniis Teoreminden
|AM|? = |AB|? + |BM|? — 2|AB| - |BM| - cos(45°)

ve

|AN|? = |AC|? + |CN|? — 2|AC| - |CN]| - cos(45°)

bulunur. Burada (18) esitliginde | AM |? ve | AN|? degerlerini yerlerine yazdigimizda,
|AB| = |AC| oldugundan

2|AB|?> — |AB| - |BM|v2 — |AB| - |CN|\/2

MAN) = 1
cos(MAN) 2] AM]| - | AN (19)
elde ederiz. Ote yandan,
Alan(MAN) = Alan(ABC) — Alan(ABM) — Alan(ACN)
_ 2|AB|* - |AB|-|MB|vV2—|AB|-|CN|\V2
B 4
ve -
Alan(MAN) = |AM]| - ]AN2|sm(MAN)
oldugunu bildigimizden, bu iki esitligi birlestirdigimizde
—— 2|AB|?—|AB|-|BM|V2 — |AB| - |CN|V2
sin(JTAN) = |AB] — |AB| - |BM|V2 — |AB| - |CN|V2 (20)

2|AM| - |AN]|
esitligini elde ederiz.
Sonug olarak, (19) ve (20) esitliklerini kullanarak tan(]\m ) = 1 olarak bulunur.
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96.

97.

Yani m(MAN) = 45°'dir.

Dar agilh ABC iiggeninin AC' ve BC' kenarlarimin dig tarafinda ACXFE ve CBDY
kareleri bulunmaktadir. Bu durumda AD ve BE dogrularimin kesigtigi noktanin,

ABC figgeninin C noktasindan inen yiiksekligi tizerinde oldugunu gosteriniz.

Cozliim. AD ve BE dogrularinin kesisgtigi noktaya H diyelim. Ayrica AT LEB ve
CT L AB olmak iizere de bir T" noktasi olsun. Bu durumda |FA| = |AC], m(B/E\A) =
m(T/A\C’) ve m(A/Z-?E) = m(A/T?Z’) oldugundan EAB ve ACT figgenleri benzerdir.
Dolayisiyla |CT| = |AB]| olur.

Simdi BT' 1L AD ve CT'LAB olacak sekilde bir 7" noktasi olsun. Yukaridakine
benzer bir argiimanla ABD ve T'C'D fii¢genlerinin benzer tiggenler oldugu goriiliir
ve dolayisiyla |CT'| = |AB| olur. Bu durumda |CT| = |CT’| olur ki bu da T ve
T’ noktalarmin aym nokta oldugunu gosterir. Burada ABT ti¢geninin yiikseklikleri
BE, AD ve TC dogrulan tizerindedir. Dolayisiyla H noktasi diklik merkezidir ve
C'T dogrusu iizerinde yer almaktadir. Sonug olarak AD ve BFE dogrularinin kesigtigi

nokta ABC ii¢geninin AB kenarima inen yiiksekligin tizerindedir.

Bir digblikey ABC'D dortgeninin i¢ teget cemberinin merkezi I olsun. m(m ) =
m(@) /2 olacak sekilde, [AI] ve [CI] dogru pargalar: tizerinde, sirasiyla, M ve N
noktalar segilsin. m(]\m )= m(ﬁ) /2 oldugunu kamtlayimz.
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Coziim. [BI], ABC agsim aglortayi

oldugu igin, m(fTB\I) = m(B)/2 dir.
Dolayisiyla, m(m) = m(I/BTV) ve

m(ﬁB\I) = m(]m) olur.

m(ABM) = m(IBN) = a1, m(MBI) =
m(NBC) = ag, m(ADM) = B1,m(MDI) =
B2, m(I/DTV) = (3 ve m(]ﬁ)\C’) = (34 olsun.
AMB ve MBI {icgenlerinde siniis teore-

minden
|AM| _ |BM] e |MI1] _ |BM|
sinar  sin(A/2) sinaz  sin(BIM)

elde edilir.

Dolayisiyla R
sina;  |AM] - sin(A/2)
sinas || - sin(BIA)

bulunur. Benzer sekilde, AM D ve MID iicgenlerinden

sinfy  |AM| - sin(A/2)
sinfla |MI|-sin(DIA)

elde edilir. Dolayisiyla
sina;  sinfB; sin(DIA) ()
sinag  sin o sin(ﬁ]?l)

olur. Benzer sekilde, 6nce IBN ve N BC sonra da IDN ve N DC iiggenlerinde siniis

teoremini kullanip

sinag  sin B4 sin(ﬁI\C’)

sina;  sinfs sin(B/IZ')

(%)

elde ederiz. Simdi ABI ve DIC {iggenlerini diiglinelim:

m(A) _m(B)
2 2

m(A)  m(B)  m(C)  m(D) m(A)  m(B)
( 9 Ty Tt T >_ 2

m(BIA) = 180° —

2 2
= 180° — m(DIC)

yani, sin(@) = sin(lﬁ) dir. Benzer gekilde, AID ve IBC {i¢genlerinden,
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98.

sin(m) = sin(@) oldugunu goriiriiz. () ve (#x*) taraf tarafa garpilirsa

sinf3;  sinf3
sinfBy  sinfy

elde edilir.

o o sin
Bi+ B2 = B3+ Bs = m(D)/2 < 90° oldugu icin, f(3) = _mﬁ)ﬁ
_ sin(=5~ — )
B € (0, m(2 )) aralaginda artandir. Dolayisiyla, 61 = B3 ve 8o = (B4 olur. Bu da bize
m(]m) = m(D)/2 verir.

fonksiyonu

3 b
Kenar uzunluklari a, b, ¢ br olan bir liggende — < a + + ¢ < 2 oldugunu
27 b+c c+a a+d

kanitlayiniz.

Coziim. Esitsizligin sol tarafi aslinda biitiin a, b, ¢ pozitif reel sayilar: icin gecerlidir.

Bunu kanitlamak icin yeniden diizenleme esitsizligini kullanacagiz.

Bu esitsizlige gore, a1 < a9 < --- < a, ve by < by < --- < by, reel sayilar olsunlar.
(c1,¢2,+++ ,¢n), (b1,b2,- -+ ,by) in herhangi bir permiitasyonu olmak {izere,

arby + -+ apby, > arcy + -+ apcp > arby, + - - apby

esitsizligi gecerlidir ve esitlik durumlar: ancak (¢, co, - - - , ¢,,) permiitasyonu (b, ba, - - -, by,)

veya (bp,bp—1,- - ,b1) halinde gegerlidir.

Yani, {a,} ve {b,} dizilerindeki terimlerin karsilikli ¢arpimi, bu iki dizinin aym
sekilde (artan veya azalan olarak) siralanmasi halinde maksimum ve ters siralanmasi

halinde minimum degerini alir.
Simdi @ < b < c olsun. {a,b,c} ve {ﬁ, CJ%Q, a%rb} dizileri aym sekilde (artan olarak)

L1 1 ve {1, L L1 permiitasyonlarmi

siralanmigtir.  Ikinci dizinin {C_%a, pru S e a5 Ire ot

diigliniirsek,
a b c_ 4 b c

b+c+c+a+a+b_ c+a+a+b+b+c

ve
a b c a b c

b+c+c+a+a+b_ a+b+b+c+c+a

esitsizlikleri elde edilir. Bu esitsizlikleri taraf tarafa toplayip ikiye boliince istenen

esitsizligin sol tarafi bulunur. Esitligin de miimkiin olabilecegini, a = b = ¢ iken

acikca goriiriiz.

Esitsizligin sag tarafin1 kanitlamak icin, a,b,c nin bir tiggenin kenar uzunluklar:

olduklarini dikkate almaliyiz.

Her hangi bir liggende, s = (a+b+c)/2 olmak iizere, a+b > ¢ oldugu i¢in a+b > s dir.
b a

Dolayisiyla, & <  dir. Benzer sekilde, GLJFC < 7 ve ;. < ¢ dir. Bu esitsizlikleri
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99.

taraf tarafa toplarsak, _$7 + a%rc + 35 < %b“ = 2 elde edilir.

Kare seklindeki tarlanin icine yerlestirilmis bir karinca, tarlanin koselerinin birinden
13 metre, bu kosenin ¢apraz olarak karsisindaki kogseden 17 metre ve {igiincii bir
koseden de 20 metre uzakliktadir. Tarlanin alanini bulunuz. Burada, arazinin

diizgiin oldugu varsayilmaktadir.

Coziim. Karenin koselerini A, B, C' ve D olarak isimlendirelim. Karinca, |PB| =
13, |PC| =20 ve

|PD| = 17 olacak sekilde bir P noktasindadir. C'DP ti¢genini, C' noktasimin etrafinda
saat yoniiniin tersinde 90° dondiiriirsek D noktas1 B ’ye, P noktasi da @ ’ya gider.
Tanimdan dolay, s(@?) = 90° ’dir. Bu yiizden, pisagor teoreminden |PQ| = 20/2
olur. Ayrica, PQC fliggeni ikizkenar oldugundan s(@) = 45° “dir.

B A

17 13

20 17
20

C D

Kosiniis kuralim1 BQ P ti¢genine uygulayarak,
172 = 13% 4 (20v/2)? — 2-13-20v/2- cos QPB

esitligini elde ederiz. Buradan, cos QPB = 174/2/26 olur. O halde, sin? QPB =
1 — cos®> QPB = 49/338 "dir. Buradan, sin QPB = 7+/2/26 olur.

s(CPB) = s(QPB) + s(CPQ) = s(QPB) + 45°
oldugunu biliyoruz. Bu yiizden,

cosCPB = cos(QPB+ 45°)

= cosQPB-cos45° —sin QPB-sin45° (cos(a + b) = cosa-cosb — sina-sin b)

= (cosQPB —sinQPB)/V2
= (10v/2/26)/Vv2
= 5/13
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bulunur. Kosiniis kuralini, C'PB {i¢genine uygulayarak
|BC|? = 20% 4 13% — 2-20- 13- (5/13) = 369

esitligini elde ederiz. Dolayisiyla, tarlanin alan 369 m? olur.

Not Yukaridaki method, |PB| = a, |PD| = b ve |PC| = c olacak sekilde, genel

durumlar: ¢ézmek i¢in kullamlabilir. |BC| = s dersek,

= Sl 0+ AR@ T — &)~ (@~ PP

esitligini elde ederiz. Yukaridaki formiiliin a ve b 'ye gore simetrik olduguna dikkat
etmeliyiz.

|PA| = d olsun. a? + b? = % + d? oldugunu gostermek zor degildir. Bu durum,
yukaridaki ¢oziime kisa bir yol saglar. Ornegin, (a,b,¢) = (1,7,5) ise simetriden
dolay1 d = 5 olur. 1 ve 7 (PB ve PD) uzunluklarmin uzakliklar1 dogrusaldir. Bu

yiizden, karenin kogegeni 8 m ’dir. Dolayisiyla, alani da 32 m? ’dir.

100. Ikizkenar bir ABC iicgeninin (JAB| = |AC|) AB kenan fizerinde BCD agis1 15°
olacak sekilde bir D noktasi yer almaktadir. |AD| = 1 birim ve |BC| = /6 birim

ise CAB acisinin 6lgiisii kag derecedir?

Cozim.

ABC agisinin 6lgiisiine ¢, AC' kenarinin uzunluguna da x diyelim. m(m) =t+15,

m(D/C’\A) =t — 15 derece olur. ADC iiggeninde siniis teoremini uygularsak

|AD|  sin(t — 15)
|AC|  sin(t + 15)

(21)
elde edilir. A kogesinden BC' kenarina bir dikme inersek

COS(t)_l @_@
2 JAC| 2z
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bulunur. Bu esitligi kullanarak

|AD| 1 2cos(t)

|AC] = 6

(22)

yazabiliriz. (21) ve (22) numaral denklemleri birbirine egitleyerek ¢ = 45° in bir

¢Ozliim oldugu goriiliir.
sin(45—15) 1
sin(45 4+ 15) /3
2cos(45) 1
V6 V3
t = 45 in tek ¢6ziim oldugunu goéstermek i¢in (1) numarali denklemin sag

tarafin1 doniigim formillerini kullanarak acalim ve sin(¢) sin(15) e bolelim;

sin(t — 15) _ sin(t) cos(15) — cos(t) sin(15)
sin(t 4 15) sin(t) cos(15) + cos(t) sin(15)
cot(15) — cot(t)

(15)
N (15) + cot(t)

cot

15 < t < 90 oldugu agiktir. Bu aralikta f(¢) = ZL\/%G) kesin azalan

bir fonksiyondur. Verilen aralikta cot(t) azalan bir fonksiyon oldugu igin g(t) =
cot(15)—cot(t)
cot(15)+cot(t)
igin t = 45 tek ¢oziimdiir.

kesin artan bir fonksiyondur. f(¢) ve g(t) stirekli fonksiyonlar oldugu

t = 45° oldugu igin CAB agis1 da dik agidir.

n > 4 olmak kaydiyla, her pozitif n tam sayisi i¢in, herhangi bir iiggenin n ikizkenar

liggene ayrilabilecegini gosteriniz.

Coziim. Her iiggen, en uzun kenara olan yiikseklik ¢izilerek (bu yiikseklik her zaman
icgenin iginde yer alacagindan), iki dik {iggene ayrilabilir. Bu iki dik ti¢ggenin her

biri ise, hipoteniise inen kenarortay: cizilerek iki ikizkenar tiggene ayrilabilir.

Eger bu dort ikizkenar licgenden birini daha yukaridaki gibi dorde bolersek, boylece
bir ticgeni yedi ikizkenar iiggene ayirmisg oluruz. Bunu her yeni licgene uygulaya-
bildigimize gore, bir iicgeni k € Z* olmak iizere 4+3k ikizkenar iicgene bolebildigimizi
gostermis olduk.

Simdi bir ticgeni nasil alt1 ikizkenar ticgene boélebilecegimize bakalim. Yine en
uzun kenara ytiksekligi cizerek baglayalim. Bu sefer dik licgenlerden sadece birinin
hipoteniis kenarortayim cizelim ve diger licgeni de dorde bolelim. Boylece ticgeni

alt1 ikizkenar iiggene bolmiig olduk.
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Burada her bir iiggenin de dort ikizkenar tiggene boliinebildigini de bildigimize gore,
bir tiggeni k € ZT olmak iizere 6 + 3k ikizkenar iicgene bolebildigimizi gostermis
olduk.

Simdi ise bir liggeni nasil bes ikizkenar tiggene bolebildigimizi gostermeliyiz ki ispat
tamamlanmig olsun. Ucgenin késelerine A, B, C diyelim ve |[AB| > |AC| olsun.
AB iizerindeki bir noktaya ise, |AC| = |AD| olmak tizere D noktasi diyelim. Bu
durumda ACD iiggeni ikizkenar olur ve BCD iiggenini de buldugumuz yéntemle
dort ikizkenar tiggene bolerek, ABC' tiggenini beg ikizkenar iiggene ayirmig oluruz.
Buradaki her yeni iiggeni de dort ikizkenar iiggene bdlebilecegimizden, bir ABC
tiggenini, |AB| > |AC| olmak kaydiyla, k € ZT olmak iizere 5 + 3k ikizkenar iiggene
bolebildigimizi gostermis olduk.

Son olarak |AB| > | AC| olarak kabul edemeyecegimiz durumu, yani tiggenin egkenar
olmasi durumunu inceleyelim. Bu durumda, AC kenari tizerinde, C kdgesinden farkls,
ve |AD| > |DC| olmak tizere bir D noktasi olsun. D’den gecen ve AB’ye paralel olan
dogru ise BC ile E noktasinda kesigsin. Bu durumda DCFE {i¢geni ikizkenar olur.
Ayrica ABED yamugu da ikizkenar olacagindan, kogeleri bir ¢gember tizerindedir.
Bu ¢emberin merkezi de ABED yamugunun iginde olduguna goére, AOB, BOE,
FEOD ve DOA ikizkenar iiggenlerdir.

ABC {i¢geninin yiikseklikleri h, > 3 cm, hy > 4 cm ve h. > 5 cm esitsizliklerini

sagladigina gore, bu iiggeninin alaninin miimkiin olan en kiiciik degerini bulunuz.

Coziim. ABC iggeninin kenarlari a, b, ¢ olsun. Bu durumda h; yliksekligi B

kosesinden AC' dogrusuna olan en kisa dogru pargasi oldugundan

CZhb
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esitsizligini saglar. Dolayisiyla ABC' {i¢ggeninin alani S;

h hyh
S = 020 > =5 = 10 em?®
esitsizligini saglar.
h hyh
Simdi ABC {icgeninin alani tam olarak 10 cm? ise, S = CQC > 1)26 > 10 cm?

esitsizliklerinin her ikisi de esitlik olmalidir. Yani ¢ = hy = 4 cm ve ayn1 zamanda
he = 5 cm olmaldir. Burada birinci egitlik ABC tiggeninin, A kogesindeki agisi
dik olmak tizere bir dik iiggen oldugunu gosterir. Bu durumda dik kenar AC, b =
he = 5 cm denklemini saglar. Buradan da hipoteniis BC'nin /41 oldugu giiriiliir.
S = %aha alan formiliinden ise

25 20
hg = — = ——cm >3 cm

a V41
elde edilir.

Sonug olarak goriiliiyor ki, dik kenarlar1 b = 5 cm ve ¢ = 4 cm olan bir ABC dik
iiggeni soruda istenen kogullar: saglar. Dolayisiyla verilen 6zellikleri tagiyan bir ABC

ficgeninin miimkiin olan en kiiciik alani 10 cm? olur.

ABC iiggeninde A agisimin agiortayi, ABC iiggeninin g¢evrelgemberi ile A; nok-
tasinda kesigiyor. Aymi sekilde B acisimin acgiortayr cevrelcemberi B; noktasinda,
C agisinin agiortayr da C7 noktasinda kesiyor. AA; dogrusu B ve C kogelerindeki
dig agilarin agiortaylar: ile A° noktasinda kesigiyor. B° ve C° noktalar1 da benzer

sekilde tanimlaniyor.

Alan(A°B°C°) = 2-Alan(AC1BA,CBy)
> 4. Alan(ABC)

oldugunu gosteriniz.
Coziim:

I noktasi, i¢ aciortaylarm kesigim noktas: olsun. Oncelikle |A1I| = |A; A°| oldugunu
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gosterelim.

1~ 1

m(AB) = Sm(A)+ ;m(B)

_— 1 -~ 1~
m(IBA;) = im(B)—i—im(A)
m(LAB) = 90° — m(A,1B)
m(A BA°) = 90°—m(IBA,)

= |A1B|=|A1A°|
= |TA;| =|A14°%|

O halde Alan(IA;B) = Alan(A°A;B) olur.
I noktasinin bir kosesi oldugu ve altigeni olusturan diger beg licgende de ayni iglemi

tekrarlayarak
Alan(AOBOCO) =2- Alan(AClBAchl)

oldugu bulunur.

Esitsizligi ispatlamak i¢in ABC tiggeninin yiiksekliklerini ¢izelim. Bu yiikseklikler H
noktasinda kesigsin. H noktasinin BC' kenarina gore simetrigi X, AC kenarina gore
simetrigi Y, AB kenarina gore simetrigi de Z olsun. Bu noktalar ABC' ii¢geninin

cevrel cemberi iizerindedir.
A1, BC yaymin orta noktasi oldugundan Alan(BA;C) > Alan(BXC) dir. O halde

Alan(A°B°C°) 2. Alan(AC1BA,CBy)
2. Alan(AZBXCY)
4. (Alan(BHC) + Alan(CHA) + Alan(AHB))

4- Alan(ABC)

v
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105.

elde edilir.

AC kenart AB kenarindan uzun olan bir ABC' iiggeni verilsin. BX = CA olacak
sekilde BA kenarim1i A yoniinde uzatalm. CY = BA olacak gekilde C A kenari
iizerinde Y noktasini alalim. BC' kenarinin orta dikmesinin XY dogrusu ile kesigtigi
yere P diyelim. m(@) + m(@) = 180° oldugunu gosteriniz.

Coziim C' AB agisinin aci ortaymmin BC' kenarini kestigi noktaya R, ABC {iggeninin
gevrel cemberini kestigi noktaya @ diyelim. XY dogrusunun BC' kenarimi kestigi
nokta T' ve BC kenarinin orta noktasi M olsun. BQ = QC' ve m(m) = m(Cﬂ\C’)

oldugu icin ) noktasi PM dogrusu tizerindedir.

AB = CY ve BX = CA oldugundan dolay1 AX = YA dir. Dolayisiyla, XAY
icgeni ikizkenardir. Bu durumda, m(m) = m(m) = (180° — m(ﬁ))/Q =
m(C/’ﬂ%) dir. Dolayisiyla XY dogrusu AR dogrusuna paraleldir. Buradan ACR
iiggeni ile YCT 1tiggeni benzerlerdir. % = % = g—‘g. Aciortay teoreminden,
% = g—ﬁ dir. Son iki denklemden, CT' = BR bulunur. M BC' kenarmin orta
noktasi oldugundan dolay1t MR = MT dir. m(P/]\ﬁ”) = m(CﬁJ\R) ve PT ile RQ
paralel olduklarindan dolayr PMT iiggeni ile QM R {i¢geni denklerdir. Dolayisiyla
PM = QM dir. Buradan, BM P figgeni ile BM(Q tggenlerinin denk olduklar:

soylenebilir. Dolayisiyla,

m(PBM) = m(QBM)

= m(m) (ayn1 agiy1 goren gevre agi)

= m(@) /2 (AQ, BAC agisiin a1 ortay1 oldugu igin)

PMB acis1 dikacit oldugu igin, m(@) = 2m(§3]\\4) = 180° — 2m(m) dir.
Buradan istenen sonu¢ m(BPC) + m(BAC) = 180° elde edilir.

ABC ikizkenar (JAB| = |AC]) ticgeni veriliyor. B € |MC| olacak gekilde bir M

noktasi seciliyor. AM B tliggeninin i¢ teget cemberinin yarigap: ile AMC' {iggeninin
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M kosesine karsilik gelen dis teget cemberinin yaricapi toplaminin sabit oldugunu

ispatlayiniz.

Coziim.

M AC figgenine Stewart Teoremini uygularsak:
|IMA|?-|BC| +|AC|* - |MB| = |AB|* - |MC| 4+ |[MB| - |MC| - | BC|
esitligini elde ederiz. |[AB| = |AC/| olduguna gore esitligi:
IMA|?-|BC| =|ABJ* - |MC — MB|+ |MB|-|MC)| - |BC|
sekline getirebiliriz ve [MC| — |M B| = | BC| olduguna gore:
|MAJ* = |AB|* + |MB| - |[MC|

esitligini elde ederiz.

M AB iiggeninin igteget cemberinin yaricapr r, M AC iiggeninin M kenarina kargilik
gelen dig teget gemberinin yaricapt R, A dan BC' kenarina indirilen dikme h olmak

uzere,

2. A(AMAB) 2. A(AMAC)

r= e = azilabilir.
IMA|+ |MB| + |AB] IMA[+|MB| - |[AB] 7
Esitlikleri h ye bolersek:
MB R MC
r | | ve — | | elde ederiz.

h ~ [MA|+|MB|+ |AB]| h — |[MA[+ |MB| - |AB]

Buradan da

r+ R _ |MB|(MA| +|MC| - |AB|) + |[MC|(|MA| + M B| + |AB|)

h (IMA] +[MB| + |AB|) - (|MA[ 4+ [MC| — |AB]|)
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bulunur. Payday1 acip |[M A|? yerine yukarida buldugumuz esitligi yazarsak

r+R |MB|(|MA| + |MC| — |AB|) + |MC|(IMA| + |MB| + |AB]|)
h |MB|-|MC|+ |[MB|-|[MA| — |MB| - [AB| + |MC| - |MA| + [MC| - [MB| + [MC| - |AB]

T‘ZR =1 buluruz. Bu esitlikten de » + R = h elde edilir. Diger bir deyisle r + R

secilen M noktasindan bagimsiz olmadan sabit ve h ye esittir.

ABC dar acgilh bir iiggendir. BC' kenar: tizerinde bir D noktasi alalim. FE ve F
noktalar1 da sirasiyla, D noktasinin AB ve AC kenarlarina dik izdiigiimii olsun. BF
ve C'E dogrularinin kegistigi noktaya da P diyelim. AD dogrusunun BAC ii¢geninin
aglortayl olmasinin ancak ve ancak AP ve BC dogrularinin birbirine dik olmasi

durumunda oldugunu gosteriniz.

Cozim. a,b,c,x,y sirasiyla BC,CA, AB, BD ve DC kenarlarinin uzunluklar ol-

sun. A kogesinden BC' ye inilen dikme ayagina A’ diyelim.

Eger AP, BC ye dik ise Ceva Teoreminden ﬁ/‘% . % . g—g = 1 esitligini elde ederiz.
Ayrica AD dogrusunun aglortay olmasi % = % ile esdegerdir.

Elde ettigimiz bu iki esitligin egdeger oldugunu gostermek yeterlidir.

|CF| =y-cos(C), |[FA| =b—y-cos(C), |BE| = x-cos(B), |AE| = ¢ — = - cos(B),

|IBA'| = ¢ cos(B) ve A'C =b-cos(c) olduguna gore esitligi
cos(B) - ycos(C) - (¢ — x - cos(B)) = bcos(C) - (b —y - cos(C)) - xzcos(B)
sekline cevirebilirz. Buradan da
cy-(c—xz-cos(B))=bx-(b—y-cos(C))

.. T . . 2 2_ 12
elde edilir. Kosiniis teoreminden yararlanarak cos(B) yerine % ve cos(C)
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. 2,12 2 1.
yerine % yazarsak, esitlik

a? + 2 — b2
2ac

a? 4+ b2 — 2

=b’z —b
YT

Ay — cxy
haline doniigiir. Bu da
¢*y(a —z) = b’a(a—y)

ile egdegerdir. @ —x = y ve a — y = x olduguna gore c?y? = b%z? yani cy = bx
|AB| _ |BD|

esitligini elde ederiz ki bu da [AC] = 1D ile egsdegerdir.
Iki benzer {icgenin tam say1 degerli kenar uzunluklarmm ikisi birbirine esit olsun.

Uciincii kenarlarmin fark: 20141 ise, biitiin kenarlarim bulunuz.

Cozum: Kiigiik tiggenin kenar uzunluklarmmn ¢ < b < ¢ igin (a,b,c) oldugunu
varsayalim. O halde, biiytik iiggenin kenar uzunluklarn ka < kb < kc i¢in (ka, kb, kc)
olur. Burada, k > 1 rasyonel say1 olup, benzerlik oranidir.

a < ka ve kc > c oldugu aciktir. Bu yiizden, ne a ne de kc ortak kenar olamaz.
Dolayisiyla, ortak kenarlar b = ka ve ¢ = kb = k%a olmak zorundadir.

O halde, kiiciik iicgenin kenar uzunluklan (a, ka, k?a), biiyiik iicgenin kenar uzun-
luklan ise (ka, k?a, k3a) olur.

k =n/m, (n,m) = 1 olacak sekilde bir kesir olsun.

En uzun kenar dikkate alalim, k3a = an®/m? olur.

k =n/m, (n,m) = 1 olacak sekilde bir kesir oldugu i¢in, ya m = 1 'dir, yada (m > 1
ise) m3, n®’ii bolemez.

Her iki durumda da m?, a’y1 bélmek zorundadir.

p bir tam say1 olmak iizere, a = pm? olsun. O halde, kenarlar (pm?, pm?n, pmn?)
ve (pm?n, pmn?, pn?) seklinde yazilirlar.

Ortak olmayan iki kenar arasindaki farkin 20141 oldugunu biliyoruz.

Bu yiizden, pn® — pm3 = p(n — m)(n? + nm + m?) = 20141 "dir.

20141 sayisinin asal ¢arpanlar: 11 ve 1831 ’dir.

Aritmetigin temel teoreminden, yukaridaki asal carpanlar tektir ve bu yilizden, p,
(n—m) ve (n? +nm+m?) degerlerinin her biri, 1, 11, 1831 ya da 20141 sayilarindan
birini almak zorundadir.

Asagida, bu dort durumu dikkate alalm : n —m = 1, 11, 1831 ya da 20141.

n—m=1831 ve n—m = 20141 durumu:

Bu iki durumda da, n > 1831 ve bu yiizden n? + nm + m?

> 11 olacagindan
(n —m)(n? +nm +m?) > 20141 olur. Dolayisiyla, bu iki durumun olmasi miimkiin
degildir.
n—m = 1 durumu:
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n —m = 1 oldugunu varsayalim.

O halde, n? + nm +m? = (m +1)> + m(m + 1) + m? = 3m? + 3m + 1 'dir.
3m?+3m+1 = 11 ve 3m?+3m+1 = 1 denklemlerinin pozitif tam say1 ¢oziimlerinin
olmadigin kolayca gorebiliriz.

Simdi, 3m? + 3m + 1 = 1831 denklemini dikkate alalim. Sadelestirme yaparak
m? +m — 610 = 0 denklemini elde ederiz.

Ikinci dereceden denklemin diskriminantini, bir tam sayimimn karesi seklinde yazamay-
acagimizdan dolayi, denklemin kokleri irrasyoneldir.

Benzer sekilde, 3m2+3m+1 = 20141 denklemini dikkate alirsak, denklemin koklerinin

irrasyonel oldugunu goriiriiz.
n—m =11 durumu:

Son olarak, n —m = 11 oldugunu varsayalim.

O halde, n? + nm +m? = (m + 11)2 + m(m + 11) + m? = 3m? + 33m + 121 ’dir.
3m? + 33m 4 121 = 11 ve 3m? + 33m + 121 = 1 denklemlerinin pozitif tam say1
¢Ozumlerinin olmadigini kolayca gorebiliriz.

Simdi, 3m? + 33m + 121 = 1831 denklemini dikkate alalim. Sadelestirme yaparak
m? + 11m 4+ 570 = 0 denklemini elde ederiz.

Diskriminant yardimiyla, denklemin kéklerinin m = (—11 + 4/2401)/2 oldugunu
buluruz. Sadece m = 19 pozitif koktiir. Bu durumda, n = 30 bulunur.

Bu yiizden, (n — m)(n? + nm +m?) = 11 x 1831 = 20141 ve p = 1 olur.
Dolayisiyla, benzerlik kriterini saglayan tek aday ¢ifti (6859, 10830, 17100) ve (10830,
17100, 27000) “dir.

Kenar uzunluklarindan olusan her iki kiimede tiggen esitsizligini (herhangi iki kenarin
toplam tigiincii kenardan biiytiktiir) saglar.

Sonug olarak, iiggenlerin kenarlar1 (6859, 10830, 17100) ve (10830, 17100, 27000)
"dir.

Koseleri bir ¢emberin tizerinde bulunan ABCDE besgeninde , AC||DE ve M, BD
dogru pargasmin orta noktasidir. m(m) = m(B/J\J\C) oldugunda BE nin AC yi

iki esit parcaya ayirdigini gosteriniz.




109.

Coziim. BFE, AC ile N noktasinda kesigsin ve
P de AB nin orta noktasi olsun. m(@) =
m(BDC) = o, m(ABE) = m(CBD) = 3 ve
m(m) = m(@) = ~ olarak belirtelim.
Buradan ABN ve DBC nin benzer ii¢genler
olduklar1 goriilir. Bu tgenlerde AB ve BD
kenarlarina bakan acilar egit ve P, AB nin, M
de BD nin orta noktalar1 olduklar: icin BPN ve

BMC iiggenlerinin benzer olduklar1 bulunur.

m(A/]W\B) = m(lﬁf\C) = ¢ olsun. BPN ve BMC f{iggenlerinin benzerliginden
m(BPN) = ¢ elde edilir.

AM dogru pargasimi uzatalim ve gemberle ikinci kere kesigtigi noktaya F' diyelim.
m(AMB) = m(DMF) den m(BMC) = m(DMF) elde edili. CM ve FM, AB
yi iki egit pargaya ayirdig ve m(m’) = m(lm\F) oldugu igin eg tiggenler veya
simetri kullanilarak CM = F'M oldugu kolayca goriilebilr. Buradan DM F ve BMC'
nin eg iiggenler oldugu ve dolayisi ile BC = DF, m(]\m) = m(ﬂ)\C’) = « elde
edilir.

DF = BC oldugu ic¢in bu dogru parcalarinin gordiikleri yaylar da egit olacaktur.
Buradan m(W) = m(@) elde edilir. AM D ii¢geninin agilar1 incelenirse ¢ =
a+ oldugu goriiliir. APN {iggeninden m(m) =p—a=7v= m(@) bulunur.
Dolayisi ile NP||BC dir ve bu da N nin AC' nin orta noktasi oldugunu gosterir.

ABC iiggeni, A noktasinda dik acili olsun. A kosesinden gizilen aciortay BC' ke-
narmi, D noktasinda kessin. Dolayisiyla, s(D/@) = 45° olur. |[CD| = 1 ve
|BD| = |AD| + 1 ise, AC ve AD uzunluklarin1 bulunuz.

Coziim.  (Cesitli tiggenlere, sintis kurali,

kosiniis kurali ve Pisagor teoremi uygu-

lanabileceginden, bu problemin bir kag A
¢Ozlimiiniin olabilecegine hi¢ giiphe yoktur. &
Oncelikle AD uzunlugunu bulalim. |BD| = d

olsun. Dolaysiyla, |AD| = d — 1 olur. Siniis B D, C

kuralini, sirasiyla CAD ve ABD iiggenlerine
uygulayarak,

(sinC)/(d—1) = (sin45°)/1=1/v2
(sinB)/(d—1) = (sin45°)/d=1/(dV?2)

esitliklerini elde ederiz. sin B = |AC|/|BC| = cos C oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla,
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yukaridaki iki esitlikte; her iki tarafin karesini alip, taraf tarafa toplarsak,
1/(d—1)2 =1/2+1/(2d%)

esitligini buluruz. Esitligin her iki tarafin1 2d%(d—1)? ile carpip, gerekli sadelestirmeleri
yaparsak
d*—2d® —2d+1=0

denklemini elde ederiz. Dordiincii dereceden denklemleri ¢c6zmek zor olmasina ragmen,
bu 6zel denklemin derecesini, bir doniigiim yaparak yariya indirebiliriz. Denklemin
katsayilar dizisinin (1, —2,0,—2,1) palindrom (tersinden de aym sekilde okunabilen
sozciik ya da ciimle) seklinde olduguna dikkat edelim. d = 0 bir kok olmadig igin,
denklemi d? ile bolersek,

d?—2d—2/d+1/d* =0

denklemini elde ederiz. u = d + 1/d déniisiimiinii yaparsak, u? = d? 4+ 1/d? + 2 olur.
Dolayisiyla,
w—2u—2=(u—-1>2-3=0

denklemini elde ederiz. Reel olmayan d degerleri elde edecegimiz i¢in v 'nun negatif

degerini almayiz. Bu yiizden,
u=d+1/d=1+3 (1)
sonucuna ulasiriz. Bu denklemi, d ile ¢carpip, yeniden diizenlersek
- (1+V3)d+1=0

esitligini elde ederiz. Ikinci dereceden bu denklemi cozersek d = %(1 +V3+V2 \4@)
buluruz.

|AD| = d — 1 uzunlugu pozitif olmak zorundadir. Dolayisiyla, d 'nin kiigiik olan
degeri 1 ’den kiiciik oldugu icin, AD uzunlugu %(—1 + 3+ v2v/3) olur.

Simdi de AC' uzunlugunu bulalim.

|AC| = z ve |AB| = y olsun. Siniis kuralini,
sirasiyla CAD ve ABD figgenlerine uygula-
yarak,

1/sin45° = xz/sin ADC
d/sin45° = y/sin BDA

esitliklerini elde ederiz.

sin BDA = sin(180° — S(A/D\C)) = sin ADC' oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla, z =
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sin ADC'/ sin45° ve y = dsin ADC// sin 45° ’dir. Bu yiizden, y = d- x olur.

ABC figgenine Pisagor teoremini uygularsak,
2’ +y = (d+1)°

denklemine ulagiriz. y = d-z degisikligini yaparsak 2%(d? +1) = (d + 1)? denklemini
elde ederiz. Bu yiizden 2% = (d? + 2d + 1)/(d* + 1) = 1+ 2d/(d* + 1) olur.

(1) "den d + 1/d = (d?> +1)/d = 1 + /3 ’tiir. Bu yiizden, 2d/(d* +1) = 2/(1 + V/3)
olur. Payday: karekoklii ifadeden kurtarmak icin, payday1 eslenigiyle carparak

2d/(d*+1) =2(v/3-1)/[1+V3)(vV3-1)]=vV3—-1

esitligini elde ederiz. Bu yiizden, #2 = 1+ 2d/(d? + 1) = /3 "tiir.

Dolayisiyla, AC' uzunlugu v/3 olur.

Not AD uzunlugunu bulmak igin, ADC {i¢genine kosiniis kuralin1 uygulayarak AC
uzunlugunun niimerik degerini buluruz. Ancak, bu denklemden tam sonucu elde

etmek oldukca zordur.
|AB|/|AC| = |BD|/|CD| oldugunu ispatlarken, ABC' {iggeninin dik olmas1 gergegini
kullanmadigimiza dikkat etmeliyiz. Aslinda bu, aciortay teoremi olarak bilinen genel

bir sonuctur.

110. ABC iiggeni igerisinde PAC agis1 18°, PC'A agis1 57° , PAB agis1 24° ve PBA agisi
27° olacak sekilde bir P noktas1 olduguna gore, ABC' iiggeninin ikizkenar oldugunu

gosteriniz.

Cozium. PBC agisinin olgiisline x, PCB agisinin olgiisiine de y diyelim. ["I(;genin

i¢ agilar1 toplami 180 olacagindan;

18424427 +y+z+57 = 180
126 +2+y = 180

r+y = 54
492



tir. O halde y = 54 — x dir.
CAB acgisiyla ABC agisinin esit oldugunu gosterececegiz.
PAB, PBC ve PCA {iggenlerine siniis teoramini uygulayalim;

__|PA] |PB| |PC| sin27 sin(54 —x) sinl8

1= = :
|PB| |PC| |PA| sin24 sin sin 57

Yani,
sin27 - sin(b4 — ) - sin 18 = sin 24 - sinx - sin 57 (23)

ABC bir ikiz kenar {icgen ise, = 15 olacag aciktir. Once z = 15’in bir

¢Oziim oldugunu gosterelim. x = 15 i, (23) de yerine koyarsak ;
sin 27 - sin 39 - sin 18 = sin 24 - sin 15 - sin 57
elde ederiz. Bu egitlige

4-sina-sinb-sinc = 2sinalcos(b — ¢) — cos(b + ¢)]

= sin(a—b+c¢) +sin(a+b—c) —sin(a—b—c¢) —sin(a+ b+ c¢)
doniigiim formiiliinii uygularsak
sin 6 + sin 48 — sin(—30) — sin 84 = sin 66 + sin(—18) — sin(—48) — sin 96

bulunur.
sin 96 = sin(180 — 96) = sin 84

oldugundan bu egitlik de
1 . ) .
B + sin 18 = sin 66 — sin 6
olarak sadelesir. Siniis-Kosiniis doniistim formiillerini kullanacak olursak
Sin66 — sin6 = 2 - cos 36 - sin 30 = cos 36

ve

sin 18 = cos 72

oldugu goriiliir. O halde denklemimiz

cos 36 — cos 72 = %
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111.

haline gelir.
Simdi gekildeki gibi bir kenarinin uzunlugu 1 olan diizgiin bir ABC'DFE beggenini ele

alalim.

-

O A 12

ABCDE diizgiin besgen oldugu icin m(OAE) = 72 dir. |EC|, |AB| ye
paralel oldugundan m(C/E\A) = 72 derecedir. AED agisinin biitlinleyeni de 72
oldugundan m(D/R') =180 — 72 — 72 = 36 dir. Ayrica |DX|, |AB]| iki esit pargaya

AyIrIr.

Buradan |[AX| = |OX| — |OA| = |EF| — |OA| = —cos72 4 cos36 = 3
denklemimizi saglar. Bu da, buraya kadar ki adimlar: tersden izlersek, x = 15 in bir
¢Ozlim oldugunu gosterir.

(23) numarali denklem, 0 < z < 54 olmak iizere bir k pozitif sayis: i¢in,

sinz
sin(54—x)
sinz

icin sin(54 — x) de kesin azalan ve siirekli bir fonksiyondur. O halde (=) kesin

= k seklindedir. sin z fonksiyonu kesin artan ve stirekli bir fonksiyon oldugu

artan ve stirekli bir fonksiyondur ve her £ degerini yalnizca bir defa alir. Dolayisiyla
x = 15 tek ¢oziimdiir.

Dolayisiyla ABC' tiggeni ikiz kenar tiggendir.

Dar acgili bir tiggenin i¢ agilarim1 A, B ve C' ile gosterelim.

sinA+4sinB+sinC > 2
cosA+cosB+cosC > 1
tan(g) —{—tan(g) —I—tan(%) < 2
esitsizliklerini gosteriniz.
Cozim.

2
e [0, g] araliginda y = sin x fonksiyonu ile y = ;x dogrusunun kesigim noktalari
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(0,0) ve (g, 1) noktalaridir. (0, g) agik araliginda y = sin z i¢biikey oldugundan

2
her x € [O,g] icin sine > —z dir. A+B+C =mvel0 < A B,C < g
™

oldugundan (esitlik sadece bir durumda miimkiindiir) sin A 4 sin B + sinC' >

2
—(A+ B + C) = 2 bulunur.
s
2
e [0, g] araliginda y = cosz fonksiyonu ile y = 1 — —z dogrusunun kesigim
s

noktalar1 (0,1) ve (g,O) noktalaridir. (0, g) acgik araliginda y = cosx igbiikey

2
oldugundan her z € [0, g] i¢in cosx > 1— —x dir. Yani, cos A+ cos B+cos C >
i
3—2(A+B+C)=1dir
4
e [0, %] araliginda y = tanx fonksiyonu ile y = —z dogrusunun kesigim nok-
T

talar1 (0,0) ve (%,1) noktalarldlr.(O,g) acik araliginda y = tanz disbikey

oldugundan (0 < z < 7 ise %(tan r) = 2tanxsec’x > 0 dir) z € [0 "] icin

A 71] ~
tanz < —x dir.Yani, tan A + tan B+ tanC' < 2(4 + £ + &) =2 dir.
T

112. Bir ABC iiggeninde m(W) = 60° ve |AB| # |AC| olsun. Ayrica BAC acisinin
ag1 ortayr AD dogrusu ve AD dogrusuna A noktasinda dik olan e dogrusunun BC'

ile kesistigi nokta, |BE| = |AB| + |AC| sartin saglayan E noktasi olsun.
Bu durumda ABC ii¢geninin ABC ve BCA acilarini bulunuz.

Cozum. |AB| # |AC| oldugundan, ag ortay AD, BC dogrusuna dik olamaz yani,
m(D/@) # 90° olur ve dolayisiyla m(m) + m(B/D\A) # 180° oldugu goriiliir. Bu

nedenle 2’ Az ve BC' dogrular kesisir.

Bu durumda iki ayr1 durum olasidir:

(a) Asagidaki sekilde de goriilebilecegi gibi m(@) # 90°, m(a:/AT?) —I—m(B/l_?\A) #
180° ve 2’ Ax ile BC' dogrular1 BC' dogrusunun B noktasi tarafinda bir E nok-
tasinda kesigsmektedir.

Burada AB kenarmin B noktasi tarafina olan kisminda |AZ| = |AC| olacak
sekilde bir Z noktasi olsun. Bu durumda |BZ| = |AB| + |AC| = | BE] olur.
Dolayisiyla BEZ ticgeni bir ikizkenar ticgen ve

w=m(BEZ) = m(BZE) = m(AfC)

olur.
Ayrica AE kenarm ortak bulunduran EAC ve EAZ tiggenleri, |[AC| = |AZ)|
ve m(m) = m(m ) oldugundan es tiggenlerdir. Buradaki esitlik

m(EAC) = 180° — m(CAz) = 180° — m(ZAz') = m(EAZ)
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olmasindan ve '’ Az 1 AD oldugundan z’ Az dogrusu CAZ acisimn ve ZAC dig
acisinin agl ortayl olmasindan kaynaklanmaktadir.

Dolayisiyla m(@) = m(A/Z\E) =w = 180° — (m(@) + m(@)) —w=
180° — (2w + 60°) = w = w = 40° olur ve buradan da m(A/B\C) = 2w = 80° ve
m(gC\A) = 40° degerleri bulunur.

(b) Asagidaki sekilde de goriilebilecegi gibi m(m) > 90° oldugunda, 2’ Az ile BC
dogrular1 BC' dogrusunun C' noktasi tarafinda bir £ noktasinda kesismektedir.
Burada AB dogrusunu A noktas: tarafina dogru, |[AZ| = |AC| olacak sekilde,
bir Z noktasina kadar uazatalim. Bu durumda, (a) durumundaki gibi, BEZ

iiggeni yine ikizkenar iiggen olur ve yukaridakine benzer bir yontemle m(@) =
20° ve m(@) = 100° degerleri bulunur.

113. Kenar uzunluklar1 1,2,3 ve 4 birim olan bir doértgenin alaninin en biiyiik degeri

nedir?
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Cozim. Sekilde gosterildigi kenar uzunluklari 1,2,3,4
birim olan ABCD digbiikkey dortgeninde B ve D

kogelerini birlegtirelim ve |BD| = =z diyelim. Dortgeni BT
(|AB|,|BC|,|CD|,|DA|) = (1,2,3,4) seklinde diigiinmek 2
yerine degisik kombinasyonlar da diigtinebilirdik. Bu kombi-
nasyonlardan, (1,2,3,4) = (1,4,3,2),(1,2,4,3) = (1,3,4,2)  © 4
ve (1,3,2,4) = (1,4,2,3) oldugu agiktir. Ashnda, kapattiklar
bolgelerin alanlar: her ii¢ durumda da esitir. Ciinkii, her hangi g
bir kombinasyonu, diger kombinasyonlardan, karsilikli kogeleri
D

birlestirip olusan {i¢genlerin ortak olmayan kenarlarini yer

degistirmekle elde edebiliriz.
Biz, sekildeki durumu ele alip, alanin en biiyiik degerini bulmaya calisacagiz. Heron

formuliinden, kenarlar1 a,b, ¢ br olan bir iiggenin alaninin, s = (a + b + ¢)/2 olmak

izere,

Alan = \/s(s —a)(s — b)(s — ¢)

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

Alan(BCD) = /(25 — 22)(22 —1)/4 ve Alan(ABD) = /(25 — 22)(22 — 9)/4

olarak elde edilir. Buradan, Alan(ABCD) = (1/(25 — 22)(22 — 1)+/(25 — 22)(22 — 9)) /4
olur. u = 2? ve A = Alan(ABCD) diyelim.

4A = /(25 —u)(u— 1) + /(25 — u)(u — 9)
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114.

ifadesinin her tarafimin w ya gore tiirevini alirsak,

dA 13 —u 17 —u

4. 22
du /(25 —u)(u—1) - V(25 —u)(u—9)

elde edilir. dA/du =0 ise (u —13)/v/u—1= (17— u)//u — 9 ve bu ifadenin karesi
alimirsa (u—13)%(u—9) = (17 —u)?(u—1) bulunur. Bu denklemdeki ifadeler agilirsa
u? — 35u? 4+ 403u — 1521 = u3 — 35u® + 323u — 289, buradan da u = 15.4 olur.

Dolayisiyla, 44 = v/9.6(v/14.4 + v/6.4) = 8v/6 ve A = 21/6 birim? olarak elde edilir.

Brahmagupta formuliinii kullanarak ¢6ziim: Kenar uzunluklarn a,b,c,d br

olan bir dig bitkkey dortgenin alani, s = (a + b+ ¢+ d)/2 ve « karsilikli iki i¢ aginin

toplamiin yarisi olmak iizere, Alan = /(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d) — abed cos
dir. Alanin en biiyiik degerinin o = 90° i¢in elde edilecegi agiktir. (Bu durumda
karsilikli acilarin toplami 180° olacag: icin, dortgenin aslinda bir kirigler doértgeni
olduguna dikkat ediniz.) Dolayisiyla kenar uzunluklar: 1,2, 3,4 birim olan dértgenin

alanin en biiyiik degeri 24/6 birim? olarak elde edilir.

AB ve CD kenarlar: paralel olan bir ABC'D yamugunda m(ﬁ@) =6ve m(@) =
42 dir.AB kenarinda m(m) =78 ve m(m) = 66 olacak gekilde bir X noktasi
bulunmaktadir. |AB| ve |C'D| dogru parcalar: arasindaki uzaklik 1 ise AD + DX —
(BC 4+ CX) = 8 oldugunu gosteriniz.

Coziim. D kogesinden AX kenarina bir dikme indirelim. Bu dikmenin uzunlugu 1
olur. Aym sekilde C kogesinden de BX kenarina bir dikme indirelim. Bu dikmenin
uzunlugu da 1 olacaktir. Buradan |AD| = cosec(6°), |DX| = cosec(78°), |BC| =
cosec(42°) ve |CX| = cosec(66°) olarak yazilabilir. Yani AD+ DX — (BC+CX) =
cosec(6°) 4 cosec(78°) — cosec(42°) — cosec(66°) dir. = 6°, 0 = 78°,x = —42°, x =
30° ve x = —66° i¢in sin(5z) = 1’dir. De Moivre teoremi® kullanarak sin(5z)’i, sin(z)
cinsinden yazalim. De Moivre teoreminde n yerine 5 yazip, esitligin sag tarafini

binom aciliminmi kullanarak acip, karmasik terimleri esitlersek

sin(5z) = sin®(z) — 10sin®(z) cos?(z) 4 5sin(z) cos(z)
= sin®(x) — 10sin®(2)(1 — sin?(x)) + 5sin(z)(1 — sin?(z))?
= 16sin’(z) — 20sin®(z) + 5sin(x)

elde edilir.

3De Moivre teoremi: n bir tamsay1 olmak iizere, herhangi bir & gercel sayisi icin

cos(nz) + isin(nz) = (cos(z) + isin(z))"”
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Cebirin temel teoremi kullanilarak, bu denklemin 5 kokii oldugu bulunur.

Denklem de sin(x) yerine s yazalim.

1
165° — 2053 + 55 = 5= 325° — 405> +10s —1=0 (24)

s = % (24) numaral denklemin bir kokii oldugu igin, (24)

(25 — 1)(165" + 85> — 1652 — 85 + 1 = 0) (25)

olarak genigletilebilir. (25) numarali denklemden elde edilen 16s* + 853 — 1652 — 85+
1 = 0 denkleminin kokleri sin(6°), sin(78°), sin(—42°) ve sin(—66°)’dir. Bu denklemi

s* e boliip, denklemde t = % yazarsak yeni denklemimiz
th — 8t — 161> + 8t + 16 = 0

ve kokleri de cosec(6°), cosec(78°), cosec(—42°) ve cosec(—66°) olur. az* + bx® +

cx? + dx + e cinsinden bir denklemde kokler toplami %b oldugu icin

cosec(6°) + cosec(78°) 4 cosec(—42°) + cosec(—66°)
= cosec(6°) + cosec(78°) — cosec(42°) — cosec(66°)
—(=8)

bulunur.

115. Bir ABC egkenar tiggeni verilsin. Agirlik merkezi G olsun. M noktasi herhangi bir
i¢ nokta olmak tizere, |[M G| nin orta noktasi O olsun. M noktasindan gegen ug
noktalart ABC' iiggeninin kenarlar tizerinde olan kenarlara paralel dogru parcalari

gizilsin.

a. O noktasimnin dogru parcgalarinin orta noktalarina uzaklhlarimin esit oldugunu

gosteriniz.

b. Dogru parcgalarinin orta noktalarinin bir eskenar iicgenin koseleri oldugunu gosteriniz.
Coziim.

a. D, E, F noktalari sirasiyla | BC|, |C A|,|AB| dogru pargalarina paralel dogru parcalarimin
orta noktalar1 olsun. |CF|, |MF| ye paraleldir yani G noktasindan geger.
Dolayisiyla GF M {iggeninin F' agist diktir ve |M G| hipotentistiir. Yani, |OF| =
$|M@G| dir. Benzer sekilde |OD| = |OE| = 1 [MG] dir.

b. D, R, F,G, M noktalar1 O merkezli cember tizerindedirler. Simetriden dolayi, M

noktasinin m(@) nin i¢ noktasi oldugu kabul edilsin. m(f{OB) = m(m )+
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m(MOD) = 360° — 2 - m(FMG) — 2 - m(GMD) = 360° — 2 - m(FMD) =
360° — 240° = 120° bulunur. Ayrica, m(@) = m(@) + m(gO\E) =2
m(OMF)+2-m(OME) = 2-m(FME) = 120° dir. Yani, m(EOD) = 120° dir.
Sonug olarak D, E, F' cemberi ii¢ esit yaya boler, yani DFEF ii¢geni eskenardir.
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KAYNAKLAR

Bu kitaptaki problemler http://www.qbyte.org/puzzles/p001s.html adli web sitesinden
Geng Balkan matematik olimpiyatlarindan ve Arnavutluk, Avusturya, Beyaz Rusya, Bul-
garistan, Cek Cumbhuriyeti, Cin, Estonya, Hirvatistan, ingiltere, Iran, Irlanda, italya,
Japonya, Kanada, Kore, Romanya, Rusya, Slovakya, Tayland, Vietnem ile Yunanistan’da

diizenlenen ulusal matematik yarigmalarindan alinmistir.
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SAYILAR TEORISI

1 Bolunebilme

Bo6lme Algoritmasa:

Her a ve b # 0 tam sayilar1 igin
a=gb+r ve 0<r<]|b

olacak sekilde g ve r tam sayilar1 tek tiirlii belirlenebilir. r sayisi @ nin b ile béliimiinden
elde edilen kalandir. 7 = 0 durumunda b, a y1 boler denir ve b|a ile gosterilir.

Sifirdan farkli a, b, x, y, z tam sayilar icin agagidaki 6zellikler saglanir.
1. z|y ve y|z ise x|z,
2. zly ve x|z ise z|(ay + bz),
3. x|y ise zz|yz,
4. x|y, y|lx ve x,y > 0 ise x = y.

Hepsi birden 0 olmayan a1, as, . . ., a, tam sayilarimn tamamini bélen en biiytlik pozitif tam
saylya bu sayilarin ortak bolenlerinin en biiyiigi (OBEB) denir ve d = (a1, aq,...,a,) ile
gosterilir. (a1,az) =1 durumunda a; ve ag sayilarina aralarinda asal denir.

Sifirdan farklh a, b, ¢ tam sayilari igin agagidaki ozellikler saglanir.
1. (a,b) = (bya) = (—a,b),
2. (a,b) < min{lal,b]}

3. (a,b+ ca) = (a,b),

a b
4. b) =d i - — | =1
A—

Bengzer gekilde hepsi birden 0 olmayan a1, ae, ..., a, tam sayilarinin hepsi ile béliinebilen
en kiigiik pozitif tam sayiya, bu sayilarin ortak katlarmin en kiigiigii (OKEK) denir ve

[a1, a9, ...,ay,] ile gosterilir.

Teorem 1. Her a,b pozitif tam sayilar: i¢in a - b = (a, b)[a, b] esitligi saglanir.



Oklid Algoritmasi: Pozitif a ve b tam sayilar1 a > b olarak verildiginde bélme algoritmasi

kullanilarak a = qgb + r¢ olarak yazilir. Bu durumda
(a,b) = (qob + ro,b) = (ro,b) = (b,r0), b<a, 1o <b
elde edilir. Benzer sekilde b yi ry a bolerek
(a,b) = (b,ro) = (r0,71), T <ro<b<a

bulunur. Bu sekilde devam edilirse negatif olmayan r; tam sayilar1 azalacagindan bir k
degeri i¢in 7, = 0 ve ry_1 # 0 olur. Buraya kadar yapilan iglemler bir algoritma olarak
ifade edilebilir.

Oklid Algoritmast: a,b € Z* ve a > b olmak {izere

a = qb+ry, 0<rog<bd
b = quro+r, 0<ri<nrg
ro = @rit+re, 0<ro<n
Tk—3 = Qk—1Tk—2tTk—1, 0 <rp_1 <rg—2
Thk—2 = qkThk—1+ 7Tk T =0
olacak sekilde ¢; ve r; (i = 0,1,...,k) tam sayilar1 bulunur. 7rg_1|rx_2 oldugundan
(rg—o,rk—1) = r,—1 elde edilir. Buradan da (a,b) = (b,r¢) = (ro,m1) = -+ = (rg—2,7k—1) =

re—1 bulunur. Yani a ile b nin OBEB i Oklid algoritmasindaki 0 dan farkli en son elde
edilen kalandir.

Algoritmada r; = 1r;,_9 — ¢;r;_1 oldugundan i > 2 i¢in r;, 7,1 ve 7;_o ye bagh olarak
yazilabilir. Bu durumda r;_1 = sa + tb olacak gekilde s ve ¢ tam sayilar: bulunabilir. Yani

asagidaki sonug elde edilmis olur.
Teorem 2. a,b € Z i¢in d = (a,b) = sa + tb esitligini saglayan s, ¢ tam sayilar1 vardir.
Ornek 1. 2 = s-82+¢- 26 olacak sekilde s ve t tam sayilarin1 bulunuz.
Coziim.
82 = 3-26+14

26 = 6-4+2
4 = 2-2+0

oldugundan 2 =26 —6-4 = 26 — 6(82 — 3-26) = 19-26 — 6 - 82 olur. Yani, s = —6 ve

t = 19 olarak bulunur.



2 Asal Sayilar

1 den ve kendisinden bagka pozitif boleni olmayan 1 den biiyiik tam sayilara asal say1, asal

olmayan 1 den biiyiik tam sayilara bilesik say1 denir.

Teorem 3 (Aritmetigin Temel Teoremi). Her n pozitif tam sayisi icin n = pi*pp?-- - p,*

olacak sekilde p; farkli asal sayilar1 ve r; pozitif tam sayilar1 vardir. Ayrica n sayisi,

carpanlarin sirasina bakilmazsa tek gekilde yazilabilir.
Teorem 4. Asal sayilar kiimesinin sonsuz tane elemani vardir.

ispat. Bu teorem olmayan ergi yontemi ile ispatlanabilir. Asal sayilar kiimesinin sonlu
sayida elemani oldugunu kabul edelim ve kiimenin elemanlarina p; < p2 < --- < pg diye-
lim. N = pipa---pr + 1 sayisina bakahm. N sayisimn p; (i = 1,2,..., k) ile bolimiinden
kalan 1 olacagi i¢in IV, p; ile boliinmez. Bu durumda N nin hi¢ bir asal boleni olamaz ve

celigki elde edilir. Dolayisiyla asal sayilar kiimesinin sonsuz elemani vardir. O
Teorem 5. Her n > 1 tam sayis1 i¢in n < p < 2n olacak gekilde bir p asal sayisi vardir.

Teorem 6. a ve b aralarinda asal tam sayilar olmak tizere {an + b} dizisinin sonsuz tane

asal terimi vardir.

3 Denklik Coziimleri

3.1 Modiiler Aritmetik

Pozitif bir n tam sayisi i¢in n | (a — b) ise a mod n de b ye denktir denir ve tanimlanan
bu bagint1 tam sayilar tizerinde bir denklik bagintisidir.

Temel Ozellikler: a1 =b; mod n ve as = by mod n olmak lizere
e a1 +as =by +by modn
® a1 —ay =b; — by mod n
e aias = biby mod n
e m € N ise al® = b" mod n
e P tam say1 katsayili bir polinom ise P(a;) = P(b;) mod n

denklikleri saglanir.
Modiiler aritmetikde bolme iglemi tanimli degildir. Bir a tam sayisi i¢in ab = 1 mod n
olacak sekilde bir b tam sayisi varsa, b ye a nn - mod n deki tersi denir ve a=' = b mod n

ile gosterilir. Ornegin mod 4 te 3 lin tersi varken 2 nin tersi yoktur.

Ornek 2. 432 =10 mod 50 denkligini saglayan = degerlerini bulunuz.
3



Coziim. Soruyu cozmek icin énce 43 iin - mod 50 deki tersini bulacagiz. Oklid algorit-

masini 50 ve 43 icin uygularsak.

50 = 1-43+47
43 = 6-7+1

oldugundan 1 = 43 —6-7 =43 —6-(50 —1-43) = 7-43 — 6 - 50 olur. Buradaki
7-43 —6-50 = 1 esitligini mod 50 de incelersek 43-7 = 1 mod 50, yani 43! =7 mod 50

buluruz. Buradan

43z = 10 mod 50

z = 437110 mod 50
x = 7-10 mod 50
x = 20 mod 50

elde edilir.

Ornekteki fikri genellegtirirsek n ile aralarinda asal olan her z tam sayisi icin rz + sn = 1
olacak sekilde 7 ve s tam sayilar1 bulunabilecegi icin 72 = 1 mod n ve dolayisiyla 2~ = 7
mod n olur. Yani (n,z) = 1 olan tiim x tam sayilarinin mod n de tersi vardir.

Simdi d = (a,n) > 1 olmak iizere az = d mod n denkligini ¢ézmeye cahgalim. Oklid

algoritmasindan ra + sn = d elde edilir. Buradan r% + sZ —1ver2 =1 mod % denk-

d d

likleri bulunur. Yani ax = d mod n denkliginin ¢éziimleri ile %w =1 mod g sisteminin

¢Oziimleri aynidir.
Ornek 3. Asagidaki denklikleri ¢oziiniiz.
a. 4 =9 mod 14,
b. 4y =10 mod 14.
Coziim.
a. (4,14) =2 ve 219 oldugundan 4 =9 mod 14 iin ¢6ziimi yoktur.

b.42 =10 mod 14 =22 =5 mod7=2z=2"1-5 mod7=2=4-5=6 mod 7
elde edilir.

Teorem 7 (Fermat Teoremi). Her a tam sayis1 ve p asal sayisi i¢in a? = a mod p denkligi

saglanir. (a,p) = 1 ise ! =1 mod p olur.

Ornek 4. 22010 sayisinin 23 ile boliimiinden elde edilen kalan kacgtir?



Co6ziim. Fermat Teoreminden 2% = 1 mod 23 oldugundan, (222)91 = 1 mod 23 ve
buradan 22902 =1 mod 23 elde edilir. Sonug olarak 22010 = 2200298 = 1.956 = 3 mod 23
bulunur.

Euler ¢ Fonksiyonu: Her n pozitif tam sayisi i¢in n den kiigiik ve n ile aralarinda asal
olan pozitif tam sayilarin sayis1 p(n) ile gosterilir ve bu fonksiyona Euler ¢ fonksiyonu

denir.

Ornek 5. 10 dan kiigiik olup 10 ile aralarinda asal olan tiim pozitif tam sayilar 1,3,7 ve

9 oldugundan ¢(10) = 4 olur.

p bir asal say1 oldugunda, kendisinden kii¢iik tiim pozitif tam sayilarla arasinda asal
olacagidan ¢(p) = p — 1 oldugu hemen goriiliir. Simdide ¢(p*) y1 hesaplayalm. p* den
k
1
kiiciik olup p ye boliinebilen P P! say1 oldugundan Lp(pk ) = pk—pFl =¥ (1 — )
p p
olur.

Bu gozlemler agagidaki teoremin sonucu ile birlestirildiginde her n tam sayisi i¢in ¢(n)

nin hesaplanmas: kolaylagmaktadir.

Teorem 8. ¢ fonksiyonu ¢arpimsal bir fonksiyondur, yani (a,b) = 1 ise p(ab) = ¢(a)p(b)
dir.

n nin asal ¢arpanlarina ayrilmig hali, n = p’fl pé” e pfr olsun. Bu durumda

en) = oo")e®5?) - p(pkr)

1 1 1
; k1 ko k
= p 1 P 1 >---pr<1—>
! ( pl) 2 < b2 " Dr

1
oldugundan p(n) =n H (1 - p) olur.
i

piln

Teorem 9 (Euler Teoremi). (a,n) = 1 olmak iizere a®™ = 1 mod n olur.

Ornek 6. 32005 sayisinin onluk diizende yaziliginin son 3 rakami nedir?

1 1
Coziim. 1000 = 2353 oldugundan (1000) = 1000 <1 — 2) <1 — 5) = 400 olur. Euler

teoreminden 3*°° = 1 mod 1000 ve 3% = 1 mod 1000 bulunur. 32005 = 3200035 —
1-243 = 243 mod 1000 oldugundan 32°% in son 3 rakami 243 olarak bulunur.

Teorem 10 (Wilson Teoremi). Her p asal sayisi igin (p — 1)! = —1 mod p olur.

n > 1 olmak iizere (a,n) = 1 sartim saglayan herhangi bir @ tam sayisi icin a? = 1
mod n sartin saglayan en kiiclik pozitif d tam sayisina a nin mod n deki derecesi denir.
5



(a,n) > 1 olursa a® = 1 mod n sartmin saglanmayacagi aciktir. (a,n) = 1 oldugu zaman
Euler teoreminden (Teorem 9) a¥(™ = 1 mod n oldugu icin @ mmn derecesinin en fazla
©(n) oldugu goriiliir.

z, a® =1 mod n sartini saglayan bir tam say1 olsun. Bu durumda bolme algoritmasindan

x =sd+r ve 0 <r <dyazabiliriz. Yani,
S
a® = a@*r = (ad> a"=1-a" modn

oldugundan a” = 1 mod n olur. Ancak r < d ve ¢ = 1 mod n oldugundan r = 0
olmalidir. Buradan z = sd elde edilir. Sonug olarak a® = 1 mod n sartinin saglanmasi

i¢in d | x olmas: gerektigi gortlir. Bu sonug kullanilarak d | ¢(n) elde edilir.
Ornek 7. 2 nin mod 17 deki derecesini bulunuz.

Coziim. Bu sayiya d olsun. d | ¢(17) yani d | 16 olur.
2'=2 mod17, 22=4 mod 17, 2*=16 mod 17, 2°=1 mod 17

oldugundan d = 8 bulunur.

a' = a’ mod n olsun. Buradan ¢’/ =1 mod n ve dolaysiyla d | (i — j) elde edilir. Yani
a' = a’ mod n olmasi ancak ve ancak d | (i — j) olmasi halinde miimkiindiir.

Teorem 11. a nin mod n deki derecesi d ve s > 0 olmak iizere, a® nin mod n deki derecesi

—— olur.

(s,d)

Ispat. m = (s,d) olsun. Bu durumda s = sym, d = dym ve (s1,d;) = 1 olur. a® nin mod

n deki derecesi r ise
(a®)M = (a®™)¥™ = (a?)s; =1 mod n

oldugundan r | d; elde edilir. ¢*" = (a¢®)" =1 mod n oldugundan d|sr, yani dym | symr
ve dolayisiyla dy | sir elde edilir. (s1,d;) = 1 oldugundan dy | » bulunur. | dy ve dy | 7

oldugundan r = d; = — = ——— sonucu elde edilir. O
m  (s,d)

3.2 Dogrusal Denklik Sistemi Coziimleri:

Asagidaki denklik sistemini ¢ézmeye ¢aligalim:

r = r1 modmn

T = 79 mod ns.

Ik denkligin ¢oziimleri x = r1 4+ ni1k seklindeki sayilardir. Bunu ikinci denklikte yerine

yazarsak © = r1+n1k = r2 mod ng ve buradan njk = ro—r1; mod ng bulunur. (ni,ng) =
6



1 oldugu zaman nq in mod no de tersi oldugunu biliyoruz. Bu durumda k£ = nfl(rg —71)
mod ng olur ve x = r1 + n1k mod nine her iki denkligi saglar.

Simdi (n1,n2) = 1 oldugu zaman bu ¢dziimiin mod niny de tek oldugunu gosterelim. x;
ve xg iki ¢6zlim olsun. 1 = x2 mod ny ve 1 = x2 mod ng oldugundan ny | (z; — z2),
ny | (x1 — x2) ve (n1,n2) = 1 oldugundan ning | (1 — z2) bulunur. Yani x; = x2

mod ning elde edilir.

Ornek 8. Asagidaki denklik sistemini ¢6ziiniiz.

z = 4 mod 14
z = 7 mod?9.

Coziim. = = 14k +4 =7 mod 9 olacagindan 14k =3 mod9vek=14"1.3=2-3=6
mod 9 bulunur. Buradan k = 9t+6 ve x = 14(9t+6)+4 = 126¢+88 bulunur ve 14-9 = 126
oldugundan z = 88 mod 126 elde edilir.

Bu yontem iki denklik sistemini ¢ozmek igin yeterlidir. Fakat denklik sayis1 arttikca bu

yontemi uygulamak zordur. k tane denklik sistemini ¢6zmek i¢in Cinli Kalan Teoremi'nden

yararlanilir.
Teorem 12 (Cinli Kalan Teoremi). nq,no,...,n; ikiger ikiger aralarinda asal sayilar ve
r1,72,...,T; tam sayilar olmak tizere

r = r1 modng

r = ro mod no

r = 71 mod ng.

denklik sisteminin mod ning - - -ny da tek ¢oziimi vardir.

ispat. n = ning - --n; olsun.
1 <17 <kicin (n%?nl> = 1 oldugundan n%si = r; mod n; denklik sistemini saglayan s;
vardir.
kon
T = —s; olsun.
S

=1
i # j igin n; | % oldugundan z = n%si =r; mod n; olur. Yani x tiim denklikleri saglar.

Cozltimiin tek oldugunu gostermek icin timevarimi kullanacagiz.

e x =r; mod n; denkliginin tek ¢ozliimii vardir.

e Ik k — 1 denklik sisteminin tek ¢oziimii oldugunu kabul edelim.



e [ denklik sisteminin tek ¢ozliimii oldugunu gostermek istiyoruz. x; ve xo iki ¢oziim

olsun. Bu durumda

r1 = x9 mod ning---np_q

T zo mod ng

oldugundan ning - --ng_1 | (r1 — z2) ve ng | (x1 — x2) olur.

Yani 1 = 22 mod ning - --ny dir.

Ornek 9. Agagidaki denklik sistemini ¢6ziintiz.

z = 2 mod7
r = 4 mod?9
z = 1 mod 10.

Coziim. n="7-9-10 = 630, % =90, 2 =70 ve % = 63 oldugundan

n ’ no n

90s1=2 mod7 = 65;=2 mod7=$=6"1-2=6-2=5 mod 7
70s9=4 mod9 = 7s9=4 mod9=s,=7"1-4=4-4=7 mod 9
63s3=1 mod10 = 3s3=1 mod10=s3=3"'-1=7 mod 10

3
bulunur. Buradan z = Z isi =90-5+70-7+63-7= 1381 olur. Céziim mod 630 da

i=1 "

tek oldugundan x = 1381 = 121 mod 630 elde edilir.

3.3 Yiiksek Dereceden Denklik Sistemi Coziimleri:

Onceki boliimlerde dogrusal denklikler ve denklik sistemlerinin ¢éziim yéntemleri iizerinde
durduk. Simdi yiiksek dereceden denklik ¢oziimii, yani P(z) tam say1 katsayil bir polinom
olmak tizere P(x) =0 mod n denkligini ¢bzecegiz.

P(z) = 0 mod n denkliginin bir ¢6ziimii a ise b = a mod n sgartini saglayan tiim b
sayilar1 da bu denkligin bir ¢éztimidir. Denkligi ¢6zmek icin Cinli Kalan Teoreminden

yararlanacagiz. n sayisinin asal carpanlarina ayrilmig hali n = p]flpgz . ~pr olsun. Bu



durumda

P(z) = 0 mod p]fl
P(z) = 0 mod pé”
P(z) = 0 mod p;"

denkliklerini ayr1 ayri1 ¢ozersek Cin Kalan Teoremiyle tiim ¢oziimleri bulabiliriz.
Ornek 10. 222+ 72+5=0 mod 60 denkligini ¢oziintiz.

Coziim. 60 = 22 -3 -5 oldugundan dekligi mod 4, mod 3 ve mod 5 de ¢ozecegiz.

202 4+72+5=0 mod 4 = 2224+32z+1 =0 mod 4 olur. Coziimii bulmak icin z =0,1,2,3
degerlerini denememiz yeterlidir. = 3 mod 4 denkligi saglar. Benzer gekilde x = 2
mod 3 ve (x =0 mod 5 veya x =4 mod 5) elde edilir.

Dolayisiyla denkligin iki ¢éztimi vardir. Bu ¢ozlimleri bulmak icin Cin Kalan Teoremini

kullanalim.

r = 3 mod4 3:5s1 = 3 mod4 s1 = 1 mod4
= 2 mod3 ;= 4-589 = 2 mod3 = s = 1 mod3
= 0 mod5 4-3s3 = 0 mod?>) s3 = 0 modb>

3
n
bulunur. Buradan x = Z —s;=15-1420-1+12-0= 35 mod 60 olur.
— T
i=1

Diger ¢oziimde benzer yontemle elde edilir.

= 3 mod4 3:5s51 = mod 4 s1 = 1 mod4
= 2 mod3 = 4-.-5s89y = mod 3 = s9 = 1 mod3
= 4 modb5 4-3s3 = 4 mod5H s3 = 2 modb.

Buradan x =15-1+20-1+12-2 =59 mod 60 olur.

3.3.1 p? Modundaki Denklik Cé6ziimleri:

P(z) = 0 mod n denkligini ¢ozmek icin éncelikli olarak P(x) = 0 mod p* denkligini
cozmemiz gerektigini biliyoruz. Bunun icin ilk olarak P(x) = 0 mod p? durumunu in-
celeyecegiz. P(x) = 0 mod p denkligini ¢6zmenin sistematik bir yolu yoktur. P(x)
carpanlarina ayrilmiyorsa genellikle 0,1, ...,p — 1 degerlerinin hepsini denemek gerekir.

P(xz) =0 mod p sisteminin ¢6ziimlerinden bir tanesi zg olsun. = = py+xzo degerini P(z) =
0 mod p? denkliginde yerine koydugumuzda p? ye boliinebilen katsayilar gideceginden

ay +b =0 mod p seklinde bir denklik elde ederiz.
9



Ornek 11. 23 + 322 +3=0 mod 25 denkligini ¢oziintiz.

Coziim. Once 23 4+ 322 +3 = 0 mod 5 denkligini ¢ozelim. 2 = 0,1,...,4 icin denkligi
saglayan tek deger x =4 mod 5 olur. Bu durumda x = 5y + 4 dersek

2 +322+3

(5y +4)> + 3(5y + 4)*> + 3
= 125y% 4 300y* 4 240y + 64 + 75y* + 120y + 48 + 3
= 360y+115=0 mod 25

olur ve buradan 10y = 10 mod 25 = 2y =2 mod 5 = y = 1 mod 5 elde edilir. = =

5y 4+ 4 kabulumuzden x =9 mod 25 degerinin denkligin tek ¢oziimii oldugu bulunur.

3.3.2 p¥ Modundaki Denklik Coéziimleri:

Bu béliimde P(z) =0 mod p* denkliginin ¢éziimleri bilindigi zaman P(x) =0 mod p**+!

denkligini ¢6zecegiz.
Teorem 13. p bir asal say1 ve P(x), katsayilar: tam say1 olan bir polinom olmak iizere

P(z) =0 mod p* denkliginin bir ¢oziimii z;, olsun.

P
P'(xp)y + Efkk) =0 modp

k+1

denkliginin her y ¢6ztimii i¢in P(x) = 0 mod p denkliginin xj4; = x3 + p*y olacak

sekilde bir ¢oziimi vardir.

Teoremde gecen P’(x) polinomu, P(x) polinomunun tiirevidir ve P(z) = a,o, +a, 12"+

<o+ arz +ag igin P'(x) = ra,z,—1 + (r — Da,—12" 2+ -+ - + a1 olur.
Ornek 12. 23 + 222 +2 =0 mod 27 denkligini ¢oziiniiz.

Coziim. Ik olarak #3 + 222 +2 = 0 mod 3 denkligini ¢ozelim. # =0, z = 1 ve & = 2
degerlerini denersek x = 2 mod 3 tin tek ¢6ziim oldugunu goriiriz.

P(z) = 2% + 222 + 2 oldugundan P'(x) = 32?2 + 4z olur. x; = 2, P(z) = 0 mod 3
denkliginin bir ¢oziimii oldugundan P’(2)y + P:())Z) =0 mod 3 denkligini ¢ozersek 20y +
18/3=0 mod 3= 2y =0 mod 3=y =0 mod 3 olur. Buradan o = 21 +3y =240 =
2 mod 3? elde edilir.

Benzer sekilde P’ (x9)y + Pé?)

2y +2=0 mod 3=y =2 mod 3 olur. Buradan x3 = 23 + 3%y = 20 mod 3% denkligin

=0 mod 3 denkligini ¢ozersek 20y + 18/9 =0 mod 3 =

tek ¢Ozlimii olarak bulunur.

P
NOT. Teorem 13 te P'(zp)y + (z)

k
p
saglayan 0, 1 veya p tane ¢ozlimii vardir.

= 0 mod p denkliginin 0 < y < p — 1 sartim

10



4 Diofant Denklemler

4.1 Pisagor Ucliileri

Bir dik tiggenin kenar uzunluklar1 olan tam sayilara Pisagor iicliileri denir.

Hipoteniis uzunluguna z, diger kenar uzunluklarina = ve y dersek a2 + y? = 22

sartim
saglayan pozitif tam sayilar Pisagor iiclilleridir. Simdi z? + y?> = 22 denkleminin tiim
¢Ozlimlerini bulmaya caligalim.

(,y,2) = d olsun. Bu durumda z; = %, y1 = %, 21 = 3 yzarsak :U% + y% = z% elde
ederiz. Ayrica herhangi iki terimin ortak bdleni varsa bu bélen ti¢lincii terimide bulmak
zorundadir. Yani 22 4+ y? = 22 denkleminin (z,y,2) = 1 seklindeki ¢oziimlerini bulursak,
diger biitlin ¢éziimleri bu ¢oziimlerden elde edebiliriz.

x ve y sayilar1 tek say1 olsun. Bu durumda z? + 3?2 = 22 = 2 mod 4 olur. Fakat bir
tam kare mod 4 de 2 olamayacagindan celigki elde edilir. Yani x ve y den birisi tek digeri

cifttir. Genelligi bozmadan = tek, y cift olsun. y = 2a dersek 3?> = 4a®> = 22 — 2% =

(z — 2)(z + ) olur ve buradan a* = % Lz ; T elde edilir. <z ; x7 : —12_ a:) = d olsun.
z—xr z+x Z2—x zZ+x . .
d | < 5 + 5 )Ved| < 5 T g >01dugundand|zved]a:bulunur. Yani
d =1 dir.
Buradan ——~ — t2, HT:U = 52 elde edilir. Bu denklemleri de ¢ozersek
+x =25
=T 82 =2:=2" 42> 2=+t => =5 —t?
z—x =2t

2

ve buradan y = 2a = 2st elde edilir. Sonuc olarak z? + y? = 2? sartin1 saglayan biitiin

pozitif tam sayilar
(z,y,2) = (k:(52 —t%), 2kst, k(s* + t2)) veya (z,y,2) = (2kst, k(s? —t%), k(s® + t2))
seklindedir.

4.2 Dogrusal Diofant Denklemler

az+by = ¢ seklindeki dogrusal diofant denklemler Oklid algoritmasi yardimiyla coziilebilir.

Teorem 14. a ve b en biiyiik ortak boélenleri d olan iki tam say1 olsun. ax + by = ¢
denkleminin tam sayilarda ¢6ziimiiniin olmasi igin gerek ve yeter sart d | ¢ olmasidir.
Ayrica (xg,yo) denklemin bir ¢6ziimii ise genel ¢oziim k € Z olmak lizere

kb ka

fU:ﬁO"‘Ea y:yo_j

olarak elde edilir.
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Ornek 13. Ayse bankadan bir miktar para aliyor, ama veznedar paray1 verirken kuruglarla
liralar1 karigtiriyor. Ayse daha sonra 50 kuruga gazete aliyor ve kalan parasinin, bankadan
almas1 gereken paranin 3 kat1 oldugunu goriiyor. Ayse’nin bankadan almasi gereken para
ne kadardi?

Cozim. Liralarin sayisina z, kurusglarin sayisina y diyelim. Burada x ve y nin 100
den kii¢iik oldugunu varsayabiliriz. Aksi halde kurusglarin sayisinin 100 den biiyiik olmasi
durumu s6z konusu olur. (3 lira 105 kurug gibi) Veznedarin vermesi gereken para 100z+y
kurug, verdigi para ise 100y+xz kurugtur. Ayse 50 kurusa gazete aldiktan sonra kalan parasi
bankadan almasi gereken paranin 3 kati ise 100y + 2 — 50 = 3(100x + y) dir. Buradan da
97y — 299z = 50 elde edilir. 299 ve 97 aralarinda asal olduklar: igin 97a + 299b = 1 olacak
sekilde a ve b tam sayilar vardir. Oklid algoritmasindan 299 = 3-97+8 ve 97 = 12-8+1

oldugundan,
1=97-8-12=97—-(299-3-97)-12=37-97 — 12 - 299

elde edilir. Buradan a = 37, b = 12 bulunur. 97y — 299z = 50 denkleminin ¢oéziimii de
y = 50-37 = 1850 ve x = 50-12 = 600 diir. k bir tam say1 olmak iizere bu denklemin biitiin
¢oziimlerinin y = 1850+ 299k, x = 600 + 97k seklinde oldugu gosterilebilir. 0 < z,y < 100
esitsizligini saglayan en kiigiik =,y degerleri icin £k = —6 dir. Bu durumda y = 56 ve

x = 18 bulunur. Yani Ayse’nin bankadan almasi gereken para 18 lira 56 kurustur.

4.3 zy+ Ax + By + C = 0 Seklindeki Denklemler

Bu tiir denklemler ¢arpanlara ayirma yontemi yardimiyla ¢oziilebilir. zy+ Ax+ By+C =0
denklemi (z + B)(y + A) = AB — C denklemine doniistiiriiliir. Bu durumda AB — C nin

tiim garpanlar bir (z,y) ¢oziim ikilisi belirler.

Ornek 14. = + = = 1 denkleminin tiim tam say1 ¢oziimlerini bulunuz.
r oy

Coziim. z ve y sifirdan farkli olmak tizere verilen denklem 2x+y = zy veya (x—1)(y—2) =
2 olarak yazilir. Bu denklemi ¢ézmek igin 2 nin tam say1 bélenlerini incelemek yeterlidir.

Dolayisiyla dort durum vardir.
Loe—1=2,y—2=1= (z,y) = (3,3) bir ¢ézlimdiir.
ii.x—1=1, y—2=2= (z,y) = (2,4) bir ¢dzlimdiir.
. z—1=-2, y—2=—-1= (x,y) = (—1,1) bir ¢éziimdiir.
viiz—1=-2, y—2=-2= (x,y) = (0,0) bir ¢bzlim olamaz.
Denklemin ¢oziimleri z,y € {(3,3),(2,4), (—1,1)} olur.

12



SAYILAR TEORISI - PROBLEMLER

10.

11.

12.

13.

14.

. (p+ 1) sayisinin hangi p ve ¢ asal sayilar: igin bir tam kare oldugunu bulunuz.

. n+2n+3n+...4+9n toplaminin biitiin basamaklar1 ayni rakamdan olugan bir sayiya

esit olmasim saglayan en kiiciik pozitif n tam sayisini bulunuz.

. Her n > 1 tam sayisi i¢in v/11...144...4 (n tane 1 ve 2n tane 4) sayisinin irrasyonel

oldugunu gosteriniz.

. a, m ve n pozitif tam sayilar olmak lizere, m tek sayi, a > 1 olsun. Bu durumda

a™ — 1 ve a’ + 1 sayilarinin en biiyiik ortak boleni nedir?

. n pozitif ¢ift bir tam say1 olmak tizere a ve b aralarinda asal pozitif tam sayilardir.

(a +b)|(a™ + b™) kogulunu saglayan tiim a ve b sayilarini bulunuz.

11...1122...225 sayisinin bir tam kare oldugunu gosteriniz.
2009 2010

T=1+114111+4+---411...1 toplamini hesaplayimniz.
20

. m, 6 dan biiyiik bir tam say1 olsun. n—1 ve n+1 asal sayilar olduguna gére n?(n?+16)

nin 720 ile boliinebildigini gosteriniz. Eger n?(n? + 16) 720 ile boliinebiliyorsa n — 1

ve n + 1 sayilarindan ikisi birden asal olmak zorunda midir?

. p,4p? + 1 ve 6p? + 1 asal sayilar ise p nin alabilecegi degerleri bulunuz.

1978 yihi ilk iki basamaginin son iki basamagina eklenince ortadaki iki basamagini
vermesi (19+78=97) bakimindan ilging bir yildi. 1978 den bir énceki ve bir sonraki

ilging yillar1 bulunuz.

Hi¢ bir pozitif n tam say1 i¢in n(n + 1)(n + 2) nin bir tam kare olamayacagin

ispatlayiniz.

ab = obeb(a, b) + okek(a,b) denklemini saglayan tiim (a, b) pozitif tam say1 ikililerini

bulunuz.

Ard arda yazilan 1,2,...,10 sayilarinin aralarina 4+ ve — isaretleri nasil konulursa

konulsun toplamin higbir zaman 0 olamayacagini ispatlayiniz.

n? 4 23 say1sinin sonsuz farkli n tam sayisi icin 24 ile tam boliindiigiinii ispatlayiniz.

13



15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

p nin bir asal say1 olmasi durumunda 8p— 1 ve 8p+ 1 sayilarindan en az bir tanesinin

bilesik say1 olacagini gosteriniz.

Her n dogal sayis1 icin n® — 5n3 4 4n sayisinin 120 nin bir tam kat1 olacagini ispat-

layiniz.
1-114+2-2143-314+--- 499 - 99! toplamim hesaplayiniz.

{1,2,...,28} kiimesinden kalan tiim elemanlarin garpimi bir tam kare olacak gekilde

en az kag say: silebiliriz?

Birinci ve ikinci terimleri 1 olan ve her terimi kendisinden 6nceki iki terimin toplami
olarak elde edilen dizinin (Fibonacci dizisi) her beginci teriminin 5 ile béliinebildigini

gosteriniz.

18 ile 57 arasindaki 40 tam say1 yan yana yazilarak 80 basamakl bir say1 (1819...57)

elde edilmistir. 3% nm, bu sayiy1 boldiigii en biiyiik & tam sayismi bulunuz.

Herhangi ii¢ tek dogal say: i¢in, dordiintin karelerinin toplami yine bir tam kare

olacak sekilde dordiincii bir tek sayinin bulunabilecegini gosteriniz.

Verilen P(z) = 23 + 224+ 2 +2, ve Q(z) = 2° — x + 3 polinomlari igin Q(a) nin P(a)

y1 bolmesini saglayacak bir a tam sayisinin olmadigini gosteriniz.

Ik terimi 10 olan bir dizide her ¢ift terimden bir sonraki terim o terimin yarisi, her
tek terimden bir sonraki terim de bir 6nceki terimin 2 katinin 2 fazlasidir. Dizinin

2008. terimini bulunuz.

Bir okuldaki birinci ve ikinci simif 6grencilerinden olugan bir grubun %551 erkek
ogrencidir. Ayrica bu gruptaki erkek birinci simif 6grencisi sayisinin erkek ikinci sinif
Ogrencisi sayisina orani, gruptaki birinci sinif 6grencisi sayisinin ikinci sinif 6grencisi
sayisina oranina esittir. Bu durumda erkek birinci sinif 6grencilerin sayisinin bayan

birinci simif 6grencilerinin sayisina oranini bulunuz.

Verilen herhangi iki a ve b tam sayilari icin 22 + 2y + y? = 3a® + b? olacak sekilde z

ve y tam sayilar1 bulunabilecegini gosteriniz.

Her pozitif n tam sayisi i¢in, u(n) ile n yi agmayan en biiyiik asal say1, v(n) ile de n

den biiyiik en kiigiik asal say1 gosterilmek tizere,

1 1 1 1 1 1

w202 T uEwE) Tu@e@ T T ueotoyezot0) ~ 2 2011

oldugunu gosteriniz.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Her n pozitif tam sayisi icin, (277) sayisinin, n + 1 ve 4n — 2 ile bolinebildigini

gosteriniz.

n=0,1,...,2010 olmak {izere, A, = 23" 4 367+2 4 567+2 gavilarimin en biiyiik ortak

bolenini bulunuz.

Birbirinden ve sifirdan farkh a,b ve ¢ rakamlar: i¢in ab iki basamakli sayisim bolen
¢, be iki basamakli sayisini bolen a ve ac iki basamakli sayisini bolen b sayilar:

bulunabilir mi?

3z+9 3z+10 3z+11 3z+49 : S S : :
S g S0+ T4g » kesirlerinin her birinin sadelesmig olmasi, yani paylar:

ve paydalarinin aralarinda asal olmasini saglayan en kiiciik x pozitif tam sayisini

bulunuz.

Issiz bir adaya diisen bes adam bir miktar hindistan cevizi toplarlar. Adamlardan
her birisi sirayla hindistan cevizlerinin baginda nébet tutacaktir. Her adam nobeti
sirasinda gu iglemleri gerceklestirir:

e Once hindistan cevizlerini 5 egit gruba ayirir.

e Her defasinda 1 hindistan cevizi artar ve artan hindistan cevizini bir maymuna

verir.

e Bir hindistan cevizi grubunu kendisi i¢in saklayip geri kalan hindistan cevizlerini

tekrar tek bir grup haline getirir.
Bu durumda baslangicta en az kac hindistan cevizi vardir?

n bir tam say1 olmak iizere, n + 3 ve n? + 3 iin ikisi birden bir tam kiip olabilirler

mi?

Ardigik 9999 tam sayimin karelerinin toplaminin bir tam saymnin birden biiyiik bir
kuvveti olamayacagim gosteriniz. Yani, (n +1)% + -+ + (n + 9999)? = m" ifadesini

saglayan ve r > 1 olan n, m, r tam sayilarinin olamayacagini gosteriniz.

7a + 14b = 5a® + 5ab + 5b® denklemini saglayan biitiin (a,b) tam sayi ikililerini

bulunuz.
|3¢ — 20| = 1 esitligini saglayan tiim (a, b) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.
On tabaninda (abed)ig, yedi tabaninda ise (dcba)7 olarak ifade edilen biitiin tam

sayilar1 bulunuz.

A= 1 + 1 +...+ 1
1.2 3-4 7771997 -1998
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38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

ve

B= P
"~ 1000-1998  1001-1997 7T 1998 - 1000

olmak tizere, % sayisinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz.

2% sayisinin basamaklar: uygun sekilde yer degistirildiginde 2 nin bagka bir kuvveti

elde edilmesini saglayan bir a tam sayisi1 var midir?
Hipoteniis uzunlugu /2006 ve dik kenarlari tam say1 olan dik liggen var midir?

Bir bilgisayar, n = 1,2,3,... i¢in (n + 1)2" ifadesinin degerlerini vermektedir. En

fazla kag tane tam kare deger arka arkaya gelir?

Elimizde 1 Kr, 5 Kr, 10 Kr, 25 Kr, 50 Kr ve 1 TL lik madeni paralarin her birinden
n tane bulunmaktadir. Bu paralardan secilen n tanesinin toplaminin 1 TL olmasinin

miimkiin olamayacag en kii¢lik n pozitif tam sayisini bulunuz.

n pozitif bir tam say1 ve p, n|(p — 1), p|n® — 1 sartlarini saglayan bir asal say1 ise

4p — 3 iin bir tam kare oldugunu ispatlayiniz.

Her n dogal sayis1 icin 33"+3 — 26n — 27 sayisinin 169 un bir tam kat1 olacagini

ispatlayiniz.

a) x bir gercel say1 olmak iizere 22 + x ve 23 + 2z rasyonel ise x in rasyonel say1
oldugunu gosteriniz.
b) 2% + z ve 23 — 2z rasyonel sayilarken irrasyonel bir  sayisinin bulunabilecegini

gosteriniz.

a ve b, (%} + b'le) toplamini tam say1 yapan iki dogal sayidir. a ve b’nin ortak

bolenlerinin en biiyiigiiniin va + b den biiyiik olmadigini gosteriniz.
m" —n™ = 3 esitligini saglayan biitiin (m,n) pozitif tam say1 ¢iftlerini bulunuz.

a, b pozitif tam sayilar: i¢in a 4+ 77b nin 79 ile, a + 79b nin de 77 ile boliinebildigi

biliniyor. Buna gore a + b nin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.

Bir grup cocuk bir torbadaki cevizleri paylagirlar. Birinci ¢ocuk once bir ceviz ve
sonra da geride kalan cevizlerin onda birini; ikinci ¢ocuk iki ceviz ve geriye kalanlarin
onda birini; {i¢iincii cocuk da fi¢ ceviz ve geriye kalanlarm onda birini alir. Islem
bu sekilde siirer ve son ¢ocuk geriye kalan cevizlerin tiimiinii alir. Sonugta tiim
gocuklarin aldig1 ceviz sayisinin egit oldugu goriiliir. Cocuklarin ve cevizlerin sayisini

bulunuz.

7 den biiyiik her tam sayinin, her biri 1 den biiyiik ve aralarinda asal iki tam sayinin

toplami seklinde yazilabilecegini gosteriniz.
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50.

o1.

52.

53.

o4.

95.

56.

o7.

58.

59.

x +y — zy = 43 denklemini saglayan tim (x,y) sirali tam say1 ¢iftlerinin sayisin

bulunuz.

n + k% nin en az n tane pozitif k tam sayis1 icin tam kare olmasii saglayan bir n

pozitif tam sayis1 bulunamayacagini gosteriniz.

a, b, ¢, d tam sayilar icin a®> + b*> + ¢ + 1 = d? denklemini saglayan ¢ ve d
tam sayilarinin ancak ve ancak a = b(mod2) olmasi durumunda bulunabilecegini

gosteriniz.

A ve B iki pozitif tam say1 olmak {izere, A tam sayisinin birinci ve tigiincii basamak-
lar1 yer degistirildiginde B tam sayisi elde edilmektedir. A’nmin B’ye boliimiinden
kalan, A’nin basamaklar1 toplaminin yedi kati, boltim ise 3 olduguna goére A ve B

sayilarii bulunuz.

100 kagidin iki yiizii tek ve ¢ift olarak isimlendirilmigtir. Her kagidin tek ytiziine tek,
gift ylziine ¢ift olmak tizere iki ardigik tam say1 yazilmigtir. Ayrica bu kagitlarda
1’den 200’e kadar olan biutiin tam sayilar kullamilmigtir. Bir A 6grencisi rastgele
21 kagit gekiyor ve her iki taraflarindaki sayilar1 toplayarak 913 buluyor. Bir B
ogrencisi ise geri kalan kagitlardan rastgele 20 kagit cekiyor ve her iki taraflarindaki
sayilar1 toplayarak 2400 buluyor. Bu durumda

a) A nin toplaminin hatal oldugunu gosteriniz.

a)Eger A nin dogru toplami 903 ise, B nin toplamimin hatali oldugunu gosteriniz.

p? 4 11 sayisin 11 den daha az pozitif bolenlere sahip oldugu tiim p asal sayilarimi

bulunuz.

Iki ardigik saymmn kiiplerinin farki bir n tam sayismm karesi ise n nin iki ardigik
saymin kareleri toplami seklinde yazilabilecegini gosteriniz. (Mesela, 8% —73 = 169 =
132 ve 13 = 22 + 32 dir.)

n > 1 olmak tizere (ay,as,...,a,) dizisi, a; = 1, ag = 4 olan ve a,, = v/an—1an+1 + 1
kosulunu saglasin.
a) Dizinin her teriminin bir pozitif tam say1 oldugunu gosteriniz.

b) 2anan+1 + 1 sayisinin her n > 1 igin bir tam kare oldugunu gosteriniz.

x 4+ y ve xy birer pozitif tam say1 ve x + y = zy olacak sekilde sonsuz sayida (z,y)

irrasyonel say1 ¢ifti bulunabilecegini gosteriniz.
(an)nen dizisi su sekilde verilmis olsun
o a; =1

° an:%an_l,nZQ
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

Bu dizinin biitiin terimlerinin pozitif tam say1 oldugunu ispatlayiniz.

Ug 6grenci tahtaya yan yana, {i¢ tane iki basamakh tam kare yaziyor. Sonucta olugan

alt1 basamakl say1 da bir tam kare oluyorsa tahtaya yazilan say1 kag olabilir?

n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere a® + b? + ¢® + d?> = 7 - 4" esitligini

saglayan, negatif olmayan biitiin a, b, ¢, d tam sayilarini bulunuz.

xy+yz+zx —xyz = 2 denklemini saglayan biitliin (z,y, z) pozitif tam say: tigliilerini

bulunuz.

58 v . .« .
% sayisinin asal olup olmadigini inceleyiniz.

T+ y + z = xyzt kogulunu saglayan biitiin pozitif x,y, z,t tam sayilarini bulunuz.

1,2,3,4,5,6,7sayilarinin hepsi sadece bir kere kullanilarak bir x sayisi olugturuluyor.
x in basamaklarindaki rakamlarin yerleri degistirilerek bir y sayisi elde ediliyor. y

nin x i bélmedigini gosteriniz.

a) Her k tam sayis1 icin, (2k 4+ 1)® — (2k — 1)® in fi¢ tam karenin toplami seklinde
yazilabilecegini gbsteriniz.
b) n bir pozitif tam say1 olmak iizere, (2k + 1)3 — 2 sayisinin 3n— 1 tane 1 den blyiik

tam karenin toplami olarak yazilabilecegini gosteriniz.

Genel terimi n® — (2n + 1)? olan (a,) dizisinde 2006’ya boliinebilen bir terim var

mudir?

Asagidaki ifadelerin dogru olup olmadigin gosteriniz.

a) n > 3 olacak gekilde biitiin n tam sayilar igin, herhangi ikisinin ¢arpimi geri
kalan (n — 2) tam sayimin toplamiyla kalansiz boliinecek sekilde n tane farkli pozitif
tam say1 vardir.

b) n > 3 olacak sekilde, baz1 n tam sayilar: i¢in, herhangi (n — 2) tanesinin toplami
geriye kalan iki tam sayinin carpimiyla kalansiz boliinecek sekilde n tane farkh pozitif

tam say1 vardir.

H, = % + % + % + -+ % olsun. n > 1 igin, H, in bir tam say1 olamayacagini

gosteriniz.
x tam say1 olmayan, pozitif bir rasyonel say1 ise % in rasyonel olmadigini gosteriniz.

m bilegik bir tam say1 olmak tlizere, a,b,c,d pozitif tam sayilar i¢in ab ve cd, m
sayisinin iki farklh ¢arpanlarima ayrilmig hali olsun (m = ab = e¢d). Her n > 0 tam

say1s1 i¢in a” + b" + ¢ 4+ d" sayisinin asal olmadigini gosteriniz.
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72.

73.

74.

75.

76.

7.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

a, b ve ¢ tam sayilar olmak iizere, ¢ + 1 = (a? — 1)(b?> — 1) denkleminin biitiin

¢ozlimlerini bulunuz.

A kiimesi 1 tam sayisin1 ve en az bir pozitif tam sayiy1 daha iceren bir kiime olsun. A

kiimesinden alinan her m ve n tam sayilari icin tam sayisinin da kiimenin

m—+1
(m+1,n+1)
bir elemani oldugu biliniyor. Bu durumda A kiimesinin biitiin pozitif tam sayilari
icerdigini gosteriniz.

Herhangi bir pozitif n tam sayisi i¢in n! 4+ 1 ve (n+1)! in en biiyiik ortak bolenlerini

bulunuz.

n|(2™ — 1) sartiu saglayan biitlin pozitif n tam sayilarini bulunuz.

a* + 4b* degerini asal say1 yapan biitiin a, b pozitif tam say1 ciftlerini bulunuz.
n bir tam say1 olmak tizere, 2™ 4+ 3™ bir rasyonel sayinin karesi olabilir mi?

2?2 = (22 +1)(y? — 1) + n denklemini:
a) n = 2006
b) n = 2007

durumlarinda saglayan x, y ve z tam say1 degerleri var midir?

ap =3 ven >1icin a, =2+ apay ...ap—1 olarak tanimlanmis (a,) dizisi i¢in
a) Dizinin herhangi iki elemaninin aralarinda asal olduklarim ispatlayimz.

a) azpo7 yi bulunuz.

p bir asal say1 olmak iizere 7p+3P —4 tam sayisinin bir tam kare olmadigini gosteriniz.
p.g nun (5P — 2P)(59 — 29) yu boldiigi biitiin p, ¢ asal sayilarim bulunuz.

A kiimesi,

e a € A ise a nin biitiin pozitif bolenleri A kiimesinin elemamdir,

eagbcAvel<a<bisel+abe A dr,

ozelliklerini saglayan pozitif tam sayilar kiimesi olsun. Eger A kiimesinin en az 3

eleman1 varsa A=N oldugunu ispatlayiniz.

2 + y2 + 22 4 2 = 92004 denkleminin, tam sayilar kiimesinde 0 < z <y < 2z < 't

koguluna uyan tam olarak iki ¢ozlimii oldugunu ispatlayiniz.

okek(a,b)
(a—b)
olmayan sayilar kiimesi A y1 diigiinelim. A nin en fazla iki eleman icerebilecegini

En az iki eleman iceren ve a,b € A, a > b ise € A kogulunu saglayan negatif

gosteriniz.
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85.

86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

n pozitif bir tam say1 olmak tizere, n nin basamaklar1 toplamini s(n) ile gosterelim.
s(n) nin n den farkli, n yi bolen en biiyilik tam sayiya esit oldugu butiin n degerlerini

bulunuz.

P katsayilar1 tam sayilardan olugan bir polinom olsun ve P(5) = 2005 denklemini
saglasin. Bu durumda P(2005) sayisinin bir tam sayimmin karesi olmasi miimkiin

mudir?

a bir tam say1 olsun. 22 < 3 kosulunu saglayan herhangi bir x reel sayis icin,

V3 — 22 ve V/a — 23 sayilarindan en az birinin irrasyonel oldugunu kanitlayimiz.

9% — 3% = y* 4+ 292 + 4% + 2y denkleminin tam say1 ¢oziimlerini bulunuz.

4dn—2
n+5

ifadesini rasyonel yapan n tam sayilarini bulunuz.

Negatif olmayan hi¢ bir n tam sayisi i¢in a, = 2" + 3™ + 5" + 6™ ifadesinin bir tam

kiip olamayacagini kanitlayiniz.

n bir pozitif tam say1 olmak tizere

GGG )

sayilarinin en biiyiik ortak bélenini bulunuz.

ap = [n\@] + [n 3], n € N geklinde tanimlanan dizinin sonsuz tane tek ve sonsuz

tane cift say1 icerdigini gosteriniz.

x ve y sayilar1 5’ten biiyiik asal carpami olmayan pozitif tam sayilar olmak iizere,
k > 0 olan bir k tam sayis1 icin 2 —y? = 2¥ denklemini saglayan biitiin z, y ciftlerini

bulunuz.

Binler basamagi ayni olan ve dort tanesi, besinin toplamini bolen doért basamakli

birbirinden farkli tam say1 beslilerini bulunuz.
n? + 3" sayisimi tam kare yapan biitiin pozitif tam sayilar1 bulunuz.
2™ 4 3" = k? denklemini saglayan pozitif tam sayilar1 bulunuz.

Birler basamagi baga alindiginda (6rnek: 1234 — 4123) elde edilen sayiy1 kalansiz
bolen, en az iki basamakli ve rakamlarinin hepsi birbirinin aynisi olmayan en kiigiik
sayiyl bulunuz. (Bahsi gegen sayilar onluk sisteme gore yazilmig ve baginda 0 ol-

mayan sayilardir.)

(z+D)(@+2)(z+3)+x(z+2)(x+3)+z(x+ Dz +3)+a@@+1)(z+2) =y*
esitligini saglayan (z,y) tam say1 ikililerini bulunuz.
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99. 22004 {51 2004 ile boliimiinden kalani bulunuz.

100. n|(p — 1) ve p|(n® — 1) olmak iizere n bir pozitif tam say1, p ise bir asal say1 olsun.
Bu durumda p —n ya da p+n tam sayilarindan en az birinin bir tam kare oldugunu

gosteriniz.

101. m? — 4n ve n? — 4m sayilarmim tam kare olmasini saglayan tiim (m,n) pozitif tam

say1 ciftlerini bulunuz.
102. a,b, ¢, d pozitif tam sayilar olmak iizere, her pozitif rasyonel sayinin

ad +v?
3+ d3

seklinde yazilabilecegini gosteriniz.

103. a ve b biitiin n pozitif tam sayilar igin (a™ + n)|(b"™ 4+ n) kosulunu saglayan pozitif

tam sayilar olsunlar. Bu durumda a = b oldugunu ispatlayiniz.

104. Bir tam kare sayinin son n basamagi 0 dan farkli ve birbirinin aynisiysa bu tam kare
sayl n uzunlugundadir denir. Bir tam kare i¢in miimkiin olan en biiyiik uzunlugu

bulunuz. Bu uzunluga sahip tiim tam kare sayilar: bulunuz.

105. a,b,n ve m, n > 1 olacak sekilde, pozitif tam sayilardir. o™ + b" = 2™ ise a = b

oldugunun gosteriniz.
106. Herhangi iki n ve k pozitif tam sayilar: igin,
n= () () () £ (M) £ (P
3 3 3 3 3
olacak sekilde ay > as > as > a4 > a5 > k pozitif tam sayilarinin bulunabilecegini
gosteriniz.
107. p™q" = (p+q)? + 1 esitligini saglayan tiim m, n, p, ¢ pozitif tam sayilarmi bulunuz.

108. a ve b 2’den biiyiik tam sayilar olsun. n; = a, np =bvet = 1,2,...,k — 1 icin
(n; + nit1)|nini41 Ozelliklerini saglayan bir k tam sayisi ve nq, no,...,n; tam sayi

dizisi oldugunu gosteriniz.
109. Asagidaki ozellikleri saglayan N pozitif tam sayilarini bulunuz.

(a) N sayis1 tam olarak 16 bolene sahip olacak (1 =d; <ds <...<dig = N).
(b) ds. bolen, yani dg., (d2 + d4)ds’ya esit olacak.
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

n pozitif bir tam say1 olmak tizere, n’in basamaklarinin tersten yazilisiyla elde edilen
sayiy1 7(n) ile gosterelim. (Ornegin r(2006) = 6002). Herhangi a ve b pozitif tam
sayilari icin 4a”+7(b) ve 4b%+r(a) sayilarmim ikisinin birden tam kare olamayacagini

ispatlayiniz.

2%+ 1% + 22 = t* denklemini saglayan ve ortak bolenleri 1 den biiyiik olmayan sonsuz

tane pozitif tam say1 dortlisii (z, vy, z,t) oldugunu gosteriniz.

n > 1 olmak iizere x, y ve n pozitif tam sayilar olsun. z" — y" = 2'%° denkleminin

kag tane ¢oziimii oldugunu bulunuz?

Her biri 0 dan farkl «, y, z ve t gercel sayilar1 agagidaki esitlikleri saglamaktadir:

ct+y+z = t
1 1 1 1
—+-+- = -
r Yy =z t
2 +yP+22 = 1000

x +y + z + t toplamini bulunuz.

y? = 23 — 432 denklemini saglayan tiim x,y tam sayilarim bulunuz.

22006 _ 492006 _ 2006 = 442997 4 2007y denkleminin pozitif tam say1 ¢oziimiiniin

olmadigini gosteriniz.

a ve b aralarinda asal pozitif tam sayilar olmak tizere negatif olmayan = ve y tam
sayilari igin ax + by seklindeki negatif olmayan sayilara ”giizel” diyelim. s tam
sayisinin ¢ ile boliimiinden kalan s; olmak tizere f : Z — 7Z fonksiyonunu f(n) =
n — ng — np olarak tanimlayalim. Bu durumda n tam sayisinin giizel olabilmesi
i¢in gerekli ve yeterli sartin n, f(n), f(f(n)),... dizisinin negatif olmayan sayilardan

meydana gelmesi oldugunu gosteriniz.

n > 3 kosulunu saglayan her dogal say1 igin 722 + y2 = 2" denklemini saglayacak

Tn, Yn tek, dogal say ikilisi oldugunu gosteriniz.

50! kac degisik sekilde iki veya daha fazla ardisik pozitif tam sayimin toplami seklinde
ifade edilebilir?

4% +4Y+4* ifadesini bir tam kare yapan biribirinden farkli biitiin z, y, z tam sayilarini

bulunuz.

22



SAYILAR TEORISI - COZUMLER

1. (p+ 1) sayisinin hangi p ve ¢ asal sayilar: igin bir tam kare oldugunu bulunuz.

Coziim. ¢ = 2 ise biitiin p degerleri icin (p+ 1)? bir tam kare olacaktir. ¢ > 2 ise, ¢
bir tek say1 oldugundan ¢’yu k pozitif bir tam say1 olmak tizere, ¢ = 2k + 1 seklinde
yazabiliriz.

(p+1)7=p+1)* = (p+1)(p+1)*

oldugundan (p + 1)? bir tam kare ise, (p + 1) de bir tam kare olmak zorundadir.
(p+ 1) = n? diyelim. O halde p =n? —1 = (n—1)(n +1) olur. Fakat p asal oldugu
icin (n — 1) ya da (n + 1) den birinin 1, digerinin p olmasi gerekir. Bu durumda
n = 2, dolayisiyla da p = 3 tiir. p = 3 ise 49 her ¢ degeri icin bir tam karedir.
Sonug olarak, g = 2 ise her p igin, ¢ > 2 ise p = 3 igin (p + 1)¢ bir tam karedir.

2. n+2n+3n—+...+9n toplaminin biitiin basamaklari ayni1 rakamdan olusan bir sayiya

esit olmasim saglayan en kiiciik pozitif n tam sayisini bulunuz.

Coziim. n+ 2n+ 3n + ... + 9n = 45n toplamini S ile gosterelim. S besin kati
olduguna ve S nin biitiin basamaklar1 ayni say1 olduguna gore hepsi bege esit olmak
zorundadir. Obiir taraftan S dokuza da boliindiigiine gore, basamaklarn toplami da
dokuza boltinmelidir. Bir bagka deyisle S yi k& basamakli kabul edersek 5k dokuza
bolinmelidir. Soruda en kiigiik n pozitif tam sayisi sorulduguna goére k = 9 ve

S = 555555555 olmalidir. Buradan da n = % = 12345679 bulunur.

3. Her n > 1 tam sayis1 igin v/11...144...4 (n tane 1 ve 2n tane 4) sayisin irrasyonel

oldugunu gosteriniz.

Coziim. 11...144...4 sayisinin tam kare olamayacagini gostermek istiyoruz. n

basamakl 11...1 sayisim a ile gosterirsek,

11...144...4 = 11...100...0+44...400...0444...4
—— N Y~ Y~

n 2n n n n

= a-10%" +4a-10" 4 4a = a(10™ + 2)?

yazabiliriz. @ = 11...1 sayis1 4 ile boliindiigiinde 3 kalanini vereceginden (n > 1),
a bir tam kare degildir. Bu durumda a(10" +2)? = 11...144...4 sayis1 da bir tam

kare olamaz.

4. a, m ve n pozitif tam sayilar olmak lizere, m tek sayi, a > 1 olsun. Bu durumda

a™ — 1 ve a’ 4 1 sayilarinin en biiyiik ortak boleni nedir?
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Cozim. d, a™ — 1 ve a™ + 1 sayilarinin bir ortak boleni olsun.

a™ = (a™)" = 1 (modd)

a™=(a")" = —1(modd)

oldugundan d| [(a™" + 1) — ((a™™ — 1)]) yani d|2 elde edilir. Bu durumda d sadece
1 ya da 2 degerlerini alabilir. a tekse a”™ — 1 ve a™ 4 1 ¢ift say1 olacagindan d = 2,

a ¢ift oldugunda ise @™ — 1 ve a™ + 1 tek olacagindan d = 1 olur.

5. n pozitif ¢ift bir tam say1 olmak iizere a ve b aralarinda asal pozitif tam sayilardir.

(a+b)|(a™ + b"™) kogulunu saglayan tiim @ ve b sayilarin bulunuz.

Coziim. n cift bir tam say1 oldugu igin a” —b" = (a®—b?)(a" 2 —a" 4> +- - -+ "7 2)
dir. a + b, a® — b? nin bir carpam oldugu icin, (a + b)|(a™ — b") olur. Dolayisiyla
a+ b hem (a™ 4+ b") 4 (a™ — b") = 24" hem de (a" + b") — (a™ — b™) = 2b™ nin bir
boleni olmalidir. a ve b aralarinda asal olduklar igin (2a",2b™) = 2’dir. Bu nedenle
(a+0)|2 olur. Yani, a =b =1 dir.

6. 11...1122...225 sayisinin bir tam kare oldugunu gosteriniz.
—_——
2009 2010

Coziim. Soruda verilen sayiya N diyelim. Bu durumda,

N = 11...11-10%°"1 +22...22.10+5
2009 2010
1 2
= §(102009 —1)-10%M 4 §(102010 —1)-10+45
1
= 51070 =107 421020 — 20 + 45)
1
— §(104020 + 2 . 5 . 102010 + 25)
2009
——
100...005

)2 =33...335°
———
2009

1
= (G070 4 5)? = (==

elde edilir. Yani 11...1122...225 sayis1 bir tam karedir.
—_——
2009 2010

7. T=14+114111+---4+11...1 toplamini hesaplayiniz.
20
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10.

10i—1

Coziim. i pozitif tam sayisi igin 11...1 = “5— oldugundan
T 10—1+102—1+ +1020_1_(10+102+m+102o)_20
- 9 9 DR 9 _— 9
10(2%5=1) =20 10%" — 190
9 81

elde edilir.

. n, 6 dan biiyiik bir tam say1 olsun. n—1 ve n+1 asal sayilar olduguna gére n?(n?+16)

nin 720 ile boliinebildigini gosteriniz. Eger n?(n? + 16) 720 ile béliinebiliyorsa n — 1

ve n + 1 sayilarindan ikisi birden asal olmak zorunda midir?

Coziim. n — 1 ve n + 1 asal sayilar oldugundan, n cifttir. O halde, n* ve 16n2, 24
ile boliinebildiginden n* + 16n? = n?(n? 4 16) da 2% ile béliinebilir. n —1,n,n + 1
ardigik li¢ say1 oldugu igin bu sayilardan birisi 3 ile boliinebilir. Ancak n > 6 ve
n — 1ile n + 1 asal olduklari icin 3 sadece n yi bolebilir. Buradan da n?, dolayisiyla
da n%(n? + 16) 9 tarafindan boliinebilir.

n—2,n—1,n, n+1, n+2 ardigik beg say1 oldugu i¢in bu sayilardan herhangi biri 5
ile boliinebilir. Ancak n > 6 ve n — 1 ile n + 1 asal olduklar: i¢in 5 diger li¢ sayidan
tam olarak birisini boler. Yani (n — 2)n(n + 2) = n — 4n, 5 tarafindan béliinebilir.
O halde n(n® — 4n) de 5 ile boliinebilir. 20n2 nin 5 ile boliinebilecegi de aciktir.
Buradan da

n(n® — 4n) 4+ 20n? = n* + 16n* = n*(n® + 16)

ifadesinin 5 ile béliinecegi sonucu gikar.

n?(n?+16), 24, 3% ve 5 tarafindan béliinebildigi ve bu sayilar aralarinda asal olduklar
icin 24 - 32 .5 = 720 ile de boliinebilir.

Onermenin tersi ise dogru degildir. n = 78 alimdiginda 782(782 + 16) 720 tarafindan

boliinebilmesine ragmen n — 1 = 77 asal degildir.

. p,4p® + 1 ve 6p? + 1 asal sayilar ise p nin alabilecegi degerleri bulunuz.

Coziim. Sayilar1 (mod 5) te inceleyelim.

p = 0 (mod 5) durumunda p = 5 olmahdir. 4p? + 1 = 101 ve 6p® + 1 = 151 asal
olduklarindan p = 5 sorudaki sartlar1 saglar.

p=1,4 (mod 5) durumunda 4p? + 1 =0 (mod 5) elde edilir.

p = 2,3 (mod 5) durumunda 6p? + 1 = 0 (mod 5) elde edilir.

6p? +1 > 4p?> + 1 > 5 oldugundan p = 5 disinda ¢oziim yoktur.

1978 yihi ilk iki basamaginin son iki basamagina eklenince ortadaki iki basamagini
vermesi (19+78=97) bakimindan ilging bir yildi. 1978 den bir 6nceki ve bir sonraki

ilging yillar1 bulunuz.
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11.

12.

13.

14.

Coziim. Dort basamakli abed sayisinin ilging olmasi icin 1 < a <9, 0 < b,¢,d <9

olmak {izere
106 +b+10c+d =10b+c < 10a+d=9(b—c) ©a+d=9(b—c—a)

olmalidir. Buradan a +d = 0 (mod 9) ve b—c—a > 1 gkar. 1 < a+d < 18
oldugundan a +d = 9 ya da a + d = 18 dir. Ilk olarak ikinci durumu ele alalim.
a=d=9olursa,2=b—c—a=b—c—9 ve 11 = b — ¢ olur; fakat bu olanaksizdir.
Sonug olarak a +d = 9 ve b — ¢ = a + 1 olmahdir. Bu durumda 4 rakamh ilging
sayilar1 bulmak ic¢in 0,1,...,9 rakamlarindan a +d = 9 ve b — ¢ = a + 1 sartlarim
saglayan a, b, ¢, d nin segilmesi gerekir.

1868 ve 2307 aranan yillardir.

Hi¢ bir pozitif n tam say1 igin n(n + 1)(n + 2) nin bir tam kare olamayacagin

ispatlayiniz.

Coziim. n(n + 1)(n + 2) yi tam kare yapan pozitif bir n sayisinin varligim kabul
edelim. (n,n+1) = (n+1,n+2) =1 oldugundan (n + 1,n(n +2)) = 1 ve sonug
olarak n(n + 2) bir tam kare olur. Fakat n(n +2) = (n + 1)? — 1 dir ve iki pozitif

tam karenin farki herzaman 1 den biiyiik olacag: i¢cin bu imkansizdir.

ab = obeb(a,b) + okek(a,b) denklemini saglayan tiim (a, b) pozitif tam say1 ikililerini

bulunuz.

Coziim. Verilen denklemin sol tarafi ve sag tarafinda bulunan okek(a, b) teriminin
ikisi de a ile tam boliinebildigi icin obeb(a,b) de a ile tam bolinebilmelidir. Ote
yandan a pozitif oldugu i¢in obeb(a,b) < a dir. Sonug olarak obeb(a,b) = a bulunur.
Benzer sekilde obeb(a,b) = b ve buradan a = b elde edilir. Bu durumda verilen

2

denklem a® = a+a yani a(a —2) = 0 denklemine denktir. Bu denklemin pozitif tam

say1 olarak tek bir ¢6ziimi vardir. Cevap (a,b) = (2,2) dir.

Ard arda yazlan 1,2,...,10 sayilarinin aralarina + ve — igaretleri nasil konulursa

konulsun toplamin higbir zaman 0 olamayacagini ispatlayiniz.

Coziim. 1+ 2+ .- 4 10 = 55 bir tek sayidir. Isaret degistirmeler tek veya cift
olma oOzelligini etkilemeyecegi igin, 1 £ 2+ - - -+ 10 toplami hicbir zaman bir ¢ift say1

olamayacaktir. Bu yiizden toplam olarak 0 elde etmek imkansizdir.
n? 4 23 say1sinin sonsuz farkli n tam sayisi icin 24 ile tam béliindiigiinii ispatlayiniz.

Coziim. n?+23 =n? —1+24 = (n — 1)(n + 1) + 24 oldugundan n = 24m + 1,
m = 0,1,2,... sayllariin 24 ile tam béliinen sonsuz tane n? + 23 say1s1 iiretecegi
goruliir.
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15.

16.

17.

18.

19.

p nin bir asal say1 olmasi durumunda 8p— 1 ve 8p+ 1 sayilarindan en az bir tanesinin

bilesik say1 olacagini gosteriniz.

Coziim. p =3ise 8 —1 =23 ve 8 + 1 = 25 olur. Yani p = 3 i¢cin Onerme
dogrudur. p # 3 durumunda p = 3k + 1 yadap = 3k+ 2 dir. p = 3k +1
durumunda 8p + 1 = 24k + 9 = 3(8k + 3) bilesik sayidir. p = 3k 4+ 2 durumunda ise
8p — 1 = 24k — 15 = 3(8k — 5) bilesik sayidur.

Her n dogal sayis1 icin n® — 5n3 4 4n sayisinin 120 nin bir tam kat1 olacagini ispat-

layiniz.

Coéziim. n® —5n3 +4n =n(n? —4)(n®> —1) = (n —2)(n — 1)n(n + 1)(n + 2) olarak

yazilabilir. (";2) tam say1 oldugundan ardigik 5 tam sayinin ¢arpimi 120 ile boliiniir.

Bu durumda n® — 5n3 + 4n de 120 ile bdliiniir.
1-114+2-2143-34+---+99- 99! toplamin1 hesaplayiniz.

Coziim. (k+1)! = (k+1)k! = k-k!+ k! oldugundan (k+1)! — k! = k- k! yazabiliriz.

1-1 =2!-1!
22! =3!-2!
33! =4! -3l

98-98! =99! — 98!
99-99! = 100! — 99!

ifadelerini taraf tarafa toplarsak 1-1!4+2-2!+3-3!+-.-499-99! = 100! — 1 buluruz.

{1,2,...,28} kiimesinden kalan tiim elemanlarin ¢arpimi bir tam kare olacak sekilde

en az kag say1 silebiliriz?

Coziim. 28! =22°.313.56.74.112.13%2.17-19 - 23 tiir. Yani 17, 19, 23 mutlaka
silinmelidir. Bunlardan bagka en az bir say1 daha silinmelidir. 6, 17, 19 ve 23 i

silersek istenen sart saglanmig olur yani cevap 4’tiir.

Birinci ve ikinci terimleri 1 olan ve her terimi kendisinden 6nceki iki terimin toplami
olarak elde edilen dizinin (Fibonacci dizisi) her besinci teriminin 5 ile béliinebildigini

gosteriniz.

Coziim. Dizinin n. terimi, onceki terimlere a,, = an—1 + an—2 esitligiyle baghdir.
Bu esitlikten

p = Ap—1+ ap—2 = 2ap_2 + ap—3 = 33 + 2an_4 = Sap_4 + 3an_5
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20.

21.

22.

23.

24.

ve sonug olarak a, = 3a,—s(mod 5) elde edilir. as = 0(mod 5) oldugundan, her

besinci terim 5 ile boliinebilir.

18 ile 57 arasindaki 40 tam say1 yan yana yazilarak 80 basamakl bir say1 (1819...57)

elde edilmistir. 3% nmn, bu sayiy1 boldiigii en biiyiik & tam sayism bulunuz.

Coziim. Elde edilen say1 olusturulurken 1 rakami toplam olarak 6 kez; 2,3 ve
4 rakamlarimin her birisi 14 kez; 5 rakami 12 kez; 6,7,8,9 ve 0 rakamlarinin her
birisi 4 kez kullamilmigtir. Sayiy1 olugturan rakamlarin say1 degerlerinin toplami
6-14+14-(2+3+4)+12-5+4-(6+7+8+9) = 312 dir. 312 sayis1 3 ile boliiniip,

9 ile boliinmediginden k& = 1 olur.

Herhangi ii¢ tek dogal say1 igin, dordiiniin karelerinin toplami yine bir tam kare

olacak gekilde dordiincii bir tek sayimnin bulunabilecegini gosteriniz.

Coziim. z, y, ve z iic tek say1 olsun. O zaman z? + y? + 22 de tektir. Bunu
kullanarak 22 +¢y? + 22 =2p+ 1= (p+ 1)? — p? yani 22 + 3% + 22 + p?> = (p + 1)?

yazilabilir.
PP+ =20+1)2+ 20+ 12+ (2c+ 12 =4k +3=202k+1)+1=2p+1

oldugundan p = 2k + 1 olur. Yani p tektir.

Verilen P(z) = 23 + 2%+ 2 + 2, ve Q(x) = 2° — x + 3 polinomlar1 igin Q(a) nin P(a)

y1 bolmesini saglayacak bir a tam sayisinin olmadigini gosteriniz.

Coziim. Q(a) =a®> —a+3 = (a —1)a(a + 1) + 3 oldugundan 3 e boliiniir. Ancak
a =0,1,2 (mod 3) i¢in P(a) = 0(mod 3) elde edilemez. Yani Q(a))|P(a) sartim

saglayan bir a tam sayis1 yoktur.

Ik terimi 10 olan bir dizide her cift terimden bir sonraki terim o terimin yarisi, her
tek terimden bir sonraki terim de bir onceki terimin 2 katinin 2 fazlasidir. Dizinin

2010. terimini bulunuz.

Coziim. Dizinin ilk terimleri 10, 5, 12, 6, 3, 8,4, 2,1, 4, 2, 1, ... seklindedir. Dizinin
7. terimden baglayarak ii¢ terim periyoduyla kendisini tekrarladigi goriilmektedir.
Bu durumda 2010 = 0(mod 3) oldugundan, 2010. terim, 9. terime esit olacaktir.
Yani 2010. terim 1 dir.

Bir okuldaki birinci ve ikinci simf 6grencilerinden olusan bir grubun %551 erkek
ogrencidir. Ayrica bu gruptaki erkek birinci simif 6grencisi sayisinin erkek ikinci sinif
Ogrencisi sayisina orani, gruptaki birinci sinif 6grencisi sayisinin ikinci sinif 6grencisi
sayisina oranina esittir. Bu durumda erkek birinci sinif 6grencilerin sayisinin bayan

birinci simif 6grencilerinin sayisina oranini bulunuz.
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25.

26.

27.

Coziim. Bu gruptaki bayan ikinci simif 6grencisi sayisina x, bayan birinci sinif
Ogrencisi sayisia y, erkek ikinci sinif 6grencisi sayisina z ve erkek birinci siif

Ogrencisi sayisina w diyelim.

_ _ + t U .
Bu durumda z +w = 0,55(x +y + 2z + w) ve ¥ = g_ﬁ;’ olur. Bulmak istedigimiz

deger ise % olur.

Simdi £ = ZE= egitliginden 22% = THYL2HW 1y lunur.

T oytw wo y+w
w o ztw 55 11 & ¥y _ 9 jw — 11
Dolayisiyla Tre = TTeietw — 100 — 20 oldugundan 7 = 53 yani v =9 olarak

bulunur.

Verilen herhangi iki a ve b tam sayilari icin 22 + 2y + y? = 3a® + b? olacak sekilde z

ve y tam sayilar1 bulunabilecegini gosteriniz.

Qoéziim. © = (a+b), y = (a —b) almrsa 22 + zy +y> = (a +b)?> + (a +b)(a — b) +
(a —b)? = 3a® + b? olur.

Her pozitif n tam sayisi i¢in, u(n) ile n yi agmayan en biiyiik asal say1, v(n) ile de n

den biiyiik en kiigiik asal say1 gosterilmek ftizere,

1 1 1 1 11
w202 T u@e@) T u@e@) T T u@otoye2000) ~ 2 2011

oldugunu gosteriniz.

Coziim. p ve g ardigik asal sayilar ve p < g olsun. p < n < ¢ kogulunu saglayan g—p
tane sayidan her birisi i¢in u(n) = p ve v(n) = ¢ dur. Bu durumda, verilen toplamda
i terimi tam olarak g — p kere ge¢mektedir. Istenilen toplami T ile gosterirsek 2003

ve 2011 ardigik asal sayilar olduklarindan

T o 3—2+5—3+ +2011—2003
23 3.5 77 20032011
1 1 1 1 1 1 1 1
= GGt g T a0 T2 T aom

olarak bulunur.

Her n pozitif tam sayis: igin, (2:) sayisinin, n + 1 ve 4n — 2 ile boliinebildigini

gosteriniz.

Coziim. Her n > 0 igin, -2 (2") =1 (2n)! = (ffl) ifadesi bir tam sayidir. n

P n+1l\n/) T (n—1)/(n+1
ve n + 1 sayilar1 aralarinda asal olduklar: igin, (2:) sayisi n + 1 e boliiniir.

J ﬁ(iy) = ((jﬁ)%gz!! = ;(271—2

- n_l) dir. Az Onceki nedenden
dolay1, her n > 1 i¢in bu bir tam sayidir. n = 1 durumu ayrica kontrol edilerek (2:)

Simdi, her n > 0 i¢in

sayisinin 2(2n — 1) = 4n — 2 ye bolindigi gortliir.
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28.

29.

30.

n=0,1,...,2010 olmak {izere, A, = 23" 4 367+2 1 567+2 gavilarinin en biiyiik ortak

bolenini bulunuz.

Coziim. Oncelikle, n = 0 i¢in, Ag = 1 +9+4 25 = 35 = 5 - 7 oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla A, sayilarinin en biiyiik ortak boleni ancak 35, 7, 5 veya 1 olabilir. Bu

durumda A,, sayisina 6nce (mod 5) te bakalim.
Ay, =237 435012 = 930 1 (_1)37F L (1m0d 5)

olur. n =1igin Ay =9 # 0 (mod 5) oldugundan, 5, A, sayilarinin ortak boleni

olamaz.

Simdi A,, sayisina (mod 7) de bakalim.

A, = 8"+9-9%125.25%" =1+42.23" 4 4.43"
142-8"+4-64"=142-1"+4-1"=7=0 (mod 7)

olur. Yani n > 0 igin 7, her A,, sayisin1 boler.

Sonug olarak, 5 baz A,, sayilarini bélmedigi icin, A,, sayilarinin 7 den biiyiik ortak

boleni olamaz. Yani Ag, A1,..., Ao sayilarinin en biiyiik ortak boéleni 7 dir.

Birbirinden ve sifirdan farkli a,b ve ¢ rakamlari icin ab iki basamakli sayisini bélen
¢, bc iki basamakli sayisini bolen a ve ac iki basamakli sayisini bolen b sayilar:

bulunabilir mi?

Cozliim. Eger a, b, c rakamlar: verilen kogullar1 sagliyorlarsa ve en az birisi ¢ift say1

b
202
genelligi kaybetmeden a, b, ¢ sayilarinin tek sayilar olduklar: kabul edilebilir. Ayrica

ise hepsinin ¢ift say1 olmasi gerekir. Ve 5 sayilar1 da aymi kogullar saglar. Yani
bu sayilarin hi¢ birisi 5 olamaz. Yani a, b, ¢ sayilar1 1,3,7,9 sayilarindan secilmelidir.
Bu durumda 3 ve 9 sayilarindan en az biri secilmelidir. ¢ = 3 olursa bc nin hig bir
degeri 3’e boliinmez. Benzer gekilde a = 9 olursa bc nin hig bir degeri 9’a boliinmez.

Sonug olarak istenen kogullarda a, b, ¢ sayilar: secilemez.

3z+9 3z+10 3z+11 3z+49
8§ » 9 7 10 7 48

ve paydalarinin aralarinda asal olmasini saglayan en kii¢iilk z pozitif tam sayisini

, kesirlerinin her birinin sadelesmis olmasi, yani paylar:

bulunuz.

Coziim. Verilen kesirlerin her biri + 1 seklinde oldugu igin paylar:

3z+1+k _ 3z+l
E Tk
ve paydalarinin aralarinda asal olmasi i¢in 3z 4+ 1 in 8,9, 10, ...,48 sayilarindan hig
biri ile ortak bir carpani olmamas: gerekir. Bir bagka ifadeyle verilen problem, 3z + 1
in 2 den 47 ye kadar olan hicbir asal say1 ile boliinmemesi i¢in x in en az kag olmasi
gerektigi sorusuna denktir. Bu durumda 3z + 1 in 47 den biiyiik ve (mod 3) te 1 e

denk olan en kiiciik asal say1 yani 61 olmasi gerekir. Cevap x = 20 dir.
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31. Issiz bir adaya diigsen beg adam bir miktar hindistan cevizi toplarlar. Adamlardan

32.

her birisi sirayla hindistan cevizlerinin baginda nobet tutacaktir. Her adam nobeti

sirasinda su iglemleri gerceklestirir:

e Once hindistan cevizlerini 5 esit gruba ayirir.

e Her defasinda 1 hindistan cevizi artar ve artan hindistan cevizini bir maymuna

verir.

e Bir hindistan cevizi grubunu kendisi icin saklayip geri kalan hindistan cevizlerini

tekrar tek bir grup haline getirir.
Bu durumda baglangigta en az kac hindistan cevizi vardir?

C6ziim. Toplanan hindistan cevizi sayisina n diyelim. Ilk adamm hindistan ceviz-
lerini 5 e bolerek elde ettigi gruplarin her birindeki hindistan cevizi sayisina a, ikinci
adamin elde ettigi gruplarin her birindeki hindistan cevizi sayisina b, ..., besinci
adamin elde ettigi gruplarin her birindeki hindistan cevizi sayisina e diyelim. Bu
durumda n = 5a + 1 olur. Ilk adam bir gurbu kendisi icin sakladig1 ve artan bir
hindistan cevizini maymuna verdigi i¢in geriye 4a hindistan cevizi kalir. Ayni sekilde
4a=5b+1,4b=>5c+ 1, 4c =5d + 1, 4d = 5e + 1 olacaktir.

n = ba+lent+d4=>5a+1)

da = Sb+1e4a+1)=50b+1)
4 = be+1<4(b+1)=5(c+1)
d¢ = bd+1e4(c+1)=5d+1)
4d = Se+1e4d+1)=5(+1)

Buradan n +4 =5(a+1) = %(b +1) = i—z(c—i— 1) = Z—z(d+ 1) = i—i(e + 1) bulunur
ve n = i—i(e + 1) — 4 elde edilir ve (e + 1), 256 min bir kat1 olur. & pozitif bir tam
say1 olmak iizere (e + 1) = 256k icin n = 5°k — 4 = 3125k — 4 olur. Bu durumda en

az hindistan cevizi sayisi k£ = 1 oldugunda elde edilir ve n = 3125 — 4 = 3121°dir.

n bir tam say1 olmak iizere, n + 3 ve n? + 3 iin ikisi birden bir tam kiip olabilirler

mi?

Coziim. n + 3 ve n? + 3 iin ikisi de bir tam kiip ise bunlarin carpimlar: da bir tam
kiip olmalidir. Yani, a® = (n +3)(n? +3) =n3+3n2 +3n+9 = (n + 1)3 + 8 dir.
(n 4+ 1) + 8 in bir tam kiip olmast icin, a® — (n + 1)3 = 8 olmalidir. Farklar1 8 olan
iki tam kiip ifadeleri ancak (—8,0) ve (0,8) dir. Dolaysiyla, (n + 1)? = —8 veya
(n+1)? = 0 olmalidir. Yani, n = —3 ve n = —1 dir.

Fakat, n = —3 ve n = —1 icin, n? + 3 bir tam kiip olamayacagindan dolay1, hi¢ bir

n tam sayisi icin n + 3 ve n? + 3 sayilarinin ikisi birden tam kiip olamazlar.
31



33.

34.

35.

Ardigik 9999 tam sayimin karelerinin toplaminin bir tam saymnin birden biiyiik bir
kuvveti olamayacagim gosteriniz. Yani, (n + 1)% + -+ + (n + 9999)? = m" ifadesini

saglayan ve r > 1 olan n, m, r tam sayilarinin olamayacagini gosteriniz.

Coziim. Ardigik 9 tam sayimnin karelenin toplami
02+ 17+ ...+ 82 =2(1% + 22 + 3% + 4%) = 6 (mod 9)

oldugundan ardigik 9999 tam sayinin karelerinin toplami 1111 -6 = 6 (mod 9) olur.
Bu durumda, m” = 6(mod 9) olmalidir. Yani, m”, 3 e tam boliiniir fakat 32 = 9 a

tam boliinmez, bu nedenle r > 1 olamaz.

Ta + 14b = 5a® + 5ab + 5b® denklemini saglayan biitiin (a,b) tam say1 ikililerini

bulunuz.

Coziim. Verilen egitligi b bilinmeyenine gore ikinci dereceden bir bilinmeyenli bir
denklem olarak diigiinelim: 562+ (5a — 14)b+5a? — 7a = 0. Bu denklemin ¢oziimleri

14 — 5a £ /(5a — 14)2 — 20(5a2 — 7a)
10

dir.

bio =

Coziimlerin gercel sayilar olabilmesi icin 196 — 75a? > 0 olmasi, baska bir deyisle

2 196 143 143
a® < 5 <6< T35

say1 oldugundan dolay1, a sayisinin alabilecegi degerler —1,0 ve 1 dir. Bu degerleri

olmasi, gerekir. Buradan elde ederiz. a bir tam
denklemde yerine koydugumuzda su ti¢ durumu elde ederiz:

a = —1ise by = 3 ve by & Z bulurugz,

a=01ise by €7Z ve by =0 buluruz,

a=11ise by =2 ve by &€ Z buluruz.

Dolayisiyla ¢6ztim kiimesi {(—1, 3), (0,0), (1,2)} dir.

|32 — 2b| = 1 esitligini saglayan tiim (a,b) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.

Coéziim. b < 3 durumunda (1,1) ve (1,2) ikilileri verilen esitligi saglamaktadir.
b > 3 durumunu incelemek yeterli olacaktir.

b > 3 oldugundan 2° = 0(mod 8) olacaktir. Ayrica, negatif olmayan her n tam sayisi
icin 32" = 1(mod 8) ve 32"+ = 3(mod 8) dir. Yani, 3¢ — 2* = +1(mod 8) olmasi igin
a nm bir cift say1 ve 3¢ — 2° = 1 olmas1 gerekir.

a = 2c dersek 2° = 32¢ —1 = (3¢ —1)(3° + 1) olacagindan, (3¢ —1) ve (3¢ + 1) sayilar
2 nin kuvvetleridir. Farklar1 iki oldugu icin, 3 — 1 = 2 ve 3° + 1 = 4 olmalidir.
Buradan a = 2 ve ¢ = 2 bulunur. Sonugta, b > 3 durumda tek ¢oziim (2, 3) tiir.

Sonug olarak tiim ¢oziimler (1,1), (1,2) ve (2, 3) ikilileridir.
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36.

37.

On tabaninda (abed)ig, yedi tabaninda ise (dcba)7 olarak ifade edilen biitiin tam

sayilar1 bulunuz.

Coziim. Soruda verilen esitlik kullanilarak
(abed)19 = (deba)7 < 999a + 93b = 39¢ + 342d < 333a + 31b = 13¢ + 114d

a>0,abcde {0,1,2,3,4,56} elde edilir. a > 3 durumunda 13c + 114d < 999

oldugundan ¢oziime ulagilmaz. Yani a = 1 ya da a = 2 olmalidir.

a =1 i¢in 333 + 31b = 13c + 114d oldugundan 3 < d < 4 bulunur.

d = 3 i¢in b = ¢ (mod 9) oldugundan b = ¢ ve buradan da 18b = 9 elde edilir ve
¢Ozlim yoktur.

d = 4 i¢in 31b — 13¢ = 123 oldugundan 5 < b < 6 bulunur. Bu degerler denenince

¢oziim gelmedigi goriliir.

a = 2 i¢in 666 + 31b = 13c¢ + 114d oldugundan d = 6 bulunur. b = ¢ (mod 9)
oldugundan b = ¢ elde edilir. Bu durumda tek ¢oziim (abed)19 = 2116 olur.

A—L—f—i—l— +¥
1.2 3.4 7771997 - 1998

ve
1 1 1

B = e
1000 - 1998 * 1001 - 1997 et 1998 - 1000

olmak tizere, % sayisinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz.

Coziim. ﬁ = % — n%rl esitligini kullanarak;
1 1 1 1 1
A = 1—§+§—1++m—@
_ 1+1+1+1+...+1+1_2(1+1+...1)
2 34 1997 ' 1998 2 4 1998
ST I I R NI
234 1997 ' 1998 2 999
N T
2 2 999 999 1000 1998
! 1 1 1 1
= 1000 1001 T 1002 T T 1997 T 1998
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38.

39.

40.

elde ederiz. Buradan da;

24 = oy IV ) (e
— \1000 " 1998 1001 1997 T (1998 T 1000
1 1 1
= 2 . B PP
998 (1000-1998+1001-1997+ +1998-1000>
= 2998-B

elde edilir. Sonug olarak, % = 1499 bir tam sayidir.

2% sayisimin basamaklar: uygun sekilde yer degistirildiginde 2 nin bagka bir kuvveti

elde edilmesini saglayan bir a tam sayisit var midir?

Coziim. a < b olmak iizere, 2% nin basamaklarini uygun sekilde yer degistirerek
20 sayisinin elde edildigini kabul edelim. Bu durumda 2° — 2¢ tam sayis1 9 ile
boliinmelidir. 2% < 10 < 24 oldugundan, basamak say1s1 ayni olan en fazla 4 tane 2
nin kuvveti olabilir. Ornek olarak, 1,2,4 ve 8 i verebiliriz.

Yani, ¢ = 1,3 veya 7 olmak iizere, 2° — 2% = ¢ x 2¢ dir. Buradan da 9 un 2° — 2% nin

bir carpani olmadigi bulunur. Yani, béyle bir a tam sayis1 yoktur.
Hipotentis uzunlugu +/2006 ve dik kenarlari tam say1 olan dik tiggen var midir?

Coziim. Istenen sekide bir tiggenin oldugunu kabul edelim. Dik kenarlara z ve y
diyelim. Pisagor teoreminden dolay1 22 4+ y? = 2006 dir. 2006 cift say1 oldugu icin z2
ve y? ya ikisi birden tek ya da ikisi birden ¢ift say1 olmalidir. Eger ikisi de cift say1
olsaydi 2006 nin 4 ile tam boltinmesi gerekirdi. Bundan dolay: tek say1 olmahdirlar.

k ve [ pozitif tam sayilar olmak tizere x = 2k + 1 ve y = 2] 4+ 1 doniigimii yaparsak,

2k +1)* + (20 +1)> = 2006
AK% 4+ 4k + 412 441 = 2004
k(k+1)+1(1+1) = 501

bulunur. Iki ardigik saymin carpimi cift sayidir. Bu nedenle, k(k + 1) ve (1 + 1)
cift sayilardir. Toplamlar1 da ¢ift olacagindan dolay1 k£ ve [ tam say1 olamaz. Yani,

istenen sekilde bir dik iicgen yoktur.

Bir bilgisayar, n = 1,2,3,... igin (n + 1)2" ifadesinin degerlerini vermektedir. En

fazla kag tane tam kare deger arka arkaya gelir?

Coziim. Iki ardigik deger tam kare olabilir, mesela, n = 7 ve n = 8 igin sirasiyla
8.27 = (2°)% ve 9.2% = (3.2%)2 olur.
Simdi ti¢ ardigik degerin tam kare olamayacagini gosterecegiz. Bir n tam sayisi

icin (n + 1)2" ve (n + 3)2"*2 nin tam kare oldugunu varsayalim. Eger n cift ise
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41.

42.

43.

n + 1 ve n + 3 sayillarinin tam kare olmasi gerekir, ancak bu, pozitif tam sayilar
icin imkansizdir. Eger n tek ise, yani bir k¥ > 0 igin n = 2k + 1 ise, (n + 1)2" =
(2k +2)2%+1 = (k& +1)22642 ve (n + 3)2"+2 = (2k + 4)2%+3 = (k + 2)2%+4 olur ve

bu durumda 22k+2 ye 22k+4

tam kare oldugu i¢in k£ 4+ 1 ve k 4 2 tam kare olmalidir,
ancak bu, negatif olmayan k tam sayilar: i¢in imkansizdir.

Dolayisiyla cevap 2’dir.

Elimizde 1 Kr, 5 Kr, 10 Kr, 25 Kr, 50 Kr ve 1 TL lik madeni paralarin her birinden
n tane bulunmaktadir. Bu paralardan secilen n tanesinin toplaminin 1 TL olmasinin

miimkiin olamayacag en kiiclik n pozitif tam sayisini bulunuz.

Coziim. Toplami 1 TL olacak sekilde secilebilen n tane madeni paranin a tanesi 1
Kr, b tanesi 5 Kr, ¢ tanesi 10 Kr, d tanesi 25 Kr, e tanesi 50 Kr ve f tanesi 1 TL olsun
(a,b,c,d,e, f >0). a+5b+10c+25d+50e+100f =100 ve a+b+c+d+e+f=mn
denklemleri elde edilir. Buradan 4b 4 9¢ 4 24d + 49e + 99 f = 100 — n bulunur.
Aradigimiz n sayisi, son denklemin ¢oziimiiniin olamayacagi en kiiciik n sayisidir.
Bagka bir deyisle, biz son denklemin ¢oziimiiniin olamayacagi en biiyiik 100 — n
degerini ariyoruz. Ya da, 4b+ 9c + 24d + 49¢ + 99 f ifadesinin alamayacagi, 100 den
kiigiik, en biiyilik tam say1 degerini ariyoruz. (b,c,d, e, f sayilarimin negatif olmayan
tam sayilar oldugunu hatirlayalm.) ¢ = d = e = f = 0 segerek (mod 4) te 0 olan
sayilarl, ¢ = 1, d = e = f = 0 segerek 9’dan biiyiikk (mod 4) te 1 olan sayilari,
c=2d=e= f =0 secerek 18'den biiyilkk (mod 4) te 2 olan sayilar1 ve ¢ = 3,
d =e = f =0 secerek 27’den biiyiik (mod 4) te 3 olan sayilar elde edebiliriz. Yani
bu ifadenin alamayacagi en biiyiik iki basamakli tam say1 degeri 23’tiir.

Dolayisiyla, n nin en kiiciik degeri 77°dir.

n > 1 pozitif bir tam say1 ve p, n|(p — 1), p|n® — 1 sartlarim saglayan bir asal say1

ise 4p — 3 iin bir tam kare oldugunu ispatlayiniz.

Céziim. p bir asal say1 ve p|n3—1 oldugundan ya p|n—1 ya da p|n®+n+1 dir. Birinci
durum n|p — 1 oldugundan imkansizdir. p|n? +n + 1 durumunda n? +n + 1 = pt
denklemini saglayan bir ¢ tam sayist bulunur. p = 1 (mod n) oldugundan ¢ = 1
(mod n) olur. Yani n? +n+ 1= (nk+ 1)(nk’ + 1) esitligi elde edilir. k&' > 0 ise sag
taraf daha biiyiik olacagindan celiskiye ulasilir. Sonug olarak k¥’ = 0 dir. Buradan
n?+n+1= pbulunur ki bu da 4p—3 = 4n? +4n+1 = (2n+1)? oldugunu gosterir.

Her n dogal sayis icin 33713 — 26n — 27 sayisiin 169 un bir tam kati olacagim

ispatlayiniz.

Coziim. P(n)ile 3373 —26n—27 sayis1 169’un bir tam katidir énermesini gosterelim.

Soruyu ispatlamak i¢in tlimevarim yontemini kullanacagiz.

33143 _26.1—27 = 676 = 4-169 oldugundan P(1) dogru bir énermedir. P(n—1) in
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44.

45.

46.

dogru oldugunu kabul edersek, yani 33(*~1)+3 — 96(n — 1) — 27 = 169M denklemini
saglayan bir M tam sayisinin varligim kabul edersek, buradan 33" —26n —1 = 169M

cikar.

333 _26n — 27 = 27-3%" —26n — 27 = 27(3%" — 26n — 1) + 676n
= 27-169M + 169 - 4n = 169(27M + 4n)

oldugundan, P(n — 1) in dogrulugu P(n) in dogrulugunu garantilemektedir. Sonug

olarak 6nerme tiim n > 1 tam sayilar i¢in dogrudur.

a) x bir gercel say1 olmak iizere 22 + x ve 23 + 2z rasyonel ise x in rasyonel say1
oldugunu gosteriniz.
b) 2% + z ve 23 — 2z rasyonel sayilarken irrasyonel bir  sayisinin bulunabilecegini

gosteriniz.

Coziim. a) 22+ 2 =a ve 2 — 2x = b, a,b € Q olsun.
b=od+a? -2’ —z+x422 =z’ +2)— (®+2)+3r=ar—a+3z=2z(a+3)—a

olur. a # —3 oldugunu gosterelim. Eger > + z = -3 ise 22 + 2+ 3 = 0 ve

(z+ %)2 + % = 0 dir. Bu z in gergel say1 olmasiyla celigir. Dolayisiyla a # —3 tiir

a+b
a+3

b) 22 +x =a ve 2 — 2x = b ve a,b € Q olsun. Benzer sekilde,

ve x = bulunur yani x bir rasyonel sayidir.

b=ad+a2? —a?+r—a—-20=x(@’+2)- (2*+2)—r=ax—a—x

bulunur. Yani, z(a — 1) = a + b dir. Eger a = 1 segilirse x = —% + é bulunur ve
irrasyoneldir. z in her iki degeri icin de b = 23 — 22 = —a = —1 dir. Dolayisiyla b

rasyonel sayidir.
a ve b, (% + ble) toplamini tam say1 yapan iki dogal sayidir. a ve b’nin ortak

bolenlerinin en biiyiigiiniin va + b den biiyiik olmadigini gosteriniz.

Cozim. d = (a,b), a = md, ve b = nd olsun. Bu durumda

md+1 nd+1 m2d+m+n3d+n
+ =
nd md mnd

bir tam sayidir. Bu yiizden m2?d + m + n?d + n, dolaysiyla m + n d’ye boliiniir.
Bundandad <m+nved< \/d(m +n) = va+ b oldugu cikar.

m" —n'™ = 3 esitligini saglayan biitiin (m,n) pozitif tam say1 ¢iftlerini bulunuz.
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48.

Coziim. Eger m ve n 'nin her ikisi de tek ya da her ikisi de cift olursa, m™ — n"™
igsleminin sonucu bir ¢ift say1 olur. O halde m ve n sayilarundan biri tek, digeri ise
cifttir.

m tek, n ¢ift ise m™ = 1(mod4) olur. Bunu gostermek i¢in m = 2k + 1 ve n = 2¢

alalim.
m" = (2k + 1) = ((2k+1)%)" = (4h% + 4k + 1) = 1 = 1(mod4)

oldugundan m"™ — n™ = 3(mod4) ve n™ = 2(mod4) bulunur. Bu durumda m = 1

olur. Bu deger esitligi saglamaz.
m ¢ift, n tek ise n™ = 1(mod8) olur. Bu da m”™ = 4(mod8) yani n < 2 olmasim

gerektirir. Bu kogullar1 ve esitligi saglayan tek (m,n) ¢ifti (4,1) dir.

a, b pozitif tam sayilar i¢in a 4+ 77b nin 79 ile, a 4+ 79b nin de 77 ile boliinebildigi

biliniyor. Buna goére a + b nin alabilecegi en kiic¢iik degeri bulunuz.

Coziim.

79/(a + 77b) = 79|(a — 2b) = 79|(—78a — 2b) = 79|(39a + b)
77)(a + 79b) = 77|(a + 2b) = 77|(78a 4+ 2b) = 77|(39a + b)

oldugundan 79 - 77|(39a + b) olur. Yani 39a + b = 79 - 77k olacak sekilde bir k dogal

sayisi vardir. Buradan
39a +39b = 79 - 77k + 38b = (782 — 1)k + 38b = (78 — 39)k + 38(k + b)
bulunur. Yani 39|(b + k) olur. Buradan da k > 1 oldugu da gbz 6niine aliminca
b+k > 39 = 39a+ 39 > (78% —39) +38-39 = a+b > 156 — 1 + 38 = 193

elde edilir. Ornek olarak k = 1, b = 38, a = 155 alabiliriz.

Bir grup cocuk bir torbadaki cevizleri paylagirlar. Birinci cocuk once bir ceviz ve
sonra da geride kalan cevizlerin onda birini; ikinci ¢ocuk iki ceviz ve geriye kalanlarin
onda birini; fi¢iineii cocuk da ii¢ ceviz ve geriye kalanlarm onda birini alir. Islem
bu sekilde stirer ve son ¢ocuk geriye kalan cevizlerin tiimiinii alir. Sonugta tiim
cocuklarin aldig1 ceviz sayisinin esit oldugu goriiliir. Cocuklarin ve cevizlerin sayisini

bulunuz.

Coziim. Cocuklarin sayisini n, cocuk basgina diigen ceviz sayisini da x ile gosterelim.
Tim cevizlerin sayis1t N = nx ile gosterirsek, birinci ¢cocugun aldigi ceviz sayisi

1+ Nl—al = z oldugundan N = 10z — 9 bagintis1 elde edilir.
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50.

o1.

52.

Sondan bir 6nceki gocuk, (n—1) tane ceviz aldiktan sonra geriye kalan y tane cevizin

de onda birini alir. Bu durumda son g¢ocuga W cevig kalacagindan % = x veya

10
Yy _ =z .. R . o o . x N
10 = ¢ olur ve boylece sondan bir dnceki gocugun aldigr ceviz sayisimin—1+g = - —

1+ § = x seklinde yazabiliriz. Birinci ¢ocuk i¢in buldugumuz bagntiy1 kullanarak

10z—9
X

(x —9)(8z — 9) = 0 elde edilir. Bu denklemin tam say1 ¢oziimii olan 2z = 9 gocuk

— 1+ § = z yazabiliriz. Bu son denklem diizenlenerek 82 — 81z +81 = 0 yani

basina diigsen cevizlerin sayisini verir. Buradan tiim cevizlerin sayist da N = 81

olarak bulunur.

7 den biiyiik her tam sayinin, her biri 1 den biiyiik ve aralarinda asal iki tam sayinin

toplami seklinde yazilabilecegini gosteriniz.

Coziim. (Cozime su hatirlatmayla baglayalim. Eger d tam sayisi a ve b tam
sayilarini boliiyorsa, bu sayilarin farkim da béler. Buradan, aralarindaki fark 1,
2 veya 4 olan iki tek tam sayimnin aralarinda asal oldugu sonucu ¢ikar.

7 den biiyiik bir n tam sayisi verilmis olsun. Eger n tek ise, bir £ > 3 tam sayis1
icin n = 2k +1 = k+ (k + 1) yazabiliriz. n nin ¢ift olmas: halinde k¥ > 3 tam
sayist igin n = 2k yazabiliriz. Bu sefer k tek ise n = (k — 2) + (k + 2); k ¢ift ise
n=(k—1)+ (k+ 1) yazarak ¢oziime ulasabiliriz.

x +y — xy = 43 denklemini saglayan tiim (x,y) sirali tam say1 ¢iftlerinin sayisin

bulunuz.

Cozim. Denklemi zy —z —y+43 =0yada (z —1)(y — 1) = —42 geklinde yazalim.
—42 nin 8 pogzitif tam say1 ve 16 tam say1 boleni vardir. Bu bolenlerden her birisi

bir ¢6ziim verdiginden, denklemi saglayan sirali tam say: ¢iftlerinin sayisi da 16 dir.

n + k? nin en az n tane pozitif £ tam sayisi icin tam kare olmasii saglayan bir n

pozitif tam sayis1 bulunamayacagini gosteriniz.

Coziim. n ve k1 < ky < ... < k, pozitif tam sayilar: igin n—Hci2 ninheri=1,---,n

2 = n + k? olarak tamimlanan m; > 0

igin tam kare oldugunu kabul edelim. m
sayilari igin my < mg < - < my vemy+ky < motko <...<my,+k, esitsizlikleri
gegerlidir. Bu durumda n = (m; + k;)(m; — k;), ¢ =1,2,...,n oldugu i¢in n’nin en

az 2n tane farkli pozitif boleni olmasi gerekir ki bu bir celigkidir.

a, b, ¢, d tam sayilar icin a®> + b*> + ¢ + 1 = d? denklemini saglayan ¢ ve d
tam sayilarinin ancak ve ancak a = b(mod2) olmasi durumunda bulunabilecegini

gosteriniz.

Coziim. Eger a da b de cift ise,

a? 02+ 1 =4t +1=(2t+1)% — (2t)
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ifadesi, onermemizin ¢ = 2t, d = 2t + 1 secilerek dogrulanabilecegini gosterir. Eger
a da b de tek ise,

>+ +1=4t+3=(2t+2)% — (2t +1)

benzer sekilde énermemizi onaylar. Ote taraftan a, ve b’den birinin tek digerinin de

¢ift olmasi durumunda aym ifade
AV +1=202+ 2y +1)> +1 =4t +2=2(2t+1)

olur. Oysa d?> — ¢, ¢ = d(mod2) durumunda 4’e béliiniirken, ¢ = d + 1(mod2)

durumunda tektir. Bu yiizden a? + b? + ¢? + 1 = d? saglanamaz.

A ve B ¢ basamakl iki pozitif tam say1 olmak tizere, A tam sayisinin birinci ve
iiciincii basamaklar: yer degistirildiginde B tam sayisi elde edilmektedir. A nin B ye
bolimiinden kalan, A nin basamaklar: toplaminin yedi kati, boliim ise 3 olduguna

gore A ve B sayilarini bulunuz.

Coziim. Burada A ve B sayilar ii¢ basamakli oldugundan, ac # 0 olmak iizere
A = (abc)10 = 100a + 10b + ¢ ve B = (cba)1p = 100c + 10b + a olsun. Dolayisiyla

100a + 10b + ¢ = 3(100¢ + 10b + a) + 7(a + b+ ¢)
< 90a — 270 — 306c =0 < 10a — 3b—34c =0

oldugu goriiliir. Burada 10a = 3b + 34c oldugundan ve 1 < a < 9, 0 < b < 9,
1 < ¢ <9 egitsizliklerinden 30 < 10a < 90 ve 30 < 3b + 34c < 90 esitsizligi elde
edilir. Dolayisiyla ¢ € {1,2} olur.

¢ = 1 durumunda 10a = 3b 4 34 olacagindan ve 0 < b < 9 oldugundan 34 <
3b+34 = 10a < 61 yani a € {4,5,6} bulunur. a = 4 igin b = 19231 = 2 ve
dolayisiyla A = (abc)1p = 421 ve B = (cba)ip = 124 bulunur. a = 5 ve a = 6 iginse
b tam say1 degildir.

c=2 durumunda ise 10a = 3b+ 68 olacagindan 68 < 3b+ 68 < 95 yani 68 < 10a < 95
olacagindan a € {7,8,9} olur. Ancak burada a = 7 ve a = 9 degerleri i¢in b tam

10a—68
3

say1 degildir. a = 8 iginse b = = 4 oldugundan ¢6ztimler A = (abc)io = 842

ve B = (cba)1p = 248 olarak bulunur.

100 kagidin iki yilizi tek ve cift olarak isimlendirilmigtir. Her kagidin tek ytiziine tek,
gift ylziine ¢ift olmak tizere iki ardigik tam say1 yazilmigtir. Ayrica bu kagitlarda
1’den 200’e kadar olan biitiin tam sayilar kullanilmigtir. Bir A 6grencisi rastgele
21 kagit gekiyor ve her iki taraflarindaki sayilar1 toplayarak 913 buluyor. Bir B

ogrencisi ise geri kalan kagitlardan rastgele 20 kagit cekiyor ve her iki taraflarindaki
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sayilar1 toplayarak 2400 buluyor. Bu durumda
a) A nm toplaminim hatali oldugunu gosteriniz.

a) Eger A nin dogru toplami 903 ise, B nin toplaminin hatal oldugunu gosteriniz.

Cozim. ¢ = 1,2,...,100 olmak tizere iizerinde 2¢ — 1 ve 2¢ yazan kagida K; diyelim.

Bu durumda K; kagidindaki sayilarim toplami T'(K;) = 4i — 1 olur.

a) A ogrencisinin sectigi kagitlar K, Kj,, ..., K}, olsun. Bu durumda
Ta = (Ap-D+M@p-1+.. .+ 42 —1)

= 4(j1+j2+...—|—j21)—21
= 4(1+j2+...+j2au—6)+3
3 (mod 4)

olur. Ancak 913 =1 (mod 4) oldugundan A &grencisinin toplami hatalidir.
b) 21 kagit i¢in olasi en diigiik toplam

21.22
(TA)min:4'(1+2+-~+21)_21:47_21:903
olur ve bu A 6grencisinin dogru toplamidir. Dolayisiyla A 6grencisi K1, Ko, ..., Kop
kagitlarini se¢mistir. Bu durumda B 6grencisi geriye kalan Kog, Ko3, ..., K99 den

20 tanesini segecektir. Ancak bu durumda B 6grencisinin toplaminin olasi en diigiik

degeri

(TB)min = 4(22+23+...4+41) —20
— 42141421 +2+... 421+ 20) — 20

= 42120+4(1+2+...420)—20

20.21
= 1680+4.OT—20

= 1680 + 840 — 20
= 2500

olur. Yani B 6grencisinin toplami hatalhdir.

p? + 11 sayisinin 11 den daha az pozitif bolenlere sahip oldugu tiim p asal sayilarini

bulunuz.

Coziim. p = 2 ise, p? + 11 = 15 = 3 -5 tir ve 4 tane pozitif béleni vardir. p = 3

ise, p? + 11 = 20 = 22 - 5 dir ve 6 tane pozitif boleni vardir. 3 ten biiyiik tiim p asal

sayilari icin p? (mod 3) ve (mod 4) te 1 e denk oldugu icin p? + 11 sayis1 3 ve 4 ile

tam boliiniir. Bu bilgiler 11ginda p? 4+ 11 = 22 - 3 - @ yazabiliriz.

p > 11 ise, p> +11 > 132 dir. @ > 11 icin p? + 11 sayisinin bolenlerinden 1, 2, 3, 4, 6,
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12, 2a, 3a, 4a, 6a, 12a sayilarinin birbirinden farkli oldugunu gériiyoruz. Dolayisiyla,
p > 11 degerleri istenilen kogula uymamaktadir.

Simdi p nin 5 ve 7 oldugu durumlar inceleyecegiz. p = 5 ise, p> + 11 = 36 = 22 . 32
dir ve 9 tane pozitif boleni vardir. p = 7 ise, p? + 11 = 60 = 22 - 3 - 5 dir ve 12 tane
pozitif boleni vardir.

Sonug olarak, sadece 2, 3 ve 5 asal sayilari icin p? + 11 sayis1 11 den daha az pozitif

bolenlere sahip olur.

Iki ardigik sayimm kiiplerinin farki bir n tam sayismin karesi ise n nin iki ardigik
sayimin kareleri toplami seklinde yazilabilecegini gosteriniz. (Mesela, 8% —73 = 169 =
132 ve 13 = 22 4 32 dir.)

Qéziim. Soruda verilen n sayisinin karesini m € Z olmak iizere (m + 1) — m3 =
3m? + 3m + 1 = n? seklinde yazabiliriz. Son esitligin her iki tarafin1 4 ile carparsak,
3(2m +1)? = (2n — 1)(2n + 1) esitligini elde ederiz. a ve b aralarinda asal iki say1

ise, (2n — 1) ve (2n + 1) sayilar1 aralarinda asal olduklarindan

e 2n—1=3a% 2n+1=10?
e 2n—1=a? 2n+ 1= 3v?

durumlar1 vardir. Tlk durumda, b* = 3a2 + 2 olacagindan b*> = 2 (mod 3) olur ama
bu durum miimkiin degildir.

Ikinci durumda, a saysi tek sayi olmalidir. Eger a = 2k + 1 dersek 2n — 1 =
(2k + 1)2 = 4k? + 4k + 1 olacaktir. Yani, 2n = 4k% + 4k + 2 = 2(k% + (k + 1)?) dir.
Béylece, n = k? + (k 4+ 1)? bulunur.

n > 1 olmak tizere (a1, aq,...,ay) dizisi, a1 = 1, ag = 4 olan ve a, = \/an—1an+1 + 1
kogulunu saglasin.

a) Dizinin her teriminin bir pozitif tam say1 oldugunu gésteriniz.

b) 2a,a,41 + 1 sayisiun her n > 1 igin bir tam kare oldugunu gosteriniz.

a2—1
an—1
narak k < n iken a; € N olmasinin a, 1 € N yi gerektirdigini gosterecegiz. Vk < n

Coziim. a) Soruda verilen indirgemeli formiil a1 = dir. Timevarim kulla-

i¢in ay, € N ve ek olarak bu tiir her & i¢in (ag, ax—1) = 1 oldugunu tiimevarim hipotezi
olarak kabul edelim. n = 2 ve n = 3 durumlan kolaylikla hesaplanabileceginden,

n > 4 olsun.

a?_,—1 .. at [ —2a2_ +1-a? TN .
an = 21— bize a4 = 5=t n=2 egitligini verecektir. a,_1an,_3+ 1 =
QAp—2 ay, _o0n—1
2 . 2 4 2 2 ‘g
a; _, ifadesinden, an_1la;_o — 1 ve an—_1la,_; —2a;_; + 1 — a;_, bulunur. Diger

taraftan, a2_,|(a2_; — 1)? = a2 _,a2 ve (ay—2,a,-1) = 1 oldugundan, a,4; € N dir.
Any1Gn_1 — 1 = a2 ifadesinden de (a,,a,+1) = 1 bulunacaktir. Bu da tiimevarimi
bitirir.
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b) n sayisma kiiciik degerler verilerek 2a,a,11 + 1 = (ant1 — an)? esitligi kolaylhikla
bulunabilir. Bu esitligi tiimevarimla kanitlayacagiz. n = 1 durumu agiktir. n > 2

kabul edelim. Bu durumda
2 2
2apan4+1 = Qpi1 — 2apant1 +a, — 1= an+1(an+1 - 2an) + Gn+10n—1

olacaktir. Her iki tarafi a,4+1 > 0 a bolerek, 4a,, = ap+1+an—1 Ve Gnt1 = 4dap —ap—1

2
a'n+1 -1

elde edilir. api2 = 4an 41 — a, iligkisini gostermek soruyu ¢ozecektir. an 4o = %
n

oldugundan
4 — a2 = a? —1<2 1= — 2
Apy1Gn — GF, = Q74 GnQnpt1 + (Qpt1 — an)

bulunur. Fakat bu bizim tiimevarim hipotezimizdir.

x 4+ y ve xy birer pozitif tam say1 ve x + y = zy olacak sekilde sonsuz sayida (z,y)

irrasyonel sayi c¢ifti bulunabilecegini gosteriniz.

Coziim. n = x +y = xy olsun. Buradan y = n — z elde edilir. Buldugumuz y
degerini bir 6nceki denklemde yerine yazarsak, n = x(n — ) denklemini elde ederiz
ki bu da bize, z = 2LV —dn ”;LAL" esitligini verir.

n > 5 igin,

n?—6n+9<n?—4dn<n?®—4n+4 ,yani (n—3)% <n?®—4n < (n—2)?

oldugundan n? — 4n, tam kare olmayan bir pozitif tam sayidir. Bu durumda her

.. —\/m2_ /n2_—_ . .
n > 5 tam sayis1 i¢in x = ”274” ve y = ’”274” irrasyonel sayilar1 istenen

ozelligi saglar.

(an)nen dizisi su sekilde verilmis olsun

Bu dizinin biitiin terimlerinin pozitif tam say1 oldugunu ispatlayiniz.
Coziim. Her n > 2 igin

_ 2(21171)%_1 _ 22(2nz1)(12)7173) 4y g = .. . = 2”—1((2n;)%)(2r21)73;-é5-3a1

an

Pay ve payday1 (n — 1)! ile carpip 2" 1(n — 1)! = (2n — 2)(2n — 4) - - -4 - 2 esitligini
kullanarak a, = ‘o8 = (21} € 7 elde edilir.

nl(n—1)! — n

Ug ogrenci tahtaya yan yana, li¢ tane iki basamakl tam kare yaziyor. Sonucta olugan

alt1 basamakli say1 da bir tam kare oluyorsa tahtaya yazilan say1 kag olabilir?
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Coziim. z,y ve z tahtaya yazilan iki basamakli sayilar, u? de olusan alt1 basamakl
say1 olsun. x, y ve z sayilar1 iki basamakli ve tam kare olduklar: i¢in 16, 25, 36, 49,
64 ya da 81 sayilarina esit olabilirler. O halde 161616 < u? < 818181’dir. Buradan
da 402 < u < 904 bulunur. u = (abc)p olsun. b > 1 olursa x tam kare olamaz.
b = 1 durumunda ise sadece 410% < 170000 sart1 saglandigindan a = 4 olabilir. Yani

iki durum vardar:

e a=4vebe{0,1}

ea>4veb=0

a=4veb=0ise z =16 ve 8¢-100 = 100y + 2z olur. Buradan y =16, c=2ve z =4
ya da y = 64, ¢ = 8 ve z = 64 olur. Fakat z iki basamakli oldugu icin 4 olamaz. O
halde y = 64, ¢ = 8 ve z = 64’tiir. v = 408, u? de 166464 olur.

Egera =4, b =11ise x = 16, y = 81 ve z = ¢ - (82¢) olur. Fakat buradan elde
edilecek z iki basamakli bir tam kare olamayacag1 igin bir ¢oziim elde edilemez.
Eger a > 4 ve b = 0 ise, (200a + ¢)c = 100y + z’dir. O halde y = 2ac ve z = ¢? olur.
a>4vec>4olduguicin y =64, a =8, ¢ = 4 ve u = 804, u? = 646416 elde edilir.
Dolayisiyla tahtaya yazilan say1 166464 veya 646416 olabilir.

n negatif olmayan bir tam say1 olmak iizere a® + b% + ¢® + d?> = 7 - 4" esitligini

saglayan, negatif olmayan biitiin a, b, ¢, d tam sayilarini bulunuz.

Coziim. n = 0 igin ¢oztimler (2,1,1,1) ve permiitasyonlaridir.

n > 1 iken a? + b? + ¢® + d?> = 0 (mod 4) olur ve buradan da a, b, ¢, d nin hepsinin
tek ya da hepsinin ¢ift olduklarini goriiriiz. Iki durum inceleyecegiz.

a, b, ¢, d cift ise a = 2z, b = 2y, ¢ = 2z, d = 2t olsun. Bu durumda denklem
2242 2 =7

seklinde yazilir. Yani a, b, ¢, d sayilarini siirekli ikiye bolersek yeni ¢oziimler elde
ederiz. Sonug olarak a, b, ¢, d sayilarinin tek oldugu ¢éztiimleri aramamiz gerekmek-
tedir.

a,b,c,d tek ise a = 2x 4+ 1,b =2y + 1,¢c = 2z + 1,d = 2t + 1 olsun. Bu durumda

denklem
dr(z+1) +4y(y+1) +4z(z + 1) + 44t +1) = 4(7-4"1 = 1)

seklinde yazilir. n(n+1) ¢ift oldugu igin denklemin sol tarafi 8 in katidir. Dolayisiyla
7471 — 1 cift olmahdir ki bu sadece n = 1 durumunda miimkiindiir. Simdi
denklem a? + b2 + ¢ 4 d? = 28 olur ve c¢oziimler (5,1,1,1), (3,3,3,1) ve bunlarn

permiitasyonlar: seklindedir.
43



62.

63.

64.

Sonuc olarak, biitiin ¢oziimler (27+1, 27, 27 27) (3.27 3.27 3.2n 2n) (27, 27 2n 5.

2™) ve bunlarm permiitasyonlar1 gseklindedir.

xy+yz+zx —xyz = 2 denklemini saglayan biitiin (x,y, z) pozitif tam say1 ticlilerini

bulunuz.

Coziim. Genelligi bozmadan x < y < z oldugunu kabul edelim. x = 1 i¢in, y+2z = 2
denklemi elde edilir. Bu durumda tek ¢oztim, (x,y,z) = (1,1,1) olur. = = 2 igin,
2y+2z—yz =2, yani (y — 2)(z — 2) = 2 denklemi elde edilir. Buradan z =4,y =3
oldugundan, = = 2 igin ¢oztimler (z,y,2) = (2,3,4) ve permiitasyonlaridir. = > 3
igin, y > 3 ve z > 3 olacagindan, xyz > 3yz, xyz > 3xz ve xyz > 3zy olur. Ancak
buradan xy 4+ yz + xz — xyz < 0 elde edildiginden, bu durum igin sonug yoktur.

58 v . .« .
% sayisinin asal olup olmadigini inceleyiniz.

Coziim. Oncelikle in tam say1 oldugunu gosterelim. 2% = 22(24)14 ve 2¢ =1
(mod 5) oldugundan, 2°® = 4 (mod 5) tir. Her iki tarafa da 1 eklesek, 2°° +1 =0
(mod 5) elde ederiz. Bu da 5 in 2°® + 1 i tam boldiigiinii gosterir.

Simdi 2°8 +1 i garpanlarma aywalhm. (229 +41)% = (2°® 4-1) +23° oldugundan 2°® + 1

iki kare farki olarak yazilabilir.

25841
5

(258 + 1) — (229 + 1)2 _ 230
— (229 + 1)2 o (215)2
— (229 + 215 + 1)(229 o 215 + 1)

Her iki carpan da 5 ten biiyiik oldugu igin, a ve b 1 den biiyiik pozitif tam sayilar

olmak iizere, 2°8 + 1 = 5ab dir. Dolayisiyla 2585)+1 asal degildir.

x + y + z = xyzt kogulunu saglayan biitiin pozitif x,y, z,t tam sayilarini bulunuz.

Coziim. Genellemeyi bozmadan x < y < z oldugunu kabul edelim. x+y+ 2z = zyzt

esitliginde her iki tarafi da zyz ye bolersek

1 1 1
—F+—+—=1
Yy  yz o xz
elde ederiz. Buradan t < 3 olmasi gerektigini goriirtiz. Coziimii su ii¢ durumda
inceleyelim:
t =3 olursa x = y = z = 1 olmalidir.
t < 2 olursa ¢ = 1 olmalidir. Bunu goérmek icin, 2 < z oldugunu kabul edelim.

2 <x <y < z esitsizliginden

1 3
t=—4+ —+ — < -
Tz 4



65.

66.

elde ederiz. Bu bir celiskidir. = 1 olmaldir. Benzer sekilde y = 1 oldugunu
gosterelim. 2 <y oldugunu kabul edelim. 2 < y < 2 esitsizliginden

1 1 1

t=—+—+-

Yy o yz oz

[\
N
i

PR
2.

N

<

olmak tizere bir celigki elde ederiz. x =1,y =1ise 2 =1+ % olmalidir ve buradan
da z = 2 buluruz.
t =1 olursa x = 1 oldugunu gostermistik. y > 3 oldugunu kabul edelim. O zaman

z > 3 olmasi gerektigi aciktir. Buradan

‘e 1 N 1 N 17
-1-3 3.3 3-1 9

olmak iizere bir celigki elde ederiz. y < 2 dir ve y = 1 olamayacag1 agiktir. Yani
y =2 olmahdir. 1 = % + % + é oldugundan z = 3 bulunur.
Istenilen sart1 saglayan (z,v, z,¢) lerin kiimesi: {(1,1,1,3),(1,1,2,2),(1,2,3,1)} ve

permiitasyonlaridir.

1,2,3,4,5,6, 7 sayilarinin hepsi sadece bir kere kullanilarak bir x sayis1 olugturuluyor.
z in basamaklarindaki rakamlarin yerleri degistirilerek bir y sayisi elde ediliyor. y

nin z i bélmedigini goésteriniz.

Coziim. z ve y nin basamaklarinin toplami 28 dir. Buradan z ve y nin 9 a
boliimlerinden kalanin 1 oldugunu buluruz. Baska bir deyisle, k1 ve ko tam sayilar
olmak tizere x = 9k1+1, y = 9ko+1 dir. y nin z i boldiigiinii kabul edelim. Buradan,
m > 1 olmak tizere 9k; + 1 = x = m(9%2 + 1) = 9mks + m elde ederiz. Basamak-
larmn yerleri degistirildigi i¢in m € {2,3,4,5,6} olmahdir. 9% + 1 = z = 9mks +m

esitliginden dolayr bunun bir celiski oldugu aciktir.

a) Her k tam sayisi icin, (2k 4+ 1)® — (2k — 1)® in ii¢ tam karenin toplami seklinde
yazilabilecegini gosteriniz.
b) n bir pozitif tam say1 olmak tizere, (2k + 1)3 —2 sayisinin 3n—1 tane 1 den biiyiik

tam karenin toplami olarak yazilabilecegini gosteriniz.
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Coziim. a) (2k +1)° — (2k —1)°

= [2k+1—(2k=D][(2k+1)* + 2k + 1) (2k — 1) + (2k — 1)?

- 2 [(% P12 4 (2k+1) (26— 1) + (2k — 1)2]

= 202k +1)*+2(2k+1) (2k — 1) +2(2k — 1)

= [(2k +1)2+2(2k+1) (2k — 1) + (2k — 1)2] + (2k+1)% + (2k —1)°
= [(2k+1)+ 2k — 1))* + (2k + 1)* + (2k — 1)?

= (k)4 (2k+1)%+ (2k —1)°

b)(2n+1)% —2 ifadesini [(2n+1)% — 1] — 1 seklinde yazalim. Parantez igindeki ifadeye
1 ile (2n + 1) arasindaki biitiin tek sayilarin kiiplerini ekleyip gikaralim ve agagidaki

gibi siralayip gerekli diizenlemeleri yapalim.

L+3 1] -1
-3 3R -1 -1
R ) S S [ LR Ly L |
B33 4+ 4%+ 32

Son bulunan ifadedeki koseli parantezle gozterilen n—1 terimi 3 tam karenin toplami

olarak yazarsak sayiy1 3n — 1 tam karenin toplami olarak ifade etmig oluruz.

Genel terimi n® — (2n + 1)? olan (a,) dizisinde 2006’ya boliinebilen bir terim var

mudir?

Coziim. Evet vardir. Oncelikle ay = 43 —9%2 = —17 ve a7 = 73 —152 = 118 oldugunu
gozlemleyelim. n3 — (2n + 1) bir polinom oldugu icin ai7444 = a4 (mod 17) ve
a1181+7 = a7 (mod 118) olur. 119 sayis1 17 ye tam boliindiigi i¢in 118 sayisinin 17°ye
boliimiinden kalan 16 olur. Dolayisiyla 361 = 7 4 118.3 sayisinin 17 ye boliimiinden
kalan 4 tiir. Bu demek oluyor ki asg; sayist hem 17 ye hem de 118 e tam boliiniir,
yani 2006 ya tam olarak boliinmektedir.

Not 1: 17 ve 118 sayilar aralarinda asal oldugu igin Cinli Kalan Teoremi bize n = 4
(mod 17) ve n = 7 (mod 118) olacak sekilde bir n sayisinin oldugunu garanti eder.
Not 2: Verilen kogullar1 saglayan en kiiciik say1 n = 87 igin elde edilir, bu durumda
ag7 = 627878 = 313.2006 olur.

Asagidaki ifadelerin dogru olup olmadigini gésteriniz.
a) n > 3 olacak sekilde biitlin n tam sayilar igin, herhangi ikisinin ¢arpimi geri
kalan (n — 2) tam sayimin toplamiyla kalansiz boliinecek sekilde n tane farkli pozitif

tam say1 vardir.
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b) n > 3 olacak sekilde, baz1 n tam sayilar: i¢in, herhangi (n — 2) tanesinin toplami
geriye kalan iki tam sayimin carpimiyla kalansiz boliinecek sekilde n tane farkh pozitif

tam say1 vardir.

Coéziim. a) Dogru. n tane sayiy1 (n?)!, 2(n?)!, ..., n(n?)! olarak alahm. Bu
sayilardan herhangi iki tanesinin ¢arpimimin (n?)!(n?)! ile kalansiz boliindiigii agiktir.
Simdi geriye kalan sayilarin toplamina k(n?)! diyelim. Burada k < 1+2+...+n <
n? oldugundan, k tam sayis1 (n?)!'i boler. Dolayisiyla k(n?)! herhangi iki saymm
carpimini boler.

b)Yanhs. Herhangi bir n i¢in, a; < az < ... < a, olan n adet tam sayiy1 alalhm. Bu

durumda,
ar+ax+...+ap2<apo+ano+...+ap—2=(n-—2)ay_2
elde edilir. Ancak 6te yandan,
an—1an, > (n—Day > (n — 2)ap—_o
oldugundan, ay+as+...+a,_2 < an_1ay, olur ki bu durumda da a,,_1a,, carpiminin
a1 + ag + ...+ ap—o degerini bolemeyecegi acikga goriiliir.

H, = % + % + % + -+ % olsun. n > 1 igin, H, in bir tam say: olamayacagini

gosteriniz.

Cozim. r, 2" < n sartiu saglayan en biiyiik tam say1 olsun. b = [2,3,...,n| dersek

b=2"-5s ve s tek say1 olur.

N +i+ +l_ + _|_..._|_2ir_|_...+ _a
27 n b b

=l
NS
Sl

DO | =

1

olur. Paydaki tam sayilardan 2% tek, digerleri ¢ifttir. Bu durumda a tek, b ¢ift olur

ve 7 tam say1 olamaz.

x tam say1 olmayan, pozitif bir rasyonel say1 ise % in rasyonel olmadigini gosteriniz.

Coziim. (a,b) =1 ve b > 1 olacak sekilde x = { olsun. z® in rasyonel oldugunu
kabul edelim. Yani ¢,d € Z ve d # 0 olmak kosulu ile, z* = 5 seklinde yazlabilir.

r = 7 oldugundan,

(0 =5 ()= et =ov

elde edilir. b > 1 oldugundan, b nin en az bir p asal carpanm vardir. O halde p ve u

aralarinda asal olmak kogulu ile, » > 0 i¢in b = p” - u geklinde yazilabilir. Simdi p
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nin a, b, ¢ ve d sayilarinda bulunan kuvvetlerini inceleyelim:

b :ra b=p" - u oldugu icgin b* = p"* - u® olacaktir.

a®:0 a ve b aralarinda asal sayilar oldugu igin p, a® nin bir boleni degildir.
d”:sb  p|d oldugundan d = p* - v ve (v,p) = 1 olacaktir.

cb:0 Cilinkii ¢ ve d aralarinda asal sayilardir.

Her say1 tek tiirlii asal carpanlarina ayrilabileceginden buldugumuz esitligin her iki
tarafindaki p nin kuvvetlerinin birbirlerine esit olmasi gerekir, yani ra = sb dir. Bu
da b nin ra y1 bolmesi demektir. a ve b aralarinda asal olduklar: icin, b, r yi bolmek
zorundadir. Bu ise, r > b = p" - u > p" olmasi gerektirir. Ancak p > 1 i¢in r > p”
olamaz. O halde bagtaki kabuliimiiz yanhstir. Dolayisiyla 2%, tam say1 olmayan bir

x rasyonel sayisi i¢in, rasyonel degildir.

m bilegik bir tam say1 olmak tlizere, a,b,c,d pozitif tam sayilar i¢in ab ve cd, m
sayisinin iki farklh ¢arpanlarma ayrilmig hali olsun (m = ab = ¢d). Her n > 0 tam

say1s1 i¢in a”™ + b" + ¢ 4+ d" sayisinin asal olmadigini gosteriniz.

Cozim. a = ru, b = sv, ¢ = rs, d = uv olacak gekilde r, s, u, v pozitif tam sayilari
vardir. Buradan a™ 4+ b" 4 ¢ +d" = r"u" + s"0" +r"s" w0 = (r" +0™)(s" +u™)
esitligini yazabiliriz. Her n > 0 tam sayisi icin a”™ + v™ ve s + u"™ sayilar1 1 den

biiyiiktiir. Dolayisiyla a™ 4 b" + ¢™ + d™ sayis1 asal degildir.

a, b ve ¢ tam sayilar olmak iizere, ¢ + 1 = (a* — 1)(b* — 1) denkleminin biitiin

¢Ozuimlerini bulunuz.

Coziim. ¢ = 0 ise, a> — 1 = F1 ve b?> — 1 = F1 olmaldir. Bunun icin de a = 0 ve
b = 0 olmalidir. Dolayisiyla ¢ > 0 durumu igin bir ¢éziim ariyoruz dersek genelligi

kaybetmemis oluruz.

Simdi ¢ > 0 i¢in denklemin bir ¢éziimiiniin oldugunu kabul edelim. Esitligi (mod 4)te
diisiiniirsek, (mod 4)te bir sayimn karesi ancak ve ancak 0 veya 1 olabileceginden,
(a®?—1) = —1,0(mod4) ve (b>—1) = —1,0(mod4) elde edilir ve buradan da (c?>+1) =
1(mod4) bulunur. Yani, (a®> — 1) = (b*> — 1) = —1 (mod4) ve, (¢* + 1) = 1 (mod4)

olur. Buradan da a, b ve ¢ tam sayilarinin ¢ift tam sayilar olduklarini anlariz.

a, b ve ¢ cift tam sayilar olduklarina gore, a = 2a1, b = 2by, ¢ = 2¢q olacak sekilde
ai, by, ¢1 tam sayilar tammlayabiliriz. Bu durumda, 4¢3 + 1 = (4a3 — 1)(46% — 1)
elde ederiz. Bunu da sadelestirirsek; ¢? = 4a2b? — a? — b? buluruz. Bu denklemi
(mod4)te diisiiniirsek, a veya b den en az birisi tek say1 olursa ¢ = 2 (mod4) ya da
c? = 3(mod4) olur. Bu da miimkiin olmadig1 icin ay, by, ¢; tam sayilar da cift tam

sayilardir.
Simdi de a1 = 2a9, by = 2by, ¢ = 2co olacak sekilde as, ba, co tam sayilar

tanimlayalim. Bu durumda, ¢ = 16a2 — a2 — b3 elde ederiz ki bu denkleme de
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(mod 4)te bakarsak, ag, by, co tam sayilarinin ¢ift tam sayilar olduklarini goriiriiz.

Bu sekilde sonsuza kadar devam edebilecegimiz agikardir. Dolayisiyla sonsuz bir
azalan pozitif tam say1 dizisi elde ederiz: ¢ > ¢; > ¢co > ¢3 > ... > 0. Ancak bu
imkansizdir. Bu da demek oluyor ki bagtaki ¢ > 0 i¢in denklemin bir ¢ézlimiiniin

oldugu kabuliimiiz yanligtir.

Sonug olarak, ¢ + 1 = (a? — 1)(b? — 1) denklemini saglayan tek tam say1 degerleri

a=b=c=0 olur.

A kiimesi 1 tam sayisin ve en az bir pozitif tam sayiy1 daha iceren bir kiime olsun. A

kiimesinden alinan her m ve n tam sayilar icin tam sayisinin da kiimenin

m+1
(m+1,n+1)
bir elemani oldugu biliniyor. Bu durumda A kiimesinin biitiin pozitif tam sayilari
igerdigini gosteriniz.
Coziim. a tam sayist A kiimesinin 1 den biiyiik en kii¢iik elemani olsun. Burada

m=aven = 1icn y = @“Ttll) € A olur. Burada (2,a + 1) degeri 1 ya da 2

olabileceginden, y = a + 1 ya da aTH olabilir.

Ancak 1 < “—*2'1 < a oldugundan, y = a + 1 olmalidir. Simdim =a+1ven =a
aldigimizda ise % = a+ 2 € A buluruz. Dolayisiyla her ¢ > a igin t € A
oldugu agikga goriiliir.

Bu durumda m = 2a — 1 ve n = 3a — 1 alahm. Burada (m+1,n+1) = (2a,3a) = a
oldugundan %‘L = 2 € A oldugu goriiliir, dolayisiyla tanimindan dolay: a=2 olmalidir.

Sonug olarak A kiimesinin biitiin pozitif tam sayilar1 bulundurdugu agikca goriiliir.

Herhangi bir pozitif n tam sayisi i¢in n! 4+ 1 ve (n+1)! in en biiyiik ortak bolenlerini

bulunuz.

Coziim. Eger n+ 1 asal bir say1 degilse o zaman (n + 1)! i bolen biitiin asal sayilar
n den biiyiik olamaz yani n! i de bolerler ve n! 4+ 1 i bolemezler. Bu durumda
(n!+1,(n+ 1)!) = 1 olur. Eger n + 1 asal say1 ise o zaman yukaridaki fikirden
(n!'+1,(n+ 1)) = (n + 1)* olmahdir. Wilson teoreminden (n + 1)|(n! + 1) dir.
(n+1)%, (n+ 1)! i bolemediginden (n! + 1, (n + 1)!) = n + 1 olur.

n|(2" — 1) sartim saglayan biitiin pozitif n tam sayilarii bulunuz.
Coziim. n = 1 sorudaki gart1 sagladigindan ¢oziimler arasindadir. Simdi n > 1
durumunu ele alalim ve bu durumda aslinda ¢6ziim olamayacagini gosterelim.

n|(2"™ —1) olsun. n > 1 oldugu igin, en az bir adet asal ¢carpan vardir. Bunlardan en
kiigiigiine p diyelim. Ancak n tek say1 oldugundan p > 2 olur. n|(2" —1) oldugundan
p|(2" — 1) yani 2" = 1 (mod p) elde edilir. Ayrica Fermat Teoreminden 2P~! = 1
(mod p) olur.
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2 nin (mod p) deki derecesine d diyelim. d|n ve d|(p — 1) oldugu agiktir. 7 nin en
kiigiik asal boleni p oldugu igin (n,p — 1) = 1 dir. Buradan d = 1 oldugu goriiliir.
2! =1 (mod p) oldugundan celigki elde edilir.

Sonug olarak n|(2™ — 1) sartin1 saglayan tek pozitif tam say1 1 dir.
a* + 4b* degerini asal say1 yapan biitiin a, b pozitif tam say1 ciftlerini bulunuz.

Coziim. Oncelikle

at +4b* = ot 4 4b* 4 40%? — 400 = (a® + 20%)? — 4a%V?
= (a® + 2b* + 2ab)(a® + 2b* — 2ab) = [(a + b)* + b?] [(a — b)* + b7]

oldugunu goérelim. Burada (a + b)? + > > 1 oldugu igin bu saymin bir asal say1
olabilmesi icin (a — b)2 + b?> = 1 olmahdir. Bu ancak a = b ve b = 1 durumunda
saglanacagindan(a* + 4b* = 1 4+ 4 = 5 = asal) , verilen 6zelligi saglayan degerlerin

yalnizca a = b = 1 oldugu goriiliir.
n bir tam say1 olmak tizere, 2 4+ 3™ bir rasyonel sayinin karesi olabilir mi?

Coziim. Oncelikle n nin pozitif oldugu durumu inceleyelim. 27 4 3" = (—1)"4+0=
(—1)"(mod3) ve (mod 3) te biitiin sayilarin kareleri 0 ya da 1’e esit oldugundan n
nin ¢ift oldugu sonucuna ulagilir.

Pozitif bir m sayist i¢in n = 2m olsun. 2" + 3" = 4" + 9™ = (—-1)" + (-1)™ =
+2(mod5) our. (mod 5) te buitiin tam kareler 0,1 ya da 4’ e esit olabilirler. Yani bir
tam kare (mod 5) te 2 ya da -2 ye esit olamaz. Bu durumda 2" + 3", pozitif bir n
tam sayisi i¢in, bir tam kare degildir.

Negatif n degerleri icin, pozitif bir m sayisi i¢in m = —n olsun.

Pozitif bir d tam sayisi icin, eger d|2™ + 3™ ve d|6™ ise d|2™ (2™ + 3™) — 6 = 22"
olur. Aym sekilde d|3?™. Fakat 22™ ve 3?™ aralarinda asal sayilar oldugu icin d = 1

olmak zorundadir. O halde 2™ 43" ve 6™ de aralarinda asal sayilardir. Bu durumda

2m43m
6m
Fakat pozitif bir n sayisi i¢in 2™ 4+ 3™’nin bir tam kare olmadigin1 gostermistik. Bu
yiizden Zmﬁff’m
n = 0 i¢in de 2™ 4 3" bir tam kare degildir.

Dolayisiyla hig bir n tam sayis1 i¢in 2" + 3™ bir tam kare degildir.

nin tam kare olmasi i¢in hem 2™ 4 3™ hem de 6™ nin tam kare olmas: gerekir.

bir tam kare olamaz.

2?2 = (22 + 1)(y? — 1) + n denklemini:
a) n = 2006
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b) n = 2007

durumlarinda saglayan x, y ve z tam say1 degerleri var midir?

Coziim. a) n = 2006 durumunda, verilen denklemi agagidaki gibi yazabiliriz.
z? — y2 + 22— x2y2 = 2005

Simdi 22 — y? = 2005 durumunu ele alalm. Bu durumda esitligin iki tarafin1 da
carpanlarina ayirirsak, (x + y)(x —y) = 5 - 401 elde ederiz. Dolayisiyla ¢oziimlerden
biri olan x +y = 401, x —y = 5 degerlerini alalim. Bu iki denklemi beraber ¢ozersek,
x = 203, y = 198 degerlerini, ve z = zy olarak alirsak z = 203 - 198 = 40194 buluruz
ve bu degerlerin verilen denklemi sagladigi aciktir.
b)

22 = (2% 4 1)(y* — 1) + 2007

denklemini saglayan x, y ve z tam say1 degerleri oldugunu kabul edelim. Bu durumda
2?2 =0, 1ya da 4 (mod 8) olmasina ragmen denklemin diger tarafi sadece 2, 5, 6 ya
da 7 (mod 8) degerleri alabilir. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla bu denklemi saglayan

x, Yy, z tam say1 {icliileri yoktur.

ag =3 ven >1icin a, =2+ agay ...a,—1 olarak tammlanmig (a,) dizisi i¢in
a) Dizinin herhangi iki elemaninin aralarinda asal olduklarini ispatlayimz.

b) azo7 yi bulunuz.

Coziim. a) ag tek say1 oldugu igin dizinin biitiin elemanlar tek sayidir. Dizinin
herhangi iki elemani a; ve a, alinsin ve k < n olsun. m, aj ile a, nin bir ortak
boleni olsun. Sorunun ¢oziimii icin m = 1 oldugunu gostermek yeterlidir. a, —
2 = apay . ..ap—1 dir. mlag oldugu i¢in mlapay ...a,—1 dir. m|a,, dolayisiyla m|2
olmalidir.

m = 2 ise ay, ve a, ¢ift sayilardir. Fakat dizinin elemanlar1 tek sayilardi. Dolayisiyla
m =1 dir.

b) Denklemde apaj . ..an—2 = an—1 — 2 yazarsak,
2+ (an—l - 2>an—1 = Qn,

2 2,1 4+1=a,—1,

an,

(an_l — 1)2 = anp — 1
bulunur. Bilinen egitlikler diizenlenirse,

an_lz(an—1_1)2:(an_2—1)4:...
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= (an_k — 1) = ... = (ag — 1)?" = 27"

Yani, a, = 22" 4 1 olur . Dolayisiyla, a7 = 22" 1 1 bulunur.

80. p bir asal say1 olmak tizere 7p+3P —4 tam sayisinin bir tam kare olmadigini gosteriniz.

Coziim. p > 3 asal sayisi icin m = 7Tp + 3P — 4 tam sayisinin bir tam kare oldugunu
kabul edelim. Yani bir n € Z icin m = n? olsun. Bu durumda Fermat Teoreminden
m="Tp+3 —4=3—-4= —1 (mod p) oldugu goriiliir. Ayrica tekrar, Fermat
Teoreminden dolay1, bir k € Z icin p = 4k + 3 ise —1 = m?k Tl = 2 = pp=1 =
1 (mod p) olur ancak p > 3 oldugu i¢in bu bir ¢eligkidir. Dolayisiyla p = 1 (mod 4)
olmalidir.

Bu durumda m = 7p+ 3P —4 =3 — 1 = 2 (mod 4) olur. Ancak 2 (mod 4) bir tam
kare olmadigindan bu bir geligkidir.

Sonug olarak p = 2 icin m = 19 ve p = 3 igin m = 44 olur ancak bu sayilarin tam

kare olmadiklar1 agiktir.

81. p.g nun (57 — 2P)(57 — 22) yu boldugii biitiin p, ¢ asal sayilarini bulunuz.

82.

Co6ziim. p asal oldugundan p|(5P — 2P) veya p|(57 — 29) olmahdir. p|(5P — 2P)
durumunda 57 — 2P = 0 (mod p) ve Fermat Teoreminden p|(5 — 2) yani p = 3 olur.
Aynmi durum ¢ igin de gegerlidir. Genelligi bozmadan p > ¢ kabul edelim. ¢ = 3
olursa p|(5% —23) yani p|117 bulunur. Buradan p = 3 ve p = 13 ¢oziimleri elde edilir.
Simdi p|(57 — 29), ¢|(5P — 2P) ve p > g > 3 olsun. 57 = 2P (mod ¢) oldugundan a =
5-271 (mod q) icin a? = 1 (mod q) elde edilir. Aym zamanda Fermat Teoreminden
a?! =1 (mod ¢) olur. a nin (mod ¢) daki derecesine d diyelim. d|p ve d|(q — 1)
oldugu agiktir. (p,q — 1) = 1 oldugundan d = 1 olur. Buradan a = 1 (mod ¢) yani
5 =2 (mod q) ve ¢ = 3 elde edilir.

Coziim kiimesi (p, q) € {(3,3),(3,13), (13,3)} tir.
A kiimesi,

e a € A ise a min biitlin pozitif bolenleri A kiimesinin elemanidir,

eabecAvel<a<bisel+abe A dr,

ozelliklerini saglayan pozitif tam sayilar kiimesi olsun. Eger A kiimesinin en az 3

eleman1 varsa A=N oldugunu ispatlayiniz.

Cozliim. 1 biitiin tam sayilarin boleni oldugu icin A kiimesinin elemamdir. A
kiimesinden 1 < a < b kogulunu saglayan a ve b elemanlarini alalim. a,b ve 1 + ab
den en az bir tanesi ¢ift olacagindan 2 de A kiimesinin elemanidir.

n > 6 icin tumevarim yapalim. k= {1,2,....n—1} icin k € A olsun. n tek ise, n’yi
= y p b ) ) s b y
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1 < 2 < p € A olacak sekilde n = 2k + 1 olarak yazabiliriz. Tkinci kosulu sagladigi
icin n € A olur. Eger n cift ise n = 2p olarak yazabiliriz. Yukarida ispatladigimiz
gibi 2p+1 € A dir. p yerine p — 1 yazarak 2p — 1 in A nin elemani oldugunu
gosterebiliriz. 1+ (2p —1)(2p+ 1) = 4p® € A. Ik kosuldan n = 2p € A olur.

3, 4 ve 5 in A min elemani oldugunu gostermek icin A kiimesinden a # 2 kosulunu
saglayan bir a elemam alahm. Ikinci koguldan 1+ 2a € A olur. 1+ 2(1 + 2a) =
3+4a € Ave 1+(1+2a)(3+4a) = 4+10a+8a* € A dir. Eger a cift ise 4|4+10a+8a?.
O halde 4 € A dir. a tek ise a = 4 + 10a + 8a? segersek tekrar 4 € A elde ederiz.
1<2<4e€ Aoldugundan 1+2-4 =9 € A olur. Bu da birinci koguldan 3 € A y1
gerektirir. Son olarak 7=14+2-3€ A, 1+2-7 =15 € A olur. Birinci koguldan

dolay1 5, A kiimesinin elemanidir.

x4+ y2 + 22 + t? = 2299 denkleminin, tam sayillar kiimesinde 0 < x <y < z <t

kosuluna uyan tam olarak iki ¢éztimii oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. (x,7,2,t) nin bir ¢éziim oldugunu kabul edelim. a tekse a? = 1 (mod 8),
ciftse a2 = 0,4 (mod 8) olur. Bu yiizden x, y, z ve t den bir tanesi tek oldugu zaman
hic bir z, y, z ve t icin a? +y? + 22 +t2, 8 e boliinemez. Fakat, 22004 8 ile boliindiigii
icin denklemin tek sayilarda ¢oziimii yoktur.

Dolayisiyla, x, y, z ve t ¢ift sayilar olmahdir. Bu ylizden, 0 < x1 < y1 < z1 < t1 tam
sayilar olmak iizere x = 2x1, y = 2y1, 2z = 221, t = 2t1 ve 2% + 3% + 22 + 13 = 22002
‘dir. Benzer iglemler yapilarak, 0 < xo < yo < 29 < tg tam sayilar olmak iizere

22002 glyr.

T1 = 29, Y1 = 249, 21 = 229, t1 = 2ty ve :c% —f—y% —i—z% —I—t% =
Bu iglemler tekrarlanarak, 0 < a < b < ¢ < d tam sayilar ve a2+ +2+d2=4
olmak fizere, x = 22001q, y = 22001} » = 22001, ¢ — 920017 ¢]de edilir. Bu bagmtilar,

a=b=c=d=1veyaa=>b=c=0, d=2 oldugunu gosterir.
Coziimler (0,0, 0, 21002) ye (21001 21001 91001 91001y gy,

En az iki eleman iceren ve a,b € A, a > b ise Ok(zk_((gjb) € A kosulunu saglayan negatif

olmayan sayilar kiimesi A y1 digiinelim. A mn en fazla iki eleman icerebilecegini

gosteriniz.

Coziim. Ik olarak A nin sonlu oldugunu gosterecegiz. A kiimesinin en kiiciik
eleman1 min A ve en biiylik eleman max A ile gosterilmek iizere, eger b = min A ve
a € A—{b} ise (a — b)|[a,b] olacagindan (a — b)|ab dir. (a — b)|(a — b) her zaman
dogru oldugundan, (a — b)|ab— b(a — b) olacaktir. Bu da bize (a — b)[b? ve a < b+ b?
ifadelerini verir. a € A rastgele segildiginden A sonlu bir kiimedir.

a = max A ve b = min A olsun. Eger d = (a,b) ise b = dz ve a = dy kogullarim

saglayan ve (x,y) = 1 olan z,y € ZT elemanlar1 vardir. Bu durumda Ok(zk_(gib) =

“ ¢ 7" olacaktir. x,y ve x —y aralarinda asal olduklarindan, y —x =1 veya y =

y—
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x+1 bulunur. Bu durumda a = d(x +1) ve b = dx olacagindan, Elang =z(z+1)€e A

bulunur. Bagka bir deyisle, b < z(x 4+ 1) < a veya d € {z,x + 1}dir.

d = z olsun. Bu durumda a = x(x + 1) ve b = 22 dir. A nin bagka bir elemam

~

olmadigini gosterecegiz. Tersini varsayarsak, eger ¢ = min (A — {b}) ise a = d(z +1)
ve ¢ = dz olacak sekilde d,z € N vardir. Bu durumda % =2(z+1) € A dir.
2(z+1) # 2% =b, veya ¢ < 2(z + 1) < a oldugundan de {#z,2z+ 1} bulunur. Eger
d=zise a=z(z+1)dir. a= z(z + 1) oldugundan x = z bulunur, bu bir ¢eligkidir
(son ifade b = ¢ yi verir). Eger d=z+1isea= (z+1)2 ve a = z(z + 1) olacaktir,
bu da bir geligkidir. Boylece, A nin sadece iki eleman oldugu bulunur.

Simdi d = # + 1 olsun. a = (x +1)® ve b = x(z + 1) dir. Onceki durumda oldugu

gibi A nin bunlarin diginda bagka bir elemani olmadig1 gdsterilebilir.

n pozitif bir tam say1 olmak tizere, n nin basamaklar1 toplamini s(n) ile gosterelim.
s(n) nin n den farkli, n yi bolen en biiyilik tam sayiya esit oldugu butiin n degerlerini

bulunuz.

Coziim. Cevap 18 ve 27 sayilaridir. n nin basamak sayisim k ile gosterelim. Prob-

lemin ¢Oziimiinde su gozlemlerden faydalamlacaktir:

e n = p-s(n), p bir asal sayidir. Bu yiizden s(n) sayisinin herhangi bir asal boleni
p’den biiyiik ya da p’ye esittir.

e p asal sayisi s(n)’'den kiiciik oldugu icin s(n)? > n’dir. n sayismin k tane
basamag oldugu icin 10¥~! < n’dir. Dolayisiyla 10¥~1 < s(n)'dir. Ayrica
s(n) sayisi k tane rakamin toplamindan olugtugu icin s(n) en fazla 9k olabilir.
Biitiin bunlar1 birlestirdigimizde 10*~! < s(n)? < (9k)? elde edilir. k& = 5
icin bu esitsizlik yanhstir ¢iinkii 10* > 452’dir ve k'min degerinin 5ten biiyiik

secmek bu durumu degistirmeyecektir. Dolayisiyla £ < 4 olmalidir.

Su iki durumu inceleyecegiz:

Eger k = 4 ise n = abed’dir. Bu durumda n < s(n)? < 362 = 1296 esitsizligi
saglanmaktadir. Buradan a = 1 elde edilir. s(n) < 9k esitsizliginden dolay1 s(n) <
28'dir. Ikinci gozlemimizdeki s(n)? > n essitsizliginden dolay1 n < 282 elde edilir
fakat 282 < 1000 oldugu icin n 4 basamakli bir say1 olamaz. Bu celiski yiiziinden
k = 4 iken bir ¢oziim yoktur.

Eger k < 4 ise n = abc'dir. Ilk gozlemdekii esitlik kullamlarak 100a + 10b + ¢ =
pla + b + ¢) esitligi bulunur. Buradan 9(1la +b) = (p — 1)(a + b + ¢) esitligi
elde edilir. Esitligin sol tarafi 9'un kati oldugu icin esitligin sag tarafi 9 tarafindan
boliinebilmelidir. s(n)? > n oldugu icin p < s(n)’dir. s(n)’in alabilecegi en biiyiik
deger 27 oldugu i¢in p < 27’dir. Dolayisiyla p — 1 sayis1t 9’un bir katiysa eger, p asal
sayist 19dur. Bu durumda iisteki egitlikte p yerine 19 koyarsak 9a = b + 2c¢ esitligini

elde ederiz. Buradan a < 3 oldugu bulunur. Yaptigimiz s(n) sayisinin herhangi bir
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asal boleni p’den biiyiik ya da p’ye esittir gozleminden dolayi, a + b + ¢ toplami en
az 19 olmalidir. a yerine sirasiyla 1,2,3 degerleri kondugunda a + b + ¢ = 19 ve
9a = b+ 2c egitliklerinin ikisini birden saglayan bir a, b, ¢ {icliisiiniin bulunamayacagi
goriilebilir. Dolayisiyla a 4+ b 4 ¢ > 23 olmalidir ¢iinkii 19’dan biiyiik olan en kiigiik
asal say1 23’tiir. Fakat a < 3 oldugu icin bu miimkiin degildir. Dolayisiyla 9’un
p — 1’i boldiigii durumlarda ¢6ziim yoktur.

Eger p — 1 sayis1 9’a boliinmiiyorsa, a + b + ¢ sayis1 3’e bolilnmek zorundadir. Ik
gozlemimiz nedeniyle p asal sayisi ya 2 ya da 3 olabilir.

Eger p =3 ise n = 3(a + b+ ¢). Buradan n < 100 esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla
a =0 ve 10b+ ¢ = 3(b + ¢) egitlikleri bulunur. Buradan 7b = 2c¢ esitligi elde edilir.
Bu yiizden n = 27 ¢o6ztimii bulunur.

Eger p=2ise n =2(a+ b+ ¢). Bu durumda da a = 0 oldugu i¢in 86 = c¢. Buradan

n = 18 ¢oziimii elde edilir.

P katsayilar1 tam sayilardan olugsan bir polinom olsun ve P(5) = 2005 denklemini
saglasin. Bu durumda P(2005) sayisinin bir tam saymnin karesi olmasi miimkiin

mudir?

Coziim. P(x) katsayilar1 tam sayilardan olugan bir polinom olsun. Bu durumda
(x —y)|(P(x) — P(y)) oldugundan 2000|(P(2005) — P(5)) yani P(2005) = 20004 +
2005 elde edilir. Buradan P(2005) in son iki basamagimin 05 oldugu bulunur. Yani
P(2005) 5 ile boliiniir fakat 25 ile boliinmez. Bu da bize P(2005) in bir tam sayinin

karesi olmadigini gosterir.

a bir tam say1 olsun. 22 < 3 kosulunu saglayan herhangi bir x reel sayis1 icin,

V3 — 22 ve v/a — 23 sayilarmmdan en az birinin irrasyonel oldugunu kanitlaymiz.

Coziim. A = /3 — 22 ve B = v/a — 23 sayilarinin ikisi de rasyonel sayilar olsunlar.
Yani, 22 = 3 — A% ve 23 = a — B? olur. Buradan da

a— B3 =4(3—- A%)\/3 - A2

elde edilir. Denklemin sol tarafi bir rasyonel say1 oldugu icin, v3 — A2 = k bir
rasyonel say1 olmalidir. A ve k birer rasyonel say1 olduklan i¢in, A = ¥,k = %
ve (y,z,t) = 1 olacak sekilde y, z,t tam sayilar1 bulunabilir. A% + k2 = 3 oldugu
icin, 2 + 22 = 3t? dir. Bu esitligin sag tarafi 3 iin kat1 oldugu icin, y? + 22, 3
iin kati olmahdir. Ashinda 3 hem y yi hem de z yi bolmelidir. (Her hangi bir tam
sayimmin karesinin 3 ile bolimiinden kalanin 0 veya 1 olduguna dikkat ediniz.) Bu
durumda y? + 22 = 3t? esitliginin sol tarafi 9 ile boliiniir, yani ¢, 3 ile boliiniir.
Fakat, (y,z,t) = 1 oldugu i¢in bir geligki elde ederiz. Dolayisiyla, A ve B nin ikisi

birden rasyonel say1 olamazlar.
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9% — 3% = y* 4+ 292 + 4% + 2y denkleminin tam say1 ¢oziimlerini bulunuz.

Coziim. 9° — 3% = y* + 2% + y? + 2y denkleminin her iki tarafin1 4 ile carpip 1

ekleyelim ve 9% = (3%)? yazarsak
4((3%)2 = 3") 4+ 1 =4y + 8> + 4> + 8y + 1
elde edilir. Bu denklem ¢ = 3" olmak {izere
(2t —1)2 =4y + 82 + 4> + 8y + 1
seklinde yazilabilir.
Ayt + 8y + 4y? < Ayt +8y° +4y? + 8y +1 <4yt + 8y + 8% + 4y +1
oldugu agiktir. O halde
(207 +2y)? <4y* +8y° +4y° + 8y +1 < (2" + 2y + 1)°
olur. Buradan (2t —1)? = (2y? + 2y +1)? ve 4y?> —4y = 0 bulunur. y = 0 veya y = 1

olabilir. y =0igint =3*=1vex =0 bulunur. y=1icindet =3* =3 vex =1
elde edilir. Bu durumda ¢6ztim kiimesi (z,y) = {(0,0), (1,1)} olarak bulunur.

4:;52 ifadesini rasyonel yapan n tam sayilarini bulunuz.
e e .. An—2 __ a
= 9 — 7 .
Coziim. a > 0 ve b > 0 aralarinda asal tam sayilar olmak tizere T ¢ olsun
Her iki tarafin da karesini alirsak 472:52 = ‘g—; olur. Buradan
2b2 + 5a? 22b?
e . L S SRS B
4b% — a? 4% — a?

elde edilir. a ve b aralarinda asal sayilar oldugu icin 4b%> — a? ile b de aralarinda
asaldir. Bunu gormek icin bir d # 1 tam sayisiun 4b% — a? ve b? yi boldiigiinii
varsayalm. d, 4b* — a? ve b? yi boldiigi icin 4(b%) — (4b? — a?) = a? yi de boler. d, a®
ve b? yi boldiigii icin a? ile b? aralarinda asal degildir. Fakat a ve b aralarinda asal
oldugu icin a? ve b? aralarmda asal olmak zorundadir. Dolayisiyla béyle bir d sayist
yoktur. 4b% — a? ile b? aralarinda asaldir.

-5+ 4522f22 bir tam sayiya esit oldugu icin ve b? ile 4b?> — a? aralarinda asal olduklar:
icin, 46 — a2, 22’yi bolmek zorundadir. Yani 4b> — a? € {—22,—11,—1,1,11,22}
olur. Bir tam saymm karesi (mod 4) te 0 yada 1’e esit olabilcegi icin 4b? — a® (mod
4) te ya 0 ya da 3’e esittir. O halde 4b> — a? ya -1 ya da 11’e esit olabilir.

Eger 4b? — a? = —1 ise (2b — a)(2b+ a) = —1 olur. a ve b pozitif tam sayilar oldugu
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icin 2b —a = —1, 2b+ a = 1 olmak zorundadir. Bu iki denklemden b =0, a = 1 elde
edilir. Fakat b > 0 oldugu icin 46> — a? # —1 olur.
4% — a? = 11 ise (2b — a)(2b + a) = 11 olur. Buradan 2b —a = 1, 2b+ a = 11 elde

edilir. Bu iki denklemden de b = 3 ve a = 5 bulunur. a ve b yi yerine yazarsak

22h? 22-9

= =13
42 —a?  4-9-25

n=-5+

elde edilir.

Negatif olmayan hi¢ bir n tam sayis1 i¢in a,, = 2" + 3™ + 5" + 6" ifadesinin bir tam

kiip olamayacagini kanitlayiniz.
Co6ziim. Sorunun ¢oziimii i¢in modiiler aritmetik kullanacagiz.
(Tz4+172 =Tz +2)3=(Tz+4>=1 (mod 7)
ve
(7 +3)3 = (Te +5)° = (Tx +6)> = —1  (mod 7)

oldugu icin, bir tam kiip ifadesi 7m, 7m — 1 veya 7m + 1 seklindedir. Fermat teore-
minden, 26% = 3% = 5% = 6% = 1(mod 7) olur. Her n > 0icin a,, = 2" +3"+5"+6"
olsun. §imdi n = 6k+r,r € {0,1,2,3,4,5,6} seklinde yazilir. 2" = 2" (mod 7),3" =
3" (mod 7),5"™ = 5" (mod 7),6™ = 6" (mod 7) oldugu i¢in a,, = a, (mod 7) dir.

ap = as =as = ag =4 (mod 7),a1 = a4 =2 (mod 7) ve ag = 5 (mod 7) oldugu igin,

an bir tam kiip olamaz.

n bir pozitif tam say1 olmak tizere

2n 2n 2n 2n
1)°\3)"\5)7 """ \2n-1
sayilarinin en biiyiik ortak bélenini bulunuz.

Coziim. Istenen degere d diyelim. Ayrica

22n _ (1 + 1)271 _ (1 _ 1)2n

- 2((2:) i (2??> i <2;) et <2n27—Ll>>
(1) ()« (5) o) =

oldugu icin, d|2?"~! ve d ikinin bir kuvvetidir.

yani,
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Simdi bir m tek tam sayisi icin, n = 2*m oldugunu kabul edelim. Bu durumda

d|2F+1 ¢iinkii d tam sayis1 2n’i béler. Ancak, her j = 1,...,n icin,

2n _2n 2n—1
2j—1) 2j—1\2j—2

oldugu ve 25 — 1 tek say1 oldugundan 2k+1|(2?f1). Dolayisiyla 28+1|d yani d = 2++1

bulunur.

an = [n\/ﬂ + [n 3|, n € N geklinde tanimlanan dizinin sonsuz tane tek ve sonsuz

tane ¢ift say1 igerdigini gosteriniz.

Cozim. z, = [n\/i], Yn = [n\/g], n € N olsun. Bu durumda her n € N igin
Tptl — Tny Ynt1 — Yn € {1,2} olur.

Celigki metodunu uygulamak icin, n > k ozelligindeki tiim a,, elemanlarinin ayni
paritede olmasini saglayacak bir k& € N sayisi oldugunu varsayalim. Her n € N igin
2 < apt1 — an < 4 oldugundan her n > k igin a,41 — ay, € {2,4} oldugunu goriiriiz.
Eger ant1 —ap = 2 ise Tpi1 — T = Ynt1 — Yn = 1 Ve eger apq1 — a, = 4 ise
Tptl — Tn = Ynt+1 — Yn = 2 olur.

Bu nedenle her n > k icin p4+1 — Ty, = Ynt+1 — Yn olur ve buradan her n > k igin
Yn — Ty = Yp — T} olur.

Fakat her n icin y, — z, > nvV3 — 1 — ny/2 ve dolayisiyla her n > k icin

Y —xp + 1
B2

n <

olur ve bu bir celigkidir.

x ve y sayilar1 5’ten biiyiik asal carpanm olmayan pozitif tam sayilar olmak lizere,
k > 0 olan bir k tam say1s1 icin 22 —y? = 2¥ denklemini saglayan biitiin z, y ciftlerini

bulunuz.

Coziim. Pozitif karelerin fark: en az 3 olabileceginden, k = 0 ve k = 1 i¢in ¢oziimiin
olmadig1 agikca gortilmektedir. Burada x ve y tam sayilarinin beraber c¢ift say1 ol-
madiklar: durumu incelemek yeterlidir ¢iinkii bu durumda sayilar: ikiye boler, k’dan
da 2 gikarir ve yine x ve y’nin beraber ¢ift say1 olmadigi durumu elde edebiliriz.
Simdi 22 —y? = (z+y)(x —y) oldugundan, m > n olmak iizere z+y = 2™, z—y = 2"
diyebiliriz. Buradan o = 2™~ 4+ 2771 ve y = 2m~1 — 2771 ¢lde ederiz ki burada z
ve y beraber ¢ift say1 olmadigindan n = 1 olur. Yani x ve y tek tam sayilar olur.
Dolayisiyla artik x = 3%15%2 ve y = 3¥15%2 oldugunu biliyoruz. Ancak x —y = 2
oldugundan, = ve y beraber 3 veya 5’in kat1 olamaz. Yani uygun a ve b tam sayilari
icin ya x = 3%, y = 5%, ya da = 5%, y = 3% olur.

Eger z = 3%, y = 5% ise, 5* = 2™~ — 1 denklemi elde edilir ki bu denklemin ¢oziimii
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2m=1 _ 1 =1 (mod 4) modiiler denkleminin ¢oziimiine esittir. Buradan da ¢oziim
m —1 =1, yani y = 1 olarak bulunur. Buradan z = 3 olarak bulunacagindan bu
durum bize, x = 3 - 2!, y = 2! ¢6ziim kiimesini verir.

Ote yandan eger z = 5%, y = 3% ise, 3° = 271 — 1 denklemi elde edilir ki bu
denklemin ¢oziimii 2! — 1 = 1 ya da 3 (mod 8) modiiler denkleminin ¢éziimiine
esittir. Buradan da ¢oziim m — 1 =1 ya da 2, yani y = 1 ya da 3 olarak bulunur.
Burada y = 1 ise, x = 3 olur ki bu 5% seklinde degildir.

y = 3 durumunda ise, = 5 olur yani bu durum bize, x = 5- 2!, y = 3 - 2! ¢oziim
kiimesini verir.

Bunlardan bagka ¢oziim yoktur. Dolayisiyla tiim ¢oziimler, (z,y) = (3 - 2¢,2¢) ve
(z,y) = (5- 2%, 32 olarak bulunur.

Binler basamagi ayni olan ve dort tanesi, besinin toplamini bolen dért basamakli

birbirinden farkli tam say1 beslilerini bulunuz.

Cozim. Sayilara x1, x2, T3, T4, T5; binler basamagina a, sayilarin toplamlarina ise
S diyelim. Bu durumda 1000a < z; < 1000(a + 1) oldugu igin

x; +4000a < S < x; +4000(a + 1)

ve buradan da,
4 4 1
000a < E 14 000(a + 1)

1+

elde edilir. Yukarida x; i¢in buldugumuz degerleri kullanarak

4a S 4
< —<H4 -

1+
a+1 x; a

elde edilir. Burada a > 2 ise % < mﬁz < 7 elde edilir ancak % i¢gin dort farklh tam

say1 degeri gerektiginden bu durumun olamayacagi aciktir.

Dolayisiyla a = 1 ve 3 < g < 9 olmalidir. Bu durumda % ancak 4, 5, 6, 7 ve 8

degerlerini alabilir. Ancak seztyllarln binler basamagi esit oldugu i¢in herhangi ikisinin
orani her zaman ikiden kiiciik olacagindan, z% bir begli grup icin 4 ve 8 degerlerini
birlikte alamaz. Dolayisiyla % i¢in olasiliklar 5, 6, 7, 8 ya da 4, 5, 6, 7 olur.

Birinci durumda S = 840k olur. Fakat burada z; degerleri 168k, 140k, 120k, 105k ve
307k olacagindan ve % > 2 oldugundan bu durum bize istenilen sayilar1 vermez.
Diger durumda ise S = 420k olur. Yani x; degerleri 105k, 84k, 70k, 60k ve 101k
olur. Burada 105k < 2000 ve 60k > 1000 esitsizliklerinden, 17 < k < 19 esitsizligini

elde ederiz ki bu durumlarda da istenen tam say1 beslileri
{1020, 1080, 1140, 1190, 1260, 1330, 1428, 1512, 1596, 1717, 1818,1919, 1785, 1890, 1995}
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olur.

n? + 3" sayisimi tam kare yapan biitiin pozitif tam sayilar1 bulunuz.

Coziim. m sayis;, m? = n? + 3" esitligini saglayan bir pozitif tam say1 olsun.

(m —n)(m+n) = 3" oldugu icin m — n = 3% ve m +n = 3" esitliklerini saglayan
bir k& > 0 sayis1 vardir. m—n < m+n oldugu icin 3* < 3% olur. Buradan k < n—k
yani n — 2k > 1 elde edilir.

Eger n — 2k =1 ise

o2n=(m+N)—(m—n)=3"F_3k=3k@3""2F _1)=3k3l —1)=2.3F

olur. Buradan n = 3* = 2k + 1 elde edilir. m > 2 icin tiimevarim ile 3™ > 2m + 1
elde edilir. Dolayisiyla yukaridaki esitlik sadece k = 0 ve k = 1 igin gecgerlidir. £ =0
iken n =1, £ =1 iken n = 3 olur.

Eger n — 2k > 1lisen—2k > 2yani k <n—k—2olur. Yinem—n<M+n
esitsizligi kullanilarak 3% < 3"~%=2 clde edilir. Buradan

2n — 3’)’7,—]4} _ 3k > 37’7,—](} _ 371—]6—2 — 377,—]{3—2(32 _ 1) — 8 . 37‘&—’6—2
elde edilir. Ttumevarim kullanarak da
8-3" k"2 >8[1 +2(n—k—2)] = 16n — 16k — 24

bulunur. Bu iki esitsizlik kullanilarak 2n > 16n — 16k — 24, yani 8k + 12 > Tn elde
edilir. n > 2k + 2 oldugu icin 7n > 14k + 14 olur fakat bu 8k + 12 > 7n esitsizligi ile
celisir.

Dolayisiyla n sadece 1 ve 3 degerlerini alabilir.
2™ 4+ 3" = k? denklemini saglayan pozitif tam sayilar1 bulunuz.

Coziim. m = 0 icin n = 1; n = 0 icin ise m = 3 olmalhdir. Bu ylizden m,n > 0
seklindeki ¢oziimleri ariyoruz. 2™+ 3" = k? oldugundan, (2, k) = (3, k) = 1 saglanir.
Bu yiizden k = 6s % 1, dolayisiyla da 2™ + 3" = 36s% + 125 + 1'dir. Buradan 2" =
1(mod3) ve m’nin ¢ift oldugu ¢ikar. Oradan da 3™ = 1(mod4) ve n’nin ¢ift oldugu
anlagilir. m = 2M, ve n = 2N yazarsak denklemimiz (2M)2 + (3V)% = k? ifadesine
dontigtur. Pisagor esitliginin genel ¢oziimiine gore, aralarinda asal, 2 modunda farkli
ve 2M = 22y, 3N = 22 — 42, k = 2243 esitliklerini saglayan x, y sayilar1 bulunabilir.
zy = 2M=1 M > 1 oldugundan z = 2%, y = 2%, u4+v > 0, ve u > v elde edilir.
2% — 2¥ = 3" ifadesinden de v = 0 oldugu anlagilir. 2% 4 2¥ = 2% + 1 = 3% ve
2% — 1 = 3" sayesinde 2“*t! = 37(3°7" + 1), dolaysiyla da r = 0 ve 2 = 2% = 2
dogrulanir. Boylece M =2, N =1, m =4, n =2, ve k = 5 oldugu aciga cikar.
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97. Birler basamag baga alindiginda (6rnek: 1234 — 4123) elde edilen sayiy1 kalansiz

98.

bolen, en az iki basamakli ve rakamlarinin hepsi birbirinin aynisi olmayan en kiigiik
sayiyl bulunuz. (Bahsi gegen sayilar onluk sisteme goére yazilmig ve baginda 0 ol-

mayan sayilardir.)

Coziim. So6z konusu sayiya s diyelim ve n basamakli oldugunu kabul edelim.
Buna gére s = ajasas...a, olsun. Birler basamagi baga alindigindaki haline ise
t diyelim. Simdi, s, t sayisinin bir boleni olduguna gore bir k tam sayisi icin ¢ =
an@1as . .. a,—1 = ks olsun. Burada dikkat edilmesi gereken hususlar, sayinin baginda
0 olamayacagindan a; > 0 olmasi gerektigi ve birler basamagi basa alindiginda elde
edilen sayimin daha biiyiik olmasi icin de a, > 1 olmas: gerektigidir.

Tekrar eden s lerin olusturdugu devirli ondalikli sayiya x, t’lerin olusturdugu de-
virli ondalikli sayiya ise y diyelim. Yani x = 0.a1a2a3...an0102a3...0y ... Ve
y = 0.ap0102 . ..Gn_10,0102 . .. Gp_1 ... Olsun.

Simdi 0.aja0as3...a, = oldugundan, z sayisimim kesirli ifadesi © = 15n— olur.

= = £ oldugundan, y sayismm kesirli

olur. Buradan da y = kz denklemini elde ederiz.

s
10"
Ayrica aym sekilde O.anaias...an_1 =

ks
10m—1

Bunlarmn diginda y = 7% + 75 ya da bagka bir deyigle, 10y = a, + 2 oldugu aciktir

ifadesi de y =

an

T0k—1
Dolayisiyla problemi, a,, ve k igin (ikisi de 9’dan biiyiik degerler alamayacag igin),

ve buradan da 10kz = a,, + x yani, x = denklemi bulunur.

deneme yanilma ile ¢oziilebilecek diizeye indirgemis olduk. Burada dikkat edecegimiz
bir diger husus ise a,, > k olmas1 gerektigidir. Dolayisiyla burada her bir k degeri
icin en kiigiik x degerini ancak a,, = k durumunda elde ederiz.

Bu durumda her bir Wk—l degerini, her 2 < k < 9 igin deneyerek, en kiiciik s
degerinin £k = 4 oldugunda, % = 0.102564 = s = 102564 olarak bulundugunu
goririz.

Sonug olarak, birler basamag: basa alindiginda elde edilen sayiy1 kalansiz bolen en
kiiciik say1 102564 olarak bulunur.

(x+ D)z +2)(z+3)+z@+2)(z+3)+a(z+ D(z+3)+ x4+ 1)(z+2) =y*

esitligini saglayan (z,y) tam say1 ikililerini bulunuz.

Coziim. = > 1 ise y*>* bir tam kare olur. z,z + 1,z + 2 ve = + 3 sayilar1, 4k, 4k +
1,4k + 2 ve 4k + 3 geklinde olacaktir. Bu durumda esitligin sol tarafindaki ii¢ terim
4’e boliinebilirken dérdiincii terim 4k + 2 geklinde olacag i¢in esitligin sol tarafi (mod
4) te 2'ye denk olacaktir. Fakat (mod 4) te hig bir tam kare 2’ye denk olamayacag:
i¢in esitligin sol tarafi bir tam kare olamaz. O halde esitligin sag tarafi da bir tam

kare olamaz. Bu durumda x > 1 ise ¢ozlim yoktur.

x < —4 ise egitligin sag tarafi pozitif, sol tarafi ise negatif oldugu i¢in bu durumda
da ¢oziim yoktur. Geriye z € {—3,—2,—1,0} durumu kalir. Bu degerler de esitikte
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yerine konuldugunda x = —2 i¢in y = 16 ve = 0 i¢in y = 6 degerleri bulunur.

Esitligi saglayan (x,y) ciftleri (—2,16) ve (0,6) olur.

22004 {in 2004 ile boliimiinden kalani bulunuz.

Coziim. 2004 sayismi 2004 = 22 x 501 seklinde yazabiliriz. 2 ile 501 aralarinda asal
oldugundan, Fermat Teoreminin Euler Genellemesi bize 220°°) = 1 (mod501) vere-
cektir. Burada ¢(n) sayisi n den kiigiik ve n ile aralarinda asal olan sayilarin sayisini
gostermektedir. 501 asal ¢arpanlarma 3 x 167 seklinde ayrildigindan, ¢(501) =
(3—1)(167 — 1) = 332 dir. Yani, 2!99? = (2332)6 = 1 (mod501) dir. 2'99? = 0 (mod4)
esitligini de kullanarak 2'99? (mod2004) ii hesaplayacagiz.

Eger x = 1 (mod501) ise bir ¢ tam sayws1 igin x = 1 + 501¢ dir. Buradan da
14501t = 1+t = 0(mod4), yani t = 3(mod4) bulunacaktir. Boylece bir s tam sayisi
igin 14501t = 1+501(3+4s) = 1504+ 2004s bulunur. Yani, 2!92 = 1504 (mod2004)

tiir (Cin Kalan Teoremi bu ¢oziimiin (mod2004) te tek oldugunu verir). Buradan
22004 — 91992 912 _ 1504 . 212 = (1504 - 2%) - 210 = 4. 1024 = 88(mo0d2004)

bulunur.

n|(p — 1) ve p|(n® — 1) olmak iizere n bir pozitif tam say1, p ise bir asal say1 olsun.
Bu durumda p —n ya da p+n tam sayilarindan en az birinin bir tam kare oldugunu

gosteriniz.

Coziim. n|p — 1 oldugu igin a > 1 olmak tizere p = 1 + na olur. Burada ayrica
p|n® — 1 oldugu icin pln — 1, pjn + 1, pjn? + n + 1 ya da p|n® — n + 1 durumlar
muhtemeldir.

p|n — 1 olsun. Bu durumda n > p + 1 > n olur fakat bu olanaksizdir.

p|n + 1 olsun. Bu durumda n+1 > p =1+ na olur ki bu ancaka=1vep=n+1
durumunda olabilir (p —n =1 = 1?).

pln? +n +1 yani b > 1 olmak iizere n? + n + 1 = pb olsun. Burada p = 1 + na

oldugundan n|b — 1 olur ve dolaysiyla ¢ > 1 olmak tizere b = 1 + nc olur. Burada
n?+n+1=pb=1+na)(l+nc)=1+(a+c)n+acn® yadan+1=acn+a+c

oldugu goriiliir. Bu durumda ac > 1 ise a + ¢ > 2 olur ancak bu olanaksizdir. ac = 0
ise c = 0 ve a = n+ 1 olur. Dolayisiyla p = n? +n + 1 esitligi ve buradan da
p+n=n?+2n+1=(n+1)? esitligi elde edilir.

p|n? — n + 1 yani bir 6ncekine benzer sekilde n? —n + 1 = pb ve b = 1 + nc olsun.

Bu durumda

n*—n+1=pb=(1+na)(1+nc)=1+(a+cn+acn*yadan—1=acn+a+c
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2

olur. Dolayisiyla ¢ =0, a =n—1ve p =n°—n+ 1 olur ve buradan da p —n =

n? —2n+ 1= (n —1)? esitligi elde edilir.

m? — 4n ve n? — 4m sayilarmm tam kare olmasini saglayan tiim (m,n) pozitif tam

say1 ciftlerini bulunuz.

Coziim. m2 —4n > 0 ve n?2 — 4m > 0 olmasindan dolay1 4m < n? < %4 "dir ve
bu ylizden m > 4 olur. Benzer bir sekilde n > 4 oldugu elde edilebilir. m = 4 ise,
n = 4’tir.

m = n olsun. m? — 4m = 22 denkleminden (m — 2)2 — 22 = 4 denklemini elde
ederiz ve bu denklem (m —2 — x)(m — 2+ x) = 4 seklinde yazilabilir. Denklemin sol
tarafindaki m — 2 + x ve m — 2 — x sayilarmin ikisi de tek ya da ikisi de ¢ifttir. Bu
yiizden, m — 2 —x = m — 2 4+ x = 2 ve dolayisiyla m = 4’tiir.

Problemdeki simetriden dolay1, m > n > 5 oldugunu farzedebiliriz. O halde, z? =
m?—4n >m?—4m = (m—-3)24+2m—-9> (m—3)?+2.5-9> (m— 3)? "dir ve bu
yiizden m? > 2% > (m—3)? olur. 2% = (m—2)? ise, m? —4n = (m—2)? ve bu yiizden
n=m-—1dir. Bunuy? =n?>—4m=(m—-12?—4dm=m?—-6m+1=(m—3)> -8
takip eder ve bu yiizden (m — 3 —y)(m — 3+ y) = 8'dir. Denklemin sol tarafindaki
(m —3—y) ve (m — 3+ y) sayilarinin ikisi de tek ya da ikisi de ¢ifttir, bu yiizden
bir tanesi 4’e, digeri de 2’ye esittir. Her iki durumda da m = 6 ve n = 5 elde ederiz.
Simdi, 22 = (m — 1)? durumunu dikkate alalim; m? — 4n = (m — 1)? oldugunu
biliyoruz. Buradan 4n = 2m — 1 olur. 4n cift, 2m — 1 tek say1 oldugundan dolayz,
bu durum miimkiin olamaz. Sonug olarak, problemin biitiin ¢oziimleri (m,n) €
{(4,4), (5,6), (6,5)} tir.

a, b, ¢, d pozitif tam sayilar olmak tizere, her pozitif rasyonel sayimin

ad + v’
A3+ d3
seklinde yazilabilecegini gosteriniz.
Coziim. Ilk dnce, m ve n pozitif tam sayilar iken, r = ™ rasyonel sayis1 (1,2)

a3+b3
c3+d3
b=2m —n ved=2n—m secip a® — ab+ b> = a® — ad + d? almak yeterlidir. Yani
b+d=a,a+b=3m,a+d=2a— b= 3n olacaktir.

Eger s > 0 bir rasyonel sayiysa p ve ¢ tam sayilarini uygun sekilde secerek 1 < z—zs <

araliginda ise r nin seklinde yazilabilecegini gosterecegiz. Bunun i¢in a = m+n,

2 elde edebiliriz. Bu durumda, Z—gs = gijgi olmasini saglayan a, b ve d tam sayilar
vardir. Yani, s = 2000 (10 okt
: ’ (ap)3+(bp)* ‘

a ve b blitiin n pozitif tam sayilar: igin (a” + n)|(b" + n) kogulunu saglayan pozitif

tam sayilar olsunlar. Bu durumda a = b oldugunu ispatlayiniz.
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Coziim. a # b oldugunu varsayalim. n degerini 1 almak, a + 1 sayisinin b + 1
sayisin1 boldiigiinii gosterir, bu yiizden b > a olmalidir. p > b bir asal say1 ve n
de n = 1(mod(p — 1)) ve n = —a(modp) denkliklerini saglayan bir pozitif tam say1
olsun. Boyle bir n’in bulunabilecegi Cin kalan teoremi kullanilarak gosterilebilir.
(Cin kalan teoremi kullanilmadan da n = (a + 1)(p — 1) + 1 sayisimin bu kosullar:
sagladig gortilebilir.)

n = (p—1)k+1 olsun. Fermat teoremi kullanilarak a” = a(a?~!---aP~!) = a(modp)
elde edilir. n = —a(modp) oldugundan a™ + n = 0(modp) bulunur. Bu yiizden p,
a™+n sayisin boler, dolayisiyla p sayisi 0" +n sayisini da boler. Halbuki yine Fermat
teoremi ile benzer gekilde ™ +n = b — a(modp) elde edilir. Boylece p|b— a sonucuna

ulasiriz. Fakat p > b oldugu i¢in bu bir celigkidir.

Bir tam kare sayimin son n basamagi 0 dan farkl ve birbirinin aynisiysa bu tam kare
say1 n uzunlugundadir denir. Bir tam kare i¢cin mimkiin olan en biiyiik uzunlugu

bulunuz. Bu uzunluga sahip tiim tam kare sayilar1 bulunuz.

Coziim. Ilk énce miimkiin olan en bityiik uzunlugu bulacagiz.

Bir tam karenin son basamag: 0,1,4,9,6 veya 5 ile bitmelidir. Son iki basamag:
11,44,99, 66, 55 olan bir tam say1 4 ile boliindiigiinde sirasiyla 3,0, 3,2 ve 3 kalanini
vermelidir. Bir tam karenin 4 ile boliimiinden kalan ya 0 ya da 1 olabileceginden, bu
saymin son iki basamagi 44 olmalidir.

Uzunlugu 4 olan bir tam kare 10000 ile boliindiigiinde 4444 kalanini vermelidir.
Yani, 16 ile boliindiiglinde 12 kalanin1 vermelidir. Fakat bu imkansizdir. Ciinkii, bir
tam kare 16 ile boliindiigiinde 0, 1,4 veya 9 kalanlarindan birini verir. Buradan da
bir tam karenin uzunlugunun 3 ten biiylk olamayacagi ve 3 durumunda ise son 3
basamaginin 444 olacagi bulunur.

Uzunlugu 3 olan tiim tam kareleri bulmak icin, 22 = 444 (mod 1000) denklemini
cozecegiz. Cin Kalan Teoremi sayesinde mod(2?) ve mod(5%) durumlarini incelemek
yeterlidir.

22 = 4 (mod 8) bize = 2 (mod 4) ii verir.

22 = 69 (mod 125) durumunda ise 22 = 4 (mod 5), yani 2> = 42 (mod 5), ve 22 =
19 (mod 25) bulunur. Bir ¢ tam sayisi i¢in @ = 5t £2 ise (5t +2)? = 25t2 20t +4 =
19 (mod 25) olacaktir. Buradan da £20¢ = 15 (mod 25) ve 4¢ = £3 (mod 5) bulunur.
Yani, ¢t = £2 (mod 5) ve 2 = £12 (mod 25) tir.

Bir ¢ tam sayisi i¢in 2 = 25t & 12 durumunda ise (25¢ + 12)? = 625t + 600t + 144 =
69 (mod 125) tir. Buradan da £100¢ = 50 (mod 125) ve 2t = £1 (mod 5) bulunur.
Yani, t = £3 (mod 5) ve z = £87 (mod 125) tir.

4 ile 125 aralarinda asal olduklarindan Cin Kalan Teoremini kullanarak, 4 ve 125
modundaki her ¢6ziim cifti i¢in 4 - 125 modunda bir ¢oéziim oldugunu soyleyebiliriz.

Yani, 500 modunda iki tane ¢oziim vardir.
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Bir ¢ tam sayis1 igin @ = 125¢ + 38 ise, 125¢ £ 38 = 2 (mod 4) denkligi ¢ = 0 (mod 4)
i gerektirir. Bir s tam sayisi i¢cin ¢ = 4s ise x = 500s £ 38 dir. Buradan da
22 = 25000052 4 380005 + 1444 = 444 (mod 1000) bulunur.

Sonugta, miimkiin olan en biiyiik uzunluk 3 tiir ve bu durumda tam karenin son 3
basamag 444 ile bitmelidir. Bu da ancak ve ancak = = £38 (mod 500) durumunda

mumkiindir.

a,b,n ve m, n > 1 olacak sekilde, pozitif tam sayilardir. a™ + 0" = 2™ ise a = b

oldugunun gosteriniz.

Coziim. a ve b sayilarini, p ve g tek sayi, r,s > 0 olmak lizere a = p2" ve b = ¢2°

olacak sekilde yazalim.

at+ot = 2™
pn2rn _"_ qnzsn — 2m

olur. Genelligi bozmadan r < s diyebiliriz. Denklemimin son halini 2" ye bolersek
pTL _"_ (2S—Tq)7’l/ — 2m—n7”

elde ederiz. Bu esitligin sol tarafindaki terimlerin her ikisi de pozitif oldugu igin,
esitligin sag tarafi 1 den biiyiik olacaktir. Dolayisiyla, esitligin sag tarafi cift sayidir.
O halde esitligin sol tarafinin da ¢ift olmasi gerekir. p tek say1 oldugu igin, p™ de tek
sayidir. Egitligin sol tarafinin tek say1 olabilmesi igin (2°7"¢)" nin de tek say1 olmasi
gerekir. Bu da 2°7" nin tek olmasi demektir. O halde 2°7" = 1 olmahdir ve s = r
dir.

a ve b’nin esit oldugunu gostermek icin, s = r oldugundan, p = ¢ oldugunu goéstermek
yeterlidir. Esitligin her iki tarafin1 da 2° ye bolersek, pozitif bir t tam sayisi igin,
p" + ¢ = 2! elde ederiz. p = ¢ = 1 oldugunu n’nin tek ve cift oldugu durumlar
inceleyerek gosterelim.

n tek olsun. (p,q) # (1,1) oldugunu kabul edelim. n tek oldugu icin p + ¢, p" + ¢"
nin bir carpamdir. C = p" + ¢ = 2! ve pozitif bir u tam sayisi icin, A = p + ¢ = 2%
dersek, B = p" 1 —p" 2+ p" 3% — -+ ¢" 1 = 287% olur. ¢ ve p, pozitif tam
sayilar oldugu i¢in, C' > A dir. O halde B > 1 dir. Dolayisiyla B ¢ift sayidir. Fakat
B, tek sayidaki tek sayimin toplami oldugu icin tek say1 olmak zorundadir. Bu da
bastaki kabuliimiiziin yanlis oldugunu gésterir. Dolayisiyla p = ¢ = 1 olur.

n ¢ift olsun. n yerine pozitif bir w tam sayisi icin, 2w yazalm. (p®)?+ (¢*)? = 2 ve
p ve q tek say1 oldugu igin, p* ve ¢% da tek sayidir. (mod 4) te, tek sayilarin kareleri
1 e denk oldugundan 1+ 1 = 2%(mod 4) elde edilir. Bu esitligi de sadece t = 1
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saglar. Bu durumda p® + ¢¥ = 2 = 2 olur. p ve q pozitif tam sayilar oldugundan
p¥ = q¢¥ = 1 olmak zorundadir. Bu da p = ¢ = 1 olmasinm1 gerektirir.

Sonug olarak, a = p2" ve b = ¢2° iken, s =1 ve p = ¢ = 1 oldugu i¢in a = b dir.
Herhangi iki n ve k pozitif tam sayilari igin.
=) £ () () (M) £ (P
3 3 3 3 3
olacak sekilde a; > as > a3 > a4 > as > k pozitif tam sayilarinmin bulunabilecegini

gosteriniz.
Coziim. Sabit bir £ i¢in, n+ <T§> ifadesini tek tam say1 yapacak bir m > k secelim.
n tek say1ise m = 0 (mod 4) ve n ¢ift say1 ise m = 3 (mod 4) olarak alahm. n+ <Tg>

sayisi tek oldugu icin n + (T;) = 2a + 1 olacak sekilde a sayisi vardir. Bu durumda
% +1— ay a+1 _ a—+2 n a+3
3 3 3 3
m a a+1 a+2 a—+3
() 6)- () - (57 (50)

n—l—i—(?)
2

oldugundan

elde edilir.

m > 6 igin a = > m bulunur.

p"q" = (p+q)? + 1 esitligini saglayan tiim m, n, p, ¢ pozitif tam sayilarii bulunuz.

Céziim. p™¢" = (p+q)?+1 = p>+2pq+¢*+1olduguicin p | (¢*+1) ve q | (p*>+1)
oldugu acikca goriilmektedir. Eger p = ¢ oldugunu diisiiniirsek, p | p? + 1 olur ve
dolayisiyla p = ¢ = 1 olur ancak bu verilen denklemin bir ¢éziimii degildir.

Bu nedenle genelligi bozmadan p < ¢ oldugunu varsayabiliriz. Ancak p = 1 durumu

q = 2 durumunu gerektirir ve p = 1, ¢ = 2 ¢oziim degildir, bu nedenle p > 2 olur.
P = (p+ )’ +1 <4’ <p°¢° <pg® <p"¢

Yukaridaki iglemlerden n < 3 sonucunu elde ediyoruz. n = 2 durumu p™ < 4,

dolayisiyla m = 1, p = 2 veya p = 3 olmasim gerektirir. p = 3 i¢in 3¢®> = (3+¢)?+1

olur ki bu imkansizdir. p = 2 durumunda ise 2¢> = (2+ ¢)2 + 1 olur ve bu ¢ = 5

durumunda bir ¢éztimdiir.

n = 1 durumu p™ < 4q esitsizligini olusturur. ¢ | p? + 1 oldugunu biliyoruz, eger
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g=p*+1lisep|qg®>+1=p*+2p*>+2olur ve bu p = 2 olmasim gerektirir, bu nedenle
q = 5 olur. Ancak 2™5! = (2 + 5)2 + 1 = 50 imkansizdir, dolayisiyla q < pzTH olur,
bundan dolay1 p™ < 2(p? + 1) olur. Bu nedenle p = 2 ve m < 3, veya m < 2 olur.
Ancak p = 2 durumu g < % olmasini ve dolayisiyla ¢ < 2 olusunu gerektirir ki bu
imkansizdir. O zaman m < 2 olmasi1 gerekir.

m = 1 icin esitlik pg = (p + ¢)? + 1 haline déniisiir ancak bu durum imkansizdir.

m = 2 icin, p? < 4q olur. Bu q | p? + 1 6zelligiyle birlikte p> + 1 = ¢,2q, 3¢, 4q
olasiliklarini ortaya cikarir. Zaten yukarida p?+41 = ¢ durumunu incelemistik. p? + 1
(mod 3) veya (mod 4) te 0’a denk olamayacagl icin geriye sadece p?+1 = 2¢ durumu
kalir. Bu durumda p | ¢> + 1 6zelliginden 4p | p* 4+ 2p? + 5 elde edilir ve dolayisiyla
p | 5 yani p =5, ¢ = 13 sonucuna olugur ve bu verilen esitligin bir ¢6ztimidiir.

Sonug olarak verilen egitligin ¢éztimleri;

(manapa Q) € {(27 17 57 2) ’ (27 1a 5a 13) ’ (17 27 2> 5) ’ (17 27 13? 5)}

olur.
a ve b 2’den biiyiik tam sayilar olsun. ny = a, np = bvei =1,2,...,k — 1 igin
(n; + nit1)|nini41 Ozelliklerini saglayan bir k tam sayisi ve nq,no,...,ni tam sayl

dizisi oldugunu gosteriniz.

Co6ziim. Istenen ozelligi saglayan bir dizinin bulundugu duruma a < b diyelim.
Burada < bagintisinin bir denklik bagintisi oldugu agiktir. Dolayisiyla her a > 3
icin (a bir tam say1 olmak iizere) a < 3 oldugunu gostermemiz yeterlidir.

Simdi eger a tam sayisi t > 1 ve bir tek say1 olmak iizere a = 2%t seklindeyse, diziyi

2°¢,2° (2 — 1) ,2° (£ + 1), 25(t + 1) = 28+1%

olarak alabiliriz. Burada % < t oldugundan, sonlu sayida basamak sonunda 2’nin

bir kuvvetine ulagilir. Diger yandan eger s > 1 ise diziyi
2532532571 32572 .3

olarak da alabiliriz.
Asagidaki ozellikleri saglayan N pozitif tam sayilarini bulunuz.

(a) N sayis1 tam olarak 16 bolene sahip olacak (1 =d; < ds < ... < dig = N).
(b) ds. bolen, yani dg,, (d2 + d4)ds’ya esit olacak.
Cozim. n sayisi en fazla 4 tane farkli asal bolene sahip olabilir ¢iinkii aksi durumda,

bu asal sayilarin birbirleriyle carpimi da N sayisini boleceginden 1. kosul saglanamaz.
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Ayrica dy = 2 olmali yoksa biitlin bolenler tek say1 olur ama bu durum 2. kosul ile
celismektedir.

Hipotez geregi 2+ d4 > ds > 7 olmali, dolayisiyla dy > 5 olmalidir. dg < d5 < 2+ dy
oldugu icin ya ds = d4 + 1 ya da ds = d4 + 2 olmalidir.

Ik durumda yani ds = dy + 1 ise, dg = 2 + dy olur. Dolayisiyle N ii¢ tane ardigik
bolene sahiptir, yani 3| N ve d3 = 3 olur. d2 = 2 oldugu igin 6|N ve dy = 6 elde
edilir. Buradan ds = 7, dg = 8 bulunur ama bu 4|N anlamina gelir. Bu durumda
d4 = 4 olmalidir ama bu d4 = 6 ile gelisir.

Ikinci durumda, yani d5 = 2 + 4 oldugu zaman su iki durumu inceleyecegiz: N
sayisinin 4 ile boliinebildigini varsayalim. d4y > 5 oldugu i¢in d3 = 4 olmalidir,
dolayisiyla N sayist 8’in bir katidir. dg > 8 oldugu i¢in 8 € dy, ds, dg olmalidir. Her
iic durum i¢in agagidaki gibi birer celigki elde edilir:

Eger dy = 8 ise d5 = 10 olmalhdir. Bu durumda 5|N yani dy = 5 geligkisi elde edilir.
Eger ds = 8 ise dg = 6 olmahdir. Dolayisiyla 3| N yani d3 = 3 geligkisi elde edilir.
Eger d¢ = 8 ise d5 = 7, dgy = 5 olmalhdir. Dolayisiyla 10|V elde edilir. 2. kosul
nedeniyle d7 = (24 5)8 = 56 olur fakat 56 > 10 oldugu igin bir ¢eligki elde edilir. N
sayisi 4’e boliinmedigi icin d3 sayis1 bir asal say1 olmalidir.

N sayisinin 3 ile boliinebildigini varsayalim. Bu durumda d3 = 3 olur. Dolayisila
6|N olur ve dg > 6 oldugu i¢in dy = 6 olmalidir. Bu yiizden d5 = 8 olur ve bu N
sayisinin 4 ile boliinebildigi anlamina gelir fakat bu bir geligkidir.

N sayis1 3’e tam boliinmedigi igin d3 > 5 ve dg > 7 olmalidir. N ve 2+ dy sayilar 4’e
bolinmedikleri igin, d4 bir tek say1 olmalidir. 2+4dy ve dy sayilar 3’iin kat1 olmadiklar:
igin d4 sayisini bir k£ tam say1 olmak iizere dy = 3k + 2 seklinde yazabiliriz. Ayrica
dy4 tek oldugu icgin, [ bir tam say1 olmak tizere dy = 6] + 5 olmalhdir. ds < 16 olmasi
gerektigi icin 7 < d4 < 14 olmalidir. Dolayisiyla dg = 11 ve d5 = 13 olur.

2d3 sayis1 N sayisini boldiigii ve dgy = 11’den biiyiik oldugu i¢in d3 > 6 elde edilir.
Ayrica ds sayist asal oldugu ve ds < 11 oldugu i¢in ds = 7 olmalidir. Sonug olarak
N =2-7-11-13 = 2002 bulunur.

n pozitif bir tam say1 olmak iizere, n’in basamaklarinin tersten yazilisiyla elde edilen
sayiy1 r(n) ile gosterelim. (Ornegin 7(2006) = 6002). Herhangi a ve b pozitif tam
sayilari icin 4a”+7(b) ve 4b®+r(a) sayilarmin ikisinin birden tam kare olamayacagini

ispatlayiniz.

Coziim. Genelligi bozmadan 4a? + r(b) ve 4b? + r(a) sayilarmin ikisinin birden

tam kare olduklarini varsayalim ve b < a olsun. r(b) sayisinin basamak sayisi en

fazla b sayisinin basamak sayisi kadar olabilir, dolayisiyla r(b) < 10b < 10a olur.

a > 0 oldugu icin 4a? < 4a® + 10a ve 4a® + 10 < 4a® + 6a + 9 elde edilir. Buradan

(2a)? < 4a% + 10a < (2a + 3)? esitsizlikleri elde edilir ve 4a® + 7(b) tam kare oldugu

i¢in 4a? + r(b) ya (2a + 1)? ya da (2a + 2)? olmalidir. Dolayisiyla r(b) = 4a + 1 ya
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da r(b) = 8a + 4 olur. r(b) > a > b oldugu igin a ve b sayilar1 ayni sayida basamaga
sahiptirler. a saysi icin yaptiklarimiz1 b icin de tekrarlarsak, (2b) < 4b% + 10b <
(2b + 3)? esitsizligini elde ederiz. 4b% + 7(a) tam kare oldugu icin 4b? + r(a) ya
(2b+ 1) ya da (2b + 2)? olmalidir. Su ii¢ durum gergeklesebilir:

r(a) = 4b 4 1 ve r(b)4a + 1. Ilk esitlikten a, ikincisinde b cikartip bu esitlikleri
toplarsak (r(a) — a) + (r(b) — b) = 3(b — a) + 2 esitligini elde ederiz ki bu esitlik
yanhgtir ¢iinkii herhangi bir n pozitif tam sayisi i¢in 9, 7(n) — n sayisin boler.

r(a) = 8+ 4 ve r(b) = 4a + 1 (aym ¢oziim r(b) = 8b 4+ 4 ve r(a) = 4a + 1 igin
de gecerlidir). Cikartma ve toplama islemleri sonucunda (r(a) — a) + (r(b) — b) =
b + 3a + 3 esitligi elde edilir. Esitligin sag tarafi 3’e boliinebildigi icin, b sayis1 3’e
boliinebilmelidir. Oyleyse 7(b) = 4a + 1 says1 da 3’e boliiniir. Dolayisiyla a ve r(a)
sayilarinin 3’e boliimiinde kalan 2’dir. Bu bir geligkidir. Ciinkii r(a) = (80 +3) + 1
oldugu igin 3’e boliindiigiinde kalan 1 olmalidir.

r(a) = 8b+4 ve r(b) = 8a+4. Bu durumda r(a) ve r(b) sayilarinin son basamaklari
¢ifttir, bu yiizden en az 2 olabilirler. Dolayisiyla a ve b sayilarimin ilk basamaklari
2’den biiyiik ya da 2’ye egittir. Bu nedenle 8a + 4 ve 8b + 4 sayilar1 a ve b’den daha
fazla basamaga sahiptirler. Buradan r(a) < 80+ 4 ve (b) < 8a +4 esitsizlikleri elde

edilir fakat bu esitsizlikler birer celigkidir.

22+ 132 + 22 = t* denklemini saglayan ve ortak bolenleri 1 den biiyiik olmayan sonsuz

tane pozitif tam say1 dortliisii (z,y, 2, t) oldugunu gosteriniz.

Cozim.
n(n+1
B+22 4. 4+ =284+ n—-1)3+n= ((2))2
esitligini
(n—1)(n—2) nn+1)
(n = 1% 40 4 (D (2
seklinde yazabiliriz. Soruyu ¢6zebilmek igin "(n;l) nin tam kare oldugu n pozitif

dogal sayilarim1 bulmak yeterli olacaktir.

(2n+1)2—2(2x)? = 1 denkleminin ¢oziimleri, u?—2v? = 1 Pell denkleminin ¢éziimleri
kullanilarak bulunabilir. Burada, ug = 3, vg = 2 ve uy, ile vy da asagidaki esitlikten
elde edilebilir:

(u+ V20)F (u — V20)% = (up, + vV20;) (u, — V20;,) = 1

Alternatif Coziim. a bir pozitif dogal say1 olmak iizere, (a+1)*—(a—1)* = 8a>+8a

esitligini diisiinelim. Eger b bir cift sayiysa ve a = b3 ise,

(0% 4+ 1)* = (26%)3 + (20)3 + [(b% — 1)?)?
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elde edilir. b bir cift say1 oldugundan b3 4+ 1 ve b — 1 tek sayilardir. Bu da bize,
r =20y =2b2z=(b—1)2vet=">3+1 sayilarinn 1 den biiyiik ortak bélenleri

olmadigini verir.

n > 1 olmak iizere x, y ve n pozitif tam sayilar olsun. z" — y" = 2'%° denkleminin

kag tane ¢oziimii oldugunu bulunuz?

Coziim. n =2, n = 4, n’nin 4’ten biiyik c¢ift tam say1 olmasi ve n’nin tek tam say1
olmas1 durumlarini ayr1 ayri inceleyecegiz.

n = 2 oldugunda 22 — 32 = (z — y)(z + y) = 2% diir. (z —y) ve (z +y), 2 'nin
kuvvetleri olmak zorundadir. Ek olarak, x —y ve x4+ y 'nin her ikisi de ¢ift ya da her

ikisi de tek olmak zorundadir. Carpimlar: 2190

oldugu igin, her ikisi de ¢ift olmalidir.
Bu yiizden, (x —y) > 1 dir. Dolayisiyla, y > 0 oldugundan, 0 < a < b ve a+b = 100
olacak sekilde @ ve b tam sayilar icin  —y = 2% ve = + y = 2 denklemlerini elde
ederiz.

Yukaridaki denklem kiimesini ¢ozerek, x = 20~1 42071 ye y = 26=1 —29-1 egitliklerini
elde ederiz.

Bu yiizden, aradigimiz ¢oztiimler : (a,b) = (1,99),(2,98), ..., (49, 51) ’dir.
Dolayisiyla, 22 — y? = 2'00 denkleminin 49 tane ¢oziimii vardir.

n = 4 durumunda Fermat’in son teoreminden (2" + y” = 2" denkleminin n > 2
icin sifirdan farkl tam say1 ¢oziimii yoktur.), z* — y? = 2190 = ¢4 4 (225)% = g4
denkleminin ¢6ziimii yoktur. (Us 4 icin teoremin ispatini ilk olarak Fermat kendisi
yapmigtir.)

Simdi n 4’ten biiyiik c¢ift bir tam say1 olsun. Negatif olmayan k£ tam sayilar: icin,
daha genel bir denklem z" — ™ = 2% 'y1 ele alarak, 4 ’ten biiyiik n cift tam sayilari
icin ¢Ozlimiin olmadigini gosterecegiz.

Bir ¢oziimiin oldugunu varsayalhm. z™ —y" = 2F olacak sekilde z, y ve n > 2 pozitif
tam sayilarini ve negatif olmayan k tam sayisini secelim. Ayrica, n minimum olsun.
n = 2m dersek, (2™ — y™)(z™ + y™) = 2F olur.
Fakat, m > 2 ve baz a > 0 tam sayilar1 igin 2™ —y

M = 2% olmasi, n 'nin minimum

olma durumuyla celisir.

Bu yiizden, n > 4 ¢ift tam sayilar i¢in ¢6ziim yoktur.

Son olarak n tek olsun. Pozitif & tam sayilari i¢in, daha genel bir denklem z™ —y" =
2F 'v1 ele alarak, n tek tam sayilar icin ¢oziimiin olmadigini gosterecegiz.

Bir ¢oziimiin oldugunu varsayalim. z" — y" = 2F olacak sekilde z, y, n ve k pozitif
tam sayilarini segelim. Ayrica, k minimum olsun.

x ve y 'nin her ikisinin de ¢ift ya da her ikisinin de tek oldugu acikca goriiliir.

(z—y) @ a2y Ly =28

70



113.

114.

115.

oldugu icin; x ve y tek ise, ikinci terim tek terimlerin bir tek sayisini icerir ve bu
yiizden tektir. Ancak, bu durum mimkiin degildir.

Dolayisiyla, = ve y cifttir. = 2u ve y = 2v dersek, u™ — v™ = 28~ olur.

k —n > 0 ise, bu durum £ 'nin minimumlugu ile celigir.

k—n =0 ise, u” —v"™ = 1 denkleminin pozitif tam say1 ¢oziimii yoktur.

Bu yiizden, n tek tam sayilari i¢in ¢oziim yoktur.

Biitiin sonuglar1 bir araya toplarsak; x, y ve n > 1 pozitif tam sayilari igin 2™ —y"™ =

2100 denklemi 49 tane ¢éziime sahiptir.

Her biri 0 dan farkl x,y, 2z ve t gercel sayilar1 agagidaki esitlikleri saglamaktadir:

1 1 1 1
—+-+- = -
r Yy =z t
2+ +22 = 1000

T+ y + z + t toplami bulunuz.

Coziim. Ilk iki denklemden (z + 1 + z)(L+ % +1) =1 elde edilir ve gerekli iglemler
yapildiginda, (z + y)(z + 2)(y + z) = 0 bulunacaktir. Yani z,y, z sayilarindan en
az ikisinin toplam sifirdir. Eger 2 +y = 0 ise z = t ve 23 + > + 22 = 23 = 1000®
olmalidir. Buradan da z =t = 1000 ve x+y+ 2+t = z+t = 2000 bulunur. z+2z =0

ve y + z = 0 durumlar1 da ayni sonucu verir.
y? = 23 — 432 denklemini saglayan tiim x,y tam sayilarini bulunuz.

Coéziim. 23 = y? + 432 ifadesi bir tam kiiptiir ancak ve ancak 63(y? + 432) =
216(y? + 432) ifadesi bir tam kiiptiir. Fakat 216(y? + 432) = (y + 36)> — (y — 36)3
tiir. Dolayisiyla, (62)% + (y — 36)3 = (y + 36)3 olur.

Fermat’in son teoremine gore, n > 2 igin, a” 4 b = ¢™ ifadesini gergekleyen sifirdan
farkl a, b, ¢ tam sayilar1 yoktur.

Bizim durumda n = 3 ve z > 0 dir. Dolaysiyla (62)3 + (y — 36)® = (y + 36)? ifadesi
y — 36 = 0 veya y + 36 = 0 durumunda tam say1 ¢oziimlerine sahip olabilir ki bu da
bize y = £36 ve 6z = 72 verir.

Yani, verilen denklemin tiim tam say1 ¢oziimleri x = 12 ve y = £36 dir.

22006 _ 442006 _ 9006 = 442907 4 2007y denkleminin pozitif tam say1 ¢oziimiiniin

olmadigini gosteriniz.

Co6ziim. Denklemin pozitif tam sayr ¢oziimiiniin oldugunu kabul edelim ve bu
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degerlere x ve y diyelim. Bu durumda

22006 — 442007 4 142006 4 2007y 4 2006
22006 1 = 442006(y 4 1) 4+ 2007(y + 1)
P01 (2% 4 2007)(y + 1)

olur. Burada 442°% + 2007 = 3 (mod 4) oldugundan son ifadenin 4k + 3 seklinde bir

asal carpam olmalidir. Ancak Fermat Teoremine gore bu olanaksizdir.

a ve b aralarinda asal pozitif tam sayilar olmak {izere negatif olmayan = ve y tam
sayilari i¢in ax + by seklindeki negatif olmayan sayilara ”giizel” diyelim. s tam
sayisinin ¢ ile boliimiinden kalan s; olmak tizere f : Z — 7Z fonksiyonunu f(n) =
n — ng — np olarak tanimlayalim. Bu durumda n tam sayisinin giizel olabilmesi
i¢in gerekli ve yeterli sartin n, f(n), f(f(n)), ... dizisinin negatif olmayan sayilardan

meydana gelmesi oldugunu gosteriniz.

Co6ziim. n giizel ise n = ax + by ve bu nedenle n, = (by), ve ny = (ax), olur.
Dolayisiyla
f(n) =ax — (azx)y + by — (by)e = by’ + ax’

tam sayisi da giizel olur ve bu nedenle dizi negatif olmayan sayilardan meydana gelir.

Simdi dizi negatif olmayan sayilardan meydana geldiginde n tam sayisinin giizel
oldugunu gosterelim. Dizi artmayan bir dizi oldugu icin belli bir noktadan sonraki
terimlerin hepsi birbirine esit olacaktir. Ancak f(k) = k durumu %k tam sayismin
ab tam sayisimin bir kati olmasimi gerektirdiginden bu terimler giizel olur. Boylece
geriye sadece agsagidaki yardimci teoremi gostermek kaliyor.

Yardimcr Teorem: f(n) giizel ise n de giizel olur.

Yardimar Teoremin Ispati: n = 2n — ng — ny — f(n) = aa’ + by’ — ax — by =
a(x — 2') + by — y') oldugunu biliyoruz. Bu durumda n > f(n) = n — ng >
f(n) = f(n)g = ax’ > ax + by — (by)q > ax oldugundan z’ > z oldugu goriiliir.

Benzer sekilde ¢y > y durumu da gosterilebilir.

n > 3 kosulunu saglayan her dogal say1 icin 722 + y2 = 2" denklemini saglayacak

Tn, Yn tek, dogal say: ikilisi oldugunu gosteriniz.

Coziim. n = 3 icin z3 = y3 = 1 ikilisi ¢oztimdiir. Simdi verilen bir n dogal sayisi
i¢in x,,, y, ikilisinin 722 + y2 = 2" denklemini sagladigim kabul edelim; 6yle bir
(X,Y) ikilisi bulahm ki 7X?2 4+ Y,2 = 2" saglansimn. Ashnda,

7<x 2y> +<7:U ;Fy) — 9(722 4 y2) = 27+
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olur. (z, + yn)/2 veya |z, — yn|/2 tek olmalidir (toplamlar1 x,, y, ikilisinin biiyiik
olanina esit olacaktir, yani toplamlari tek say1 olacaktir). Bu da bize aradigimiz

ikiliyi saglar.

50! kag degisik sekilde iki veya daha fazla ardigik pozitif tam sayinin toplami seklinde
ifade edilebilir?

Coziim. n bir pozitif tam say1 olsun. Ilk dnce n sayisiim kag degisik sekilde bir veya
daha fazla ardigik tam sayimnin toplami seklinde ifade edilebilecegini bulacagiz. Bu
gosterimlerin sayisinin n nin pozitif tek tam say1 bélenlerinin sayisina esit oldugunu
gosterecegiz.

Bu ardisik tam sayilarin sayisinin bir tek sayi olmasi durumunda, n sayisi igin
n=(a—->b)+...+a+...(a+b) kogulunu saglayan a ve b > 0 tam sayilar1 vardir.
Yani, n = a(2b + 1) dir.

Ardigik tam sayilarin sayisi bir ¢ift sayiysa, n sayisi icin n = (a —b+ 1) + ... +
a+ (a+1)+...4 (a+b) kosulunu saglayan a ve b > 0 tam sayilar: vardir. Yani,
n = (2a + 1)b dir. b > 0 oldugundan 2a + 1 > 0 olmalidur.

Boylece, n nin tiim gosterimlerinin sayisinin n nin pozitif tek tam say1 bélenlerinin
sayisin iki kar1 oldugu bulunur.

n nin ¢+ ...+ d seklindeki gosteriminde d sayis1 en biiyiik terim olsun. Eger ¢ > 0
ise (1—c)+...4+ (c—1) =0 esitligini kullanarak n = (1 — ¢) + ... + d yazabiliriz.
Yani, n nin gosterimindeki ilk terim, (1 — ¢), negatif yapilabilir. Agik bir sekilde,
bu metod toplami ve en biiyiik terimi degistirmeden toplama ardisik say1 eklemenin
veya toplamdan ardisik say: silmenin tek yoludur.

Benzer sekilde, (1—¢) < 0 durumunda, (1—c¢)+...4+(c—1) = 0 esitligini kullanarak,
ardigik terimleri toplamdan silebiliriz.

Yani, n nin pozitif tam sayilarin toplami seklindeki her gosterimi igin, her terimi
pozitif olmayan sadece bir tane gosterim mevcuttur.

Yani, n nin gosterimlerinin yarisinda sadece pozitif tam sayilar kullanilir.

Buradan da, n nin pozitif ardisik tam sayilarin toplami gseklindeki gosterimlerinin
sayisinin n nin pozitif tek tam say1 bolenlerinin sayisi oldugu bulunur.

D1, ..., Dr asal sayillar ve ay, . .., a, pozitif tam sayilar olmak tizere, n = p{* ... p% ol-
sun. n nin her béleni bu asal sayilarin ve onlarin belirli kuvvetlerinin ¢carpimlarindan
olugtugundan, n nin pozitif bélenlerinin sayist (a3 + 1)(az + 1) ... (a, + 1) dir.

50! = 247.322.512. 78 .114.133.172.19%2.232.29.31-37- 41 - 43 - 47 dir. Bu esitlik,
50! i bolen her asal saymin 1...50 carpiminda kag kere gectigi sayilarak bulunabilir.
50! in tek tam say1 bolenlerinin sayis1 1-23-13-9-5-4-3% .26 = 93000960 dir. 50! i
sadece kendisini kullanarak bir ardigik sayinin toplami seklinde yazabiliriz. Yani, 50!
say1is1 93000959 degisik sekilde iki veya daha fazla sayida ardigik pozitif tam sayinin

toplami seklinde yazilabilir.
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119. 4% +4Y+47 ifadesini bir tam kare yapan biribirinden farkl biitiin z, y, z tam sayilarini

bulunuz.

Coziim. = <y < z ve 4% +4Y 4+ 47 = u? olsun. 22%(1 +4Y~7 4+ 4°77) = v? esitligin
tam sayilarda dogru olabilmesi i¢in, parantez i¢indeki ifadenin bir tek sayinin karesi
olmalidir. Yani, 1 +4Y~% +4*~% = (2a +1)? olmahdir. Buradan, 4¥=2~! 4 4>=*~1 =
a(a+1) ya da

14 477Y) = ala+ 1)

yazilir. Iki durum inceleyecegiz:
a cift ise a + 1 tektir. Dolayisiyla 4Y="! = a ve 1 + 4*7Y = a + 1 dir. Buradan,
4v=7=1 = 4*>~Y yaday —x — 1 = z — y elde edilir. Dolayisiyla, z =2y —x — 1 ve

AT LAY 4 47 — AT 4 qY 4 42971 = (270 n 22y_w_1)2

dir.

a tek ise a + 1 cifttir. Dolayisiyla a = 479 + 1 ve a + 1 = 4¥=*~1 dir. Buradan,
477Y 42 = 4¥=7~1 ya da 2227291 41 = 2272273 ¢]de edilir ki bu miimkiin degildir,
¢linkii 2z — 2y — 1 # 0 dur.
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SONLU MATEMATIK

SAYMA

SAYMANIN IKi TEMEL PRENSIBI
TOPLAMA PRENSIBI

Ayrik iki kiimenin bilegsimindeki eleman sayisi, bu kiimelerin eleman sayilar1 toplamina

egittir.

Ornek. Bir siuftaki her ogrencinin, iki haftalik tatil boyunca okudugu kitap sayisi1 1 ile
3 arasinda degismektedir. A;, Ao ve As, sirasi ile, tam olarak 1, 2 ve 3 kitap okuyan
ogrencilerin kiimesini gostermek iizere, A1 U Ay U Az simiftaki tiim 6grencilerin kiimesidir.

Bu kiimeler ayrik oldugundan siniftaki 6grencilerin sayisi
TL(Al U Ay U Ag) = n(Al) + n(AQ) + n(Ag)

olur.
CARPMA PRENSIBI

Bir A isi, Ay, Ao, ..., A; adimlarinin sira ile uygulanmasindan ibaret olsun. Bu adimlarin
gergeklestirilebilecegi yollarin sayilarini da sirasiyla ny, ng,...,n; ile gosterelim. Her bir
adimin gerceklestirilebilecegi yollarin sayisi, onceki adimlarin gergeklestirilmesi igin secilen

yoldan bagimsiz ise, A isi nins - - -ng farkh sekilde gergeklestirilebilir.

Ornek 1. A, B, C ve D Kkisilerinden olugan bir grubun elemanlar1 bagkanlk, sekreterlik

ve muhasebecilik gorevlerini kag farkh sekilde paylagabilirler?
Secimi ti¢ adimda gergeklestirebiliriz:

1. Adim: Bagkanin segilmesi.

2. Adim: Sekreterin secilmesi.
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3. Adim: Muhasebecinin secilmesi.

Ik adimm 4 farkli yoldan gerceklestirilebilecegi aciktir. Ilk adimda kim baskan secilirse
secilsin sekreterin secilmesi yani ikinci adim 3 farkl yoldan gergeklegtirilebilir. Ugiincii
adim da, ilk iki adimin sonuglandirilma seklinden bagimsiz olarak, 2 farkli yoldan ger-
geklestirilebileceginden, tiim gorevler icin atama yapilmasi 4 - 3 - 2 = 24 farkhi yoldan

yapilabilir.

Ornek 2. A sekreter secilmemek iizere, A, B C' ve D Kkisilerinden olusan bir grubun
elemanlar1 bagkanlik, sekreterlik ve muhasebecilik gorevlerini kag farkli sekilde paylagabi-

lirler?

Secimi bir 6nceki 6rnekte tanmimlanan adimlarla yapmaya galigtigimizda, ikinci adim i-
¢in miimkiin olan yollarm sayisi ilk adimin sonucuna bagh olur. Ik adimda A nin baskan
secilip secilmemesine gore ikinci adim igin {ic veya iki miimkiin yol kalir. Bagimsizlik

kosulu saglanmadig icin carpma prensibini kullanamayiz. Ote yandan adimlari

1. Adim: Sekreterin segilmesi.
2. Adim: Bagkanin segilmesi.

3. Adim: Muhasebecinin secilmesi.

olarak tanimlarsak, carpma prensibini kullanarak segimlerin 18 farkli sekilde sonuglan-

dirilabilecegini goriiriiz.

Ornek 3. n elemanh bir kiimenin tiim alt kiimelerinin say1sin1 hesaplayalim.
{z1,z9,...,2,} ile gosterebilecegimiz kiimenin bir alt kiimesini olugturmak icin her z;
(1 =1,2,...,n)elemaninin alt kilmede yer alip almayacagina karar vermemiz gerekir. Bu

gozlemle, bir alt kiime olusturma islemini n adimli bir siire¢ olarak gorebiliriz:

1. Adim: z; in alt kiimede olup olmayacagina karar verilmesi.

2. Adim: z2 nin alt kiimede olup olmayacagina karar verilmesi.

n. Adim: x, in alt kiimede olup olmayacagina karar verilmesi.
Her adim igin, 6nceki adimlarin sonucundan bagimsiz olarak 2 secenek bulundugundan,

bir alt kiimenin olusturulmas1 2™ farkli sekilde sonuglanabilir. O halde, n elemanl bir

kiimenin tiim alt kiimelerinin sayis1 2" dir.
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DIZILISLER VE SECILISLER
PERMUTASYONLAR
Farkli Nesnelerin Diziligleri / Permiitasyonlarin Sayisi.

Birbirinden farkli n nesnesin yan yana siralanig bigimlerinden her birisine bu nesnelerin
bir dizilisi (permiitasyonu) adi verilir. (")rnegin BCAD, A, B, C, D harflerinin bir permii-
tasyonudur. n farkli nesneden r tanesinin yan yana siralanmasina da bu nesnelerin r—li
bir dizilisi (r—1i permiitasyonu) adi verilir. Ornegin A, B, C, D harflerinin 3- lii permii-
tasyonlarindan bazilarnt ABC, DAC, CBA, BAD dir. n nesnenin 7-li permiitasyonlarinin

sayist P(n,r) ile gosterilir.

n nesnenin r—li bir permiitasyonunu olugturmak, bu nesnelerin r—tanesini sirali » konuma
yerlegtirmekle esdegerdir. Birinci konuma n nesneden herhangi birisi yerlestirilebilir; ikinci
konum i¢in n—1 segenegimiz vardir, bu sekilde devam ettigimizde r inci konum i¢in n—r+1

farkli secenek kalir. Carpma prensibi kullanilarak
Pn,r)y=n-(n—1)---(n—r+1)
bulunur. Ozel olarak r = n durumunda P(n,n), permiitasyonlarin sayisini ifade eder ve
P(n,n)=1-2---n

olur. n nesnenin permiitasyonlarinin sayisina egit olan 1 den n ye kadar pozitif sayilarin
carpimina n nin faktoriyeli denir ve bu say1 n! ile gosterilir (n faktoriyel seklinde okunur).
Pozitif tam sayilar icin tamimh olan faktoriyel, iglem ve ifadelerde kolaylik saglamasi
bakimindan 0 sayisi i¢in ayrica 0!=1 olarak tanmimlanmigtir. Faktoriyel gosterimini kulla-

narak (0 <r < n) tam sayilar1 i¢in

n!

P(n,r) = m

yazabiliriz.

Ornek 4. BALIKESIR kelimesindeki harflerin yerleri degistirilerek 9!=362.880 farkl

kelime (anlamh veya anlamsiz) yazilabilir.

Ornek 5. (1-1 Fonksiyonlarin Sayis1) n elemanli X ve m elemanli Y kiimeleri (n < m)

verildiginde, 1-1 bir f : X — Y fonksiyonunun tanimlanmasi, her adiminda sirayla
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f(x1), f(x2),..., f(zy) degerlerinden birisinin tayin edildigi bir iglem olarak diigiiniilebilir.
Ik adim i¢in m; ikinci adim i¢gin m—1, ... son adim i¢in m—n—+1 farkli yol bulunmaktadir.
Carpim kural kullanilarak, 1-1 fonksiyonlarin sayisinin P(m,n) oldugu goriiliir.

(Smuirli) Tekrarli Nesnelerin Diziligleri.

En az iki tanesi 6zdes olan nesnelerin tiim farkl diziliglerinin sayisina, tekrarli permii-
tasyonlarm sayisi denir. Ornegin MATEMATIK kelimesini olusturan harflerin yerleri
degistirilerek olusturulan ATKITMEAM veya KITAMETAM gibi kelimelerin sayis1 gibi.
Elimizde, ¢ gesit nesne olsun. Birinci cegitten ni; ikinci gesitten no, ... ve t inci cesitten
ng tane bulundugunu ve ny + n2 + -+ + n; = n oldugunu kabul edelim. Bu nesnelerin

(tekrarll) permiitasyonlarimin sayisi

n!
nil-nol- - ny!

ifadesi ile verilir.

Boylece, MATEMATIK kelimesindeki harfleri kullanarak yazilabilecek kelimelerin sayisi
|

212191 olur. Paydada yer alan 2! ler, M, A ve T harflerinin ikiger kez tekrarlamasima karsi
gelmektedir. Tekrarlanma sayisi 1 olan E, I ve K harfleri i¢in yazilmasi gereken 1! ler ise,

gereksiz karmagikliktan kaginmak icin yazilmamigtir.

(p+q)!
plq!

Ornek 6. p tane 1 ve ¢ tane 0, bir siraya farkl sekilde dizilebilir.

Ornek 7. CANAKKALE kelimesindeki harflerin yerleri degistirilerek 9! /(3121)=30240

farkli kelime (anlamli veya anlamsiz) yazilabilir.

Tekrarli elemanlarin tiimii kullanilarak olusturulan diziliglerin sayisini yukarida verilen
ifade yardimi ile hesaplayabilmemize karsin, bunlarin bir kismimi kullanarak kac farkh
dizilis olusturabilecegimizi hesaplamamizi saglayacak basit bir ifade bulunmamaktadir.
Bu durumda aranilan sayi, cesitli durumlari goz 6ntinde bulundurarak tamimlanan alt

problemler ¢oziilerek hesaplanabilir.

Ornek 8. GAZIANTEP kelimesindeki harflerin 7 tanesi kullanilarak yazilabilecek ke-

limelerin sayisini bulalim.

G,ZIN,T.E.P harflerinden ikisi digarida birakildiginda, geriye kalan 7 harf 7!/2 farkh
sekilde dizilebilir. Digarida birakilan harfler i¢in de (;) = 21 farkli se¢imimiz oldugundan,

bu tir diziliglerin sayisi 21 - %' olur.

Disarida kalan harflerden birisi veya her ikisi de A oldugunda, geriye kalan harfler 7! farkl
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bicimde dizilebilir. En az bir tanesi A olmak tlizere, disarida kalan iki harfi secebilecegimiz

yollarin sayisi da 8 oldugu igin, bu tir diziligler 8 - 7! tanedir.

Sonug olarak aradigimiz sayiy1 %7! olarak buluruz.
(Smurs1z) Tekrarli Nesnelerin Diziligleri.

Her birisinden istedigimiz sayida kullanabildigimiz n cesit nesne ile, r— 1i bir dizilis
olugturmak istedigimizde, her konum igin n segenegimiz oldugundan, toplam olarak n”

farkli yol bulunur.

Ornek 9. A, B, C, D harflerinin her birisini diledigimiz kadar kullanarak yazabilecegimiz

6 harfli kelimelerin sayis1 4% dir.

Ornek 10. Bir otomobil galerisinde, renkleri diginda farklihik tagimayan 5 tane sari, 6
tane mavi ve 7 tane kirmizi otomobil bulunmaktadir. Bu arabalardan 4 tanesini yan
yana koyarak sergilemek isteyen galeri sahibinin 3% secenegi vardir. Her bir renkten oto-
mobil sayisinin, konum sayisindan biiylik olmasi sayesinde her renkten diledigimiz kadar
kullanabilecegimizi diiglinebiliyoruz. 4 yerine 8 arabanin yan yana sergilenme imkani ol-
saydi sinirh tekrarli nesnelerin diziligleri sézkonusu olacagindan problemin ¢oziimii daha

karmagik olurdu.

Ornek 11. n elemanlh X kiimesinden, m elemanl Y kiimesine tanimli herhangi bir f :
X — Y fonksiyonunun tanimlanmasi, her adiminda f(z1), f(x2),..., f(z,) degerlerinin
sirayla tayin edildigi bir iglem olarak diigiiniilebilir. Her adim ig¢in m farkli yol bu-

lundugundan, tiim fonksiyonlarin sayis1 m”™ olarak elde edilir.
Cembersel Permiitasyonlarin Sayisi.

Elimizdeki nesnelerin bir cember etrafina dizilisine, dikkate alinan tek husus yerlestirilen
nesnelerin birbirlerine gére konumlar: ise, cembersel permiitasyon adi verilir. Aksi belir-
tilmedikce, yansimayla elde edilenler hesaba katilmaz. Ornegin A, B, C ve D harflerinin
bir ¢cember etrafina ABCD, BCDA, CDAB ve DABC geklinde diziligleri ayni1 kabul edilir.
Ote yandan, CBAD farkli bir dizilistir. n farkli nesneden herhangi birisi cember tizerinde
sabitlenip referans noktasi olarak kabul edilirse, geri kalan n — 1 nesnenin miimkiin her
dizilisi ile bu n nesnenin bir ¢cembersel dizilisini elde ederiz. Boylece, n nesnenin ¢embersel

permiitasyonlarimin sayisi (n — 1)! olarak elde edilir.

Ornek 12. 7 kisilik bir halkoyunlar1 grubu, 2 sene boyunca her giin halka seklinde halay
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oyunu sergilemislerdir. Her giin bir baska bicimde dizilmis olmalar1 miimkiin miidiir?

Grubun cembersel dizilig sayis1 6!=720 dir. Iki senede en az 730 giin bulundugundan, her
giin bir bagka bicimde dizilmis olamazlar. Ote yandan, halka gseklinde degil de sira halinde
halay cekselerdi 7!=5040 farkli sekilde siralanacaklarindan, 13 sene (en fazla 4749 giin)
boyunca her giin farkli bir dizilis deneyebileceklerdi.
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KOMBINASYONLAR
Kombinasyonlarin Sayisi.

Birbirinden farkli n seyden herhangi r tanesinin olusturdugu topluluga bu seylerin r—li
bir seciligi (r—li kombinasyonu) adi verilir. Bir bagka deyisle, n elemanli bir A kiimesinin
r elemanh her alt kiimesine, A daki elemanlarin bir »—li kombinasyonu ad1 verilir. Kombi-
nasyonlarin, C'(n, r) ile gosterilen sayisini iki adimh bir iglem tanimlayarak hesaplayabiliriz:
1. Adim: Kiimeden r elemanin secilmesi.

2. Adim: Segilen r elemanin dizilmesi.

Bu iki adim sonunda n elemanin bir permiitasyonu elde edileceginden iglemin sonuglanabi-
lecegi durumlarm sayisi P(n,r) dir. Ote yandan, birinci adim C(n,r) farkli yoldan; ikinci
adim da r! farkli yoldan gergeklestirilebileceginden, ¢arpma prensibi geregince, P(n,r) =
r!- C(n,r) olur ve kombinasyolarin sayisi su sekilde elde edilir:

P(n,r) n!

Cln,r) = o rli(n—r!)’

Ornek 13. p tane 1 ve g tane 0 1 bir siraya dizebilmek i¢in, bu sayilarin dizilecegi toplam
p + g konumdan p tane 1 in yerlestirilecegi konumlar: se¢cmek yeterlidir. Bdéylece bu tiir
diziliglerin sayisim C(p + ¢, p) olarak elde ederiz. Bu yolla elde ettigimiz sonu¢ Ornek 6

da elde edilen sonucun egdeger ifadesidir.

Ornek 14. 7 erkek ve 4 kiz ogrencinin, herhangi iki kiz 6grenci yanyana oturmamak
sart1 ile bir siraya kac farkli sekilde oturabilecegini hesaplamak icin ii¢ adimli bir iglem

tanimlayalim:

1. Adim: Erkek 6grencilerin siralanmasi (7! farkli yol).

2. Adim: Yan yana oturan erkek 6grencilerin aralarindaki 6 bogluk ile iki ugta oturanlarin
yanlarindaki 2 bosgluktan ibaret toplam 8 miimkiin konum arasindan kizlarin oturacag: 4
yerin secilmesi (C'(8,4) yol).

3. Adim: Segilen 4 konuma kiz 6grencilerin yerlestirilmesi (4! farkli yol).

arpma kuralim kullanarak sonug C(8,4)7!4! = &7 olur.
Carp ¢ a0

(Sinirli) Tekrarli Nesnelerin Segiligleri.

En az iki tanesi eg olan geylerin bir kisminin olusturdugu topluluklarin sayisina tekrarl

kombinasyonlarin sayisi denir. Bu say1, igerme-digsarma prensibi kullanilarak elde edile-
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cektir.
Siirsiz Tekrarli Nesnelerin Segiligleri.

Her birisinden istedigimiz sayida kullanabildigimiz n cesit nesne ile, r— tane nesneden
olusan bir topluluk
Cn+r—1,n-1)

farkli sekilde tanimlanabilir.

BINOM KATSAYILARI

Herhangi bir n gergel sayis1 ve pozitif r tam sayisi i¢in

<n> (n—r+1)(n—r+2)--(n—1)(n)

T r!

ifadesiyle tanimlanan (Z) sayisina binom katsayisi denir. Bu tanmim herhangi n gercel sayisi

i¢in, (g) = 1 kabulii ile tamamlanir.

Ornek 15.
3,5 _3,5-2,5 35
2 ) 20 8
3,5y _3,5-2,5-1,5-0,5 35
4 ) 4! 128
3,5 _3,5-2,5-1,5-0,5‘(—0,5)__L
5) 5! 256
-3,5 _ (_375> ) (_47 5) _ @
2 ) 2! -8
-1
( ) =(=1)" (r >0 tam say1).
r
— -1
( n> =(-1)" <n T > (r > 0 tam say1, n- gergel say1).
r r

Gergel sayilar1 s6z konusu edinen (35:’), (_3’7) gibi ifadeleri, alt kiimelerin sayisi olarak
gormek miimkiin degildir. Ote yandan bu genellestirilmis ifade, ileri diizey yontemlerde

siklikla kullanilir. Bu ifadeyi burada s6z konusu etmemizin sebebi, bir ¢ok yerde kom-

n
binasyonlarin sayisi i¢in C(n,r) yerine ( ) gosteriminin tercih edilmesidir. Bu tercihi
T
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gecerli kilan gerekge, 0 < r < n tam sayilar: icin, tanim geregi

(:f) — C(n,7)

olmasidir. Kitabin geri kalan kisminda (:), n elemanl bir kiimenin 7 elemanl alt kiime-

lerinin sayisini gostermek igin kullanilacaktir.
Binom katsayilarinin 6zellikleri.
Bog kiime, her kiimenin bir alt kiimesi oldugundan ve herhangi bir kiimenin eleman

icermeyen tek alt kiimesi bog kiime oldugundan, her pozitif n tam sayisi i¢in C(n,0) = 1

elde edilir. n elemanl bir kiimenin n elemanh tek alt kiimesi kendisi oldugundan C(n,n) =
(0)=() =
0 n

Bir kiimenin bir elemanli alt kiimelerinden her birisi, kiimenin bir tek elemanindan olus-

1 olur:

tugu i¢in C(n,1) = n olur. Ote yandan, bir eleman ayrldiginda, geriye n — 1 eleman

kalacagindan, n — 1 elemanh alt kiimelerin sayis1 da n olur:

()-(") -

n elemanh bir kiimenin r elemani, bir alt kiime olugturmak icin secildiginde, geriye kalan
n —r eleman da bir alt kiime olusturur. Boylece, r elemanli her alt kiimeye kargilik n — r

elemanli bir alt kiime bulunacagindan

n\ n
r)] \n—r
elde edilir.

Asagidaki bagintilar, indirgeme bagintilar: olarak bilinirler:

(-2 25)

Pascal ézde§li§i

25 futbolcusu bulunan bir takimda sahaya cikarilacak 11 futbolcu (ﬁ) farkli sekilde be-
lirlenebilir. Salih isimli futbolcunun yer aldigi bir takim kendisi ve geri kalan 24 fut-
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24
10)
dur. Salih’siz takimlar ise 24 futbolcu arasindan 11°i secilerek olusturuldugundan, boyle

bolcu arasindan secilmis olan 10 kigiden olugur. O halde, Salih’li takimlarin sayisi (

takimlarin sayis1 da (ﬁl) olur. Bodylece, olusturulabilecek tiim takimlar ayrik iki kiimeye
ayrilmig oldugu i¢in, tiim takimlarin sayisi Salih’li ve Salih’siz takimlarin toplamina egit
olur. Yani, (f?) = (ﬁl) + (%g) elde edilir. Genellestirme ile her 0 < r < n tam sayilar: i¢in

Pascal (jzde;;ligji ad1 verilen agagidaki ozellik elde edilir:
()-(")+0)
= + .
r r r—1
Paralel Toplama / Ust Toplama

Pascal 6zdegligini tist {iste kulanarak ilging sonuclar elde edebiliriz. Ornegin, (151) = (140) +
(150) esitligi ile baglayip (150) = (Z) + (g) oldugunu kullanarak (151) = (lf) + (Z) + (g)
yazabiliriz. Bu kez (g) = (i) + (g) esitligini kullanip (151) = (140) + (Z) + (Z) + (?) elde
ederiz. Bu sekilde devam ettigimizde (151) = (140) + (Z) + (i) + (Z) + (2) + (i) + (i) esitligine

ulagiriz. Bu gozlem genellestirilerek elde edilen agagidaki egitlige list toplama o6zelligi ad:

S0 =0 () () e ()= (300

Yukaridaki esitlikte (k;:’) = (kH) yazilarak elde edilen

i

(7= () (1) (457)

esitligi paralel toplama 0Ozelligi olarak bilinir.

verilir.

(-0

(Zf) nin, iist indisini artirarak elde edilen terimlerin toplamini iist toplama 6zelligi; her iki
indisin paralel olarak artmasiyla elde edilen terimlerin toplamini paralel toplama 6zelligi
ile verebilmemize kargin, alt indis iizerinden yapilan toplamalarla ilgili bir esitlik yoktur.
Sozgelimi, (500) + (510) 4+ (gg) toplamini derhal hesaplama imkanimiz bulunmamaktadir.
Ancak, r = n olmasi durumunda, n elemanl bir kiimenin tiim alt kiimelerinin sayis1 2"

ve bunlarin (:f) tanesi r elemanl oldugundan

S (- () () () -

1=

esitligi bulunur.
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Pascal I'jggeni

Tim 0 < r < n tam sayilar icin hesaplanan (Z) degerlerinin agagidaki gibi tliggensel

dizilisine Pascal ﬂggeni adi verilir.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5) 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1
Bir ¢ok ozellige sahip olan bu ti¢ggenin n. satirindaki sayilar ("81), (";1), ce (”;1) deger-

leridir. Boylece, liggenin iki kenar1 boyunca dizilen 1’ler tiim n ler i¢in hesaplanan (g) ve
(Z) lerdir. Ucgenin 1 den biiyiik her elemaninin, bir iist satirda, kendisine gore sag ve solda

bulunan en yakin iki terimin toplamina esit olmas1 da Pascal 6zdegliginin bir yansimasidir.

Binom acilima Herhangi a, b gergel sayilari ve pozitif n tam sayisi i¢in (a + b)™ nin, a ve

b nin kuvvetleri ¢carpimlarinin toplami cinsinden ifadesi

(a+b)" = zn: (?) b

=0

esitligi ile verilir.
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ICERME DISARMA PRENSIBI

Sonlu sayida elemana sahip A ve B kiimelerinin birlesimindeki ve arakesitindeki eleman
sayilarinin
n(AUB) =n(A)+n(B) —n(AN B)

iligkisini sagladigi bilinmektedir. ["Jg kiime s6z konusu oldugunda bu iligki
n(AUBUC) =n(A)+n(B)+n(C)—n(ANB)—n(ANC) —n(BNC)+n(ANBNC)
seklini alir.

Kiimelerin sayisi arttikca ifadenin daha da karmasik bir hal alacag: ve ifade edilmesinin
zorlagacagl anlagilmaktadir. Aj, Ao, ..., A, kiimeleri igin gegerli olan iligkiyi yazabilmek
icin yeni bir gosterim tamimlayacagiz. Kiimelerin eleman sayilarimin toplamimi Np ile
gosterecegiz yani,
n
Ny =) Ai=n(A1) +n(A2) + - +n(Ay).
i=1

Tim kiime c¢iftlerinin kesigiminindeki eleman sayilarinin toplamini Ny ile gosterecegiz:

Ny = Y0 > A N A,
= n(A1NA)+---+n(A1NA,)
+n(A2 NAsz)+---+n(A2NA,)
+n(AsNAgy)+--+n(AsNA,) +---
+n(An_1 N An)

Bu gosterimi kullanarak, iki kiime i¢in N; = n(4;) + n(4sz), ve Ny = n(A; N Az)
oldugundan N(A; U Ag) = N1 — Ny yazabiliriz.

Benzer sekilde tiim kiime ticliilerinin kesigimindeki eleman sayilarinin toplamimi N3 ile

ve bu gekilde devam ederek tiim kiime ¢-lilerinin (¢t = 1,2,...,n) kesisimini de NN, ile

gosterecegiz.

TEOREM. A;, Ao,..., A, sonlu kiimeler olmak tizere bu kiimelerin birlegsimindeki ele-

man sayisl

No=n(A UAyU---UAy) =Ny — Ny+ Ny — -+ (1) N,
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ile verilir.

Ornek 1. A, B, C, D sonlu kiimeleri icin

= n(A) +n(B) 4+ n(C) + n(D)
=n(ANB)+n(ANC)+n(AND)+n(BNC)+n(BND)+n(CND)
=n(ANBNC)+n(ANBND)+n(ANCND)+n(BNCNC)
=n(ANBNCND)

olmak tizere A, B, C, D kiimelerinin birlesimindeki eleman sayis1 su gekilde verilir:

n(AUBUCUD):Nl—N2+N3—N4.

Ornek 2. 100 kigilik bir topluluga, 5 farkli giinliik gazeteyi diizenli okuma egilimleri
konusunda bir anket diizenlenmisgtir. Anket sonucunda her gazetenin 25 diizenli okuyucusu
oldugu anlagilmigtir. Bunun yani sira, herhangi iki gazete icin ortak okuyucu sayisinin
12; herhangi ii¢ gazete icin ortak okuyucu sayisinin 9; herhangi dort gazete icin ortak
okuyucu sayisinin 7 oldugu belirlenmistir. Tiim gazeteleri okuyanlarin sayist 5 olduguna

gore, toplulukta hi¢ gazete okumayanlarin sayisi nedir?

Verilenlerden, N1=125, Ny = (3)12 = 120, N3 = (3)9 = 90, Ny = (})7 =35 ve N5 = 5
elde edilir. Boylece, gazete okuyanlarin toplami1 Ny — No + N3 — Ny + N5 = 65 olarak elde

edilir. Sonug olarak, herhangi bir gazeteyi okuma egilimi tagimayanlarin sayisi 35 tir.

Ornek 3. {1,2,...,100} kiimesindeki asal sayilarin sayisini bulunuz.

Verilen kiimede asal olmayan sayilar 2, 3, 5 veya 7 ile boliinebilen sayilardir. Simdi, verilen
kiimede 2, 3, 5 ve 7 ile boliinebilen sayilarin kiimelerini sirasiyla A, B, C, D ile gosterelim.
n(A) = [100/2] = 50, n(B) = [100/3] = 33, n(C) = [100/5] = 20 ve n(D) = [100/7] = 14
oldugundan N; = 117 olur.

N> nin hesaplanmasi i¢in kiimelerin ikigerli kesigimlerini gbz oniine alacagiz. Sozgelimi,
ANB, 2 ve 3 ile boliinebilen yani 6 ile boliinebilen sayilarin kiimesi oldugundan n(ANB) =
[100/6] = 16 bulunur. Benzer sekilde, n(ANC) = [100/10] = 10, n(AND) = [100/14] = 7,
n(BNC) =[100/15] = 6, n(BN D) = [100/21] = 4, n(C N D) = [100/35] = 2, elde edilir
ve No = 45 bulunur.

Kiime figliilerin kesigimlerindeki eleman sayilari da benzer sekilde bulunur: n(A N B N
C) = [100/30] = 3, n(AN BN D) = [100/42] = 2, n(ANCnND) = [100/70] = 1,
n(BNCND)=[100/105] =0 ve N3 = 6.

2, 3, 5 ve 7 sayilariin tiimii ile boliinebilen en kiigiik say1 210 oldugundan ANBNCND = ()
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ve Ny=n(ANBNCND)=0 dur.

Boylece, 2, 3, 5 ve 7 sayilarindan en az birisi ile boliinebilen elemanlarin sayisi
n(AUBUCUD) =Ny —Ny+N3— Ny =178

olur. Bu kiime, bilesik sayilar ile birlikte 2, 3, 5 ve 7 yi de icerdiginden, kiimedeki bilegik
sayillarin sayist 74 olur. 1 sayisin1 da kiimeye dahil ettigimizde asal olmayan sayilarin
sayisimin 75 oldugu anlagilir. O halde {1,2,...,100} kiimesinde 25 tane asal say1 bulunur
(2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97).

Ay, Ao, ..., A, kiimelerinin A; U Ay U --- U A, birlegsimi, bu kiimelerin herhangi birisinde
bulunan tiim elemanlarin kiimesidir. Bir E evrensel kiimesi belirlendiginde bu birlesimin
tiimleyeni, birlesimde yer almayan elemanlardan olusur. Bir bagka deyisle, kiimelerin

herhangi birisinde yer almayan elemanlarin kiimesi

AlUAU---UA, =41 NAyN---NA,

dir. Evrensel kiime sonlu bir kiime, diyelim ki n(F) = Ny, oldugunda A; U As U---U A,

ve A;UAyU---UA, de sonlu kiimelerdir. Ote yandan, bu kiimeler ayrik oldugundan,
n(AjUAsU---UA,) = Ng —n(A1UAyU---UA,) olur. A, As,..., A, kiimelerinin

herhangi birisinde yer almayan elemanlarin sayisini N ile gostererek

N:N()—n(AluAQU“'UAn)

yazabiliriz.

Not. Bir kelime dizisine giinliik konugmalarimizda yiikledigimiz anlam, mantik ve matem-
atik dili ile yiiklenenden farkli olabilmektedir. So6z gelimi, A ve B kiimelerinin her-
hangi birisinde bulunmayan elemanlarm kiimesi AU B = AN B olup, bu kiime giinliik
konugmalarimizda genellikle sézkonusu kiimelerin hicbirisinde yer almayan elemanlarin
kiimesi olarak isimlendirilir. Bu kiimelerin en az birisinde bulunmayan elemanlarin kiimesi
de m = AUB dir. Ornegin A, 2 ile béliinebilen pozitif tam sayilarn kiimesi; B de 3
ile boliinebilen pozitif tam sayilarm kiimesi oldugunda AUB = AN B = {1, 5, 7, 11, 13,
17, 19, 23, 25, 27,---} ve (ANB) = AU B = {1,2,3,4,5,7,8,9,10,11,13,14, - - - } olur.
Ayni gekilde Ay, Ao, ..., A, kiimelerinin herhangi birisinde yer almayan elemanlarin sayisi
olarak tanimladigimiz N, giinliikk konusma diliyle, s6z konusu kiimelerin hicbirisinde yer

almayan elemanlarin sayisi olmaktadir.

TEOREM. (. Icerme-Disarma Prensibi) Evrensel kiimenin eleman sayist Ny olmak
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tizere, Ay, Ao, ..., A, kiimelerinin herhangi birisinde yer almayan elemanlarin sayisi
N:No—n(AlUAQU---UAn) :No—N1+N2—N3+"'+(—1)nNn

ile verilir.
Ornek 4. a, b, c,d, e kimesindeki harflerin her birisini en az bir kez kullanarak kag¢ tane

10 harfli kelime yazabiliriz?

a,b,c,d ve e harfini kullanilmaksizin yazilan 10 harfli kelimelerin kiimesini, sirasiyla,
Ay, A, Az, Ay ve As ile gosterelim. Hesaplamak istedigimiz, bu kiimelerin herhangi biri-

sine diigmeyen kelimelerin sayisi, yani N dir.

G0z 6ntinde bulunduracagimiz evrensel kiime, verilen harfleri kullanarak yazilabilecek tiim
10 harfli kelimeler olup Ny = 5'° dur. Harflerin kullamhisindaki simetriden yararlanarak
i = 1,2,3,4,5 icin n(A4;) = 41° olur ve Ny = 5410 elde edilir. 4,5 = 1,2,3,4,5 ve
i # j olmak iizere segilen her i, j cifti icin 4; N A; = 3! dur. i, cifti (g) farkl gekilde
secilebileceginden, No = (g) - 319 olur. Benzer sekilde N3 = (:5,)) 200Ny = (Z) 119 ve

N5 = 0 elde edilir. Sonug olarak aranan say1
N=Ny—N;+Ny—N3=50_5.40410.39_-10-2' 4+ 5 =5.103.000

olarak bulunur

Ornek 5. 8 x 8 satrang tahtasinin her birim karesi beyaz veya kirmiziya boyanacaktir.
Her satirda ve her siitunda en az bir kirmizi1 kare bulunmasi kosulu ile boyama isinin kag
farkli gekilde yapilabilecegini bulunuz.

Evrensel kiime olarak, her satirinda en az bir kirmizi kare bulunan tahtalarin kiimesi
alinacaktir. Boyle bir tahtanm her satirn 28 — 1 farkh sekilde boyanabileceginden, her
satirinda en az bir kirmizi kare bulunmak iizere tahta, Ng = (28 — 1)® farkh sekilde
boyanabilir. Bu sekilde boyanmig tahtalar arasinda 4. stitunu (¢ = 1,2,...,8) tamamu ile
beyaz olanlarin kiimesini B; ile gosterelim. B; kiimesindeki her tahtanin i. karesi beyaz
olacagindan geri kalan 7 kareyi 27 — 1 farkl sekilde; tahtanm tiimiinii de 8(27 — 1)® farkh
sekilde boyayabiliriz. B; kiimelerinin (i = 1,2,...,8) herhangi k tanesinin kesigiminde yer
alan bir tahtanin her satir1 icin 28—%
tamami1 (287% — 1)8 farkl sekilde boyanabilir ve Nj, = (2)(28_"3 —1)8 elde edilir. Sonug

olarak, kogulan gartlar1 saglayan tahtalarin sayisi

— 1 boyama sekli olur. Dolayisi ile bu tiir bir tahtanin

8
Z(—l)k@) (25°F — 1)% = 1,734 x 10"

k=0
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olarak bulunur.
ORTEN FONKSIYONLARIN SAYISI

Eleman sayis1 n olan X kiimesinden, eleman sayisi m olan Y kiimesine tanimli f : X — Y

fonksiyonlar1 arasinda orten olanlarin sayisini hesaplayacagiz.

Evrensel kiime, tiim fonksiyonlarin kiimesi oldugundan, No = m” dir. X = {x1,...,z,}
veY = {y1,...,ym} kabul ederek i = 1,2,...,m igin A; ile, y; € Y nin goriintii kiimesinde
yer almadig fonksiyonlarin kiimesini gosterelim. A; kiimesindeki bir fonksiyon m —1 farklh
deger alabildigi i¢in n(A;) = (m — 1)" olur. Simetriden yararlanarak, her i = 1,2,...,m

i¢gin ayn1 sonug bulunacagindan, Ny = m(m — 1)" dir.

i,j = 1,2...,m ve i # j olmak {izere secilen her 7, j cifti i¢cin A; N A; kiimesindeki bir
fonksiyon da m —2 farkh deger alabildiginden, n(A4;NA;) = (m—2)" olur. Ote yandan, i, j
cifti (7;) farkl sekilde segilebilir ve Ny = (g‘) (m—2)"™ olur. Benzer gekilde, k =1,2,...,m

i¢in Nj, = (') (m — k)™ bulunur. Icerme digarma prensibi kullanilarak

N: No —N1 +N2 — 4 —1mNm = Z(—l)l<m>(m—l)n
=0

elde edilir.Bu ifadenin bir bagka yazilis bi¢cimi de sOyledir:

SASKIN DiZiLiSLERIN SAYISI

{1,2,...,n} kiimesinin bir o109 - - - 0, permiitasyonunda her i = 1,2,...,n igin 0; # i ise,
permiitasyona bir saskin dizilis (ing. derangement) adi verilir ve bu dizilislerin sayis1 D,,

ile gosterilir.

D,, i hesaplamak icin A; kiimesini, ¢ tam sayisinin (i = 1,2,...,n) orijinal konumunda
oldugu permiitasyonlarin kiimesi seklinde tamimlarsak n(A;) = (n —1)! ve Ny = n(n —1)!
n

olur. Benzer sekilde k = 1,2,...,n icin N, = (k) (n—k)! = Z—,’ dir. Ny = n! oldugu goz

Oniine alinarak N
1
D, = n! Z(—ng
k=0
elde edilir.
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oo t |
x n!
Not. ¢&* = g — oldugunu hatirlayarak D,, ~ — yazabiliriz. Gercekten de, D, =
t! e
k=0

nl 1
— + —| dir.
[e + 2] r
Ornek 6. Bir igyerine bagvuruda bulunan 8 kigiyle iki ayr1 konuda miilakat yapilacaktir.
Konularm ikisi i¢in de miilakat siiresi her bir aday igin bir saattir. Saat 9:00 da baglamak
tizere her adayin hangi saat basinda hangi konuda miilakata girecegine ait tablo kac farkli

sekilde olusturulabilir?

Birinci siitunda saat baglary; diger iki stitunda da adaylarin ismi yazili olan bir tablo
hazirlamamiz gerekiyor. Ikinci siitunu herhangi bir sekilde, sozgelimi ABCCDEFG sek-
linde diizenleyebiliriz. Burada, 9:00 da A, 10:00 da B,...,16:00 da G isimli adayin birinci
konuda miilakata alinacagim anhyoruz. Ikinci konudaki miilakat sirasim belirleyen ti¢iincii
stitun, ikinci siitun ile gakigma olmayacak sekilde diizenlenmelidir. Ornegin, CADCCGEF
gibi bir diizenleme, saat 12:00 da C isimli adayin iki konuda da miilakata alinmasini
ongordiigii i¢in gegersizdir. Kisacasi, iiclincii siitun, ikinciye nisbetle bir saskin dizilis ol-
malidir. Birinci siitun icin 8! ve ikinci siitun i¢in de Dg = 8! 22:0(—1)k% farkl diizenleme

yolu bulundugu icin aradigimiz say1 Dg = 8!? Ei:o(—l)k% olur.

TEOREM. (Genellestirilmis Icerme-Disarma Prensibi) Ai, Ag, ..., A, kiimeleri-

nin tam olarak r tanesinde yer alan elemanlarin sayisi

1 2
S, = T>NT—(T+ >NT+1+(T+ >NT+2—~'+(—1)"_’"<H>NTL
T T T T

ile verilir.

Ornek 7. Ornek 2 yi goz 6niinde bulundurarak hesapladigimiz Ss = (g) Ny — (3) N3 +
(3) Ny— (g) N5 = Ny —3N3+ 6N, —10N5 = 10, tam olarak iki gazete okuyanlarin sayisidir.
Benzer sekilde, tam olarak bir gazete okuyanlarin sayis1 S; = 40; tam olarak dort gazete
okuyanlarin sayis1 da Sy = 10 olarak bulunabilir. Tam olarak ii¢ gazete okuyan herhangi

bir kiginin bulunmadigi (S5 = 0) da ayni1 yolla gosterilebilir.
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CEKMECE PRENSIBI

Ifadesi oldukca yalin ve acik olan ¢ekmece prensibi, genisg bir uygulama sahasma sahiptir.

Bu prensibe, Dirichlet prensibi veya giivercin yuvasi prensibi adlar1 da verilir.
Cekmece Cinsinden Tanim.

Elimizde bulunan nesnelerin sayisi, bunlari yerlestirmeyi diigiindiigiimiiz ¢ekmecelerin
sayisindan daha fazla ise, gekmecelerden en az birisine iki veya daha fazla nesne yer-

lestirmek zorunda kaliriz.
Givercin Yuvast Cinsinden Tamm.

n gluvercin m yuvaya dagildiginda n > m ise, en az bir yuvada birden daha fazla sayida

giivercin bulunur.
Fonksiyonlar Cinsinden Tanim.

X ve Y sonlu kiimeler ve | X| > |Y] ise, bu kiimeler arasinda tamml herhangi bir f : X —
Y fonksiyonu 1-1 olamaz yani, f(x1) = f(z2) olacak sekilde en az iki farkli zq,29 € X

bulunur.
Genellestirilmis Cekmece Prensibi.

n nesne m kutuya yerlestirildiginde, n > km > 0 ise, kutularin en az bir tanesinde k£ + 1

veya daha fazla nesne bulunur.

Ornek 1. Batman’'da yasayan ve ayni sayida sag teline sahip en az iki kisi vardir.

Bir insanin bagindaki sag tellerinin sayisinin en fazla 150.000 olacag1 varsayilmaktadir.
Batman’in niifusu bu sayidan fazla oldugu i¢in gekmece prensibini kullanarak istenilen
sonug elde edilir. Hatta, Batman’in niifusunun 472.000 oldugu hesaba katildiginda (DiE,
2009), 472.000 > 3 - 150.000 oldugundan, genellegtirilmis gekmece prensibini kullanarak

ayni sayida sag teline sahip en az 4 Batman’li oldugunu soyleyebiriz.

Ornek 2. 6 kisilik bir toplulukta her c¢ift birbirinden kargilikli olarak ya nefret et-
mekte ya da hoglanmaktadir. Bu toplulukta, hepsi digerlerinden nefret eden ya da hepsi

digerlerinden hoslanan 3 kisilik bir grup bulundugunu gosteriniz.

Topluluktan rasgele bir kisi secelim ve buna A diyelim. Geri kalan 5 kisi iginden en az 3
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tanesi A hakkinda ayni duyguya sahip olacaktir. Bunlara B, C' ve D diyelim ve genellik
bozulmadan hepsinin A dan hoglandigini varsayalim. B, C' ve D’nin hepsi birbirinden
nefret ediyorsa, istenileni gostermis oluruz. Aksi halde, bu ii¢ii arasindan, birbirinden
hoglanan bir ¢ift bulabiliriz ve bu cift, A ile birlikte, birbirinden hoglanan bir 3-li grup

olusturur.

Ornek 3. Bir toplantiya katilan herkes, daha 6nce gelmis olanlarin bir kismi ile el sikigiyor.
Toplant1 sonunda herkes el sikigmig oldugu kisilerin sayisin1 bir kagida yaziyor. Kagitta

yazili olan sayilardan en az ikisinin egit oldugunu gosteriniz.

Toplantiya n kisinin katildigini varsayalim. Kagida yazilmig olan sayilar 0 ile n — 1
arasindaki tam sayilardir. Kagitta yazih n tane sayidan her birisi n farkli degere sahip

olabileceginden, ¢cekmece prensibini dogrudan dogruya uygulayamayiz.

Simdi su gozlemi yapalim: herhangi bir kagitta n — 1 sayis1 yazih ise, herkesle el sikigmis
en az bir kigi vardir ve bu durumda kimseyle el sikismamig birisi olamayacagindan higbir
kagitta 0 yazili degildir. O halde higbir kagitta n — 1 yazili degilse sayilar 0 ile n — 2
arasindaki n — 1 degere; aksi takdirde 1 ile n — 1 arasindaki n — 1 degere sahip olabilir.

Her iki durumda da ¢ekmece prensibini kullanarak sonuca ulasiriz.

Ornek 4. Kenar uzunlugu 2 olan bir karenin icinde besg nokta nasil secilirse secilsin,

bunlarin arasinda, aralarindaki uzaklik 1,5 tan kiiciik olan iki nokta bulunur.

Kargilikli kenarlarin orta noktalarini birlestiren iki dogru parcasi ile kare dort kiiciik kareye
ayrilir. Bu dort kareden en az birisi beg noktadan en az ikisini bulundurmak zorundadir.
Ote yandan, kiiciik karelerin kogegen uzunlugu v2 < 1,5 oldugundan aymni kiiciik kareye

diigmiis olan iki noktanin arasindaki uzaklik da 1,5 tan kiiciik olacaktir.

Ornek 5. {1,2,...,100} kiimesinin bir alt kiimesinde, toplamlar1 82 olan iki elemanin

varhigim garanti edebilmek i¢in bu alt kiimede en az kag eleman olmalidir?

60 elemanli A{1,2,...,40,41,82,83,84,...,100} kiimesinin herhangi iki elemanin toplami
82 olmadigindan, {1,2,...,100} kiimesinin 60 veya daha az eleman iceren bir alt kiime-

sinde istenilen 0zelligin saglanacagini garanti edemeyiz.

Simdi, bu kiimenin elemanlarini agagidaki sekilde 60 alt kiimeye ayiralim:

{1,81},{2,80},{3,79},...,{40,42} {41} {82},{83},... {100}.

Kiimeden 61 eleman secildiginde, yukaridaki 60 alt kiimenin en az bir tanesinden iki eleman
alinmig olmas1 gerekir. Iki eleman barindiran tiim alt kiimelerin elemanlarinm toplami 82
oldugundan, 61 eleman nasil segilmis olursa olsun ayni kiimeden sec¢ilmig olan ikisinin

toplami 82 olacaktir.
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Ornek 6. {1,2,...,200} kiimesinden 101 eleman nasil se¢ilmis olursa olsun, segilen sayilar

arasinda birisi, digerinin bir tam say1 kat1 olan bir ¢ift bulunabilecegini gosteriniz.

Verilen kiimeyi 100 alt kiimeye pargalayalim. Soyle ki, her alt kiime, bir tek tam say1 ile

bu sayiy1 2 nin kuvvetleri ile carparak elde ettigimiz sayilardan olugsun.

{1,2,4,8,16,32,64,128}, {3,6,12,24,48,96,192},
{5,10, 20,40, 80,160}, {7,14,28,56,112}, ---, {197}, {199},

Secilen 101 elemandan en az ikisinin aym alt kiimeden secilmis olmasi kacinilmazdir. Ote

yandan, aym alt kiimeden gelen iki tam sayidan kiiciik olani, digerini bolecektir.

Ornek 7. Diizlemin her noktasi 7 renkten birisiyle boyanmigtir. Boyama islemi nasil
yapilmig olursa olsun, dort kosesi de ayni renkle boyanmig bir dikdértgen bulunabilecegini

gosteriniz.

Diizlemde birbirine paralel ¢izdigimiz geligi giizel 8 farkli dogrunun olusturdugu kiimeyi
A ile; bu dogrulara dik olacak bicimde keyfi olarak cizdigimiz 7% + 1 farkli dogrunun
olugturdugu kiimeyi de B ile gbsterelim. B kiimesine ait bir dogruyu, A kiimesine ait
dogrular 8 noktada keser. Bu 8 nokta 78 farkli bicimde boyanabilir. O halde, B kiimesinde,
A kiimesinin dogrular ile kesisme noktalar: tipatip aym sekilde boyanmig olan I; ve [o
dogrular1 vardir. Ote yandan [, {izerindeki 8 kesisme noktasindan en az ikisi ayn renkle

boyanmistir. Boylece, tiim koseleri aym renkte olan bir dikdoértgen elde edilmis olur.

Ornek 8. Bir hastaya her giin en az bir kez olmak iizere 30 giin boyunca toplam 45
kez igne yapiliyor. Toplam olarak tam 14 kez igne yapilmig olan bir ardigik giinler grubu
bulunabilecegini gosteriniz.v Hastaya 4 inci giin (i = 1,...,30 ) yapilan igne sayisi a;
ile ve ilk 7 giin i¢inde yapilan toplam igne sayisini b; ile gosterelim (by = a; +...,a; ).
b1,bo,...,b30 ve by+14,bo+14, ... b3g+14 dizilerinde bulunan toplam 60 terim, degerlerini
{1,2,...,59} kiimesinden alir (1 < by ve bgg + 14 < 45+ 14 = 59 ). O halde bu dizilerde

yer alan terimlerden en az ikisi esittir.

Ote yandan, bi,bo,..., b3y dizisi mutlak artan bir dizi oldugundan tim terimleri bir-
birinden farkhidir. Ayni sekilde, by + 14,bs + 14,...,b3g + 14 dizisi de mutlak artan ve
terimleri birbirinden farkli bir dizidir. O halde, bu dizilerde yer alan ve esit olan iki
terimden birisi ilk dizide digeri ikinci dizide yer alir. Yani, b; = b; + 14 olacak sekilde
(0 < j <i<30) iki terim bulabiliriz. Bu durumda b; — b; = aj41 + - -+ + a; = 14 olur.

Ornek 9. Her n tam sayisi icin, n terimden olusan herhangi bir tam sayilar dizisinde,
ardigik terimlerden olugsan ve toplamlar:1 n ile boliinebilen bir alt dizi bulunabilecegini

gosteriniz.
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Dizinin terimlerini aq, a9, ..., a, ve ilk k terimin toplamini da b, ile gésterelim. Herhangi
bir k € {1,...,n} icin by =0 ( mod n) ise, tanim geregi a; +---+ar =0 ( mod n)
olur ve istenilen ozellik gosterilmis olur. Her k& € {1,...n} igin by #0 ( mod n) olmasi
durumunda, by sayilart n moduna gore n — 1 egdegerlik sinifina dagilacagindan en az iki
tanesi denk olacaktir. ¢ > j olmak iizere b; = b; ( mod n) oldugunu kabul edersek

bi—bj:ai+ai_1+~-—|—aj+150 ( modn) olur.

Ornek 10. 8 x 8 satrang tahtasina 17 kalenin her tiirlii yerlestiriliginde birbirini tehdit

etmeyen en az 3 kale bulunur.

Toplam 8 siitun ve 17 kale bulundugundan, kalelerin en az ii¢iinii barindiran bir siitun
bulabiliriz. Bu 6zellige sahip bir siitunu segip buna A stitunu diyelim. Ayirdigimiz siitunda
en fazla 8 kale bulunacagindan, geriye kalan 7 siitunda en az 9 kale yer almalidir. O halde
bu siitunlarin en az bir tanesinde iki veya daha fazla kale bulunur. B&yle bir siitun secip
bunu B siitunu olarak adlandiralim. A ve B siitunlarini ayirdigimizda geriye 6 siitun ve
en az bir kale kalir. Bu alt1 siitun arasindan, iizerinde kale olan bir siitunu alip bunun
tizerindeki kalelerden birisini K7 diye isaretleyelim. B siitunundaki iki kaleden en az birisi
isaretli kareyi tehdit etmez, bu kaleye Ky diyelim. A stitunundaki {i¢ kaleden de en az
birisi K1 ve K5 yi tehdit etmez.

Ornek 11. Katsayilar1 birer tam say1 olan bir f(z) polinomu veriliyor. Uc farkli 21, 22, 23
tam sayisi i¢in f(x1) = f(z2) = f(x3) = 2 ise, f(a) = 3 olacak sekilde bir a tam sayisi

bulunamaz.

Verilen polinom f(x) = c,@™ +cp_12" 1+ +c1x+cp olsun. f(p)— f(q) = cn(p™ —q") +
-4 ¢1(p—q) ve her k pozitif tam sayisi icin p — ¢|p* — ¢* oldugundan (p — q)|f(p) — f(q)

elde edilir. Bir a tam sayisi i¢in f(a) = 3 ise,
a—a1|f(a) = flz1) =1

a—z2|f(a) = flz2) =1
a—wx3|f(a) — fxs) =1

yazabiliriz. 1 in sadece iki tane boleni oldugundan (1 ve -1), a — x1, a — z2 ve a — x3 tam
sayilarinin hepsi birbirinden farkli olamaz. Bu durumda 1, z2 ve x5 tam sayilarindan en

az ikisinin esit oldugu celigkisi dogar.

Ornek 12. Bir ¢emberin {izerindeki her nokta kirmizi veya maviye boyanmistir. Boyama

isleminin nasil yapildigindan bagimsiz olarak, iki renkli bu ¢emberi ¢evrel cember kabul
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eden ve tiim koseleri ayni renkte olan ikizkenar bir tiggen bulunabilir.

Koseleri cember tlizerinde olacak sekilde bir diizgiin besgen cizelim. Bu beggenin ayni
renkte olan en az ii¢ kogesi bulunur ve bu koseleri birlestiren dogrular ¢izildiginde, ikizkenar

bir licgenin elde edilir.

Ornek 13. 2009 tam sayisinin, son ii¢ basamagi 001 olan bir kuvveti bulunur.

Herhangi bir tam say1 1000 ile boliindiigiinde kalan, 999 dan biiyiik olmayacagindan, 1001
eleman1 bulunan {2009', 20092, ...,2009'%!} kiimesinde bulunan sayilardan en az ik-
isi 1000 ile boliindiigiinde aym kalani verir. Bu sayilari 2009% ve 2009° ile gosterirsek,
a > b kabul ederek, 2009% — 2009° = 2009°(2009%~® — 1) = 0( mod 1000) yazabiliriz.
Buradan, 1000/2009°(2009%7% — 1) elde edilir. 2009 ve 1000 tamsayilarinin ortak béleni
bulunmadigindan 10000|(20094~% — 1) olmalidir. O halde 2009*~® = 1( mod 1000) olur
ki, bu da 2009%~? nin son {i¢ basamagmin 001 olmasimi ifade eder. (Not. 2009°° nin son

ti¢ basamagi 001 dir.)

Ornek 14. Sadece 1 sayisin1 kullanarak yazilan tam sayilarin en az bir tanesi 1453 ile

bolunitir.

1453 ile boliindiigiinde A = {1,11,111,..., 11---1 } kiimesindeki tam sayilardan en az
—

1454 tane
ikisi ayn1 kalani verir ve bu sayilarin farki olan tamsay1 1453 ile boliintir. Ote yandan,

A kiimesindeki elemanlarin farki 11---10---0 seklindedir. O halde, 1453|11---1-10
— —_—
k t k
yazar ve 10 tam sayisinin hicbir kuvvetinin 1453 ile boliinmedigini g6z Oniine alirsak,
1453|11-- -1 elde ederiz. (Not. Tiim basamaklar: 1 olan ve 1453 ile boliinebilen en kiigiik

k
say1 726 basamaklidir.)
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SAYMA MODELLERI
FONKSIYONLARIN SAYISI
Onceki boliimlerde, sonlu iki kiime arasida tanml tiim fonksiyonlarm, 1-1 fonksiyonlarin

ve oOrten fonksiyonlarin sayilari hesaplanmigti. n elemanli X ve m elemanh Y kiimeleri

verildiginde, belirli sartlar1 saglayan f : X — Y fonksiyonlarinin sayilarini agagida lis-

teliyoruz:
Tim fonksiyonlarin sayist m"
n < m icin 1-1 fonksiyonlarin sayisi P(m,n)
m
(m
n > m igin érten fonksiyonlarmm sayisi Z(—1)2< , > (m—1d)"
i
1=0

n = m igin 1-1 ve orten fonksiyolarin sayisi n!

Ornek 1. Bir ogretmen 25 kisgilik bir sinifta her 6grenciye 5 proje konusundan birisini
O0dev olarak verecektir. Sorularin tiim 6grencilere dagitimini, 6grenciler kiimesinden proje
konular: kiimesine bir fonksiyon olarak diisiinerek, sorularm 5% farkh sekilde dagitilabile-

cegi goriliir.

0/1 DIZILERI

Belirli kosullar: saglayan ve her terimi 0 veya 1 olan diziler bir ¢ok problemde model olarak

kulanilabilir. Bu boliimde p tane 1 ve g tane 0 sembolii ile olugturulan dizileri ele alacagiz.
0/1 dizilerinin sayisi.

Tekrarh permiitasyonlara bir érnek olarak 0/1 dizilerinin says1 ( ;q) olarak daha once

hesaplanmisti.

Ornek 2. Asagidaki sekilde ¢ x p boyutlarmda bir 1zgara yer almaktadir. Sol alt (A)
kogesinden, sag iist (B) kogesine, her kesisim noktasindan sonra ya saga ya da yukariya

yonelerek ulagan yollarin sayisini bulalim.

Tarif edilen gekildeki bir yolu, kesigim noktasindan saga dogru atilan her adimi 1, yukari

dogru atilan her adimi da 0 ile temsil ederek bir 0/1 dizisi ile gosterebiliriz. Ornegin,
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sekilde yer alan yolu 01101110010111011 dizisi ile temsil edebiliriz. Sonug olarak, her yol,
p tane 1 ve ¢ tane sifirdan olusan bir 0/1 dizisine kars1 geldiginden, yollarin sayisi (p;q)

olur.

Herhangi iki 1 arasinda en az bir 0 olan diziler.

q > p—1 oldugunu kabul ederek, herhangi iki 1 sembolii arasinda en az bir tane 0 bulunmasi
sartini garanti etmek icin iki adiml bir iglem tanimlayabiliriz. Ik adimda q tane 0 bir
siraya dizilerek 1 lerin yerlestirilebilecegi ¢ + 1 konum tanimlanir: ardisik 0 lar arasindaki
konumlar (toplam ¢ — 1 konum) ve uglardaki 0 larin yanlarindaki bosluklar (2 konum).
Bu konumlardan her biriine en fazla bir tane 1 yerlestirilebileceginden, bu ¢ + 1 konum
arasindan 1 ler i¢in p konum belirlenmesi yeterli olacaktir. Bu durumda, kosulan sarti

saglayan dizilerin sayisi (q;:l) olur.

Simdi, ayn sonuca bir bagka yoldan ulagacagiz. Sembollerin yerlegtirilecegi p + ¢ konu-
mun soldan saga dogru dizilmig oldugunu diigiinelim. Soldan baglayarak ilk ¢ + 1 konum
arasindan 1 lerin yerlegtirilecegi p konum secilir. 1 ler secilen konumlara yerlestirildikten
sonra en sagdaki 1, p — 1 konum saga tasinir; sola dogru ilerleyerek, bir sonraki 1, p — 2
konum saga taginir ve tiim 1 ler icin tagima uzunlugu her seferinde 1 azaltilarak devam
edilir. Son durumda, herhangi iki 1 arasinda en az bir bogluk olmasi1 garanti edilmis olur.
p + g konuma, herhangi ikisi arasinda en az bir bogluk olacak gekilde yayilmig olan 1 ler,
yukarida tanimlanan islemlerin tersi uygulanarak ¢+ 1 konuma sigacak sekilde toplanirlar.
Boylece, 1 lerin ¢+ 1 konumdan p tanesine herhangi bir sekilde yerlegtirilmesinin, p+q kon-
uma aralarinda en az bir bosluk olacak sekilde yerlestirilmesine denk oldugunu géstermis

oldugumuzdan, bu tiir diziliglerin sayisini (q;gl) olarak elde ederiz.

AN

4 "5 6

\G\—‘@\‘e
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Ornek 4. 4 kiz, 7 erkek ogrencinin bir siraya, herhangi iki kiz 6grenci yanyana oturmamak

kogulu ile kag farkl gekilde yerlestirilebilecegini bulunuz.

Kizlar ve erkekler icin yerlerin belirlenmesi (i) farkli sekilde yapilabilir. Kizlarin 4! ve
erkeklerin de 7! farkl gekilde dizilebilecegini hesaba katarak, miimkiin yerlegtirme yol-

larinin sayisini (Z) 7!4! olarak elde ederiz.

Ornek 5. (Ardigik tamsayilar icermeyen secimler) {1,2,...,n} kilmesinden p tane

tam say1, herhangi ikisi ardigik olmamak sarti ile kac farkl sekilde segilebilir?

Problem, sirali n konumdan, herhangi ikisi arasinda en az bir bosluk bulunmas: kosulu ile

p konum belirlenmesi problemi ile esdegerdir. Toplam konum sayisi p + ¢ = n oldugu igin

n—p+1)
p

q = n — p yazgarak, miimkiin se¢imlerin sayis1 ( olarak elde edilir.

Herhangi iki 1 arasinda en az k tane 0 olan diziler.

Simdi ¢ > k(p — 1) oldugunu kabul ederek, herhangi iki 1 sembolii arasinda en az k tane 0
bulunmasi sartim saglayan dizilerin sayisini bulabilmek icin bir 6nceki durumu incelerken

izledigimiz ikinci yolu takip edecegiz.

Sembollerin yerlegtirilecegi p+ ¢ konumun soldan saga dogru dizilmis oldugunu diigiinelim.
Soldan baglayarak ilk g+p—k(p—1) konum arasindan 1 lerin yerlestirilecegi p konum segilir.
1 ler segilen konumlara yerlestirildikten sonra en sagdaki 1, k(p — 1) konum saga tagimr;
sola dogru ilerleyerek, bir sonraki 1, k(p — 2) konum saga tagmir ve tiim 1 ler i¢in tagima
uzunlugu her seferinde k£ azaltilarak devam edilir. Son durumda, herhangi iki 1 arasinda
en az k bosgluk olmas: garanti edilmisg olur. p + ¢ konuma, herhangi ikisi arasinda en az k
bosluk olacak gekilde yayilmig olan 1 ler, yukarida tanimlanan iglemlerin tersi uygulanarak
qg+p—k(p—1) konuma sigacak sekilde toplanirlar. Béylece, 1 lerin g+p—k(p—1) konumdan
p tanesine herhangi bir gekilde yerlegtirilmesinin, p + ¢ konuma aralarinda en az k bosluk
olacak sekilde yerlegtirilmesine denk oldugunu gostermis oldugumuzdan, bu tiir dizilislerin

sayistni (417 —1;(;1; _1)) olarak elde ederiz.

Ornek 6. {1,2,...,100} kiimesinden 12 tane tam say1, herhangi ikisi arasinda mutlak

degerce en az 5 fark olmasi kogulu ile kag ayr1 yoldan secilebilir?

Problem, sirali 100 konumdan, herhangi ikisi arasinda en az k = 4 bogluk bulunmas: kosulu
ile 12 konum belirlenmesi problemi ile esdegerdir. Toplam konum sayisi p + ¢ = 100 ve
p = 12 oldugu i¢in ¢ = 88 alarak, miimkiin segimlerin sayisi (100_1421(11)) = (lg)) olarak elde
edilir.
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Dyck Dizileri.

Bir 0/1 dizisinin ilk teriminden herhangi bir terimine kadar, 0 larin sayisi asla 1 lerin
sayisini agmiyorsa, diziye bir Dyck dizisi adi verilir. Ornegin 101010101010, 1110010010,
111000 dizileri birer Dyck dizisidir. Dizinin bu 6zellige sahip olabilmesi i¢in ¢ < p sartinin
saglanmasi gerekir. Bu kabul ile, Dyck dizilerinin sayisim hesaplamak icin Ornek 2. de
tanimlanan 1zgara kullanilacaktir. p tane 1 ve ¢ tane 0 dan olugan bir dizinin, bu 1zgara
tizerinde A kogesinden B kogesine giden bir yol temsil ettigini gérmiistiik. Bir Dyck dizisine
kars1 gelen yola ’iyi yol’ diger yollara da ’kotii yol” diyelim. istedigimiz, iyi yollarin sayisini
bulmaktir. A kogesinden baglayan ve egimi 1 olan d dogrusu, 0 ve 1 lerin denge dogrusudur.
Soyle ki, bu dogruyla ortak noktasi olan bir yol icin, kesisme noktasinda 0 ve 1 lerin sayisi
esitlenmis olur. Bu dogrunun altindaki noktalar 1 lerin daha ¢ok; tizerindeki noktalar ise
0 larin daha ¢ok oldugu terimlere kars1 gelir. Asagidaki sekilde gosterilen yol i¢in, dizinin
iki kez dengeye ulagtigini ve bu noktalar diginda daima 1 lerin sayisinin 0 larin sayisindan

biiytik oldugunu gozleyebiliyoruz. Simdi d ye paralel ve sol alt karenin sol tist kdgesinden

I d

gecen | dogrusunu goz oniine alalim. Bir dizi bir kez denge noktasina ulagtiktan sonra gelen
ilk terim 0 ise, yol yukar1 dogru ilerleyecek ve I dogrusu ile bulugacaktir. Bu durumda
dogrusu, iyi ve kotii yollarin tanimlanmasi acisindan énemli bir rol oynar. Bir yolun kotii
yol olmasi i¢in gerek ve yeter gart, [ ile ortak noktasinin bulunmasidir. Asagida [ dogrusu
ile iki kez bulusan bir kotii yol 6rnegine yer verilmigtir.

Kot bir yolun [ ile bulustugu ilk noktadan 6nceki kisminin ! dogrusuna gore yansimasi,
sekilde gosterildigi gibi, A nin [ ye gore simetrigi olan C noktasindan baglayip B ye ulagan
bir yoldur.

Ote yandan, C' den baglayip B ye ulagan her yol [ dogrusu ile en az bir kez kesigmek
zorundadir. Boyle bir yolun, [ ile ilk ortak noktasindan onceki kismini / dogrusuna gore
yansitirsak, A dan baglayip B ye ulagan bir kotii yol elde ederiz. O halde A dan B ye
giden kotii yollarin sayisi, C' den B ye giden tiim yollarin sayisina esittir. C' ve B, boyutlar:
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I d

B
q
p
p+1
o B
g-1
C
Al

(g — 1) x (p+ 1) olan bir 1zgaranin koge noktalari oldugu i¢in C' den B ye giden yollarin
say1s1 (gi?) olarak bulunur. A dan B ye giden tiim yollarin sayis: da (p;q) oldugundan, iyi
yollarin sayis1 (p ;q) — (g ir‘ll) olarak elde edilir. Bu ifade sadelestirildiginde, Dyck dizilerinin

p—q+1l(p+gq
p+1 p )

sayisi su sekilde verilir:

Ornek 7. Sadece bir adet 10 liralik banknotu olan k kisi ile sadece bir adet 20 liralik
banknotu olan m kisi, tanesi 10 liraya satilan biletlerden almak icin kuyruga girmistir.
Baglangicta hi¢ para bulunmayan gise, iistlinii veremeyecegi ilk 20 liralik ile karsilagtig:
anda kapanacaktir. Herkesin bilet alabildigi kuyruklar iyi; digerleri de kétu olarak nite-

lendiriliyor. k > m oldugunu kabul ederek iyi ve kot kuyruklarin sayisini bulunuz.

Bir kuyrugun iyi olabilmesi igin, baglangictan itibaren herhangi bir kigiye kadar olan
kisminda 20 liralarin sayis1 10 liralarin sayisini agsmamalidir. Bu gozlem 1s1ginda, 10 ve
20 liralarin bir iyi kuyruk olusturmak iizere her dizilig bicimi, k£ tane 1 ile m tane 0

semboliinden olusturulan bir Dyck dizisine karsi gelir. O halde, iyi kuyruk tanimlayan

k—m+1 (k+m
k+1 k

lar k!; 20 liraya sahip olanlar da m/! farkli bigimde kendilerine tahsis edilen konumlara

diziliglerin say1s1 ) dir. Dizilig bir kez belirlendikten sonra 10 liraya sahip olan-
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k—m+1 (k—;m

yerlegtirilebileceginden, iyi kuyruklarn sayis1 =524

)k:!m! yani

k—m+1

k4 m)!
1 ktm)

olarak elde edilir.

Catalan Sayilari.

Esit sayida 0 ve 1 igeren Dyck dizilerinin sayisini, yukaridaki ifadede p = ¢ = n alarak
1 (2n

n+1 ( n

bu sayiya Catalan sayisi denir ve C), ile gosterilir:

1 2n
C, = .
" n+1 < n >
Kiiciik n degerleri icin bu sayilar soyledir: Cop =1, C; =1, Cy = 2, 5 = 5, Cy = 14,
Cs =42, Cg = 132.

) olarak buluruz. Sayma problemlerinde siklikla karsilagilan ve 6nemli rol oynayan

Ornek 8. Bir gember tizerinde 2n nokta bulunmaktadir. Herbirinin uglar:1 bu noktalardan
ikisi olan n tane kirisi, herhangi iki tanesi ¢gemberin {izerinde ve i¢ bolgesinde kesismemek

sartiyla kag farkl sekilde cizebiliriz?

Noktalardan herhangi bir tanesini referans noktasi olarak belirleyip, kiriglerin ¢izlidigini
diigtinelim. Referans noktasindan baglayip saat yoniinde ilerleyerek, karsilagtigimiz her
nokta igin iki olasilik bulunur. Nokta ya ilk defa kargilagtigimiz bir kirige ait baglangig
noktasidir (B) ya da daha 6nce kargilagtigimiz bir kirigin son noktasidir (.5).

Noktalar1 B ve S sembolleri ile gosterdigimizde, baglangictan herhangi bir noktaya kadar
olan kisimda S lerin sayis1 B lerin sayisini agamayacagindan, gecerli her dizilig bir Dyck
dizilisi olup B ve S lerin sayisi esit oldugundan, farkli ¢izim yollarinin sayis1 C,, Catalan

sayisidir.
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Ornek 9. Elimizde n tane top ve 1 den n ye kadar numaralanmig kutular bulunmaktadr.
Kutulardan 1 numarahs: acik; digerleri kapalidir. Ilk kutuya bir top koydugumuzda 2. kutu
acilmaktadir. Simdi, acgik bulunan iki kutudan istedigimiz birine bir top daha koyunca 3.
kutu acilacaktir. Boylece devam ederek, herhangi bir anda acik bulunan k kutudan birine

top koyulunca k + 1. kutu agilacaktir. Toplar1 kutulara kag farkli sekilde dagitabiliriz?

Her dagitim igin bir 0/1 dizisi tanimlayacagiz. Soyle ki, ilk kutudaki toplarm sayis: kadar
1 semboliinii takip eden bir 0; ikinci kutudaki top sayisinca 1 ve bir tane 0 ve bu sekilde
devam edip son kutudaki toplarmn sayis1 kadar 1 sembolii yazalm. Ilk kutuda en az bir top;
ilk iki kutuda toplam en az iki top; ilk ii¢ kutuda toplam en az ii¢ top v.s. bulunacagindan,
olugturulan dizi bir Dyck dizisi olacaktir. 0 ve 1 lerin sayis1 egit oldugundan miimkiin

dagitim yollarinin sayis1 C), olarak elde edilir.

DENKLEMLERIN COZUMLERININ SAYISI

Bu bolimde z1 + x2 + - - - + x,, = 7 denkleminin negatif olmayan tam sayilar kiimesindeki
¢Oziimlerinin sayisini inceleyecegiz. Boliim boyunca, denklemin ¢éztimi ifadesinden, aksi

belirtilmedikge, negatif olmayan tam sayilar kiimesindeki ¢oziimii anlagilacaktir.
Negatif olmayan tam say1 ¢6ziimlerin sayisi.

r tane 0 ve n — 1 tane 1 semboliintin herhangi bir sekilde soldan saga dogru siralanmis
bir dizisi verilmis olsun. En soldaki 1 den onceki 0 larin sayisina x1, birinci ve ikinci 1 ler
arasindaki 0 larin sayisina xo ve bu sekilde devam ederek en sagdaki 1 den sonraki 0 larin
sayisina x,, dersek, verilen dizilig, 1 + 22+ - - - + 2, = 7 denkleminin bir ¢o6z{imiinii temsil
eder. Ters yoldan hareket ettigimizde ise, 1 +x2+- - -+, = r denkleminin her ¢6zimi, r
tane 0 ve n — 1 tane 1 semboliiniin bir diziligini verir. Ornegin, r1+ro+r3tast+as =13

denkleminin bazi ¢oztimleri ve bunlara karsi gelen diziligler s6yledir:

dizi T1 To X3 T4 Ts
00010001001000100 3 2 3 2
00010000001100001 6 0 4 0
10000100100100000 0 4 2 2 5
01001000000000011 2 10 0 O
00000000000001111 13 0 O O ©
0oooooooo10101010 9 1 1 1 1

219



n+r—1
T

Sonug olarak, 1 + x2 + - -+ + x, = r denkleminin ¢oziimlerinin sayisinin ( ) veya

":ﬁ;l) oldugu goriiliir.

egdeger olarak (
Ornek 7. 7 gocuga 18 gekerin kag farkli gsekilde dagitilabilecegini bulalim. Her cocuga
diisen seker sayisini x1, xo, ..., x7 ile gosterdigimizde, 1 + x2 + - - - + 7 = 18 denkleminin

sahip oldugu (?g) ¢oziimden her birisi bir dagitim sekli ifade eder.

Ornek 8. 7 gocuga 18 gekerin, her ¢cocuk en az bir geker almak kogulu ile kag farkh sekilde
dagitilabilecegini bulalim. Dagitimdan once, kogulan sarti garantilemek igin her ¢ocuga
birer geker verelim. Geri kalan 11 gekerin farkli dagitim yollarinin sayisi, 1 +xzo+- - -4x7 =

11 denkleminin ¢ozlimlerinin sayis1 yani (ﬂ) olur.
Pozitif tam say1 olan ¢oziimlerin sayisi.

r1 + 22 + -+ + x5, = 7 denkleminin x1,x9,...,x, > 1 kosullar ile ¢oziimlerinin sayisini
bulmak i¢in Ornek 8 dekine benzer bir yol izleyebiliriz. Her ¢ = 1,2, ..., n icin ; = z,+1
doniigiimiinii yaparsak (bu doéniisiim, ¢ocuklara birer gseker dagitmaya kars: gelmektedir)
¢oziimlerinin sayisi bulunmasi gereken denklem x/+1 > 1 kosullar altinda (2} +1) + (xh +

1)+ -+(z),+1) = r veya egdeger olarak, x; > 0 kogullar altinda =} + 24+ -4z, =r—n
r—n+n—1
r—n

olur ki, bunun da ¢6ziimlerinin sayisi ( ) dir. Sonuc olarak, x1+z2+---+xp =17

denkleminin pozitif tam sayilar kiimesindeki ¢ézlimlerinin sayisi (::é) veya (;J:%) dir.

Alttan simirli ¢oziimlerin sayisi.

Verilen ay, as, ..., a, tam sayilar1 i¢in 7 + x2 + - -+ + x, = r denkleminin z; > a1,z >
as, ..., Ty > a, kosullar ile ¢ozlimlerinin sayisim1 bulmak igin bir 6nceki ¢oziimii genel-
lestirerek her ¢ = 1,2,...,n i¢in x; = z, + a; doniisiimiini yaparsak, ¢oziimlerinin sayisi

bulunmas: gereken denklem ) + a; > a; kosullar1 altinda (2} + a1) + (24 + a2) + -+ +
(x], + an) = r veya esdeger olarak, x; > 0 kogullar1 altinda o) + 2, + -+ 2}, =r —a
(a =a1 + ag + -+ + ay) olur ki, bunun da ¢oziimlerinin sayisi (T_‘H'"_l) dir.

r—a

Ustten sinirh ¢oziimlerin sayisi.

Verilen ay,as,...,a, tam sayilar: i¢in 1 + x2 + - - + x,, = 7 denkleminin z; < a1,z <

as, ..., Ty < an kosullari ile ¢éztimlerinin sayisi i¢in acik ve basit bir ifade yazma imkanimiz

bulunmamaktadir. Bu durumda ¢6ziim sayisini bulmak icin icerme digarma prensibi kul-

lanilabilir. Evrensel kiimeyi, sartlar gz éntinde bulundurmaksizin elde edilen ¢éziimlerin

kiimesi olarak kabul edebiliriz. Aranan sartlari saglamayanlarin sayisim1 bulabilmek igin

A; (i = 1,2,...,n) kilmelerini, x; + 22 + --- + x, = r denkleminin z; > a; sartlarim
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saglayan tam sayl ¢Oziimlerinin kiimesi olarak tanimlayip igcerme disarma prensibinden

yararlanarak sonuca ulagabiliriz.

Ornek 9. 18 sekerin 4 cocuga, her ¢ocuk en fazla 6 geker almak koguluyla, kag farklh
sekilde dagitilabilecegini hesaplayalim.

Verilen kosulu goz ardi edersek, dagitim Ny = (231) = 1330 farkh sekilde yapilabilir.

1 =1,2,3,4 icin, i.nci cocugun 7 veya daha fazla seker alarak kural ihlal ettigi dagitimlarin
kiimesini A; ile gésterelim. A; kiimesinde yer alan bir ¢6ziim elde edebilmek igin ilk ¢ocuga
7 seker verip geri kalan 11 sekeri 4 cocuga dagitiriz. Bu dagitim (134) = 364 farkl gekilde
yapilabilir ve diger cocuklar icin de ayni sonug gegerli oldugundan, N; = 4(1;) = 1456
olur.

Ay ve As kiimelerindeki ortak c¢oziimleri belirlemek igin ilk iki ¢ocuga 7 ser seker verip
geri kalan 4 sekeri 4 gocuga dagitiriz. Bu dagitim da (g) = 35 farkli yoldan yapilabilir.
Herhangi iki gocuk ic¢in de ayni durum gecerli oldugu igin ve ¢ocuklarin ikiser ikiger bir
araya getirilmesi (;1) = 6 farkh bicimde oldugundan, Ny = 6 - 35 = 210 elde edilir. Icerme
digarma prensibini kullanarak, istenen tiirde ¢oziimlerin sayisin1 1330-1456+210=84 olarak

buluruz.
Tekrarli Nesnelerin Kombinasyonlarinin Sayisi

Her birinden istedigimiz sayida kullanabildigimiz n cegit nesne arasindan r tanesini sacerek
bir topluluk olusturmak icin her cesit nesneden kag tane alacagimiza karar vermek yeter-
lidir. i.inci gesit nesneden z; tane (i = 1,2,...,n) kullandigimiz1 kabul edersek, aradigimiz
saymin, i + x2 + - - - + x, = r denkleminin ¢oziimlerinin sayisi oldugu goriiliir. Boylece,

sinirsiz tekrarli nesnelerin segiliglerinin sayisi

n+r—1
n—1
olarak elde edilir.

Nesnelerin sinirli sayida tekrar etmesi durumunda, problem yukaridaki denklemin tistten
sinirll ¢ozlimlerinin sayisini bulmaya indirgenir ve icerme-disarma prensibi yardimi ile

¢ozlimlerin sayisi hesaplanabilir.
X1 + X2 + -+ + X < r esitsizliginin ¢oziimlerinin sayisi

x1 + x2 + -+ + xn, = t denkleminin ¢t = 0,1,2,...,r i¢cin ayr1 ayr1 hesaplanan ¢6ziim
sayilarinin toplami, verilen egitsizligin ¢oziimlerinin sayisini verir. O halde, (Zj) + (nﬁl) +
-+ ("Zﬁ;l) toplamim hesaplamak yeterlidir. Ote yandan, binom katsayilari icin ver-
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ilen iist toplama ifadesi bu toplamin (”:T)

esitsizligin ¢ozlimlerinin sayisi (n:T)

oldugunu ifade eder. Sonug olarak, verilen
olur.

Ayni sonucu farkh bir yoldan elde edelim. Verilen egitsizligi, r veya daha az sayida sekerin
n ¢ocuga dagitimi olarak yorumlayalim. r den daha az sayida seker dagitildiginda, artan
sekerleri alan hayali bir ¢cocuk ilave edersek problem, r sekerin n + 1 ¢ocuga dagitilmas:

problemine doniigiir ve miimkiin yollarm sayis1 derhal (":T) olarak elde edilir.

NESNELERIN DiZILMESI VE SECILMESI

Verilen n tane nesneden r tanesinin segilmesi veya bir siraya dizilmesi i¢cin miimkiin yol-
larin sayilar: onceki boliimlerde hesaplanmisti. Burada sonuglar: toplu olarak bir tablo ile
veriyoruz. Tablo, nesnelerin hepsinin farkli olmasi; her bir tiirden belirli sayida bulunmasi

ve her bir tiirden istenildigi kadar bulunmasi durumlarini icermektedir:

Farkli Nesneler Simirh Tekrarh Simirsiz Tekrarh
Nesneler Nesneler
ay,as, -+ ,0n (ar,...,a1),...,(ag,...,a¢) (a1y...)y oy (an,...)
~~ ~~ S—— N——
ni nt o) [e’e]

(ny+--+n=n)

r tane (r =n) igin:
. n! n! .
nesnenin —_— _ n
(n—r)! nyl - ny!
diziligi (r < n igin genel ifade yok.)
r tane 1 < ni,..., T+ < ng kogullar ile
: n! n+r—1
nesnenin _ r1+...+xe =71
rli(n —r)! r
secilisi denkleminin ¢oziimlerinin sayis

TOPLARIN KUTULARA DAGITILMASI

Bir ¢ok sayma problemi, elimizdeki toplarin verilen kutulara kag farkli sekilde dagitilabi-
leceginin hesaplanmasina indirgenebilir. Toplar ve kutularin 6zdesg ve/veya farkl olmasi
g6z ontinde bulundurularak 4 farkli durum ortaya cikar. Ayrica her kutunun en az bir top

icermesi sart1 da hesaba katildiginda incelenmesi gereken durumlarin sayisi 8 olur.

Ayirt edilebilir toplarin ayirt edilebilir kutulara dagitilmasi
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Verilen n ozdes toptan her birinin k kutudan hangisine gidecegini belirten bir liste o-
lusturdugumuzu diigiinelim. Bu liste, toplar kiimesinden, kutular kiimesine tanimlanmais
bir fonksiyondan bagka bir gsey olmayacaktir. O halde, n farklh topun, k farkhi kutuya

dagitilabilecegi yollarin sayisi k™ olur.

Her kutuda en az bir top olmasi kosulu, tanimlanan fonksiyonun ¢rten olmasi anlamina

Son(l)-

1=0

geldiginden, bu durumdaki farkli yollarin sayisi olur.

ézde§ toplarin ayirt edilebilir kutulara dagitilmasi

Toplarin 6zdesg olmasi durumunda dagitimi belirleyen tek sey, her kutuya kag top koyulmus
oldugudur. Bir bagka ifadeyle n 6zdes topun k farkli kutuya dagitilmasi, n sekerin k

gocuga dagitilmasi ile egsdegerdir. Boylece, dagitim yollarinin sayisi 1 +xo+ -+ 2 =n

n+k71)

denkleminin negatif olmayan tam sayilar kiimesindeki ¢oziimlerinin sayisi yani, ( b1

dir.

Cocuklara geker dagitma problemi olarak diigiiniildiigiinde, her kutuda en az bir top ol-
masi, her cocugun en az bir seker almasi kogulu ile denktir. Sonug olarak, dagitim yollarinin
sayist 1 + x2 + - -+ + 2 = n denkleminin pozitif tam sayilar kiimesindeki ¢oziimlerinin

say1s1 yani, (Z:i) dir.
Ayirt edilebilir toplarin 6zdeg kutulara dagitilmasi

Birbirinden farkli n topun k 6zdes kutuya paylastirilmasi, n elemanl bir kiimenin tiim ele-
manlarinin £ alt kiimeye parcalamgina denktir. (Bir A kiimesinin alt kiimelere pargalanisi,
verilen kiimenin elemanlarini, birlesimleri A kiimesi olan ve herhangi ikisinin ortak elemani
bulunmayan alt kiimelere dagitmak anlamin tagir.) n elemanh bir X kiimesinden, k ele-
manli bir Y kiimesine orten bir f fonksiyonu tanimlandigimi diigtinelim. Bu fonksiyon
altinda her y € Y igin, goriintiisii ¥ olan tiim elemanlar X in bog olmayan bir alt
kiimesini tanimlayacagindan, X kiimesi bog olmayan k alt kiimeye pargalanmig olur. Bu
parcalanigta her alt kiime, Y deki goriintiisii ayni olan elemanlardan olusmaktadir. Y
kiimesinin elemanlar1 kendi aralarinda k! sekilde siralanabildikleri i¢in, her X — Y orten
fonksiyonu, X kiimesinin k! tane parcalanigimi tanimlar. O halde, n elemanli bir kiimenin
bog olmayan k tane alt kiimeye parcalaniglarindan her birisi, n elemanl bir kiimeden, k
elemanli bir kiimeye k! tane Orten fonksiyonunu tamimlar. Sonug olarak aradigimiz sayi

A GEL

olur.
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n elemanlh bir kiimenin k tane bog olmayan alt kiimeye pargalaniglarinin sayis1 S(n, k) ile
gosterilir ve ikinci tiir Stirling sayis1 olarak adlandirilir. n ve k nin kii¢iik degerleri i¢in bu

sayilar agagidaki tablodaki degerleri alirlar

nk 01 2 3 4 ) 6 7 89
01
1 01
2 01 1
3 01 3
4 01 7 6 1
5 0 1 15 25 10 1
6 0 1 31 90 65 15 1
7 0 1 63 301 350 140 21 1
8§ 0 1 127 966 1701 1050 266 28 1
9 0 1 255 3025 7770 6951 2646 462 36 1

S(n, k), her kutuda en az bir tane top bulunmasi kogulu ile n farkh topun kutulara kag
farkl gsekilde dagitilacagin ifade eder. Her kutuya en az bir top koyulmasi sart1 kaldirilirsa,
aranan sayl, kutularin toplardan daha ¢ok olmamasi kogulu ile (k < n) Zf:() S(n,i) olur.
Kutu sayisinin toplarin sayisina esit olmasi halinde bu toplama Bell sayisi adi verilir ve
B, ile gosterilir: B, = Y1 ;S(n,i). Kutularm toplardan daha fazla olmasi halinde de
dagitim sayis1 B, olacaktir. By = B = 1 ile baglayan Bell sayilar1 dizisinin ilk terimleri
de séyledir: 1, 1, 2, 5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975,... .

(")zde§ toplarin 6zdes kutulara dagitilmasi
Kutu sayisin1 6nemsemeden, elimizdeki 5 topun kutulara her dagitilis yolu, 5 tam sayisinin
pozitif sayilarm toplami olarak bir yazihig bicimine karsi gelir. Ornegin, bir kutuya 2;
digerine 3 top koyulmasi 3 + 2 ile gosterilebilir. Bir tam sayinin, pozitif tam sayilarin
toplami olarak her yazilig bicimine bir parcalamsg adi verilir. Ornegin 5 sayisin 7 adet
parcalanigi bulunmaktadir:
5 = 5

= 441
3+2
34+1+1
24+2+41
2+1+1+1
= 14+14+14+1+1

Tam sayilarin pargalaniglarinin sayisini veren agik ve yalin bir ifade bulunmamaktadir. Bu

problem icin, bu notlarin amacini asmadan verebilecegimiz bir ifadeden mahrumuz.
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INDIRGEME DIZILERI

Bir dizinin tanimlanmasi, dizininin her bir terimini derhal hesaplayabilecegimiz bir ifade
vasitasi ile olabilecegi gibi, dizinin her terimini daha 6nceki terimlerle ifade eden bir baginti
yardimi ile de olabilir. Birinci tiirde tanimlanan bir dizinin, genel terimi ile verildigi; ikinci

tiirde ise dizinin bir indirgeme bagintisi ile verildigi soylenir.

Ornek 1. Her n = 0,1,... i¢in a, = n® — 2" esitligi ile tammlanan {a,} dizisinin
istedigimiz terimini diger terimlere ihtiyac duymadan hesaplayabiliriz. Bu dizinin genel

terimi a,, = n3 — 2" dir.

Ornek 2. Bir {a,} dizisinin terimlerinin her n = 0,1, ... igin ap+2 = nan4+1 — a, esitligini
sagladiginin sOylenmesi bu dizi i¢in bir indirgeme bagintisi tanmimlar. Ancak, bu baginti
dizinin belirlenmesi igin yeterli degildir. Dizinin ilk iki terimi verildiginde, (6rnegin ag =

1, a3 = 3) dizi tek tiirlii belirlenmis olur.

Bir diziyi tamimlamak i¢in verilen indirgeme bagintisinda yer alan en biiyilik ve en kiigiik
indise sahip terimlerin indislerinin farki, indirgeme bagintisinin derecesi adini alir. Bir
dizinin t. dereceden bir indirgeme bagintisi ile tek tiirlii tanimlanabilmesi igin ilk ¢ teri-
minin verilmesi yeterlidir. Ik terimlerin farkl secimleri farkli diziler tanmimlayacagindan,
ayni indirgeme bagintisini saglayan sonsuz sayida dizi bulunabilir. Bu dizilerden her biri-
sine, indirgeme bagitisinin bir 6zel ¢éziimii (veya, sadece ¢6ziimil); ¢oziim kiimesinin

elemanlarini belirleyen acik ifadeye indirgeme bagintisinin genel ¢oziimii adi verilir.

Ornek 3. Birinci dereceden a, = na,_; bagmt1 verilmig olsun. ag = k kabul edip dizinin
ilk bir ka¢ terimini hesaplayalim. a; = k, a2 = 2k, as = 6k, ag = 24k, a5 = 120k, .. ..
Terimlerin gidisatindan, a, = kn! oldugu tahmin edilebilir. Bu tahminin dogru oldugu

timevarim metodu ile kolaylikla gosterilebilir.

Baglangi¢c teriminden ag sonra gelen tim terimleri n > 1 igin a, = na,—_1 bagntisi
saglayan her dizinin genel terimi a,, = agn! formunda olacaktir. Bagintinin ¢6ziimii olan
tim dizilerin genel terimlerini, baslangic terimine bagh olarak tanimlamas: itibari ile,
an = agn!, bagintinin genel ¢éztimidir. S6z gelimi, ag = 3 alirsak genel terimi a,, = 3n!

olan {a,} = 3,3,6,18,72,360, 2160, ... dizisi, verilen bagintinin bir 6zel ¢éziimii olur.

Bir dizinin genel terimi ile verilmis olmasi, her teriminin derhal hesaplanmasini miimkiin
kildigr i¢in tercih nedenidir. Ote yandan bir cok sayma probleminin ¢éziimii icin ihtiyac

duyulan dizi, dogal bir indirgeme bagntisina sahip olarak ortaya cikar. Bd&yle bir du-
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rumda indirgeme bagitisinin ¢oziliip, dizinin genel teriminin bulunmasi gerekir. An-
cak bu oldukga getin hatta gogu kez ¢oziimii imkansiz bir problemdir. Burada, genel

¢Ozlimiiniin bulunmasi miimkiin olan 6zel bir indirgeme bagintisi sinifi ile ilgilenecegiz.

SABIT KATSAYILI, DOGRUSAL,
HOMOJEN BAGINTILAR.

c1,Co,...,Cn ler gercgel sayilar olmak tizere
Qp = C1Gp—1 + C20p—2 + -+ + CtGpn—¢ (*)

seklindeki ¢. dereceden (¢; # 0) bir indirgeme bagmtisina, sabit katsayili dogrusal homojen

indirgeme bagintisi denir. Bu bagintinin genel ¢6ziimiinii bulmamiza yardimci olacak olan

1 2

" —c1z" " — i~z — ;=0

denklemine (*) bagintisinin karakteristik denklemi adi verilir.

TEOREM 1. Bir sabit katsayili dogrusal homojen indirgeme bagtisi a,, = c1a,_1 +
C20p—2 + -+ + CctGnp—y verilmis olsun.
a) {r"} geometrik dizisinin bir ¢6ziim olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart r- nin,
karakteristik denklemin bir ¢éziimii olmasidir.
b) Bir £ tam sayis: igin {nkr”} dizisinin bir ¢6ziim olabilmesi icin gerek ve yeter sart

r nin, karakteristik denklemin en az k + 1 kath bir ¢6zliimii olmasidir.

Ornek 4. Sabit katsayil dogrusal homojen bir indirgeme dizisinin karakteristik denklemi
(x — 2)(z + 3)3 = 0 olarak elde edilmis ise, {27}, {(=3)"}, {n(=3)"}, {n?(-3)"} dizileri

birer ¢oziimdiir.

Ornek 5. a, = 5a,_1—6a,_2 indirgeme bagintisimin karakteristik denklemi z?—5246 = 0
olup kokleri 1 = 2 ve x9 = 3 olarak bulunur. {2"} dizisinin terimlerinin bu bagmtiy
sagladigini gorebiliriz: 5-2"71 —6-2""2 =10-2""2 - 6-2"2 = 4.2""2 = 2" Benzer
sekilde 5-3""1 —6-3""2=15-3""2-6-3""2 =9.3"2 = 3" ifadesi de {3"} dizisinin bir

¢ozlim oldugunu gostermektedir.

Herhangi iki {u,} ve {v,} dizileri ile herhangi A ve u gergel sayilari igin {Au, + po,}
seklinde tanimlanan diziye {u,} ve {v,} nin bir dogrusal kombinasyonu denir. Benzer
sekilde, istedigimiz sayida dizinin dogrusal kombinasyonlarin1 tanimlayabiliriz. Sabit kat-

sayili, dogrusal, homojen bir indirgeme bagintisinin ¢éziimlerinin her dogrusal kombinasy-

226



onu da ayni bagintinin bir ¢6ziimii olur.

Derecesi t olan bir indirgeme dizisinin karakeristik denkleminin derecesi de ¢ dir. Ote
yandan, t. dereceden her polinomun, katlar: da hesaba katilarak, tam t tane kokii oldugu
bilinmektedir. O halde karakteristik denklem tam olarak ¢ tane ¢oziim tamimlar. Bu ¢t

¢Ozlimiin onemini agagidaki teorem gostermektedir:

TEOREM 2. Sabit katsayili, dogrusal, homojen bir indirgeme bagmtisinin her ¢éziimii,
karakteristik denkleminin koklerinden elde edilen ¢oziimlerin bir dogrusal kombinasy-

onudur.

Bu teoremin 1s181inda, bir sabit katsayili dogrusal homojen indirgeme bagintisi ve yeterli

sayida baglangig terimi ile tamimlanan bir {a,} dizisinin genel terimini bulabiliriz.

Ornek 6. {an} dizisi ap = 2, a; = 3 ve n > 2 igin a, = ba,—1 — 6a,—o bagmtis: ile
tammlanmsgtir. Ornek 5 de bu bagintimn karakteristik denkleminin koklerinden {2} ve
{3™} ¢oziimleri elde edilmigti. Bu durumda, bagintinin ¢6ziimii olan her dizinin genel
teriminin A2" + B3™ biciminde oldugu anlagilir. Bu ifadedeki A ve B, diziden diziye farkl
degerler alan katsayilardir. {a,} dizisi de verilen bagmtinin bir 6zel ¢6ztimi oldugundan
her n > 0 tam sayisi i¢in a, = A2" + B3" yazip, baglangi¢ terimlerini kullanarak A ve
B yi hesaplayabiliriz. n = 0 i¢in ag =2 = A+ B ve a1 = 3 = 2A + 3B oldugundan iki

bilinmeyenli iki denklem elde edilmis olur:

A+ B =
2A+3B =
Bu sistem ¢oziilerek A = 3 ve B = —1 bulunur. Sonug olarak, {a,} dizisininin genel terimi
soyledir:
an, =3-2"—3".

Ornek 7. bp=1,b1=1,by,=3ven > 3icin b, = 5b,_1 — 8b,_9 + 4b,,_3 bagintis1 ile
tanimlanan {b,} dizisinin genel terimini bulahm. Karakteristik denklem x3 —5x?+8z—4 =
(x — 1)(x — 2)2 = 0 olup, kokleri 1 = 1, 9 = 2 dir. z; = 1 den {17} dizisi elde
edilir. Tki kath kok olan 9 = 2 ise {2"} ve {n2"} dizilerini verir. O halde genel ¢oziim
an = A+ B2" 4+ Cn2" olur. A, B ve C nin hesaplanmasi i¢in baglangi¢ sartlar: gbz 6niine

alimarak su denklemler elde edilir:

n=0igin bp=1 = A+B=1
n=1igin =2 = A+4+2B+2C=1.
n=2igin bp=3 = A+4B+8C =3
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Bu sistem ¢oziilerek A = 3, B = —2, C' = 1 bulunur ve {b,} dizisinin genel terimi su
sekilde elde edilir
by =3 — 2"+ 4 p2m,

Karakteristik denklemin koklerinin karmasgik sayilar olmasi, genel terimin bulunmasina
engel degildir. Ancak bu durumda iglemler karmagik sayilar kiimesinde yiriitiileceginden,

basglangic¢ sartlarin1 kullanarak yazdigimiz denklemin ¢éziimleri de bu kiimede olacaktir.

Ornek 8. co=2,c1 =8ven >2icin ¢, = 2¢,—1 — 2¢—2 bagintisiyla tanimlanan dizinin
genel terimini bulmak icin énce karakteristik denklemi yazalim: 22 — 2z +2 = 0. Bu
denklemin kokleri 1 =1 — 4 ve 9 = 1 4 ¢ olup genel ¢6ztim ¢, = A(1 — )" + B(1 +14)"

dir. Basglangi¢ sartlarindan elde edilen

n=0i¢in ¢cg=2 = A+B=2
n=1i¢cin ¢q=8 = A(l—-4i)+B(1l+1i) =38

denklem sisteminin ¢éziimii A = 1+ 3i ve B = 1 — 3i oldugundan {¢,} dizisinin genel
terimi
ecn=00+3)1—-9)"+(1—-3i)(1L+)"

olarak elde edilir.

HOMOJEN OLMAYAN BAGINTILARIN
HOMOJEN HALE GETIRILMESI.

Sabit katsayill ve dogrusal bir indirgeme bagintisi ¢y, co,...,c, ler gercgel sayilar olmak
lizere

ap = C10p—1 + C20p—2 + -+ + CtAp—t + f(n) (*)

seklinde olup, burada f negatif olmayan tam sayilar kiimesi lizerinde taniml herhangi bir
fonksiyondur. f = 0 olmasi halinde bagintinin homojen oldugu séylenir ki, bu durumda
genel ¢oztimin nasil elde edilebilecegini bir 6nceki boliimde incelemistik. Coziim yolunu, f
fonksiyonunun bir polinom olmasi veya herhangi bir k gercel sayisi igin f(n) = k™ formunda
olmasi durumunda, homojen olmayan bagintilara da tesmil edebiliriz. Bu genellegtirmenin
temel noktasi, verilen indirgeme bagintisindan daha yiiksek dereceli ve homojen bir baginti

elde edip bilinen yontemi uygulamaktir. Bu yontemi agagidaki orneklerle aciklayacagiz.

Ornek 9. Onceki boliimde gordiiglimiiz yontemi, dyp = 1, dy = 2 ve n > 2 igin

dy =dp_1+2dy_o+n>—3
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bagintisiyla tanimlanan dizinin genel terimini bulmak icin kullanamayiz. Ancak, baginti-
nin derecesini yiikseltmeye katlanarak, homojenligi bozan n? — 3 teriminden kurtulmamiz
mimkiindiir. Dizi, verilen bagintiy1 her n > 2 tam sayisi i¢in sagladigindan, n yerine n—+ 1
yazabiliriz:

dpy1 =dp +2d,_ 1+ (n+1)% = 3.

Bagintiy1 tanimlayan iki ifadenin taraf tarafa fark: alimirsa d,,+1 —d, = dp, +dn—1—2dp—o+
2n 4+ 1 veya
dnJrl = 2dn + dnfl - 2dn72 +2n+1

elde edilir. Bagintinin derecesi 2 den 3 e yiikselmig oldu ancak hentiz homojen bir baginti
elde edemedik. Aym iglemleri bir kez daha uygulayabiliriz. Bulunan son baginti ile, bu

bagintida n yerine n + 1 yazarak elde ettigimiz
dpto =2dpt1 +dp —2dp—1 +2(n+1)+1
bagintisimin taraf taraf fark:
dpto = 3dpt+1 — dp — 3dp—1 + 2dy,—9 + 2

bagintisini verir. Buldugumuz bu son bagint1 da homojen olmadigindan ayni iglemleri bir
kez daha tekrarlamamiz gerekmektedir. Elde edilen son baginti ile, n yerine n+ 1 yazarak
elde ettigimiz

dny3 = 3dpi2 — dpy1 — 3dy +2dy 1 + 2

bagintisinin taraf tarafa farkindan
dn+3 = 4dn+2 - 4dn+1 - an + 5dn71 - 2dn72

bagintisina ulasiriz. Bu baginti homojen oldugu icin karakteristik denklemi tamimlidir ve
koklerini bularak genel ¢ozlime, en azindan teorik olarak, ulagabiliriz. Ancak elimizdeki
denklem artik 5. dereceden olup dizinin genel terimine ulagmak igin verilenlerin diginda
ii¢ yeni baglangic degerine daha ihtiyacimiz vardir. Bu degerleri, verilen ilk indirgeme
bagintisini kullanip dg = 1, d; = 2 degerlerinden yola ¢ikarak bulabiliriz: de = 5, d3 = 15
ve dg = 38.

Ornek 10. Homojen olmayan

Up = Up—1 — SUp—2 + 4Up_3 + 7"
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bagintisini homojen hale getirmek icin 6nce n yerine n + 1 yazarak
Unp1 = Up — SUp_1 + dUp_g + 7T

elde ederiz. Iki bagmtinmn farkini almak homojen bir bagnt: vermeyecektir. Kurtulmak
istedigimiz terim 7"*! olup, 7" teriminden 7"*! i elde etmenin bir yolu n yerine n + 1
yazmak ise bir diger yolu da 7" yi 7 ile ¢arpmaktir. Verilen bagintinin her terimi 7 ile
carpilirsa

Tty = Tup—1 — 21up_o + 28up,_3 + 7"

bagntisi elde edilir. Simdi, icinde 7"*! terimi bulunan iki bagintinin taraf tarafa fark:
aliarak

Upt1 = Sup — 10Up—1 + 25Up—9 — 28uUp_3

homojen bagintisina ulagilmig olur.
INDIRGEME DIZILERININ OLUSTURULMASLI.

Bircok sayma probleminde, tanimdan yola cikarak bir indirgeme dizisine ulagilir. Bu

boliimde bunun orneklerine yer verilmektedir.

Ornek 11. Fibonacci dizisi Bir yavru tavsan bir ayda erigkin hale gelmekte ve bir ¢ift
erigkin tavsan da her ay bir cift yavru tavsan sahibi olmaktadir. Bir ¢ift yavru tavsanla

baglandiginda, 4 sene sonra kag ¢ift tavsana ulagilir?

n. aydaki tavsan cifti sayisini F), ile gosterelim. Baglangigta sahip oldugumuz bir gift
yavru tavsan bir ay sonra erigkin hale gelecek ve tavsanlarin sayisi bundan sonra artmaya

baslayacaktir. O halde basglangic degerlerimiz Fy = Fy = 1 dir.

n. ay sahip oldugumuz erigkin tavsan ¢iftlerinin sayisini e,,; yavru tavsan ¢iftlerinin sayisini
da y, ile gosterelim. Yavru tavsanlar bir ayda erigkin hale geldigi icin, bu ay sahip
oldugumuz erigkin tavsanlarin sayisi, bir ay once sahip oldugumuz tiim tavsanlarin sayisina
esittir (e,, = Fj,—1). Bu ay sahip oldugumuz yavru tavsanlarin sayisi ise bir ay 6nceki
erigkin tavsan ciftlerinin sayisina esittir (y, = e,—1). Bir ay onceki erigkin tavsanlarin
sayist da iki ay onceki tiim tavsanlarin sayisina esit oldugundan (e,—1 = F,_3), bu ay
sahip oldugumuz yavru tavsanlarin sayisi iki ay onceki tiim tavsanlarin sayisina esittir
(yn = F—2). O halde, bu ay sahip oldugumuz tiim tavsanlarin sayisi, bir ay énceki ile iki

ay once sahip oldugumuz tavsanlarin sayisia esittir(F, = e, + yn = Fp—1 + Fp,—2).

Tanimlanan problemden tavsanlarin sayisi icin hem bir indirgeme bagintis1 hem de gerekli
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baslangic kosullarm elde ettik. Indirgeme bagmtisi geregi, her terimi kendisinden once
gelen son iki terimin toplamina esit olan bu dizinin ilk bir ka¢ terimi goyledir: 1, 1, 2, 3,
5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610,... . F,, = F,,_1 + F,_9 bagintisini saglayan
ve ilk iki terimi 1 olan bu diziye (standart) Fibonacci dizisi ad1 verilir ve terimleri F;, ile

gosterilir.

Simdi Fibonacci dizisinin genel terimini bulalim. Bagintinin karakteristik denlemi

22—x—-1=0

olup kokleri ¢ = 1+—2‘/5 ve ¢ = 1_2‘/5 oldugundan, genel ¢oziim F,, = A¢" + By™ dir.

Basglangi¢ degerlerini kullanarak elde ettigimiz

n=0icin Fp=1 = A+B=1
n=1icin Fi=1 = A¢p+By=1

denklem sistemini ¢ozerek A = ¢/ V5 ve b = —//5 elde edilir. O halde Fibonacci

dizisinin n. terimi, yani n. Fibonacci sayis1 soyledir:

\/g <1+\/5>n+1_<1_\/5>n+1

F, ="
"5 2 2

Problemde sorulan 4 sene sonraki tavsan niifusu 7.778.742.049 ¢ift olarak bulunur.

Coziimde tammmladigimiz ¢ = 1+—2‘/5 ~ 1,618033... sayisi altin oran olarak bilinen sayidir.
Matematigin yani sira bir ¢ok sahada ilgi gekici bulunan bu saymin ytzlerce 6zelligini
yazmak miimkiindiir. Kitabin amacindan uzaklagmamak igin bunlardan sadece bir kagina
yer veriyoruz:

- ¢ sayisina 1 ilave edilirse karesi bulunur,

- ¢ sayisindan 1 gikarilirsa carpimsal tersi bulunur,

- Kenar uzunlugu 1 olan diizgiin digbiikey besgenin her bir kogegeninin uzunlugu ¢ dir.

- ¢ sayisimi kullanarak n. Fibonacci sayisini su sekilde yazabiliriz:

_ ¢n+1 _ (1 _ ¢)n+l

Fy
V5

Ornek 12. Bir gocuk her adimda bir veya iki basamak birden tirmanarak, 50 basamakli

bir merdivenin tepesine kag¢ farkli bigcimde ulagir?
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Cocugun n basamakli merdiveni ¢ikma bigimlerinin sayisini v, ile gosterelim. n. basmaga
ulasan ¢ocuk icin iki ayr1 durum s6z konusudur:

-(n —1). basamaga (v,—1 ¢ikma bi¢iminden birisiyle) ulagip son hamlede tek bir basamak
cikmistir,

-(n — 2). basamaga (v,—2 ¢ikma bigiminden birisiyle) ulagip son hamlede iki basamak
birden ¢ikmigtar.

Bagka bir durum s6z konusu olmadigindan v,, = v,—1+v,—2 bagintisi elde edilir. Baglangig

kogullar1 v; = 1 ve v9 = 2 oldugundan v,, = F}, olur. Sorunun cevab1 Fyq dir.

Ornek 13. 1,2,...,n sayilarmi, her say1 orijinal konumundan en fazla bir konum uzaga
gitmis olmak sart: ile kac farkh bicimde dizebiliriz? Ornegin 2143576 bu kosulu saglayan;

312547698 ise saglamayan bir diziligtir (3, orijinal konumundan iki konum uzaktadir).

Kogulu saglayan dizilislerin sayisini1 w,, ile gosterelim. w; = 1 ve we = 2 oldugu hemen
goriiliir. Kogulu saglayan bir diziligte son terim ya n — 1 ya da n olmak zorundadir. Son
terim n ise, daha Onceki terimleri w,_; farkli gekilde dizebiliriz. Son terim n — 1 ise
bir 6nceki terim n olmahidir ve bu durumda da daha 6nceki terimler w,_o farkli bicimde
dizilir. Tim durumlar bu ikisinden ibaret olduguna gére w,, = w,_1 + w,_2 bagintisi elde

edilir. Baglangi¢ kogullar1 da dikkate alindiginda w,, = F,, elde edilir.

Ornek 14. Cemberlerin tanimladigi bolge sayisi. Bir ¢emberin, ¢izildigi diizlemi
iki bolgeye ayirdigini, iki cember igin 4; ii¢ gember icin de 8 bolge tanimlandigini biliy-
oruz. Simdi, aym diizlemde gizilen ve genel konumdaki (herhangi ikisi iki noktada kesigen;
herhangi ti¢li ayn1 noktadan gegmeyen) n tane ¢emberin tanimladig1 bolge sayisini hesap-

layalim.

Islemlerde kolaylik saglamas: acisindan, aranan sayiy1 Ry, ile gosterecegiz. n cember ¢izip
R,, bolge olugturduktan sonra gizecegimiz (n + 1). ¢cember daha &nce ¢izilmis olan n
¢emberden her birini iki kez keseceginden, iizerinde 2n tane kesisim noktasi olusur ve
bu noktalar cemberi 2n yaya ayirir. Bu yaylardan her biri daha 6nce varolan R, bélgeden
birisini iki parcaya ayirip yeni bir bolge tanimlar. Boylece, yeni bolgelerin sayisi 2n olarak

bulunmusg olur ve R,+1 = R, + 2n bagintis: elde edilir.
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Homojen olmayan bu bagintiy1 homojen hale getirmek igin n yerine n+ 1 yazarak Ry,12 =
Ry+1 4 2(n + 1) bagintis: elde edilir. Taraf tarafa fark alinarak R, 1o = 2R, 41 — Ry, + 2
bulunur. Tekrar n yerine n + 1 yazip buldugumuz R, 3 = 2R,+2 — Ry+1 + 2 bagintisinin
bir 6nceki baginti ile taraf tarafa farkimi alirsak R,13 = 3R,+2 — 3Ry41 + R, homojen
bagintisma ulagiriz. Bu bagitinin karakteristik denklemi (z —1)? = 0 olup iic katli tek bir
kokii vardir: o1 = 1. Boylece genel ¢oziim R,, = A + Bn+ Cn? olarak bulunur. Baslangic

sartlarini hesaba katarak istenen say1 elde edilir:

R,=n’—n+2.

Ornek 15. Bir lokantada her gilin 1i¢ cesit tathidan birisi hazirlanmaktadir. Ayni tiir
tathinin ard arda en fazla iki giin servis edilmesi kogulu ile bir aylik tath servisi kag farkl

sekilde planlanabilir?
n giin i¢cin miimkiin planlama sayisini t,, ile gésterelim. n. giin i¢in iki durum s6z konusudur:

- Son iki giin ayni tiir tath servis edilmistir. Bu durumu g6yle gerceklestirebiliriz: ilk n —2
giin, miimkiin ¢,,_9 planlamadan biri segilir ve bu planlamanin son giinii yani (n — 2). giin
servis edilen tathmin digindaki iki tathidan birisi secilerek, (n —1). ve n. giinlerde bu tath

servis edilir. Kisaca, son iki giin ayni tatlinin servis edildigi durumlarin sayisi 2¢,_o dir.

- Son iki giin farkh tiirde tathlar servis edilmigtir. Bu durumu da soyle gerceklegtirebiliriz:
ilk n — 1 glin, mimkiin ¢,_; planlamadan biri secilir ve bu planlamanin son giinii yani
(n —1). giin servis edilen tathnin digindaki iki tathdan birisi segilerek, n. giin bu tath
servis edilir. Kisaca, son iki giin farkl tiirde tathlarin servis edildigi durumlarin sayisi
2t,_1 dir.

Olabilecek butiin durumlar yukarida incelenenlerden ibaret oldugu icin t,, = 2t,_1 +2t,,_2

bagintisi elde edilir. Baslangic degerleri t; = 3 ve t2 = 9 oldugu, problemin tanimindan

elde edilebilir. Gerekli iglemler yapilarak t, su sekilde bulunur:
\/3 n+1 n+1
tn—4[(1+x/§) —(1—\/§> }

30 giinliik bir ay igin tath servisi yaklagik 14 trilyon farkh sekilde planlanabilir.
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OLASILIK

ORNEK UZAY

Bir siire¢ veya deneyin sonucunda kavranabilen her goriiniise bir ornek noktasi; kavran-
abilen bu goriliniiglerin biitiiniinden olusan kiimeye de 6rnek uzayi denir. Ornek uzayin

her alt kiimesine bir olay adi verilir.

Ornek 1. Bir paranin atilmasimdan ibaret bir deneyin sonucunda kavranabilen iki goriintis

olabilir, yaz1 (Y) veya tura (T). Boylece, bu deneyin 6rnek uzay1 {Y, T} kiimesidir.

Ornek 2. Bir toplumdaki kisilerin cinsiyetlerini konu edinen bir deneyin kavranabilen iki

goriiniisii (E veya K) oldugundan, 6rnek uzay {F, K} olur.

Ornek 3. Bir bitki tiirtiniin dayanikliligini 6l¢cmek amaciyla yapilan bir deneyde 50 tohum
dikiliyor ve bunlardan kac tanesinin filizlenecegi gozleniyor. Tohumlarin hepsi kuruyup
kalabilecegi gibi, bir kismi veya tamami da filizlenebilir. Kavranabilir tiim goriinugleri

ifade eden {0,1,...,50} kiimesi 6rnek uzayimiz olur.

Ornek 4. Ilk kez yaz1 goziikiinceye kadar bir parayr atmaktan ibaret bir deneyin 6rnek

uzay1 {1,2,3,...} kiimesidir.

Ornek 5. Mardin’de yagayan kisilerin kilolarim1 gézlemleyen bir deneyi géz 6ntine alalim.
Herhangi bir kimsenin agirhginin 600 kilogramdan az olacagini kabul ederek, 6rnek uzay

olarak ornegin (0,600) arahgidaki reel sayilar kiimesi alinabilir.

Son iki 6rnek, 6rnek uzayimn sonsuz bir kiime olabilecegini gostermektedir. Ayrica, son
ornekten de anlasilacagl iizere, gozlenmesi imkansiz olan goriiniigler de 6rnek uzaya dahil
edilebilir.

OLASILIGIN AKSIYOMLARI VE TEMEL TEOREMLERI

Bir S 6rnek uzayimmin kuvvet kiimesi tizerinde tanimli bir P fonksiyonuna, agagidaki iig
aksiyomu saglamasi1 durumunda S ornek uzayi iizerinde bir olasilik dagilim fonksiyonu

(veya sadece olasilik fonksiyonu) adi verilir.

A1l. Her A C S olay1 i¢in P(A) negatif olmayan bir reel sayidir.
A2. P(S) =1 dir.
A3. Ikiser ikiser ayrik Ay, ..., A; kiimeleri icin P(A; U---U A;) = P(A1) + - + P(4;)
dir
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TEOREM. Bir § 6rnek uzayi iizerinde taniml bir P olasilik fonksiyonu ve herhangi bir
A C S olay1 verilmis olsun. Agagidaki énermeler daima gegerlidir.
a. 0< P(A) <1,

b. P(A) =1— P(A) dir (A olaymin olmama olasihigr 1 — P(A) duir),
c. P(0)=0.

Imkansiz ve kesin olaylar. Bir deney gerceklestirildiginde bir A olay1 igin P(A) = 0

olmasi, A olaymin imkansizligi; P(A) = 1 olmasi da A olayinin kesinligi anlamin tasir.

Olaylarin birlegsimleri ve kesisimleri. Herhangi iki A ve B olaylar igin
P(A veya B) = P(AU B),

P(A ve B) = P(AN B)

ve

P(AuB)=P(A)+ P(B)—-P(ANB)

dir.

Boole Esitsizligi. Birlesimler icin verilen ifadeden asagidaki esitsizlik derhal elde edilir:
P(AUB) < P(A)+ P(B).

Monotonluk kurali. A C B olmasi durumunda P(A) < P(B) dir.

Ayrik olaylar. Birisi gerceklestiginde digeri gergeklegemeyen A ve B gibi iki olaya ayrik
olaylar ad1 verilir ve boyle olaylar igin P(ANB) = 0 oldugundan, P(AUB) = P(A)+P(B)
dir.

Bir S = {s1,89,...,8n} Ornek uzaymda P(s;) = P(s2) = --- = P(s,) = 1/n ise, P ye

diizgiin dagilim fonksiyonu adi verilir

Ornek 6. Bir deneyin tamimina bagl olarak, sonug i¢in beklentimiz 6rnek uzaydaki her
nokta i¢in egit ise, olasilik fonksiyonu olarak diizgiin dagilim fonksiyonu segilir. Ornegin,
her yiiziine 1,2,3,4,5 ve 6 sayilarindan birisi yazilmig olan bir kiipe say1 kiipti adin1 vere-
lim. Boyle bir kiip rastgele atildiginda tist yiiziindeki sayinin gozlenmesi seklinde tanimli
olan deneyin 6rnek uzay1 {1,2,3,4,5,6} dir. Deney sonucunun 3 veya 5 olmasimi ummak
arasinda bir fark gézetemeyecegimiz i¢in bu 6rnek uzay tizerindeki olasilik fonksiyonunun

diizgiin dagilim fonksiyonu oldugunu kabul edebiliriz.
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Ornek 7. Alelade bir kibrit kutusunun en genig alana sahip olan iki yiiziine 3, en kiiciik
alana sahip olan yiizlerine 1; diger iki yiize de 2 yazalim. Bu kutu rastgele atildiginda 3
gelmesi konusundaki beklentimiz 2 veya 1 gelmesine gére daha kuvvetlidir. Deney sonuglar:
arasinda fark gozettigimiz i¢in {1,2,3} Ornek uzayi iizerinde olasilik fonksiyonu olarak
diizgiin dagilim fonksiyonunu kullanmak yerinde bir se¢im olmayacaktir. Ote yandan,
deneyin tamimindan yola gikarak P(3) > P(2) > P(1) oldugunu sdylemekten daha fazlasin

yapamaylz.

Ornek 8. Bir tanesi 1 TL, digeri 50 kr degerinde iki madeni paray1 aym anda attigimzda
goriinen yiizleri énce 1 TL sonra 50 kr i¢in yazarsak, ornek uzay {YY,YT,TY,TT} olur.
Burada, sozgelimi YT, 1 TL nin yazi; 50 kr nin tura geldigini gostermektedir. Bu ornek

uzayin olasilik dagiliminin diizgiin oldugu kabul edilebilir.

Ornek 9. Ozdes iki madeni paray1 aym anda attigimizda goriinen yiizlerin tammladigi
ornek uzay {YY,YT,TT} olur. Burada, YT paralardan birisinin yaz, digerinin tura
geldigini gostermektedir. Bu 6rnek uzay igin bir olasilik dagilimi belirlemek i¢in su gézlemleri
yapabiliriz:

- Paralarin ikisinin de yaz veya ikisinin de tura olmasi esdeger olaylar oldugundan P(TT) =
P(YY) kabul edilebilir.

- Paralarin ikisinin de yazi gelmesi icin tek bir yol varken, birisinin yazi, digerinin tura
gelmesi iki farkl yoldan olabilir. Bu durumda, P(YT) = 2P(YY) oldugunu kabul edebil-
iriz.

Yaptigimiz bu makul kabuller altinda P(YY')+ P(TT)+P(YT) = 1 esitliginden P(YY) +
P(YY)+2P(YY) = 1 ve sonug olarak P(YY') = 1/4 elde ederiz. Boylece, olasilik dagilim
fonksiyonu P(YY) =1/4, P(YT) =1/2, P(TT) = 1/4 olarak belirlenmig olur.

Ornek 10. Ates ile Giineg 1 ile 5 arasinda rastgele birer tam say1 segerler. Segtikleri
sayilarin toplaminin bir tek tam sayi olmasi olasiligini hesaplayalim. Ornek uzayimizl
{(1,1),(1,2),...,(5,5)} kiimesi ve bunun iizerindeki olasilik dagilimini diizgiin kabul ede-
biliriz. Kiimede yer alan 25 say1 ¢iftinden 12 tanesinin bir bilegeni tek, diger bilegeni ¢ift
tam sayidir. Boylece, aradigimiz olasilik 12/25 olarak elde edilir.

BERNOULLI DENEYI VE BINOM DAGILIMI

Ornek uzay1 S olan bir deney gerceklestirildiginde olasihigi p olan bir A olayinin gozlenmesine

Bernoulli deneyi adi verilir. Bir Bernoulli olay1 n kez tekrarlandiginda A olayimin gézlenme

sayisi olarak tanimlanan olaymn 6rnek uzayi {0,1,...,n} olur. Bu 6rnek uzay: iizerinde
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asagidaki sekilde tanimli olan olasilik dagilim fonksiyonuna binom dagilim fonksiyonu adi

verilir. A olaymin gozlenme sayis1 x olmak iizere herhangi bir k € {0,1,...,n} igin

Pe=0=(} )= prt
dir.

Ornek 11. Bir say1 kiitipii 5 kez atildiginda tam fii¢ kez 4 gelmesi olasiligini hesaplayalim.

Kiip bir kez atildiginda 4 gelme olasiligi p = 1/6 deney sayisi n = 5 ve k = 3 oldugundan

Pz =3) = (Z) (1/6)3(5/6)% = % =0,0053... olur.

Ornek 12. Bir oyuncu her atigimda 2 /3 olasilikla isabet kaydetmektedir. Bu oyuncu 10

atig yaptiginda, atiglarinin yarisindan fazlasinda isabet kaydetme olasiligini hesaplayiniz.

Oyuncunun 10 atigta kaydettigi isabet sayisim k ile gosterirsek, hesaplamak istedigimiz

olasilik
Pk>5)=Pk=6)+P(k=T7)4+ P(k=8)+ P(k=9)+ P(k =10)

olur.

P(k=6)=(¢) (3)° (3)" = 21050
Plk=7)=(}) ()" (3)" = 1205
P(k=8)=(¥) (3)° (3)° = 4550
P(k=9)=(9) ()" (3) = 1050
Pk=10) = (19) (3)" (5)° = 3w

Sonug olarak P(k > 5) =0,787... elde edilir.

Ornek 13. Bir fabrikada iiretilen ampiillerin bozuk olma olasiligi 0,001 dir. Dortliik
paketler halinde piyasaya siiriilen ampiillerin bir kutusunda en fazla bir tane bozuk ampul

bulunma olasiligini hesaplayiniz.

Dért ampuliin de saglam olma olasilig: (é) (0,001)Y - (0,999)% = 0,996006 ve tam bir tane
ampuliin bozuk olmasi olasilig (11)0, 001! - 0,999% = 0,000998 oldugundan, en fazla bir

ampuliin bozuk olma olasilig1 0,996994 olur.

Ornek 14. Emirali, Defne ve Salih, 5 kitab paylasmak icin kura cekmeye karar verirler.
Bir torbaya isimlerinin yazili oldugu ti¢ kagit atilir ve torbadan rastgele bir ¢ekimle ilk
kitabmn sahibi belirlenir. Ilk cekimdeki kagit torbaya tekrar koyularak islem ikinci ve
sonraki tiim kitaplar icin aym sekilde tekrarlanir.

Tiim kitaplarin sadece bir kigiye gitmesi olasiligin1 hesaplayalim. Herhangi bir kitabin
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Salih’e gitmesi olasiligr 1/3 oldugundan, tiim kitaplarin Salih’te toplanmig olmasi olasilig
(%)5 olur. Emirali ve Defne i¢in de ayni olasilik degeri gegerli oldugundan, tiim kitaplarin
ortaklardan birisinde toplanma olasilig (%)4 = g ~ 0,012 olur.
Herhangi bir kitabin Salih’e gitmeme olasihigi 2/3 ve tiimiiniin Salih’e gitmeme olasiligi
(%)5 = % dir. Diger ortaklar icin de aym olasilik degeri bulunacagindan, % ~ 0,395
olasilik degeri ile ortaklardan en az birisi kitap alamamais olur.
Hesaplanan bu degerlerden yola ¢ikarak asagidaki sonuclar da elde edilebilir:

1

Tum kitaplarn tek ortaga gitme olasihgr: 5.

Tim kitaplarin, ikisi de en az birer kitap almak iizere iki ortaga gitme olasihgr: £7.

5 T : . 32 _ 49
Her ortaga en az bir kitap gitme olasihgr: 1 — g3 = ¢7.

KOSULLU OLASILIK, BAYES TEOREMI

Bir say1 kiipii atildiginda D olayi, gelen yiiztin 4 olmasi; C' olay1 da gelen yiiziin bir ¢ift
sayl olmasi olsun. P(D) = 1/6 ve P(C) = 1/2 dir. Say: kiipti atildiginda C' olaymin
gergeklestigi biliniyorsa, D olaymnin olasihigi 1/3; D olaymin gergeklestigi bilindiginde C

de gergeklesmig olacagindan C' nin olasiligi 1 olur.

Ornek uzayr S olan bir deneyde, B olaymin gerceklestigi biliniyorsa A olaymn sahip
oldugu olasilik degeri P(A|B) ile gosterilir ve kosullu olasilik degeri adini alir. Yukaridaki
ornek icin P(D|C) = 1/3 ve P(C|D) = 1 dir. Kosullu olasilik degeri agagidaki esitligi

saglar:
P(ANB)

P(AIB) = s
Ornek 15. Dig goriiniigleri ayni olan ii¢ kutudan birisinin icinde iki tane sari, birisinde
iki tane yesil ve digerinde de bir sar1 bir yesil top vardir. Kutulardan birisi rastgele secilip
icindekilere bakmadan toplardan birisi aliniyor. Alinan top sari ise, kutudaki diger topun
da sar1 olma olasiligi ne olur?

Iki sar1 top igeren kutunun secilmesi olayini A; iki yesil top igeren kutunun secilmig olmasi
olaymmi1 B ve diger kutunun secilmig olmasi olaymm C' ile gosterelim. Alinan topun sari
olmasi ve yegil olmasi olaylarini da sirasiyla, S ve Y ile gbsterelim. Aradigimiz olasilik,
P(A|S) dir.

A olay1 gergeklegtiginde ¢ekilen topun sar1 olmasi kaginilmaz oldugundan P(S|A) = 1 olur.
P(A) =1/3 oldugu g6z 6ntinde bulundurularak

P(ANS)

PSIA) = =55
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esitliginden P(ANS) =1/3 bulunur. P(S) = 1/2 oldugundan,

_P(ANS) 1/3 2
PRI = "p) "1 s

elde edilir.

Bayes Teoremi Bir deneyin ornek uzayi, ikiser ikiser ayrik Bi, Bs,..., B, olaylarinin

birlegimi ise, herhangi bir A olayinin olasiligi su sekilde verilir:

P(A) = P(A|B1)P(B1) + P(A|B2)P(Bz) + - - - + P(A|B,) P(By).

Ornek 16. Ik evresinde gozle goriiliir bir belirtiye sahip olmayan bir hastaligin herhangi

bir kigide bulunmasi olasiligi 0,001 olarak verilmistir. Hastaligin teshis edilebilmesi i¢in

uygulanan bir test, hastaligi tagiyan bir kigiye uygulandignda 0,98 olasilik degeri ile (+);

hastaliga sahip olmayan kisiye uygulandiginda ise 0,04 olasihik degeri ile (+) sonug ver-

mektedir. Uygulanan testte (+) sonug alan bir kiginin hastaliga yakalanmig olma olasilgi

nedir?

Herhangi bir kiginin hastaliga yakalanmis olmasi olayini H ile; herhangi bir kimseye uygu-

landiginda testin (+) sonug vermesi olaymi da + ile gosterelim. Hesaplamamiz gereken

olasihk P(H|+) dir.

Problemde verilen P(H) = 0,001 ve P(+|H) = 0,98 degerleri P(+|H) = Z5 esitliginde

yerlerine yazildiginda P(+ N H) = % elde edilir. Bayes teoremini kullanarak P(+) =

P(+|H)P(H) + P(+|H)P(H) = (0,98)(0,001) + (0,04)(0,999) = 4% hHulunur. Sonug

10°
olarak P(H|+) = P50 = 98 ~ 0,024 olur.

BAGIMSIZ OLAYLAR

Bir S 6rnek uzay: verilmig olsun. A olaymnin olasiligi, B olayimin gerceklestigi bilindiginde

degismiyorsa bu olaylara bagimsiz olaylar denir. Bir bagka ifadeyle,
P(A) = P(A[B)

ise, A ve B olaylar bagimsizdir. Ote yandan, P(A|B)P(B) = P(ANB) oldugu géz 6niinde

bulunduruldugunda, A ve B olaylarinin bagimsiz olmasi,

P(AN B) = P(A)P(B)
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esitliginin saglanmasi ile egdegerdir. Son elde edilen esitlik, bagimsizligin simetrik bir iligki
oldugunu yani P(A) = P(A|B) olmas1 durumunda P(B) = P(B|A) olacagin gosterir.

Ornek 17. Bir say1 kiipii ve bir madeni para aym anda atiliyor. Say1 kiipiiniin 3 gelmesi
olasihigr 1/6 dir. Paranin yaz geldigi bildirildiginde, say1 kiipiiniin 3 gelmesi olasiligi

degismeyeceginden, bu olaylar bagimsizdir.

Ornek 18. Bir kafeste 30 papagan ve 20 muhabbet kugu bulunmaktadir. Papaganlarin 9
tanesi beyaz, 10 tanesi sar1, 11 tanesi yesildir. Muhabbet kuslarinin da 6 tanesi beyaz, 5
tanesi sar1 ve 9 tanesi yesildir.

Kafesten rastgele alinan bir kusun papagan olmasi olayini P, muhabbet kusu olmas: olayini
M ile gosterelim. Kusun rengi ile ilgili olaylar1 da anlagildigi bigimiyle B, S ve Y ile
gosterelim.

Problemde verilen olasilik degerlerini bir tablo haline getirmek, igimizi kolaylagtiracaktir,

Kus Papagan Muhabbet Kusu | Toplam
Beyaz 9 6 15
Sar 10 5 15
Yesil 11 9 20
Toplam 30 20 50

Agagidaki olasilik degerleri tablodan yazilabilir:
P(PNnB)=9/50, P(PNS)=10/50 ve P(PNY)=11/50

i)

P
P

P)P(S) = (30/50)(15/50) = 9/50

(

(P)P(B) = (30/50)(15/50) = 9/50

(

(P)P(Y) = (30/50)(20/50) = 12/50.

Buradan su sonuglar: elde ederiz:

P(PNB)=P(P)P(B): P ve B olaylar1 bagimsizdir,

P(PNS)# P(P)P(S): P ve S olaylar1 bagimsiz degildir ,

P(PNY)# P(P)P(Y): P veY olaylar bagimsiz degildir .

Gergekten de, kafesten alinan bir kusun papagan olma olasihg 3/5 dir. Alinan kugun beyaz
oldugu bilindiginde, papagan olmasi olasiligi yine 9/15=3/5 olur. Ote yandan, kusun sarl
oldugu bilinirse, papagan olmasi olasiligi 10/15=2/3 olur. Sonug olarak, rastgele secilen

bir kusun papagan olma olasiligl, kusun rengi beyaz oldugunda aym kalmakta fakat sari

oldugunda degismektedir.

SONSUZ ELEMANLI ORNEK UZAYLAR
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Ornek uzayimn sonsuz coklukta eleman igermesi durumunda olasilik fonksiyonunun ta-
nimlanmasi igin, bu kitabin amag ve diizeyi disinda kalan yontem ve kavramlarin kul-
lanmilmas1 gerekir. Ancak, belirli tiirdeki problemlerin ¢éziimiine yonelik olarak ve sezgisel
bir yaklagimla bazi tamimlar yapabiliriz. Ornek uzay, geometrik olarak dlciilebilir (boy,
alan veya hacim gibi) bir kavramla temsil edildiginde, ayni cinsten dlgiiyle ifade edilebilen
alt kiimeler olaylar1 temsil eder. Bu durumda, olayin 6l¢iisii, 6rnek uzayin Olgiistine oran-

lanarak soz konusu olaya karsi gelen olasilik degeri belirlenir.

Ornek 19. Herhangi bir anda bir saate baktigimizda saniye kolunun 2 ile 3 arasinda olma
olasiligini hesaplayalim.

Ornek uzay, saniye kolunun gosterebilecegi degerlerin kiimesi olan [0,12] araligidir. Prob-
lemde tamimli olay, [2,3] aralig: ile temsil edilir. Olaya kargi gelen kiimenin uzunlugu 1;

ornek uzaya kargi gelen kiimenin uzunlugu 12 oldugundan, aranan olasilik 1/12 dir.

Ornek 20. Emirali ve Salih, birbirlerinden habersiz olarak aym giin kiitiiphaneye git-
meye karar vermiglerdir. Her ikisi de saat 16:00 ile 17:00 arasinda herhangi bir anda
kiitiiphaneye girip 10 dakika kalip digar1 ¢ikacaktir. Iki arkadagin kiitiiphanede karsilagma

olasiliklarini hesaplayiniz.

Emirali ve Salih’in kiitiiphaneye girig anlarini, saat 16:00 dan baglamak tizere, dakika
cinsinden, sirasi ile = ve y gergel sayilar ile gosterelim (0 < z,y < 60). Boylece 6rnek

uzay, Kartezyen koordinat sisteminde {(z,y)|0 <z < 60, 0 <y < 60} karesi olur.

Iki arkadasm kiitiiphaneye gelig an1, P(x,y) noktas:

ile temsil edilebilir ve bu durumda bulusabilmeleri

. . o d y=x+10
icin |z — y| < 10 olmasi gerekir. Bu esitsizligin 60
gerceklesmesi y > x — 10 ve y < x + 10 esitsizliklerinin y=x-10
ayni anda gerceklesmesi ile esdegerdir. Bir bagka
deyisle, bulugmanin gergeklegebilmesi igin, P(z,y)
noktasinin soz konusu kareninin iginde, y = = — 10 10
ve y = x + 10 dogrular1 arasindaki bolgede yer al-
0 10 60 *

mas1 gerekir. Bu bolge, sekildeki golgelendirilerek

gosterilmisgtir.

Ornek olaya karsi gelen bolgenin alani 3600; bulugmanim gerceklesebildigi bolgenin alam
da 1100 oldugundan, aradigimiz olasilik 11/36 olarak ede edilir.

Ornek 21. Uzunlugu 1 m olan bir ¢ubuk rastgele iki noktasmndan kirildiginda ortaya

¢ikan tli¢ parcanin bir tiggen olugturma olasiligini hesaplayiniz.
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Cubugun bir ucunu belirleyip kirilma noktalarinin bu
uctan uzakliklarimi x ve y ile gosterdigimizde (x < y)
ornek uzay, Kartezyen koordinat sisteminde y = «z,
x = 0 ve y = 1 dogrularinin sinirladig1 iiggensel bolge
olur. Cubugu kirdiktan sonra olugan pargalarin uzun-
luklarn z, y—x ve l —yolup, 2+ (y —x) > 1 —y, x +
l—y>y—zve (y—x)+(1—y) > z iiggen esitsizlikleri
saglanmahdir. Bu egitsizlikleri diizenleyerek y > 1/2,
y < xz+1/2 ve x < 1/2 yazdigimizda, parcalarin
ticgen olugturabilmesi igin (z,y) koordinath noktanin
y=1/2, x =1/2 ve y = x + 1/2 dogrulan ile sinirh

iicgensel bolgenin icinde olmasi gerektigi anlasilir.

y y=x+1/2

Coziimiin gergeklestigi bolgenin alam 1/8 ve 6rnek uzaya karsi gelen bolgenin alam da 1/2

oldugundan, aradigimiz olasilik 1/4 olarak bulunur.

242



CIZGELER

TEMEL KAVRAMLAR

Diizlemde verilen pi,po,...,p, noktalar1 ve u¢ noktalari, verilen bu noktalar olan egri
parcalarindan olusan bir sekle cizge adi verilir. Bir c¢izgede tiim nokta ciftlerinin bir egri
parcasiyla baglanmig olmasi gerekmedigi gibi bazi1 nokta ciftleri arasinda birden cok egri
pargasi ¢izilmis olabilir veya bir egri parcasimin iki ug noktasi da ayni nokta olabilir.
Noktalara ¢izgenin digimleri; egri parcalarina da cizgenin kirigleri denir. Aralarinda en
az bir kirig bulunan iki diigtime komsu digimler, iki ug noktas: ayni olan bir kirige ilmek;
iki diigiimi birlegtiren birden fazla kirig varsa bunlara paralel kirisler adi verilir. Herhangi

iki kirigi paralel olmayan ve ilmegi bulanmayan bir ¢izgeye basit ¢izge denir.

paralel kirisler

ilmek

Bir cizge, diigiimler arasindaki iligkiyi yansitan bir gekil olarak diistiniilebilir. Bu du-
rumda, bir ¢izgenin, diigiimlerin yerlegtirilmesine ve kiriglerin ¢izilmesine bagh olarak farkl
bicimlerde ¢izilebilecegi anlagilir. Sozgelimi asagidaki ti¢ sekil, ayni gizgenin farkli bigcimde

giziliglerini gostermektedir.

b c d a

Bir cizgenin diizlemdeki ciziminde bazi kirisleri kesigebilir. Bu durumda kesigim nokta-
larin1 diigiimlerden ayirt etmeye 6zen gosterilmelidir. Verilen bir G ¢izgesindeki diigim
sayist genellikle v ile; kirig sayis1 da e ile gosterilir. Bir diiglime bagl olan kiriglerin o
diigiime baglh olan uclarinin sayisina, c¢izgenin anilan diigiimdeki yerel derecest denir. Bir
p; diigiimiindeki yerel derece d(p;) ile gosterilir. Yerel derecenin 0 oldugu bir diigiime izole
dugiim adi verilir. v tane izole diigiimden ibaret olan ¢izge O, ile gosterilir ve bos c¢izge

adim alir.

TEOREM. Digiimler kiimesi V' = {p1,pa,...,py} olan herhangi bir ¢izgede, kiriglerin
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sayisi e olmak tizere, asagidaki esitlik saglanir:

d(p1) + -+ d(py) = 2e.

Ornek 1. Kalabalik bir davette her katilimer digerlerinin bir kismiyla el sikigiyor. Davette

el sikigma sayis1 tek olanlarin sayisinin ¢ift oldugunu gosterelim.

Her katihimeciy: bir nokta (diigiim) ile temsil edip, herhangi iki kisi el sikigtiginda bunlar
temsil eden noktalar: bir egri parcasi (kirig) ile birlegtirdigimizde bir ¢izge elde ederiz. Her
diigiimdeki yerel derece, diigiimiin temsil ettigi kisinin el sikigma sayisina egit olur. Yerel
derecelerin toplami bir ¢ift say1 (kiriglerin iki kat1) oldugundan, toplamda yer alan tek

sayilarin sayisi da ¢ift olmak zorundadir.

Tiim diigiimlerdeki yerel dereceler ayni r sayisina esit oldugunda ¢izgeye bir r—duzgiin
¢izge denir. Boyle bir cizgede 2e = vr olacagindan v ve r den en az birisinin ¢ift say:
olmasi gerektigi goriiliir. S6zgelimi, her diigiimiinde ii¢ baglant1 olan 11 diiglimlii bir ¢izge

olamaz.

Ornek 2. 25 sehre sahip bir iilkenin sehirleri arasinda karsilikl ugak seferleri diizenlenecektir.
Her sehrin dogrudan baglantili oldugu sehirlerin sayisi 5 olacak sekilde bir diizenleme

yapilamaz.
TAM CIiZGELER, IKi-PARCA CIZGELER

Herhangi ikisi komsu olan v diiglime sahip basit ¢izgeye tam c¢izge adi verilir ve K, ile
gosterilir. Bir bagka deyisle bir tam ¢izge, miimkiin olan en ¢ok sayida kirige sahip olan
basit gizgedir. Bir tanim 6zelligi olarak, k, ¢izgesi bir (v—1)—diizgiin ¢izgedir ve kiriglerinin

sayist v(v—1)/2 dir.ve tamim dan. Agagidaki sekilde K1, Ko, K3, K4 ve K5 yer almaktadir.

— A A®

Bazi cizgelerin diigiim kiimeleri bos olmayan oyle iki alt kiimeye ayrilabilir ki, her bir
parcaya diisen diigiimler kendi aralarinda komsu olmazlar. Bu 6zellige sahip cizgelere iki-
parca ¢izgeler adi verilir. Iki parcali bir ¢izgenin diigiim kiimesi n ve m diigiim iceren
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parcalara ayrilmig ve her bir parcadaki diigiimler, diger parcadaki diigiimlerin hepsi ile
komsu ise cizgeye iki-parca tam cizge denir ve K, ,, ile gosterilir. Asagidaki sekilde
iki-parca cizge ornekleri yer almaktadir. Ortadaki cizge K42; en sagdaki de K33 diir.
Tanimlarda hemen elde edilecegi iizere, K, ,, nin diigiim say1s1 v = n + m ve kirig sayisi

da e = nm dir.

W Y K

KiRiS DiZILERI / BAGLANTILI CiZGELER

Bir havayolu igletmesi 7 gehir arasinda kargilikli ugak seferleri diizenlemektedir. Ar-
alarinda sefer bulunan sehirler, agagidaki gekilde yer alan (sol bagtaki) ¢izge yardim ile

gosterilmisgtir.

Bir firmanin satig temsilcisi d sehrinden yola cikip sirasi ile e, a, f, e, g, b, f, a sehirlerini
ziyaret ederek gezisini tamamlamistir. Bu gezi, sekildeki ikinci ¢izimle temsil edilmistir.
Bir cizgede bu bicimde tanimli ug uca sirali bir kirigler dizisine gez:i ad1 verilir. Yukarida
tanimh gezide a ve f sehirleri arasindaki kirig iki kez kullamilmistir. Cizgenin her kiriginin
en fazla bir kez kullanildig1 bir geziye yol denir. Sekildeki iigiincii gizim e ve a diigiimleri
arasinda bir yol 6rnegini gostermektedir. Cizgenin her diigiimiinti en fazla bir kez ziyaret

eden (dordiincii ¢izimde oldugu gibi) bir yola da Hamilton yolu adi verilir.

Bir ¢izgenin herhangi iki diigimi verildiginde bu diigiimleri birlestiren bir yol bulunabiliy-

orsa cizgeye baglantily ¢izge denir.

TEOREM. Diigiim sayis1 v, kirig sayisi e olan herhangi bir basit G ¢izgesi verilmis olsun.
a) G baglantili ise v — 1 < G < n(n —1)/2 dir,

b) G baglantisiz ise e < (n — 1)(n — 2)/2 dir.
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Baglangi¢ ve bitis noktalar1 ayni olan bir yola kapal: yol veya devre denir. Bulmaca dergi-
lerinde zaman zaman yer alan bir problem tiirii, verilen bir geklin el kaldirmadan ve bir
cizgiden iki kez gecilmeden cizilip cizilemeyeceginin belirlenmesidir. Cizgeler cinsinden
ifade edildiginde, belirlenmesi istenen, ¢izgenin her kirigini tam bir kez kullanan bit devre
bulunup bulunmadigidir. Bir c¢izgede her kirisi tam bir kez kullanan bir devreye Euler

devresi ve boyle bir devre cizilebilecek bir ¢izgeye de Euler ¢izgesi ad1 verilir.

TEOREM. Baglantih bir ¢izgenin Euler gizgesi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart, her

diigiimiindeki yerel derecenin ¢ift olmasidir.

TEOREM. Baglantili bir cizgede yerel dereceler iki diigiimde tek; diger tiim diigiimlerde

¢ift ise, ¢izgenin tiim kiriglerini kullanan bir yol bulunabilir.

Ornek 3. Elimizi kaldirmadan, gectigimiz cizgi iizerinden ikinci kez gecmeden ve bas-
ladigimiz noktaya gelmek kogulu ile asagidaki sekillerden sol bagtakini cizebilecegimizi,
tim yerel derecelerin ¢ift olmasindan anlayabiliyoruz. Ortadaki sekil, derecesi tek olan
diigimlerden birisinden baglayip digerinde bitirmek tizere ¢izilebilir. Sag bagtaki gekil ise,

dort diigiimtn yerel derecesi tek oldugu igin ¢izilmesi miimkiin degildir.

DUZLEMSEL CiZGELER / EULER FORMULU

Herhangi iki kirisi kesismeden ¢izilen bir ¢izgeye diizlemsel ¢izge adi verilir. Bir diizlemsel
cizge, kirigleri kesigmeyecek sekilde ¢izlidiginde kiriglerin gevreledigi diizlem parcalarina
¢izgenin yiizleri denir. Cizgenin dig bolgesi de bir yiiz sayilmak iizere yiizlerin sayis1 f ile
gosterilir. k tane kenarla cevrelenmis bir yiize k—gensel yiiz ad1 verilir. Asagidaki ¢izgede
v="7,e=10ve f =5 dir. 1 ve 2 numaral yiizler iiggensel; 3 numaral yiiz doértgensel; 4

numarali yliz 2-gensel ve 5 numaral yiiz de 6-genseldir.




TEOREM. (EULER FORMﬂLU) Herhangi bir baglantili diizlemsel ¢izge i¢in asagidaki
esitlik saglanir:
v+ f=e+2.

Euler formiilii diizlem tizerinde oldugu gibi kiire yiizeyi tizerinde de gecerlidir. Cok ytizliiler
de kiire lizerine gizilen cizgeler olarak disiiniilebileceginden, Euler formulini saglarlar.
Ornegin bir kiip, 6 yiiz; 8 diigiim ve 12 kiristen olusmustur ve bunlarin sayisi Euler
formiiliinii saglar. Benzer gekilde, bir dortytizlii 6 kirig, 4 diiglim ve 4 yiizden olugur
ve bunlar icin de Euler formiiliiniin saglandig1 goriiliir. Asagidaki sekilde verilen cizgeler
diizgilin dortytizliilere kars: gelen diizlemsel cizgelerdir ve hepsi icin kirig, diigiim ve yiiz

sayilarinin Euler formiliinii sagladigi gozlenebilir.

A AR A

Dort yiizlii Al yiizlii (Kiip) — Sekiz yiizlii Oniki yiizlii Yirmi yiizlii
(Tetrahedron)  Hexahedron (Octahedron) (Dodecahedron) (Icosahedron)
v=4 v=_8 v=6 v=20 v=12

f=4 f=6 =8 f=12 =20

e=6 e=12 e=12 e=30 e=30

Ornek 4. Bir g¢ember iizerinde 2n tane nokta aliyor ve bu noktalar1 u¢ noktalar: kabul
eden n tane kirig ¢iziliyor. Bu kiriglerin ¢emberin i¢ bolgesindeki kesisme noktalarinin
sayist k olup, herhangi ti¢ kirisin ayni noktadan ge¢cmedigi bilinmektedir. Bu kirislerin

cemberi kag bolgeye ayirdigini bulalim.
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Elimizdeki gekli v = 2n+ k diigiim noktasina sahip bir

gizge olarak diiglinebiliriz. Cizgenin yerel dereceleri,

2n tane digiimde 3, k tanesinde ise 4 olup yerel dere- 2n=10
celerin toplami 6n+4k oldugundan e = 3n+2k elde ed-
eriz. Euler formiiliinti kullanarak ¢izgenin yiizlerinin
sayismi f =e—v+2=3n+2k—2n—k+2=n+k+2
olarak buluruz. Elde edilen sayinin, ¢izgenin diginda
kalan yiizii de icerdigi goz Ontinde bulundurularak,
cemberin i¢ bolgesinin n+k+1 bolgeye ayrilmig oldugu
bulunur.

Ornek 5. Agagidaki siisleme sgekli, bir cember tizerindeki 19 noktanin her birisinin saat
yoniinde ilerleyerek kendisinden sonra gelen 6. noktayla birlestirilmesiyle elde edilmistir.
Cember icinde olugan bolgelerin sayisini belirleyiniz.

Aﬂ';fr“!u

[ 7o\
7SI

AN

Cember igine ¢izilmig olan 19 dogru parcasinin herhangi {i¢ tanesi aymi noktadan gec-
memektedir. Cember iizerindeki noktalari, herhangi birisinden baglayip saat yoniinde

ilerleyerek 1, 2, 3, ... seklinde numaralandiralim.

2,345 ve 6 numarali noktalar1 diger noktalara birlegtiren
10 dogru parcasindan her birisi 1 ve 7 numarali noktalar:
birlegtiren dogru pargasini kesmektedir. Boylece, her dogru
pargas1 iizerinde 10 tane kesigim noktasi bulundugu anlagilir.
Buradan, cemberin i¢ bolgesindeki kesigim noktalarinin sayisi
19 x 10/2 = 95 olarak elde edilir. Simdi, verilen sekli 95 +
19 = 114 diigiim noktasina sahip 4-diizgiin bir ¢izge olarak

diigiinebiliriz. Kirig sayis1 4 x 114/2 = 228 oldugundan, Euler
formiiliinden f = e — v 4+ 2 = 116 olarak elde edilir. Boylece,
¢emberin i¢ bolgesindeki bolgelerin sayis1 115 olarak bulunmusg

olur.

TEOREM. Herhangi bir basit diizlemsel G ¢izgesinde e < 3v — 6 dir.

TEOREM. Herhangi bir basit diizlemsel G cizgesinde iiggensel yiiz bulunmuyorsa e <
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2v — 4 dir.

Ornek 6. K gizgesinde v = 5 ve e = 10 dur. e > 9 oldugundan, K35 in diizlemsel olmadig:

anlagilir.

Ornek 7. Birbirlerine komsgu evlerde oturan Emirali, Defne ve Salih’in, su ihtiyaclarini
kargilayabilecekleri ii¢ kuyu bulunmaktadir. Kuyulardaki su miktar1 her zaman yeterli
olmayabildigi i¢in ii¢ komsunun tiim kuyulara ulagsabilmeleri gerekmektedir. Aralarinda
anlagmazlik bulunan bu ii¢ komgudan her birisi, kendi evinden herhangi bir kuyuya giden
yolu digerlerinin kullanmasina izin vermemektedir. Herhangi iki yol kesigmemek gart ile
her evden her kuyuya bir yol yapilmasinin miimkiin olup olmadigini aragtiralim. Asagidaki

sekil, bir tek baglant1 eksigi ile onerilen bir ¢oziimii gostermektedir.

Evleri ve kuyular1 birer diigtimle temsil ettigimizde problem, K33 ¢izgesinin diizlemsel
olup olmadiginin incelenmesine indirgenmis olur. K33 ¢izgesinde herhangi iki kuyu veya
herhangi iki ev bir kirigle baglanmadig: icin ii¢gensel yiiz bulunamaz. Ote yandan, digiim
sayis1 v = 6 ve Kkirig sayis1 e = 9 olup, iiggensel yiiz icermeyen basit diizlemsel bir grafta
saglanmasi gereken e < 2v — 4 esitsizliginin saglanmadigr gortiliir. Sonug olarak, K33

diizlemsel degildir ve problemde istenen sart1 saglayan bir ¢o6ziim bulunamayacag1 anlagilir.
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ORNEK PROBLEMLER

1) Bir 6gretmen 20 problem igeren bir listeden, 10 6grenciden her birisi i¢in segim yaparak

6dev verecektir. Ogretmen, secimini kac farkli sekilde yapabilir?

Her 6grenciye problemler kiimesinin bir alt kiimesi diisecektir. Toplam olarak 229 alt kiime

ve 10 6grenci bulunduguna gore, dagitim (220)10 = 2200 farkl; sekilde gerceklesebilir.

2) Bir 6gretmen 20 problem igeren bir listeden, 10 6grenciden her birisine 2 soruyu 6dev

verecektir. Ogretmen, secimini kac farkh sekilde yapabilir?

Olu@turul:ilgilecek problem ciftlerinin sayisi (220) oldugundan, toplam dagitim yollarinin
sayisl (220) olur.

3) Bir 6gretmen 20 problem igeren bir listeden, 10 6grenciden her birisi igin se¢im yaparak
6dev verecektir. Ogretmen, her 6grenci icin en az bir problem secmek kosulu ile secimini

kag farkl gekilde yapabilir?

Problemler kiimesinin bog olmayan alt kiimelerinin sayis1 220 — 1 ve 6grenci sayis1 da 10

oldugundan, dagitimim gerceklestirilebilecegi yollarm sayis1 (220 — 1)19 olur.

4) 'BELLEK’ sozciigiindeki harfler, ayn1 harf yanyana gelmemek tizere, kag farkl sekilde

siralanabilir?

Verilen kogul gozardi edildiginde 2%, = 180 = Ny farkli siralama yapabiliriz. A; kiimesi,
iki E harfinin; As de iki L harfinin yan yana geldigi siralanmiglarin kiimeleri olmak tizere
n(A;) = n(Aqz) = %‘ = 60 ve N1 = 120 elde edilir. No = A; N Ay = 4! = 24 oldugundan,
aradigimiz say1 180 — 120 + 24 = 84 olur.

5) Alfabenin 29 harfi, i¢cinde 'SAYI’, 'DOGRU', 'SEKiL' kelimelerinden hi¢ birisi okunma-
mak iizere kag farkli sekilde dizilebilir?

Problemi ¢6zmek igin igerme digarma prensibini kullanacagiz. Gerekli hesaplamalar agagi-
daki gibidir:
Sartlar1 goz oniinde bulundurmadan 29 harfi Ny = 29! farkl sekilde dizebiliriz.
'SAYI" kelimesinin okundugu diziliglerin sayis1 26!
'DOGRU’ kelimesinin okundugu diziliglerin sayis1 25!
'SEKIL’ kelimesinin okundugu diziliglerin sayis1 25!
(N1 = 26! + 25! + 25! = 28 - 25!)
'SAYI" ve 'DOGRU’ kelimelerinin okundugu diziliglerin sayis1 22!
'SAYI" ve 'SEKIL’ kelimelerinin okundugu diziliglerin sayisi 22!
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'SEKIL’ ve 'DOGRU’ kelimelerinin okundugu dizilislerin sayis1 21!

(N = 22! + 22! 4 21! = 45 - 21!)

'SAYI", 'DOGRU’ ve 'SEKIL’ kelimelerinin okundugu dizilislerin sayis 18!
(N3 = 18!)

Sonug olarak, verilen kelimelerden herhangi birisinin okunmadig: diziliglerin sayis
29! — 28 - 25! + 45 - 21! — 18!

olarak elde edilir.

6) Biitiin rakamlar degisik, ilk ve son hanelerinin farki mutlak degerce 2 olan 10 basamakh

kag tane pozitif tam say1 vardir?

Mutlak degerce farki 2 olan tek basamakl say1 ciftlerinin says1 8 dir: (0,2), (1,3), (2,4),
(3,5), (4,6), (5,7), (6,8) ve (7,9). Bunlardan herhangi birini se¢ip, sayilardan birisini
ilk; digerini son basamak olmak iizere yazma iglemini 16 farkl sekilde gerceklestirebiliriz.
Geriye kalan 8 say1, 8! farkli bigimden biri segilerek siralanir. Boylece 16 - 8! farkl dizilig
elde etmis oluruz.

GOz 6niine aldigimiz diziliglerin arasinda ilk basamagi 0 oldugu icin 9 basamakli bir say1
olanlarm sayisi 8! dir. Bunlar da hesaba kattigimizda (yani hesaptan gikarttigimizda),

aranan say1 15 - 8! olarak elde edilir.

7) 1 den n ye kadar olan tam sayilari, ilk sirada yer alan say1 digindaki sayilarin her
birisinin siralamada kendisinden 6nce gelen sayilardan en az birisiyle olan farki (mutlak

degerce) 1 olacak sekilde kag farkh bicimde siralayabiliriz?

Problemi 6zel bir halde ele alip 1 den 9 a kadar olan sayilar1 belirtilen sekilde dizmeye
calisahm. Ilk yazdigimiz say1 4 olsun. Bundan sonra, 3 yazmadan 2 yazamayiz, 2 yaz-
madan 1 yazamayiz. Dolayisi ile 3, 2 ve 1 geri kalan kismida ancak bu sira ile goziikebilir.
Ay sekilde 5,6,7,8 ve 9 sayilar1 da bu siralamay koruyarak yerlestirilebilirler. Ornegin
456738219 gibi. Ilk énce 4 yazdiktan sonra, bu tiir bir siralama elde etmek i¢in
8 mimkiin yer arasindan 3, 2 ve 1 sayilarini yazacagimiz 3 yer se¢memiz yeterlidir. Bu
islemi (g) farkh gekilde gergeklestirebiliriz. Bu, ilk yazilan sayinin 4 olmasi durumundaki
diziliglerin sayisidir. Ilk yazilan say1 k oldugunda, geriye kalanlar i¢in miimkiin dizilig yol-
larinin sayisi da benzer sekilde, (kzél) olarak elde edilir. O halde tiim dizilislerin sayisi da
)+ )+ )+ () =2 ol

Ozel durumdaki ¢oziim kolaylhikla genellestirilerek problemin cevabi 27! olarak elde edilir.

8) Cok sayida mavi, beyaz ve sar1 top arasindan, maviler ¢ift sayida olmak tizere n topu

kag farkl gekilde secebiliriz?
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Mavi toplardan 2k tane sectigimizde, geri kalan n — 2k topu beyaz ve sar1 toplar arasindan
xp + s = n — 2k denkleminin negatif olmayan tam say1 ¢oziimlerinin sayisinca yani,
n—2k+1 farkh gekilde segebiliriz. Bu durumda aradigimiz say1 k = 0,1, ..., [n/2] degerleri

i¢in elde edilen ¢oziim sayilariin toplamina esittir. Toplami yazalm:
(n+1)+n—-1)4+(n-3)+ -+ (n—2[n/2)).

(n+2)2 (n+1)(n+3)
4

Toplamin degeri n bir ¢ift say1 ise ; n bir tek say1 oldugunda ise

olur.

[Not. n bir tek tam say1 oldugunda ("HL("'H)’) = (”J’f)z —i= [%} esitligini goz oniinde

bulundurarak, ¢oziim sayisinin her n tam sayisi i¢in [%} oldugunu soyleyebiliriz.
9) Asagidaki sekilde yatay ve dikey adimlar atarak 'MATEMATIK' kelimesi kac farkl

sekilde elde edilebilir?

M
M A M
M A T A M
M A T E T A M
M A T E M E T A M
M A T E M A M E T A M
M A T E M A T A M E T A M
M A T E M A T i T A M E T A M
M A T E M A T i K i T A M E T A M

'MATEMATIK’ yerine 'KITAMETAM' kelimesinin kag farkli sekilde elde edilebilecegini
hesaplamak yeterlidir. Bunun igin, en alt satirin tam ortasindaki 'K’ harfinden basla-
maliyiz.

Son harfe ulagana kadar bir harften digerine gegerken yukari, saga veya sola adimlar ata-
biliriz. Ancak, bir kez saga adim atildiysa yol boyunca bir daha sola adim atamayiz ve
benzer sekilde bir kez sola adim atilinca yol boyunca bir daha saga adim atilamaz. O
halde her harf i¢in ya hep sag/yukar ya da hep sol/yukar tercihleri ile iglemi tamam-
layabiliriz. sag/yukar: tercihleri ile hareket ettigimizde, her harfe geldigimizde 2 segenek
oldugundan toplam 28 farkh yol izleyebiliriz. sol/yukar: tercihleri icin ayni sekilde, 2%
farkli yol izleyabiliriz.

Daima yukar: tercihi ile tanimli yol iki durumun tek ortak yoludur. O halde tiim yollarin
sayis1 2 - 28 — 1 = 511 olur.

10) 2n beyaz, 2n kirmizi ve 2n mavi top, her biri 3n top almak koguluyla Ates ile Giines

arasinda kag farklh sekilde paylagtirilabilir?

Ateg’e verilen beyaz, kirmizi ve mavi toplarin sayisini sirasi ile x1, xo ve x3 ile gosterirsek,
3n topun Ates’e verilebilecegi farkli yollarin sayist x1 + x2 + 3 = 3n denkleminin 0 <

x1,22,x3 < 2n kosullar1 altindaki tam say1 ¢ozlimlerinin sayisina esittir. Bu denklemin
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. v . .. 3n+2 .
0 < 21, x9, x3 kogullar: ile tam say1 ¢oziimlerinin sayisi ( s ) dir.
Simdi 21 > 2n+1 olan ¢oztimlerin sayisini bulalim. Bunun i¢in 21 = 2} +2n+1 doéniigiimii

yapilirsa 0 < z/, z2, x3 kosullar: altindaki #} +x2+23 = n—1 denklemine ulagiriz ki bunun

v nt1

da ¢oziim sayisi ( 9 )

3n+2)
2

dir. x2 ve x3 i¢in de ayni sonuglar gegerli oldugundan, Ateg’e 3n
topun ( . 3(”;1) = 3n? + 3n + 1 farkh yoldan verilebilecegini buluruz. Toplarin

Ateg’e verilmesi, Giines icin de yapilan secimi belirledigi icin aranan say1 3n? + 3n + 1 dir.

11) Yuvarlak bir masanin etrafinda oturan 12 gévalyeden 5 tanesi, yanyana oturanlardan

ikisi birlikte segilmemek koguluyla, kag farkli sekilde secilebilir?

Sovalyeleri, herhangi birisinden baslayarak 1,2.3,...,12 diye numaralayalim. Yapilacak
secim 12 numarali sovalyeyi iceriyorsa, geri kalan 4 govalyenin secilmesi, herhangi ikisi
ardigik olmayacak sekilde 2,...,10 tam sayilarindan 4 tanesinin secilmesine denktir ve bu
secim de (2) = 15 farkh gekilde yapilabilir.

12 numarali sovalyenin secilmemesi durumunda 1,2,3,...,11 tam sayilar1 arasindan her-
hangi ikisi ardigik olmayan 5 tanesini segmemiz gerekir ve bunu da (g) = 21 farkl gekilde

gerceklestirebiliriz. O halde belirtilen tiirde yapilabilecek tiim secgimlerin sayis1 36 dir.
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12) Haneleri negatif olmayan tam sayilardan olugan ve her satirindaki ve her siitunundaki

sayilarin toplami daima verilen bir r tam sayisina esit olan 3 x 3 karelerin sayisini bulunuz.

Karenin asagidaki sekilde olusturuldugunu diigiinelim:

alb|c
dle|f

i

Ik iki satirdaki elemanlar uygun sekilde yazildiginda, tigiincii satir tek tiirlii belli olacagin-

dan, dikkatimizi ilk iki satirin olugturulmasina yogunlagtirabiliriz.
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Ik satir a + b + ¢ = r denklemini saglamak iizere, ("}?) farkl sekilde olusturulabilir.
Tkinci satir igin miimkiin olan yollarin sayis1 da ayni oldugundan, karenin ilk iki satiri
(73“2)2 farkli yoldan olusturulabilir. Ancak, bu ¢oziimler arasinda a 4+ d > r egitsizligini
saglayanlar da yer alir ki, bu durumda tigiincii satira negatif say1 yazmak zorunda kaliriz
ve bu da problemin sartiyla celigir. O halde yukarida buldugumuz ¢oziim sayisindan,
a+d>r,b+e>rvec+ f > r esitsizliklerinden en az birisinin saglandig1 ¢éztimlerin
sayisi cikarmamz gerekir. Ote yandan a + b+ c+d+ e + f = 2r oldugundan, a +d > r
kosulu, b4+c+e+ f < r kogulu ile denktir ve bu esitsizligin ¢6ziim sayisi (Tf’) dir. b4+e >r
ve ¢ + f > r esitsizlikleri de ayni sayida ¢oziim tarafindan saglanir. Bu {i¢ esitsizlikten
herhangi iki tanesi ayn1 anda gecerli olmadigindan, sartlar: saglamayan c¢oziimlerin sayisi

3(7’13) olur. Sonug olarak, istenen sekildeki karelerin sayisi soyledir:
r+ 2\ o7 +3
2 4 )

13) Asagidaki sekilde gosterildigi gibi bir 5 x 6 1zgaranin sol alt kogesinden (A) harekete
baslayip her noktada ya saga ya yukar1 ya da asagiya dogru yonelerek ve her noktadan en

fazla bir kez gegerek, sag tist koseye (B) kag farkh gekilde ulagilabilir?
B

A

Tanmimlanan sekilde bir yolu tamamlayabilmek icin saga dogru tam olarak 6 tane adim
atilmasi gerekir. Her siitun igin, saga atilacak bu adimin yerinin belirlenmesi, yolu tamami
ile belirler. Siitun sayisi 6 ve her siitun icin 6 se¢imimiz oldugundan, secilebilecek yollarin

sayis1 65 olur.

B B

14) Bir komitenin 15 iiyesi, tizerine istenilen sayida kilit takilabilen bir kasaya evrak
yerlestirdikten sonra biitiin kilitleri kapatirlar. Uyelerden herhangi 8 tanesi bir araya
geldiginde kasay1 acabilmekte ancak herhangi 7 tanesi agamamaktadir. Kasada kag kilit
takili oldugunu ve her iiyede ka¢ anahtar bulundugunu hesaplayiniz. (Uyelerde egit sayida

anahtar bulundugu varsayilmaktadir.)
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Komite iiyelerinden herhangi 7 tanesinin olugturdugu bir grubu ele alalim. Bu grup top-
landiginda kasay1 acamadiginda gore, kilitlerden bir tanesinin anahtar: bu gruptaki 7 kiside
de bulunmamaktadir. Ote yandan, bu grup digindaki her iiyede bu kilidin anahtar1 olmak
zorundadir yani, her 7 kigilik grubun agamadig: kilit bagka herhangi bir 7 kisilik grubun
acamadigi kilitten farkhidir. O halde kapidaki kilit sayisi, secilebilecek tiim 7 kisilik gru-
plarin sayisina esit olmalidir. Bir bagka ifadeyle, kilitlerin sayisi (175) = 6435 dir.

Her kilidin anahtarinin 8 kopyasi oldugundan, toplam anahtar sayisi 8(175) = 51480 ve her
iiyeye diisen anahtar sayisi da 18—5(175) = (174 ) = 3432 dir.

15) 12 &grenci aym giin saat 9:00-10:00 arasinda iki ayri dersin sinavina girecektir. Bir
ogrencinin bir dersten simanmasi 5 dakika siirdiigiine gore, bir cakisma olmadan sinav

programi kac¢ farkh sekilde hazirlanabilir?

Ogrencilerin isimleri ilk dersin smavina girecekleri siray1 gostermek iizere, miimkiin 12!
sekilden biriyle listelenebilir. Ikinci smav icin hazirlanacak liste, ilk ders i¢in hazirlanan
listeye gore bir sagkin dizilis olacagindan Do = 12! Z,?:O(—l)k% farkli sekilde diizenlene-
bilir.

Sonug olarak, sinav programi

farkli sekilde hazirlanabilir.

16) Bir klitbiin 10 iiyesi iceri girerken vestiyere sapkalarimi birakirlar. Uyeler kliipten
cikarken bir sagkinliga diigen vestiyer gorevlisi sapkalar: eline geldigi gibi iade eder. Her

iyenin kendisine ait olmayan bir sapka almig olmasi kag farkli yoldan gerceklesebilir?

Her tiyenin farkli sapka aldigi bir durum, 1,2,...,10 sayilarinin bir sagkin diziligini tanimla-

yacagindan, aranan say1 Do = 10! Z,lgozo(—l)k% olur.

17) n pozitif bir tek tam say1 ve biba . ..b, de {1,2,...,n} nin herhangi bir permiitasyonu

olmak tizere, (by — 1)(ba —2) - - (b, — n) carpiminin bir ¢ift tam say1 oldugunu gosteriniz.

Carpanlardan en az bir tanesinin ¢ift olmasi, carpimin ¢ift olmasi icin gerekli ve yeterlidir.
Ote yandan, hem {1,2,...,n} hem de {b1,ba,...,b,} kiimesinde "T‘H tane tek; "T_l tane
cift say1 yer alir. {(1,b61), (3,b3), (5,b5),...,(n,b,)} kiimesinde yer alan "TH ¢giftten en az
birisinin ikinci bilegeni, diyelim ki by, bir tek say1 olmak zorundadir. Bu durumda by — &

bir ¢ift tam say1 olur ve sonug olarak, verilen ¢arpim da bir ¢ift tam say1 olmak zorundadir.

18) 45 ogrenci 8 se¢gmeli derse kayit yaptirmigtir. Her 6grenci yalniz bir derse kayith
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ve her dersin de kontenjani 10 kisiyse en az ii¢ derse 5 veya daha fazla 6grencinin kayith

oldugunu gosteriniz.

Iki derse kayitli olan 10’ar ogrenci ve diger 6 derse 4 er 6grenci kayit yaptirdiginda 44
ogrencinin kaydi tamamlanmig olur. 45. Ogrenci ilk iki dersten birisine kayit olamaz ve

geri kalan derslerden birisine kayit yaptirdiginda iddia ispatlanmig olur.

19) 4 haftalik bir turnuvada her giin en az bir set tenis oynayan bir oyuncunun turnuva
sliresince oynadig1 setlerin sayisi1 40 dan fazla degildir. Bu oyuncunun toplam olarak tam

15 set tenis oynadigl en az bir ardigik giinler siireci bulundugunu gésteriniz.

Oyuncunun 7. giin (i = 1,2, ...,28) oynadig1 set sayisin a; ile; ilk ¢ giinde oynadig1 toplam
set sayisini da b; = a1 + ag--- + a; ile gosterelim. 1 < by, bog < 40 ve bog + 15 < 55
oldugundan, by,ba,...,b28 ve by + 15,ba + 15,...,bog + 15 dizilerinde bulunan terim-
ler, degerlerini {1,2,...,55} kiimesinden alir . O halde bu kiimeleri olugturan 56 terim
arasinda en az iki tanesi esittir.

Oyuncu her giin en az bir set tenis oynadig: i¢in {b,} dizisi artan bir dizi olup tiim te-
rimleri farkhdir. Aym sekilde, {b, + 15} dizisinin de tiim terimleri farkhdir. Bdylece,
ayni olan terimlerin farkl dizilerde oldugu anlagilir. Yani, b; = b; 4+ 15 olacak sekilde
(1 <j < i < 28) olacak gekilde iki terim bulabiliriz. Bu durumda da b; — b; = 15 olur.

bi —b; = aj11 +ajy2 + - - - + a; oldugundan, gostermek istedigimiz sonuca ulagmig oluruz.

20) Bir Kartezyen koordinat sistemiyle verilen diizlemde, koordinatlar: tam sayilar olan
beg nokta seciliyor. Bu noktalar: ikiser ikiger birlegtiren dogru parcgalarindan en az bir
tanesinin orta noktasinin koordinatlarin da tam sayilar olmasinin kac¢inilmaz oldugunu

gosteriniz.

Secilen noktalarin her birisinin = koordinati ya tek ya da ¢ift tam sayidir. Beg nokta
verilmig olduguna goére, hepsinin = koordinatlar1 ayn tiirde (tek say1 veya ¢ift say1) olacak
sekilde ii¢ nokta bulunur. Bu ii¢ noktanin herhangi ikisinin x koordinatlar1 toplami bir
¢ift say1 olacagindan, orta noktalarinin x koordinati da bir tam say1 olur. Bu noktalarin y
koordinatlarindan en az ikisi aym tiir (ikisi de tek veya ikisi de ¢ift say1) olmak zorundadir.
Bu iki noktanin hem x hem de y koordinatlari toplamlar: ¢ift sayilar oldugundan, orta

noktasinin koordinatlar: tam sayilardir.

21) Diizlemde 2010 tane nokta verilmistir. Bu noktalardan hangi fi¢ii alimrsa alinsin, en
az ikisinin arasindaki uzaklik 1 den kiiciik oluyorsa, en az 1000 noktay: igine sigdirabile-

cegimiz 1 yarigapli bir gember cizilebilecegini gosteriniz.

Verilen noktalardan herhangi birisini se¢ip M diye isimlendirelim. 2010 noktanin tiimii

de M merkezli ve 1 yarigapli Cjs cemberinin igindeyse bagka bir sey ispatlamaya gerek
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kalmaz. Bu cemberin diginda en az bir nokta oldugunu kabul edelim ve boyle bir N
noktasimni segip, N merkezli ve 1 yaricapli Cy ¢emberini ¢izelim.

M ve N disinda herhangi bir P noktas1 aldigimizda bu ii¢ noktadan en az ikisinin ara-
sindaki uzaklik 1 den kiiciik olacaktir. M ve N arasindaki uzaklik 1 den biiyiik olduguna
gore, P ya Cjy ya da Cy ¢emberinin (ya da her ikisinin) i¢inde olmalidir. Toplam 2010
nokta ve bu noktalarin hepsini toplayan 2 ¢emberimiz olduguna gore cemberlerden en az

birisinin i¢ine 1005 veya daha fazla nokta diigmek zorundadir.

22) Beden egitimi 6gretmeni, hepsi farkli boy uzunluguna sahip 20 6grenciyi ikigerli siraya
sokmaya caligmaktadir. Siralama sonunda olusan diizende, her 6grencinin 6ntindekinden
daha uzun ve yan yana duran iki 6grenciden sagda olami digerinden daha uzun olmak

sartiyla 6gretmen siralamayi kag farkli bigimde yapabilir.

Islemi soyle gerceklestirmek miimkiindiir. Ogrenciler boy sirasina gore tek sira halinde
dizilirler ve ilk 6grenciden baglayarak sirasi gelen her 6grenciye (SOL) veya (SAG) diye
komut verilir. Ogrenci de, ikigerli siranin kendisine sdylenen stitununda bog olan ilk kon-
uma yerlegir. Bu iglem sonucu, her siitunun kendi icinde boy sirasi takip etmesi garanti
edilmis olur. Ogretmenin verdigi komutlar 10 kez (SAG) ve 10 kez de (SOL) komutu ol-
mak tizere toplam 20 komutluk bir dizi olugturur. Sirasi geldiginde sag stituna yerlegen bir
ogrencinin solundaki konum bossa, buraya kendisinden daha uzun bir 6grenci geleceginden,
problemde kogulan gsart bozulmug olur. O halde verilen komutlar dizisinin herhangi bir
terimine kadar olan (SAG) komutlarmm sayisi (SOL) komutlarmm sayisimdan fazla olma-
malidir. Bu gozlem, komutlar dizisinin bir Dyck dizisi olmasi gerektigini séyler. Ote yan-
dan (SAG) ve (SOL) komutlarinn sayisi aym oldugundan, miimkiin siralamsg bicimlerinin

sayis1 (o Catalan sayisidir. Sonug olarak 6gretmen, siralamay:

1720
11\10
farkl yoldan gerceklestirebilir.

23) X bir sonlu kiime ve | X| = n olmak {izere, X’in biitiin alt kiimelerindeki elemanlarin

sayilarimin toplami nedir?

X kiimesinin her bir elemani tam olarak 2"~ ! alt kiimede yer aldigindan, tiim alt kiime-
lerdeki eleman sayilarmin toplami n2"~! dir.
Bu toplami g6yle de hesaplayabilirdik. X in k elemanl alt kiimelerinin sayis1 (Z) olup bu

kiimelerdeki eleman sayilarinin toplami k(;) dir. O halde aradigimiz say1

(1) +2(5) + ()
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n n
_— .. _
dir. Her k tam sayis1 icin k <k> n(k _q

(7))o

seklinde yazarsak yine n2"~! sonucuna ulagiriz.

> oldugundan, bu toplami

24) X bir sonlu kiime ve | X| = n olmak itizere, Z |AN B| yi bulunuz.

A,BCX
X kiimesinin iki alt kiimesi (A, B), 2" x 2" = 24" farkh sekilde secilebilir. Ote yandan
X kiimesinin her bir elemani 2" ! alt kiimede yer aldig1 icin alt kiime ciftleri icin yapilan
secimlerin 2771 x 2771 = 477! tanesinde kesisimin bir elemani olarak yer alir. Sonug

olarak, miimkiin olan tiim arakesitlerin eleman sayilarinin toplami n4"~! dir.

25) X bir sonlu kiime ve |X| = n olmak iizere, her x € X i¢in f(f(x)) = f(z) kosulunu

saglayan kag tane f: X — X fonksiyonu vardir?

Once, problemde verilen kosulu saglayan bir fonksiyonun en az bir tane sabit noktasi
oldugunu gosterelim. b € X olmak lizere f(b) = a ise a = f(b) = f(f(b) = f(a)
elde edilir ki bu da en az bir a € X i¢in f(a) = a oldugunu gosterir. Sabit noktalarin
kiimesini S ile gosterelim. Her z € X icin f(f(z)) olabilmesi igin sabit noktalarin digindaki
noktalarin gorintiisii sabit kiimeye diismelidir. Yani X kiimesinin her z elemani icin ya
f(x) = z olmahdir ya da f(z) = y ve f(y) = y olmahdir. k elemanli bir sabit noktalar
kiimesi (Z) farkli sekilde belirlenebilir. Diger (n — k) elemanin her birisinin goériintiisi
sabit bir nokta olacak sekilde k"% farkli secim yapabgliriz. Buiglem £ =1,2,...,n igin
tekrarlanacagindan, s6z konusu fonksiyonlarin sayisi Z kR <Z> olarak elde edilir.
k=1
26) Ortak kenarlar1 bulunmayan n; ve ny kenarh iki digbiikey ¢okgen en fazla kag noktada

kesisir?

Genelligi bozmadan ny < ng kabul edelim. nq in her kenari ns yi en fazla iki noktada
keseceginden, nq kenarl ¢okgen tizerinde en fazla 2n; kesisim noktasi olugabilir. O halde

kesigim noktalarinin sayisi en fazla 2n; olabilir.
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27) Bir ticgenin her kenar iizerinde, kogelerden farkli n nokta alinmakta ve bu nokta-
larin her birisinden karsi kogeye bir dogru ¢izilmektedir. Boylece elde edilen 3n dogru
parcasindan herhangi ticli icgenin icinde ayni noktadan gegmedigine gore, bu dogrular
iiggenin i¢ini kag bolgeye ayirirlar?

Once iki kogeden cikan dogrular cizersek iicgen (n + 1)? bolgeye ayrilir. Simdi, diger
kogeden ¢izdigimiz her dogru daha once ¢izilmig bulunan 2n dogrudan her birisini kese-
ceginden, iizerindeki bu 2n kesigim noktasi ile 2n 4+ 1 pargaya ayrilmig olur. Parcalardan
her birisi daha 6nce var olan bir bolgeyi iki kisima ayirdigindan, son ¢izdigimiz n dogrudan
her birisi 2n+1 yeni bolge tanimlar. Sonug olarak, tiim bélgelerin sayist (n-+1)2+n(2n+1)
yani 3n2 4+ 3n + 1 olarak elde edilir.

28) Dairesel bir bolge, icine cizilecek egit aralikli 2n tane yarigap ve bir kiris ile en fazla

kag bolgeye ayrilabilir?

Cizilen 2n yaricap, daireyi 2n bolgeye ayirir. Esit aralikli 2n
yaricap, n tane cap anlamini tasir ve dolayisi ile bir kirig bu
yaricaplardan en fazla n tanesini kesebilir. Bu durumda, n
kesigim noktas1 kirisi n + 1 parcaya ayirir ve bu parcalardan

her birisi de yaricaplar tarafindan tanimlanmig olan bir bolgeyi

iki parcaya ayirarak yeni bir bolge tanimlar. Sonug olarak, elde
edilebilecek bolge sayisi en fazla 2n +n + 1 = 3n + 1 dir.

29) Daigbiikey bir n-gen verilmis olsun. Koselerinin tiimii n—genin koseleri, kenarlarinin

tiimii de n—genin kogegenleri olan kag degisik k-gen ¢izilebilir?

Cokgenin kogelerini sira takip ederek Ajp, Ao, ..., A, ile isimlendirelim. Bir kogesi Ap
olan ve problemde tanimlanan sart1 saglayan bir k—gen secmek, As, A4, ..., An_1 kosgeleri
arasindan herhangi ikisi ardisik olmayan k—1 tanesini se¢gmek demektir ve bu iglem (";ﬁ;l)

farkli yoldan gergeklegtirilebilir. As, ..., A, koselerinin herbirisi i¢in aym sayida k-gen

bulunacaktir. Bunlarin toplamini aldigimizda her k—gen tam k kere sayilmis olacagindan,

ni{n—k—1
k k—1 '
30) Digbiikey bir n-genin kosegenlerinden herhangi ii¢ii n-genin icinde ayni noktadan
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gecmemektedir. Bu kosegenler n-genin icinde kag farkli noktada kesisir?
Her kesisim noktas: iki kosegenin kesistigi nokta olur.
Bu kégegenlerin ug noktalar1 A, B, C ve D olsun. AB
ile CD nin; AC ile BD ve AD ile BC nin kesigimi

olan ii¢ noktadan bir tanesi ¢okgenin i¢ bolgesinde;

diger ikisi (eger varsa) ¢okgenin digindadir.
O halde ¢okgen igindeki her kesigim noktasi gokgenin 4 kogesine; ve tersine olarak ¢okgenin

kogelerinden herhangi dort tanesinin segimi de ¢okgen iginde bir kesigim noktasina karsi

n
4

Asagidaki gekilde bir 7-gen ve kdgegenlerin kesigimi olan (D = 35 nokta yer almaktadir.

gelir. Bu durumda kesigim noktalarinin sayisi ( ) olarak bulunur.

31) Dagbiikey bir n-genin kosegenlerinden herhangi ti¢ii n-genin ic¢inde ayni noktadan
gegmemektedir. Bu kosegenler n-genin i¢ini kag bolgeye ayirirlar?
Tiim kosegenler cizildiginde, n—genin kogeleri ile birlikte n+ (Z)
tane kesigim noktasi olusur. Elimizdeki sekil, digtim sayis1 v =
n+ (Z) olan diizlemsel bir cizge olarak algilandiginda problem,
ylizlerin sayisini (f) bulmaya doniigiir. v + f = e + 2 Euler

formiiliinii uygulayabilmek icin kiriglerin sayisim (e) bulmamiz

gerekir.
Cokgenin koselerine karsi gelen n tane digimin her birisinde yerel derece n — 1 ve ic

bolgedeki kesisim noktalarina karsi gelen (Z) tane kiristen her birisinde yerel derece 4

—1
oldugundan yerel derecelerin toplami n(n—1)+ 4(2) olur. Buradan e = n(nQ) +2 (Z)

olarak bulunur. ) 5
Euler formiiliinii kullanarak f = n(n2—) +2 (n) +2—-n-— <n = M 4 (n) +2

4 4 2 4
elde edilir. Yiiz sayisi, cokgenin digindaki yiizii de saymakta oldugundan, cokgenin i¢cindeki
-3
bolge sayisi n(n 5 ) + (Z) + 1 olur ve gerekli sadelestirme iglemlerinden sonra su sekilde

ifade edilebilir:
(n—1)(n —2)(n? - 3n +12)

24 '

32) Dagbiikey bir n-genin kogegenlerinden herhangi ti¢ii n-genin i¢inde ayni1 noktadan

gecmemektedir. Kenarlar1 n-genin kenarlari1 ya da kogegenleri iistiinde olan kag degisik
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icgen vardir?

Kenarlar1 n—genin kenarlar ya da kogegenleri tistiinde
olan bir iiggenin her kogesi ya iki kogegenin kesigme
noktast ya da n—genin bir kosesidir. n—genin
kogelerini beyaz noktalar; kogegenlerin n—gen icindeki
kesisme noktalarimi da siyah noktalar olarak nite-

lendirelim.

4N

Sayisi aradigimiz tiggenler dort ayrik siifa ayrilabilir: ii¢ kosesi de beyaz olanlar (BBB),

iki kosesi beyaz diger kosesi siyah olanlar (BBS), iki kosesi siyah diger kogesi beyaz olanlar

(BSS), ti¢ kosesi de siyah olanlar (SSS). Her siiftaki tiggenlerin sayisini ayr1 ayr1 hesaplay-

acagiz.

(BBB) {iggenlerinin her birisi, n—genin ii¢ kosesinin se¢imine

kars1 geldiginden, bunlarin sayisi (g) olur.

Bir (BBS) ti¢geninin iki kenar1 kégegenler tizerindedir. Bu iki
kogegenin ug noktalart n—genin dort kogesini belirler. O halde
her (BBS) ti¢geni, n—genin dort kosesini tek tiirlii tanimlar.
Ote yandan, dort tane kosenin herhangi bir secilisi dort farkh
(BBS) tiggenine karg: gelir. O halde (BBS) tiggenlerinin sayisi
4(’}) olur.

Bir (BSS) iiggeninin {i¢ kenar1 da kosegenler iizerindedir ve
bu t¢ kosegenin ug¢ noktalar1 n—genin bes kosesini belirler.
O halde her (BSS) ti¢geni, n—genin besg kosesini tek tiirlii
tammlar. Ote yandan, bes tane kogenin herhangi bir secilisi
beg farkli (BSS) tiggenine kars1 geldiginden, (BSS) iiggenlerinin

say1s1 5(7) olur.

Bir (SSS) tiggeninin ii¢ kenar1 da kosegenler iizerindedir ve
bu ii¢ kogegenin ug¢ noktalar1 n—genin alti kosesini belirler.
O halde her (SSS) liggeni, n—genin alt1 kosesini tek tiirli
tanmimlar. Alt1 tane kdgenin herhangi bir secilisi de bir tek (SSS)

icgenine kargi geldiginden (SSS) {iggenlerinin sayisi (76‘) olur.
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Sonug olarak, tiim tiggenlerin sayis1 sGyledir:
n n n n
4 5 .

33) Mag siiresi beraberlikle biten bir final kargilasmasinin sonunda sampiyonun belir-
lenmesi i¢in iki takim 5 er penalti kullanacaktir. Her bir penalti atiginin gole déniigsme
olasiliginin her iki takim i¢in de 0,85 oldugunu kabul ederek, beraberligin penalt1 atiglar:

sonunda bozulmamig olmasi olasiligini hesaplayiniz.

Her bir takim ic¢in igin, 5 atigtan tam olarak k tanesinin gole ¢evrilme olasiligini py ile
gosterip hesaplar: bir tabloda toplayalim:
k Dk
0,85)%(0,15)5 ~ 0,000076
0,85)1(0,15)* ~ 0,002152
0,85)2(0,15)% ~ 0,024384
)*(0,15)
)*(0,15)
)

0,85)3(0,15)2 ~ 0, 138178
0,85)4(0,15)' ~ 0, 391505

(
(
(
(
(
(0,85)%(0,15)° ~ 0,443705

T = W NN~ O

Her iki takimin da tam olarak £ atig1 gole ¢evirmis olmasi olasiligi pz oldugundan, aradigimiz
olasihk p? + p3 + p3 + p3 + p? = 0,369842. .. olur.

34) Ard arda dizili bir sira tagin en bagindakinin iistiinde bulunan bir kurbaga, elinde bir

madeni para tutmaktadir. Kurbaga paray1 attiginda yazi gelirse bir 6éndeki; tura gelirse

iki ondeki tasa sigramaktadir. Kurbaganin bagladig: tastan sonraki 6. siradaki taga basma

CBOOEE®

Kurbaganin k. sirada bulunan tasa basma olasiligini Py, ile gosterelim. Kurbaganin k + 1

olasiligini hesaplayiniz.

inci taga basmamasi tek gekilde gergeklegebilir: kurbaga k numarali taga erigir ve bu tagin
istiindeyken attig1 para tura gelir. Bu olaym olasihgr Py /2 oldugundan, Py =1 — Py/2
olur. Kurbaganin harekete bagladigi tasa 0. tag dersek Fy = 1 alabiliriz. Buradan,
P=1/2, P, =1—-P /2 =3/4, Ps =5/8, P, = 11/16, P5 = 21/32, Ps = 43/64 elde

edilir.

[Not. Indirgemeli diziler kullamlarak Pj, olasilig1 icin genel bir ifade bulunabilir ve k — oo

icin P, — 2/3 oldugu gosterilebilir.]
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35) Bir golde ard arda dizili n tagin k—incisinin tizerindeki kurbaga p olasilig: ile saga
sicrayarak k£ + 1 numarali tasa; ¢ = 1 — p olasiligl ile de sola sigrayarak k — 1 numarali
taga ge¢mektedir. Bu sekilde harekete devam eden kurbaga, 1—inci tagin tistiinden sola
sicradiginda karaya c¢ikip yuvasina ulagacak; n—inci tagin tizerindeyken saga sicradiginda
ise golde onu bekleyen timsaha yem olacaktir. Kurbaganin harekete k—inci tagtan basladigini

kabul ederek kurtulma olasiligini hesaplayiniz.

ﬁ 0 @......@ (7)) e ——

k—inci tag tizerinde bulunan kurbaganin kurtulma olasiligini Py, ile gosterelim. Kurbaganin
kurtulmasi iki yoldan gergeklegebilir: ya (p olasihig ile) saga sigrar ve Py olasihig ile

kurtulur, ya da (q olasiligi) ile sola sigrar ve P;_; olasiligi ile kurtulur. O halde
Py =pPiy1 + qPr—

yazabiliriz. Elde ettigimiz esitlik, Pj icin ikinci dereceden (sabit katsayili, dogrusal ve
homojen) bir indirgeme bagmtisidir: pPyy1 = Py — ¢Pk — 1. Bu bagmmtinin karakteristik
denklemi pz? — 2+ q = (z — 1)(px — q) = 0 du.

(i) p = q = 1/2 ise, karakteristik denklem (x — 1)? = 0 olacagindan, P, = A + Bk yazariz.
0 numarali tast kara; m + 1 numarali tag1 da gol olarak kabul edip Py = 1 ve P41 =0
alabiliriz. Boylece A=1, B=—1/(n+ 1) olur ve

k
Po=1-——
n

elde edilir.

(ii) p # q ise, karakteristik denklemin kokleri 1 ve ¢/p # 1 olacagindan P, = A + B(q/p)*
yazabiliriz. Py = 1 ve P,;1 = 0 kosullarim kullanarak A + B =1 ve A + (q¢/p)""'B =0
denklemlerini elde ederiz. ¢/p = u dersek, bu denklemlerin ortak ¢éziimii A = % ve
B = 1—11% dir. Buradan da

uk _ un—i—l
P = 1 —untl

elde edilir.

36) Ates ile Giines, hedefi ilk vuran kazanmak tizere, sira ile bir hedefe nigan alarak
(kendileri ve etraftakiler igin tehlikeli olmayacak sekilde) minik taglar atarak oyun oyna-
maktadirlar. Her bir atigta isabet kaydetme olasiligi Ates igin 7/10; Giines i¢in 8/10 dur.

Ik atig hakk: Ates’e tanindigina gore her oyuncu i¢in kazanma olasihgim hesaplayimiz.
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Atig sirasinin Ateg’te olmasi durumunda Ateg’in kazanma olasihigini Py, Giineg’in kazanma
olasihgimi da Py ile gosterelim. Ilk atiginda isabet kaydederse (7/10 olasihigi ile) Ates oyunu
kazanir. Ates (3/10 olasihig ile) isabet ettiremezse sira Giineg’e geger ve Giines de atiginda
(2/10 olasihig ile) bagarili olamazsa ilk konuma doéniilmiig olur ve Ates’in kazanma olasiligi

yine P4 olur. O halde
7 3 2
Pi=—+——Pp
A=10 T 1010" 4

olur ve buradan P4 = 70/94 bulunur.
Benzer sekilde, Giineg’in kazanma olasiligi igin

p,_538 .32
“~71010 " 1010° ¢

yazabiliriz. Buradan da Py = 24/74 elde edilir.

Hesaplanan olasiliklardan P4 + Pg = 1 oldugu goriilmektedir. Yani, her iki oyuncunun da

stirekli kagirmasi sonucunda oyunun bitmeksizin devam etmesi olasiligi 0 dir.
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SONLU MATEMATIK - PROBLEMLER

. Bir kenar1 n birim olan bir kare, n? tane birim kareye boliiniiyor ve her kare kirmizi,
beyaz ya da maviye boyaniyor. Boyle bir boyamada, bu karenin bir satir veya
stitununda ayni renkte en az li¢ tane birim kare olmasinin kacinilmaz olmasi icin, n

degeri en kiiclik ne olmalhidir?

. Ayse’nin, Barig’tan bir fazla madeni paras: vardir. Her ikisi de biitiin paralarini ayni
anda firlatiyorlar ve ortaya ¢ikan tura sayisim gozliiyorlar. Paralarin her iki ylizlintin
de gelme ihtimalinin egit oldugununa gore, Ayse’nin Barig’tan daha fazla tura elde

etme ihtimali nedir?

. Bir kenarmmin uzunlugu 1 birim olan bir eskenar ii¢genin i¢ bolgesinden alinan 5

noktadan en az ikisinin arasindaki mesafenin % birimden az oldugunu kanitlayiniz.

. Bir bahcivan dikdortgen seklindeki bahgesini iki kosegeni kullanarak dort {icgene
boliiyor. Bahgivan bu tiggenlerin her birine bir tiir ¢icek ekecektir ancak ortak ke-
narlar1 olan tlicgenlerde farkli tiir ¢igek ekmelidir. Bahc¢ivanin elinde karanfil, be-
gonya, giil, lale ve sardunya tohumlar: olduguna gore, bu iglemi kag farkl sekilde

yapabilir?

. 6 cift ikiz 6grenciden olugan bir grup, birbirinin ikizi olan 6grenciler aym takimda
olmamak kosulu ile,

a) 6 kisilik

b) 4 kisilik takimlara ka¢ degisik sekilde ayrilabilir.

. Ateg ile Giines bir ¢ift zar atarak tist ylizlerinde gelen sayilarin toplamina dayanan
bir oyun oynamaktadirlar. Ateg’in kazanmasi i¢in sayilarin toplamimin 12 olmasi
ve Gilineg’in kazanmasi icin sayilarin toplaminin iki sefer iist iiste 7 olmasi1 gerek-
mektedir. Oyun biri kazanana kadar devam edecegine gore, Ateg’in oyunu kazanma

olasilig1 nedir?

. igerisinde kirmizi bir top bulunan torbaya, mavi yada kirmizi olma olasiliklar: esit
olan bir top daha atiliyor ve torbadan bir top ¢ekiliyor. Cekilen top kirmizi olduguna

gore torbaya sonradan atilan topun kirmizi olma olasiligl nedir?

. 126’y1 gegmeyen ve birbirinden farkli hangi 7 pozitif tam sayiy1 alirsak alalim bun-
larin iginde b < a < 2b esitsizliklerini saglayan a, b sayilarinin bulunabilecegini

ispatlayiniz.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

1 den 99 a kadar olan sayilardan secilmig 10 elemanli her kiimenin toplamlari ayni

olan iki alt kiimeye ayrilabilecegini gosteriniz.

1 den 16 ya kadar olan sayilar

a) Diiz bir ¢izgi tizerine

b) Bir ¢ember iizerine

ard arda gelen iki terimin toplami bir tam kare olusturacak gekilde dizmek miimkiin

mudir?

Bir satonun mahzeninde her birinde 12 kilit olan 12 kapinin arkasindaki hazinelerini
koruyan 7 ciice vardir. Kilitler birbirinden farklidir ve her ciicede bazi kilitlerin
anahtarlari vardir. Herhangi 3 clice birlikte biitiin kilileri acabilmekte ise ciicelerdeki

anahtar sayilarinin toplaminin en az 333 oldugunu gosteriniz.

20 kisilik bir toplulukta 10 kisi ingilizce, 10 kisi Almanca ve 10 kigi Fransizca biliyor.
Bu toplulugun ¢ kisilik bir alt kiimesinde eger Ingilizce bilen en az bir kisi, Almanca
bilen en az bir kigi ve Fransizca bilen en az bir kigi varsa, bu alt kiimeye bir “komite”

deniyor. Boyle bir toplulukta en ¢ok kac farkli komite olabilir?

Bir zarin karsilikhi iki ytliziinde birer nokta, bagka iki karsilikli yiiziinde ikiger nokta,
geriye kalan iki yiiziinde ise liger nokta vardir. Bu sekilde 8 zar kullanilarak 2 x 2 x 2
bir kiip olusturuluyor ve her yiiziindeki toplam noktalar sayiliyor. Bu sekildeki bir
kiibiin yiizlerindeki toplam nokta sayilarinin 6 ardigtk tam sayr olmasi miimkiin

mudir?

n x n’lik bir tabloda kareler siyah ve beyaz renge boyaniyor. Herhangi iki satir ve

stitunun kesigimindeki dort kare ayni renkte degilse n’nin en biiyiik degerini bulunuz.

15 sayidan olusan aj,as,...,a1s dizisi veriliyor. b;, bu dizide a;’den kiiciik olan
sayilarin miktarina egit olacak sekilde bir by, b, ..., b5 dizisi olugturuluyor. (by)
dizisi 1, 0, 3,6, 9,4, 7, 2, 5, 8, 8, 5, 10, 13, 13 olacak sekilde bir a1, ao, ..., a5 dizisi

bulunur mu?

Keyfi tic komsu sayinin toplami pozitif ve tiim sayilarin toplami negatif olacak sekilde

20 say1 bir siraya yazilabilir mi?

99 tane kartin bir yiiziine 1,2,...,99 sayilar1 yazilmistir. Kartlar karigtirilir ve
oteki yiizlerine yeniden 1,2, ...,99 sayilar1 yazilir. Her kartin iki yiiziindeki sayilarin

toplami1 alimir. Bu 99 toplamin ¢arpiminin ¢ift oldugunu gosteriniz.

Her biri farkli boyda olan n kisi, en uzun kisinin her iki yoniinde de boy uzunluklar:
azalacak sekilde siralaniyorlar.
a) Kag degisik sekilde siralanirlar?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

a) En uzun kisi ile en kisa kigi arasindaki her iki sirada da boy uzunluklar: azalacak

sekilde bir daireyi kag degisik sekilde olugturabilirler?

1,2,...,n kiimesinin, 1, 2, 3, ve 4’in herhangi ii¢iiniin arka arkaya bulunmadigi tiim

permiitasyonlarinin sayisini n cinsinden bulunuz.

Betiil 1 den 100 e kadar farkli tam sayilari kullanarak, en blyilik eleman, diger
elemanlarin carpimi olacak sekilde kiimeler olusturuyor. Her bir tam say1 en fazla

bir kiimede yer aliyorsa Betiil en ¢ok kag kiime olusturabilir?

Tahtaya 1 den 10 a kadar olan sayilar yaziliyor. Iki oyuncu sirayla bu sayilardan
birisini segiyor ve o sayi ile o sayiy1 bolen tiim sayilari tahtadan siliyor. Son sayiy1

silen oyunu kazaniyor. Bu oyunu kim kazanir?

Dalgin bir profesor iki adet kibrit kutusu aliyor ve ikisini de cebine atiyor. Kibrite
ihtiyaci oldugu herhangi bir zaman elini cebine atiyor ve iki kutudan birini rastgele
(esit olasilikla) aliyor. Bir giin profesor, daha énce kutudaki son kibriti aldiktan
sonra dalginlikla tekrar kutuyu cebine atmig olacak ki, eline aldigi kibrit kutusunun
bog oldugunu goriiyor. Eger iki kutuda da baglangicta n tane kibrit ¢opt varsa, son

durumda diger kutuda k tane kibrit ¢opii olma olasihigr nedir? (0 < k < n)

Bir binanin odalar1 m x n lik bir dértgen yap1 olugturacak sekildedir (Sekilde 5 x 6 lik
durum gosterilmektedir). Tim odalarda komsu odalara agilan bir kap:t mevcuttur
ancak binadaki tek girig cikig sag tistteki odadandir. Bu odanin kapisi mn tane
kilitle kitli olup, anahtarlarin her biri ayr1 odadadir. Sol alttaki odada bulunan biri
¢ikiga ulasmak icin istedigi komsu odaya gecmekte serbesttir fakat terk ettigi odaya
acilan biitiin kapilar odadan ¢iktigi anda kilitlenmektedir. Bu durumda hangi m ve
n degerleri i¢in birinin biitiin anahtarlar1 toplayip binadan ayrilmasi miimkiindir

bulunuz ve ispatlayiniz.

¢ |~~Disa agilan
kilitli kapinin
bulundugu oda

Baslangi¢ Noktasi «—(@

4 x 4 ik bir satranc tahtasina en az kag yildiz yerlestirilmelidir ki, rastgele 2 satir

ve 2 siitundaki yildizlar silindiginde satranc tahtasinda en az bir yildiz kalsin?

30 parcaya boliinmiis carkifelegin iizerine 50, 100, 150, ..., 1500 sayilar1 rastgele
dagitilmigtir. Uzerinde yazan sayilarm toplami 2350’den bilyiik ya da 2350’ye esit

olan ardigik li¢ parca oldugunu gosteriniz.
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Bir satrang tahtasimin iist ve alt kenarlar: ile sag ve sol kenarlar1 birlestirilerek bir
torus olusturuluyor. Boyle bir tahtaya birbirinin saldir1 karesinde olmayan en fazla

kag tane at koyabiliriz?

Iki kigi 2009 x 2009 boyutlu kareli alanda oyun oynuyorlar. Birinci oyuncu merkezdeki
kareye “x” yaziyor; ikinci oyuncu bunun etrafindaki 8 kareden herhangi birisine
“O” yaziyor. Bundan sonra birinci oyuncu, dolu karelerin komgulugundaki kareler-
den birisine “x” yaziyor ve bu sekilde oynamaya devam ediyorlar. Birinci oyuncu
kosedeki karelerden herhangi birisine “x” yazabilirse oyunu kazaniyor. Diger du-
rumlarda oyunu ikinci oyuncu kazaniyor. Iki oyuncu da en iyi sekilde oynarsa oyunu

kim kazanmr?

500 oyuncunun katildig: bir satran¢ turnuvasinda ti¢ kez yenilgi alan oyuncular elen-
mektedir. Turnuva tamamlandiginda en az ve en fazla kac karsilagsma yapilmis ola-
bilir?

A={1,2,...,2006} olsun. A kiimesinden secilen alt kimelerin herhangi iki tanesinin
kesigsiminde tam olarak 2004 tane elemanin olacagi en fazla kag tane alt kiime

secilebilir.

Bir sinemanin gisesininde insanlar bilet alirken dogum giinleri kaydedilmekte ve daha
once bilet almig herhangi bir miigteriyle ayni giinde dogmus olan siradaki ilk kisiye,
bir defaya mahsus bedava bilet verilmektedir. Bilet gisesinin oniinde duran Ali,
istedigi zaman kuyruga girebilmektedir (Ornegin kuyruga birinci sirada girebilir ya
da ellinci sirada girebilir). Ali diger insanlarin dogum giinlerini bilmemektedir. Ali,
kaginc1 sirada kuyruga girerse bedava bilet alma sansi en fazla olur? (Bir senenin
365 giin oldugunu ve dogum giinlerinin gelme olasiliklarinin egit oldugunu kabul edin.

Sorunun ¢oziimi i¢in bir hesap makinesi veya bilgisayara gereksinim duyabilirsiniz.)

Birbirinin egi ve yiizleri 1 den 6 ya kadar sayilarla numaralandirilmig olan 27 beyaz
kiipten tek bir kiip olusturuluyor ve olusturulan kiibiin dig yiizeyi siyaha boyaniyor.
Daha sonra bu kiip tekrar parcalara ayiriliyor ve kiipler bir torbada karigtirildiktan
sonra torbadan rsastgele segilerek tekrar tek bir kiip olugturuluyor. Olusturulan bu

kiibiin dig ylizeyinin tamamen siyah olma olasiligi kagtir?

Asagidaki gekilleri aym sayida kullanarak n x n lik bir satrang tahtasinin, sekiller {ist
iiste binmeyecek sekilde kaplanabilmesi igin gerekli en kiiglik n pozitif tam sayisini

bulunuz.

ve
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

ABC egkenar iiggeninin kenarlarimin uzunlugu N ’dir. N bir tam say1 olmak {izere,
eskenar tiggen, igine kenarlarina paralel gizgiler ¢izilerek her birinin kenar uzunlugu 1
olan egkenar iiggenlere boliinliyor. A kosesinden baglayarak olusan eskenar ticgenlerin
iginden gegen bir yol olugturuluyor. Her iiggenden en fazla 1 defa gegiliyor ve iki
liggen arasinda ortak olan kenarlarindan gecilerek yol aliniyorsa, diger bir koseye

giden bir yol en ¢ok kag iiggenden gecerek olusturulabilir?

Hangi n tam sayis1 i¢in bir cember iizerine dizilmis hepsi birden sifira egit olmayan ve

komsu iki sayinin farkinin mutlak degerine esit olan n tane gercel say1 bulunabilir?

67 ogrenciden olugan bir grup, 1 den 6 e kadar numaralanmis 6 soru iceren bir sinava
katilir. Sinavda, soru n ye verilen dogru yanmit icin n puan kazanilirken, ayni soruya
verilen yanlig yanitla n puan kaybediliyor.

a) Herhangi iki skor arasindaki fark en az kag olabilir.

b) En az 4 katihmcinin ayni skoru elde etmesi gerektigini gosteriniz.

c) En az iki 6grencinin alt1 soruya da ayni yanitlar: verdigini gosteriniz.

Bir 6grenciye 7 boliime ayrilmig bir disk ile mavi, kirmizi, sar1 ve yesil kalemler
veriliyor ve disk {izerindeki her boliimii boyamas: isteniyor. Her renk bir defadan
cok kullanilabilir veya hi¢ kullanilmayabilir. Bitisik olan béliimler farkli renklere

boyanmak kogulu ile disk kag degisik sekilde boyanabilir?

Bir ogretmen 1 < k < 50 olmak iizere bir k pozitif tam sayis1 tutuyor. Smiftaki
n ¢ocugun her biri sirayla, bu saymin kendi belirledikleri bir tam sayiya boliiniip
boliinmedigini soruyorlar. ()é;retmen “evet” veya “hayir” yaniti veriyor. Soru ve
yanitlar1 herkes duyuyor. Sayinin bulunmasini garanti etmek igin n en az kag ol-

malidir?

a,b, ¢ harflerinden olugsan bir alfabe veriliyor. Icinde cift sayida a bulunan n harfli

kelimelerin sayisin1 bulunuz.

5 x 7 lik bir satranc tahtasini sinirlarini gegmeden, her karede ayni miktarda kat
olma kosulu ile birden fazla kat yapabilerek L harfi ile (2 x 2 lik bir kareden 1 x 1
lik bir kosesini gikararak elde edilen sekil) kaplayabilir miyiz?

Her birisi 5 kogucudan olugan 10 takim arasinda yapilan maraton yarigmasini n inci
sirada bitiren kosucu icin takimina n puan verilmis ve yarismay1 en az toplam puana
ulagan tek bir takim kazanmistir. Yarigmay: aym sirada tamamlayan iki kogucu
olmadiginmi kabul ederek kazanan takimin puaninin alabilecegi degerlerin sayisini bu-

lunuz.

{1,2,3,---,49,50} kiimesinin, herhangi iki elemanimn toplami 7 ile bolinmemek

kosgulu ile olusturulabilecek bir alt kiimesinde en fazla kag eleman olabilir?
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43.
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

Bir {1 dogrusunun iizerinde Ay, Ao, Az, A4, As noktalari; [ dogrusunun iizerinde de
Bi, By, B3, By, Bs noktalar1 igaretlenmis ve A;B; (i, = 1, ...,5) dogrular ¢izilmigtir.
Toplam 27 dogrunun yer aldig1 bu sekilde, dogrularin kesigsim yeri olan noktalarin

sayisinin en fazla kag olabilecegini bulunuz.

Tim tam sayilar kiimesini hi¢ birisi bog olmayan ve ikili olarak kesismeyen ¢ alt
kiimeye ayirmak istiyoruz. Bu iglemin farkli alt kiimelerden segilen her a, b igin
agagidaki gsart1 saglayacak gekilde yapilmasi miimkiin midiir?

a) tciinci alt kiimede a + b = 2¢ denklemini saglayan bir ¢ elemaninin bulunmasi
b) iigiincii alt kiimede a + b = ¢1 + co denklemini saglayan c¢; ve ¢ elemanlarinin

bulunmasi

Aralarindan tam 4 tanesinin adi Ates olan 12 6grenci, her birisi 4 6grenciden olugan
matematik, satran¢ ve miizik gruplarma dagilmistir.Her grupta en az bir Ates bu-

lunmas: olasiligini hesaplayiniz.

iglerinde sirasiyla 1,2, ...,20 litre su bulunan 20 tane varil vardir. Eger A varilinde
en az B varilindeki kadar su varsa, A varilinden B variline, B varilinde olan su kadar
su aktarilabilmektedir. Aksi takdirde A varilinden B variline su aktarilamamaktadir.
Bu kurala gore bir dizi aktarma yaptiktan sonra:

a) 5 varilde 3 litre su ve kalan 15 varilde sirasiyla 6,7, ...,20 litre su elde edebilir
miyiz?

b) Bir varilde 210 litre su elde edebilir miyiz?

(Her varilin hacminin en az 120 litre oldugunu kabul ediniz.)

Herhangi ii¢ tanesi bir dogru iizerinde olmayan 2005 noktanin olugturdugu kiimeye
T kiimesi diyelim. Bu durumda bu 2005 noktadan herhangi biri icin, koseleri T°
kiimesinden olan ve bu noktanin i¢ kisiminda bulundugu iiggenlerin sayisinin bir ¢ift

tam say1 oldugunu gosteriniz.

Kenarlar1 10 olan egkenar bir iiggen, i¢ tarafindan kenarlarina paralel olacak sekilde
dogrularla boliinerek 100 adet eskenar birim ti¢gene ayriliyor. Iceride yeni olugan ve

kenarlar1 biiyiik icgene paralel olan eskenar ticgen sayisini bulunuz.

Bir zar n kere atildiktan sonra zarin tizerindeki biitlin sayilarin en az bir kere gelmis
olma olasiligina ¢ diyelim. ¢ > % olmasimi saglayan en kiiciik n tam sayisi nedir?

(Coziim i¢in hesap makinesine gereksinim duyabilirsiniz.)

n > 3 olmak iizere A1As... A, kenar uzunluklar1 birbirine egit bir ¢okgen olsun.

A;A; Ay, bicimindeki genig acili tiggenlerin sayisimi bulunuz.

Asagidaki gekillerden ayni sayida kullanarak n x n bir satrang tahtasinin, gekiller {ist

iiste binmeyecek sekilde kaplanabilmesi icin gerekli en kiiciik n pozitif tam sayisini
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52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

bulunuz.

ve

4 kirmizi, 8 mavi bilye bir halka seklinde rasgele diziliyor. 2 kirmizi bilyenin yan

yana gelmeme ihtimali nedir?

Bir kisi bir hafta (7 giin) boyunca 7 kisilik arkadag grubundan her aksam farkli bir
3 kigilik grubu yemege davet etmek istiyor. Herbir arkadasinin en az bir kere davet
edilmesi gart1 ile bu bir haftalik davetiye listesinin kag farkli sekilde hazirlanabilecegini

bulunuz.

1<a<10,b>0, ¢c> 2, 20 < d < 30 sartlarim saglayan ve toplamlari a+b+c+d =

100 olan kac tane tam say1 bulunabilecegini hesaplayiniz.

Herhangi bir n > 1 tam sayisi igin kogeleri negatif olmayan ve n ’yi agmayan koor-
dinath noktalarda bulunan kareler gézoniine alindiginda
a) n =4 igin kag tane kare vardir.

b) Herhangi bir n igin genel bir formiil bulunuz.

Ali, Burak, Ceren ve Derya bir tiinelin giriginde bulunuyorlar. Sadece bir fenerleri
var ve fener olmadan kimse tiinele girmek istemiyor. Fakat tiinelden ayni anda en
fazla iki kisgi gegebiliyor. Ali, Burak, Ceren ve Derya’nin tiineli gegmeleri sirasiyla
1,2,5 ve 10 dakika stirtiyor. Herkesin tiinelin diger tarafina gegmesi i¢in en az ne

kadar zamana ihtiyaclar1 vardir 7

12 kisi yuvarlak bir masanin etrafinda oturmaktadir. Bu 12 kisi ciftlerin elleri bir-

birini kesigmemek kogulu ile kag farkh sekilde el sikigabilir?

(0,0) merkezli ve 22 + y? < 1 bolgesini kaplayan bir gol, 2% + y? = % gemberi, ve
k=1,---,nolmak iizere (0,0)’dan baslayan ve = ekseni ile 360° x k/n ag1 yapan yar1
dogrular vasitasi ile 2n parcaya boliinmiustir. Golde 4n + 1 kurbaga bulunmaktadir
ve her hamlede 3 veya daha ¢ok kurbaga bulunan bélgelerden birindeki {i¢ kurbaga,
bu bélge ile sinir paylagsan diger ti¢ bolgeye sicramaktadir. Her bolgenin kendisinde
veya komsularinin {iciinde birden kurbaga bulundugu bir duruma ulagabilecegini

gosteriniz.

m x n dikdortgensel bir alan sekildeki kose parcalariyla kaplaniyor.
Bir kaplamaya, icinde kenar uzunlugu m ya da n’den kiiciik olan ve

kose pargalariyla kaplanmig bir dikdortgen bulunmuyorsa, diizgiin I

diyelim. Bu durumda bir {m,n} ¢ifti i¢in bir m x n diizgiin

kaplama varsa 2m X 2n icin de bir diizgiin kaplama oldugunu

gosteriniz.
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60.
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63.

64.

Bir kiibiin her kogesinde farkli dogal sayilar ve her kenarinda da kenarin bagladig:
iki kosedeki saymin en biiylik ortak boleni vardir. Koselerdeki sayilarin toplami

kenarlardaki sayilarin toplamina esit olabilir mi?

Uc cavus ve daha diisiik riitbeli birka¢ askerden olusan bir takimda cavuslar sira ile

gorev almaktadir. Takim komutani su emirleri vermistir.

e Her giin en az bir emir verilmelidir.

Hicbir asker ikiden fazla gérev alamaz, ve herhangi bir askere giinde birden

fazla emir verilemez.

Emir verilen askerlerin listesi herhangi iki giin i¢in ayni olamaz.

Bu kurallar: c¢igneyen ilk cavus hapse atilacaktir.

Cavuglarin aralarinda 6nceden anlasamadiklar: bir durumda, belirtilen kurallara

uyarak emir verebilecek ve hapse girmemeyi bagarabilecek en az bir ¢avus var midir?

Bir ¢emberin her bir noktasi ya beyaz ya da siyah renktedir. Buna gore

a) Koseleri boyle bir ¢ember {izerinde ve ayni renkte olacak gekilde bir ikizkenar
licgen cizilebilecegini gosteriniz.

b) Késeleri boyle bir gember tizerinde ve ayni renkte olan bir eskenar {iggen ¢izilebilir

mi?

2007 tam say1 bir cemberin etrafina diziliyor. Burada art arda gelen 5 sayidan 3’tintin
toplami digerlerinin toplaminin 2 kati1 olduguna gére bu sayilarin hepsinin ancak 0

olabilecegini gosteriniz.
n ogrenci, k soruluk bir sinava giriyor.

e Bir 6grenci sinavdaki sorularin yarisindan daha azina dogru cevap verirse basarisiz

sayiliyor.
e Simavdaki sorular, sinava giren 6grencilerin yarisindan fazlasi tarafindan dogru

cevaplandirildiginda kolay olarak adlandiriliyor.

Bu bilgilere gore hangi (n, k) ciftleri igin
a) Biitiin sorularin kolay olmasina ragmen biitiin 6grencilerin bagarisiz olabilir?

b) Higbir soru kolay olmamasina ragmen biitiin 6grencilerin bagarili olabilir?

Her kenarinda n nokta bulunan tiggen seklindeki noktalarin tizeri 1,2,...,n uzun-

luklarindaki n adet gubuk kullanilarak kag degisik sekilde kapatilabilir?
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66.

67.

68.

69.

70.

Besinci ve sonraki terimleri, 6nceki dort terimin toplaminin 10 a boliimiinden kalan
olacak sekilde 1,2,3,4,0,9,6,9,4,8,7,... dizisi olugturuluyor.

a) 2,0,0,4 sayilar, verildikleri sira ile bu dizide goriilebilir mi?

b) Dizinin ilk dort terimi 1, 2, 3, 4, dizinin herhangi bagka bir kisminda tekrar gortilebilir

mi?

Diizlemde herhangi 3 tanesi ayni dogru iizerinde yer almayan 50 nokta veriliyor.
Bu noktalar 4 renkten birisi ile boyaniyor ve koselerini bu noktalarin olusturdugu
biitiin iiggenler c¢iziliyor. Bu diizlemde, koseleri ayni renge boyanmig olan en az 130

gesitkenar iiggen oldugunu gosteriniz.
Bir 6grenci bir kitabr 37 giin boyunca agagidaki kurallara gore okuyor.

e Her giin en az bir saat kitap okuyor.
e Her giin 12 saatten fazla olmamak kaydiyla tam sayida (ondaliksiz) saat okuyor.

e Toplamda en fazla 60 saat kitap okuyor.

Bu durumda o6grencinin bazi ardigik giinlerde toplam 13 saat kitap okudugunu

gosteriniz.

Verilen her pozitif N tam sayisi igin sadece 0 ve 1 rakamlarindan olugan N basamakl

ve N ile tam boliinen bir tam say1 oldugunu gosteriniz.

m(BAC) = 60°, |AB| = 2005, |AC| = 2006 olacak sekilde bir ABC' iicgeni ver-
ilmis olsun. Ates ve Giines sirayla kendilerine kalan ti¢geni bir dogru boyunca,
herbirinin alani 1 veya daha biiyiik iki yeni licgen olusturacak sekilde kesiyorlar ve
bu iiggenlerden genig agili olami (ikisi de dik acihi ise herhangi birini) atilip geriye
kalan licgenle oyuna devam ediyorlar. Bu kesme iglemini yapamayan oyuncu oyunu
kaybediyor. Oyuna Ateg’in bagladigini ve her iki oyuncunun da miimkiin olan en iyi

hamleleri yapacagini kabul ederek oyunu kimin kazanacagini belirleyiniz.

n x m’lik bir dama tahtasinin bazi karelerini siyaha, geriye kalan karelerini ise beyaza
boyamak istiyoruz, Oyle ki, boyama iglemi tamamlandiginda her siyah karenin ¢ift
sayida siyah komgusu, her beyaz karenin ¢ift sayida beyaz komsusu olsun (Bir kar-

eye caprazdan da olsa temas eden karelere o karenin komsular: diyelim, ve karenin
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72.

73.

74.

75.

76.

e

78.

kendisini de komsgular1 arasinda sayalim). Bu iglemin hangi (n,m) ikilileri igin

yapilabilecegini belirleyiniz.

Beyaz bir kagidin iizerine bir kenarinda n tane kare bulunan bir 1zgara elde etmek

icin en az kag kare cizmeliyiz?

Uzerinde 1 den 15’e kadar sayilar olan kutular herhangi bir sira ile yanyana diziliyor.
En fazla dort farkli renk kullanilarak kutular boyanacaktir. Aym renge boyanan
kutularin tlizerindeki sayilarin siirekli artmasi1 veya siirekli azalmasi istenmektedir.

Biittin diziligler icin istenen sekilde boyamanin yapilip yapilamayacagini gosteriniz.

7 x 7’lik bir satrang tahtasi 49 birim kareye boliiniiyor. Her satir ve siitunda cift
sayida dama tasi olacak sekilde n tane dama taginin birim karelere yerlestirilebilecegi
biitiin n degerlerini bulunuz. (0 bir ¢ift say1 oldugu igin ¢oztimler bos satir veya

siitunlar igerebilirler. Bir birim kareye en fazla 1 tane dama tag1 koyulabilir.)

Iki oyuncu, aym anda {-4,-3,-2,-1,0, 1, 2, 3, 4} kiimesinden, yerine koymaksizin,
sirayla birer say1 segerler. Toplami sifir olan ii¢ sayiy1 (li¢, dort ya da besinci
secimde) elde eden ilk oyuncu, oyunu kazanir. Iki oyuncudan birinin oyunu kazan-

mas1 kaginilmaz midir?

Bir kiipiin kosgeleri 1 ’den 8 ’e kadar numaralandiriliyor. Capraz olarak kargilikli olan
iki koseyi birbirine baglayan ve 3 kogeden gegen, gectigi koselerle bagladigr koselerin

numaralarinin toplami en az 21 olan bir yol oldugunu ispatlayiniz.

n > 2 bir tam say1 olsun. n adet yarig arabasi bir ralliye katiliyor. Araglar 1’den
n’ye kadar numaralanmis, ve baglangic noktasindan numara sirasina uygun sekilde
sirayla ayriliyorlar. Sonugta her araba yol boyunca aymi sayida araba tarafindan
geciliyor, 6te yandan arabalarin yol boyunca gegtikleri arabalarin sayilarinin timi
birbirinden farkli. Bir araba bir baskasini yaris boyunca en c¢ok bir kez geciyor.
Arabalar varig noktasina hi¢ bir beraberlik olmaksizin ulagiyorlar. Bu durumun

n’nin hangi degerleri i¢cin miimkiin oldugunu belirleyiniz.

m sarkinin sOylendigi bir sanat festivaline sekiz sanatci katilmaktadir. Her sark: 4
sanatg1 tarafindan soylenmektedir ve herhangi iki sarkicinin séyledigi sarkilarda ayni

olanlarin sayisi sabittir. Bunun miimkiin oldugu en kiiciik m sayisin1 bulunuz.

Her birinin tizerinde sifirdan biiyiik bir tam say1 yazan kartlardan olugan bir destede
kartlar tizerindeki sayilarin toplami 2007 ’dir. 1 < k < 2006 olacak sekildeki bir
k tam sayisi igin, iistiinde yazan sayilarin toplami k£ olan bazi kartlar secilebiliyor
ve bu her k tam sayisi i¢in tek bir gekilde yapilabiliyor (iizerindeki sayilar esit olan

kartlar ayn1 kabul ediliyor). Bu sekilde kag farkl deste vardir?
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80.

81.

82.

Karelere boltinmiis m x n lik bir tahtada bir hamle sirasiyla asagidaki iki asamadan

olugmaktadir:

e Herhangi ikisi ayn1 satirda veya ayni siitunda olmayacak sekilde tahtadan bog

kareler secilir. Bu secilen karelerin her birine beyaz bir tag konulur.

e Tahtadaki her bos kare incelenir, karenin bulundugu hem satirda hem de siitunda

bir beyaz tas varsa o kareye bir siyah tag konulur.
Bu gekilde bir dizi hamle yapildiktan sonra tahtaya en fazla kag¢ beyaz tag konulabilir?

10 x 10 luk birim karelerden olugan bir levha diigiinelim. Ortak kenarla birbirlerine
bagli olan birim karelerin olusturdugu sekle gemi diyecegiz. Herhangi iki geminin
ortak kogesinin bulunmadigi gemiler kiimesine donanma diyecegiz (yani tiim gemiler
koge-bagimsiz). Higbir yeni gemi eklenemeyecek bir donanmada en az kag kare bu-

lunmasi gerektigini bulunuz.

a ve b lerden olusan harf dizilerinde su degisiklikleri yapabiliyoruz: aba — b, b — aba,

bba — a, a — bba (Orne{;in, a — bba, a nin yerine bba konulmasi anlamina geliyor).

aa...ab dizisinden baa . .. a dizisini elde etmek mimkiin mudiir?
S—— S——

2003 2003
Bir n sayisinin, pozitif tam sayilarin toplamlari olarak yazilmasina n nin bir boltintisii
denir. (Terimlerin yer degigtirmesi ile edilen yazilim farklh bir bi¢im olarak kabul

edilmeyecektir.)

Asagidaki tabloda 5 in farkl biitiin boliiniisleri verilmistir. Ikinci siitun, her boliiniiste
bulunan 1 lerin sayisini, ve tigiinci siitun her boliiniiste bulunan farkli terimlerin
sayisinl gostermektedir. En alt satirda da, ikinci ve tgiincii stiitundaki sayilarin

toplami verilmigtir.

Boliiniis 1 lerin sayis1 | Farkli terimlerin sayisi

5 0 1

4+1 1

3+2 0

3+1+1 2
1
3
5

24241
24+1+1+1
14+1+1+141
Toplam 12 12

NN NN

Bir n sayisimun farkli biitiin boliintiglerindeki 1 lerin sayisi a(n), ve farkli biitiin
boliiniiglerinin her birindeki farkl terimlerin sayisinin toplami b(n) olsun. Yukaridaki
tabloda a(5) = b(5) oldugu gosterilmistir.

275



83.

84.

85.
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87.

Tiim n tam sayilar igin, a(n) = b(n) oldugunu kamtlayimiz.

n pozitif bir tam say1 olmak iizere, S, = {n%? + 1,n% + 2,..., (n + 1)?} olsun. S,
kiimesindeki farkl elemanlarin ikili carpimlarinin sayisii n’ye bagh olarak bulunuz?
Ornegin; Sy = {5,6,7,8,9} olmak iizere,

59X 6=06x5=30, B5xT=7x5=35,
5x8=28x5=40, 5x9=9x5=45
6Xx7T=T7x6=42 6 x8=8x6=48,
6 x9=9x6=>54, 7x8=8xT=56,
TXx9=9x7=63, 8Xx9=9x8="T72,

esitlikleri elde edilir. Dolayisiyla; n = 2 igin, farkli elemanlarin ikili ¢carpimlarinin

sayis1 10 ’dur.

Bir rehine karelere boliinmiig n x n lik bir tahtanin tizerine yerlestiriliyor. Rehine,

tahta tlizerinde 2 cesit yer degistirme yapabiliyor:

e Kendi bulundugu kareyle ayni kenara sahip bir komsu kareye gidebiliyor.

e Kendi bulundugu kareyle ayni kogeye sahip olan ama ayni kenara sahip olmayan

bir komsu kareye gidebiliyor.

Rehine, iki kere iist iiste ayni gesit yer degistirme yapamiyor. Rehinenin baglangic
karesinden baslayarak tiim kareleri tam olarak bir defa ziyaret edebilmesine olanak
saglayan 1’den biiyiik dogal sayilar1 bulunuz. (Rehinenin, bagladig1 kareye donmesi

gerekmemektedir.)
Bir madeni para n kez atiliyor. Iki tane turanm ard arda gelmeme ihtimali nedir?

Bir cocuk, 2005 tastan olusan bir obekteki taslardan bir tanesini bizim goreme-
yecegimiz sekilde igaretliyor. Her hamlede mevcut taglari hicbiri bog olmayan fig
6bege ayiriyoruz. Cocuk, isaretli tagi igermeyen iki 6bekten ¢ok tag igereni (esitlik
durumunda herhangi birini) segip buradaki taglar1 oyun digina itiyor. Geri kalan
taglar ise karigtiriyor ve hamle yapma siras1 tekrar bize geliyor. Oyunda iki tas
kaldigi zaman cocuk bize hangi tagin isaretli oldugunu soylityor. Isaretli tag bulmay1

garanti etmek i¢in en az ka¢ hamle yapmamiz gerekir?

Tiimii birbirinden farkli ve hepsi 1707’den kiiclik 7 pozitif tam say1 alalim. Bunlar
arasindan a < b+ ¢ < 4a’yi saglayacak bicimde a, b, ¢ (tiimii farkli) segebilecegimizi

gosteriniz.

276



88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

7 x 7 boyutlarinda bir satrang tahtasinin dort kosesi atiliyor.

a) En az kag tane kareyi siyaha boyamak gerekir ki art1 seklinde boyanmamig 5
kare bulunamasin?

b) Her kareye bir tam say1 yazalim. Art1 seklinde alinacak herhangi 5 karedeki
sayilarin toplami negatif iken tiim tahtadaki sayilarin toplaminin pozitif olabilecegini

gosteriniz.

Sonlu bir X kiimesinin ii¢ elemanli alt1 kiimesi veriliyor. X in elemanlarini iki renkle
boyayarak, hicbir alt kiimenin elemanlarinin tamaminin tek renkte olmayabilecegini

gosteriniz.

ai,as,...,a, gercel sayilar: dizisinde ardigik terimlerin altina, iki terimin aritmetik
oratalamasi yazilarak yeni bir dizi olugturuluyor. Olugturulan bu dizi i¢in de ayni
islem uygulanarak, bu dizideki ardigik terimlerin aritmetik ortalamalarindan olusan
bir dizi daha olusturuluyor. Bu igleme tek elemanl (a) bir dizi elde edene kadar
devam ediliyor. Eger a sayisi iglemler sirasinda sadece en son dizide goriiliiyorsa

biitiin iglemler sirasinda bir eleman en fazla kag defa goriilebilir?
100, 3’iin kuvvetlerinin toplami bigiminde kag farkli sekilde yazilabilir?

Bir siufta n tane 6grenci vardir. Ogretmen N tane soruyu bu ogrencilere dagitir
ve her ogrencisi 1 < ¢ < n igin a; tane soru alir. Tim a;’ler esit olmadiginda
ogrenciler soru sayilarm esitlemek icin su sekilde bir yontem geligtirirler: i ve j
ogrencileri a;+a; toplami ¢iftse her biri WT% soru alir; tekse bir degisiklik yapmazlar.
Ogrenciler asagidaki durumlar icin baglangictaki dagilim ne olursa olsun herkes esit
sayida soru alacak gekilde organize olabilirler mi?

a) n=8, N=80

b) n =10, N=100

m,n tam sayilar olmak iizere m x n birimlik dikdortgenler sekildeki 3 birimlik
parcalarla kaplanmak istenmektedir. Dikdortgenlerin tamamen kaplanabilmesi igin

m ve n hangi degerleri alabilir.

A ve B oyuncular su kurallarla bir oyun oynamaktadir: oyunun baginda m tane n
sayisi tahtaya yazilir. Oyuna A oyuncusu baglar ve oyuncular sirayla oynarlar. Sirasi
gelen oyuncu tahtadaki sayilardan sifirdan farkli bir tanesini secer. Eger sectigi k

sayis1 tahtadaki diger sayilarin hig birisinden biiytik degilse, oyuncu bu sayiy1 k—1 ile
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degistirir, aksi takdirde oyuncu bu saymin yerine tahtadaki en kiiclik pozitif sayiy1
yazar. Tim sayilarin sifir olmasini ilk saglayan kigi oyunu kazanir. Eger her iki

oyuncu da en iyi stratejileriyle oynarsa oyunu kim kazanir?

95. 99 tane birbirinden farkli 100’den kiiciik pozitif tam sayilar verilmistir. 2,3,...,99
sayinin toplamlarinin tiimi 100 ile boliinemiyorsa verilen tiim sayilarin birbirine esit

oldugunu ispatlayiniz.

96. Sekildeki gibi 4 x4 liik bir satrang tahtasinin merkezlerine 16 tane nokta yerlestirilmigtir.

a) Herhangi 3 noktasi bir ikizkenar ti¢genin koseleri olmayacak sekilde, 6 nokta
secilebilecegini ispatlayiniz.

b) Yukaridaki 6zelliklere sahip 7 nokta segilemeyecegini ispatlayimz.

97. M kumesi dogal sayilarin 2008 elemanli bir alt kiimesi olsun. M kiimesinin ele-
manlarindan hi¢ birinin kiimenin herhangi iki elemaninin toplamina esit olmadig:

bilindigine gére bu kiimenin en biiyiik elemaninin minimum degeri ne olabilir?

98. 2005 kenarli diizgiin bir ¢okgenin koseleri kirmizi, beyaz ve maviye boyanmistir.
Komsu iki koge farkli renkteyse bu iki kogenin tigiincii renge boyanmasi iglemine
tekrar boyama diyelim.

a) Sonlu sayida tekrar boyama igleminden sonra biitiin kogelerin ayni renge boyan-
abilecegini gosteriniz.
b) Sonunda elde edilen renk bastaki kdselerin rengine bagh olarak sadece tek bir

renk olarak m belirlenir?

99. S ={1,2,...,2004} kiimesinin biitlin elemanlar: gesitli renklere boyanacaktir. a|b,
blc ve a,b,c birbirinden farkli olmak tizere (a,b,c) tigliilerinin higbirinde a, b ve ¢
sayilarinin ti¢iiniin de aym renkte olmasi istenmiyor. En az kag farkl renge ihtiyag

vardir?

100. n x n lik bir tablo; —1,0,1 sayilar: ile dolduracaktir. Her siitundaki ve satirdaki
sayilarin toplamlarimin birbirinden farkl olmasi isteniyor (bir stitundaki sayilarin

toplami, bagka bir stitundaki sayilarin toplamina esit olamayacag: gibi herhangi bir
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101.

102.

103.

104.

satirdaki sayilarin toplamina da esit olamaz). n = 4 ve n = 5 durumlar i¢in tablo

istenilen gekilde doldurulabilir mi?

Iki biligim kuramcisi, A ve B, jokerleri gikartilmig, karigtirilmig bir deste iskambil
kagidi ile bir hile yaparlar. A, seyirciler arasindan bir kisinin desteden rastgele bes
kart secmesini ister. Seyirci bes kart secer ve A’ya uzatir. A, kartlar1 dikkatle inceler
ve bir tanesini seyirciye geri verir. Daha sonra, A geriye kalan dort kart1 bir gekilde
diizenler ve onlar1 ters olarak iist iiste koyar. B, olup bitenlerin farkinda olmaksizin
odaya girer, dort karta bakar ve eksik olan, seyircideki beginci kart1 tespit eder. Bu
hile nasil yapilmigtir?

Not: A ile B arasindaki iletigim, sadece dort kartin diizenlenmesi yoluyla olmustur.
Sifreli bir konugma, elle isaretlesme, 6zel sensorlii algilama, isaretli ya da kivrilmig

kartlar gibi dort karttan olusan destenin yonlendirecegi herhangi bir ipucu yoktur.

Bir 6nceki sorudaki iki biligim kuramcisi simdi daha biiyiik bir hileyi deneyecekler.
Aslinda aymni hile ama bu kez 124 karttan olugan bir desteyle gosterilerini sergileye-
cekler. Bu hile nasil ¢aligir?

Not: 124, bu hilenin sergilenebilecegi maksimum sayidir. Kartlarin, dort takimdan
olustugu ve herbirinin igerisinde 31 kart oldugu ya da Ocak, Mart, Mayis ve Temmuz
aylar1 kullanilarak bir takvimin giinleri oldugu diisiiniilebilir. Ya da iki deste iskam-
bil kagidina iigiincii desteden sihirbazin aklinda tutabilecegi 20 kart ilave edildigi,
belki de kartlarin arka ytizlerinin, kartlarin hangi paketten alindig: bilinecek sekilde

tasarlandigl diigliniilebilir. Ya da basitce 1’den 124’e kadar numaralandirilir.

Ayse ve Barig'in rasgele dizilmis birer iskambil destesi vardir. Her seferinde destelerin
en listiindeki kart alinabilmektedir. Sirayla Ayse ve Barig kendi destelerinden birer
kart alip karsilagtiracaklardir. Aldiklar: kartlar aym olursa Baris kazanacak, degilse
birer kart daha cekip bu sekilde kartlar bitene kadar devam edeceklerdir. Kartlar

her seferde farkl cikarsa Ayse kazanacaktir. Ayse’nin kazanma olasiligi nedir?

Bir 6grenci bir bilgisayar oyunu oynuyor. Oyun 6grenciye birbirinden farkli, rastgele
se¢ilmis 2002 say1 veriyor. Daha sonra oyun ogrencinin agagidaki kurallara gore
islemler yapmasini istiyor:

e verilen sayilardan 2 tane seg, birini ikiyle carp, digerine ekle ve toplami tut,

e sonra, geri kalanlardan 2 say1 seg, birini ikiyle carp, digerine ekle; toplami 6nceki

toplamla carp ve sonucu tut,
e yukaridaki iglemleri 2002 sayinin tamami bitene kadar tekrarla.
Ogrenci, sondaki ¢arpim maksimumsa oyunu kazaniyor. Bu durumda kazanan strate-
jiyi bulup ispatla gosteriniz.

279



105. n x n ’lik kare geklinde bir sirada erkek ve kiz 6grenciler oturmaktadir. Her satirda,
siitunda ve c¢apraz dogrular boyunca oturan kiz 6grencilerin sayisi1 bilinmektedir.

Buna gore hangi n sayilar: i¢in kiz 6grencilerin yerini tam olarak belirlenebilir?

106. n x n’lik bir dama tahtasinda iki kigilik bir oyun oynaniyor. Birinci oyuncuda sinirsiz
sayida beyaz tag, ikinci oyuncuda ise sinirsiz sayida siyah tag var. Oyuna bog bir
tahta ile baglaniyor, hamleler sirayla yapiliyor, ve ilk hamleyi birinci oyuncu yapiyor.
Her oyuncu sirasi geldiginde tahtadaki bos karelerden istediklerine, bir kareye birden
fazla tag gelmeyecek sekilde kendi taglarindan koyuyor. Oyun tiim tahta doldugunda
sona eriyor. Sira kendinde olan oyuncu oyun bitmemisse tahtaya en az bir tag koymak

zorunda.

Oyun bittiginde, tahtadaki bir tagtan baglayarak her adimda sol, sag, iist veya alt
karelerden birindeki ayni renkten bir tagin bulundugu kareye ge¢mek suretiyle dama
tahtasinin kenarlarindan birine ulasmak miimkiin degilse bu taga “hapsedilmisg” diy-
oruz. Her oyuncunun puani (kars: renkten hapsedilmis taslar) — (kendi renginden
hapsedilmig taglar) seklinde hesaplaniyor, ve her iki oyuncu da oyunu miimkiin olan
en yiiksek puanla tamamlayacak gekilde oynuyor. n*n’lik tahtada birinci oyuncunun
alacagi puan f(n) ise:

20012 20022
< f(2003) < 5

oldugunu gosteriniz.

107. M = {1,2,...,100} kiimesi veriliyor. n € N ve a,b € M olmak tizere a — b =
n? ise a ve b farklh alt kiimelerde yer alacak sekilde M kiimesinin dortten az alt
kiimeye ayrilamayacaginmi gosteriniz. Aym sartlari saglayacak gsekilde M kiimesi bes

alt kiimeye ayrilabilir mi?

108. Hareketine [1,1] noktasindan baglayacak bir tagi koordinat sistemi iizerinde asagidaki
kurallara gore hareket ettiriyoruz:
e Tag bir [a, b] noktasindan [2a, b] veya [b, 2a] noktasina hareket edebilir.
e Tas bir [a,b] noktasindan eger a > b ise [a — b, b] noktasina hareket edebilir,
eger a < b ise [a,b — a] noktasina hareket edebilir.

Tag hangi pozitif z,y tam sayilar i¢in [z, y] koordinatina hareket ettirilebilir?

109. 5 x 9 luk bir satrang tahtasinda bir oyun oynaniyor. Baslangicta, belli bir sayidaki
diskler rastgele ama hicbir karede birden fazla disk olmayacak sekilde karelere yerlestiriliyor.

Her el biitiin disklerin agagidaki kurallara gore hareket ettirilmesinden olugmaktadir.

e Her disk bir kare agagi, yukari, saga ve sola hareket ettirilebilir,
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

e Bir disk eger bir el asagi ya da yukar: hareket ettirildiyse bir sonraki el sola ya
da saga oynatilmasi gerekir, ve sola ya da saga oynatilmigsa da bir sonraki el

asagl ya da yukar1 hareket ettirilmelidir,

e Bir elin sonunda bir karede bir kareden fazla disk bulunamaz.

Oyun eger bagka bir el daha oynanmasi miimkiin degilse bitiyor. Eger oyuna 33 disk
ile baglanirsa oyunu er ya da ge¢ bitecegini ispatlaymiz. Ayrica 32 disk ile sonsuza

kadar gidebilecegini gosteriniz.

Her bir kenar1 n (n > 2) uzunlugunda olan bir egkenar iiggen kenarlarma paralel
dogrular cizilerek, her bir kenar1 1 uzunlugundaki n? eskenar iicgene béliiniiyor. Bu

durumda ticgenler,

e i ve i + 1 numarali iicgenlerin s = 1,2,...,n% — 1 icin en az bir ortak noktas:
olmalidir.

e i ve i + 2 numarali {icgenlerin i = 1,2,...,n% — 2 icin en az bir ortak noktas:
olmalidir.

kurallarini saglayacak sekilde 1’den n? ye kadar numaralandirilabilir mi gosteriniz.

(n+1) x (n—1)’lik bir tabloda kareler, herhangi iki satir ve iki stitunun kesigimindeki
dort kare ayni renkte olmayacak gekilde ii¢ renge boyaniyor. n’nin en biiyiik degerini

bulunuz.

m x n’lik bir matrise sayilar yazilmigtir. Bir satirdaki veya bir siitundaki tiim
sayilarin isaretleri degistirilebilir. Bu iglemi sonlu sayida yaparak verilmis matrisin,
her satirindaki ve siitunundaki sayilarin toplaminin negatif olmadigi bir matrise ge-

tirilebilecegini ispatlayiniz.

Bir gember {izerine N = 21 olmak ftizere aj,ao,...,an gercel sayilar: dizilmig olsun.
Ardisik konumdaki her 21 sayinin toplami en fazla 21 ve yine ardigik konumdaki her
13 saymin toplami en fazla 13 ise a1 + a2 + ... + an toplaminin en biiyiik degerini

almasi i¢in, a; = ag = ... = ay = 1 olmasi gerektigini ispatlayiniz.

Negatif olmayan bir n tam sayisi ve (2n+1) x (2n+1) bir satrang tahtas: kareleri siyah
ve beyaz renkte (normal satrang tahtasi diziliminde) veriliyor. Burada 1 < m < 2n+
1 egitsizligini saglayan her m icin eger satranc tahtasindaki bir m xm karenin alaninin
yarisindan fazlasi siyah renkteyse bu kareye S-kare diyelim. Bu durumda berilen

satrang tahtasi bir S-kare ise tahtadaki S-karelerin sayisini1 n cinsinden bulunuz.

Gunes tahtaya 5 say1 yaziyor. Ates tahtadan bir say1 secip kalan dort sayidan

secilen x,y,z sayilariyla = + y — z i hesaplayip ilk secilen sayinin yerine yaziyor.
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116.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

Ates baslangigta Giineg’'in yazdigi sayilardan bagimsiz olarak tahtadaki bes sayiy1
egitleyebilir mi ?

Bir adada her biri ya hep dogru soyleyen ya da hep yalan soyleyen n > 1 aborjin
vardir. Her aborjinin kendi olmadig1 gruptan en az bir arkadag: vardir. Her bir abor-
jine arkadaglarindan hep yalan soyleyenlerin mi daha ¢ok, hep dogru soyleyenlerin
mi daha ¢ok, yoksa hep yalan soéyleyenlerle hep dogru soyleyenlerin ayni sayida
mi1 oldugu soruldugunda butiin aborjinler yalan séyleyen arkadaslarimin cogunlukta
oldugu cevabini veriyorlar. Aborjinlerden birisi secilip yalan soyledigi iddiasiyla
hapse atiliyor. Kalan n — 1 aborjine tekrar ayni soru soruluyor. Bu sefer aborjin-
lerin hepsi dogru soyleyen arkadaslarinin daha ¢ok oldugu cevabini veriyorlar. Hapse
atilan aborjinin daha 6nceden hep dogru mu yoksa hep yalan mi soyledigini ve adada
daha ¢ok hep yalan s6yleyen mi yoksa hep dogru séyleyen aborjin mi oldugunu bu-

lunuz.

Bir $gretmen tahtanin bagina ve sonuna 1 yaziyor. Ilk 6grenci tahtada yazili sayilarim
arasina 2 yaziyor. Ikinci ogrenci tahtada yazili sayilardan ardigik her iki sayinin
arasina toplamlarini yaziyor yani tahtada 1, 3,2, 3,1 yazilmig oluyor. Sonraki 6grenci
ayni kuralla yazma iglemine devam ediyor ve tahtada 1,4,3,5,2,5,3,4,1 yazilmig

oluyor. n inci 6grenciden sonra tahtada yazili sayilarin toplamini bulunuz.

Bir kareyi 6yle 5 parcaya boliiniiz ki daha sonra parcalari birbiriyle birlegtirerek

birbirinden ayr1 alanlara sahip ii¢ farkli kare olugturabilelim.

2xn? ’lik bir satranc tahtasi 1 'den n? ye kadar olan

Hangi n tam sayilar icin n
sayilarin her biri, her satir, her siitun ve nxn ’lik bloklarda sadece 1 defa goriilecek

sekilde yazilabilir?

Baslangicta tiim biri kareleri beyaz olan n x n satrang tahtasinin birim karelerinden
k tanesi siyaha boyanmistir. Boyama islemi nasil yapilirsa yapilsin, koseleri siyah
karelerin merkezinde bulunacak sekilde bir paralel kenar bulunmasini garanti ede-

bilmek icin &k nin alabilecegi en kii¢iik degeri bulunuz.

Bir topluluk n evli ciftten olugsmaktadir. Her ciftteki eslerin boylar: arasindaki fark
10 cm den azdir. Her ¢t = 1,2,...,n icin, erkekler arasinda boy sirasina gore t. inci
sirada yer alan erkek ile kadinlar arasindaki boy sirasina gore k. inci sirada yer alan

kadin arasindaki boy farkinin da 10 cm den az oldugunu gosteriniz.

Pozitif tam sayilar kiimesi iki ayrik kiimeye nasil ayrilirsa ayrilsin, kiimelerden en
az birisinde, o kiimedeki iki farkli sayimin aritmetik ortalamasinin da bulunacagini

gosteriniz.
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123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

Bir kara tahtada dokuz tane 0; bir tane 1 yazilmistir. Her hamlede bu sayilardan
ikisi secilip silinmekte ve her birisinin yerine aritmetik ortalamalar: yazilmaktadir.
Sonlu sayida uygulanan hamlelerden sonra tahtada yar alan on say1 arasinda yer

alabilecek en kii¢lik deger ne olur?

Sekiz ortakli bir firmaya ait kasanin kapisi tizerinde sekiz tane kilit bulunmaktadir.
Kilitlerin her birisinin anahtar1 5 farkli ortaga dagitildigina gore, bir araya geldik-

lerinde tiim kilitleri agabilecek iki ortak bulunabilecegini gosteriniz.

{1,2,...,20} kiimesinin ii¢ elemanl ve elemanlarinin ¢arpimi 4 ile boliinen alt kii-

melerinin sayisini bulunuz.

9x 9 satrang tahtasinin birim karelerine 65 tane karinca yerlestirilmigtir. Her hamlede
her karinca, bulundugu karenin yatay veya dikey komsularindan birisine gegmektedir.
Karincalar st iiste iki yatay veya iki dikey hamle yapmadigina gore, sonlu sayida

hamle sonra en az bir karede en az iki karinca bulunacagini gosteriniz.

Digbiikey bir onikigenin her kenari ve her kosegeni 12 renkten biriyle boyanmigtir.
Boyama igleminin nasil yapildig1 bilinmeksizin, herhangi farkli ii¢ renk secildiginde,

kenarlar1 bu renklerle boyanmig bir iiggen bulunmasi garanti edilebilir mi?

Sadece a, b ve ¢ harfleri kullanilarak olusturuluan n terimli bir dizide cift sayida a

bulunmas: olasiligini hesaplayiniz.

Dik Kartezyen koordinat sisteminin (a,b) koordinath noktasimnda bulunan bir pire
asagidaki lic noktadan birisine sigrayabilmektedir:

- (2a,b) koordinath nokta,

- (a,2b) koordinath nokta,

- (a — b, b) koordinath nokta [a > b ise] veya (a,b — a) koordinath nokta [a < b ise].
Baglangigta (1, 1) noktasimnda bulunan pirenin erigebilecegi noktalarin kiimesini be-

lirleyiniz.

Bir ¢igekci her buket igin 2 veya 3 adet; her celenk igin 6 veya 7 adet yaprak kul-
lanmaktadir. Cigekci, aldig1 bir siparisi hazirlamak icin 4 diizine yapragin yetersiz
kaldigini, 5 diizinenin ise fazla geldigini goriiyor. Siparig ka¢ buket ve kag gelenkten

olusmaktadir?

16 adadan olusan bir iilkede bir deniz yollar: igletmesi, herhangi iki ada arasinda
aktarmasiz yapilacak her yolculuk ici bir biletin gerektigi ve asagidaki ozellikleri
saglayan gemi seferleri planlamistir.

- Her adadan diger adalarin en az birisine tek biletle ulasilabilir.

- Herhangi iki ada arasinda dogrudan karsilikli seferler tanimli degildir.
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132.

133.

134.

135.

- Hangi on ada secilirse secilsin, birisinden baglayip tiim adalara ugrayarak ve tam
olarak 10 bilet kullanilarak baglangic adasina ulagmak miimkiindiir.
Secilen herhangi 11 ada i¢in de birisinden baglanip, hepsine ugrayarak ve tam olarak

11 bilet kullanarak baglangic adasina dénmenin miimkiin oldugunu gosteriniz.

Dik kartezyen koordinat sisteminde x ve y tam sayilar olmak tizere, {(x,y)|0 < z,y <
99} kiimesindeki her noktaya bir 6grenci yerlegtirilecektir. Herhangi iki erkek 6grenci

birbirini gérememek kogulu ile, diizleme en fazla kag erkek ogrenci yerlestirilebilir?

Bir gember {izerinde 98 beyaz nokta igaretlenmistir. Ates ile Giines, sira ile, bu nok-
talardan (daha énce birlestirilmemis olan) herhangi ikisini segerek ikisini de siyaha
boyar ve bunlari dpgru parcasi ile birlestirir. Son beyaz noktayir boyayan oyunu
kazanr. 11k hamleyi Ateg’in yapmasi halinde hangi oyuncu galibiyeti garanti edecek

bir yol izleyebilir?

A =1{1,2,...,n} kiimesinin By, ... By alt kiimelerinin herhangi ikisinin en fazla iki

ortak elemani olduguna gore, k en fazla hangi degeri alabilir?

A kiimesinin 1, 2 ve 3 elemanlh tiim alt kiimelerinin aldigimizda herhangi ikisinin
en fazla iki ortak elemani olan bir alt kiimeler toplulugu se¢mis oluruz. O halde
k> C(n,1) + C(n,2) + C(n,3) = 25 dur,

8 x 8 satrang tahtasinin, 21 tane 3 x 1 dikdortgen ile kaplanabilmesinin, birim karel-

erden hangisinin gikarilmasi ile miimkiin olacagini belirleyiniz.
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SONLU MATEMATIK COZUMLER

1. Bir kenar1 n birim olan bir kare, n? tane birim kareye béliiniiyor ve her kare kirmizi,
beyaz ya da maviye boyaniyor. Boyle bir boyamada, bu karenin bir satir veya
stitununda ayni renkte en az li¢ tane birim kare olmasinin kacinilmaz olmasi icin, n

degeri en kiiclik ne olmalhidir?

Coziim. Cevap 7'dir. Cilinkii, n = 7 iken, (49 = 316 + 1 oldugundan) ¢ekmece
prensibine gore (agiklamalara bakiniz) ayni renkte en az 17 birim kare bulunur. Bu-
radan yola gikarak, 17 = 7-2+ 3 oldugundan, ayni prensip bize elimizdeki 7 satirdan
en az birinde, en az ii¢ tane aym renkte birim kare olmasi gerektigini soyler. Ayni
durum stitunlar i¢in de gecgerlidir. n = 6 igin ¢oziimiin gegerli olmadig1 agagidaki

ornekte goriilmektedir.

kK m b k m b
m b k m b k
bk m b k m
k- m b k m b
m b k m b k
b kK m b k m
Ayn tablo n < 6 durumu igin de, karst 6rnek bulmak igin kullanilabilir.

2. Ayse’nin, Barig’tan bir fazla madeni parasi vardir. Her ikisi de biitiin paralarini ayni
anda firlatiyorlar ve ortaya ¢ikan tura sayisim gozliiyorlar. Paralarin her iki yliztintin
de gelme ihtimalinin esit oldugununa gore, Ayse’nin Barig'tan daha fazla tura elde

etme ihtimali nedir?

Coziim. Ya Ayse Barig'tan daha cok tura atacaktir, ya da Ayse Barig'tan daha cok
yaz1 atacaktir. Ancak Ayse tam olarak bir fazla madeni paraya sahip oldugu igin,
her ikisi birden olamaz. Simetriden dolayi, birbirinden bagimsiz, esi olmayan bu iki
durum esit ihtimalle gergeklesir. Bu ylizden, Ayse’nin Barig’tan daha fazla tura elde
etme ihtimali %’ dir. Bu olasiligin, oyuncularin sahip olduklari madeni paralarin

sayisindan bagimsiz olmasi siirpriz olabilir.

3. Bir kenarinin uzunlugu 1 birim olan bir eskenar liggenin i¢ bolgesinden alinan 5

noktadan en az ikisinin arasindaki mesafenin % birimden az oldugunu kanitlayiniz.

Coziim. Kenarlarin orta noktalarimi ikiger ikiger birlestirerek dort tane kiigiik

eskenar ticgen elde edelim. Secilen 5 noktadan en az ikisi bu egkenar {iggenlerden
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birinin iizerinde veya i¢ bolgesindedir ve bu iki nokta arasindaki mesafe % den

kiigtiktiir.

. Bir bahcivan dikdortgen seklindeki bahgesini iki kosegeni kullanarak dort {iggene
boliiyor. Bahgivan bu tiggenlerin her birine bir tiir ¢icek ekecektir ancak ortak ke-
narlar olan tiggenlerde farklhi tiir ¢igek ekmelidir. Bahgivanin elinde karanfil, be-
gonya, gill, lale ve sardunya tohumlar: olduguna gore, bu iglemi kag¢ farkh sekilde

yapabilir?

Coziim. A ve B licgenlerinin sadece bir kogeleri ortak odugundan, bahcivan bu-
ralara istedigi tohumu ekebilir. Oncelikle bu iki liggene ayni tiir tohumu ektigi du-
rumu ele alalim. Burada beg ¢esit tohumdan birini segecegi icin A ve B li¢cgenlerinin
tohumlar beg farkl sekilde secilebilir. Daha sonra geri kalan dort tohumdan istedik-
lerini diger tiggenlere ekmekte serbesttir. Dolayisiyla bu tohumlar1 4 - 4 = 16 farkh

sekilde secebilir ve boylece toplamda bu durum igin 5 - 16 = 80 farkl se¢imi olur.

A

Eger bahgivan A ve B fliggenlerine farkli tohumlar ekerse, bu 5 -4 = 20 farklh sekilde
yapilabilir. Diger liggenler icinse licer secim kalacagindan 3 -3 = 9 farkhi sekilde
ekilebilir ki bu da bu durumda toplam 20 - 9 = 180 farkl ekim yapilabilir demektir.
Dolayisiyla her iki durum beraber diigiiniildiigiinde bah¢ivan bahcesine ¢igekleri 80+
180 = 260 farkl sekilde ekebilir.

. 6 cift ikiz ogrenciden olusan bir grup, birbirinin ikizi olan 6grenciler ayni1 takimda
olmamak kogulu ile,

a) 6 kisilik

b) 4 kisilik takimlara ka¢ degisik sekilde ayrilabilir.

Coziim. a) Ik takimi olustururken once herhangi bir dgrenciyi alabiliriz. Bunu
igin 12 farkli tercih vardir. Bu 6grenciyi sectikten sonra geriye kalan 11 6grenciden
secilen 6grencinin ikizini ¢ikarttigimizda ikinci 6grencinin se¢imi igin 10 tercih kala-
caktir. Her ogrenci sectigimizde sonraki ogrenciyi secmek igin tercih sayimiz 2
eksik olacaktir. Ayrica ilk takimi sectigimizde geriye kalan ogrenciler de ikinci
takimi olugturacaktir. Yani ilk takim secildikten sonra ikinci takim tek gekilde

olusturulabilir. O halde sec¢imler i¢in 12-10-8-6 -4 - 2 farkli durum vardir.
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Ancak, secimlerde siralama 6nemsiz oldugundan her tiirli siralamayi cikarmamiz
gerekir. Secilen 6 6grenci 6! farkli gekilde siralanabilir. Ayrica takimlar igin de 2!
farkli siralama vardir. O halde takimlar

12-10-8-6-4-2
6! 2! =32

farkl sekilde olusturulabilir.
b) Ik gikta ilk takimi sectigimiz sekilde bu durumda da ilk takim, égrencilerin

siralanmalarini ¢ikarildiginda,

12-10-8-6

1 = 240

farkl sekilde secilebilir. Geriye iki ¢ift ikiz ve ikizleri birinci takimi olugturan 4 tek
ogrenci kalir. Tkizler farkli takimlarda olmak zorunda oldugu icin 2 ¢ift ikizin ikisi
ikinci takimda ikisi tigiincii takimda yer almalidir. Ikinei takim 2- 2 - % = 24 farkh
sekilde olugturulur. Geriye kalan 4 6grenci de tigiincii takimi olugturur.

Buraya kadar yapilan hesaplarda 6grencilerin siralanmalarini goz 6niine aldik fakat
takimlarin siralanmalarini almadik. I"Jg takim 3! farkl sekilde siralanir O halde
24%# = 960 farkl gekilde takim olugturulabilir.

. Ates ile Glines bir ¢ift zar atarak iist ylizlerinde gelen sayilarin toplamina dayanan
bir oyun oynamaktadirlar. Ateg’in kazanmasi i¢in sayilarin toplaminin 12 olmasi
ve Glineg’in kazanmas: i¢in sayilarin toplaminin iki sefer iist iiste 7 olmasi gerek-
mektedir. Oyun biri kazanana kadar devam edecegine gore, Ateg’in oyunu kazanma

olasiligi nedir?

Coziim. Ateg’in oyunu kazanma olasiligi p olsun. Ik iki atig sonucunda gelebilecek
biitlin ihtimalleri diisinelim. Asagida listelenen, biitiin olasiliklar: kapsayan ve ikiger
ikiger ayrik olan ihtimallere goz atalim:

Ik atigta gelen sayilarm toplam 12 ise (1/36 ihtimal) Ates kazanir.

Tk atigin sonucu 7 ve ikinci atigin sonucu 12 ise (1/6 - 1/36 = 1/216 ihtimal) Ates
kazanir.

Ik iki atigm sonucu 7 ise (1/6 - 1/6 = 1/36 ihtimal) Giines kazanir.

Tk atigm sonucu 7 ve ikinci atigin sonucu 7 veya 12 degilse (1/6 - 29/36 = 29/216
ihtimal) Ateg’in kazanma olasiligi p dir.

Ik atigin sonucu 7 veya 12 degilse (29/36 ihtimal) Ateg’in kazanma olasihg p dir.
Dolaysiyla, p = 1/36 + 1/216 + (29/216)p + (29/36)p buradan da p = 7/13 olarak
elde edilir (p > 1/2 olduguna dikkat ediniz).

. igerisinde kirmizi bir top bulunan torbaya, mavi yada kirmizi olma olasiliklar: esit
olan bir top daha atiliyor ve torbadan bir top cekiliyor. Cekilen top kirmizi olduguna
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10.

gore torbaya sonradan atilan topun kirmiz olma olasiligi nedir?

Coziim. Ddort durum s6z konusudur:

Sonradan eklenen top kirmizidir ve eklenen top ¢ekilmistir,

Sonradan eklenen top mavidir, diger top cekilmistir,

Sonradan eklenen top kirmizidir, diger top cekilmistir,

Sonradan eklenen top mavidir ve eklenen top g¢ekilmigtir.

Fakat gekilen topun kirmizi oldugunu bildigimiz i¢in son durum gegersizdir. Geriye
kalan {i¢ olasi durumun ikisinde eklenen top kirmizidir. Yani cekilen top kirmiz ise

eklenen topun da kirmiz olma olasilig % tiir.

126’y1 gecmeyen ve birbirinden farkli hangi 7 pozitif tam sayiy1 alirsak alalim bun-
larin iginde b < a < 2b esitsizliklerini saglayan a, b sayilarinin bulunabilecegini

ispatlayiniz.

Cozim. {1,2,3,---,126} kiimesini 6 alt kiimeye ayiralim:
{1,2}, {3,4,5,6}, {7,8,...,14}, {15,16,...,30}, {31,32,...,62}, {63,64,...,126}.
Cekmece ilkesine gore segilen 7 sayidan en az 2 tanesi bu 6 kiimeden birinde bulunur

ve bu durumda verilen egitsizlikler saglanir.

1 den 99 a kadar olan sayilardan secilmis 10 elemanli her kiimenin toplamlar: ayni

olan iki alt kiimeye ayrilabilecegini gosteriniz.

Coziim. 10 elemanh kiimeden olusturabilecegimiz 219

—1 = 1023 tane bog olmayan
alt kiime vardir. Bu alt kiimelerden her birinin elemanlari toplamina bakalim. Bu
say1 en fazla 90 + 91 + --- + 99 = 945 olabilir. 945 < 1023 oldugundan ¢ekmece
prensibine goére en azindan 2 alt kiime icin elemanlarimin toplami esgit olur. Bu
kiimeleri S ve T ile gosterelim. S — (SNT) ve T — (SNT) kiimeleri istenilen ayirim

verir.

1 den 16 ya kadar olan sayilar

a) Diiz bir ¢izgi tizerine

b) Bir ¢cember iizerine

ard arda gelen iki terimin toplami bir tam kare olusturacak sekilde dizmek miimkin

mudir?

Coziim. a) Sayilar1 16,9, 7,2, 14, 11, 5, 4, 12, 13, 3, 6, 10, 15, 1, 8 seklinde dizersek
istenilen sart1 saglamis oluruz.

b) 42 =16 < 16 +1 ve 62 = 36 > 15+ 16 oldugu icin 16 dan sonra sadece 9 gelebilir.
16 dan once gelebilecek herhangi bir say1 olmadig1 icin verilen sayilar bir ¢ember

olusturacak sekilde dizilemez.
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12.

13.

14.

Bir satonun mahzeninde her birinde 12 kilit olan 12 kapinin arkasindaki hazinelerini
koruyan 7 ciice vardir. Kilitler birbirinden farklidir ve her ciicede bazi kilitlerin
anahtarlar1 vardir. Herhangi 3 ciice birlikte biitiin kilileri acabilmekte ise ciicelerdeki

anahtar sayilarinin toplaminin en az 333 oldugunu gosteriniz.

Coziim. Ik dort ciicedeki anahtar sayisma a, b, ¢, d diyelim. Herhangi 3 ciice
biitiin kilitleri agabildigine gore en az 144 anahtara sahiplerdir. Yani a+b+c > 144,
a+b+d>144, a+c+d > 144, b+ c+d > 144 olur. Bu dort esitsizligi taraf tarafa
toplarsak 3(a+b+c+d) > 4-144 yani a+ b+ c+d > 192 buluruz. Son 3 clicede de
en az 144 anahtar oldugundan yedi ciicelerde en az 192 + 144 = 336 anahtar vardir.

20 kisilik bir toplulukta 10 kisi Ingilizce, 10 kisi Almanca ve 10 kisi Fransizca biliyor.
Bu toplulugun {ig kisilik bir alt kiimesinde eger Ingﬂizce bilen en az bir kigi, Almanca
bilen en az bir kisi ve Fransizca bilen en az bir kisi varsa, bu alt kiimeye bir “komite”

deniyor. Béyle bir toplulukta en ¢ok kag farkli komite olabilir?

Coziim. Komitede ingilizce bilen birisi olmak zorundadir. ingilizce bilmeyen 10
kisi (130) farkl gekilde secilebilir. Yani icinde Ingilizce bilen birisi olan 3 kisilik alt
kiime sayis1 (230) — (130) = 1020 dir. Buradan en ¢ok 1020 farkli komite olabilecegi
anlagilir. Simdi 1020 farkl komitenin nasil segilecegini gosterelim. Tiim dilleri bilen
ayni 10 kisgi olsun. Komite olugturmayan alt kiimelerin sayisi (130) oldugundan (20) —

3
(130) = 1020 farkli komite boyle bir dagilimda miimkiindiir.

Bir zarin karsilikhi iki ytliziinde birer nokta, bagka iki karsilikli yiiziinde ikiger nokta,
geriye kalan iki yiiziinde ise {icer nokta vardir. Bu sekilde 8 zar kullanilarak 2 x 2 x 2
bir kiip olusturuluyor ve her yiiziindeki toplam noktalar sayiliyor. Bu sekildeki bir
kiibiin yiizlerindeki toplam nokta sayilarinin 6 ardigtk tam sayr olmasi miimkiin

mudir?

Coziim. Olugan yeni kiipte, kiigiik kiiplerin bir kosesi ortak olacak sekilde yalnizca
3 yiizii goriineceginden ve bu yiizlerde de 1, 2 ve 3 nokta oldugundan, biiyiik kiipteki
noktalarin toplam sayis1 8- (1424 3) = 48 olur. Diger yandan 6 ardigik tam sayinin
toplami her zaman tek say1 olacagindan (3 tek ve 3 ¢ift saymn toplami), yiizler

iizerinde 6 ardigik tam sayida nokta olamayacag1 acgiktir.

n x n lik bir tabloda kareler siyah ve beyaz renge boyaniyor. Herhangi iki satir ve

stitunun kesigimindeki dort kare ayni renkte degilse n’nin en biiyiik degerini bulunuz.

Coziim. n = 4 i¢in 6rnek sekilde gosterilmigtir.

Simdi n» = 5 i¢in bu gekilde bir boyamanin miimkiin olmadigimi gosterelim. Bu
sartlari saglayan 5 x 5 lik bir tablo olsun. Genelligi bozmadan ilk satirin ilk g

stitununu siyah kabul edelim. Kalan dort satirin ilk {i¢ siitununda iki siyah kare
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15.

16.

17.

18.

olamaz (Aksi halde soruda istenen sart saglanmig olur). Demek ki bu dort satirin ilk
{i¢ siitununda en az ikiger beyaz kare vardir. Ug siitundan iki siitun ti¢ farkl sekilde
secilebilecegi icin bu dort satirdan en az iki tanesinde ayni siitunlarda beyaz bulunur

ve buradan celigki elde ederiz.

15 sayidan olusan ai,ao,...,a15 dizisi veriliyor. b;, bu dizide a;’den kiiciik olan
sayilarin miktarina esit olacak sekilde bir by, b, ..., b15 dizisi olugturuluyor. (by)
dizisi 1, 0, 3,6, 9,4, 7, 2, 5, 8, 8, 5, 10, 13, 13 olacak sekilde bir a1, ao, ..., a5 dizisi

bulunur mu?

Coziim. Hayir bulunamaz, ¢iinkii (bg) dizisine bakarsak, bu dizide 0, 1, 2, 3, 4, 5,

6, 7, 8, 8 sayilarinin gectigini goriirtiz fakat 9’dan sonra iki tane 8 gelemez.

Keyfi ti¢ komsu sayinin toplami pozitif ve tiim sayilarin toplami negatif olacak sekilde

20 say1 bir siraya yazilabilir mi?

Coziim. Evet yazilabilir. —9,-9,19,—-9,-9,19,...,19, -9, —9 dizisinde herhangi

ii¢ komsu saymin toplami 1’dir ama dizideki tiim sayilarin toplami —12’dir.

99 tane kartin bir yiiziine 1,2,...,99 sayilar1 yazilmigtir. Kartlar karigtirilir ve
oteki yiizlerine yeniden 1,2, ...,99 sayilar1 yazilir. Her kartin iki yiiziindeki sayilarin

toplami alimir. Bu 99 toplamin ¢arpiminin ¢ift oldugunu gosteriniz.

Coziim. Toplam 45 tek say1 44 ¢ift say1 vardir. Cekmece ilkesinden dolay1 en az
bir tek sayinin arkasina tek sayi yazilmistir. Bu kartin iizerindeki sayilarin toplami

¢ifttir, dolayisiyla carpim da cift olur.

Her biri farkli boyda olan n kisi, en uzun kisinin her iki yoniinde de boy uzunluklar:
azalacak sekilde siralaniyorlar.

a) Kag degisik sekilde siralanirlar?

a) En uzun kisi ile en kisa kisi arasindaki her iki sirada da boy uzunluklar azalacak

sekilde bir daireyi kag degisik sekilde olusturabilirler?

Coziim. a) Once en uzun kisiyi alalm. Ikinci en uzun kisi, en uzun kisinini her iki
tarafina da gegebilir, yani 2 olasiligimiz var. ["Jgiincii en uzun kisi de en uzun kiginin

her iki tarafina da gecebilir. Bu sekilde, uzundan kisaya dogru, herkesin ,en uzun
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19.

20.

21.

22.

insan haric, gecebilecegi iki taraf vardir. O halde toplan 2"~! farkli siralama vardir.
b) Once en uzun ve en kisa kisileri daireye yerlestirelim. Bundan sonra,ilk sikta
oldugu gibi, sirayla herkesin iki secenegi olacaktir. O halde bu kez 272 farkh

siralama vardir.

1,2,...,n kiimesinin, 1, 2, 3, ve 4’in herhangi ii¢iiniin arka arkaya bulunmadig: tiim

permiitasyonlarinin sayisini n cinsinden bulunuz.

Coziim. n! permiitasyondan, 1, 2, 3, ve 4’ten l¢liniin birarada, geriye kalan ele-
manin da ayri sayildigi durumlar ¢gikarilmalidir. 1, 2, 3 ve 4’ten bir tanesini 4 farkh
sekilde segebiliriz. Kalan 3 say1 6 farkli sekilde dizilebilirler. Her durum bize (n—2)!
permiitasyon verir. Yani 1, 2, 3 ve 4’ten {i¢iinlin bir arada, geriye kalan elemanin
da ayr sayildigr 24(n — 2)! durum vardir. Bu eleme sirasinda 1, 2, 3 ve 4’ blok
halinde barindiran permiitasyonlar iki kere cikarildigindan istenilen permiitasyon
sayist n! — 24(n — 2) 4+ 24(n — 3)! olarak bulunur.

Betiil 1 den 100 e kadar farkli tam sayilar1 kullanarak, en biliylik elemam, diger
elemanlarin carpimi olacak sekilde kiimeler olusturuyor. Her bir tam say1 en fazla

bir kiimede yer aliyorsa Betiil en ¢ok kag¢ kiime olusturabilir?

Coziim. Her kiimede en az 3 eleman olmasi gerektigi agiktir. Her kiimenin en kiigiik
elemanina bakalim. Bu eleman 10’dan kiiciik olmalidir ¢linkii 10 veya daha biiyiik bir
say1 olsaydi, kiimenin en biiyiik elemani en az 10-11 = 110 olmak zorunda olurdu. Bu
durumda en ¢ok 9 kiime secgebiliriz. Sorudaki sartlar1 saglayan 9 kiime sectigimizi
varsayalim, bu durumda kiimenin en kii¢lik elemanlar1 1,2,3,...,9 olmalidir. En
kii¢iik elemani 1 olan kiimeye bakalim. Bu kiimenin en az 3 tane daha elemani olmasi
gerektigi aciktir. Bu durumda en biiyilik eleman, 100’den biiyiik olur ve celigki elde
edilir. Yani segilen kiimelerin sayis1 9’dan kii¢iik olmahdir. 8 kiime i¢in (2,17, 34),
(3,16,48), (4,15,60), (5,14,70), (6,13,78), (7,12,84), (8,11,88), (9,10,90) sartlar

saglar.

Tahtaya 1 den 10 a kadar olan sayilar yaziliyor. Iki oyuncu sirayla bu sayilardan
birisini segiyor ve o sayi ile o sayiy1 bolen tiim sayilari tahtadan siliyor. Son sayiy1

silen oyunu kazaniyor. Bu oyunu kim kazanir?

Coziim. Bu oyunu birinci oyuncu kazanir. Ilk olarak 6 y1 secer ve 1,2,3,6 sayilarimi
siler. Geriye kalan sayilar (4,5), (7,9), (8,10) seklinde ikiser ikiser eslestirir. Tkinci
oyuncu hangi sayiy1 secerse birinci oyuncu da onun egini secerek oyunu kazanir.

Burada tek bir kazanma stratejisi yoktur.

Dalgin bir profesor iki adet kibrit kutusu aliyor ve ikisini de cebine atiyor. Kibrite

ihtiyaci oldugu herhangi bir zaman elini cebine atiyor ve iki kutudan birini rastgele
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23.

24.

(esit olasilikla) aliyor. Bir giin profesor, daha énce kutudaki son kibriti aldiktan
sonra dalginlikla tekrar kutuyu cebine atmig olacak ki, eline aldigi kibrit kutusunun
bosg oldugunu goriiyor. Eger iki kutuda da baglangicta n tane kibrit ¢opt varsa, son

durumda diger kutuda k tane kibrit ¢opii olma olasihigr nedir? (0 < k < n)

Coziim. Eger son durumda diger kutuda k tane kibrit kaliyorsa, bu kutudan daha
once n — k kibrit alinmig olmasi gerekir. Profesor (n + 1). kibriti sol cebindeki kibrit

kutusundan almak istemis olsun. Bu durumda, o zamana kadar 2n—k+1 adet se¢im

yapimus olur ve bu da 227~ **1 farkl sekilde yapilabilir. Bunlarin (2"]; k) tanesi ise,

(n+1). se¢imini sol cebinden yapmig olmasidir. Dolayisiyla profesoriin sol cebinden
(2n—k

bog bir bog kutu gikarma olasiig1 o2/ olur. Sag cebindeki kutunun bosg olma

olasiligi da ayni olduguna gore, son durumda bog kutuyu actiginda diger kutunun

e

igerisinde k tane kibrit ¢6pii olma olasihig 5= olur.

Bir binanin odalar1 m x n lik bir dértgen yap: olugturacak sekildedir (Sekilde 5 x 6 lik
durum gosterilmektedir). Tim odalarda komsu odalara agilan bir kapi mevcuttur
ancak binadaki tek girig gikis sag iistteki odadandir. Bu odanin kapisi mn tane
kilitle kitli olup, anahtarlarin her biri ayr1 odadadir. Sol alttaki odada bulunan biri
¢ikiga ulasmak icin istedigi komsgu odaya gecmekte serbesttir fakat terk ettigi odaya
acilan biitiin kapilar odadan ciktig1 anda kilitlenmektedir. Bu durumda hangi m ve
n degerleri i¢in birinin biitiin anahtarlar1 toplayip binadan ayrilmasi miimkiindiir

bulunuz ve ispatlayimniz.

~¢[Disa acilan
kilitli kapinin
bulundugu oda

Baslangi¢c Noktasi —®©

Coziim. m veya n’den herhangi birinin tek sayi olmasi durumunda ¢oziim agiktir.
Bu ylizden m ve n’nin beraber ¢ift oldugu duruma bakalim. Simdi sol alt odadan sag
iste odaya, biitiin odalar1 yalnizca bir kere ziyaret ederek bir yolun oldugunu kabul
edelim. Bu yolda sirasiyla a, b, ¢ ve d; saga, sola, yukar1 ve agagi olan hareketlerin
sayilar1 olsun. Bu durumda a —b=n—1ve ¢ —d = m — 1 tek sayilardir. Oyleyse
a veya b’den biri tek biri ¢ifttir ve ayn1 durum ¢ ve d i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla
a+b+c+d iki tek say, iki de ¢ift sayinin toplamidir, yani gifttir. Ancak a+b+c+d,
toplam hareket sayisidir ve mn—1’e esittir, yani tektir. Burada geligkiye ulagtigimiza

gbre, m ve n beraber ¢ift say1 olamazlar.

4 x 4 liikk bir satrang tahtasina en az kag yildiz yerlestirilmelidir ki, rastgele 2 satir

ve 2 siitundaki yildizlar silindiginde satrang tahtasinda en az bir yildiz kalsin?
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26.

Coziim. 7 yildiz yeterlidir. Bunu gostermek icin 6 yildizin yetersiz oldugunu
gosterelim. 6 yildiz yerlestirildiginde en az iki siitiinda en ¢ok bir yildiz vardir.Diger
iki stitunu sildigimizde geriye en c¢ok iki yildiz kalir. Bu yildizlarin bulundugu

satirlarin da silinmesiyle geriye yildiz kalmaz.

7 icin yildizlar sekildeki gibi dizersek hangi iki satir veya siitunu silersek silelim

geriye en az bir yildiz kalir.

30 parcaya boliinmiig garkifelegin tizerine 50, 100, 150, ..., 1500 sayilar1 rastgele
dagitilmigtir. Uzerinde yazan sayilarm toplami 2350’den biiyiik ya da 2350’ve esit

olan ardigik {i¢ parca oldugunu gosteriniz.

Coziim. Ardisik igli toplamlara Si, S, ...S39 diyelim. S7 + So + ... 4+ S3g
toplaminda 50, 100, 150, ..., 1500 sayilar: tiger defa goriinecektir. O halde

S1+S2+ -+ S3 = 3(50 + 100 + 150 + - - - + 1500)
= 150(1+2+---+30)

= 150 <30231> = 69750

olur. S, S9,...,S30 ’dan her birinin 2350 ’den kii¢lik oldugunu varsayalim. Her biri

50 'nin kat1 oldugu icin en fazla 2300 degerini alabilirler. Buradan
S1+ S22+ ---S30 < 30-2300 = 69000 < 69750

esitsizligi elde edilir. Yani 57,99, ..., 53 toplamlarindan en az bir tanesi 2350’den
biiyiik ya da 2350’ye esittir.

Bir satrang tahtasinin iist ve alt kenarlar: ile sag ve sol kenarlar1 birlestirilerek bir
torus olugturuluyor. Boyle bir tahtaya birbirinin saldir1 karesinde olmayan en fazla

kag tane at koyabiliriz?

Coziim. En fazla 32 at konabilir. Eger satrang tahtasinin klasik olarak siyah
beyaz olarak renklendirildigi diigiintiliirse tiim atlarin bir renge konmasi en fazla at
koymaya izin vereck ¢oziimdiir. Bundan daha iyisinin olmayacagini gormek icin &

tane at konuldugunu kabul edelim. Her at 8 kareye saldirmaktadir ve hic bir bos
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kare 8’den fazla at tarafindan saldirilamaz. Bu nedenle 8k < 8(64 — k) yani k < 32
dir.

Iki kigi 2009 x 2009 boyutlu kareli alanda oyun oynuyorlar. Birinci oyuncu merkezdeki
kareye “x” yaziyor; ikinci oyuncu bunun etrafindaki 8 kareden herhangi birisine
“O” yaziyor. Bundan sonra birinci oyuncu, dolu karelerin komgulugundaki kareler-
den birisine “x” yaziyor ve bu sekilde oynamaya devam ediyorlar. Birinci oyuncu
kosedeki karelerden herhangi birisine “x” yazabilirse oyunu kazaniyor. Diger du-
rumlarda oyunu ikinci oyuncu kazaniyor. Iki oyuncu da en iyi sekilde oynarsa oyunu

kim kazanmr?

Coziim. Oyunu birinci oyuncu kazanir. Birinci oyuncu, rakibinin isaretledigi
karenin merkeze gore simetrigini igsaretlerse koselerden iki tanesine “x” yazmayi

garantiler ve ikinci oyuncu nasil oynarsa oynasin her durumda oyunu kazanir.

500 oyuncunun katildigi bir satrang turnuvasinda ui¢ kez yenilgi alan oyuncular elen-
mektedir. Turnuva tamamlandiginda en az ve en fazla ka¢ kargilasma yapilmig ola-
bilir?

Coziim. Turnuvadan elenen her oyuncu icin, o oyuncunun yenildigi ii¢ karsilagma
bulunur. Elenmis olan 499 oyuncu igin toplam 1497 karsilasma yapilmigtir. Turnu-
vanin galibi yenilgi yiizii gormemisse tiim kargilagmalarin sayisi da 1497°dir. Turnu-
vanin galibi en fazla iki kez yenilmis olabilecegi icin oynanan karsilagsmalarin sayisinin

alabilecegi en biiyiik deger 1499 olur.

A=1{1,2,...,2006} olsun. A kiimesinden secilen alt kiimelerin herhangi iki tanesinin
kesisiminde tam olarak 2004 tane elemanin olacagi en fazla kag tane alt kiime

secilebilir.

Coziim. Cevap 2005 elemanl alt kiimelerin sayisi, yani 2006’dir. Oncelikle her alt
kiime en az 2004 elemana sahip olmalidir. Tam olarak 2004 elemana sahip bir kiime
varsa, 2004 elemanli bagka bir kiime olamaz. Ciinkii bu durumda kesigsimlerinde
2004’den daha az eleman olacaktir. Secilen kiime diginda sadece 2 tane daha alt
kiime segilebilir. Bunlar da 2004 elemanli kiimede bulunmayan 2 elemani ayr1 ayir
igeren 2005 elemanl kiimelerdir.

Secilen kiimelerden higbiri 2004 elemandan olugmuyorsa, 2006 elemanli A kiimesinin
kendisini ve 2005 elemana sahip 2006 alt kiime arasindan segimimizi yapabiliriz.
Fakat secgilen kiimeler arasinda A varsa, A ile bagka bir kiimenin kesigiminde 2004 ten
daha fazla eleman olacaktir. Bu yiizden A kiimesi se¢ilmemelidir. Dolayisiyla ¢6ziim
2005 elemanl biitiin alt kiimleri segmektir. Bu kiimeler arasindan secilen herhangi
2 kiimenin kesigiminde 2004 olacaktir. 2005 elemana sahip 2006 farkli alt kiime

oldugundan, cevap 2006’dur.
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Bir sinemanin gisesininde insanlar bilet alirken dogum giinleri kaydedilmekte ve daha
once bilet almig herhangi bir miigteriyle ayni giinde dogmus olan siradaki ilk kisiye,
bir defaya mahsus bedava bilet verilmektedir. Bilet gisesinin oniinde duran Ali,
istedigi zaman kuyruga girebilmektedir (()rneéin kuyruga birinci sirada girebilir ya
da ellinci sirada girebilir). Ali diger insanlarin dogum giinlerini bilmemektedir. Ali,
kaginc1 sirada kuyruga girerse bedava bilet alma sansi en fazla olur? (Bir senenin
365 giin oldugunu ve dogum giinlerinin gelme olasiliklarinin egit oldugunu kabul edin.

Sorunun ¢éziimi i¢in bir hesap makinesi veya bilgisayara gereksinim duyabilirsiniz.)

Coziim. Ali'nin siraya n. kisi olarak girdiginde bedava bilet kazanma olashg p(n)
olsun. Ali’nin bedava bilet kazanabilmesi i¢in 6niindeki n — 1 kiginin yilin farkh
giinlerinde dogmus olmasi ve Ali'nin bu n — 1 kigiden herhangi biriyle ayni giin
dogmusg olmasi gerekir. Dolayisiyla Ali’nin bedava bilet kazanma olasiligi, éniindeki
n — 1 kiginin yilin farkh giinlerinde dogmus olma olashgi ile Ali’nin iclerinden biriyle

ayni giin dogmus olma olasiliklarinin ¢carpimina esittir. Buradan

~365-364---(365— (n—2))n—1
N 36571 365

p(n)

elde ederiz. O halde, bizim bulmamiz gereken p(n) > p(n + 1) (denk bir ifadeyle

pfn(i)l) > 1) esitsizligini saglayan en kiigiik n tam say1 degeridir. pggi)l) = 35’665n . "T_l
ve —P0)_ 1, 3651 — 365 > 3661 — n? olmasini gerektirir. Buradan n? —n—365 > 0

p(n+1)
oldugunu goriiriiz. Bu ikinci dereceden polinomun kokleri yaklagik olarak —18.6 ve

19.6 dir. n > 0 oldugu icin n = 20 olmalidir. Bagka bir deyigle Ali’nin bedava bilet

kazanabilmek i¢in yapabilecegi en iyi sey yirminci sirada kuyruga girmektir.

Birbirinin egi ve yiizleri 1 den 6 ya kadar sayilarla numaralandirilmig olan 27 beyaz
kiipten tek bir kiip olusturuluyor ve olusturulan kiibiin dig yiizeyi siyaha boyaniyor.
Daha sonra bu kiip tekrar pargalara ayiriliyor ve kiipler bir torbada karigtirildiktan
sonra torbadan rsastgele secilerek tekrar tek bir kiip olusturuluyor. Olusturulan bu

kiibiin dig ylizeyinin tamamen siyah olma olasiligi kagtir?

Coziim. Bu problem bir sayma problemidir. Dig yiizii siyah olan kiiplerin sayisini,
olusturulabilecek biitiin kiiplerin sayisina bolerek dig yiizii siyah bir kiip olugturma
oranini bulacagiz. Siyaha boyanan kiip parcalara ayirildiktan sonra ortaya 4 gesit
kiip g¢ikacaktir: 8 adet 3 yiizii siyah kiip, 12 adet 2 yiizi siyah kiip, 6 adet tek yiizii
siyah kip ve 1 adet beyaz kiip.

Ik gruptaki kiipler kogelere 3 er farkll sekilde konulabilir. O halde 8 kiip i¢in 3%
farkli ihtimal bulunur. Bu 8 kiip de 8! sekilde kosgelere yerlestirilir. Dolayisiyla 3
yiizii siyah kiipler 3% - 8! farkl sekilde yerlestirilir.

Ikinci gruptaki 12 kiipiin her biri i¢in 2 ihtimal bulunuyor. Bu kiipler kenarlara
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12! sekilde yerlestirilir. Dolaysiyla 2 yiizii siyah kiipler icin 2'2 - 12! farkli sekilde
yerlestirilir.

Uciincii gruptaki 6 kiip i¢in 4’er ihtimal bulunur. Bu kiipler de kiipiin yan yiizlerinin
ortasina 6! sekilde yerlegebilir. Bu kiipler i¢in de 4 - 6! olasilik bulunur.

Beyaz kiip ise olusturulan kiipiin ortasina 24 farklh sekilde yerlestirilebilir. O halde
toplam 3%-8!-212.121.46.6!.24 dis yiizii siyah kiip olusturulabilir. Her kiip 24 farkh
sekilde yerlegtirilebilir. Bu kiipler 27! farkl gekilde siralanirlar. Dolayisiyla toplam
2427 . 27! kiip olusturulabilir.

Sonug olarak olusturulan bir kiipiin dig ylizliniin siyah olma olasilig

38.81.212.121.46.61.24

T ~1.83-107%

olur.

Asagidaki gekilleri ayni sayida kullanarak n x n lik bir satrang tahtasinin, gekiller {ist
iiste binmeyecek sekilde kaplanabilmesi icin gerekli en kiiciik n pozitif tam sayisini

bulunuz.

ve

Coziim. Her iki sekilden de k tane kullandigimizi diigiinelim. Bu durumda bu
parcalarla 4k + 5k = 9%k’lik bir alani kaplariz yani n? = 9k olur. Dolayisiyla n? 9 ile,
n ise 3 ile boliinebilir. n = 3 ise, 3 x 3 satrang tahtasini bu sekillerle kaplamamiz
gerekir ancak bunun olamayacagi agiktir. Sonug olarak n > 2 -3 = 6 olmalidir ki

zaten 6 X 6 satrang tahtasi icin ornek asagida verilmistir yani cevap 6’dir.

ABC egkenar iiggeninin kenarlarinin uzunlugu N ’dir. N bir tam say1 olmak {izere,
eskenar tiggen, icine kenarlarina paralel ¢izgiler cizilerek her birinin kenar uzunlugu 1
olan egkenar iiggenlere boltinliyor. A kogesinden baglayarak olugan egkenar tiggenlerin
icinden gegen bir yol olugturuluyor. Her iicgenden en fazla 1 defa geciliyor ve iki
liggen arasinda ortak olan kenarlarindan gegilerek yol aliniyorsa, diger bir koseye

giden bir yol en ¢ok kag licgenden gegerek olusturulabilir?
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Coziim. Olusan tiggenleri soldan saga dogru siyah ve beyaz olarak boyayalim. Ortak
bir kenar1 olan hi¢ bir iicgen ayni renkte olmayacag igin ¢izilen yol siyah ve beyaz
tiggenler arasindan ge¢melidir. 7. satirda r tane siyah ve r — 1 tane beyaz licgen
vardir.

Yani toplam Z,Z,V:l r= (N+21)'N siyah ve Zi\le r=

w beyaz liggen vardir. Yol

siyah tiggenden baslayacagi i¢in en fazla beyaz liggen sayisinin iki katindan bir fazla

sayida tiggenden gecen bir yol cizilebilir. Yolda gecilen licgen sayisi en fazla

ON(N — 1)

5 +1=N?*-N+1

olabilir.

Hangi n tam sayisi i¢in bir ¢ember tizerine dizilmis hepsi birden sifira esit olmayan ve

komsu iki saymin farkinin mutlak degerine esit olan n tane gergel say1 bulunabilir?

Coziim. Her bir say1 komsu iki saymin farkimin mutlak degerine esit oldugu icin
gember tizerindeki sayilar negatif degillerdir. a bu sayilarin en biiyiigii olsun. b ve
¢, b > ¢ > 0 olmak iizere, a nin komsu sayilar1 olsunlar. b < a ve b — ¢ < a olmasi
yalnizca b = a ve ¢ = 0 iken saglandigi i¢in ¢gember {izerindeki herhangi bir a sayisinin
komsgulari a ve 0 olmali ve gember iizerindeki 0 elemaninin komsgular: esit olmalidir.
Bu durumda ¢ember iizerindeki sayilar a, a, 0, a, a, 0, ... olmak zorundadir. Yani

n, 3 in bir katidir.

Ayrica herhangi bir n = 3k ve a > 0 i¢in a, a, 0, a, a, 0, ..., a, a, 0 (k tane a, a, 0)

istenen kosullar: saglar.

67 ogrenciden olusan bir grup, 1 den 6 e kadar numaralanmig 6 soru igeren bir sinava
katilir. Sinavda, soru n ye verilen dogru yanit igin n puan kazanilirken, ayni soruya
verilen yanlig yanitla n puan kaybediliyor.

a) Herhangi iki skor arasindaki fark en az kag olabilir.

b) En az 4 katihmeimin aym skoru elde etmesi gerektigini gosteriniz.

c) En az iki 6grencinin alt1 soruya da ayni yanitlar1 verdigini gosteriniz.

Cozium.
a) Iki 6grenci birbirine en yakin puam: alabilmek icin en diigiikk puanl soruya farkh
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cevap verip kalan sorulara ayni cevabi vermis olmalilar. Bu durumda aralarindaki
puan fark: 2 dir.

b) Alnabilecek en yiiksek puan 1 +2 4+ 3 +4 + 54+ 6 = 21 ve en diisiik puan
—1—-2—-3—-4—-5—-6=—21dir. Herhangi iki skor farki ¢ift oldugu icin alinacak
biitiin skorlar S = {-21,-19,—-17,...,—1,1,...,17,19,21} kiimseinden olmaldir.
S kiimesinin 22 elemani oldugu i¢in her skor en fazla 3 kisi tarafindan alimirsa 1
kisgi 6nceki 22 skordan birini almak zorunda kalir. Dolayisiyla en az bir skor 4 kisi
tarafindan alinir.

c) Her skor +1 4243444546 seklinde olmahdir. 2% = 64 farkh skor elde edilebilir.
Yani sinavda 64 farkl cevap kagidi verilebilir. Sinifta 67 6grenci oldugu igin en az

iki 6grenci aym kagidi vermek zorundadir.

Bir ogrenciye 7 boliime ayrilmig bir disk ile mavi, kirmizi, sar1 ve yesil kalemler
veriliyor ve disk tizerindeki her bélimu boyamasi isteniyor. Her renk bir defadan
¢ok kullanilabilir veya hi¢ kullanilmayabilir. Bitigik olan boliimler farkli renklere

boyanmak kosulu ile disk kag¢ degisik sekilde boyanabilir?

Coziim. n uzunlugunda bir renk dizisi ardigik elemanlar1 farkli olmak kogulunu
sagliyor ve ilk eleman(renk) ile son elemani farkli ise bu diziyi uygun olarak ad-
landiralim. =z, ’de n uzunlugundaki uygun dizilerin sayis1 olsun. O halde soruda
istenilen say1 < ’dir.
n + 2 uzunlugundaki, ilk elemani ile (n + 1). eleman: farkli olan uygun bir dizi, n+ 1
uzunlugundaki uygun bir diziye (n + 2). eleman eklenerek elde edilir. Bu sekildeki
uygun dizilerin sayis1 41 (4 —2) = 2xy,4; 'dir. n+2 uzunlugunda ve ilk eleman: ile
(n+1). elemam aym olan uygun bir dizi, n uzunlugundaki uygun bir diziye (n+ 1).
eleman, ilk elemanin aynisi olarak se¢ilip, (n+2). elemanin eklenmesi ile olugturulur.
Bu dizilerin sayis1 da x,, - 1- (4 — 1) = 3z, 'dir.
O halde 42 = 22,41 + 32, indirgeme bagintisi ve 1 = 0, 2o = 4 -3 = 12 kogullar
kullanilarak

xp =3(—1)" +3"

indirgeme bagintisi elde edilir.
3(=1)7+37

Buradan % = =—=— = 312 farkh boyama oldugu bulunur.

Bir 6gretmen 1 < k < 50 olmak iizere bir k pozitif tam sayis1 tutuyor. Siniftaki
n cocugun her biri sirayla, bu saymmin kendi belirledikleri bir tam sayiya boliiniip
boliinmedigini soruyorlar. Ogretmen “evet” veya “hayi” yamiti veriyor. Soru ve
yanitlar: herkes duyuyor. Sayinin bulunmasini garanti etmek igin n en az kag ol-

malidir?

Coziim. Eger 6gretmenin tuttugu say1 1 ise, bunu 6grenmenin tek yolu, 50’den
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kii¢iik tiim asal sayilarin sorulup hepsinden “hayir” yanit1 alinmasidir. 50’den kiigiik
asal sayilar 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47 'di r (15 tane). Oyleyse
n > 15’tir.

Ogrenciler soyle bir strateji izleyebilirler: Yukarida listelenen asallar kiiciikten
biiytige dogru sormaya baglarlar. “Hayir” cevabi aldikca sormaya devam ederler.
Bir p asali icin “Evet” cevab1 alindigi takdirde, sayinin p carpani bulundugu icin,
k/p'nin ne oldugunu aramak yeterli olacaktur. Ote yandan k/p’nin asal ¢arpanlari
en az p, en ¢ok ise k icin yazdigimiz asal listesinin son elemanindan onceki bir
asal olabilir (her m igin m ile 2m arasinda bir asalin varligi teoremi, bu soru-
nun genellemesinin de yapilabilecegini gosterir. Bu soru acgisindan ise bunu liste-
den gozlemlemek yeterlidir). p’yi tekrar sormamiz gerekmesine ragmen son asaldan
yaptigimiz tasarruf soru sayisini artirmadan sayiyr bulabilecegimizi gosterir. Yani

say1ly1 bulmay1 garanti etmek icin en az 15 az soru sorulmalidir.

a,b, ¢ harflerinden olugan bir alfabe veriliyor. Icinde cift sayida a bulunan n harfli

kelimelerin sayisin1 bulunuz.

Cozim. 2k tane a olsun, bunlar (272) degisik sekilde, geri kalanlarda 272 gekilde
yerlegebilir. Bu nedenle cevap ), (272) 272kt Bunu hesaplamak icin

(I4+2)"+(1—2a)" :2%: (;{)2%

esitligini kullanacagiz. Buradan,
1 n n n 1 n
52 [(14+1/2)"+(1-1/2) ]:25(3 +1)

elde edilir.

5 x 7 lik bir satranc tahtasini sinirlarini gegmeden, her karede ayni miktarda kat
olma kosulu ile birden fazla kat yapabilerek L harfi ile (2 x 2 lik bir kareden 1 x 1

lik bir kosesini ¢ikararak elde edilen sekil) kaplayabilir miyiz?

Coziim. Bu sekilde kaplamamiz imkansizdir. Her karede k tane kat olacak gekilde
tahtay1 kaplayabildigimizi kabul edelim. Satirlari 1,...,5 olarak siitunlar 1,...,7
olarak adlandiralim ve tek sayili sutiin ve satirlarin kesigimindeki 12 kareyi diigtinelim.
Bu karelerden her biri k tane L ile kaplanmali yani en az 12k tane L kullaniliyor

olmali. Ama bunlar 3.12k > 35k tane kare kaplar ve bir celigki elde edilir.

Her birisi 5 kogucudan olugan 10 takim arasinda yapilan maraton yarigmasini n inci

sirada bitiren kosucu icin takimina n puan verilmisg ve yarismay1 en az toplam puana

ulasan tek bir takim kazanmistir. Yarigmayr aymi sirada tamamlayan iki kosucu
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olmadigimi kabul ederek kazanan takimin puanimin alabilecegi degerlerin sayisini bu-

lunuz.

Coziim. Tim takimlarin toplam puami 1+ 2 + --- + 50 = 1275 ’dir. Kazanan
takimin puani %55 = 127.5 dan biiyiik olamaz. Ote yandan almabilecek en kiiciik
toplam puan da 1+ 243+ 4+ 5 = 15 ’tir. Ancak, kazanan takimin tek olmas1 g6z
oniine alindiginda daha ayrintili bir hesaplama yapabiliriz. Kazanan takimin puani
s ise takimlarmn toplam puani en az s + 9(s + 1) = 10s + 9 ve buradan s < 126
elde edilir. O halde kazanan takimin toplam puaninin alabilecegi degerlerin sayisi

126 — 15+ 1 = 112 dir.

{1,2,3,---,49,50} kiimesinin, herhangi iki elemammnin toplami 7 ile béliinmemek

kosgulu ile olugturulabilecek bir alt kiimesinde en fazla kag eleman olabilir?

Coziim:Verilen kiimedeki sayilari, 7 ile boliindiigiinde verikleri kalana gore 7 kiimeye

ayiralim:

Fy = {7,14,21,28,35,42,49}
I = {1,8,15,22,29,36,43,50}
F, = {2,9,16,23,30,37,44}

F3 = {3,10,17,24,31,38,45}
Fy = {4,11,18,25,32,39, 46}
F5 = {5,12,19,26,33,40,47}
Fs = {6,13,20,27,34,41,48}

Yazilacak olan alt kiimede Fj kiimesinden en fazla bir eleman olabilir. Birisi F}
digeri Fg ’'dan secilen iki eleman aym anda kullamilamaz. Aym sekilde, birisi Fo
digeri F5 'ten ve birisi F3 ’ten digeri Fy ’ten segilen iki say1 aynmi anda kullanilamaz.
Bu durumda, en biiyiik alt kiime olan Fj in tiim elemanlari, 5 (veya Fj) ’in tiim
elemanlar1, F3 (veya Fy) 'lin tiim elemanlari ile Fjy dan bir eleman alinarak 8-+7+7+1

= 23 elemanl bir alt kiime olusturulabilir.

Bir /1 dogrusunun iizerinde A1, Ao, A3, Ag, A5 noktalari; lo dogrusunun iizerinde de
By, By, B3, B4, Bs noktalari isaretlenmis ve A;B; (i,7 = 1, ...,5) dogrular ¢izilmistir.
Toplam 27 dogrunun yer aldigi bu sekilde, dogrularin kesisim yeri olan noktalarin

sayisinin en fazla kag olabilecegini bulunuz.

Coziim. [y ve [y iizerinde bulunmayan her kesisim noktasi, A;B; ve ApBy,, (i #
k,7 # m) gibi iki dogru tarafindan belirlenmisg oldugundan, I; ve ls lizerinde ikiger

nokta tanimlamig olur. [; {izerinde iki nokta (g) = 10 farklh gekilde segilebilir. Ayni
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sekilde Iy tizerinde de iki nokta 10 farkli sekilde secilebileceginden, I; ve lo lizerinde
bulunmayan kesigim noktalarimm sayis1 100 diir. Ote yandan verilen 10 nokta ve
[1 ile I3 nin kesisim noktasi1 da hesaba katilarak, noktalarin sayisinin en fazla 111

olacag1 anlagilir.

Tim tam sayilar kiimesini hi¢ birisi bog olmayan ve ikili olarak kesismeyen ¢ alt
kiimeye ayirmak istiyoruz. Bu iglemin farkl alt kiimelerden secilen her a, b igin
asagidaki sart1 saglayacak sekilde yapilmasi miimkiin mudiir?

a) liglincii alt kiimede a 4+ b = 2¢ denklemini saglayan bir ¢ elemaninmin bulunmasi
b) iigiincii alt kiimede a + b = ¢; + co denklemini saglayan c¢; ve ¢y elemanlarinin

bulunmasi

Co6ziim. a) Mumkiin degildir. Verilen sarta gore herhangi iki alt kiimeden alinan
rasgele birer elemanin toplami ¢ift olmalidir. Bu secilecek her iki alt kiimedeki
elemanlarin hepsinin tek ya da hepsinin ¢ift olmasini gerektirir. Bu imkansizdir.

b) Verilen sart1 saglayan ayirima bir 6rnek olarak A = {3k; k € Z}, B = {3k+1; k €
Z}, C = {3k + 2; k € Z} kiimelerini alabiliriz .

Aralarindan tam 4 tanesinin adi Ates olan 12 6grenci, her birisi 4 6grenciden olugan
matematik, satran¢ ve miizik gruplarina dagilmistir.Her grupta en az bir Atesg bu-

lunmas: olasiligini hesaplayiniz.

Coziim. Ogrencilerin bu gruplara dagilabilecegi hallerin saysi

(2)(5) (%) = 22, - sts0
(4)

dir. Tim Ateg’lerin ayni grupta olabilecegi hallerin sayisi

(1) ()G ) = T =

dur. 3 Ategin bir grupta toplanip 1 Ates’in bagka bir grupta olmasi

OOAOOE -+

farkl sekilde gerceklesebilir. 2 Atesin bir grupta, diger iki Atesin de bir diger grupta

toplanmasi da

()G E)E)G) =0 2ms

farkli sekilde gerceklesebilir.
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Béylece her grupta en az 1 Atesin bulunmadigi durumlarin sayisi1 210+6720+15120 =

22050 olur. Aranan olasilik % = % tir.

iglerinde sirasiyla 1,2, ...,20 litre su bulunan 20 tane varil vardir. Eger A varilinde
en az B varilindeki kadar su varsa, A varilinden B variline, B varilinde olan su kadar
su aktarilabilmektedir. Aksi takdirde A varilinden B variline su aktarilamamaktadir.
Bu kurala gore bir dizi aktarma yaptiktan sonra:

a) 5 varilde 3 litre su ve kalan 15 varilde sirasiyla 6,7,...,20 litre su elde edebilir
miyiz?

b) Bir varilde 210 litre su elde edebilir miyiz?

(Her varilin hacminin en az 120 litre oldugunu kabul ediniz.)

Coziim. A varilinden B variline su aktaracagimiz farz edelim. Varillerdeki su mik-

tarlarim tek ve cift say1 olma durumuna gore agagidaki tablolara gore inceleyebiliriz.

Once Sonra
A B A B
Cift | Cift Cift | Cift
Tek | Cift Tek | Cift
Cift | Tek Tek | Cift
Tek | Tek Cift | Cift

Buna gore B varilinde bulunan suyun litre olarak miktari hep bir ¢ift say1 olacaktir.
Bu gozlemimize gore:

a) Herhangi bir aktarimdan sonra tagidigi su miktari, litre cinsinden ’tek’ olan var-
illerin say1is1 azalir veya ayni kalir. Bu sebeple, istenilen konuma ulagmak miimkiin
degildir. Sonug olarak, Baglangi¢c durumundaki varilin diginda, iginde 3 litre su bu-
lunan baska bir varil elde edemeyiz.

b) Eger biitiin suyu tek bir varilde toplamig olsaydik, bir énceki adimda her birinin
icinde 105 litre su olan iki varilimiz olmasi gerekirdi. 105 tek say1 oldugu icin 105

litre su bulunduran bir varil elde edemeyiz.

Herhangi ii¢ tanesi bir dogru iizerinde olmayan 2005 noktanin olugturdugu kiimeye
T kiimesi diyelim. Bu durumda bu 2005 noktadan herhangi biri igin, kogeleri T’
kiimesinden olan ve bu noktanin i¢ kisitminda bulundugu iiggenlerin sayisinin bir ¢ift

tam say1 oldugunu gosteriniz.

Coziim. T kiimesinden herhangi bir nokta alalim ve bu noktaya P noktasi diye-

lim. T — {P} kiimesinden herhangi dért noktanin olugturdugu kiimeye ise S kiimesi

diyelim. Bu durumda S kiimesinin noktalar1 ya bir konveks dortgen olugturur ya

da noktalardan biri diger {i¢iiniin olugturdugu iiggenin icindedir. Asgagidaki iki
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degisik sekilden de goriilebilecegi gibi, P noktasi bu noktalara gore bakildiginda (7T
kiimesindeki noktalardan herhangi ti¢ii ayni dogru iizerinde olmadig1 i¢in) ya tam

olarak iki tiggenin i¢indedir ya da bunlarin i¢cinde degildir yani sifir tiggenin igindedir.

2(184)

Dolayisiyla, olasi biitiin ( tane S kiimesine bakip P noktasini barindiran iiggenlerin
sayisim topladigimizda, topladigimiz her sayi bir ¢ift say1 olacagindan toplam da
bir ¢ift say1 olacaktir. Bu sayiya k diyelim. Ancak burada P noktasini barindiran
iiggenleri tam olarak 2001 kere saymis olduk c¢iinkii {i¢ nokta verildiginde bu noktalar:
dorde tamamlamak igin secilebilecek tam olarak 2001 bagka nokta vardir. Dolayisiyla
P noktasini barindiran tiggenlerin toplam sayisi k£/2001 olur. Sonug olarak k gift,
2001 ise tek say1 oldugundan P noktasini barindiran iiggenlerin sayis1 bir ¢ift tam

sayidir.

Kenarlar: 10 olan egkenar bir iiggen, i¢ tarafindan kenarlarina paralel olacak sekilde
dogrularla boliinerek 100 adet eskenar birim ticgene ayriliyor. Iceride yeni olugan ve

kenarlar1 biiyiik licgene paralel olan eskenar ticgen sayisini bulunuz.

Coziim. Oncelikle problemin genel halini ele alalim. Biiyiik iicgenimizin her ke-

narini n lik pargalara bolerek a,, adet eskenar birim iiggen elde ettigimizi diigiinelim.

mak olacaktir.Biiyliik eskenar iiggenimizin kogeleri A, B ve C' olsun. ABC egkenar

iiggeninin her kenarini n+ 1 esit parcaya bolelim yani her kenarina n tane bir kenari

(n+2)(n+1)
2

Simdi de BC' iizerinde tek bir kosesi olan tiggenleri inceleyelim. BC' iizerinde her

BC iizerinde olan adet iiggen saymig oluruz.

kesigim noktasi icin birer adet 1 altbirimlik eskenar tiggen, n — 2 altbirimlik 2 egkenar
iggen, ... saymis oluruz. Dolayisiyla, bir kigesi BC' kenar iizerinde olan toplam

tiggen sayist n + (n — 2) + (n —4) + ... olur.

Buradan indirgeme iligkimiz
(ni1 :an+%2(71m+n+(n—2)+(n—4)+... olur.

n yerine n + 1 koydugumuzda
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(nt2 = Gp41 + MQM—M) +(n+1)4+(n—-1)+ (n—3)+... bulunur.

Alt alta topladigimisda ise:

)(n+1) + (n+3)2(n+2) + (n+1)(n+2) +z,+ (n+2)(23n+5)

2
An+42 = Gn + (nt 5 5 buluruz.

Aradigimiz say1 ajg oldugundan
alo:ag+w:a8+145:...:a0+315:315

Dolayisiyla aradigimiz ticgen sayisi 315 tir.

Bir zar n kere atildiktan sonra zarin tlizerindeki biitiin sayilarin en az bir kere gelmis
olma olasiligina ¢ diyelim. g > % olmasini saglayan en kiigiik n tam sayisi nedir?

(Coziim igin hesap makinesine gereksinim duyabilirsiniz.)

Coziim. n > m > 1 olmak lizere, p(n,m) , zar n kere atildiktan sonra m farkh
yiiziiniin gelme olasiligini belirtsin. Eger n zar atimi sonrasi m farkli yliz gelmisse
burada iki durum vardir: ya onceki n — 1 atim sonrasinda m farkli yiiz gelmistir ve
n. atimda yeni bir yiliz gelmemistir ya da n — 1 atim sonrasinda m — 1 farkl yiiz

gelmistir ve n. atimda yeni bir yiiz gelmistir. Buradan:

p(n,m) = (yeni yliz gelmeme olashgi)p(n — 1,m)

+ (yeni yiiz gelme olasihigi)p(n — 1,m — 1)
olur ve buradan da
m T—m
p(n7m) = Ep(n - 17m) + Tp(n - 17m - 1)

bulunur. ¢ = p(n,6) > % kogulunu saglayan en kiigiik n degerini bulmamiz gerekir.
p(12,6) = 0.438... ve p(13,6) = 0.514 ... oldugu i¢in n = 13 buluruz.

n > 3 olmak iizere A1As... A, kenar uzunluklar1 birbirine egit bir ¢okgen olsun.

A;A; Ay, bicimindeki genig agili iggenlerin sayisini bulunuz.

Coziim. Coziimii iki durumda inceleyecegiz. Oncelikle n cift say1 olsun. A;
kosesindeki a1 genis olan ﬁggenlerin sayisin1 bulalim. Bu iiggenler j < kvek—j > 5
olan A;A;Aj liggenleridir. Istenilen sart: saglayan tiggenlerin sayis1 2 < j < k ve

k —j > % bicimindeki (j, k) ikililerinin sayisma esittir. 2 ile § — 1 arasindaki bir j
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sayisi i¢in § — j tane k degeri vardir. Buradan olas1 biitiin (j, k) ikililerinin say1si

(3= (G-0)+r1= 239 G-0) - do-v-

olarak bulunur. A; kosesindeki ag1 genis olan figgenlerin sayis1 &(n — 2)(n — 4) dir.
Buradan genis agili A;A; Ay, liggenlerinin sayisi %n(n — 2)(n — 4) olarak bulunur.
Ikinci olarak n tek say1 olsun. Onceki duruma benzer olarak A; kosesindeki aci
genis olan A; A; Ay tiggenlerin sayisimi bulalim. Bu durumda 2 < j <kvek—j > 5
bigimindeki (7, k) ikililerinin sayisi

n—3+n—3 (n—1)(n—3)

DY 1::
2 2 L 8

n(n—1)(n—3)
8

Dolayisiyla genis acili icgenlerin sayisi olarak bulunur.

Asgagidaki gekillerden ayni sayida kullanarak n x n bir satrang tahtasinin, sekiller st

iste binmeyecek sekilde kaplanabilmesi icin gerekli en kiiciik n pozitif tam sayisini

e b

Coziim. Her iki gekilden de k tane kullandigimizi diigiinelim. Bu durumda bu

bulunuz.

parcalarla 4k + 3k = 7k’lik bir alani kaplarz yani n? = 7k olur. Dolayisiyla n? 7 ile,
yani n 7 ile boliinebilir. n = 7 ise, 7 x 7 satrang tahtasin bu sgekillerle kaplamamiz
gerekir ancak bunun olamayacag1 kolayca goriilebilir. Eger 7 x 7 satrang tahtasini
asagidaki gibi boyarsak, 4 kutudan olusan her sekil iki tarali, iki de diiz kutu kaplay-
acaktir. Dolayisiyla 3 kutudan olugan sekillerin, 28 — 14 = 14 tarali, 21 — 14 = 7 diiz
kutu kaplamasi gerekir; yani her 3 kutuluk seklin, 2 tarali kutu kaplamasi gerekir

ancak her satirda 7 kutu oldugundan bunun olamayacag: agikardir.

Bu bilgiler 1g1iginda, n > 2 -7 = 14 olmas:1 gerektigi aciktir. Dolayisiyla, 14 x 14
satranc tahtasini sekildeki gibi kaplayabilecegimize gore, istenen kaplama tiirii en

kii¢iik n = 14 i¢in vardair.
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4 kirmizi, 8 mavi bilye bir halka geklinde rasgele diziliyor. 2 kirmizi bilyenin yan

yana gelmeme ihtimali nedir?

Coziim. Cevap 3—73’tiir. Once hicbir kirmizi topun yanyana olmadigi durumlar: say-
acagiz, ardindan bu sayiy1 biitlin farkl bilye dizilimlerin sayisina bolecegiz.
Sayma iglemini kolaylagtirmak icin bir tane mavi bilye segip, geri kalan 11 bilyeyi
bi ¢izgi seklinde dizelim. Bu yanyana konulan 11 bilyenin dizilminde 2 tane kirmizi
bilyenin yanyana gelmeme ihtimali, halka geklinde dizilen 12 bilyeninki ile ayni ola-
caktir. Siraya 6nem vermeden n tane elemandan k tanesi (Z) yani n’in k’li kombi-
nayonlar1 kadar farkl sekilde segilebilir. (Z) = Wlk)' oldugu igin, 4 tanesi kirmiz
olan 11 bilye (141) = 330 farkl sekilde dizilebilir.
2 kirmizi bilyenin yanyana olmamasi i¢in her iki kirmiz bilyenin arasinda en az bir
tane mavi bilye olmalidir. Bu yiizden 4 kirmizi bilyeyi 6nce yanyana koyarsak, 3
tane mavi bilyeyi yanyana olan her iki kirmizi bilyenin arasina birer birer koyarsak,
kirmizi bilyeleri birbirinden ayirmisg oluruz. 3 mavi bilyeyi bu sekilde sabitledik-
ten sonra, elimizde 4 tane mavi bilye kaliyor. 4 kirmiz bilyeyi birer ayrac olarak
diigtiniirsek, geriye kalan 4 mavi bilye bu ayraclarin saginda veya solunda yer ala-
bilirler. 4 ayrac ve 4 bilyeyi (i) = 70 farkh sekilde dizebiliriz.

70

Dolayisiyla iki kirmiz1 bilyenin yanyana olmama ihtimali 535 = % tir.

Bir kigi bir hafta (7 giin) boyunca 7 kisilik arkadasg grubundan her aksam farkli bir
3 kisilik grubu yemege davet etmek istiyor. Herbir arkadasinin en az bir kere davet
edilmesi garti ile bu bir haftalik davetiye listesinin kag farkli sekilde hazirlanabilecegini

bulunuz.

Coziim. U ile 7 kisilik arkadag grubundan olusturulabilecek 3 kisilik alt gruplarin
kiimesini gosterelim. Bu durumda |U| = (;) = 35 ’tir. S ile de U dan 7 giin i¢in
yapilabilecek davetiye listesini gosterirsek, |S| = P(35,7) = 35-34-33-32-31-30-29
olur. A;, S den yapilan ve 7 inci (1 < ¢ < 7) arkadagin hi¢ davet edilmedigi segimlerin

kiimesi olursa

4] = P(<§>,7) — P(20,7)

bulunur. Ayrica i # j icin [A4; N A; = P((g),?) = P(10,7) ve i # j # k igin
7

A;iNAjN A, = {} olur. Bu durumda sorunun cevabi olan | ﬂ Af| y1icerme-digarma
i=1

prensibinden
7
7
[SI=2_ 1+ > 14N Ayl = |S]=7 A+ <2> |4, N As| = P(35,7)—TP(20,7) +
=1 1<i<y<7
21P(10,7) olarak buluruz.
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1<a<10,b>0, c>2, 20 < d < 30 sartlarim saglayan ve toplamlart a+b+c+d =
100 olan ka¢ tane tam say1 bulunabilecegini hesaplayiniz.

Cozliim. (Cozliimde igerme-digarma prensibini kullanacagiz. a > 1, b > 0, ¢ >
2, d > 20 ve a+ b+ c+d = 100 sartlarin saglayan (830> tane ¢Oziim bulunur.
Bunlar arasindan

a>11, b>0, ¢ > 2, d> 20 sartlarim saglayan ¢oziimlerin kiimesini A ile,

> 31 sartlarini saglayan ¢oziimlerin kiimesini B ile

2, d
70 69 70
gosterirsek |A| = ( >, |B| = ( >, |ANB| = <3> ve bu durumda |[AU B| =

)-(%)- 3

3
(59> = 74625 olur.
Sonug olarak 1 <a <10, b >0, ¢ > 2, 20 < d < 30 sartim1 saglayan ve toplamlari

80 70 69 59
a+b+ c+d = 100 olan ¢oziimlerin sayisi (3) — <3> — <3> + <3> = 7535 dir.

Herhangi bir n > 1 tam sayisi igin kogeleri negatif olmayan ve n ’yi agmayan koor-
dinath noktalarda bulunan kareler gézoniine alindiginda
a) n =4 igin kag tane kare vardir.

b) Herhangi bir n igin genel bir formiil bulunuz.

Coziim. a) Oncelikle n = 1,2, 3 i¢in kacar tane kare oldugunu hesaplayalim. n = 1
icin kenar1 1 olan sadece bir tane yer vardir. n = 2 igin kenar1 1 olan kare icin 2.2
tane, kenar1 2 ve v/2 olan kareler icinse ler tane yer vardir. n = 3 icin kenar 1 olan
kare icin 3.3 tane, kenar1 2 ve v/2 olan kareler icin 2.2 ser tane yer vardir, kenar1 3

olan kare icin ise 1 tane yer vardir.

n=1 n=2 n=3

Agikca goriilebilecegi gibi her n igin 1 tane yeni kareye yer vardir. Ayni boyuttaki
kare icin n arttikca 22,32 42, ... tane yer vardir. Ayrica her m boyutlu karenin icine

m — 1 tane birbirinden farkli kare cizilebilecegi igin verilen her n igin
R,=1n2+2.(n—-1)%+3.(n—-22+...+n.1?

formiiliinii elde ederiz. n = 4 icin R4 = 50 bulunur.

b) Ry — Ry-1 =12+ (n—1)2+...+12ven + (n— 1)2 ... 412 = notlentl)
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esitlikleri kullanilarak
(n+1)%((n+1)?>-1)
12

R(n) =
elde edilir.

Ali, Burak, Ceren ve Derya bir tiinelin giriginde bulunuyorlar. Sadece bir fenerleri
var ve fener olmadan kimse tiinele girmek istemiyor. Fakat tiinelden ayni anda en
fazla iki kigi gecgebiliyor. Ali, Burak, Ceren ve Derya’nin tiineli gegmeleri sirasiyla
1,2,5 ve 10 dakika stiriiyor. Herkesin tiinelin diger tarafina ge¢mesi i¢in en az ne

kadar zamana ihtiyaglar1 vardir?

Coziim. Herkesin tiinelin diger tarafina gecmesi 17 dakika siirer.
Ali ve Burak tiineli birlikte gecerler (2 dakika);

Ali feneri geri gotiiriir (1 dakika);

Ceren ve Derya tiineli birlikte gegerler (10 dakika);

Burak feneri geri gotiiriir (2 dakika);

Ali ve Burak birlikte tiineli gegerler0 (2 dakika).

Toplamda 17 dakikadan daha kisa bir siirede tiinel gecilemez ¢linkii tiinelden tek
defa gecilmeli ve fener c¢ift defa geri gotiirtilmelidir. Yani tiinelden en az 3 defa
gidig yoniinde ve 2 defa doniig yoniinde gecilmeli. Eger tiinelden 7 ya da daha fazla
sayida gecilirse zaman 17 dakikadan kisa siiremez. Eger tiinelden 5 kere gegilirse gidis
yoniindeki gecigler en az 2 dakika siirer ve Derya ile birlikte gecis 10 dakika siirer.
Eger her seferinde Ali feneri geri getirirse Ceren ve Derya tiineli birlikte gecemezler.
Bu durumda siire en az 10+5+4242-1 = 19 dakika siirer. Eger doniiglerden birinde
bagka birisi feneri geri getirirse en az 10+ 2+ 2+ 2+ 1 = 17 dakikaya ihtiyag vardir.

12 kisi yuvarlak bir masanin etrafinda oturmaktadir. Bu 12 kisi ciftlerin elleri bir-

birini kesigmemek kosulu ile kag farkli sekilde el sikigabilir?

Coziim. N, yuvarlak bir masa etrafinda oturan 2p kisinin, ciftlerin elleri kesismeyecek
sekildeki, farkli el sikigmalarinin sayisi olsun. Masadaki bir kigiyi sabit tutalim ve
buna A diyelim. El sikisma ciftler halinde yapildig: icin A ve el sikigtigi kiginin her
iki yanindaki insan sayisi ¢ift olmalidir.

Eger masada 2 kisi varsa el sikigma 1 gekilde olabilir: Ny = 1.

Masada 4 kisi varsa A, B ya da D ile el sikigabilir. A, C ile el sikigtig1 takdirde ise,
B, D ile el sikigsacak ve ciftelerin elleri kesigecektir. O halde No = 2 ’dir.

Masada 6 kisgi oldugunda A ya yanindaki B veya F ile el sikisacak ve kalan 4 kisi
Ny gekilde el sikigacak, ya da karsisindaki D ile el sikisacak ve B C'ile, E F ile Ny
sekilde el sikisacaklardir. Bu da N3 = 2Ny + N2 = 5 degisik sekilde olur.

Eger 8 kisi varsa, A ya yanida oturan B veya H ile el sikigip, kalan 6 kisi N3 farkh

sekilde el sikigsacak ya da D veya F' ’den birisi ile el sikigacak, aralarinda kalan 2 kisi
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Ny, diger taraftaki 4 kisi de No sekilde el sikisacaktir. Yani Ny = 2N1 4+2N1 Ny = 14
tiir.

Benzer sekilde N5 = 2N4+2N3Ny + N22 =42 ve Ng¢ = 2N5+2N4N1 4+ 2N3Noy = 132
elde edilir. O halde 6 ¢ift, yuvarlak bir masa etrafinda elleri kesigmemek kogulu ile
132 farkh sekilde el sikigabilirler. (1,2,5,14,42,132, ... seklinde devam eden sayilara

Katalan sayilar: denir.)

(0,0) merkezli ve 22 + y? < 1 bolgesini kaplayan bir gol, 22 + y? = % gemberi, ve
k=1,---,n olmak iizere (0,0)’dan baslayan ve z ekseni ile 360° x k/n ag1 yapan yar1
dogrular vasitasi ile 2n parcaya bolinmiustir. Golde 4n + 1 kurbaga bulunmaktadir
ve her hamlede 3 veya daha ¢ok kurbaga bulunan bélgelerden birindeki {i¢ kurbaga,
bu boélge ile sinir paylagan diger ii¢ bolgeye sigramaktadir. Her bolgenin kendisinde
veya komsularinin {iciinde birden kurbaga bulundugu bir duruma ulagabilecegini

gosteriniz.

Coziim. 4n + 1 > 2 (2n) oldugu igin hamle yapilamayacak bir duruma gelin-
meyecegi aciktir. Verilen her bolgeden digariya dogru oyunun en az bir aninda
sigrama (bundan sonra bu bodlgede yapilan bir “hamle” geklinde ifade edilecek)
yapilacagim gosterelim: Sonsuz hamle yapilan bolgeler vardir. Eger sonlu hamle
yapilan bolgeler de olsaydi (bdlgelerin olugturdugu ¢izge baglantili oldugu igin) bun-
lardan biri sonsuz hamle yapilan bolgelerden birine komgu olurdu. Fakat bu durumda
bu bolgedeki kurbaga sayisi smr tammayan sekilde artardi, celiski. Oyleyse her
bolgede en az bir kez bir kurbaganin bulunmusg oldugunu soyleyebiliriz.

Simdi, oyunun bir aninda ikisi de kurbaga icermeyen komsu ikililerin sayisina bakalim.
Yapilan hamle, o hamlede bosalabilecek tek bolgenin tiim komsularina kurbaga
gonderdigi igin, bu sayimnin artmasi imkansizdir. Sayiya katkida bulunan iki komsudan
birine kurbaga geldigi anda da bu say1 azalacaktir. Bu durumda bu sayi sonlu hamle

sonunda sifira ulagacaktir. Bu da istenilen 6nermeyi kanitlar.

m X n dikdortgensel bir alan sekildeki koge pargalariyla kaplaniyor.
Bir kaplamaya, i¢inde kenar uzunlugu m ya da n’den kiiciik olan ve

kose pargalariyla kaplanmig bir dikdortgen bulunmuyorsa, diizgiin I

diyelim. Bu durumda bir {m,n} ¢ifti i¢in bir m x n dizgin

kaplama varsa 2m X 2n i¢in de bir diizgiin kaplama oldugunu

gosteriniz.

Cozim. Dort koge pargasin gekildeki gibi yerlestirelim. Bu durumda kose pargasi
sayisini ikiye katladik ve agikca goriilebilecegi gibi bu koseleri m x n diizgiin kapla-

may1 yaptigimiz gibi yerlegtirerek 2m x 2n diizgiin kaplama elde edebiliriz.

Bir kiibiin her kogesinde farkli dogal sayilar ve her kenarinda da kenarin bagladig:
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iki kosedeki sayinin en biiylik ortak boleni vardir. Kogelerdeki sayilarin toplami

kenarlardaki sayilarin toplamina esit olabilir mi?

Co6ziim. Bu olasi degildir. a > b kosulunu saglayan iki dogal say1 icin (a,b) < b
ve (a,b) < a/2 esitsizlikleri saglanir. Dolayisiyla, eger a # b ise, (a,b) < (a +b)/3
dogrudur. Tim 12 kenar igin bu denklemler yazilip toplandiginda istenen durumun
sadece (a,b) = (a + b)/3 kosulu her kenar igin saglandiginda miimkiin olabilecegi
goriiliir. Bu durumda a ile b’den biiyiik olani kiiciigiin iki katidir. a = 2b varsayip
a kosesinden c¢ikan diger kenarlarin ucundaki koselerdeki sayilara ¢ ve d diyelim.
Bu sayilar a’nin ya yarisi1 ya da iki kat1 olmak zorundadir. Eger en az biri a’dan
kiiciikse b’ye esit olmalidir; aksi halde bu iki say1 birbirlerine esittir. Her iki durum

da baglangi¢ varsayimimizla gelismekterdir.

U¢ cavus ve daha diigiik riitbeli birkac askerden olusan bir takimda cavuslar sira ile

gorev almaktadir. Takim komutani su emirleri vermistir.

e Her giin en az bir emir verilmelidir.

e Hicbir asker ikiden fazla gorev alamaz, ve herhangi bir askere giinde birden

fazla emir verilemez.
e Emir verilen askerlerin listesi herhangi iki giin i¢in aym olamaz.

e Bu kurallar gigneyen ilk cavus hapse atilacaktir.

Cavuslarin aralarinda onceden anlagamadiklari bir durumda, belirtilen kurallara

uyarak emir verebilecek ve hapse girmemeyi bagarabilecek en az bir ¢avug var midir?

Coziim. Ugiincii sirada gorev alan ¢avug hapse girmekten kurtulabilir. Birinci,
ikinci ve tigiincl ¢cavuslar tarafindan ardigik olarak verilen emir dizilerinin toplamina
tur diyelim. Hapisten kurtulmak icin, her turun sonuncu giinii komutay alan tigiincii
cavus yalniz ve yalnmizca onceki iki giin boyunca bir emir almig askerlere emir verir.
(ﬁgiincii kural geregi boyle askerler vardir.) Boylece her turun sonunda her asker ya
hi¢ ya da iki gérev almig olacaktir. Ve hig gorev almamis askerlerin sayisi azalacaktir.

En sonunda da tiim askerler iki emir almig olacak, ilk ¢avug da hapis cezas1 alacaktir.
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Bir ¢emberin her bir noktasi ya beyaz ya da siyah renktedir. Buna gore

a) Koseleri boyle bir gember tizerinde ve ayni renkte olacak sekilde bir ikizkenar
liggen cizilebilecegini gosteriniz.

b) Koseleri boyle bir gember iizerinde ve ayni renkte olan bir egskenar tiggen ¢izilebilir

mi?

Co6ziim. a) Soruda verilen ¢emberin igine ¢izilmig bir diizgiin beggeni ele alalim.
Bu besgenin koselerinden en az tictiniin ayni renkte oldugu aciktir. Diger yandan
diizgiin beggenin herhangi ii¢ kosesi bir ikizkenar liggen olusturacagindan bu cember
icine her kogesi aym renk olan bir ikizkenar cizilebilecegi aciktar.

b) Cemberi iki esit uzunluktaki yaya bolelim. Yaylarin bulugtugu noktalara ise
A ve B noktalarn diyelim. Yaylardan birinin siyah, digerinin ise beyaz renkteki
noktalardan olugtugunu diigiinelim ve A ve B noktalarinin da biri beyaz biri siyah
olsun. Bu durumda agikca goriilebilecegi gibi, cemberin icine ¢izilebilecek her eskenar
iiggenin yalnizca iki kogesi ayni renkte olacaktir. Dolayisiyla boylesi bir cemberin

icine koseleri ayni renkte olan bir iiggen her durumda cizilemez.

2007 tam say1 bir gemberin etrafina diziliyor. Burada art arda gelen 5 sayidan 3’iiniin
toplami digerlerinin toplaminin 2 kat1 olduguna gore bu sayilarin hepsinin ancak 0

olabilecegini gosteriniz.

Cozium. Sayillara x1,xo,...,T2007 diyelim ve art arda gelen herhangi beg sayiyi
inceleyelim. Bunlarin {i¢liniin toplami digerlerinin toplaminin iki kat1 olduguna gore,

bu beg sayinin toplami ii¢ ile boliinebilir. Dolayisiyla,
O=x1+ 22+ 23+ 24+ 25 = 22 + 23 + 24 + 25 + 26 (Mod 3) = 1 = x6 (Mmod 3)

oldugu goriliir. Aymi sekilde her ¢ = 1,...,2007 i¢in z; = x;45 (mod 3) (burada

J =k (mod 2007) ise z; = x;, olmak iizere) oldugu kolayca goriiliir.

Simdi herhangi bes, art arda gelen a, b, ¢, d, e tam sayisin ele alahm. Burada

a=b=c=d=e(mod3) oldugu i¢in,
0=a+b+c+d+e=5a(mod3)

oldugu kolayca goriiliir. Dolaywsiyla her ¢ = 1,...,2007 i¢in z; = 0 (mod 3)
oldugu goriiliir. Bu durumda z; tam sayilar1 yerine y; = % olacak sekilde y; tam
sayilar1 koyulabilir ve bu sayilarin da istenen kogullar1 sagladig: kolayca goriilebilir.
Dolayisiyla x; tam sayilar: i¢in ulagtigimiz sonuglar y; tam sayilari igin de gegerlidir
yani y; tam sayilar1 yerine de yeni tam sayi degerleri koymaya ayni sekilde devam
edebiliriz. Sonug olarak goriiriiz ki bagta aldigimiz sayilar tigiin biitiin kuvvetleriyle

boliinebilmektedirler. Yani bagta aldigimiz sayilar ancak sifir olabilir.
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n 6grenci, k soruluk bir sinava giriyor.

e Bir 6grenci sinavdaki sorularin yarisindan daha azina dogru cevap verirse basarisiz

sayiliyor.

e Smavdaki sorular, sinava giren 6grencilerin yarisindan fazlasi tarafindan dogru

cevaplandirildiginda kolay olarak adlandiriliyor.

Bu bilgilere gore hangi (n, k) ciftleri i¢in
a) Biitiin sorularin kolay olmasina ragmen biitiin 6grencilerin basarisiz olabilir?

b) Higcbir soru kolay olmamasina ragmen biitiin 6grencilerin bagarili olabilir?

Coziim. v ogrencilerin dogru cevap sayilarinin toplami olsun.

a) Eger biitiin 6grenciler basarisiz olduysa her biri % "den daha az dogru cevap
vermigtir. Bu durumda toplam dogru cevap sayisi v < n - % olacaktir.

Eger biitiin sorular kolay ise her biri i¢in en az 5 6grenci cevap vermistir. O halde
v > k- § olur. Bu iki durumu da saglayan (n, k) cifti yoktur.

b) Eger biitiin 6grenciler bagarili ise her biri en az % dogru cevap vermistir. Bu
durumda

V> —n=

N |

k-n
2

olur. Esitlik, her 6grenci % dogru cevap verdigi durumda gegerlidir. Diger taraftan
hig bir soru kolay degil ise, her soruya 4 ’den daha az sayida dogru yanit verilmistir.
O halde v < § -k = ”Tk 'dir. Esitlik, her soruya 5 dogru cevap verildigi durumda
gecerlidir.

Iki esitsizlik birden sadece v = "7’“ oldugu durumda dogrudur (Yani her 6grencinin
g dogru yanit verdigi ve her bir soruta § dogru cevap verildigi durumda.) O halde
n ve k ¢ift sayilardir.

Simdi herhangi ¢ift n ve k sayilari i¢in istenen durumun saglanabilecegini gosterelim.
Sorulara 1 ’den k ’ya kadar, 6grencilere de 1 'den n ’ye kadar numaralandiralim.
Tek numarali 6grencilerin sadece tek numarali sorulari, ¢ift numarali 6grencilerin de
sadece ¢ift numarali sorular1 dogru cevaplandirdigi durumda hem biitlin 6grenciler

basarilidir, hem de hig bir soru kolay degildir.

Her kenarinda n nokta bulunan tiggen seklindeki noktalarin tizeri 1,2,...,n uzun-

luklarindaki n adet ¢gubuk kullanilarak kag degisik sekilde kapatilabilir?

Coziim. Cevap 3"~ ! dir. Iddiamiz1 tiimevarim yontemiyle ispatlayalim. n = 1 i¢in
sadece 1 olasilik vardir: 3'=! = 1. n > k icin hipotezin dogru oldugunu varsayalim ve
n = k+1 oldugu duruma bakalim. En uzun ¢ubuk sadece kenarlara yerlestirilebilir ve
bu da 3 farkh gekilde olur. Bu gubuk yerlestirildiginde geriye k lik sekil kalir. n =k

i¢in hipotezin dogru oldugunu kabul ettigimiz i¢in en uzun ¢ubuk yerlestirildikten
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66.

sonra geri kalan noktalar 3! sekilde kaplanir. En uzun cubuk da 3 farkl sekilde
yerlestirilebildigine gére n = k 4 1 icin 3 - 3*~1 = 3 farkli yol vardir. Hipotez bu
durum icin de dogru oldugu icin sekildeki noktalar 3"~ ! sekilde kaplanabilir.

Besinci ve sonraki terimleri, 6nceki dort terimin toplaminin 10 a boliimiinden kalan
olacak sekilde 1,2,3,4,0,9,6,9,4,8,7,... dizisi olugturuluyor.

a) 2,0,0,4 sayilar, verildikleri sira ile bu dizide goriilebilir mi?

b) Dizinin ilk dort terimi 1, 2, 3, 4, dizinin herhangi bagka bir kisminda tekrar gortilebilir

mi?

Coziim.
a) Dizideki tek sayilar1 T harfi ile ve ¢ift sayilar1 ¢ harfi ile ifade edelim. Buna
gore diziyi

T7C7TJC7C7T7C7T7C7C7T7C7T7C7C7TJC7T7"'

olarak ifade edebiliriz. C,C,T,C,T diziliminin dordiincii terimden itibaren tekrar-
landigr agiktir. Buradan dort ¢ift sayimin arka arkaya bu dizide yer alamayacagi sonu-
cuna ulagiriz. Dolayisiyla 2,0, 0, 4 sayilari, verildikleri sira ile bu dizide goriilemezler.
b) Bu dizide goriilen her a, b, ¢, d dizilimi i¢in sonlu sayida (en fazla 10.000) farkh
siralanig vardir. O halde dizide en az iki kere goriilen bir ag, by, co, dg dizilimi vardir.
Bir aqg, bg, co, dy diziliminden digerine verilen kurala gore ulagtigimiz i¢in bu dizi,
ag, bg, co, dy den itibaren periyodik olmalidir. Dizide goriilen her a,b,c, d, e dizil-
imi igin, b, c,d, e terimlerine bakarak a terimini bilmek mimkiindiir. O halde bu
dizinin terimlerine ikinci ag, bg, cg, dg diziliminden baglayarak saga degil de sola dogru
bakarsak dizinin terimlerinin sola dogru giderken de periyodik oldugunu anlariz.

1,2, 3,4 dizilimi, dizide bir kere goriildiigii i¢in sonsuz kere daha goriilecektir.

Diizlemde herhangi 3 tanesi ayni dogru iizerinde yer almayan 50 nokta veriliyor.
Bu noktalar 4 renkten birisi ile boyaniyor ve koselerini bu noktalarin olusturdugu
biitiin iiggenler ¢iziliyor. Bu diizlemde, koseleri ayni renge boyanmig olan en az 130

cesitkenar iiggen oldugunu gosteriniz.

Coziim. 50 = 4 - 12 + 2 oldugundan, ¢ekmece ilkesine gore en az 13 nokta ayni
renktedir.

Iddia: Bir diizlem iizerinde herhangi ticii dogrusal olmayan n > 8 noktay1 kogeleri
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—1)(n—38
n(n —1)(n —8) adet cesitkenar licgen vardir.

6
. -1 —1)(n—2
Ispat: Bu n nokta kullanmilarak n(n2) n(n )(n )

olarak kabul eden en az

adet dogru pargasi ve
adet tiggen olugturulabildigini biliyoruz. Simdi bu noktalarla en fazla n(n — 1) ik-
izkenar licgen olugturulabilecegini gosterelim. Her AB dogru pargasindan en fazla
iki ikizkenar ti¢cgen olusturulabilir (eger i¢c ABC, ABD ve ABE ikizkenar ti¢geni
olugturulabilseydi C', D ve E noktalar1 dogrusal olurdu.).

—in—2 —1)(n—38
Dolayisiyla bu n nokta ile en az n(n g(n ) _ n(n —1) = n(n g(” )
cesitkenar ticgen olusturulabilir.
13.12.5

Sonug olarak n = 13 durumu i¢in en az = 130 gesitkenar tiggen olugturulabilir.
Bir 6grenci bir kitabr 37 giin boyunca agsagidaki kurallara gore okuyor.

e Her giin en az bir saat kitap okuyor.
e Her giin 12 saatten fazla olmamak kaydiyla tam sayida (ondaliksiz) saat okuyor.

e Toplamda en fazla 60 saat kitap okuyor.

Bu durumda ogrencinin bazi ardigik giinlerde toplam 13 saat kitap okudugunu

gosteriniz.

Coziim. Ogrenci i =1,2,...,37 icin ¢ giiniinde o; saat kitap okumus olsun ve ilk 4
glinde kitap okudugu toplam saat A; = a1 + a2 + ... + a; olsun. Simdi k£ < [ olan

k ve | tam sayilar: icin
Qi1+ apao+ ...+ =13 A — A, =13 A= A+ 13
oldugunu gostermemiz gerekiyor. Burada soruda verilenleri diigiindiigiimiizde
1<A1 <Ay < ... < A3 <60

14<A+13< A +13< ... <A3;+13<73

esitsizliklerini elde ederiz.

Bu durumda 1 ile 73 arasinda 74 tam say1 olduguna gore ve her iki esitsizlikteki tam
sayilar birbirine esit olamayacagina gore bir k ve | tam say1 ¢ifti icin A; = Ay + 13

olmalidir.

Verilen her pozitif N tam sayisi i¢in sadece 0 ve 1 rakamlarindan olugan N basamakl

ve N ile tam boliinen bir tam say1 oldugunu gésteriniz.
Coziim. 1 < i < N igin 11...1 = a;(mod N) olsun. a; lerden herhangi birisi
H',—/

(2
0 olursa istenen gart saglanmig olur. (Sayiy1 N basamakli yapmak icin sonuna
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70.

gerektigi kadar 0 ekleyebiliriz). Eger a; lerin higbirisi 0 degilse ¢ekmece ilkesin-
den dolay1 en az iki tanesi birbirine esittir, ¢linkii toplam N sayis1 vardir ama a; ler
en fazla N — 1 farkhi deger olabilir. i > j olmak iizere a; = a; olsun. Bu durumda
11...1—-11...1=11...100...0sayis1 N ile boliniir. Yani11...1 00...0Q sayist

itane jtane i—jtane jtane i—jtane N—(i—j)tane
N basamaklhdir ve N ile boliiniir.

m(BAC) = 60°, |AB| = 2005, |AC| = 2006 olacak sekilde bir ABC' ii¢geni ver-
ilmig olsun. Ateg ve Gilineg sirayla kendilerine kalan {iggeni bir dogru boyunca,
herbirinin alani 1 veya daha biiyiik iki yeni licgen olusturacak sekilde kesiyorlar ve
bu tiggenlerden genig agili olani (ikisi de dik acihi ise herhangi birini) atilip geriye
kalan {icgenle oyuna devam ediyorlar. Bu kesme iglemini yapamayan oyuncu oyunu
kaybediyor. Oyuna Ateg’in bagladigini ve her iki oyuncunun da miimkiin olan en iyi

hamleleri yapacagini kabul ederek oyunu kimin kazanacagini belirleyiniz.

Coziim:Oyunu ilk baglayan Ateg kazanir. 7 noktasi AC dogru parcasi iizerinde
ve |AC1| = 2005 olan nokta olsun. ABC) eskenar {iggenini ele alalim. Eger bu
iiggen icin birinci oyuncunun bir kazanma stratejisi varsa o zaman bu {icgenin ilk
kesilmesinin, egkenar tiggen olmasindan dolay1 AC' kenari {izerinde alinan bir D nok-
tasi i¢in, BD dogru pargasi boyunca olacagim kabul edebiliriz. Bu durumda Ates’in
oyuna ABC fiiggenini BD dogru parcasi boyunca keserek baglamasi kazanmasini
garanti edecektir. Eger ABC] {i¢geni igin ikici oyuncunun bir kazanma stratejisi var
ise 0 zaman da Ateg’in oyuna ABC iiggenini BC] dogru pargasi boyunca keserek
basglamasi kazanmasini garanti edecektir.

Dikkat edilecek olursa her bir adim sonunda kalan iicgenin alami bir 6énceki iicgenin

alanindan en az bir kiiciiktiir. Bu da oyunun sonlu zamanda bitecegini gosterir.

n x m’lik bir dama tahtasinin bazi karelerini siyaha, geriye kalan karelerini ise beyaza
boyamak istiyoruz, oyle ki, boyama islemi tamamlandiginda her siyah karenin ¢ift
sayida siyah komgusu, her beyaz karenin ¢ift sayida beyaz komsusu olsun (Bir kar-
eye caprazdan da olsa temas eden karelere o karenin komsular: diyelim, ve karenin
kendisini de komsgular1 arasinda sayalim). Bu iglemin hangi (n,m) ikilileri igin

yapilabilecegini belirleyiniz.

Cozim. nm’nin ¢ift oldugu durumlarda ¢éziim vardir. Genelligi kaybetmeden satir
sayis1 olan n’nin ¢ift oldugunu varsayalim. 1. ve 2. satirlar: siyaha, 3. ve 4. satirlari

beyaza, 5. ve 6. satirlari siyaha - - - boyarsak istenilen tiirden bir boyama elde ederiz.

nm tek ise boyle bir boyama miimkiin degildir: Eger miimkiin olsaydi, beyaz kare
sayis1 veya siyah kare sayisi tek olurdu. Genelligi kaybetmeden beyaz kare sayisinin
tek oldugunu varsayalim. Her beyaz kare igin bir koge, ve komsu olmayan her iki

beyaz kareye tekabiil eden kogeler arasinda bir kenar barindiran ¢izgeyi olugturalim.

315



71.

72.

73.

Bu cizgenin tek sayida kosesi ve her koseden cikan tek sayida kenar olacaktir. Bu

miimkiin olmadig1 igin celigki elde ederiz.

Beyaz bir kagidin iizerine bir kenarinda n tane kare bulunan bir 1zgara elde etmek

icin en az kag kare cizmeliyiz?

Coziim. 2n-1 tane kare gizmek yeterlidir. Koordinatlarla konusursak kars1 koseleri
(0,0) ile (4,4) de , 1 < i < n, olan kareleri ¢izeriz ve de kars: koseleri (i, 1) ile (n,n) de
, 1 <4 < n—1, olan kareleri ¢izeriz. Bunun gerekli oldugunu gostermek icin 6ncelikle
0 <i<nigin (0,7) den (1,7) ye olan ¢izgiler ile (n —1,4) den (n, ) ye olan gizgilerin
ayni karede olamayacagini not edelim yani en az 2n — 2 kare gereklidir. Eger 1zgaray1
2n — 2 kare ile tamamlamak miimkiinse bu c¢izgilerin her biri ayr1 kareler yer alacaktir
ve aynist 0 < i < n igin (¢,0) dan (i,1) ye olan cizgiler ile (i,n — 1) den (i,n) ye
olan cizgiler icinde tutacaktir. Yukarida belirtilen yatay cizgilerden her biri, diigsey

cizgilerden sadece iki tanesi ile ortak bir karede bulunabilir.

Uzerinde 1 den 15’e kadar sayilar olan kutular herhangi bir sira ile yanyana diziliyor.
En fazla dort farkli renk kullanilarak kutular boyanacaktir. Aym renge boyanan
kutularin tizerindeki sayilarin siirekli artmasi veya siirekli azalmasi istenmektedir.

Biitlin diziligler icin istenen gekilde boyamanin yapilip yapilamayacagini gosteriniz.

Coziim. Kutularin asagidaki gibi dizilmesi durumunda istenildigi gibi bir boya-

manin yapilamayacagini gosterilebilir.

5,4,3,2,1,9,8,7,6,12,11,10,14,13, 15 .
—_——— —— ——— ——
I II I v 4

Kutularin yukaridaki sirayla dizildigini ve dort farkli renge boyandigini kabul edelim.
Bu dizilisteki kutular1 1., I'1., I11.,IV. ve V. olmak iizere 5 gruba ayiralim. I. grupta
5 kutu oldugundan en az ikisi ayni renge sahiptir. Kutu numaralar: azaldigindan
ve diger dort gruptaki numaralar daha biiytik oldugundan bu rengi diger gruplarda
kullanamayiz. Geriye kalan 3 renk ile I1. gruptaki 4 kutu boyanmak istendiginde en
az iki kutu ayni renge boyanacaktir. Benzer sekilde kutu numaralar: azaldigindan ve
diger ii¢ gruptaki numaralar daha biiylik oldugundan bu rengi diger gruplarda kul-
lanamayiz. Bu sekilde devam edildiginde en az 5 rengin gerekli oldugu gortilmektedir

ve dolayisiyla istenildigi gibi bir boyama yukaridaki dizilig i¢in yapilamaz.

7 x Tlik bir satrang tahtasi 49 birim kareye bolliniiyor. Her satir ve siitunda ¢ift
sayida dama tasi olacak sekilde n tane dama taginmin birim karelere yerlestirilebilecegi
biitiin n degerlerini bulunuz. (0 bir ¢ift say1 oldugu igin ¢oziimler bos satir veya

siitunlar igerebilirler. Bir birim kareye en fazla 1 tane dama tag1 koyulabilir.)
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Coziim. Verilen kosullar: saglayacak gekilde 4, 6,8, ...,40,42 dama tasi bu satrang
tahtasina dizilebilir.

Coziime n sayisinin 7 tane ¢ift sayinin toplami oldugu, dolayisiyla n’in de bir c¢ift
say1 olmasi gerektigi gozlemi ile baghiyoruz. Bir satira en fazla 6 adet dama tasi
yerlestirilebilir, dolayisiyla n < 6 -7 = 42.

Coziimii elde etmek i¢in tamami dama taglaryla dolu 2k x 2k’hik kareler ve bir
kogegeni digindaki her birim karesinde dama taslari olan (2k + 1)x(2k + 1) boyut-
larindaki kareler kullanacagiz. Biitiin bu kareler gerekli kogullar1 saglamaktadir ve
bu tiir baz1 kareleri soruda istenen kosullari saglayacak sekilde birlestirebiliriz.

4 ile 42 sayilar arasindaki n ¢ift sayilari igin n tane dama taginin dizilis bigimini
agagida agiklayalim:

4,8,12,16, 20, 24, 28, 32, 36 tane dama tas1 i¢in sirasiyla 1,2,3,4,5,6,7,8,9 adet 2 x 2
kare kullanilir. Biitiin bu kareler 7 x 7’lik satranc tahtasiin icine sigmaktadir.

6 tane dama tag: igin bir kogegeni bog olan 3 x 3’liikk bir kare kullanilir. Bu kareye
tamami dama taslariyla dolu 2 x 2’lik kareler ekleyerek 10,14, 18,22, 26, 30, 34, 38
tane dama tasi iceren coziimleri elde ederiz.

40 adet dama tasg1 i¢in bir adet 5 x 5’lik ve beg adet 2 x 2’lik kare kullanilir.

42 adet dama tag1 i¢in bir kdgegeni haric biitiin 7 x 7’1ik satrancg tahtas1 dama taglari
ile doldurulur.

Son olarak 2 tane dama taginin verilen kogullar1 saglayacak sekilde yerlestirilemeyecegini

gozlemleyiniz.

74. ki oyuncu, ayni anda {-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4} kiimesinden, yerine koymaksizin,
sirayla birer say1 segerler. Toplami sifir olan ii¢ sayiy1 (lig, dort ya da besginci
secimde) elde eden ilk oyuncu, oyunu kazanir. Iki oyuncudan birinin oyunu kazan-

masi kaginilmaz midir?

Coziim. Asagida Ornek olarak verilen, biitiin satir, siitun ve kégegenlerinin toplam-
lar1 sifir olan 3 x 3’liikk sihirli kareyi dikkate alalim. Yukarida ifade edilen oyunun
amacinin saglanabildigini gormek zor degildir; ¢iinkii, toplamlar: sifir olan {i¢ tam

say1, ayni satir, sutiin ya da kosegen lizerinde siralanmislardir.

112 ]-3
410 | 4
3 1-2|-1

Dolayisiyla, bu oyun, ii¢ tag ya da en iyiyi oynayarak beraberlikle bittigi bilinen
sifirlar ve carpilar oyunlariyla esdegerdedir.

Sonug olarak, herhangi bir oyuncunun bu oyunu kazanmasi zorunlu degildir.

75. Bir kiipiin koseleri 1 ’den 8 ’e kadar numaralandiriliyor. Capraz olarak kargilikli olan
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76.

7.

iki koseyi birbirine baglayan ve 3 kogeden gegen, gectigi koselerle bagladigi koselerin

numaralarinin toplami en az 21 olan bir yol oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. Koseleri herhangi bir kenarin iki ucundaki koseler ayni renkte olmayacak
sekilde siyah ve beyaza boyayalim. Soruda istenilen gekilde bir yola da s yolu diyelim.
Herhangi bir s yolu 2 siyah ve 2 beyaz koge igerecektir. Ayrica hepsi ayni renkte
olmayan 3 nokta sec¢tigimizde bu noktalari iceren bir s yolu vardir. 6 +7 + 8 = 21
oldugundan 6,7 ve 8 ayn renkte degilse toplamlar:1 en az 21 olan bir s — yolu bu
koseleri igerecektir. 5,7 ve 8 'in toplami 20 ’dir. Eger ayni renkte degillerse taplami
21 ’den fazla olan bir s yolunun i¢inde olacaklardir. Geriye bir tek 5,6,7 ve 8 'in ayni
renkte oldugu ve 4 ’iin, 7 ve 8 'den farkli bir renkte oldugu durum kalir. 4,7 ve 8 ’i
igeren 2 s yolu vardir. Dordiincii koge 1 olamayacagidan 2 olacaktir ve toplam 21

olacaktir.

n > 2 bir tam say1 olsun. n adet yarig arabasi bir ralliye katiliyor. Araglar 1’den
n’ye kadar numaralanmis, ve baglangic noktasindan numara sirasina uygun sekilde
sirayla ayriliyorlar. Sonucta her araba yol boyunca ayni sayida araba tarafindan
geciliyor, 6te yandan arabalarin yol boyunca gegtikleri arabalarin sayilarinin timi
birbirinden farkli. Bir araba bir bagkasini yarig boyunca en ¢ok bir kez gegiyor.
Arabalar varig noktasina hi¢ bir beraberlik olmaksizin ulagiyorlar. Bu durumun

n’nin hangi degerleri i¢cin miimkiin oldugunu belirleyiniz.

Coziim. Bir araba en ¢cok n — 1 arabay: gecebilir. Tiim arabalarin gegtigi araba
sayilarinin farkli olmasini istedigimize gore 0, 1, 2, ..., n—1 tam sayilarinin hepsi gegme
sayilarinin arasinda yer almalidir. Eger k£ her arabamin gecildigi araba sayisi ise
0+14+2+..4 (n—1) = kn esitligi bize k = (n — 1)/2 verir. Buradan 6ncelikle
n’nin tek olmasinin bir gerek kosul oldugunu goriiriiz.

Her n tek i¢in boyle bir durumu agikga tarif edecegiz: Anlatimda kolaylik igin m =
”7“ diyelim. Yarg soyle gelisirse istedigimiz durum olusur: Once [ + 1, iki araba
gecer, daha sonra [+ 2 dort araba geger,... n numarali araba n—1 araba gecer. Daha
sonra [ — 1 numarali araba n — 2 araba gecer, | — 2 n — 4 araba gecer,..., 1 numarali

araba 1 araba geger. Sonucun istedigimiz sartlar sagladigin1 dogrulamak kolaydir.

m sarkinin s6ylendigi bir sanat festivaline sekiz sanatci katilmaktadir. Her sark: 4
sanatg1 tarafindan soylenmektedir ve herhangi iki sarkicinin s6yledigi sarkilarda ayni

olanlarin sayisi sabittir. Bunun miimkiin oldugu en kiiciik m sayisim1 bulunuz.

Coziim. r iki sarkicinin ortak olarak soyledigi sarki sayisi olsun, o zaman m(g) =
T(g) denebilir ve buradan m = 14r/3 bulunur. Genel olarak m > 14 olsa da m =
14 durumu {1,2,3,4}, {5,6,7,8}, {1,2,5,6}, {3,4,7,8}, {3,4,5,6}, {1,3,5,7}, {2,4,6,8},
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78.

79.

{1,3,6,8},{2,4,5,7},{1,4,5,8},{2,3,6,7}, {1,4,6,7}, {1,2,7,8}, {2,3,5,8} diizenlemesiyle

mumkiindir.

Her birinin tizerinde sifirdan biiyiik bir tam say1 yazan kartlardan olusan bir destede
kartlar lizerindeki sayilarin toplami 2007 ’dir. 1 < k < 2006 olacak gekildeki bir
k tam sayisi igin, tstiinde yazan sayilarin toplami k& olan bazi kartlar secilebiliyor
ve bu her k tam sayisi icin tek bir gekilde yapilabiliyor (iizerindeki sayilar esit olan

kartlar ayn1 kabul ediliyor). Bu sekilde kag farkh deste vardir?

Coziim. Kartlarn iizerinde a1 < a2 < --- < ai olmak lizere k gesit say1 olsun ve
bunlardan da sirasiyla pi,p2, ..., pr tane olsun.

Sirasiyla (p14+1)(pe+1) -+ - (pr+1) = 2008, a1 = 1 ve a; = (p1+1)(p2+1) -« - (pi—1+1)
oldugunu gosterecegiz.

1 < k <2006 oldugu icin toplamlar 1 eden kartlar da vardir ve bu da a; = 1 olmasini
gerektirir.

Sadece p; ’den kiiciik ve p; ’e esitsayilar a; ’ler kullanilarak olugturulabilir. O
halde & > 2 i¢in as = p1 + 1 olmak zorundadir. Ayni sekilde a; ’ler ve ag ’ler
kullanilarak aipi + asp2 = (p1 + 1)(p2 + 1) — 1 ’e esit ya da daha kiicitkk sayilar
olugturulabilir. Buradan da az = (p1 + 1)(p2 + 1) bulunur. Genellestirirsek a; =
p1+1)(p2+1)--- (pi—1+1) elde edilir. Ayrica aip; +agps+-arpr = 2007 oldugundan
(p1+ 1)(p2+ 1)+ (pr + 1) = 2007 + 1 = 2008 olarak bulunur.

O halde aradigimz (p1 + 1)(p2 + 1) --- (pr + 1) = 2008 olan (p1,p2,...,pk) larm
sayisidir.

2008 = 23 x 251 oldugundan ve 2 ve 251 asal olduklarmndan

(pr+Dp2+1)...(pp+1) = 2x1004 =4 x 502 =8 x 251
= 2x2x502=2%x4%x251=2x%x2x2x251

ya da bu carpimlarin permiitasyonlarina esit olacaktir. Sirasiyla 1, 2, 2, 2, 3, 6 ve 4
permutasyon olduguna gore toplam 1+ 2+ 242+ 3 4 6 + 4 = 20 deste vardir.

Karelere boliinmiis m x n lik bir tahtada bir hamle sirasiyla asagidaki iki asamadan

olugsmaktadir:

e Herhangi ikisi ayn1 satirda veya ayni siitunda olmayacak sekilde tahtadan bos

kareler secilir. Bu segilen karelerin her birine beyaz bir tag konulur.

e Tahtadaki her bos kare incelenir, karenin bulundugu hem satirda hem de siitunda

bir beyaz tas varsa o kareye bir siyah tas konulur.

Bu sekilde bir dizi hamle yapildiktan sonra tahtaya en fazla kac beyaz tag konulabilir?
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80.

Coziim. Cevap n +m — 1 dir. En soldaki stitundan ve en yukaridaki satirdan
baglamak {izere kareleri birden baglayarak numaralandiralm. (a,b) hamlesi, a.
satirin ve b. siitunun kesisimindeki kareye bir beyaz tag koymay1 belirtsin. Bu
sekilde (1,1),(1,2),...,(1,n),(2,n),(3,n),...,(m,n) hamleleri ile tahtaya n+m —1
tane beyaz tag koyabiliriz. Boylece tahtanin en iist satirini ve en sag stitununu beyaz
tag ile geri kalanini ise siyah tag ile doldurmus oluyoruz.

Simdi de n + m — 1 den fazla beyaz tag konamayacagini gosterelim. Tahtada bir
takim hamleler yapilmis olsun. Ikiden daha az beyaz tag bulunduran biitiin satir ve
stitunlardaki taslari toplayalim. Bu sekilde en fazla n+m—1 tane beyaz tag toplamis
oluruz. Tahtada hala beyaz taglar oldugunu farz edelim. Bu taglardan son hamle ile
konmus bir tanesine bakalim. Bu taga ¢ diyelim. ¢ nin tahtada kalmig olmasi, ¢ nin
bulundugu satir ve siitunda en az birer tane daha beyaz tagin olmasini gerktirir. Bu
taglara da d ve e diyelim. Eger d ve e nin ikisi de son hamle sirasinda konmamaigsa
son hamleden bir 6nceki hamlenin sonunda ikinci kurala gore ¢ nin oldugu yerde bir
siyah tas konulmaliydi. Bu sebeple ya d ya da e son hamle sirasinda yerlestirilmis
olmalidir. Ancak bu durum da ilk kurala aykiridir. Clnkii ayn1 hamlede ayni satira
veya ayni stituna iki tag konulmusg demektir. Bu bir geligkidir. Yapilan toplama so-
nunda tahtada beyaz tag kalmig olamaz. Dolayisiyla konabilecek en fazla tag sayisi

n+m — 1 dir.

10 x 10 luk birim karelerden olugan bir levha diigiinelim. Ortak kenarla birbirlerine
bagli olan birim karelerin olusturdugu sekle gemi diyecegiz. Herhangi iki geminin
ortak kosesinin bulunmadig gemiler kiimesine donanma diyecegiz (yani tiim gemiler
koge-bagimsiz). Higbir yeni gemi eklenemeyecek bir donanmada en az kag kare bu-

lunmas: gerektigini bulunuz.

Coziim. Yeni bir gemi eklenemeyecek donanmalara tam adini verelim. Biz tam
donanmada olabilecek en az kare sayisini bulmaliyiz. Ilk olarak tam bir donanmanin
en fazla 16 birim kare igerdigini gosterelim. Levhaya 16 tek karelik gemiyi sekildeki
gibi yerlegtirelim.

EEEENE
soaats
i
mEmEsE
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81.

82.

Goriildiigii gibi her karenin bir kogesi gemilerden birinin bir kosesiyle ortaktir. ve
dolayisiyla higbir gemi eklenemez.

Simdi 16’dan az birim karenin olusturdugu higbir tam donanma olmadigini gésterelim.
Bir tam donanmay: sabitleyelim. Sekildeki griye boyanmig 16 birim kareyi diigiinelim.
Bu 16 birim karenin herbiri igin tam donanmadaki gemilerden birinin (en az) bir
kosesi ortak olan bir karesi vardir. Donanmanin tiim bu karelerin birbirinden farklidir.

Bu nedenle bu filoda en az 16 kare vardir.

a ve b lerden olugan harf dizilerinde su degisiklikleri yapabiliyoruz: aba — b, b — aba,

bba — a, a — bba (Ornegf,in, a — bba, a nin yerine bba konulmasi anlamina geliyor).

aa...ab dizisinden baa . .. a dizisini elde etmek miimkiin mudiir?
S—— N——

2003 2003

Coziim. Verilen degisiklikler yapildiginda indisleri tek say1 olan a larin sayilarinin
ikiye boliimiinden kalanlarin degismeyecegini gosterecegiz. Ayni durum indisleri ¢ift
say1 olan a lar igin de gegerlidir. wy, wy herhangi iki diziyi belirtmek {izere wiabaws
dizisine aba — b degisikligini yapalim. Elde ettigimiz wibws dizisinde wy deki a larin
indisleri degismezken, ws deki a larin indisleri iki azalacaktir. Dolayis: ile indisleri
tek(ve ¢ift) say1 olan a larin sayisi ya ayni kalacak ya da 2 azalacakir ve buradan in-
disleri tek(ve ¢ift) say1 olan a larin sayisiin ikiye béliimiinden kalanlarin degigmedigi
goruliir. Bu sekilde diger degisiklikler de incelendiginde hepsi i¢in 6nermemizin dogru
oldugu goriiliir.

baa...q dizisinde indisi ¢ift say1 olan a larin sayis1 1002 iken aa . . . a b dizisinde indisi
— —

2003 2003
¢ift say1 olan a larin sayis1 1001 dir. Dolayisi ile ga . .. ab dizisinden baa . . . a dizisini
— —
2003 2003

elde etmek miimkiin degildir.

Bir n sayisinin, pozitif tam sayilarin toplamlar: olarak yazilmasina n nin bir béliintsi
denir. (Terimlerin yer degigtirmesi ile edilen yazilim farkl bir bi¢im olarak kabul

edilmeyecektir.)

Asagidaki tabloda 5 in farkl biitiin boliiniisleri verilmistir. Ikinci siitun, her boliiniiste
bulunan 1 lerin sayisini, ve iigiincii siitun her boliiniiste bulunan farkli terimlerin
sayisini gostermektedir. En alt satirda da, ikinci ve tgiincii stitundaki sayilarin

toplami verilmistir.
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Boliiniis 1 lerin sayis1 | Farkli terimlerin sayisi

) 0 1

4+1 1 2

3+2 0 2

3+1+1 2 2
1 2
3 2
5 1

242+1
2414141
141414141
Toplam 12 12

Bir n sayisiun farklh biitiin boliiniiglerindeki 1 lerin sayisi a(n), ve farkhi biitiin
boliiniiglerinin her birindeki farkli terimlerin sayisinin toplami b(n) olsun. Yukaridaki
tabloda a(5) = b(5) oldugu gosterilmistir.

Tim n tam sayilar i¢in, a(n) = b(n) oldugunu kanitlayiniz.

Co6ziim. n nin tiim bolintslerin sayisi p(n) olsun. a(n) ve b(n) yip(1),p(2),- -, p(n—

1) tiirtinden ifade etmeye galisacagiz.

n — 1 in her hangi bir boliiniisiine 1 eklenirse, icinde en az bir tane 1 olan, n nin bir
boliiniisii elde edilir. Dolayisiyla, n nin en az bir tane 1 igeren boltintislerinin sayisi
p(n — 1) dir. Benzer sekilde, n nin en az iki tane bir igeren boliiniiglerinin sayisi
p(n — 2) dir. Genel olarak, her ¢ = 1,2,--- ;n — 1 i¢in, n nin en az ¢ tane 1 igeren
boliintiglerinin sayis1 p(n — i) dir. Son olarak, n nin n tane 1 igeren boliiniiglerinin

sayist 1 dir.

Simdi, n nin sadece bir tane 1 igeren boliiniiglerini, p(n — 1) in bir pargas: olarak,
bir defa saydik. Iki tane 1 igeren boliintiglerini, p(n — 1) in bir pargasi olan en az bir
tane 1 igeren boliiniig ve p(n — 2) in bir parcasi olan en az iki tane 1 iceren boliintis
olmak iizere iki defa saydik. Genel olarak, her ¢ = 1,2,--- ,n igin, ¢ tane 1 igeren

boliiniislerini ¢ defa saydik.

Bagka bir deyisle, n nin boéliiniigleri sayma sayimiz, her boliintisteki 1 lerin sayisina
esittir.

Yani, a(n) =p(n—1) +p(n —2)+--- +p(1) + 1 dir.

Simid her boliiniigteki farkli sayilarin sayisinin toplamini yani b(n) yi diigiinelim.
Her i =1,2,--- ,n i¢in, n nin boliiniislerinden ¢ igerenlerin sayisini sayacagiz.
He]:‘i: 172’... ’n_l lgln’ a1++l++ak — n<:>a1++ak — n_l
oldugu i¢in, n nin boliniiglerinden iginde 7 bulunanlarin sayis1 p(n — i) dir. Ozel

olarak ¢ = n durumunda 1 tane boltiniis vardir.
Dolayisiyla, b(n) = p(1) +--- 4+ p(n — 1) + 1 dir.

Sonug olarak, a(n) = b(n) dir.
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83. n pozitif bir tam say1 olmak iizere, S, = {n? + 1,n% +2,...,(n + 1)?} olsun. S,
kiimesindeki farkli elemanlarin ikili ¢arpimlarinin sayisini n’ye bagh olarak bulunuz?
Ornegin; Sy = {5,6,7,8,9} olmak tizere,

5x6=06x5=230, 5XT7=7x5=35,
5 x 8 =8 x5 =40, 5X9=9x5=45,
6XT7T=T7Tx6=42, 6 X 8=8x6=48,
6x9=9x6=054, 7x8=8xT=56,
TX9=9x7=063, 8X9=9x8="72,

egitlikleri elde edilir. Dolayisiyla; n = 2 igin, farkli elemanlarin ikili ¢arpimlarinin

sayis1 10 ’dur.
Coziim. S, kiimesindeki farkli elemanlarin, siralama 6nemsenmeyerek yapilan,
tim ikili carpimlar: farkhidir. Simdi, bu ifadeyi agagida ispatlayalim.

a, b, ¢ ve d tam sayilar icin n? < a < b < ¢ < d ve ad = bc olsun. d > (n + 1)?

oldugunu gosterirsek, sonuca ulagmig olacagiz.

Asagidaki esitsizligi dikkate alalim.

(d—a)? (d+ a)* — 4ad

(d+ a)® — 4be

(d+a)? — (b+c)? ((b—c)2>():>62—|—c2>2bc>
(d+a+b+c)(d+a—b—c)

> 4n*(d+a—b—c)

V

% = % 'y1 dikkate alirsak, d —c > b—a ve d+ a > b+ c oldugunu kolayca gorebiliriz.
(ad=bc=a(d—c)=(b—a)c=a(d—c) > (b—a)a=d—c>b—a) Bu yiizden,
d+a—b—c>1olur.

Ik buldugumuz esitsizlikten (d—a)? > 4n? ve bu yiizden d—a > 2n ’dir. Dolayisiyla;
d > (n? +1) + 2n, buradan da d > (n + 1)? elde edilir.

Sonug olarak .5, kiimesindeki farkli elemanlarin, siralama 6nemsenmeyerek yapilan,

2n2+1) —

n(2n 4+ 1) yolla segebiliriz. Bu yiizden, S,, kiimesindeki farkli elemanlarin ikili

tim ikili carpimlar farkhidir. Siralama 6nemsenmeyerek, iki farkli elemani (

carpimlariin sayist n(2n + 1) dir.

84. Bir rehine karelere boliinmiis n X n lik bir tahtanin {izerine yerlestiriliyor. Rehine,

tahta tizerinde 2 cesit yer degistirme yapabiliyor:

e Kendi bulundugu kareyle ayni kenara sahip bir komsu kareye gidebiliyor.
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e Kendi bulundugu kareyle ayni kgeye sahip olan ama ayni kenara sahip olmayan

bir komsu kareye gidebiliyor.

Rehine, iki kere st iiste aym gesit yer degistirme yapamiyor. Rehinenin baglangig
karesinden baglayarak tiim kareleri tam olarak bir defa ziyaret edebilmesine olanak
saglayan 1’den biiyiik dogal sayilar1 bulunuz. (Rehinenin, bagladig1 kareye donmesi

gerekmemektedir.)

Coziim. Cevap n = 2k ve k herhangi bir pozitif tam sayidir. Oncelikle, tiim
cift n dogal sayilar: icin miimkiin olabilecegini ispatlayalim. Tahtayi 2 x 2 blok-
lar halinde bolelim ve rehineyi en sol iist kogedeki kareye yerlegtirelim. Rehine ilk
blogun igerisinde sirasiyla sag-asagi, yukari, sol-agag1 ve agagi yonlerinde hareket
etsin. Boylelikle, ilk bloktaki dort kareyi de tam olarak bir defa ziyaret etmig olur ve
ikinci bloga gecer. Rehine, Ikinci ve diger bloklarda da birinci blokta yaptig: hareket-
leri yapsin ve en sol alttaki bloga gelsin. Bu blogun icerisinde sirasiyla sag-agagi,
sol, sag-yukar1 ve sag yonlerinde hareket etsin. Boylece, ilk kolondaki hareketini
tamamlayip ikinci kolonun en alt bloguna geger. Bu blokta da sag-asagi,sol, sag-
yukar1 ve yukar1 yonlerinde hareket etsin ve devaminda da yukar: dogru blok blok
cikarak 2. kolonu da tamamlasin. Rehine, bu sekilde diger kolonlar: da yukar: ve
agagl hareket ederek tamamlar ve herbir kareyi kurallara uygun olarak sadece bir

defa ziyaret etmis olur.
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Simdi de, tiim tek n dogal sayilar1 icin miimkiin olamayacagim ispatlayalm. Ilk

olarak, tahtanin ikinci, dérdiincii, altinci, ...,(n — 1). satirlarini koyu renkle boy-

ayalim. Koyu renk karelerin sayisi ”2; n dir. Ikinci tiir yapilan yani capraz yer

degigtirmeler, koyu renk karelerden acik renk karelere ya da agik renk karelerden
koyu renk kareleredir. Rehine, her kareyi iki kere ziyaret edemeyecegi ve ardarda
ayni tir hareket yapamayacag i¢in, herbir capraz gecis farkli koyu renk karelere denk

gelecektir. Bu nedenle rehine, en fazla koyu renk kare sayisi kadar yani ”2; n kere

yer degistirme yapabilir. Buna bagli olarak capraz olmayan yer degistirme sayis1 da

en fazla ”2; " + 1 dir. Toplam yer degistirme say1s1 ise "2; 4 "25 Ny =n?2-—n+1

2

dir.n > 3 icin, n? — n + 1 sayis1 gerekli yer degistirme sayis1 olan n? — 1 den kiiciik

oldugu igin, tek n dogal sayilar1 icin soruda istenen sarti saglamak miimkiin degildir.
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85.

86.

Bir madeni para n kez atiliyor. Iki tane turanin ard arda gelmeme ihtimali nedir?

Coziim. Uzunlugu n olan ve ard arda iki tane turanin gelmedigi yaz1 ve tura

dizilerinin sayisim f(n) ile gosterelim. n kez atilan madeni paranin olugturabilecegi

f(n)
on

Yaz1 sonucunu Y, turayi ise T ile gosterelim. Madeni para bir kez atilirsa sonug ya

dizi sayis1 2"’dir. Dolayisiyla iki turanin ard arda gelmeme ihtimali olacaktir.
yazi ya da tura, yani f(1) = 2 olur. Iki kez atilirsa sonu¢ YT, TY, YY olabilir. Yani
f(2) = 3 olur.

n > 2 iken n kez atilan ve ard arda iki tane turanin gelmedigi bir dizi ancak ve ancak
su iki gekilde olabilir:

Atilan ilk para yaz gelir, gerisi ard arda iki turanin gelmedigi n — 1 tane madeni
paranin atilmasi sonucu elde edilir.

Atilan ilk para tura, ikincisi yaz1 gelir, gerisi iki tane turanin ard arda gelmedigi

n — 2 tane madeni paranin atilmasi sonucu elde edilir.

Bu iki olasilik birbirinden bagimsizdir. Dolayisiyla f(n) = f(n —1) + f(n — 2) olur.
Gorildugi tizere f(n) dizisi, Fibonacci dizisinin 2 terim kaydirilmig halidir.
Fibonacci dizisi su sekilde tamimlamr: Fy =1, 5, =1, ve k > 2 iken Fj, = Fi_1 +
Fy_5. Buradan F3 = 2 ve Fy = 3 elde edilir. Dolayisiyla f(n) = F,,12 olur.

2?2 — 2z — 1 = 0 denkleminin c¢oziimlerini ® = 1+—2‘/5 ve ¢ = 1_—2‘/5 ile gosterirsek,
Fibonacci dizisinin kapali formunun formuli F,, = q’n\;;)n olur.

Dolayisiyla n kez atilan madenin paranin ard arda iki turayi yanyana icermeme
Fn+2 . (I)n+2_¢n+2

2 b

olur.

ihtimali

Bir cocuk, 2005 tastan olusan bir 6bekteki taglardan bir tanesini bizim goreme-
yecegimiz sekilde igaretliyor. Her hamlede mevcut taslari hicbiri bog olmayan iig
6bege ayiriyoruz. Cocuk, isaretli tagi igermeyen iki 6bekten ¢ok tag igereni (esitlik
durumunda herhangi birini) segip buradaki taslar1 oyun digina itiyor. Geri kalan
taglar1 ise karigtiriyor ve hamle yapma sirasi tekrar bize geliyor. Oyunda iki tas
kaldigi zaman ¢ocuk bize hangi tagin igsaretli oldugunu soyliiyor. Tgaretli tag bulmay1

garanti etmek icin en az kag¢ hamle yapmamiz gerekir?

Coziim. Once, her hamle sonrasinda 6nceki tag sayisin en az yarisi kadar tagin
oyunda kalabilecegini gosterelim. Aksi durum igin tag sayisinin en az yarisi kadar
biiyiikliikkte bir 6bek ayirmamiz gerekirdi. Ancak igaretli tag bu 6bekte ise, diger
obeklerden biri oyundan alindiktan sonra en azindan oncekinin yarisi kadar tas

oyunda kalirdi.

Simdi de her hamlede tag sayis1 2k 4+ 1 ise bunu k& + 1’e, tasg sayisi 2k ise bunu
k’ye indirecek bir metod tarif edelim. Ik durumda obekleri k, k, 1, ikinci durumda

ise k,k — 1,1 olarak ayiralim. Hamle tarifinden, ilk durumda en az k tasin, ikinci
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durumda ise en az k — 1 tagin oyundan alinacagmi goriiriiz. 1lk paragraftan dolayi

bu yol en az hamle sayisin1 verir.

2005 igin,

2005 — 1003 — 502 —- 252 - 127 —-64 —-33 —-17T—9—-5—-3 — 2

11 hamle yapmak gereklidir.

Tiimii birbirinden farkli ve hepsi 1707’den kiiciik 7 pozitif tam say1 alalim. Bunlar
arasindan a < b+ ¢ < 4a’yi saglayacak bigimde a, b, ¢ (tiimii farkl) segebilecegimizi

gosteriniz.

Coziim. Sayilari a1 < ag < --- < a7 olacak gekilde siraya dizelim. Bu gekilde a, b, ¢
olmadigimi kabul edelim. Her ¢ > 1 igin a1, a;, a;41 Uclisiinde a; < a1 + a;41 oldugu

aciktir. Oyleyse a; + a;y1 > 4a; olmasi gerekir. Bu esitsizlikleri sirayla yazarsak

ay +ag > 4as > 4(a; + 1 a3 > 3a1 +4

a4 > 1la; + 16
as > 43a1 + 64
ag > 171aq + 256

a7 > 683aq + 1024 > 1707

a1 + aq4 > 4das > 4(3@1 +4

)
)
a1 + as > 4ay > 4(11a; + 16)
a1 + ag > 4as > 4(43a; + 64)

)

L

a1 + ar > dag > 4(171ay + 256

olur ve celigki elde ederiz.

7 x 7 boyutlarinda bir satrang tahtasinin dort kosesi atiliyor.

a) En az kag¢ tane kareyi siyaha boyamak gerekir ki art1 seklinde boyanmamig 5
kare bulunamasin?

b) Her kareye bir tam say1 yazalim. Art1 seklinde alinacak herhangi 5 karedeki
sayilarin toplami negatif iken tiim tahtadaki sayilarin toplaminin pozitif olabilecegini

gosteriniz.

Coézim. a) (2,5), (3,2), (3,3), (4,6), (5,4), (6,2), (6,5) kareleri yeterlidir. Simdi
sadece 6 veya daha az karenin yetmeyecegini gostermemiz gerekiyor. Merkezleri
(2,2), (2,6), (3,4), (5,2), (5,6), (6,4) karelerinde yer alan artilar birbirinden ayriktir
o yiizden her birinde bir kare renklendirilmelidir. Yani 5 veya daha az kare yeterli ol-
mayacaktir. Diyelim ki tam 6 kare boyandi. O zaman (1, 3), (1,4), (7, 2) karelerinden
hi¢ biri renklendirilemez; benzer tartigmalarla kenarda yer alan higbir kare ren-
klendirilemez. Benzer sekilde (4,3), (4,5), (3,4), (5,4) renklendirilemez, o zaman
(4,4) renklendirilmelidir.

Simdi merkezleri (2,6), (3,3), (5,2), (5,6), (6,4) olan artilar birbirinde ayriktir ve
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higbiri merkez kareyi igermez. (2,2) ve (2,4) renklendirilemez. Listedeki (3,3) i
(2,3) ile degistirirsek (3,2) ve (3,4) renklendirilemez. Benzer sekilde merkez kare
diginda hig¢ bir karenin renklendirilemeyecegi gosterilebilir, bu bir ¢eliskidir. Demek
ki 7 kare lazimdir.

b) Yukaridaki listede verilen 7 kareye —5, kalanlara 1 yazilirsa her artinin toplami

negatif olur. Ve tahtadaki toplam say1 ise 5(—7) + (45 — 7) = 3 yani pozitif olur.

Sonlu bir X kiimesinin ii¢ elemanli alt1 kiimesi veriliyor. X in elemanlarini iki renkle
boyayarak, hi¢bir alt kiimenin elemanlarinin tamaminin tek renkte olmayabilecegini

gosteriniz.

Coziim. Aq,...,Ag altkiimeler olsun ve X in eleman sayisina n diyelim. n > 6
kabul etmemizde bir sakinca yoktur. Eger n = 6 ise (3) = 20 > 2.6 oldugundan X
'in Y diye adlandiracagimiz Oyle bir ii¢ elemanli altkiimesi vardir ki ne A, ...., Ag’den
birine esittir ne de onlarin tamlayan kiimelerine. Y ’nin elemanlarinin bir renge diger
elemanlarin diger renge boyanmasi yeterlidir.

Simdi n > 6 olsun. X ’in {u,v}nin herhangi bir A; kiimesinin alt kiimesi olmayan
iki u, v eleman1 olmali ¢liinkii X ’de en az (;) = 21 ¢ift varken bunlarin en fazla
6-3 = 18 tanesi A; i¢inde yer alabilir. v ve v ’yi yeni bir eleman w ile degigtirelim ve
bu islemi tiimevarimla uygulamaya devam edelim. En son 6 elemana diistiigiimiizde
w elemanina hangi renk diigerse, w ’'ye denk gelen u ve v ’lere de ayni1 rengi verirsek

ispat1 tamamlamis oluruz.

ai,as,...,a, gercel sayilari dizisinde ardigik terimlerin altina, iki terimin aritmetik
oratalamasi yazilarak yeni bir dizi olugturuluyor. Olugturulan bu dizi i¢in de ayni
islem uygulanarak, bu dizideki ardigik terimlerin aritmetik ortalamalarindan olusan
bir dizi daha olugturuluyor. Bu igleme tek elemanli (a) bir dizi elde edene kadar
devam ediliyor. Eger a sayisi iglemler sirasinda sadece en son dizide goriiliiyorsa

biitiin iglemler sirasinda bir eleman en fazla kag defa goriilebilir?

Coziim. Eger elde edilen herhangi bir dizinin biitiin elemanlar1 ayni ise takip eden
dizilerin de biitiin elemanlar1 ayni ve a sayisina esit olur. Bu da a sayisinin sadece
son basamakta goriilmesi kisitlamasiyle geligir. O halde her dizide en az bir tane
farkl eleman vardir. Buna gore en sik goriilen eleman ilk dizide en fazla n — 1, ikinci
dizide en fazla n — 2, ...ve sondan bir 6nceki dizide en fazla 1 defa goriilebilir. O

halde en sik goriilen eleman
m—1)+n-2)+---+1=

defa goriilebilir. Ornek olarak (0,0,0, . ..,2" 1) dizisi almabilir.

100, 3’iin kuvvetlerinin toplami biciminde kag farkli sekilde yazilabilir?
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Coziim. f(n), n sayismn 3 'tin kuvvetlerinin toplami geklindeki farkli yazimlar:
olsun ve f(0) =1 alalhm. n ’yi, k tane 1 kullanarak, ancak 3 n — k ’y1 boliiyorsa, 3
'tin kuvveti geklinde yazabiliriz. n—k = 3m olsun. O halde n 'nin 3 ’iin kuvvetlerinin
toplamlarinin farkl yazimlarinin sayisi m 'nin 3 ’iin kuvvetlerinin toplami seklindeki
farkli yazimlarinin sayisina esittir. Yani f(n) = 3:0 f(m) olur.

£(100) = f(0) + f(1) + f(2) + - - + f(33) olarak yazlabilir. Buradan

£(100)

(34 + 31 + 28
(16 + 13 + 10
(T+4+1)(£(0
210£(0) 4+ 117f

F(0) +(25+22+15)(f(0) + f(1))
(f(0) + f(1) + f(2))

)+ D)+ f(2)+ f3))

(1) +51f(2) +12£(3)

)
)

olur. f(0) = f(1) = f(2) =1, ve f(3) =2 oldugundan f(100) = 402 ’dir.

Bir siufta n tane 6grenci vardir. Ogretmen N tane soruyu bu égrencilere dagitir
ve her Ogrencisi 1 < ¢ < n igin a; tane soru alir. Tim a;’ler esit olmadiginda

ogrenciler soru sayilarii esitlemek igin su sekilde bir yontem geligtirirler: i ve j

ogrencileri a;+a; toplami ciftse her biri al;aj soru alir; tekse bir degisiklik yapmazlar.
Ogrenciler agagidaki durumlar igin baslangigtaki dagilim ne olursa olsun herkes esit
sayida soru alacak sekilde organize olabilirler mi?

a) n=8, N=80

b) n =10, N=100

Coziim. Oncelikle soruyu farkl sekilde soralim: n tane negatif olmayan tam
saymin toplami N dir. Her agamada ikisi birden tek yada ¢ift olan a ve b sayilarini
secip yerlerine “TH’ yaziyoruz. Tim sayilarin birbirine esit olmasi mimkiin midur?
a) n=8, N=80 olursa son asamada tiim sayilar 10 olmaldir. 1 < i < 8 igin
b = (a; — 10) sayilarini ele alalim. Bu sayilardan en biiyiigii a olsun. Genelligi
bozmadan a’y1 ¢ift kabul edelim. a ¢iftse b; ler arasinda ¢ift olan bagka bir say1 daha
olmalidir. (b; lerin toplami 0 oldugu igin). Bu sayiya b diyelim. a ve b’ye kargilik gelen
sayilar1 secip sorudaki yontemi uygulayarak yeni olusacak durumdaki b sayilarinin
en biuytliglinin degeri kiciilecektir. Bu yontemi siirekli uygulayabilirsek sonunda
b;lerin hepsini 0 ve dolayisiyla tiim sayilar: esit duruma getirebiliriz. Yontemi sadece
tim ¢ift sayilar birbirine esit ve tiim tek sayilar birbirine esitse uygulamayayiz.
0 < A < B olmak iizere A tane ¢ift say1 =, (8 — A) tane tek say1 y’ye esit olsun. Bu
durumda A -z + (8 — A)y = 80 olur. Buradan A(z —y) = 80 — 8y = 8(10 — y)olur.
x — vy tek oldugu i¢in A 8 ile boliinmelidir. Burada celigki elde edilir. Yani baglangig
durumu ne olursa olsun tiim sayilar: esit yapan bir strateji vardir.

b) a1 =...=ag =11, ag = ajg = 6 durumu i¢in tiim sayilar egitlemek miimkiin
degildir.
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93. m,n tam sayilar olmak lizere m X n birimlik dikdortgenler sekildeki 3 birimlik
parcalarla kaplanmak istenmektedir. Dikdortgenlerin tamamen kaplanabilmesi igin

m ve n hangi degerleri alabilir.

Coziim. Dikdortgenlerin 3 birimlik pargalarla tamamen kaplanabilmesi igin alaninin
3 n bir tam kat1 olmasi gereklidir. 3|mn ise 3|m veya 3|n dir. Aym zamanda 3
birimlik par¢anin seklinden dolay1 m,n > 2 olmalidir. Genelligi bozmadan 3|m kabul
edelim:

n tek sayi olmak tizere 3 x n lik bir dikdortgen n adet parga ile kaplanmalidir.
Sekilden de goriilebilecegi gibi tek say1 indeksli, iistteki ve alttaki birim karelerden
herhangi ikisi bir parca ile kaplanamaz ve bunlarin sayis1 n + 1 dir. Dolayisiyla bu

dikdortgen n parca ile tamamen kaplanamaz.

n = 2k olmak iizere 3 x 2k lik dikdortgenler k adet 3 x 2 lik dikdortgen ile kaplanabilir.

m > 3 ve 3|m olmak tizere 3] x 2k lik dikdortgenler kI adet 3 x 2 lik dikdortgen ile
kaplanabilir. n tek ve n > 3 ise, 6/ x n lik dikdortgenler 61 x 3 liikk ve 61 x (n — 3)

liikk iki parcaya ayrilir. Bu parcalar ise tamamen kaplanabilir.

Son olarak n > 5 ve n tek olmak tizere, (61 + 3) x n lik dikdortgenleri inceleyecegiz.
Bu dikdortgenler 9 x 5 lik, 9 x (n — 5) lik ve 6(I — 1) x n lik {i¢ pargaya ayrilir.
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Onceki durumlardan 9 x 5 lik haricindekilerin kaplanabilecegi agikardir. 9 x 5 lik bir
dikdortgen ise sekildeki gibi kaplanabilir.

Sonug olarak m,n > 2 ve 3|mn olmak tizere, m ve n sayilarindan biri 3 digeri ise tek

say1 olma durumu digindaki biitiin hallerde dikdortgenler tamamen kaplanabilir.

A ve B oyunculan su kurallarla bir oyun oynamaktadir: oyunun basinda m tane n
sayis1 tahtaya yazilir. Oyuna A oyuncusu baglar ve oyuncular sirayla oynarlar. Sirasi
gelen oyuncu tahtadaki sayilardan sifirdan farkli bir tanesini secer. Eger sectigi k
sayisi tahtadaki diger sayilarin hig birisinden biiyiik degilse, oyuncu bu sayiy1 k—1 ile
degistirir, aksi takdirde oyuncu bu sayimnin yerine tahtadaki en kiiclik pozitif sayiy1
yazar. Tim sayilarin sifir olmasini ilk saglayan kigi oyunu kazanir. Eger her iki

oyuncu da en iyi stratejileriyle oynarsa oyunu kim kazanir?

Cozim. Eger say1 adedi olan m ¢ift ise B’nin uygulayacag: strateji sudur: B tim
sayilar1 ikili gruplara ayirir ve eger A bir sayiy1 degistirirse B o sayinin grup esini ayni
sekilde degigtirir ve boylece her el sonrasinda her grup kendi i¢inde ayni sayilardan
olusur. A oynarken tahtaya yazacag say1 tahtada bulunacak en kii¢liik say1 olacak
ve bu say1 kendi grup esinden kesinlikle daha kiiciik olacaktir. Bu sekilde devam

edilince tim sayilarin sifir olmasi ancak B oyuncusunun oynayisiyla gerceklesebilir.

Simdi m tek ve n ¢ift olsun. Eger hicbir say1 sifir degilse, B oynayisindan sonra
sayilarin su sekilde olmasini ayarlayabilir: tahtadaki en kiiciik say1 ¢ift olacak, en
kiigiik sayilarin sayisi tek olacak ve diger sayilar cift sayida goriinecek. Bunun
icin, A en kiiciik sayiy1 degistirdiginde B’de en kiigiik sayiy1 degistirmeli, ama A
baska bir sayiy1 degistirdiginde B, A’nin degistirdigi sayiya esit olan bagka bir sayiy1
degistirmelidir. Bu sayilardan birisi sifir olana kadar bu gekilde devam eder, ondan
sonra da B kalan sayilar: ikili gruplara ayirip yukarida uygulanan stratejiyi kulla-

narak kazanir.

Son olarak, m ve n tek sayilar olsun. A’nin ilk oynayis1 sonrasinda tahtada iist para-
grafta anlatilan durum gibi bir durum olugur. Bundan dolay1 A, B’nin stratejisini

uygular ve kazanir.

Dolayisiyla cevap, mn tek ise A, cift ise B kazanir.

99 tane birbirinden farkli 100’den kiigiik pozitif tam sayilar verilmigtir. 2,3,...,99
sayimin toplamlarimin tiimi 100 ile boltinemiyorsa verilen tiim sayilarin birbirine esit

oldugunu ispatlayiniz.

Coziim. Verilen tam sayilari ny,ng,...,ngg olarak adlandiralim. Iki tane sayinin

birbirinden farkli oldugunu varsayalim. Genelligi bozmadan ni # ng olsun. Simdi
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agagidaki 99 tane sayiy1 inceleyelim:
§1 =Mn1,82 =N2,83 =N1 +MN2,84 =N1 +nNz2+n3,...,899 =N1 + N2+ ...+ Ngg

Yaptigimiz varsayima gore hig bir s; ,(i = 1,2,3,...,99) ,100’e boliinemez. Cekmece
Prensibi’ne gore bu sayilardan en az iki tanesinin 100’e béliiminden kalani birbirine
egittir. Bu sayilara sg ve s; diyelim, & > [ olsun. Agikca goriliir ki sg ve s; , s1 ve
so’ye esit olamaz.

sk ve s; 100’e boliiniince ayni kalani verdiginden dolay1 s — s; 100’e boliiniir.
100{(ny +ng + ... + ng) — (N1 +n2 + ... +mny)

100](nyy1 + nyg2 + ... + ng)

Bu da bagtaki birbirinden farkl iki tam sayimiz olsun varsayimiyla celigsir. Demek

ki tiim sayilar birbirine egittir.

Sekildeki gibi 4 x4 liik bir satrang tahtasinin merkezlerine 16 tane nokta yerlestirilmistir.

a) Herhangi 3 noktasi bir ikizkenar iiggenin koseleri olmayacak sekilde, 6 nokta
secilebilecegini ispatlayiniz.

b) Yukaridaki 6zelliklere sahip 7 nokta segilemeyecegini ispatlayimz.

Coziim. a) Asagidaki sekiller sorulan ozelliklere sahiptir. Bir bagka deyisle, her 3

noktasi bir ikizkenar {icgenin koseleri olmayacak sekilde, 6 nokta segilmistir.

® O O O ® ¢ O O
O e @ o ® ® o 0
O @ @ o O & @ O
C & o o O @ O @

b) Her 3 noktas: bir ikizkenar tiggenin koseleri olmayacak sekilde, 7 nokta segtigimizi
farz edelim. Bu durumda, iki olasilik vardir. Ilk olarak secilen biitiin noktalar biiyiik
karenin gevresinde olsun. 12 noktadan olusan kiimeyi, sekilde goriildiigi gibi, 3 tane
dortgenin koseleri olacak sekilde 3 kiimeye ayiralim. Ayni sembolden, bir ikizkenar

iiggenin koseleri olmayacak sekilde 3 tane nokta secemeyecegimiz acikga goriiliir.
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O ¢ % O
* @ O <
¢ @0 0 *
@ * ¢ O

Ikinci olarak biiyiik karenin ic kismindan secilen en az bir nokta olsun. Diger 15 nokta
sekilde goriildiigii gibi 5 kiime olugturur. ® ve < ile igaretlenen noktalardan, sadece
bir nokta segebiliriz, o ve * ile isaretli noktalardan 2 tane secebiliriz. Toplamda, en

fazla 6 nokta segebiliriz.

O % % %
e ¢ o *
O ¢ O *
® O ® ©

M kiimesi dogal sayilarin 2008 elemanli bir alt kiimesi olsun. M kiimesinin ele-
manlarindan hi¢ birinin kiimenin herhangi iki elemaninin toplamina esit olmadig:

bilindigine gére bu kiimenin en biiyiik elemaninin minimum degeri ne olabilir?

Coziim. Problemi |M| = v genel durumu igin ¢ozecegiz. a; ler dogal sayilar olmak
tizere M = {a1,as,...,a,} olsun ve a; + a; € M olan a; € M ve a; € M ler olmasin.
1 = 1,2,....,v olmak tizere tiim ¢ ler i¢in a; + 0 = a; € M oldugundan 0, M de
bulunamaz.

A={v—1,v,v+1,...,2v — 2} kiimesinin her hangi iki elemaninin toplami kiimede
bulunmadigindan, bu kiime soruda verilen kosulu saglar.

a = maz(M) olsun. a > 2v — 2 oldugunu ispatlayalim. Bunun icin oncelikle
a < 2v — 3 oldugunu farzedelim. Iki durum incelememiz gerekir.
a=2k<2v-3isel,2,....k—1,k, k+1, ..., 2k—2, 2k—1 dogal sayilarimi olusturabiliriz.
Bu durumda k — 1 = § — 1 < v — 2 adet toplamlar1 @ = 2k olan say1 cifti
secebiliriz.M kiimesinin k£ ve 2k = « dan farkli v — 2 adet elemani oldugundan
(1,2k —1),(2,2k — 2),...,(k — 1,k 4+ 1) ikililerinden en az bir tanesinin bilegenleri
M kiimesinde olacaktir. Buradan celigki elde edilir.

a=2k+1<2v—-3ise 1,2,....k,k+ 1,....,2k — 1,2k dogal sayilar icerisinden
toplamlart & = 2k 4+ 1 olan k = L%J < v — 2 adet say1 ¢ifti secebiliriz. M kiimesinin
2k —1 = « dan farkh v — 1 adet eleman oldugundan (1, 2k), (2,2k—1),...,(k,k+1)
giftlerinden en az bir tanesinin bilegenleri M kiimesinde olacaktir. Buradan yine

celigki elde edilir.
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Sonug olarak av = max(M) , 2v — 2 ye egittir ve v = 2008 igin aw = 4016 bulunur.

2005 kenarli diizgiin bir g¢okgenin kogeleri kirmizi, beyaz ve maviye boyanmistir.
Komsu iki kose farkli renkteyse bu iki kosenin tigiincii renge boyanmas: iglemine
tekrar boyama diyelim.

a) Sonlu sayida tekrar boyama igleminden sonra biitiin kogelerin ayni renge boyan-
abilecegini gosteriniz.

b) Sonunda elde edilen renk bagtaki kogelerin rengine bagh olarak sadece tek bir

renk olarak mi belirlenir?

Coziim. Ug rengi 0, 1,2 olarak adlandiralim. Soruyu ¢ézmek icin 6ncelikle agagida
bulunan iki iddiay1 ispatlayalim.

Iddia 1: Herhangi dort komsu koge tekrar boyama kuraliyla ayni renge boyanabilir.
ispat: Tekrar boyama islemine gore iki farkli renkli komsu kose ayni renge boyan-
abilir. Bu ylizden 6nce dort komsgu koseye iki ¢ift olarak tekrar boyama iglemi yapilir.
Eger bu iglemden sonra iki komsu c¢ift koseler aynmi renge boyandiysa istedigimiz
sonuca ulagmig oluruz. Iki komsu cift farkli renkte olsun, érnegin (1122). Tekrar

boyama islemiyle asagidaki sekilde boyayabiliriz.
1122 — 1002 — 2202 — 2112 — 0000

Iddia 2: Eger dort komsu kosede ilk ii¢ koge ayni renk, dordiincii kose farkli renkteyse
tekrar boyama iglemiyle biitiin koseler dordiincii kégenin rengine boyanabilir.
Ispat: Dort komsu kogenin rengini 1110 olarak alalim. Tekrar boyama kuralma

uygun olarak asagidaki diziyi elde ederiz, bu da istedigimiz sonucu bize vermis olur.
1110 — 1122 — 1002 — 2202 — 2112 — 0000

Simdi soruda istenen énermeleri gostermeye haziriz. Ilk once koseleri A;, Ao, ...,
Asgps olarak adlandiralim.

a) Tiim koseleri tekrar boyama iglemiyle ayni renge boyamamiz gerekiyor.Ilk yardimer
kuramdan dolay1 A;, As, A3, A4 ayni renge boyanabilir, bu renge 6rnegin kirmizi
diyelim. Benzer sekilde As, Ag, A7, Ag de aym renge boyanabilir. Eger bu renk
kirmiziysa sonraki dortliiye bakariz, eger farkli bir renkse bu sefer Ay, As, Ag, A7
dortlistini inceleriz. A1, Ao, ..., A7 koseleri kirmiziya boyanabilir ¢linkii As, Ag,
A7 bir 6nceki tekrar boyama sayesinde kirmizidan farkli bir renge boyanmigt1 ve Ay
kirmizi renkti. Ikinci yardimer teoremden dolay1r As, Ag, A7, Ag dortlisi A4 iin
rengine yani kirmiziya boyanabilir. 2002 = 4 + 3.666 oldugundan dolay1 biz bu
islemi 666 kez tekrarlayarak ilk 2002 koseyi kirmiziya boyayabiliriz. Simdi Aggos,
As004, Ao0ps, A1 koselerini inceleyelim. Birinci yardimer kurami kullanarak yine bu

dort koseyi ayni renge boyariz. Eger bu renk kirmiziysa istedigimiz sonucu elde
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etmig oluruz. Eger bagka bir renkse, bu renge mavi diyelim, ikinci yardimeci ku-
rami kullanarak Asgo2, A2003, A2004, A2005 koselerini kirmiziya boyariz. Ancak bu
sefer A; kosesi mavi boyanmig olarak kalmig olur. Bu durumda Ay kogesi digindaki
tim koseler kirmizi, A1 mavidir. Tkinci yardimci kurami kullanarak A, Ao, As, Ay
' maviye boyariz. Bu islemi 666 kere tekrarlayarak Ay, As, ..., Asgge koOselerini
maviye boyamig oluruz. Asgos, A2004, A2005, kogeleri kirmiziya boyandigindan, ik-
inci yardimci kuram sayesinde bunlar1 da maviye boyariz ve istedigimiz sonucu elde
etmig oluruz.

b) Tekrar boyama igleminden sonra tiim sayilarin toplaminin 3 ile béliimiinden elde
edilen kalan her zaman aymi kalir. (01 — 22,02 — 11,12 — 00) . Son olarak elde
edilen durumda tiim sayilari toplami 2005z olacaktir. (z ile son elde edilen rengi

gosteriyoruz.) Buradan rengin tek tiirli belirlendigini gostermis oluruz.

99. S ={1,2,...,2004} kiimesinin biitiin elemanlar1 ¢esitli renklere boyanacaktir. alb,
blc ve a,b, ¢ birbirinden farkl olmak tizere (a, b, c) tglilerinin higbirinde a, b ve ¢
sayilarmin ticliniin de aym renkte olmasi istenmiyor. En az kac farkli renge ihtiyag

vardir?

Cozum. f(n)fonksiyonu {1,2,...,n} kiimesinin elemanlarini soruda istenen bi¢imde
boyamak icin gerekli en az sayidaki rengi belirtsin. Her n tam sayisi icin, 281 <
n < 2F olmak iizere, f(n) = [(k + 1)/2] oldugunu gosterecegiz. Eger istenen
sart saglanacaksa o zaman goririilir ki 1,2,22, ..., 2! dizisindeki hicbir {iclii aym
renkte olamaz. O halde bir rengi ikiden fazla defa kullanamayiz. Buradan f(n) >
[(k+1)/2] elde edilir.

Simdi de [(k+1)/2] tane renkle, istenilen sart1 saglayacak sekilde bir boyama yapilabilecegini
gosterelim. m < n olan bir sayinin asal ¢arpanlarina ayrilmig haline bakalim. p; ler
farkli asal sayilar1 belirtmek tizere m = p{*p5? ... p{" olsun. h(m) = a1 +as+---+ay
olarak tamimlayalim. m sayisi da [h(m)/2] rengi ile boyayahm. Bu kurala gore 1
den n ye kadar biitiin sayilara renkler verelim. a,b,c € {1,2,...,n}, alb , b|c ve
a, b, ¢ birbirinden farkli olsun. a nin b yi boliiyor olmasi h(a) < h(b) olmasini gerek-
tirir. Benzer bigimde h(b) < h(c) elde ederiz. h(c) — h(a) > 2 esitsizliginden,
[h(c)/2] > [h(a)/2] esitsizligine ulagiriz. Bu da bize a nmn ve ¢ nin farkh renklerde
oldugunu soyler.

Bizim durumumuzda n = 2004 tiir. Dolayisiyla 6 renge ihtiyac vardir.

100. n x n lik bir tablo; —1,0,1 sayilar: ile dolduracaktir. Her siitundaki ve satirdaki
sayilarin toplamlarimin birbirinden farkli olmasi isteniyor (bir stitundaki sayilarin
toplami, bagka bir siitundaki sayilarin toplamina esit olamayacag: gibi herhangi bir
satirdaki sayilarin toplamina da esit olamaz). n = 4 ve n = 5 durumlar i¢in tablo

istenilen sekilde doldurulabilir mi?
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Coziim. n = 4 durumu igin asagidaki gibi doldurulabilir:

1 0 1 1
1 -1 -1 -1
1 -1 1 0
1 -1 1 -1

n = 5 durumunda ise doldurulamaz.

Siitun ve satirlardaki toplamlar 0,+1, 42,43, 44, 5 sayilarindan biri olabilir. 4.
satirdaki sayilarin toplamini a; ile, j. stitundaki sayilarin toplamin b; ile gosterelim.
Biitiin satirlarin toplami tablodaki biitiin sayilarin toplamina esittir. Ayni durum

stitunlardaki sayilarin toplami icin de gecerlidir. Dolayisi ile
a1 +az +az +ag+as = by + ba + b3 + bg + b5

elde edilir. ay,...,as,b1,...,bs sayilarimin birbirinden farkl olmasi i¢in 11 elemanh
T = {-5,...,0,...,5} kiimesinin 10 eleman1 bir satir veya siitundaki sayilarin
toplamina karsilik gelmelidir. s; sayilarinin toplami tek olan satirlarin sayisini, so
sayilarinin toplami tek olan siitunlarin sayisini belirtsin. Yukaridaki esitlik ince-
lenirse, s ve so sayilarinin ikiye boliimiinden kalanlarin esit oldugu goriiliir. s1+s2 =
6 olmak zorundadir aksi halde T" kiimesinin birden fazla elemani bir satir veya siitun
toplamina kargilik gelmemig olur. Sonug olarak T kiimesindeki biitiin tek sayilarin
bir satir veya siitun toplamina karsilik gelmesi gerektigi goriiliir.

Tabloda satirlarin veya siitunlarin yerlerini degigtirmek (6rnegin birinci satirdaki
sayilar1 beginci satira, beginci satirdakileri de birinci siituna tagimak), satir veya

stitunlardaki toplamlarin olusturdugu kiimeyi degistirmeyecektir.

S6z gelimi by = 5 olsun. a; ler -5 olamaz. Yukaridaki agiklamadan dolay1 by = —5
olarak varsayabiliriz. Toplamlardan en az birinin 4 veya —4 olmasi gerekir. b3 = 4
oldugunu kabul edelim (satir toplamlarmin 4 veya —4 olamayacag1 agiktir). Ugiincii
stitunda dort tane 1 ve bir tane 0 olmalidir. Sifir, situnun en altindaki eleman olsun.
Dolayist ile herhangi bir ¢ igin a; = —3 olamaz. by = —3 olsun. Dordiincii siitunda
en az ii¢ tane —1 olmak zorundadir. Eger bu —1 ler yukaridan ilk dort satirda
ise ilk ii¢ satirda olduklarini varsayabiliriz. Buradan aj,as ve a3 iin —1,0,1 in bir
permiitasyonu oldugu goriiliir. a5 = 3 olamayacagl icin bs = 3 de olamaz. a4 = 3
olmalidir. Bunun igin dordiincii satirin son iki sayisinin 1 olmasi gereklidir. by = —3
oldugu i¢in dordiincii stitunun son sayisi —1 dir. Beginci satir ve besinci stitundaki

her ihtimalin bizi geligkiye gotiirecegini gosterecegiz.

Dordiincii satirin ilk dort hanesinde en fazla iki tane —1 oldugu durumu incelememiz

yeterli olacaktir. Dordiincii siitundaki sayilar —1, —1, 0,0, —1 olsun. Satirlardaki ilk
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dort sayilarin toplamlar: 0,0, 1,1, —1 oldugu igin hicbir satirdaki sayilarin toplaminin
3 olamayacagi goriiliir. b5 = 3 olmalidir. Birinci ve ikinci satirlardaki ilk dort sayinin
toplamlar: esit oldugu icin besinci siitunun birinci ve ikinci hanelerinde farkli sayilar
olmalidir. Ayni gerekceden beginci satirin tigiincii ve dordiincii hanelerindeki sayilar
da farkli olmalidir. Ornegin besinci stitundaki sayilar 1,0,1,0,1 olursa a1 = a4 = 1
elde edilir. Olast biitiin durumlara bakildiginda her seferinde bir celigski olacag:

aciktir.

Iki bilisim kuramcisi, A ve B, jokerleri ¢ikartilmis, karigtirilmig bir deste iskambil
kagidi ile bir hile yaparlar. A, seyirciler arasindan bir kiginin desteden rastgele bes
kart segmesini ister. Seyirci beg kart secer ve A’ya uzatir. A, kartlar1 dikkatle inceler
ve bir tanesini seyirciye geri verir. Daha sonra, A geriye kalan dort kart1 bir sekilde
diizenler ve onlar1 ters olarak iist iiste koyar. B, olup bitenlerin farkinda olmaksizin
odaya girer, dort karta bakar ve eksik olan, seyircideki besinci kart1 tespit eder. Bu
hile nasil yapilmigtir?

Not: A ile B arasindaki iletisim, sadece dort kartin diizenlenmesi yoluyla olmustur.
Sifreli bir konugma, elle igaretlegme, 6zel sensorlii algilama, isaretli ya da kivrilmig

kartlar gibi dort karttan olusan destenin yonlendirecegi herhangi bir ipucu yoktur.

Coziim. Asagida verilen ¢oziim belki de en basit olamidir. Tek ¢oziim degildir,
ancak en az zihinsel caba gerektirenidir.

Bes kartlik herhangi bir grubun igerisinde, en azindan iki tanesi ayni takimdandir.
A, ayni takimdan olan kartlardan birini seger ve bu kart1 seyirciye geri verir. Diger
kart, dort karttan olusan kiimenin ilk karti olacak ve seyirciye verilen kartin hangi
takimdan oldugunu isaret edecektir.

Sonra, geriye kalan {i¢ kart Diisiik, Orta ve Yiiksek degerler olarak diigliniliir (gercek
degerlerinin bir 6nemi yoktur). Onceden kararlagtirilmig herhangi bir siralama yeterli
olacaktir. Ornegin, astan papaza kadar artan degerlere gore siralama yapihr. Aym
degerler icin ise takim siralamasina bakilir. Takimlar: alfabetik olarak siralayabiliriz:
Karo, Kupa, Maca, Sinek. Ornek olarak, Magca 3’1l Sinek 7’liden O6nce gelir ve takim
siralamast kullanilarak Kupa 7’li de Sinek 7’liden 6nce gelir. Dolayisiyla, bu du-
rumda Diigiik-Orta-Yiiksek siramasi Maga 3, Kupa 7, Sinek 7 gseklinde yapilir.
Verilen Diiglik, Orta ve Yiiksek degerlerini, agagidaki sekilde bir ile alti arasindaki
sayilarla kodlayabiliriz.

DOY=1, DYO=2, ODY=3, OYD=4, YDO=5, YOD=6.

Bu bizim i¢in yeterli degildir, ¢linkii gizli kart hala 12 karttan biri olabilir. Ama,
heniiz kullanmadigimiz bilgiyi stylemek icin bir firsatimiz daha var; A, aym kart-
lardan hangisini elinde bulunduracagina ve hangisini seyirciye geri verecegine karar
vermelidir. Elde tutulan kart takimi isaret etmesinin yam sira, basgka nasil kul-

lanilabilir?
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Astan papaza kadar olan 13 adet kartin bir gember etrafinda siralandigini hayal edi-
niz. Iki kart arasmdaki en kisa yol, bir karttan digerine ileriye dogru sayarak elde
edilir ve asla alt1 siradan daha fazla olamaz. A, bu yilizden elinde tuttugu kart1 en
kisa yoldan basglayarak secer ve diger karti seyirciye geri verir. B ise, kodlanmig

numaray1, elindeki doért kartin birincisinden ileriye dogru saymak icin kullanir.

Ornek. Seyirci, Sinek 2, Karo 5, Sinek Vale, Kupa 5, Maca Papaz kartlarini segsin
ve bu kartlar1 A’ya versin. Secilen kartlar arasinda sadece Sinek’ten, iki kart vardir.
Sinek Vale’den, Sinek 2’ye dogru saymak, 4 sira ilerlemektir. Bu yiizden; A, Sinek
Vale’yi elinde tutarken, Sinek 2’yi seyirciye geri verir. Dolayisiyla, A’nin elindeki ilk
kart Sinek Vale olacaktir. Diger ii¢ kart ise takim siralamasi da kullanilarak, Karo
5=Diisgiik, Kupa 5=0rta ve Maga Papaz=Yiiksek seklinde elde edilir. A, dortlii
grubu belirtmek icin OYD siralamasini kullanir. Bu yiizden dort kart Sinek Vale,
Kupa 5, Maca Papaz ve Karo 5 seklinde siralanir.

B, kodu ¢ozmek icin Sinek Vale’ den ileriye dogru sayacagina dikkat etmek zorun-
dadir. Ayrica, diger 3 kartin yani Karo 5, Kupa 5 ve Maga Papaz’'in dogal siralamasina
ve dort sayisiyla kodlanan Kupa 5, Maca Papaz ve Karo 5 kartlarindan olugsan OYD
siralamasina dikkat etmelidir. Dolayisiyla; B, Sinek Vale’den dort sira ileriye sayar
ve seyircideki kartin Sinek 2’li oldugunu soyler!

Kiciik bir pratikle bu hile diizgiin bir akis icerisinde yapilabilir. Ayni seyirciyle
gosteri tekrarlanacaksa, hilenin anlagilmasini zorlagtirmak icin takim kartlarinin
pozisyonlarinm degistirilmesi tavsiye edilir. Ornegin n’inci gosteride takim kartlari

n (mod 4) pozisyonuna gore yerlestirilebilir.

Bir onceki sorudaki iki bilisim kuramcisi simdi daha biiyiik bir hileyi deneyecekler.
Aslinda ayni hile ama bu kez 124 karttan olusan bir desteyle gosterilerini sergileye-
cekler. Bu hile nasil ¢alisir?

Not: 124, bu hilenin sergilenebilecegi maksimum sayidir. Kartlarin, dort takimdan
olustugu ve herbirinin igerisinde 31 kart oldugu ya da Ocak, Mart, Mayis ve Temmuz
aylar1 kullanilarak bir takvimin giinleri oldugu diisiiniilebilir. Ya da iki deste iskam-
bil kagidina iigiincii desteden sihirbazin aklinda tutabilecegi 20 kart ilave edildigi,
belki de kartlarin arka yiizlerinin, kartlarin hangi paketten alindigi bilinecek sekilde

tasarlandigr diistniilebilir. Ya da basitce 1’den 124’e kadar numaralandirilir.

Coziim. Destedeki kartlar1 0’dan 123’e kadar numaralandiralim : ¢y < ¢1 < ¢o <
c3 < cq4. A, ¢; kartini seger ve seyirciye geri verir Oyle ki, ¢ = cg+c¢1 +co + ¢35+ ¢4
(mod 5).

Simdi, geriye kalan dort kartin toplami = s (mod 5) olsun. Biitiin kartlarin toplami
= i(mod5) oldugu i¢in, saklanan kart ¢; = —s 4+ 4 (mod 5) olmak zorundadir. Elde

tutulan dort kart gikarilarak, kartlar 0’dan 119’a kadar yeniden numaralandirilirsa,
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saklanan kartin yeni numarasi = —s (mod 5) olmalidir.
Buradan, saklanan kart igin tam olarak 24 tane olasilik vardir. Bunlar elde tutulan

dort kartin siralar: degistirilerek ifade edilebilir.

103. Ayse ve Barig'in rasgele dizilmis birer iskambil destesi vardir. Her seferinde destelerin
en Ustiindeki kart alinabilmektedir. Sirayla Ayse ve Barig kendi destelerinden birer
kart alip karsilagtiracaklardir. Aldiklar: kartlar ayn olursa Barig kazanacak, degilse
birer kart daha cekip bu sekilde kartlar bitene kadar devam edeceklerdir. Kartlar

her seferde farkh cikarsa Ayse kazanacaktir. Ayse’nin kazanma olasiligi nedir?

Coziim. Barig'in iskambil destesindeki kartlar: sirasiyla 1 den 52 ye kadar numar-
alandiralim. Buna gore Ayse’nin destesindeki kartlar: da (a1, ag, ..., as2) olarak nu-
maralandiralim. (Ornegin Barig’in destesinde karo asini 10 ile belirtmigsek Aysge’nin
destesindeki karo asmni da 10 ile numaralandiracagiz.) Ayse’nin kazanmas: igin
(a1, a2, ...,as2) dizisinin her i € {1,...,52} icin a; # i kogulunu saglamas: gerekir.
Ayse’nin kazanma olasiliginin bu kogulu saglayan dizilerin sayisinin 52! sayisina
boliimii oldugu aciktir. Dolayisiyla bizim a;,i € {1,...,52} icin a; # i kogulunu
saglayan (a1, a9, ...,as2) dizilerinin sayisim bulmamiz gerekir. Bu 6zelligi saglayan
dizilere diizensiz diziler diyelim (bakimiz agiklama). d(n), n uzunlugundaki diizensiz
dizilerin sayisini belirtsin. Ekleme cikartma yontemini kullanarak diizensiz dizilerin

say1isin1 bulacagiz.

d(n) = n!— (herhangi ¢ i¢in a; = i olan dizilerin sayis1)
+(herhangi i # j icin a; = i ve a; = j olan dizilerin say1s1)

—(herhangi farkhi, j, kigin a; = i,a; = j ve aj, = k olan dizilerin sayis1)

+(—1)"(tlim 7 ler i¢in a; = ¢ olan dizilerin sayis1)

n! tane diziyle bagladik, en az bir terimi diizensizlik kogulunu saglamayan dizileri
gikarttik. Ancak gikardigimiz diziler i¢inde en az iki terimi diizensizlik kogulunu
saglamayan dizileri iki kere ¢ikartmig olduk. Bu sebeple fazladan ¢ikarttigimiz dizileri
ikinci satirda ekledik. Ama bu defa da en az ii¢ terimi diizensizlik kosulunu saglamayan
dizileri fazladan eklemis olduk. Bu sekilde ekleyip gikartarak son olarak biitiin ter-
imleri diizensizlik kogulunu saglamayan diziyi (a1 = 1,...a, = n) n sayisina bagh
olarak ekliyoruz veya cikartiyoruz. Herhangi k& farklh terimi (bagka bir deyigle en
az k farkl terimi) diizensizlik kogulunu saglamayan dizilerin sayisina bakalim. (Z)
farkli terim segebiliriz. Kalan terimler (n — k)! farkh sekilde siralanabilir. Buradan

herhangi k farkl terimi diizensizlik kosulunu saglamayan dizilerin sayisini (Z) (n—k)!
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olarak buluruz. Dolayisiyla

din) = nl-— <T>(n—1)!+ (Z)(n_g)!_...+(_1)n<z>

Buradan Ayse’nin kazanma sansini

521 11 2 52!

olarak buluruz. Esitligin sag tarafina bakildiginda, bu toplamin % sayisiin Maclau-
rin serisinin ilk 53 teriminin toplami oldugu goriiliir. Bu sebeple Aysenin kazanma
sans1 yaklagik % olarak kabul edilebilir.

Aciklama: n > 1 olmak iizere a;,i € {1,...,n} igin a; # i kogulunu saglayan

(a1,as,...,a,) dizilere diizensiz diziler denir.

Bir 6grenci bir bilgisayar oyunu oynuyor. Oyun 6grenciye birbirinden farkli, rast-
gele segilmig 2002 pozitif tam say1 veriyor. Daha sonra oyun 6grencinin agagidaki
kurallara gore iglemler yapmasini istiyor:

e verilen sayilardan 2 tane seg, birini ikiyle carp, digerine ekle ve toplami tut,

e sonra, geri kalanlardan 2 say1 seg, birini ikiyle carp, digerine ekle; toplami 6nceki

toplamla carp ve sonucu tut,

e yukaridaki iglemleri 2002 sayinin tamami bitene kadar tekrarla.

Ogrenci, sondaki ¢arpim maksimumsa oyunu kazaniyor. Bu durumda kazanan strate-

jiyi bulup ispatla gosteriniz.

Coziim. Verilen sayilar 1 < o < ... < x90p2 seklinde olsun. Maksimum carpim
degerine ise A diyelim. Dolayisiyla A, x;,, Ti,, . . . , Ty, Verilen sayilarin bir permiitasyonu

olmak tizere,
A= (255@'1 + $i2)(2$i3 + xi4) s (2xi2001 + xi2002)

seklinde olur.

Ik olarak, z > w ise 2z + u > = + 2u oldugunu gorelim. Dolayisiyla carpim, ancak
carpanlardaki buytk say: ikiyle carpilirsa bliyliyecektir. Yani permiitasyonumuzda,

J=13,5,...,2001 igin x;; > x;, , olmahdir.

Simdi A'nin (22002 + 1) garpanini bulundurdugunu gosterelim. Eger durum bu
olmasaydi A, (2wa002 + u)(2v + x1) seklinde bir ¢arpam barindirirdi.  Ancak bu
durumda

(222002 + ©) (20 + 1) < (222002 + 1) (20 + )
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olur ¢iinkii bu egitsizlik ancak ve ancak
(xgoog — v)(u — 1‘1) >0

esitsizligi saglandiginda saglanir ve ikinci esitsizligin her zaman saglandigi aciktir.

Dolayisiyla bagtaki kabuliimiiz yanhstir. Yani A, (22002 + ®1) ¢arpanimi igerir.

A .. .
Bu durum, x;,, Tis, ..., Tiy, Ve ——— carpimi i¢in de gegerli olacagindan A
i oo T2002 + T1
sayisinin maksimum degeri

A= (2%2002 + xl)(2x2001 + xg) .. (2%1002 + .CE1001)

olur.

Sonug olarak kazanan strateji, her seferinde verilen sayilarin en biiyiik ve en kiigiiglinii

alip, biiyiik olam ikiyle carparak devam etmektir.

n x n ’'lik kare geklinde bir sirada erkek ve kiz 6grenciler oturmaktadir. Her satirda,
situnda ve capraz dogrular boyunca oturan kiz 6grencilerin sayisi1 bilinmektedir.

Buna gore hangi n sayilar: i¢in kiz 6grencilerin yerini tam olarak belirlenebilir?

Coziim. Bilinenlerin n = 1, n = 2 ve n = 3 i¢in yeterli olacagi agiktir.
n = 5 olsun ve 4. satiwr, j. situndaki 6grenciye a;; diyelim. Eger bu sirada bir kiz

ogrenci oturuyorsa a;; = 1, yoksa a;; = 0 olsun. O halde

5 5
hi = E aij ,’Uj = E aij
j=1 =1

sirasiyla her satirdaki ve her siitiindaki toplam kiz 6grenci sayilarina esit olacaktir.

Toplam kiz 6grenci sayisina da F' diyelim.
r1=asi, T2=a4 +as, - T9=0ais
sola yatik capraz dogrular boyunca kiz 6grenci sayisini,
li=an, la=az +ta, - lg=ass

saga yatik capraz dogrular boynca kiz 6grenci sayisini verir.

Bu durumda
hs —v1 —vg—v4—vs+ra+rg+la+lsg+7r5+ 15 =3as3
olur. O halde bilinenlerin yukaridaki gibi toplamip g¢ikartilmas: ile merkezde kiz

ogrenci oturup oturmadigini kesin olarak c¢ikarabiliriz.
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Ayrica

9 8
F—§ TR =1T1 = as1, F—E TR =Ty = a5
k=2 k=1

9

8
F—% I =1 = a1, F—Zlk:l9:a55
k=2 k=1

esitliklerinden koselerde de kiz 6grenci oturup oturmadigr kesin olarak bulunabilir.
Geri kalan 20 yer icin de 0 yerine 1 yazildiginda degigmeyen toplami olan denklemler
yazilarak bir sonuca varilabilir.

n > 6 oldugunda yukaridaki gibi koseler hakkinda kesin bir sonuca ulasilabilir. An-
cak, diger yerler i¢in merkezi kiz 6grenci oturup oturmadigi incelenen yer olmayacak

sekilde 5 x 5 lik bir kare olugturulmalidir.

n X n’lik bir dama tahtasinda iki kisilik bir oyun oynaniyor. Birinci oyuncuda sinirsiz
sayida beyaz tas, ikinci oyuncuda ise sinirsiz sayida siyah tag var. Oyuna bog bir
tahta ile baslaniyor, hamleler sirayla yapiliyor, ve ilk hamleyi birinci oyuncu yapiyor.
Her oyuncu sirasi geldiginde tahtadaki bog karelerden istediklerine, bir kareye birden
fazla tag gelmeyecek sekilde kendi taglarindan koyuyor. Oyun tiim tahta doldugunda
sona eriyor. Sira kendinde olan oyuncu oyun bitmemigse tahtaya en az bir tag koymak

zorunda.

Oyun bittiginde, tahtadaki bir tagtan baglayarak her adimda sol, sag, iist veya alt
karelerden birindeki ayni renkten bir tagin bulundugu kareye ge¢mek suretiyle dama
tahtasinin kenarlarindan birine ulagmak miimkiin degilse bu taga “hapsedilmis” diy-
oruz. Her oyuncunun puam (kars: renkten hapsedilmis taglar) — (kendi renginden
hapsedilmig taglar) seklinde hesaplaniyor, ve her iki oyuncu da oyunu miimkiin olan
en yiiksek puanla tamamlayacak gekilde oynuyor. n*n’lik tahtada birinci oyuncunun
alacagi puan f(n) ise:

20012 20022
< f(2003) < 5

oldugunu gosteriniz.

Coziim. Birinci oyuncu yapacag ilk hamlede eger tahtanin dig gercevesindeki
karelerin tiimiine birer tag koymazsa, ikinci oyuncu bos kalan karelerin birine tas
koyarak hamlesini gecistirebilir. Ik oyuncunun ikinci hamlesi ne olursa olsun, ilk
oyuncu ilk iki hamlesindeki taglarin tiimiimii ve bu siyah tasin oldugu yere taglarini
koyarak ilk hamlesini yapabilirdi, ve bu hapsedilen siyah taslarin sayisini azaltmazdi.
Boylelikle, genelligi bozmadan ilk hamle sonunda dig gercevedeki karelerin tiimiinde
beyaz tag oldugunu varsayabiliriz.
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108.

Ikinci oyuncunun koydugu tiim taslar hapsolacaktir. Eger her hamlede yalmizea bir
tag kullanirsa kalan kare sayisinin yarisindan fazla zarar edemez. Bu bize f(2003) <

25, . e e . .
2002°5 (ashnda biraz daha iyisini) verir.

Ote yandan ilk oyuncu ilk hamlesinde dig cercevenin yamsira 4.,7.,10.,... 2002.

2% bos kare kalir. Kalan bolgede hig

stitunlardaki kareleri doldurursa geriye
bir beyaz pulun hapsolmayacag1 garantidir. Beyaz bundan sonra her elde yalnizca
bir pul kullanirsa, en az bu kalan kare sayisinin yarisi kadar siyah pul hapseder, bu
da bize diger esitsizligi verir.

M = {1,2,...,100} kiimesi veriliyor. n € N ve a,b € M olmak tizere a — b =
n? ise a ve b farkl alt kiimelerde yer alacak sekilde M kiimesinin dortten az alt
kiimeye ayrilamayacagini gosteriniz. Aym sartlari saglayacak gsekilde M kiimesi beg

alt kiimeye ayrilabilir mi?

Coziim. M kiimesi sart1 saglayacak sekilde dortten az alt kiimeye ayrilmig olsun.
a ve b aym alt kiimedeyse a = b degilse a # b diyelim. n < 75 igin n # n + 9,
n#n+16,n#n+25 n+9 #n+ 25 ve n+ 16 # n + 25 oldugundan ve toplam
alt kiime sayis1 en fazla 3 olabileceginden n 4+ 9 = n + 16 olur. O halde m =n+9’a
bakarsak, 10 < m < 94 icin m = m + 7 olur. m = 10 i¢in 10 = 17 = --- = 59 olur.
Fakat 10 = 59 oldugu halde 59 — 10 = 72 oldugundan celigki elde ederiz.

Simdi m’nin sart1 saglayacak sekilde 5 alt kiimeye ayrilabilecegini gosterelim:

Ay = {10k, 1 <k<10}U{10k+3, 0<k <9}

Ay = {10k+1, 0< k<9 U{10k+4, 0<k <9}
As = {10k+2, 0<k<9 U{10k+5, 0<k <9}
Ay = {10k+6, 0< k<9 U{10k+8, 0<k <9}
As = {10k+7, 0<k<9 U{10k+9, 0<k <9}

Bu kiimeler sart1 saglar ¢iinkii tam karelerin son rakami 0, 1,4, 5, 6,9 olabilir ama bu
alt kiimelerdeki sayilarin farkinin son rakamlar: 0,2, 3,7, 8 olabilir. Son rakamin 0
olmasi i¢in iki eleman arasindaki farkin 100 olmasi gerekir ki bu da miimkiin degildir.

O halde verilen alt kiimeler sart1 saglar.

Hareketine [1,1] noktasimndan baglayacak bir tag1 koordinat sistemi tizerinde agagidaki

kurallara gore hareket ettiriyoruz:

e Tag bir [a, b] noktasindan [2a, b] veya [b, 2a] noktasina hareket edebilir.

e Tag bir [a,b] noktasindan eger a > b ise [a — b, b] noktasina hareket edebilir,

eger a < b ise [a,b — a] noktasima hareket edebilir.

Tag hangi pozitif z,y tam sayilar i¢in [z, y] koordinatina hareket ettirilebilir?
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Coziim. s negatif olmayan bir tam say1 olmasi kogulu ile [z, y] = 2° olmasi yeter ve
gereklidir. [p, q] = [p, p— ¢ oldugunu hatirlatarak gerekliligi gdstermis oluyoruz, yani
tek bir ortak bolen asla olamaz ve baglangicta da [1,1] = 1 oldugunu unutmayalim.
Yeterliligini gostermek igin [z, y] = 2° oldugunu varsayalim. [p, q)], [z, y] 'ye ulagabilen
ikililerden p + ¢’yu en kiiciik yapan ikili olsun.p ve g cift say1 olamaz ¢iinkii o zaman
(5,q) veya (p, %) p + ¢ ’yu daha kiiciik yapan kabul edilebilir bir ikili olurdu. Eger
p > q ise [p,q], (”Qﬂ, q) 'dan ulasilabilir olur, bu da geliskidir; benzer sekilde p < ¢
’da miimkiin degildir. O zaman p = ¢ 'dur, ama [p,¢] 2'nin bir kuvveti olduguna

gore ve p veya ¢ ¢ift olamadigima gore p = ¢ = 1 ’dir. Yani [z, y] ulagilabilirdir.

109. 5 x 9 luk bir satrang tahtasinda bir oyun oynaniyor. Baslangicta, belli bir sayidaki
diskler rastgele ama hicbir karede birden fazla disk olmayacak sekilde karelere yerlestiriliyor.

Her el biitiin disklerin agagidaki kurallara gére hareket ettirilmesinden olugsmaktadir.

e Her disk bir kare agagi, yukari, saga ve sola hareket ettirilebilir,

e Bir disk eger bir el agag1 ya da yukar1 hareket ettirildiyse bir sonraki el sola ya
da saga oynatilmasi gerekir, ve sola ya da saga oynatilmigsa da bir sonraki el

agagl ya da yukar1 hareket ettirilmelidir,

e Bir elin sonunda bir karede bir kareden fazla disk bulunamaz.

Oyun eger bagka bir el daha oynanmasi miimkiin degilse bitiyor. Eger oyuna 33 disk
ile baglanirsa oyunu er ya da ge¢ bitecegini ispatlayimiz. Ayrica 32 disk ile sonsuza

kadar gidebilecegini gosteriniz.

Cozium. 32 disk ile eger 8 x 4 liik bir dikdortgen olusturulur ise hepsi asagi, saga,
yukari, sola seklinde hareket ettirilerek oyun sonsuza kadar devam ettirilebilir. Oyu-

nun 33 disk ile bitecegini gostermek icin, tahtay1 agsagidaki gibi isimlendirelim:

121212121
23 2 3 23 2 3 2
121212121
23 23 23 2 3 2
121212121

1’de bulunan bir disk iki hareket sonrasinda 3’e ulagir, 2’de bulunan bir elde 1 veya
3’e ulagir, ve 3’te bulunan bir disk ise bir elde 2’ye. Sonucta eger k tane disk 1’de
baglarsa ve k > 8 ise oyun durur ¢iinkii tiim disklere yetecek kadar 3 yoktur. £ < 8
kabul edelim, o zaman 1 ve 3 lizerinde en fazla 16 tane tag bulunabilir ve 17 tane tas

2 iizerinden bulunmak zorundadir. 2 iizerinde bulunan 17 tagin 8 tanesi 3 iizerine
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111.

gecse 9 tanesi 1 tizerine ge¢cmek zorunda kalir. Bu dokuz tanesi iki el sonrasinda

gececek yeterince 3 bulamayacaklarindan oyun biter.

Her bir kenar1 n (n > 2) uzunlugunda olan bir egkenar iiggen kenarlarina paralel
dogrular cizilerek, her bir kenar1 1 uzunlugundaki n? eskenar iicgene boliiniiyor. Bu

durumda tiggenler,

e i ve i + 1 numarali {icgenlerin s = 1,2,...,n% — 1 icin en az bir ortak noktasi
olmalidir.

e i ve i + 2 numarali iicgenlerin i = 1,2,...,n% — 2 icin en az bir ortak noktas:
olmalidir.

kurallarini saglayacak sekilde 1’den n? ye kadar numaralandirilabilir mi gosteriniz.

Coziim. Boyle bir numaralandirma miimkiin degildir. Oncelikle bu kurallara uygun
sekilde bir numaralandirmanin yapilabildigini kabul edelim. Burada k € {1,...,n?}
icin k numaral licgene T} diyelim. Koselerinden biri biiyiik tiggenin bir kosesiyle
cakisan ticgenlere ise kose iiggenleri diyelim.

Simdi k ¢ {1,2,n? — 1,n%} olacak sekilde bir T} kose iicgeni oldugunu gosterelim.
Eger kose iicgeni Ty, k € {1,2,n? — 1,n%} olacak sekilde olsaydi iki kose ya {1,2}
ya da {n? — 1,n?} ile numaralandirilmig olurdu. Ancak bu durumda, (a) kosuluna
gore bu iki tliggenin bir ortak noktasi olmasi gerekir ve bu sadece n = 2 durumunda
miimkiindiir. Dolayisiyla n > 2 icin k ¢ {1,2,n? — 1,72} olacak sekilde bir T}, kdse
iiggeni vardir.

Bu durumda T}, kose tiggeni (a) ve (b) kosullarim sagladigindan, Ty_o, Tk—1, Trt1
ve Tjyo tiggenleriyle ortak noktasi olmalidir. Ancak bir koge ticgeninin en fazla iig
iiggenle ortak noktasi olabilecegi igin bir celigki elde etmig oluruz. Sonug olarak
kurallara uygun olarak yapilabilecek bir numaralandirmanin kabulu yanhstir, yani

bu kurallara gore bir numaralandirma iglemi n > 2 i¢in miimkiin degildir.

(n+1) x (n—1)’lik bir tabloda kareler, herhangi iki satir ve iki stitunun kesigimindeki
dort kare ayni renkte olmayacak sekilde ti¢ renge boyaniyor. n’nin en biiytik degerini

bulunuz.

[13

Coziim Sorudaki sart1 saglayan tablolara “iyi” diyelim. n = 10 i¢in 11 x 9’luk iyi

tablo sekilde gosteriliyor.
n > 11 i¢in (n+1) x (n—1)’lik iyi tablo olmadigin gosterelim. Diyelim ki 12 x 10’luk

bir iyi tablo olsun. Tablonun siitunlarini kose olarak kabul eden ¢izgeye bakalim.
Herhangi iki koseye kargilik gelen stitunlar1 diigiinelim. Tablodaki herhangi bir satirin
bu siitunlarla kesistigi kareler ayni renge boyanmigsa biz de bu koseleri ¢ rengindeki

kenarlarla birlegtiriyoruz. Sorudaki sarttan dolay1 herhangi iki kdge ayni renkte iki
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veya daha fazla kenarla birlegtirilmis olamaz. O halde R ¢izgedeki toplam kenar

sayisi olmak iizere

3-10-9
R — =135
2
olur. Ayrica tablodaki herhangi bir satirda k tane birinci renge, [ tane ikinci renge,
m tane de {iglincii renge boyanmig kare olsun (k 41+ m = 10). Bu satir tam olarak

(’5) + (é) + (7;) tane kenar iretir.

k N l L (m >4-3+3-2+3-2_12
2 2 2) = 2 2 2

oldugu kolayca goriiliir. O halde R > 12 - 12 = 144 olur. Fakat 144 < R < 135
oldugundan celigki elde ederiz.

112. m x n’lik bir matrise sayilar yazilmigtir. Bir satirdaki veya bir siitundaki tiim
sayilarin isaretleri degistirilebilir. Bu iglemi sonlu sayida yaparak verilmig matrisin,
her satirindaki ve siitunundaki sayilarin toplaminin negatif olmadig1 bir matrise ge-

tirilebilecegini ispatlayiniz.

Coziim. Matrisin her bir satirindaki sayilarim toplamim a; ile (1 < i < m), her
bir siitunundaki sayilarin toplamim b; ile (1 < i < n) gosterelim. a;ler arasinda
negatif say1 varsa o satirdaki sayilarin isaretini degistirelim. Bu sekilde devam ederek
a;lerden higbirinin negatif olmamasini saglayalim. Eger satirlar arasinda toplami
negatif olan bir satir varsa, bu yapilan igslemlerden sonra, matristeki tiim sayilarin
toplami artmistir.

Ayni iglemi b;’lere uygulayalim. Matristeki tiim sayilarin toplamini devaml artiracak
sekilde bu igleme devam edelim. Sonlu adimdan sonra matrisin tiim sayilarin toplamini
artiramayacak duruma geliriz, ¢iinkii matristeki tiim sayilarin mutlak degerlerinin
toplami sonludur. Son durumda, a;ler veya b;ler arasinda negatif olan varsa bu
satirin veya siitunun isaretini degistirerek matristeki tiim sayilarin toplamini artirabiliriz.
Fakat bu, matristeki tiim sayilarin toplamimi artiramayacak duruma geldigimiz igin
bize geligki verir. O halde sonlu adimdan sonra matrisin her satirindaki ve her

stitunundaki sayilarin toplaminin negatif olmadig1 bir matris elde etmis oluruz.

113. Bir ¢ember tizerine N = 21 olmak lizere aq,aq,...,ayn gercel sayilar1 dizilmis olsun.
Ardigik konumdaki her 21 sayinin toplami en fazla 21 ve yine ardigik konumdaki her
13 saymin toplami en fazla 13 ise a1 + a2 + ... + an toplaminin en biiyiik degerini

almasi i¢in, a1 = a2 = ... = ay = 1 olmas1 gerektigini ispatlayiniz.
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Coziim.

ar+as+...+ai3 <13
as+ag+...+ay <13

an+ a1+ ...+a12 <13
taraf tarafa toplarsak;

13(a1+a2+...+aN)§13N
ar+as+...+ay <N

elde edilir. a1 = a9 = ... =ay = 1 durumunda a1 +as+...+ay toplami N degerini
almaktadir yani maksimum degerine ulagmaktadir. O halde yukaridaki egitsizliklerin
hepsi esitlik olmalidir. Buradan tiim ¢ degerleri i¢in a; +a;4+1+. ..+ a;412 = 13 olur.
Aymni iglemi 21 i¢in de yaparsak, tiim 4 degerleri icin a; + a;4+1 + . . . + aj+20 = 21 elde
ederiz.

Ik esitligi ikinciden ¢ikartirsak ardigik 8 terimin toplamu 8 olur. Bu sekilde devam
edersek; ardigik 5 terimin toplami 5, 3 terimin toplami 3, 2 terimin toplami 2, 1

terimin toplami 1 olur. Yani a; = a2 = ... =ay = 1 elde edilmig olur.

Negatif olmayan bir n tam sayisi ve (2n+1) x (2n+1) bir satrang tahtas: kareleri siyah
ve beyaz renkte (normal satrang tahtas: diziliminde) veriliyor. Burada 1 < m < 2n+
1 esitsizligini saglayan her m icin eger satrang tahtasindaki bir m xm karenin alaninin
yarisindan fazlasi siyah renkteyse bu kareye S-kare diyelim. Bu durumda berilen

satrang tahtasi bir S-kare ise tahtadaki S-karelerin sayisini n cinsinden bulunuz.

Coziim. Kenar uzunlugu ¢ift tam say1 olan karelerde esit sayida siyah ve beyaz 1 x 1
kare bulunacagimdan bu tiir kareler S-kare olamazlar. Kenar uzunlugu tek say1 olan
karelerden ise koselerindeki kareler siyah renkte olanlarda siyah kare sayisi beyaz
karelerden fazla olacagindan bu kareler S-kare olurlar. Dolayisiyla kenar uzunlugu

tek olan bir B-kare ya 1 x 1 bir siyah karedir, ya da siyah koseleri vardir.

Elimizde (2n+1) X (2n+1) bir S-kare olsun ve iizerinde n+1 adet siyah kare bulunan
satirlara s; (i = 1,2,...,n+ 1), lizerinde n adet siyah kare bulunan satirlara b; (i =
1,2,...,n), m x m boyutundaki S-karelerin toplamna ise T, (m =1,3,5,...,2n —
1,2n + 1) diyelim.

Tyicin Ty = (n+1)(n+ 1) + n.n = (n + 1) + n? elde edilir.

Tsicinsei = 1,2,...,nigin her (s;, s;+1) satir ¢iftinde n adet karenin, i = 1,2,...,n—
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1 igin ise her (b;, bj1+1) satir giftinde n— 1 karenin kogeleri siyah renktedir. Dolayisiyla
Ts=nn+n—-1)(n—-1)=n*+ (n—1)?

olarak bulunur.

Benzer bir argiimanla i = 1,2,...,n — 1 igin her (s;,s;y2) satir ¢iftine ve i =

1,2,...,n — 2 igin her (b;, bj12) satir ¢ifti dikkate alindiginda
Ts=m-1).n—1)+n-2)n—-2)=(n—-1)*+ (n—2)?

oldugu goriiliir.

Adim adim devam ettigimizde ise

Tr=m—-2)(n—2)+(n—-3)(n—-3)=(n—2)?+(n—3)>

Top1=22+1.1=2%+12
Tonse1 = 1.1 =12

elde ederiz.

Dolayisiyla S-karelerinin toplam sayisi

T+ T34+ T5+...Tonpr = 20124224+ ... 40+ (n+1)?
nn+ 1)(2n+1
_ ( )3( )+(n+1)2
(n 4+ 1)(2n? 4 4n + 3)

3

olarak bulunur.

Gilineg tahtaya 5 say1 yaziyor. Ates tahtadan bir sayi segip kalan dort sayidan
secilen x,y, z sayilariyla x + y — z 1 hesaplayip ilk secilen saymin yerine yaziyor.
Ates baglangicta Giineg’in yazdig1 sayilardan bagimsiz olarak tahtadaki beg sayiyi
esitleyebilir mi ?

Coziim.Giines tahtaya a, b, ¢, d ve e sayilarini yazsin. Ates, birinci olarak, a ve b yi
& = ¢+ d — e ile degistirsin. Ikinci olarak, ¢ ve d yi e+ — 2 = e ile degistirsin. Son

olarak, x leri e + e — e = e ile degistirerek butiin sayilar: esitler.

(a,b,c,d,e) — (x,z,¢,d,e) — (z,x,e,e,e) — (e,e,e,¢e,¢€)

347



116.

117.

118.

Bir adada her biri ya hep dogru soyleyen ya da hep yalan s6yleyen n > 1 aborjin
vardir. Her aborjinin kendi olmadig1 gruptan en az bir arkadasi vardir. Her bir abor-
jine arkadaglarindan hep yalan soyleyenlerin mi daha c¢ok, hep dogru soyleyenlerin
mi daha ¢ok, yoksa hep yalan soyleyenlerle hep dogru soyleyenlerin ayni sayida
mi1 oldugu soruldugunda bitiin aborjinler yalan séyleyen arkadasglarinin cogunlukta
oldugu cevabini veriyorlar. Aborjinlerden birisi segilip yalan sodyledigi iddiasiyla
hapse atiliyor. Kalan n — 1 aborjine tekrar ayni soru soruluyor. Bu sefer aborjin-
lerin hepsi dogru soyleyen arkadaslarinin daha gok oldugu cevabini veriyorlar. Hapse
atilan aborjinin daha 6nceden hep dogru mu yoksa hep yalan mi séyledigini ve adada
daha ¢ok hep yalan soyleyen mi yoksa hep dogru soyleyen aborjin mi oldugunu bu-

lunuz.

Coziim.Aborjin hapse atilmadan 6nce adada en az bir hep dogru soyleyen aborjin
vardir. Aksi takdirde biitiin aborjinler dogruyu soylemisg olurlard: ki bu da adada

dogru soyleyen aborjin olmamasi ile celigirdi.

Hapse atilma isleminden sonra adada hep dogru soéyleyen bir aborjin oldugunu
varsayalim. Fakat sadece bir kiginin hapse atilmig olmasi hep dogru soyleyenlerle
hep yalan sOyleyenlerin farkini negatiften pozitife degistiremeyecegi icin hapse atilma
isleminden 6nce de ayni cevabi vermis olmasi gerekirdi. Bu bahsedilen aborjinin hep
dopru sOylemesiyle celisir. Yani Hapse atilma isleminden sonra adada hi¢ dogru

soyleyen aborjin kalmamaigtir.

Sonug olarak adada hapse atilan aborjin hep dogru séyleyen aborjindir ve hapse
atilma isleminden sonra adada kalan biitiin aborjinler hep yalan s6yleyen aborjin-

lerdir.

Bir 6gretmen tahtanm bagina ve sonuna 1 yaziyor. Ilk 6grenci tahtada yazil sayilarn
arasma 2 yaziyor. Ikinci ogrenci tahtada yazih sayilardan ardigik her iki sayinm
arasina toplamlarini yaziyor yani tahtada 1, 3,2, 3,1 yazilmig oluyor. Sonraki 6grenci
ayni kuralla yazma iglemine devam ediyor ve tahtada 1,4,3,5,2,5,3,4,1 yazilmis

oluyor. n inci 6grenciden sonra tahtada yazili sayilarin toplamini bulunuz.

Coziim.Tahtada n inci 6grenciden sonra bulunan sayilarin toplami S, olsun. S, =
3" +1 oldugunu tiimevarimla ispatlayalim. Sp = 2 = 3° + 1. k mc1 6grenciden sonra
tahtaya kalkan ogrenci en bagta ve en sonda yazan 1 ler hari¢ tahtada yazan her
say1y1 iki kere toplar. Yani, Spq = Si + 25, — 2 = 3(3F 4+ 1) — 2 = 3k 1 dir.

Bir kareyi 6yle 5 parcaya boliiniiz ki daha sonra parcalari birbiriyle birlegtirerek

birbirinden ayr1 alanlara sahip ti¢ farkli kare olugturabilelim.

Coziim. Agagida verilen haliyle A, B, C, D, E diye bes pargaya ayrilarak istenen

saglanabilir.
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2xn? ’lik bir satranc tahtast 1 'den n? ye kadar olan

Hangi n tam sayilar1 icin n
sayilarin her biri, her satir, her siitun ve nxn ’lik bloklarda sadece 1 defa goriilecek

sekilde yazilabilir?

Coziim:n = 1 i¢in ¢éziim aciktir.

n > 1 igin ise satrang tahtasinda . satir ve j. siitundaki kareyi (7,j) olarak
gosterelim. A, (1,1) den (n,n) ’ye kadar olan n x n ’lik blok olsun. B ve C de
sirasiyla A 'nin bir kare agagiya ve saga kaydirilmasi ile elde edilen n x n ’lik bloklar
olsunlar.

1 den n? ye kadar olan sayilar her satir, siitun ve n x n ’lik blokta sadece 1 defa
goriilecegi icin B ’'nin en alt satirindaki sayilar A 'nin en {ist satirindaki sayilarin
aynilari fakat farkli bir siralanmasidir. Ayni sekilde C' ’nin en sag stitunundaki sayilar
da A 'nin en sol siitunundaki sayilarla aymidir fakat siralamiglar: farklidir.

(n+ 1,n + 1) deki say1, A 'nin en iist satirmndaki sayilardan herhangi birisine esit
olamaz ¢iinkii bu sayilarin her biri (n + 1,n + 1) ile aym satirda bulunan, B ’nin
en alt satirinda birer defa gortinmiiglerdir. Aymi gekilde (n 4+ 1,n + 1) deki say1 A
'nmin en sag siitunundaki sayilardan herhangi birisine esit olamaz ¢iinki bu sayilarin
her biri (n + 1,n 4 1) ile aynm1 siitunda bulunan, C' ’'nin en sag siitununda birer defa
goriinmiiglerdir. A, 1 ’den n? ‘e kadar olan biitiin sayilar1 icerdigi icin (n+ 1,n + 1)
deki say1iy1 da igerir. Ancak bu saymin A ’nin en st satirinda ve en sag siitununda
ver almadigim gosterdik. O halde bu say1 (2,2) ile (n,n) arasindaki n —1 xn —1
lik blokta yer alir. Fakat bu da (2,2) ile (n + 1,n + 1) arasindaki n x n ’lik blokta
2 defa goriindiigii anlamina gelir.

O halde verilen kogsullar saglayan tek tam sayi 1 ’dir.

Baslangicta tiim biri kareleri beyaz olan n x n satrang tahtasiin birim karelerinden
k tanesi siyaha boyanmigtir. Boyama iglemi nasil yapilirsa yapilsin, koseleri siyah
karelerin merkezinde bulunacak sekilde bir paralel kenar bulunmasini garanti ede-

bilmek icin £ nin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.
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Coziim. Satrang tahtasinin herhangi bir satir ve herhangi

bir siitununda yer alan tiim kareler siyaha boyandiginda, iste-

nen tiirde bir paralelkenar c¢izilemeyecegi aciktir. Bu durumda,
toplam 2n — 1 siyah kare vardir ve k£ < 2n iken, paralelkenarin m
varligini garanti edemeyiz.

Simdi, herhangi bir sekilde 2n karenin siyaha boyanmis oldugunu kabul edelim. Iki
veya daha fazla sayida siyah kare bulunduran satirlarin sayisim m ile gosterelim.
Genellige halel getirmeden, bu tiir satirlarin, ilk m satir1 olugturdugunu kabul ede-

arasinda Olgiilen uzakliklar: bir listeye kaydedelim.

Ornegin, yandaki sekilde, birinci satir icin 3, ikinci satir icin

5, 7; uclincl satir icin 6; dordiincti satir icin 4, 5 ve besinci

satir igin 2, 4, 6 degerleri kaydedilmis olacaktir. Tanim geregi,

n-m

kaydedilen bu degerler 1 ve n — 1 arasinda degerler alabilir.

Her birisi en fazla bir tane siyah kare bulundaran satirlardaki siyah karelerin toplami
en fazla n — m oldugundan, tist m sirada yer alan siyah karelerin sayisi en az
2n — (n —m) = n + m dir. Bu karelerin m tanesi her siradaki ilk siyah kare olup,
diger karelerin her birisi i¢in, listemizde kaydedilmig bir say1 bulunur. Sonug olarak
liste kayith en az n tanes say1 yer alir. Bu sayilar 1 ile n — 1 arasinda deger ala-
bildiginden, en az ikisi esittir. Boylece, iki farkli satirda, satirin ilk siyah karesinden
esit uzaklikta iki siyah kare bulundugu anlagilir. Bu siyah kareler ile bu karelerin

bulundugu satirlarin ilk siyah karelerinin merkezleri bir paralelkenar tanimlar.

121. Bir topluluk n evli ¢iftten olusmaktadir. Her ciftteki eslerin boylar: arasindaki fark
10 cm den azdir. Her ¢t = 1,2, ..., n icin, erkekler arasinda boy sirasina gore ¢. inci
sirada yer alan erkek ile kadinlar arasindaki boy sirasina gére k. inci sirada yer alan

kadin arasindaki boy farkinin da 10 cm den az oldugunu gosteriniz.

Coziim. Erkeklerin boy uzunluklarini e; > ez > --- > e, ve kadinlarin boy uzun-
luklarm da k; > kg > -+ > k, ile gosterip, bir t € {1,2,...n} i¢in |e; — b > 10
oldugunu kabul edelim. Bu durumda ya e; — b, > 10 veya b; — e; > 10 dur.

e; — by > 10 olmasi durumunda {ej, €9, ...e;} kiimesinin her elemamn ile

{kis1, kiyo, .. kn}

kiimesinin her eleman arasmdaki fark en az 10 dur. Ote yandan bu iki kiimede
toplam ¢+ 1 eleman oldugu i¢in en az ikisinin, evli bir ¢ifte ait olmasi kaginilmazdir.
Bu durum, her c¢iftteki eslerin boylar1 arasindaki farkin 10 dan az olmasiyla celisir.

O halde e; — by > 10 olamaz. by —b; > 10 olmasi1 durumunda da benzer sekilde celigki
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123.

124.

elde edilir. Sonug olarak, Her ¢ € {1,2,...n} i¢in |e; — b;| < 10 oldugu anlagilir.

Pozitif tam sayilar kiimesi iki ayrik kiimeye nasil ayrilirsa ayrilsin, kiimelerden en
az birisinde, o kiimedeki iki farkli sayinin aritmetik ortalamasinin da bulunacagimi

gosteriniz.

Coziim. Bir z > 6 tam sayisi belirleyelim. x + 2, z + 4 ve = + 6 ayn1 kiimedeyse
problem c¢oziilmiis olur. Bu ii¢ sayni ayni kiimede yer almiyorsa, en az bir tanesi x
ile ayn1 kiimede yer alir. Bu sayiy1 x + 2y ile gosterelim. Bu kiimede z — 2y, z +y
ve x + 4y sayilarindan herhangi birisi yer aliyorsa yine ii¢ terimli bir aritmetik dizi
elde edilmig olur. Aksi halde, bir aritmetik dizi tegkil eden x — 2y, x +y ve = + 4y

sayilariin tiimi diger kiimede yer alir.

Bir kara tahtada dokuz tane 0; bir tane 1 yazilmigtir. Her hamlede bu sayilardan
ikisi secilip silinmekte ve her birisinin yerine aritmetik ortalamalar1 yazilmaktadir.
Sonlu sayida uygulanan hamlelerden sonra tahtada yar alan on say1 arasinda yer

alabilecek en kii¢lik deger ne olur?

Coziim. Baglangigtan itibaren her hamlede en kiiciik say1 0 lardan birisi ile igleme
alinip, 0 lar tiikeninceye kadar devam edilirse tahtadaki en kiiciik say1 1/512 olur.

Simdi, bu degerden daha kii¢iigline ulagilamiyacagini gosterelim.

Herhangi bir anda tahtada yazili sayilarin en kii¢iigii m ve tahtadaki 0 larin sayisi n
olmak tizere ¢ = m/2" geklinde, tahtadaki sayilarin durumu ile ilgili bir ¢ gosterge

degeri tanimlayalim.

Tabloda yer alan iki pozitif say1 isleme alindiginda sifirlarin sayisinda degisme ol-
mayacagindan ve m degeri de azalmayacagindan dolayi, gosterge degeri de ya ayni

kalacak ya da artacaktir.

Tablodaki 0 lardan birisi bir r pozitif sayist ile igleme alindiginda, sifirlarin sayisi

azalacak; m ise ya aym kalacak ya da m = r/2 olacaktir. Sonug olarak, yeni gosterge

degeri en az ;Z_l = m/2" (bir 6nceki hamledeki gosterge degeri) olacaktir.

Yukaridaki agiklamalardan, her hamlede gostege degerinin ya aym kalacagi ya da
artacagl anlagilmaktadir. Baglangic konumu i¢in ¢ = 1/512 oldugundan herhangi bir
sayida hamle sonunda ¢ > 1/512 olur. Buradan, m > % > 5% elde edilir. Sonug
olarak, herhangi (sonu) sayida hamleden sonra tahtada yazil sayilarin en kiigligiiniin

en az 1/512 olabilecegi anlagilir.

Sekiz ortakli bir firmaya ait kasanin kapisi tizerinde sekiz tane kilit bulunmaktadir.
Kilitlerin her birisinin anahtar1 5 farkl ortaga dagitildigina gore, bir araya geldik-

lerinde tiim kilitleri agabilecek iki ortak bulunabilecegini gosteriniz.
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126.

Coziim. Sekiz ortagin herhangi ikisinin olusturdugu 28 kiimeyi listeleyelim ve iki
ortak bir araya geldiginde agamayacaklar: bir kap1 varsa, bu ortaklarin olugturdugu

kiimeyi listeden silelim.

Her kilidin anahtar1 bes ortaga verildigine gore, o kilidi acamayacak olan ii¢ ortak
bulunur ve bunlar {i¢ farkl bigimde ikili kiimeler tanimlayacagindan, her kilit icin
listeden iig ¢ift silinir. Sekiz kilit i¢in listeden silinebilecek ciftlerin sayis1 en fazla 24
olur. Sonug olarak, bir araya geldiklerinde tiim kapilar1 agabilecek en az dort farkh

¢ift bulunabilecegi anlagilir.

{1,2,...,20} kiimesinin ii¢ elemanl ve elemanlarinin ¢arpimi 4 ile béliinen alt kii-

melerinin sayisin1 bulunuz.

Coziim. Carpimlar: 4 ile boliinmeyen {i¢ tam sayinin ya hepsi tek sayidir ya da bir

tanesi dorde boltinmeyen bir ¢ift say:r ve ikisi tek sayidir.

Verilen kiimedeki tek sayilarin sayisi 10 oldugundan, ii¢ tek sayidan olusan alt

kiimelerin sayis1 (130) = 120 dir.

Kiimede 5 tane 4 ile boliinmeyen ¢ift say1 bulunmaktadir. Bu tiir bir say1 ile iki tek

sayinin olugturdugu kiimelerin sayisi da 5(120) = 225 olarak elde edilir.

U¢ elemanl alt kiimelerin sayisi (230) = 1040 olup, bunlarin 120+225 = 345 tanesinin

elemanlar: carpimlari 4 ile boliinmediginden, aradigimiz say1 1040 — 345 = 795 olur.

9x9 satrang tahtasinin birim karelerine 65 tane karinca yerlestirilmigtir. Her hamlede
her karinca, bulundugu karenin yatay veya dikey komsularindan birisine gegmektedir.
Karincalar st iiste iki yatay veya iki dikey hamle yapmadigina gore, sonlu sayida

hamle sonra en az bir karede en az iki karinca bulunacagini gosteriniz.

v e . 123456789
Coziim. Satrang tahtasinin satir ve siitunlarina sira numarast | [[cTATcTATCIATCT4
. bulundug .. K 1 2 [C[B[C[B|C[B|C[B[C
verip, bulundugu satir ve siitunun sira numarasi tek say1 olan 3 icralclalclalcl
birim karelere A tipi, satir ve siitun numarasi ¢ift olan birim g igigigigi
RV . - 6 [C[B|C[BIC[B[C[B|C

karelere B ve diger birim karelere de C' tipi kareler diyelim. T TetAlclalchilela
8 [C[B[C|B[C[BI|C[B|C

9 [4[Cl4]cl4[cl4]C[4

A tipi bir karede bulunan karinca, iki hamle sonra B tipinde bir kareye gecer.
B tipi bir karede bulunan karinca, iki hamle sonra A tipinde bir kareye gecer.

C tipi bir karede bulunan karinca, bir hamle sonra A veya B tipinde bir kareye gecer.

Ote yandan, A tipi karelerin sayisi 25, B tipi karelerin sayis1 16 ve C' tipi karelerin
sayis1 da 40 dir. Herhangi bir agsamada A tipi karelerde toplam olarak 16 dan fazla

karinca bulunmasi halinde, iki hamle sonra bunlardan en az iki tanesi B tipinde bir
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128.

129.

karede kargilagmak zorunda kalir. O halde, her asamada, A tipi karelerin en fazla 16

tanesinde karinca bulunabilir.

C tipi karelere 33 karinca yerlegtirilirse, bir hamle sonra ya en az ikisi B tipi bir
karede karsilagir ya da A tipi karelere ge¢gmis olanlarin sayis1 16 dan fazla olur ve iki

hamle sonra da bunlarin ikisi B tipi bir karede karsilagir.

Sonug olarak, 64 karincadan (16 A tipi, 16 B tipi, 32 C tipi) daha fazla karmnca
yerlegtirilmig olmasi halinde en ¢ok ii¢ hamle sonra iki karincanin bir karede kargilagmasi

kaginilmaz olur.

Digbiikey bir onikigenin her kenari ve her kogegeni 12 renkten biriyle boyanmigtir.
Boyama igleminin nasil yapildig1 bilinmeksizin, herhangi farkli ii¢ renk secildiginde,

kenarlar1 bu renklerle boyanmig bir iiggen bulunmasi garanti edilebilir mi?

Coziim. Boyanmig olan elemanlarin (kenar veya kogegen) sayisi 66 oldugundan,
renklerden en az birisi, sozgelimi X rengi, 5 veya daha az sayida elemanin boyan-
masi i¢in kullanmilmigtir. X ile boyali bir eleman, 10 farkh tiggende bir kenar olarak
bulunacagi i¢in, biitiin gekil iginde, bir kenar1 X ile boyali en fazla 50 ticgen vardir.
Ote yandan 12 renk arasindan, birisi X olmak ftizere, 3 farkli renk (121) = 55 yoldan
segilebilir. O halde en az 55 — 50 = 5 gekilde ii¢ farkh renk, kenarlar1 o renklere

boyanmis bir iiggen bulunmayacak sekilde secilebilir.

Sadece a, b ve ¢ harfleri kullanilarak olugturuluan n terimli bir dizide cift sayida a

bulunmas: olasiligini hesaplayiniz.

Coziim. Uzunlugu n olan diziler icinde tek sayida a igerenlerin sayisimi T, ile;
cift sayida a icerenlerin sayisinm1 da C), ile gosterirsek her n pozitif tam sayisi igin
T, + C, = 3" olur. T, tane diziden, son terimi a olanlarin sayis1 C,,_1; son terimi
b olanlarin sayis1 T,,—1 ve son terimi ¢ olanlarin sayis1 da 7,1 oldugundan, T,, =
2T, 1 + Cy_1 ve benzer sekilde C,, = 2C,,_1 + T;,_1 elde edilir. Iki denklemin taraf
tarafa farki alinarak 7,, — C,, = T,,_1 — Cp_1 bulunur. Son esitlik, tek sayida a
igeren dizilerin sayis1 ile ¢ift sayida a iceren dizilerin sayisi arasindaki farkin sabit
kaldigin1 gosterir. O halde, 71 = 1 ve C; = 2 oldugundan, her n pozitif tam sayisi
icin T,, — C,, = T1 — C1 = —1 olur. Bu esitlik T}, + C,, = 3" denkleminde kullanilarak

_ 3741 < Sops 3741 _ 1 1 g
Cpn = === bulunur. Aradigimiz olasilik degeri 555 = 5 + 55+ dir.

Dik Kartezyen koordinat sisteminin (a,b) koordinath noktasimnda bulunan bir pire
asagidaki lic noktadan birisine sigrayabilmektedir:

- (2a,b) koordinath nokta,

- (@, 2b) koordinath nokta,

- (a — b, b) koordinath nokta [a > b ise] veya (a,b — a) koordinath nokta [a < b ise].

353



Baglangigta (1, 1) noktasimnda bulunan pirenin erigebilecegi noktalarin kiimesini be-

lirleyiniz.

Coziim. Pire, bir sigrayisla (a,b) koordinath noktadan (a’,b") koordinath noktaya
gecmis olsun. Bu gegis, tiglincii tiir bir hareket sonucu olugtuysa ebob(a’, b') =ebob(a, b)
olur. Gegis i¢in birinci veya ikinci tiir bir hareket soz konusu ise, ya ebob(a’, b") =ebob(a, b)
ya da ebob(a’,b’) = 2-ebob(a, b) olur. Sonug olarak, her sigrama sonucunda pirenin
bulundugu noktanin koordinatlarinin en biiyiik ortak boleni ya aym kalir ya da iki
katina gikar. (a,b) koordinath noktadaki pirenin bir dizi sigrama sonucu ulagacag bir
karenin koordinatlarinin en biiytik ortak bdleni de bir n tam sayisi i¢in 2™-ebob(a, b)

seklinde olacaktir.

Dolayist ile (1,1) noktasindan harekete baglayan pire, ancak koordinatlarimn en

biiytik ortak boleni 2™ olan noktalara ulagabilir.

Simdi, ebob(z,y) = 2" olmak tizere, herhangi bir (z, y) noktasina, (1, 1) noktasindan

baslayarak bir dizi sigrama sonucunda ulagilabilecegini gosterelim.

(z,y) noktasina ulagilabilen tiim noktalar arasinda, koordinatlar1 toplami en kiigiik
olan nokta (a,b) noktasi olsun. a veya b ¢ift ise, (a/2,b) veya (a,b/2) noktasindan
(a,b) ye (dolayisi ile (z,y)) ye ulagilabilir ve koordinatlarimin toplami (a 4+ b) den
kiiglik ve (x,y) ye ulagilabilen bir nokta bulunmusg olur. O halde a ve b tek olmaldir.
a > bise, ((a+b)/2,b) den; b > a ise, (a,(a+ b)/2) den (a,b) ye ulasilabilir. Yani,
a # b iken, koordinatlar: toplami (a+b) den kiigiik ve (x,y) ye ulagilabilen bir nokta

bulunmusg olur. Béylece a = b oldugu anlagilir.

a =ebob(a,b)|2" =ebob(z,y) ve a tek oldugundan, a = b = 1 elde edilir. Sonug

olarak, (x,y) noktasima, (1,1) noktasindan ulagilabilir.

130. Bir cicekci her buket igin 2 veya 3 adet; her gelenk igin 6 veya 7 adet yaprak kul-
lanmaktadir. Cigekci, aldigr bir siparisi hazirlamak icin 4 diizine yapragin yetersiz
kaldigini, 5 diizinenin ise fazla geldigini goriiyor. Siparig ka¢ buket ve kag gelenkten

olusmaktadir?

Coziim. Buketlerin sayisina b; gelenklerin sayisina c dersek, 3b+7¢ < 59 esitsizliginden
¢ < 8 elde ederiz. Ote yandan 2b+ 6¢ > 49 esitsizligi 6b + 18¢ > 147 seklinde yazilip
—6b — 14c > 118 esitsizligi ile taraf tarafa toplanirsa 4c > 29 veya ¢ > 8 bulunur.

Boylece ¢ = 8 ve b =1 olur.

131. 16 adadan olusan bir iilkede bir deniz yollar: igletmesi, herhangi iki ada arasinda
aktarmasiz yapilacak her yolculuk ici bir biletin gerektigi ve asagidaki ozellikleri
saglayan gemi seferleri planlamistir.

- Her adadan diger adalarin en az birisine tek biletle ulasilabilir.

- Herhangi iki ada arasinda dogrudan karsilikli seferler tanimli degildir.
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- Hangi on ada secilirse secilsin, birisinden baglayip tiim adalara ugrayarak ve tam
olarak 10 bilet kullanilarak baglangic adasina ulagmak miimkiindiir.
Secilen herhangi 11 ada i¢in de birisinden baglanip, hepsine ugrayarak ve tam olarak

11 bilet kullanarak baglangic adasina dénmenin miimkiin oldugunu gosteriniz.

Coziim. Adalardan birisinden diger adalarin 6 veya daha azina tek bir biletle
ulasilabiliyorsa, bu adadan tek biletle ulagilamayan en az 9 ada bulunur ve iigiincii
kosulu saglamayan 10 ada bulunmus olur. O halde, her adadan tek biletle ulasilabilecek
en az 7 ada bulunmalidir. Benzer gekilde, her adaya en az 7 adadan tek biletle

ulagmak miimkiin olmalidir.

Birisinden digerine tek biletle ulasilabilecek iki adaya baglantili adalar diyelim. Ikinci
ozellik ve yukaridaki aciklama 1s181nda, her adanin en az 14 ada ile baglantili oldugu
anlagilir. Yani her ada en fazla 1 ada ile baglantisizdir. Herhangi bir sekilde 11
ada secilmis olsun. Baglantisiz olma iligkisi simetrik oldugundan 11 ada iginde en
az birisi, diger 10 ada ile baglantili olmak zorundadir. 10 ada ile baglantili bir X
adasii ayirip geri kalan adalari, iigiincii kogulu saglayacaklar: gekilde siralayalim:
X1 — Xo — -+ — X9 — Xi. Bu diizende (gerekirse X1; = X; kabul ederek),
X; — X — X;41 olacak gekilde bir X7, X;41 ¢ifti bulunabilir. Boylece 11 ada igin

de istenen kosulun saglanacag1 gosterilmis olur.

132. Dik kartezyen koordinat sisteminde x ve y tam sayilar olmak tizere, {(x,4)|0 < z,y <
99} kiimesindeki her noktaya bir 6grenci yerlestirilecektir. Herhangi iki erkek 6grenci

birbirini gérememek kosulu ile, diizleme en fazla kac erkek 6grenci yerlestirilebilir?

Coziim. Birim karenin dort kogesini olusturacak sekilde secilen herhangi dort nok-
taya en fazla bir erkek o6grenci yerlestirilebileceginden, erkek 6grencilerin sayisi en
fazla 2500 olabilir.

Bu sayiya ulagabilecegimizi sbyle gorebiliriz. Her iki koordinati da bir ¢ift say1 olan
noktalarmm says1 2500 diir. Bu noktalara erkek ogrencileri yerlestirelim. Tki erkek
ogrencinin yerlegtirildigi noktalar E(2z,2y) ve E'(22/,2y') olsun. x = 2’ veya y = ¢/
olmasi halinde, bu iki 6grenciyi birlegtiren dogru tizerinde en az bir kiz 6grencinin

/

varhigr agiktir. = # 2’ ve y # y' kabul ederek ebob(n,m) = 1 olmak iizere L = =4

yazalim. Bu durumda ya m ya da n bir tek say1 olur ve K (z+m, y+n) noktasi, bir kiz
ogrencinin bulundugu bir nokta olur. K noktasi E ve E’ noktalarim birlegtiren dogru

tizerinde oldugundan, E ve E’ noktalarindaki 6grenciler birbirlerini géremezler.

133. Bir gember iizerinde 98 beyaz nokta isaretlenmistir. Ates ile Giines, sira ile, bu nok-
talardan (daha once birlegtirilmemis olan) herhangi ikisini segerek ikisini de siyaha
boyar ve bunlari dpgru pargasi ile birlestirir. Son beyaz noktayir boyayan oyunu
kazanir. Ik hamleyi Ates’in yapmasi halinde hangi oyuncu galibiyeti garanti edecek
bir yol izleyebilir?

355



134.

135.

Coziim. Son ii¢ beyaz noktadan herhangi birisine dokunan oyuncu oyunu kaybeder.
Soyle ki, bu noktalardan ikisini birlegtirirse, diger oyuncu son kalan beyaz nok-
tay1 secerek oyunu kazanir; bu noktalardan birisini daha 6nce secilmis noktalardan
birisiyle birlestirirse diger oyuncu geri kalan iki beyaz noktay: secerek yine oyunu

kazanir.

C'(95,2) = 94-95/2 = 47-95 bir tek say1 oldugu i¢in, Ates ilk 95 noktanin tanimladig:
tim dogru parcalar cizilinceye kadar dayanarak, Giineg’i son ii¢ beyaz noktadan

birisini se¢cmeye zorlayarak oyunu kazanmay1 garanti edebilir.

A={1,2,...,n} kilmesinin By,... By alt kiimelerinin herhangi ikisinin en fazla iki

ortak elemani olduguna gore, k en fazla hangi degeri alabilir?

Coziim. A kiimesinin 1, 2 ve 3 elemanh tiim alt kiimelerinin aldigimizda herhangi
ikisinin en fazla iki ortak elemani olan bir alt kiimeler toplulugu se¢mis oluruz. O
halde k > C(n, 1) + C(n,2) + C(n,3) = "5 dir,

Simdi, miimkiin olan en biiyiik k£ degeri icin By, . .. By alt kiimeler toplulugunun, ver-
ilen kosulu sagladigini kabul edelim. Bu alt kiimelerden birisinin 4 eleman (diyelim
ki a, b, c,d) igermesi halinde bu kiimeyi topluluktan gikarip yerine {a, b, c}, {a, b, d},
{a,c,d} ve {b,c,d} kiimelerini alirsak, verilen kogulu bozmadan kiimelerin sayisini

artirmig oluruz. Bu da, k£ nin miimkiin olan en biiyiik deger olmasi ile gelisir.

8 x 8 satrang tahtasinin, 21 tane 3 x 1 dikdortgen ile kaplanabilmesinin, birim karel-
erden hangisinin ¢ikarilmasi ile miimkiin olacagini belirleyiniz.

Coziim. Satrang tahtasinin her birim karesini, yandaki sekilde

goriildiigii diizende ii¢ renkten (beyaz, gri, siyah) birisiyle boy-

ayalim. Her 3 x 1 dikdortgen, bir beyaz, bir gri ve bir siyah !

kareyi kaplar. Beyaz karelerin sayis1 21, Siyah karelerin sayisi
21 ve gri karelerin sayis1 da 22 dir. Dolaysi ile, kaplama isi
nasil yapilirsa yapilsin, kaplanmayan birim kare, gri karelerden
birisi olacaktir. Ote yandan, bir birim kare ¢ikarildigi zaman
kaplama isi yapilabiliyorsa, satranc¢ tahtasimin yatay ve dikey i
simetri eksenlerine gére bu karenin simetriginde yer alan kareler

cikarildigindada kaplama isi yapilabilir.
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Kendisi ve simetrikleri gri olan birim kare iigiincii satir ile
igiincii siranin kesigiminde yer alan gri birim karedir. Dolayis1
ile, satrang tahtasindan cikartildiginda, geriye kalan 63 karenin
21 tane 3 x 1 diktortgenle kaplanmasi ancak su dort kare-
den birisinin c¢ikarilmas: ile miimkiindiir. Ucgiincii satir ile
iigiincii siitunun kesigimindeki birim kare, iigiincii satir ile
altinci stitunun kesigsimindeki birim kare, altinci satir ile
lclincii sutunun Kkesisimindeki birim kare, altinci satir ile
altinci siitunun kesigimindeki birim kare. Bu karelerden birinin
gikartilmasila kaplama igleminin gergeklestirilebilecegi ise yan-

daki sekilde gosterilmistir.
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