Karma Sorular Calisma Kagidi

Sorular ve Cozumler:

Konu Anlatim (Esitsizlikler Uzerine):

Not 1. Cauchy-Schwarz Esitsizligi: a1, aso, ..., a, ve by, bs, ..., b, gergel
sayilari;

(@2 +a2+...+a2).(B3+ b2+ ... +b2) > (arby + agby + ... + anby)?
esitsizligini saglar. Bunun faydali bir tiirevi olarak;

2 2 2 2
T iy T T+ T+ ...+
G W G N n)
Y1 U Yy Y1ty + ... +yn

oldugu da kullanilabilir. Bunla ilgili bir¢cok 6rnegi sitede bulabilirsiniz. Ben
hemen 2 tane ornek veriyorum:

1. a4+ b+ c =1 egitligini saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel sayilari igin;
a* + 5b* . b* + 5c* L c* + 5a*
ala+2b)  b(b+2c) clc+2a)

oldugunu gosteriniz. (Geng Balkan Takim Se¢me 2014)

1—ab—bc—ca

Coziim 1. a* ve 5b* i ayiralim. Ve Cauchy-Schwarz uygulayalim:

4 4 4
[a(a+2b) +b(b+2¢) +c(c+2a)] ;g + 5pr20 + seamy) = (@207 +¢2)?
a(a+ 2b) + b(b+ 2¢) + c(c + 2a) = (a + b+ ¢)? = 1 oldugu igin

a* bt ct

ala + 2b) + b(b + 2¢) + c(e+ 2a) > (@ + 0+ (1)

56 5ct 5a*
[a(a + 2b) + b(b + 2¢) + c(c + 2‘1)][@(;3-2})) + i T C(C+2a)] > (a2V5 +
b2V/5 + 2V/5)? = 5(a® 4 b? 4 ¢?)? Yine benzer sekilde;

501 5ct 5at 9
> b+ (2
car2) Vot Teegoe 2P@ HEFE)T ()

dir.
(1) ve (2) yi taraf tarafa toplayalim.



a* + 5b* n bt + 5c4 n c* 4 5a
ala+2b)  bb+2c)  clc+2a) ~

olur. Eger 6(a? + b? 4+ ¢2)2 > 1 — ab — bc — ca ise ispat biter.

1= (a+b+c)? =a®+b*+c®+2(ab + bc + ac) ifadesinde ab + bc + ca = z
diyelim. O zaman a? + b? + ¢ = 1 — 2z olur. Yerine yazalim.

= 6(1 — 22)% > 1 — z oldugunu ispatlamaliy1z.

= 2422 —232+5 > 0 oldugunu ispatlamaliyiz. ifadeyi carpanlara ayiralim.

= (82 — 5)(3xz — 1) > 0 oldugunu ispatlamaliy1z.

Simdi 1 = a? + b2 + 2 +2(ab + be + ac) ifadesinde a? + b? + c? > ab+bc+ ca
yazarsak 13 > ab + bc + ca = x oldugu goriiliir.

O zaman 8 - 5—5— ;>8x—5ve3 7—1—0>3x—1olur Yani
(8 — 5)(3z — 1) > 0 ifadesinde her iki parantez de sifirdan kiiciik ya da sifira
egittir. Ifade dogrudur. Ispat biter.

> 6(a® + b + ¢)”

2. Tim a, b, ¢ pozitif gergel sayilari igin;

a®+30 P +33  A+3d3
5a + b 56+ ¢ 5¢+a

> K(a® + b + %)
olmasini saglayan en biiyiik K gercel sabitini belirleyiniz.

Coziim 2. a = b = ¢ verirsek % > K olur. Biz K = % icin sagladigini
gosterelim. Cauchy-Schwarz esitsizliginden;

4

a® a
§5a+b+z5c+a_z5a2+ab Z5ac+a22

(a® +b? + ¢2)? s (a®> +b? + ¢2)?
5(a?2 4+ b% + )+ ab+bc+ ca a? + b2+ c2+5(ab+bec+ca) —

2 b2 2 2 b2 2 2
a+6+c+a+2+c :g(a2+b2+02)

oldugunu soyleyebiliriz. ispat biter.

3. x +y + z = 3 esitligini saglayan tiim z,y, z pozitif gergel sayilar igin;

1 1 1
2 + 2 + 231
r*+y+z x+y*+z zc+yt+z

oldugunu gosteriniz.

Co6ziim 3. Cauchy-Schwarz Esitsizliginden,

@ +y+2)(l+y+2) 2 @+y+2)° = orm < Grae




: 1 14z+z 1 14ty
Benzer sekilde T S Gtyte) T2 S arute)?

Bu iig esitsizlik taraf tarafa toplanirsa

5 ve

1 1 1 1+y+z 1+2x+2 1+x+y
2 + SR 7 S 2 2 2
?4+y+z z+y’+z z+y+z (x+y+2)? (z4+y+2)? (z+y+2)

3+2x+2y+22z 9
= :7:1
(x+y+2)? 9

elde edilir.

Not 2. Holder Esitsizligi: aq1,as,...,a, , b1,b2,...,b, ve c1,c2,...,¢p
pozitif gercgel sayilari;

(@3 +a3+. . +a3). (34034 . +b3). (B34 . +c3) > (arbiei+asbacat. . Aanbyc,)?
esitsizligini saglar.
4. Her pozitif gercel a, b, ¢ sayilari i¢in

a b c

+ + >1
Va2 +8c Vb2 +8ca V2 +8ab

oldugunu kamtlayimiz. (IMO 2001)

Coziim 4. Holder esitsizliginden kolay bir ¢oziim yapacagiz. Ilk bastaki
ifadeye S diyelim. Holder Esitsizliginden (S).(S).((a® + 8abe) + (b3 + 8abc) +
(c348abc)) > (a+b+-c)? idir. Biz S > 1 géstermek istiyoruz. Eger biz (a+b+c)?
> ((a® + 8abe) + (b + 8abe) + (¢ + 8abe)) gosterirsek ispat biter. (a + b+ c)?
> a® + b3 + 3 + 24abc gosterirsek ispat biter. ifadeyi acarsak;

a3 +b3+c3+6abe+3(a?b+a’c+b%c) +3(ab? +ac® +bc?) > a®+ b3 +c3 +24abe
gostermemiz yani;

(a%b + ac + b%c) + (ab® + ac® + bc?) > 6abe gostermemiz yeterlidir. Bunu
da A.G.O esitsizliginden kolayca elde edebiliriz.

5. Tim a, b, ¢ pozitif gercel sayilar igin,

(a?+b2)(a?—ab+b?) (b24c) (b2 —bc+c?) (c2+a?)(c2—ca+a?)
(1/ 2 + </ 2 +4 2

<Z(a*+b*+c?) (#b + s+ c;)

oldugunu gosteriniz. (2010 Takim Se¢me)

Coziim 5. Cauchy-Schwarz'dan (a + b+ ¢) (% + % + %) > 9 oldugundan

g(GQ +b2 +C2) <

1 1 1 > S 6(a® +b%+c%)  3(a®+b*+?)
3

a,+b+b+c c+a 2(a+b+c) T atbte



oldugunu soyleyebiliriz. A.G.O dan;

> (a® + b2) (a2 — ab + b?) <Z\/wz§bg)+(a2—ab+b2) .
2 - 2 N

cyc cyc

oldugunu biliyoruz. Buradan;

2 _ 2 2 1L p2 1 2) —
S:Z\/?)a 2ab + 3b <\/3(6(a + b2+ ) —2(ab+ be + ca))
4 4

cyc

elde edilir. Buradan sonra ispatlamamiz gereken gey;

3(a? + b2+ c?) — (ab+ bc + ca)
6

a2+b2—|—022(a+b—|—c)\/

oldugudur. Bunun igin;

20a+b+¢)*(9(a2 + b2 + c2) — 3(ab+ be + ca
gty VHaHb O O ) - ),

olmalidir. A.G.O dan,;

11(a® + b? + ¢?) + ab + be + ca
12

M < <a?+b2+c2

oldugundan esitsizlik saglanir ispat biter.

6. xyz = 1 kogulunu saglayan tiim x, y, z pozitif gercel sayilar: igin,

1 1 1
r+y20 4 211 +y+220+x11 +z+x20+y11 -

oldugunu gosteriniz. (2011 II. Agsama)
Coziim 6. Holder esitsizliginden
($10 +y+ 1)<$10 +1 +210>($+y20 +Z11) > (.’L‘7 +y7 +Z7)3

Buradan da

1 < ($10+y+1)($10+1+210)
(x+y20+21) ~ (2T +y" +27)3

bulunur. Asagidaki esitsizligi ispatlamamiz yeterlidir.

Z(x10+y+1)(x10+1+210) -
(27 +y"+27)3 -

cyc



Son esitsizligi diizenlersek

3+Zx20+32x10+Z$+Zx10y+leoyloS($7+y7+z7)3

cyc cyc cyc sym cyc

haline dontigiir. Simdi ise asagidaki lemmalar ispatlayalim:
Lemma 1: Her z > 0 gercel sayis1 icin

241> 4o

Ispat: 221 +1 > 2242 < (z—1)(22°—1) > 0 olur ve son esitsizlik saglanr.
Lemma 2: zyz = 1 sartini saglayan her z,y, z > 0 gergel sayilar igin
Z 5614y7 > 2Zx10y10
sym cyc
Ispat: Ifadeyi homojen hale getirirsek (14,7,0) = (3—31, %7 %) oldugundan
Muirhead egitsizliginden ispat biter.
Lemma 3: zyz = 1 sartin saglayan her z,y, z > 0 gergel sayilar: i¢in

Zx14y7 > Z 210

sym sym

ispat: Ifadeyi homojen hale getirelim. (14,7,0) > (%7 1—33, %) oldugundan
Muirhead egitsizliginden ispat biter.
Lemma 4: zyz = 1 Sartin saglayan her x,y, z > 0 gercel sayilar igin

Z 2yT > szw
sym cyc
ispat: Ifadeyi homojenlestirelim. (14,7,0) = (4—31, %7 1—31) oldugundan Muir-
head egitsizliginden ispat biter. Lemmalar: kullanarak;

3+Zx20+2x§6+2x211

cyc cyc cyc

meym <12 Z £C14y72

cyc sym

Z xlOy < Z $14y73

sym sym

33 a0 < gzx14y74

cyc sym

bulunur. (1), (2), (3) ve (4) esitsizliklerini taraf tarafa toplarsak

3+Z$20+3Z$10+Zx+z$10y+zxmym §6+Zm21+32x14y7

cyc cyc cyc sym cyc cyc sym



buluruz. Son olarak
6+ 2 +3) 2y’ = (2" +y"+27)°
cyc sym
oldugundan ¢oziim biter.
7.0+ 0%+ = a* +b* + ¢* esitligini saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel
sayilar1 icin,

a b c
>1
a2—|—b3+c3+a3+b2+c3+a3+b3+02 -

oldugunu kanitlayimiz. (2012 Ortaokul II. Asama)

C6ziim 7. Ilk terimi a ile ikinci terimi b ile figiincii terimi de ¢ ile genisletirsek,

a? b2 2

a3+ ab?® + ¢3 + a3b + b3 + bed +a3c—|—b3c+c3

Cauchy-Schwarz1 kullanirsak (Cauchy ’den tiireyen bir faydal esitsizlik, bagta
bahsettigimiz):

a? b? c? (a+b+c)?

>
a3—|—ab3+c3+a3b+b3+bc3+a3c+b3c+c3 T a3+ b3 43+ adh+abd +adc+ acd + b3c + bed

elde edilir. Diizenlersek:

(a+0b+c)? (@a+b+c)? a+b+c

Cat bt adhtabd +adctacd + e+ bd (BB +S)(atbtce)  ad+ b+

% > 1 bu egitsizligi kanitladigimizda soru bitmis olur.

a+b+c>a®+ b + 3 olarak diizenleyelim.
Her iki tarafi (a® 4+ b3 + ¢?) ile carpip Cauchy uygulayalim.

(a+b+c)(a®+b>+c%) > (a® + b + ) (a® +b° + )
sol tarafa Cauchy uygularsak;
(a2+b2+02)2 2 ([13+b3 +03)2
(@®> +0* 4+ %) > (a® +b* + &%)

sol tarafi a* + b* + ¢* ile sag tarafi da a® + b® + ¢ ile carpalim. (Soruda bize
a* +b* + ¢t = a® + b + 3 verilmis.)

@+ +A(a* + v+ ) > (@ + 0+ ) (a® + 02+ P

ki bu esitsizlik de Cauchy Schwarz esitsizliginden dogrudur.



Not 3. Schur Esitsizligi: a, b, ¢ pozitif gercel sayilar ve r bir pozitif tam-
say1 olmak iizere;

a"(a—b)la—c)+ b (b—c)b—a)d+c"(c—a)(c—b) >0
esitsizligi gecgerlidir.

8. abc = 1 olacak gekilde alinan a, b, ¢ pozitif gercel sayilar i¢in

(et (et o

oldugunu gosteriniz. (IMO 2000)

Co6ziim 8. abc = 1 oldugundan, a = g,b = ¥, ¢ = Z olacak sekilde z,y, 2
pozitif reel sayilar1 vardir.
1 _
plil_m oz _woyte

by Y Y

Benzer sekilde,
1 _
b1 - — rT+y—z
z

= (a1 ) b- 14 d) (- 1+ 4) = (2 (22 (225 <1

T Yy z —

= (—z4+y+2)e—y+2)(c+y—2) <ayz
Parantezler agildiginda ise;
ny + a:y2 + 2’z 4+ x2? + y22 + yz2 < 3+ y3 + 23+ 3xyz

elde edilir. Bu egitsizlik ise iyi bilinen Schur Esitsizligi nin » = 1 i¢in 6zel hali
oldugundan dogrudur.

9. a,b ve ¢ porzitif gergel sayilar olsun.
a®b® + 03¢5 + 2ab + 3a3b3¢ > abe(a®b® + b3 4 2a®) + a?b P (a® + VP + ¢P)
egitsizligini ispatlayimiz. (BMO 2015)

Co6ziim 9. Schurda 6zel olarak r = 1 alimip acilirsa 2% 4 32 + 23 + 3zyz >
22(y +2) + % (x + 2) + 2%(x + y) olur.

Simdi sorudaki ifadede x = ab? , y = bc? , z = ca?® doniisiimii yapalim. O
zaman Schur egitsizliginden;

a3 + 13¢5 + 3ab +3a303c® = 23 + P + 23+ 3wyz > 22 (y+2) +yP(r +2) +
22(z +y) = abe(a®b? + b33 + 3a®) + a?b?(a® + b + ¢) bulunur. Ispat biter.



Karigik Sorular (Esitsizlik Uzerine)

10. a® + b% + ¢® = 1 kosulunu saglayan tiim a,b, c negatif olmayan gercel
sayilari i¢in,

Va+b+Vb+c+ e+ a> babe+2
oldugunu kanitlayimiz. (2014 Takim Segme)

Co6ziim 10. 1 > a > b > ¢ > 0 oldugunu kabul edelim. (a + b)(a +¢) =
a?+ab+bc+ca > a®+b%+c? = 1 oldugundan va + b++/a + ¢ > 2 idir. ... (1)
Vb + ¢ > V2Vbe = V4be = S olsun. S > Sabe oldugunu gosterirsek ispat
biter. a,b, ¢ pozitif gercel sayilar olsun. a*b3c® < ;—4 oldugunu gostermeliyiz.
r=a%y =0z =colsun. z+y+z = 1idir. AG.O dan z%y32® =

: : c13.843.2\10 :
#4338 (5)" (§)" (3)" < ataty (MEEEEE) T — 438 oldugunu bilebiliriz

Buradan a*b3¢® < 41405’(? < 5;% olur. Eger biri 0 a egit olsa da egitsizligin

saglandigim biliyoruz. O halde v/b + ¢ > S > babc elde ederiz. ... (2)
...(1)ile...(2) yi toplarsak ispat biter. Esitlik a = 1,b = ¢ = 0 i¢in saglanir.

11. -2 < 2,9,z < 2 ve 22 + 3% + 22 4+ zyz = 4 kosullarimi saglayan tiim
x,y, z gergel sayilar: igin,

Aeztyzty)
zy+y?+22+1 "

olmasini saglayan en kiiglik K gergel sayisini belirleyiniz. (2013 Takim Segme)
Co6ziim 11. |z| ifadesi 2 ye egit olmasin. O halde ;

vy+yt+ 224+ 1—z(zz+yzty) =
2 2
x4 22 4 — g2 z(xz + 2 4— g2 —y? — 22 — gyz)z?
Tty — n A y)]" ( y yz)
2 4 4 —x2 4 — 22
1+v5

oldugundan K en az 1 dir. Esitlik x = T‘r’, y=z= 1_2\/5 iken saglanir.
|z| = 2 ise bu durumun incelenmesi kolaydir. Buradan geligki ¢ikmaz.
Sonug olarak K = 1 saglar.

>0

12. a? + b% + ¢® > 3 kosulunu saglayan tiim pozitif a, b, ¢ gercel sayilar icin,

(a+1)b+2) b+1D(c+2) (c+1(a+2)
b+1)0+5) (c+1)(c+5) (a+1)(a+5)

3
> 2
-2

oldugunu kanitlaymiz. (2011 Takim Se¢me)



Coziim 12. (b+ 1)(b+ 5) < 3(b+ 2)? oldugunu ifadeyi acarak kolayca
gorebiliriz. O halde bizim;
(a41)* (b+1)° (c+1)? 5
(a+1)(b+2) Gb+1)(c+2) (c+1)(a+2) ~

gostermemiz yeterli olacaktir. Faydalr Fsitsizlikten dolayz;

(a+1)? (b+1)2 (c+1)2 - (a+b+c+3)>2
(a+1)b+2) b+1)(c+2) (c+1)(a+2) " ab+bct+ca+3(a+b+c)+6

idir. Bundan sonra bizim;
(a+b+c+3)?=a*+b*+c*+2(ab+bc+ca)+6(a+b+c)+9

> 2(ab+bc+ca)+6(a+b+c)+ 12
gostermemiz yeterlidir. Bu da a2 4+ b2 + ¢ > 3 oldugundan dogrudur. Ispat
biter.

13. Bir ABC {iggeninde, A1, By ve Cq, i¢ teget gemberin sirasiyla, BC', AC
ve BC kenarlarina degdigi noktalar olmak iizere,

ABi| | [IBCy  [lea _ 3

sl T\ el T\ leal = va

oldugunu kanitlayimiz. (2009 Takim Se¢me)

Coziim 13. ACy = ABy = ¢,BCy = BA; = y,CA; = CB; = z olsun.
Soru z,y, z pozitif gergel sayilar: igin;

e
cyc

haline doner. Buradan da;

\/7 3 Vyt+a)zt+a) 2y tyrt )2 tyta)
cyc \/iC a

+y)(y+2)(z+x) VE+y)y+2)(z+2)

2 \/ 1+ ryz <3
@+y)ly+2)(z+2) ~ V2
diyerek soruyu bitirebiliriz. Ispat biter.
Not: (z+y)(y+2)(z+x) > 8zyz oldugunu A.G.O dan kolayca elde edebil-

iriz. Yapmamiz gereken x 4+ y > 2,/xy oldugunu benzer gekilde kullanip olugan
ifadeleri taraf tarafa ¢arpmaktir. Sonug direkt olarak bu elde edilir.



14. x,y, z pozitif gergeel sayilar zy + yz + zz = 3zyz kogulunu sagliyorsa
y+y?e+ 2P >2x+y+z)—3
esitsizligini ispatlayimiz. Esitlik durumunu bulunuz. (BMO 2014)

Coziim 14. zy + yz + zx = 3axyz = % + i + % = 3 olur. Cauchy Schwarz
uygulayalim.

1 1 1
S (y+z+x) (22y + 122+ 2%20) > (z +y + 2)°

(x4+y+2)?

:>x2y+y22+z2x2 3

Eger W > 2(x +y + z) — 3 ise ispat biter. Taraf tarafa ¢arpalim.

= (r+y+2)?>6(x+y+z)—9
= (z+y+2)?—6(z+y+2)+9>0

= (z4+y+2-3)?2>0

Son ulagtigimiz ifade zaten dogrudur. Ispat biter.

15. a, b, ¢ pozitif reel sayilart a + b 4 ¢ = 3 kosulunu saglasin.

2—a®> 2-0 2-¢
+ +
a b c

toplaminin en kii¢iik degerini bulunuz. (JBMO 2015)

A:

Coziim 15. En kiigiik degerin A = 3 oldugunu ispatlayacagiz.

2 2 2
A="+4+24>—(@®+v¥+7) >3
a b ¢

2 2 2
=+ 4+ —((a+b+)’ —2ab+betac)) >3

2 2 2
<:)7+5+7+2(ab+bc+ac)212
a c

1 1 1
-+ -+ -+ab+bct+ac>6
a b ¢

Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizliginden,

1
*—i-chQ\/@
a a
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dir. Bu egitsizligin simetrikleri de uygulanirsa,

1 1 1
*—&- —|— +ab—|—bc+ac>

/s e

oldugunu gosterirsek ispat biter.

oldugu goriiliir.

O halde

Esitsizligin her iki tarafinin karesini alirsak,

b b
=+ T2 2at b0 29

bc ac ab
f+?+f>a+b+c

Ulastigimiz son esitsizligi Yeniden Diizenleme Esitsizligi yardimiyla ispatlay-
acagiz.

Genelligi bozmadan a > b > ¢ oldugunu kabul edelim. Bu durumda ab >
ac > be ve % > % > % olur. O halde Yeniden Diizenleme Esitsizligi geregi

1 1 1
ab-—+ac-—-+bc-—>
c b a

1 1 1
ab-—4+ac-—+bc-—=a+b+c
b a c

elde edilir.

Esitlik durumu, uyguladigimiz A.G.O ve Y.D esitsizliklerindeki esitlik du-
rumlarinin saglandiginda gecerlidir. Bu da ancak a = b = ¢ = 1 iken miimkiindjiir.

16. Tiim =z, y, z pozitif gercel sayilar: i¢in,

w2z —y)  y2y—=z)  2(2z-—x)
y(2z+x)  2(2r+4y) 22y +2)

>1

oldugunu kanitlaymiz. (2012 II. Asama)

11



Co6ziim 16. (Lokman Gokge)

2z —y)  yQRy—=2)  2(22—1x)
y2z+x) 22 +y) w(2y+2)

esitsizliginde % =a, ¥ = b,2 = c doniisiimii yaparsak abc = 1 olup esitsizlik

2a—1+2b—1+20—1>1
2c+1  2a+1 2b+1 7~

sekline dontigir.

2a—1+2b—1 +2c—1 S
2c+1  2a+1 2b+17
Esitsizliginde payda esitleyip diizenlersek;

= 8a®b+ 8b%c + 8c%a + 4a* + 4b* + 4% >
8abc + 4ab + 4bc + 4ca + 4da +4b+ 4c+ 4
Burada abc = 1 yazar ve a? + b + ¢? > ab + bc + ca esitsizligini kullanirsak;
— 2a%b+20%c+2%a>a+b+c+3
Aritmetik-Geometrik Ortalama Esitsizliginden a?b+ b%c 4 c?a > 3 oldugundan;
= a’b+bc+cta>a+b+c
x Yy

elde edilir. Bu egitsizlikte tekrar £ = a, £ = b,2 = ¢ yazip diizenlersek
Y T

)z
x3+y3+23 2x22+z2y—|—y2x
elde ederiz. Bu esitsizlik ise (x,y, z) ve (22,32, 22) {icliileri i¢in yeniden diizenleme
esitsizliginin uygulanmasi olup, esitsizlik dogrudur.

Esitlik durumu yalnizca ¢ = y = z durumunda saglanir.

17. a + b+ ¢ = 3 gartin1 saglayan tim a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: icin;

a n b n c >§
a+bc b+ca c+ab ™ 2

oldugunu gosteriniz.

18. a + b+ ¢ = 3 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel sayilar: igin;

2—a 2—\fb+2—\ﬁ>§
Ve+3a  Va+3b Vb+3c 2

oldugunu gosteriniz.
Not. Son iki sorunun ¢6ziimii okuyucuya birakilmigtir. Cozen biri olursa fo-

rumda paylagabilir. Bir sonraki ¢aligma kagidina bu soru ve o kiginin ¢6ziimiiyle
baglayabiliriz. Kolay gelsin...
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