Geomania Cikmig Sorular Deneme Sinavi

Coziimler

1. Tim z,y gergel sayilar: igin,
P +a® + D) 20 =y + (fle +1)°
kogulunu saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.
Coziim 1. Ilk esitlik
ffy) +22+ 1)+ 2z =y + (flx+1)° ..(1)

olsun. f fonksiyonun birebir ve 6rten oldugu barizdir. f(0) = a, f(1) = b olsun.
Esitlikte x — 0 koyarsak Vy € R icin

y=ffly) +1)=b* ..(2)

idir. ...(2) yi ...(1) de yerine koyalim.
FF@) +1+2) +20+ 0> = f(fy) + 1) + fP(@+1) ..(3)
olur. f in birebirligi biliyoruz o halde;
f@t+y) +22+b0" = fly)+ fPa+1) ..(4)
elde edilir. Burada yerine y — 0 koyarsak;
fPlr+1)=f@)+22+b*—a ..(5)

elde edilir. Bunu ...(4) te yerine koyarsak;

f@®+y) = f@®) + fly) —a
elde edilir. Buradan da Vz, y € R, x > 0 igin;

fle+y)=fl@)+fly)—a ..(6)

elde edilir. Bu esgitligin = < 0 i¢in de sagladigini kolayca gorebiliriz. O yiizden;

flet+y) =f@)+fly)—a ..(7)



elde edilir. ...(7) de x = y = 1 koyarsak f(2) = 2b — a buluruz. ...(5) te x =1
koyarsak f2?(2) = b? + b+ 2 — a elde ederiz. O yiizden;

(2b—a)?=b*+b+2—a ..(8)
elde edilir. ...(5) te x = —1 koyarsak;
a?+a=b+b-2 ..(9)

elde edilir. ...(8) ve ...(9) u da ¢bzeriz ve buradan a = 0,b = 1 gelir. ...(5) ve
...(7) yeniden diizenlenirse;

fAlz+1)=f@®)+22x+1 ..(10)

fle+y) =f@)+ fly) -.(11)
elde edilir. ...(10) u f(1) =1 oldugunu kullanarak ...(5) te yerine koyarsak;

f@?) = f2(2) +2- f(z) -2z ..(12)

elde edilir. Burada xz — —x koyarsak esitlik bozulmaz ve f in ¢ift fonksiyon
oldugunu bilebiliriz. O yiizden ayrica;

f@?®) = f2(x) +22 -2 f(z) ..(13)

oldugunu da biliyoruz. ...(12) ve ...(13) ten tiim x gercel sayilar i¢in f(r) = =
elde edilir. Ispat biter.

2. m% = n"*t14+n—1 esitligini saglayan tiim (m, n) pozitif tam say1 ikililerini
bulunuz.

Coziim 2. Eger n bir tek sayi ise (n%) <n"tl4n-1< (n% + 1)

oldugundan eger n > 2 ise buradan ¢6ziim gelmeyecegini sdyleyebiliriz. n = 1
i¢in saglar.
n+1 3 n+1 3

Eger n = —1  (mod 3) ise (nT) <nmlyn—-1< (nT +1)
oldugundan buradan da n > 2 i¢in ¢oziim gelmeyecegini s6yleyebiliriz. n =1 i
saymigtik.

Eger n =0 (mod 3) ise m% = —1  (mod 3) olur ve buradan da ¢oziim
gelmez.

O halde n =4  (mod 6) diyelim. n + 1|n" " +n + 2 = y5 + 3 oldugunu
soyleyebiliriz. Buradann+1 =15 (mod 6) olur. Buradan n+1 i bolecek sekilde
bir p = 2 (mod 3) olacak sekilde bir p asalinin varhigmi bilebiliriz. y® = —3
(mod n + 1) idir. O halde ¥® = —3 (mod p) olur. Ancak bir tamkare p = 2
(mod 3) olmak iizere (mod p) de —3 kalanim veremez. p > 2 idir.

Ispat: Diyelim ki bir z i¢in 22 = —3 (mod p) olsun. Simdi de 2y + 1 =«
(mod p) olacak sekilde bir y secelim. Buradan y?>+y+1=0 (mod p) = y3 =



(mod p) olur. O haldey nin  (mod p) deki mertebesi d olmak tizere (d,3) = 1,3
olabilir. =11ise y =1 (mod p) olur. p = 3 olmasi gerekir. Celigki! (d,3) =3
olsa 3 | d | p— 1 olmas1 gerekir. Celigki! Kabul yanhstir ve boyle z ler yoktur.

O halde bu durumdan da ¢oziim gelmez ve ispat biter. Yalnizca n = 1 saglar.

3. K, diizlemdeki digbiikey bir 2016-genin kenar ve kogegenlerinin kiimesi
olsun. A, K nin bir altkiimesi olmak {izere; A ya ait her dogru pargas: ¢ifti
kesisiyorsa, A ya kesisimli kiime diyelim. Iki kesisimli kiimenin birlesiminin en
¢ok kag elemana sahip olabilecegini belirleyiniz.

Coziim 3. Cevabimiz 4031. Eger n > 5 ise n-gen icin cevabin 2n — 1
oldugunu gosterecegiz.

A bir kesigimli kiime olsun 6yle ki |A| > n. A’daki kige sayis1 dogru pargasi
sayisindan biiyiik olmayacagindan A bir dongii igerir. Bunu anlamak igin tersini
diigtinelim. Bir dongii icermese bir aga¢ olmasi gerekirdi, fakat n koseli bir
agacta en fazla n—1 kenar olabilir. Bu yiizden bir déngii kesin vardir. PQ ve QR
bu dongiide iki dogru parcasi olsun. Doéngiideki her dogru pargasi, X P ve RY
hari¢, PQ ve QR’nin ikisini birden kendi i¢ noktalarinda keser. Bundan dolay1
her dogru parcast PQ ve QR ye gore karsidan karsiya gecmektedir. Burada
dongiiniin tek sayida dogru parcasi icerdigini ve dongiideki koselerden higbirinin
/PQR acisinin i¢ bolgesinde olmadigini ¢ikaririz.

Simdi bu dongiideki koselimizi adlandiralim. Dongiimiizde k bir pozitif
tamsayl olmak tizere 2k + 1 tane kose oldugunu kabul edelim. Bu koseler
Py, P, ..., Py olsun. Bu kogeleri saat yoniinde siralandirmig olmak igin
dongiideki dogru parcalarimin P; Py, P;Pitr+1 oldugunu 1 < ¢ < 2k + 1
icin (Indisler modn’e géredir) kabul edecegiz. (Her dogru parcasmin PQ ve
QR ye gore karsihikli olmasmin dogal sonucu) Bu dogru parcalarimi A* ile
gosterelim. Burada 2k + 1 tane dogru parcasi olduguna dikkat edelim. A
bir kesigimli kiime oldugundan A’daki diger dogru parcalari ancak X P; for-
munda olabilir; X, /P41 P; Py acisimn i¢ bolgesinde bir koge. |A| > n
oldugundan tiim boyle dogru parcalari (A2 ile gosterelim) A’ya ait olmak zorun-
dadir. Ciinkii bu koése dongiiden sadece bir koseye bagh olabilir ya da bagka bir
deyigle dongiimiizii kurarken elimizdeki tiim dogru parcgalarimi toplarsak da n
sayisina ancak ulagabiliriz. Bu nedenle eger A bir kesigimli kiime ve |A| > n ise
ve |A| =n'dir ve A = A(Pl’P27-~,P2Ic+1) = A* U AA.

Simdi gosterecegiz ki eger A ve B kesigimli kiimeler ve |A| = n=|B| ise A
ve B ayrik olamaz. Ayrik olduklarini varsayalim. Her kdsenin bagh oldugu en az
bir koge oldugundan g6yle bir varsayimda bulunabiliriz. Q1Q2, @2Q3, ..., Qm_1Qm, @mQ1
bir déngii olsun Oyle ki Q;Q;4+1 dogru parcalar: i tekse A’ya, ¢ ¢iftse B’ye ait
olsun. (Qm41 = Q1) Oyle bir dongii vardir ki cokgenin her kigesi A ve B’den
en az birer dogru pargasinin bitig noktasidir. A ve B kesigimli oldugundan tiim
Q;Qi41" ler ¢ tekse Q1Q2’yi, @ ciftse Q2(Q3’1 keser. Bu nedenle ¢ ¢ift ise tiim
Q;’ler ya Q1Q2’'nin iizerindedir ya da Q1Q2’ye gore Q3 ile farkh taraftadir. Ve
1 tek ise tim @Q;’ler ya QQ2Q3’in lizerindedir ya da Q2Q3’ ye gore @) ile farkh
taraftadir. m tektir ve @1 A* 'in bir kogesidir. O zaman @3 ya Q,,Q1’in
iizerindedir ya da Q,,Q1’ e gore Qo ile farkh taraftadir. Ve Q.,,—1 ya Q1Q2’



nin tizerindedir ya da Q1Q2’e gore Q,, ile farkl taraftadir. X@Q1, B’ye ait bir
dogru pargasi olsun. X @1, Q2Q3 ve Q1@ in ikisini de kesmek zorundadir
ve B’ye aittir. O halde X cokgende Q2 ve @Q),, arasindadir. Fakat bu durumda
X @, ayn1 zamanda A® ’ya ve bu nedenle A’ya aittir. Celigki!

Son olarak eger P, Q, R, S, T ¢okgende bes ardigik kése ise, A(p o, r)UA (R, s,1)
2n — 1 dogru parcasi igerir.

4. Digbiikey bir ABC'D dértgeninde kosegenlerin kesigim noktasi E' olmak
lizere, m(EDC’) (DEC) (BAD) k0§ulu saglaniyor. [BC] kenar iistiindeki
bir F' noktasi i¢in, m(BAF)+m(EBF) (BFE) ise, A, B, F, D noktalarimin
¢emberdes oldugunu gosteriniz.

Coziim 4. (ABD) ¢emberi BC' yi G de kessin. /BAD = /DGC = LCED
oldugu i¢in F, G, C, D ¢emberseldir. Bu durumda

BE-BD=BG-BC...1
olacaktir. /BAD = /AFEB oldugu i¢in
BE-BD = AB*...2
dir. (1) ile (2) yi birlegtirirsek
BG-BC = AB*...3

elde edilir. Bu da
/BAF = /BCA...4

ile egdegerdir. /BAD = /BDC oldugu i¢in CD dogrusu (ABD) gemberine
tegettir. Dolayisiyla,
/CBD =/GDC...5

Bu durumda EGCD kirigler dortgeninde /GEC = /GDC = /CBD olacaktir.
Bunu (4) ile birlegtirirsek

({EFGB=/GEC+ /BCA=/EBF+ /(BAF =/FEFB...6

elde ederiz. Buda F' = G anlamina gelir. Yani A, B, F, D noktalar1 gemberseldir.

5. ab+ bc + ca < 1 kogulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel sayilar: igin,

1 1 1
b > 8ab
atbtctVa 8ac<a2+1+b2+1+c2+1>

oldugunu gosteriniz.

Coziim 5. (a+b)(a+c) = a® + ab+ bc + ca < a? + 1 dir.

L B 2(a+b+c)
a?+1 ¥+1 417 (a+b)(b+c)(c+a)

4



olur.

Lemma. 9(a +b)(b+ ¢)(c+ a) > 8(a+ b+ ¢)(ab+ be + ca)

Ispat. (a+b)(b+c)(c+a)+abe = (a+b+c)(ab+be+ca) oldugunu biliyoruz.
Yerine koyarsak 9(a + b+ ¢)(ab + bc + ca) — 9abe > 8(a + b + ¢)(ab + bc + ca)

ve (a+ b+ c)(ab+ be + ca) > 9abe gostermemiz yeterli olur. Bu da A.G.O dan
barizdir.

O halde biz

Sabe 1 n 1 n 1 < 16abc(a + b+ c) < 18abc
a?+1 vV’+1 2+1) 7 (a+b)b+c)(c+a) ~ ab+bc+ca

oldugunu gosterdik. Bundan sonra;

18abc
ab + be + ca
gostermemiz yeterli olacaktir. Diizenlersek;

(a + b+ c)(ab + be + ca) + V/3(ab + be + ca) > 18abe gostermeliyiz. A.G.O
dan (a + b+ ¢)(ab + be + ca) > 9abe dir. O halde v/3(ab + be + ca) > 9abe
gostermemiz yeterlidir.

A.G.O dan ab + bc + ca > 3V a2b2c2 idir. Verilen bilgiden 13 > W >
Va2b2¢2 olur ve ﬁ > abc olur. Buradan da v/3(ab+bc+ca) > 9abe elde ederiz.

1

ispat biter. Egitlik a =b=c= 7 i¢in saglanir.

a+b+c+V3>

6. A {ilkesindeki 2011 kent ile B iilkesindeki 2011 kent arasinda karsilikh
ugak seferleri yapiliyor. Iki kent arasindaki seferleri yalmzca bir hava yolu
sirketi isletebiliyor ve bir kentten cikan seferleri en ¢ok 19 farkli hava yolu
sirketi isletebiliyor. Ucuslar hava yolu sirketleri arasinda bu kosullar: saglayacak
bicimde nasil paylagilmig olursa olsun, yalnizca bir tek hava yolu girketinin
uguglarim kullanarak herhangi ikisi arasinda gidebilecegimiz k£ kent bulunuy-
orsa, k nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.

Cozim 6. Once 212 i¢cin 6rnek verelim. A daki ve B deki kentleri, her iki
iilkede de 16 tane 106 kent ve 3 tane 105 kent olmak iizere 19’ar gruba ayiralim.
Bu gruplar arasindaki uguslar farkli havayolu sirketleri kontrol etsin (Uguslar
bir iilkeden digerine oldugu icin toplam 192 havayolu sirketi olmasi gerekir). Bu
durumda ayn havayolu girketi kullanilarak en ¢ok 212 kente ulasilabilir.

Simdi uygun havayolu ile her zaman 212 kente ulagmanin miimkiin oldugunu
gosterelim. ¢ € {1,2,...s} olmak iizere, havayolu sirketi degistirmeden ulagilabilen
kentlerin kiimesi K;, kentlerin sayis1 ise k; olsun (bir havayolu girketi igin bir-
den fazla kiime bulunabilir). Soruda verilen sarttan dolay: her kent en fazla 19
kiimenin i¢inde olabilir. Yani, toplamda 4022 kent oldugundan, 2?21 k; < 4022-
19 dur. Ote yandan, i havayolu sirketi, K; 'de bulunan kentler arasmda en fazla

K > 90112,

%’? ugus diizenleyebilir. Toplam ugus sayis1 2011% oldugundan ;" | =



yani Y o, k? > 4-20112 olur. Simdi, k; "lerden en az biri 212’den biiyiikse ispat
biter. Hepsinin en ¢ok 211 oldugu duruma bakalim. Yani, Z?Zl k; <4022-19
ve k; < 211 iken, >, k? nin alabilecegi en biiyiik degere bakahm. a > b > 0
iken, (a + 1)* 4+ (b — 1) > a* + b? oldugundan, ) ;" k7 en biiyiik degerini
k; lerin hemen hemen hepsi 211 iken alir. 363 - 211 > 4002 - 38 oldugundan
363-2112 > Z?:l kf > 4-20112 olur. Fakat 363 -211%2 < 4-20112 oldugundan,

bu durum miimkiin degildir.
7. p2 —4p+ 9 un tam kare olmasimi saglayan tiim p asal sayilarmi bulunuz.

Coziim 7. p = 2, 7, 11 degerleri icin p* —4p +9 = 32, 182, 362 olarak
bulunur.

2?2 = p? — 4p + 9 denklemini p asali ve z € Ny igin ¢ozecegiz.

p = 2 ise x = 3 saghyor, yani p = 2 ¢éziimdiir. p # 2 durumuna bakmak
yeterlidir.

22 =9 (mod p) oldugundan; bir k tam say1s1 i¢in x = kp—3 veya z = kp+3
olmalidir.

x = kp — 3 ise; (k:p—3)2 =p3—4dp+9 = k’p — 6k = p> — 4 = p|6k — 4
olmalidir. p # 2 oldugundan, p|3k — 2 olmalidir. Yani p < 3k 4 2 olmalidir.

z="kp+3ise; (kp+3)> =p3—4dp+9 = k% +6k =p*>—4 = pl6k + 4
olmalidir. p # 2 ise p|3k + 2 olmahdir. Yani p < 3k + 2 olmahdur.

Iki durumda da p < 3k+2 olmahdir. Oyleyse p — 23 < k = p? — 2p — 93 <
kp—3<ux.

Simdi z tizerinden iki durum inceleyelim:

i)x§p24:>”27$§§:>p§8+%6:>p§11;

i) z > % = 22 = p? — 4p + 9 oldugundan % <pP—4dp+9=p<
16 — 84229 — ) <13,

Demek ki p < 13 olmalidir, bu gart1 saglayan asallarda incelenirse yalnizca
7 ve 11 in sagladigy goriiliir. Yani, tiim ¢ozliimler p = 2, 7, 11 olarak bulunur.

8. [AB] ¢apl bir wy gemberi ile A merkezli bir we ¢emberi C' ve D nokta-
larinda kesigiyor. wy ¢emberinin tistlinde, wy gemberinin diginda ve AB dogrusuna
gore C' ile ayn tarafta yer alan bir F noktasi icin, BE dogrusu wy gemberini
ikinci kez F' noktasinda kesiyor. w; gemberinin iistiinde ve bu ¢cemberin C' den
gegen capina gore A ile ayn tarafta olan bir K noktas: 2|CK|-|AC| = |CE|-|AB|
kogulunu sagliyor. K F dogrusu w; ¢emberini ikinci kez L noktasinda kesiyor.
D noktasinin BE dogrusuna gore simetriginin, L, F' ve C noktalarindan gegen
¢emberin tistlinde oldugunu kanitlayiniz.

Coziim 8. AB ¢aph ¢emberin merkezi O, D nin BE ye gore simetrigi D’,
CD nin orta noktast M, DD’ iin orta noktast N olsun. AC = AE = r ve
KO = KC = R olsun. Sorudaki esitlikten CK/EC = R/r elde edilecektir.
Bu da AFAC ~ AKOC demektir. /FAC = (KOC = 2« ise, /KDC =
/EDC = « dolayisiyla da E, K, D noktalar1 dogrusal olacaktir.



[EKC = 20 dersek, /JECK = 90° — 0 ve /KCD = 20 — «, dolayisiyla
da ZECD = 90° + 0 — a = LEFD olacaktir. /FND = 90° oldugu igin,
/FDN =0—ave DN = ND’ oldugu i¢ginde /ZFD'N =6 —« dir. /ZEKC = 20
demistik. Bu durumda /CBD =20 ve /M BD = 6 dir.

9. z; € 1,2,...,23,(1 < i < 2016), bigimindeki tim (z1,za,...,T2016)
2016-hlarindan olusan kiimeyi P ile gosterelim. Bir S C P altkiimesi, her
(1‘1, To,. .. ,l‘2016) es i(;il’l,

Y < l‘i(l <1< 2016) = (yl,yg,. . 7y2016) es
kosulunu sagliyorsa, S ye alcalan kime
r; <yi(1 <i<2016) = (y1,92,-- -, Y2016) € S

kogulunu saghyorsa da, S ye yiikselen kime diyelim. A ve B bosg olmayan
sirasiyla bir alcalan ve bir yiikselen kiime olmak tizere, |[A N B|/ (|A] - |B]) nin
alabilecegi en biiylik degeri belirleyiniz.

Coziim 9. Cevap, 232%

Daha genel halini K = 23, n = 2016 degiskenlerini kullanarak ispatlayalim.

A = P veya B = P oldugunda |A N B|/ (|A] - |B]) = 1|P| = 1K™ oluyor.

Herhangi A alcalan, B yiikselen kiimeleri i¢in |A N B[/ (JA]-|B]) < 1K™
oldugunu tiimevarimla gosterelim.

n=1icn, A={z1:21 € N1 <z <a; <K}ve B={z:271 € N,1<
by < a1 < K} olsun.

iddia: |A| - |B| > K - |AN B

ispat:
[Al-1B| = K-[A1N B
CL1(K*b1+1) Z K(al—b1+1)
K'(Ll—alb1+a1 Z K-al—K~b1+K
K-by-K—-aiby+ar > 0
(K—al)(bl — 1) > 0.

n — 1 icin esitsizlik dogru olsun. Yani n — 1-lilerden olusan herhangi A’
algalan ve B’ yiikselen kiimeleri icin A’ N B’|/ (|4’| - |B’|) < 1K1 olsun.

(x1,22,...,2,) coklularindan olugan A algalan kiimesini xz, sayisina gore
gruplandiralim. A; ile z,, = i olan grubun son elemanin atilmasiyla olusan n—1-

.. K
liler kiimesini gosterelim. Oncelikle |A] = > |A;| ve her A; nin algalan oldugunu
i=1

fark edelim. A;1; in bir elemani (x1,29,...,2,—1) olsun. (z1,xo,...,Tp_1,1+

1) € Aise algalanlik tamimindan (z1, z9, ..., z,—1,1) € A, dolayisiyla (21, z2,...,2,-1) €

A; olacak. Bu durumda A; D Ay D --- D Ak olur.
Benzer gekilde, (z1, 22, ..., z,) ¢oklularindan olugan B yiikselen kiimesini z,,
sayisina gore gruplandiralim. B; ile z,, = ¢ olan grubun son elemanin atilmasiyla



K
olugan n — 1-liler kiimesini gosterelim. Her B; yiikselen ve |B| = Y |B;| ola-
i=1

caktir. Algalan 6rnegine benzer sekilde By C By C --- C Byg.
n — 1-liler i¢in dogru kabul ettigimiz esitlikten

K K
|ANB|=> |A;NB;| <1K" 'Y " |A;] - |Bi[1
i=1 i=1

elde edilir.
|A1| > [As| > - > |Ak| ve |Bi| < |Bs| < -+ < | Bk| oldugu icin Chebyshev
Esitsizliginden

K 1 K K 1
;I | 1Bil < &= <Z;| ) (Z; ) 7 1Al 1Bl

elde ederiz. (1) ile (2) yi birlegtirirsek

1
ANBI < - |4l |B]

sonucuna ulagiriz.



