Ulusal Matematik Olimpiyat1 2. Asama
ve
Takim Se¢cme Sinavi Sorulari

igindekiler

30.

30.

31.

32.

33.

33.

34.

34.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Hazirhik Ekibi Segme Sinavi - 1988
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1989
Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢cme Sinavi - 1990
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1991
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Hazirlik Ekibi Segme Sinavi - 1991
Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢me Sinavi - 1992
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Hazirhik Ekibi Segme Sinavi - 1992

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1993

1. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 1993

35.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati Takim Se¢cme Sinavi - 1994

2. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 1994

36.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢cme Sinavi - 1995

3. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 1995

37.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1996

4. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 1996

38.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢cme Sinavi - 1997

5. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asgama Simavi - 1997

39.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢cme Sinavi - 1998

6. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 1998

40.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 1999

7. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 1999

41.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢cme Sinavi - 2000

8. Ulusal Matematik Olimpiyat1 ikinci Asama Sinavi - 2000

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23



42. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi - 2001

9. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Simavi - 2001

43.

10.

44.

11.

45.

12.

46.

13.

47.

14.

48.

15.

49.

16.

50.

17.

51.

18.

52.

19.

53.

20.

54.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati1 ikinci Asama Sinavi - 2002
Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢gme Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2003
Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢gme Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2004
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2005
Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢gme Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2006
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat: Takim Se¢me Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati1 ikinci Asama Simavi - 2007
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2008
Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Segme Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2009
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2010
Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyat1 ikinci Agsama Simavi - 2011
Uluslararas1 Matematik Olimpiyati1 Takim Se¢gme Sinavi -
Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2012

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi -

2002

2003

2004

2005

2006

2007

2008

2009

2010

2011

2012

2013

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

46

47

48

49



30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Secme Sinavi -
1988!

1. Ardigik ii¢ pozitif tamsayinin ¢arpiminin higbir zaman bir tamsayinin birden biiyiik bir kuvvetine esit ola-
mayacagini gosteriniz.

2.  ABCD Kkirigler dortgeni ve
AE| = |AD| D
|BC| = |BE)| dir.
Buna gore, C
EF || AB
oldugunu gosteriniz.

A B

59 45
3.0 <¢qg<200ve — < P < — kogullarim1 saglayan bir (p,q) tamsay1 ¢ifti bulunuz ve bdyle tek bir (p, q)

80 ¢ 61
tamsay1 ¢ifti oldugunu gosteriniz.

4. 7 arkadasi olan bir kimse, bir hafta boyunca her aksam 3 arkadagini yemege cagirir. Farkl iki aksam yemege
gagrilan gruplar birbirlerinden farkh olup; 7 arkadastan her biri en az bir aksam yemege cagrilmaktadir. Bu
kogullar1 saglayan kag degisik ¢agr1 programi yapilabilecegini bulunuz.

5. O merkezli ¢emberin yaricapt R’dir.
A merkezli |AB| yaricapli ¢ember ile
B merkezli |BA| yarigapli ¢gemberin D ‘
kesim noktasi alimiyor. C'D dogrusu,
O merkezli c¢emberi E noktasinda ') C
kestigine gore |ED| uzunlugunu R cin- " /
sinden hesaplayiniz. E

R P Y R W S AN A
14 13 12 1987 1988 1989
denkleminin tiim reel ¢oztimlerini bulunuz.

7. 1ki kisinin bir keki paylasmasinimn her iki tarafi da hognut eden ve adil bir yéntemi sudur: Biri keki iki parcaya
ayirir, digeri parcalardan birini kendine secer. Diger bir deyigle keki [0, 1] aralig: gibi diiglintirsek, birinci kisi
x1 € [0, 1] seger; ikinci kisi ise 21 ve 1 — 1 sayilarindan birini seger. (Burada her iki tarafin da “keksever”
oldugu varsayildigindan, ikinci kiginin 27 ve 1 — x7 sayilarindan daha biiyiik olanini segecegi ve dolayisiyla
birincinin de z; = 3 segimini yapacag kolaylikla goriiliir.) ["J(; keksever kisi icin benzer bir paylagma yontemi

bulabilir misiniz?

118 Aralik 1988, Siire: 3 saat



30. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Secme Sinavi - 1989'
1. Z* pozitif tamsayilar kiimesini gostersin. Her m, k € ZT icin,

i. flm,m)=m
iii. f(m,m+k)= f(m,k)

kosullarimi saglayan tiim f : Z1 x ZT — Z* fonksiyonlarmi bulunuz.

2. Sifirdan farkh bir rakamla baglayan bir rakam blokunun art arda iki kez tekrarindan olusan pozitif tamsayilara
“cift tekrarh say1” diyecegiz (Ornegin 360360 “cift tekrarl” bir say1 olup, 36036 degildir). Bir tamsayimin

karesine esit olan sonsuz sayida “cift tekrarli” say1 bulundugunu kanitlayimiz.

3. C1, Cy verilen iki cember, A; noktas1 C; tizerinde ve As noktasi da Cy iizerinde bulunan sabit noktalardir.
C1’in A1 Py kirigi, Co'nin As Py kirigine paralel olduguna gore P;Py’nin orta noktasinin geometrik yerini

bulunuz.

4. n x n bir satranc tahtasiin her karesinde bir tag duruyor. n? tas toplanarak yine her kareye bir tas diigsecek
sekilde tekrar dagitiliyor, 6yle ki baglangicta komsu olan taglar yine komsu kahiyorlar. En az bir kogedeki
tag yerini koruyorsa olabilecek tiim dagitimlart bulunuz (Not: Aralarinda ortak kenar bulunan karelerdeki

taglara “komsgu” diyoruz.).

5. Elimizde her biri pozitif bir tamsay1 agirhgimdan n (n > 2) tane agirhik vardir. Bunlardan her birinin agirlhig:
n’den kiiciik oldugu gibi, toplam agirliklar: da 2n’den kiiciiktiir. Bu agirliklarin, toplam agirligi n’ye esit bir

altkiimesinin bulundugunu kanitlayiniz.

6. ABC (AB = AC) ikizkenar {iggeninin ¢evrel cemberine digtan teget olan cember AB ve AC dogrularina P ve
Q@ noktalarinda tegettir. PQ) dogru pargasimin I orta noktasinin, tiggenin BC"ye digtan teget olan ¢gemberinin

(dis teget cember) merkezi oldugunu ispat ediniz.

12 Nisan 1989, Siire: 3 + 3 = 6 saat



31. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 1990!

1. Bir d dogrusuna sira ile A, B, C noktalarinda teget olan (a > ¢ > b) a, b, ¢ yarigaph ky, ko2, k3 cemberleri
veriliyor. k1 ¢emberi ko ye ve ko cemberi de k3 cemberine tegettir. k3 cemberine E noktasinda degen ve d ye
paralel olan teget, k1 cemberini D noktasinda kesiyor. EB dogrusu, d dogrusuna A da dik olan dogruyu F'
noktasinda kestigine gore, AD = AF oldugunu ispat ediniz.

2. x; reel sayilar: igin
T1 4+ o+ 23 =0ise x122 + 2223 + 2321 <0

esitsizligi her zaman dogrudur; (Kamtlayimiz.)
Hangi n > 4 tam sayilar1 igin

1+ a2+ -+ 2, =0ise 2172 + Tox3 + -+ Tp_1Ty + Tpw1 >0
esitsizligi her zaman dogru olur? Yanitimizi kanitlayiniz.

3. n, 11’den biiyiik ve egit olan bir tek, tam say1 olsun; k € N, k£ > 6, n = 2k — 1.
T ={(x1,22,...,2Tn) ‘ x; €{0,1},i=1,2,...,n} ve x = (x1,Z2,...,2n),y = (Y1,Y2,-..,Yn) € T i¢in

d(z,y) = |{z e{1,2,...,n} | i # yz}|
diyelim. 7" nin asagidaki sartlari saglayan bir S alt kiimesi varsa n = 23 oldugunu gosteriniz.
(i) 15| =2
(ii) Her z € T i¢in d(z,y) < 3 olacak sekilde tam bir tane y € S vardir.
4. ABCD konveks dortgen ve

E,F € [AB], AE=EF=FB

G,H € [BC], BG=GH =HC
D], CK =KL=LD
]

M,N € [DA], DM =MN =NA

dir.
[NGIN[LE] ={P}, [NGIN[KF]={Q}
IMH] [KF] = {R}, [MH]n[LE] = {5}

noktalar1 goz ontine aliniyor. Buna gore,
a) Alan(ABCD) =9 - Alan(PQRS)

b) NR=PQ =QG

oldugunu ispat ediniz.

5. m pozitif tam sayisi i¢in (m!) sayisindaki 2 carpanlarmin sayisini by, ile gésterelim. (Yani 287 |m! ve 2bm+1 ¢
m!). m — by, = 1990 kogulunu saglayan en kiiglik m sayisim bulunuz.

6. k > 2 ve ny,...,ng € ZT olsun. Eger no|(2" — 1), ng|(2"2 — 1), ..., ng|(2™1 — 1), ny|(2™ — 1) ise,
ny = --- = ng = 1 oldugunu gosteriniz.

16 May1s 1990, Siire: 3 + 3 = 6 saat



32. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Secme Sinavi - 1991!
1. Bir ABC ii¢geninin AB, AC ve BC kenarlar tizerinde siras1 ile C’, B’ ve A’ noktalar: isaretleniyor.

AB' BC' CA
BC CA AB

k

oldugu bilindigine gore, AA’, BB’ ve CC’ dogrulariin smirladig: tiggenin alaninin, ABC' ii¢geni alanina

oraninin
(k1)

k2 +k+1
oldugunu gosteriniz.

2. a2+ b +c? 4+ d? = a?b?c?d? denklemini saglayacak sekilde a, b, ¢, d pozitif tam sayilarimin bulunamayacagini
gosterin.

3. a; katsayilan {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinden olmak iizere |z| < 1 i¢in tammmh f(z) = > i~ a;a" fonk-
" . 1 . . . . 3 . . .
siyonu igin f (E) bir rasyonel sayidir. Tamsay1 katsayih uygun p(x) ve ¢(z) polinomlar ile fonksiyonun
(Jx] < 1 igin)

p(x)
fla) = 22
(@) q(x)

seklinde yazilabilecegini kanitlayiniz.

4. Bir havuzun ortasinda yanyana siralanmis /N-tane tagin iizerinde bir kurbaga si¢criyor. Kurbaga bulundugu
tagtan p olasilikla soldaki, 1 — p olasilikla ise sagdaki taga sigriyor. En soldaki tagtan sola, ya da en sagdaki
tagtan saga sigrayan kurbaga suya disiiyor. Sol bagtan k-inci tagta bulunan kurbaganin ilk olarak sag ugtan
suya diigsme olasihigini py, ile gosterirsek; p < % i¢in p; > % oldugunu kanitlayiniz.

5. p yolcu, n vagondan olusan bir trene i¢inde yolculuk edecekleri vagonu rastgele secerek binerler. Her vagonda
en az bir yolcu bulunmas olasiligini hesap ediniz.

6. Koseleri O, A, B, C olabir bir dértytizliiniin (iggen piramidin) kenarlarimin orta noktalarim kose kabul eden
(digbiikey) cismin hacmi V' ve biitiin kenarlarinin uzunluklar: toplami U ise

(U~ |0A] = |BC)(U — |OB| = |AC)(U — |OC| - |ABJ)

<
Vs 273

olacagini gosteriniz.

128 Nisan 1991, Siire: 3 + 3 = 6 saat



33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Hazirlik Ekibi Secme Sinavi -
1991!
1. Bes ardigik tamsayinin karelerinin toplaminin bir tam kare olamayacagini gosteriniz.
2. Her terimi A = {1,2,3,4,5,6,7,8} kiimesinin bir altkiimesine egit olan ve agagidaki kogullar1 saglayan bir
B, ... Bi dizisi olugturuyoruz.
(1) Z;éjlbe BZ#BJ
(2) Heri,j € {1,...,K} icin B;NB; # ¢
K’nin alabilecegi en biiyilik degeri bulunuz.
3. x,y, z reel sayilari,
r+y=2—-1
zy=2>—Tz+14
denklemlerini sagliyorsa
2?2 + 7% < 8 oldugunu gosteriniz.
4. a;, b; sayilar pozitif ve
@ _a_
b1 b bn
ise;
ﬂ<a1+a2+"'+an an
by bitbat--+by by
esitsizliklerini kanitlayiniz.
5. A, B ve C yarigap1 R olan bir ¢cember tizerinde bulunan ti¢ noktadir. ABC {icgeninin A agisina ait i¢ agiortay
uzunlugu ile dig agiortay uzunlugu ayni ise
|AB* + |AC|? = 4R?
olacagini gosteriniz.
6. ABC tiggeni A tepe agis1 80° olan bir ikizkenar tiggendir. [BC] tabani tizerinde bir D noktasi ve [AC] yan

kenar1 iizerinde bir E noktasi o sekilde aliniyor ki m(ﬁ) = 80° ve m(A/E\B) = 70° oluyor. m(B/E\D) agisl
kag derece olur?

18 Aralik 1991, Siire: 3 saat



33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Secme Sinavi - 1992!

1. Her terimi, 2 < p < 11 kogulunu saglayan p asal sayilarindan en az biri ile boliinen 14 ardigik pozitif tamsay1
bulunup bulunmadigini saptayiniz.

2. ABC f{iggeninin B kogesinden gecerek AC kenarmma F noktasinda dik olan dogru, bu iiggenin O merkezli
cevrel cemberini D noktasinda kesiyor. D den BC' kenarina inilen dikmenin ayagi F' noktas1 olduguna gore
BO dogrusunun EF dogrusuna dik oldugunu ispatlayiniz.

3. x1,x3,...,xyy1 pozitif reel sayilar

LRI S
1+xy 1+ 7 zpin

kogulunu sagliyorsa

T1T9 .. Tyl > ptl

oldugunu gosteriniz.

4. ABCD konveks kirigler dortgeninin kogegenlerinin kesim noktasindan AB, BC,C' D, D A kenarlarina indirilen
dikmelerin ayaklar: sira ile P, @, R, S noktalari olduguna gore,

PQ+ RS=QR+ SP
esitligini ispatlayiniz.

5. 1 den n ye kadar numaralanmis n kutudan 1 numarali olanin kapagi agik; digerlerinin kapaklar:1 kapali
bulunmaktadir. Birbirinin esi m toptan (m > n) bir tanesi bu acgik kutuya koyulunca 2 numarali kutunun
kapag agiliyor. Simdi agik bulunan iki kutudan rastgele birine top koyulunca ti¢iincii kutu agiliyor. Bu sekilde
devam edilerek son kutu da agildiktan sonra geriye kalan top(lar) kutulara rastgele dagitiliyor. Bu sartlar
altinda toplarin kutulara dagitimi kag farkl sekilde yapilabilir?

6. Yaricap: 4 birim olan bir dairenin iginde 251 tane farkli nokta veriliyor. Bu noktalardan en az 11 tanesini
igeren, yaricapi bir birim olan bir daire cizilebilecegini gosteriniz.

126 Nisan 1992, Siire 3 + 3 = 6 saat



34.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:i Hazirhk Ekibi Secme Simavi -

199212

1.

Bes ¢iftin katildigr bir partide, katilanlarin bir boliimii birbirleriyle el sikisirlar. Hi¢ kimse dogal olarak ne
kendi kendisiyle ne de esiyle el sikigir. Partiye katilanlardan biri, kendi digindaki (esi de dahil olmak tizere)
dokuz kisiye kag kigiyle el sikismig olduklarini sorar. Aldig1 yanitlara bakinca, bu dokuz kisi icinde esit sayida
kigiyle el sikigmig herhangi iki kiginin bulunmadigini goriir. Digerlerine kag kisiyle sikigtiklarini soran kiginin
esinin kag kisiyle el sikigmig oldugunu bulunuz.

a, b, ¢, d pozitif reel sayilar: icin

b+c+d

12 <1+1+1+1+1+1<31111
at+b+c+d " a+b a+c a+d b+c b+d c+d 4

egitsizliginin dogru oldugunu gosteriniz.

224+y?+22 = 361
1 1 1
-+-+- =0
Ty z
r—y+z = 11

denklemlerinin tiim (z,y, z) reel ¢dziimlerini bulunuz.

. Bir ABC fii¢geninin B acisinin i¢ aciortayina C'E dikmesi, C' agisinin icaciortayina da BD dikmesi indiriliyor.

DE dogrusu, [AB] kenarimi P noktasinda ve [AC| kenarim @) noktasinda kestigine gore
|AP| = |AQ|
oldugunu ispatlayiniz.

Bir ABC ii¢geninin [BC| kenarina paralel olan d dogrusu, AB ve AC dogrularin sira ile D ve E noktalarinda
kesiyor. BE dogrusu ile C'D dogrusunun kesim noktast P olduguna gore, P noktasimnin geometrik yerini
bulunuz.

Hicbir n pozitif tam sayisi igin
n* +3n? +1

sayisinin bir tam kare olmadigini gosteriniz.

IKaynak: Matematik Diinyas1 1992-V
219 Aralik 1992, Siire: 3 saat


http://www.matematikdunyasi.org/arsiv/PDF_eskisayilar/92_5_2_24_26_OLIMPIYAT.pdf

34. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 1993!2

1. 1k terimi 16 olan ve her teriminin pozitif bolenleri sayis1 5 ile boliinebilen sonsuz bir aritmetik dizinin var
oldugunu gosteriniz. Bu tarzdaki diziler arasindan en kiigiik ortak farka sahip olam bulunuz.

2. Dar acili ABC {i¢geninin gevrel merkezi M olsun. BM A ti¢geninin ¢evrel gemberi BC’yi P’de, AC’yi de
Q’da kestigine gore, C'M oldugunu gosteriniz.

3. Her n > 1 igin b,, > 0 ve

b? b2
2 1 n
bn+1 > *13 +-~-+7n3

olmak iizere (by,) dizisi tanimlaniyor.

i bt _ 1993
n:1b1+b2+~-~+bn 1000
esitsizligini saglayan bir K dogal sayisinin var oldugunu gosteriniz.

4. Tki sehir arasimda en fazla bir yol bulunmak sart1 ile, v adet sehrin kimileri bir yol ile birbirine baglanmistar.
e, bu yollarin sayisin gostermek tizere

a) e < v — 1 olmas: halinde birinden digerine seyahat edemeyecegimiz en az bir ¢ift sehrin bulundugunu;

b) 2e > (v—1)(v—2) olmasi hakinde herhangi iki sehir arasinda bir seyahatin miimkiin oldugunu gosteriniz.

5. AB c¢apli, O merkezli yarim ¢emberin OF | AB olmak {izere ¢izilen OF yaricapt bir AC Xkirigini yari

gemberin i¢ bolgesinde D noktasinda kesmektedir.OBCD dortgeninin tegetler dortgeni olabilmesi i¢in CAB
agisinin alabilecegi biitiin degerleri belirleyiniz.

6. Her z,y € QT icin,
Y\ _ f(y)

kosulunu gercekleyen tiim f : QT — Q7 fonksiyonlarmi bulunuz.

IKaynak: Ik 3 soru AoPS$ sitesindeki ingilizce sorulardan gevirildi.
24 Nisan 1993, Siire: 3 + 3 = 6 saat


http://www.artofproblemsolving.com/Forum/resources.php?c=174&cid=95&year=1993&sid=00ab47aac92164b2e41fb55a0213d05d

1. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1993!

1.

On tabanina gore yazilis1 1994 ile biten ve bir n > 1 tamsayisi i¢in 1994 - 1993™ seklinde olan bir tamsayinin
varligini gosteriniz.

~

Bir ABC (m(B) = 90°) liggeninin I merkezli i¢ teget cemberi, [BC], [CA] ve [AB] kenarlarna sirasi ile
D, E ve F noktalarinda degiyor. [CI N [EF] = L ve [DLN[AB] = N olduguna gore |AI| = |[ND| oldugunu

gosteriniz.

n pozitif bir tamsay1 ve A = {1,...,n} olsun. f : A - A ve 0 : A — A gibi iki permiitasyon igin, eger
(foo)1),...,(foo)(k) artan ve (f o o)(k),...,(f oo)(n) azalan bir dizi olacak gekilde bir k € A var ise,
f,o 'ya gore “tek tepeli”dir diyecegiz. S, ile o’ya gore tek tepeli permiitasyonlarin kiimesinin gosterelim.

n >4 ise, S, N S; = ¢ olacak gekilde o ve m permiitasyonlarinin var oldugunu gosterelim.
Her n > 1igin 0 < apy1 — an < /@, kogulunu saglayan bir (a,) pozitif tamsayilar dizisi veriliyor. 0 < = <

y < 1 kosulunu saglayan herhangi x, y reel sayilar: igin

ak
r< — <y
am

olacak sekilde ay ve a,, terimleri bulundugunu gosteriniz.

Digbiikey bir dortgeni alanca iki egit bolgeye ayiran ve dortgenin bir kogesinden gegen dogrunun pergel ve
cetvelle nasil ¢izilebilecegini belirleyiniz.

Asagidaki kosgullar saglayan ni,no,...ny ve a pozitif tamsayilari veriliyor.
i) Her ¢ # j icin (n;,n;) =1

ii) Her ¢ i¢in a™ =1 (mod n;).

iii) Her ¢ i¢in n; fa — 1

Bu durumda a® = 1 (mod ) denkliginin gerceklestigi en az 2¥*1 — 2 tane x > 1 tamsayismin bulundugunu
gosteriniz.

117-18 Aralik 1993



35. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Secme Sinavi - 1994!

1. Tamsayilar iizerinde tanimh olan bir f fonksiyonu tiim z tam sayilar icin f(z) + f(z + 3) = 2?2 esitligini
saglamaktadir. f(19) = 94 olduguna gore f(94) degerini hesaplayimiz.

2. O merkezli [AB] gaph yarim ¢emberin bu ¢api iizerinde O ile B arasindaki bir F noktasindan [AB] ¢apma
cikilan dikme, ¢emberi D noktasinda kesiyor. [DE] ve [EB] dogru parcalarina sira ile K ve C' noktalarinda
teget olan bir ¢ember BD yayma da F' noktasinda igten tegettir. Buna gore EDC = BDC oldugunu
ispatlayiniz.

3. Bir 25-genin biitlin kenarlar1 ve kogegenleri kirmizi ve beyaza boyanirsa, koseleri 25-genin koselerinde bulunup
biitiin kenarlar1 ayni renk olan en az 500 licgen bulunacagini gosteriniz.

4. ABC figgeninin kenarlar tizerinde P € [AB],Q € [BC|,R € [CA] ve

|AP| _ |BQ| _ [CR| 1
- - —k E< =
AB| ~ [BC| _ |CA (k<3)

olacak bicimde P, @, R noktalar1 aliniyor. G, ABC' ii¢geninin agirlik merkezi olduguna gore

Alan(PQG)
Alan(PQR)

degerini bulunuz.
n;
5. lim; 00 Tmr = 1 olacak sekilde n;,m; (i =1,2,3...) pozitif tamsayilarimin bulunabilecegini gosteriniz.

6. a® + b% + 3 sayisinin a - b ile béliinebilmesini saglayan tiim (a,b) tamsay1 ikililerini bulunuz.

130 Nisan - 1 Mayis 1994

10



2. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 199412

1. Her n € N igin 1/n sayisina en yakin tam sayiya a,, diyelim. Buna gore
>
a3
n=1 n
toplamini hesaplayiniz.

2. Bir ABCD Xkirisler dértgeninde, m(BAD) < 90°, m(BCA) = m(DCA) dir. [DA] iizerinde |BD| = 2|DE|
kogulunu saglayan E noktasindan gegen ve [C'D] kenarina paralel olan dogru [AC] kigegenini F' noktasinda
kestigine gore,

|AC|-|BD|
|AB| - |[FC|
oldugunu gosteriniz.

3. Diizlemde ikiger kesigsen ve herhangi ii¢ii ayni noktadan ge¢cmeyen n tane mavi dogru ¢iziliyor. Bu dogrularin

kesistigi noktalara “mavi nokta” dersek, (g) tane mavi noktamiz olur. Daha sonra bir mavi dogru ile

birlegtirilmemis olan biitiin mavi nokta c¢iftlerinden gecen kirmizi dogrular ciziliyor. Iki kirmizi dogrunun
kesistigi noktaya “kirmizi nokta”; bir mavi ve bir kirmizi dogrunun kesistigi noktaya da “mor nokta” diye-
lim. Bu iglemden sonra en fazla ka¢ tane mavi, kirmiz1 ve mor nokta olur?

4. f: Rt — R* artan bir fonksiyon olsun. Her u € R™ i¢in {f(¢) + % :t > 0} kiimesinin en bilyiik alt sinirma
g(u) diyelim.

s

(a
(

5. s > 1 vet > 1 olmak iizere

r < g(wy) ise v < 2f(2y)
x < f(y) ise x < g(wy)

=

2+ 1=s(s+1)
esitligini saglayan tiim (s,t) sirali tam say1 ikililerini bulunuz.

6. Bir ABC {iiggeninin ig teget gemberi [BC] ve [C'A] kenarlarina sira ile D ve E noktalarinda degmektedir. [C'B]
tizerine |CK| = |BD|, [C 4] tizerinde |AE| = |CL| kogulunu saglayan K ve L noktalar igin AK N BL = {P}
dir. I¢ teget cemberin merkezi I, [BC] nin orta noktas: Q ve ABC ficgeninin agirlik merkezi G olduguna
gore

(a) 1Q || AK,
(b) Alan(AIG) = Alan(QPG)

oldugunu ispatlayiniz.

192, giin sorular1 Matematik Diinyas: 1995-1 dergisinden alindi.
223-24 Aralik 1994
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36. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 19952

1. b > a olmak fizere verilen a, b gercel sayilari i¢in asagidaki sistemin tiim ¢oziimlerini bulunuz.

T34 20w + 02 = x9
24+ 20w + 02 = a3
22 +2ax, 1+ = =,
9:% +2ax, +02 = a1
2. n pozitif bir tamsay1 olmak {izere o(j) > j kogulunu saglayan tam olarak iki j'nin bulundugu o : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} permiitasyonlarmin sayisin bulunuz.

3. Bir ABC eskenar ti¢geni veriliyor. Bu {iggenin O merkezli gevrel gemberinin AAC' (kiiglik) yay1 iizerinde A ve
C’den farkli bir D noktasi alimiyor. D’den BC' ve AC' dogrularina indirilen dikmelerin ayaklar: sirayla E ve
F olmak tizere, E'F ile OD’nin kesim noktasimin geometrik yeri nedir?

4. ABCD digbiikey dértgeninde m(@) = 40°, m(@) = 30°, m(@) = 75° ve m(D/B>C) = 25°dir.
m(BDC) yi bulunuz.

5. Asagidaki 6nermeyi ispatlaymiz: Her a pozitif tamsayist i¢in n|a™ — n < n'nin her p asal béleni igin p? { n

vep—1n—1.
6. {z,} gercel say1 dizisi
1 =1, 2001 =25 + 1"}/3 (TL > 1)
bigiminde tanimlaniyor.
. T
lim — =1
n—o00 AN

olacak sekilde a ve b gercel sayilarinin varligimi gosteriniz.

IKaynak: Matematik Diinyas1 1995-111
215-16 Nisan 1995
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3. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1995!

1. my,ma,....,mg, 2 < my ve 2m; < myyy (i = 1,2,...,k — 1) kogullarin1 saglayan tamsayilar olsun. Bu
durumda, ai,ao,...,a; tamsayilar olmak tizere
x = a1 (mod my)
x = as (mod ms)

x ar,  (mod my)
bagintilarindan hicbirini gergeklemeyen sonsuz sayida x tamsayisinin bulundugunu gosteriniz.

2. Dar acih bir ABC iiggeni ile bu iiggenin diizleminde, tiggenin [BC], [C' A], [AB] kenarlari sirasiyla ¢ap kabul
eden ki, kg, k3 gemberleri ¢iziliyor. Cemberlerin kuvvet merkezi K, [AK| Nk, = {D}, [BK]Nky = {E} ve

N N N N
[CK]Nks = {F} olmak iizere, Alan(ABC) = u , Alan(DBC) = z, Alan(ECA) = y ve Alan(F AB) = z ise,
B SR B
oldugunu ispatlayiniz.

3. N ile pozitif tamsayilar kiimesini gosterelim. Bir A gercel sayisi ile a; = 1 ve her n € N icin,

a
1<L+1SA
Qp

kogulunu saglayan, tistten sinirh olmayan bir (a,,)52; gercel say1 dizisi verliyor.
(a) Her n € N igin

Ak(n)
1<

<4
2%

esitsizliklerini saglayan tek bir k£ : N — N fonksiyonunun bulundugunu ve k’nin azalmayan ve orten bir
fonksiyon oldugunu gosteriniz.

(b) Yukaridaki k fonksiyonu her degeri en fazla m kez aliyorsa, her n € N i¢in C™ < Aa,, olacak sekilde bir
C > 1 gercel sayisinin var oldugunu gosteriniz.

4. Bir ABC (JAB| # |AC)|) tiggeninin A agisinin ig ve dig agiortaylar1 BC' dogrusunu sirayla D ve E noktalarinda
kesiyor. [DE] caph (ve iiggenin diizleminde bulunan) gemberin herhangi bir F' noktasindan BC,CA, AB
dogrularmna indirilen dikmelerin ayaklar sirayla K, L, M ise, |KL| = |K M| oldugunu ispatlayiniz.

5. A, bog olmayan sonlu bir tamsay1 kiimesi ise, A’ya ait elemanlar1 toplamim ¢(A) ile gosterelim ve t(¢) = 0
olarak tanimlayalim. Pozitif tamsayilardan olugan Oyle bir X kiimesi bulunuz ki, her k£ tamsayisi i¢in, A
ve By, X’in sonlu altkiimeleri olmak tizere, Ay N By = ¢ ve t(Ay) — t(By) = k kogullarini saglayan tek bir
(Ag, By) swrali ikilisi bulunsun.

6. N ile pozitif tamsayilar kiimesini gosterelim. Her m,n € N i¢in
mln <= f(m)|f(n)

kogulunu saglayan ve orten olan tiim f : N — N fonksiyonlarini bulunuz.

18-9 Aralik 1995
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37. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Secme Sinavi - 1996

1. H}fff (1 +nz®") carpiminin, ay,as,...,a, sifirdan farkh ve k; < ko < ... < k,, olacak sekilde acilimini
14+ a12® 4+ asz® + ... + apma® ile gosterelim. aig9g katsayisini hesaplayiniz.

2. Bir ABCD paralelkenarinda A agist dar aci olup, [AC| kosegeni cap alinarak cizilen cember CB ve CD
dogrularm1 F ve F' noktalarinda kesmektedir. Bu ¢emberin A noktasindaki tegeti, BD dogrusunu P nok-
tasinda kesiyorsa; P, F, E noktalarinin ayni dogru iizerinde oldugunu kanitlayiniz.

3. 0=x1 <3 < ... < Zay < Tapy1 = 1 olacak gekilde x; gergel sayilar1 veriliyor. Her ¢ € {1,2,...,2n} igin
Tiv1 — T < hise,

n
Z $2i($2¢+1 - $2i71)
i=1

1—h 1+h
2 72

4. Bir ABCD digbiikey dortgeninde Alan(ABC) = Alan(ADC) olup, [AC] ve [BD] kogegenlerinin kesim nok-
tas1 E’dir. E noktasindan [AD], [DC], [BC], [AB] kenarlarna gizilen paralel dogrular [AB], [BC], [C D], [DA]
kenarlarim sira ile K, L, M, N noktalarinda kestigine gore,

toplaminin

araliginda oldugunu kanitlayiniz.

Alan(KLMN)
Alan(ABCD)

oranini hesaplayiniz.

5. Her a,b € Z igin S, = {n® + an + b : n € Z} bigiminde tanimlanan kiimelerin en ¢ok kag tanesinin ikiger
ikiger ayrik oldugunu belirleyiniz.
6. Hangi a, b pozitif gergel sayilar: i¢in,
lim (axp41 — bx,) =0

n—oo

esitligini saglayan her {z,,} dizisinin limiti 0 olur?

123-24 Mart 1996
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4. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1996!

1. (An)5%, ve (an)5%, birer pozitif tam say1 dizisi olsun. Eger her x pozitif tam sayisi i¢in

N
m:anAn, 0<z,<a, (n=12,....N)veaxny #0

n=1

o

olacak gekilde tek bir N pozitif tam sayis1 ve tek bir (z1,2,...2y) tam say1 sirali N lisi varsa, (A4,)%2,

dizisinin agagidaki kogullar: sagladigini gosteriniz:
i) Bir ng i¢in, A,, =1 dir.
ii) k# jise, Ay dir.
ili) Ap < A; ise, Ay, A; yi boler.
2. Kenar uzunlugu 2 olan ABC'D karesinin, AB ve C'D kenarlar iizerinde sirasiyla M ve N noktalar1 aliniyor.

CM ve BN dogrular1 P noktasimnda, AN ve MD dogrular1 @ noktasinda kesigiyor. |PQ| > 1 oldugunu
gosteriniz.

3. Gergel eksen ilizerinde n tane tam sayiy1 boyuyoruz. k nin hangi pozitif tamsay1 degerleri i¢in agagidaki
sartlar1 saglayan bir K kapali araliklar kiimesinin bulundugunu belirleyiniz:

i) K ya ait kapal araliklarin birlegimi tiim boyali tam sayilar1 igerir.

ii) K ya ait farkl iki kapali araligin kesigimi bogtur.

b
iii) Her I € K i¢in ay ile I ya ait tiim tam sayilarin sayisini, b; ile de boyali olanlar1 gosterirsek, e A z
ar

olur.

4. Bir ABCD dértgeninin [AD], [DC] ve [CB] kenarlarna teget olan ¢emberin degme noktalar: sirasiyla K,
L, M ile gosteriliyor. L noktasindan gecen ve AD dogrusuna paralel olan dogrunun; [K M] m kestigi nokta
N ve [LN] ile [KC] nin kesigtigi nokta P ise,

|PL| = |PN|
oldugunu ispatlayiniz.
5. Her n pozitif tam sayisi i¢in X
e -2
k=0

sayisinin n! ile boliindiigiinii gosteriniz.

6. R ile gergel sayilar kiimesini gosterelim. Tim =z, y pozitif gergel sayilar: icin

fle+y) > flo) A+ yf(2))

esitsizligini saglayan bir f : RT™ — RT fonksiyonunun bulunmadigini gésteriniz.

16-7 Aralik 1996
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38. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Secme Sinavi - 1997!

1. A acisidik ag1 olan ABC iiggeninin hipoteniisiine ait yiikseklik ayagi H dir. ABC, ABH ve AHC tiggenlerinin
i¢ teget ¢emberlerinin yarigaplar toplaminin |AH| uzunluguna egit oldugunu gosteriniz.

2. a1 =a,by = ve her n > 1 igin
Ap41 = QGp — 5bn 5 bn+1 = 5an + abn

seklinde tanimlanan (a,) ve (b,) dizilerinde a1997 = b1 ve bigo7 = a1 olacak bigimde ka¢ (a, 8) gercel say1
siral ikilisi vardir?

3. Bir futbol liginde x tane oyuncusu olan bir X takimindan y tane oyuncusu olan bir Y takimina bir futbolcu
transfer oldugunda, y > z ise federasyon Y takimindan y — x milyar lira aliyor, > y ise federasyon X
takimina x — y milyar lira 6diiyor. Bir sezon boyunca bir futbolcu istedigi kadar takim degigtirebiliyor. 18
takimlik ligde sezona tiim takimlar 20 ser futbolcu ile baglar ve sezon sonunda bu takimlardan 12 sinde 20
ser, geri kalan 6 takimda ise sirasiyla 16, 16,21, 22, 22, 23 futbolcu bulunursa, federasyon bu sezon siiresince
en ¢ok ka¢ milyar lira kazanmig olabilir?

4. Koseleri birim gember iizerinde bulunan bir ABCDE digbiikey besgeninin [AE] kenar1 bu ¢emberin merke-
1
zinden gegmektedir. |AB| = a, |BC| =b, |CD|=c¢, |DE| =d ve ab=cd = 1 ise, |[AC| + |CE| toplamimin

a, b, c,d tiriinden degeri ne olur?

5. Her p > 7 asal sayisi igin,

z? +y? = a3 (mod p)
a3 + 5 = a3 (mod p)
Tp oty = T (mod p)
zy +yn = af (mod p)
denklik sistemi saglanacak bigimde bir n pozitif tam sayisi ile p ye bolinmeyen z1, o, ..., Tn, Y1,Y2,- - -, Yn

tam sayilarinin bulunabilecegini gosteriniz.

6. n > 2 verilmig bir tam say1 olsun. 2% + 22 + ...+ 22 = 1 kosulunu saglayan x1, s, ..., pozitif sayilar igin,

i a3 s
+ + -+
To+ T3+ ...+, 1 +x3+...+x, 1+ To+ ...+ 2Tpn_1

toplaminin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

112-13 Nisan 1997
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5. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Sinavi - 1997!
1. 52 — 6xy + Ty? = 383 esitligini saglayan tiim (z,y) tam say1 ciftlerini bulunuz.

2. Bir digbiikey ABCDE besgeninin i¢ bolgesindeki herhangi bir F' noktasimmin AB, BC, CD, DE ve EA
dogrularina uzakhg sirasiyla ai, as, as, ag ve as ile gosteriliyor. Bu besgenin A, B, C, D ve E agilarimin
icagiortaylar izerinde, |AFy| = |AF|, |BFy| = |BF|, |CF;| = |CF|, |DFy| = |DF| ve |EF5| = |EF| esitlikleri
saglanacak Fy, Fy, F3, Fy ve F5 noktalar1 alimyor. Fy in FA, F5 nin AB, F3 in BC, F, iin CD ve F5 in
DFE dogrusuna uzakhig: sirasiyla by, bo, b3, by ve b5 ise

a1 +az+az+ag+as <by+by+ b3+ by +bs

oldugunu ispatlayiniz.

3. n > 1 tek, k de pozitif bir tam say1 olsun. n se¢gmen, k adaydan olugan A kiimesine ait bir iiyeyi secerken
agsagida tanimlanan “gogunlukcu uzlag1” sistemini kullanmaktadir. Buna gore, her segmen, adaylar1 kendi
tercihine gore bir siitun halinde yukaridan agagiya dogru siralar. Bu “oy siitunlar” (herhangi bir sirayla)

yan yana yazilarak k X n bir “oy matrisi” elde edilir.
l

n
a € A adaymin oy matrisinin . sirasinda kag kez gectigini a; sayisi ile gosterelim; I, tam sayis1 da > a; > 5
i=1

esitsizligini saglayan en kiiciik [ sayis1 olsun. [ = miﬂ l, olmak iizere; {a € A|l, = I} kiimesinin tek elemanh
ac

olmasina yol acan oy matrislerine gegerli oy matrisleri diyecegiz ve boyle her matris i¢in, cogunlukcu uzlagiya
gore yukaridaki kiimeye ait tek aday secilmig olacaktir.

Ote yandan, wy > wy > ... > wi > 0 kogulunu saglayan wy,ws, . .. ,wy gercel sayillarna bir agirlk sistemi;
k

her gegerli oy matrisi igin de, > w;a; sayisma a adayinm toplam agirlikli puam diyelim. Bir wy,wa, ..., wg
i=1

agirlik sistemi, tiim gecerli oy matrisleri i¢in, cogunlukcu uzlagiya gore secilen adayin toplam agirlikli puaninin
diger biitlin adaylarinkinden biiyiik olmasina yol aciyorsa, bu agirlik sistemi cogunlukgu uzlasiy: temsil ediyor
diyecegiz.

(a) k = 3 igin, cogunlukcu uzlagiy1 temsil eden bir agirlik sisteminin bulunup bulunmadigim belirleyiniz.

(b) k > 3 ise, boyle bir agirhik sisteminin bulunmadigini gosteriniz.
4. Tum a, b, ¢, d ve pozitif e gercel sayilar icin
(a® + b+ +d) <e?(a® + 0%+ 2+ d?) + fle)(a* +b* +c* +dh)
esitsizligini dogru kilan en kiigiik f(e) degerini e cinsinden bulunuz.

5. Bir ABC iiggeninin A agisinin i¢ ve dig agiortaylarmin BC dogrusunu kestigi noktalar D ve E ile gosteril-
mek tizere, [DE] ¢apli F' merkezli cember ile ABC ii¢geninin O merkezli ¢evrel ¢emberi ve bu iki gembere
digtam teget olan bir d dogrusu ¢iziliyor. d dogrusunun ¢embere degdigi noktalardan F'O dogrusuna indirilen
dikmelerin ayaklar1 P, @) ve bu iki cemberin ortak kiriginin uzunlugu m ise, |PQ| = m oldugunu ispatlayiniz.

6. Uc boyutlu uzayda, her biri, kenarlar z, y ve z eksenlerine paralel bir dikdortgenler prizmasi biciminde olan
D1, Do, ..., D, bolgeleri verilmig olsun. Her D; bolgesinin x eksenine, y eksenine ve z eksenine paralel olan
kenarlarimin uzunluklarini sirasiyla x;, y; ve z; ile gosterelim. Ttim D; ve D; bodlgeleri icin, x; < x; veya

n
y; < yj veya z; < zj ise, x; < x; vey; < yj ve z; < z; dir. |J D; bolgesinin hacmi 1997 ise, {D1, Da, ..., Dy}

=1
kiimesinin agagidaki kogullar1 saglayan bir bir {D;,, D;,, ..., D; } altkiimesinin bulundugunu gosteriniz.

() k#1= D; ND; #0
(ii) Hacim (() Dy,) > 73.
k=1

112-13 Aralik 1997
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39. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Secme Sinavi - 1998!

1. |AB| = |AC| olmak iizere bir ABC ikizkenar ii¢geninin esit kenarlar iizerine, liggenin dig bolgesinde kalacak
sekilde BAX X' ve CAY'Y" kareleri ¢iziliyor. [BC] nin herhangi bir K noktasindan BY ve CX dogrularna
indirilen dikmelerin ayaklar1 sirasiyla E ve F, [BC] nmin orta noktasi D ile gdsterilmek tizere,

a. |DE| = |DF| oldugunu ispatlayinz.

b. [EF] nin orta noktasinin geometrik yerini bulunuz.

2. a3 =tven >1icn apy1 = 4a,(l — a,) seklinde tammlanan gergel sayilar dizisinde a199s = 0 olmasini
saglayan kag t degeri oldugunu bulunuz.

3. A =1{1,2,3,4,5} olsun. Tiim B,C C A kiimeleri i¢in f(B) € B ve f(BUC) € {f(B), f(C)} kogullarim
saglayan biitiin f : 24\ {¢} — A fonksiyonlarmin sayismi bulunuz.

4. n degisik lojman n kigiye dagitilacaktir. Herkesin lojmanlara iligkin bir tercih siralamasi vardir ve hic¢ kimse
fark: iki lojman arasinda kayitsiz degildir. Dagitim yapildiktan sonra, herkesi en az bu dagitim kadar hognut
edecek ve en az bir kigiyi de bu dagitimda kendisine diigen lojmana tercih ettigi bir lojmana kavusturacak
bagka bir dagtimin bulunmadig1 anlagilir. Yapilan dagitimda, en az bir kigiye n lojman arasinda en ¢ok tercih
ettigi lojmanin diigmiig oldugunu kanitlayiniz.

5. Bir ABC ftiggeninin [AB] kenarina A noktasinda teget olan ve C noktasindan gegen gember ile [AC] kenarna
yine A noktasinda teget olan ve B noktasindan gecen ¢emberin yaricaplar: farkl olup bu iki ¢ember A dan
farkh bir D noktasinda kesigiyor. E noktasi [AB 111 iizerinde bulunan ve |AB| = | BE| kosulunu gergekleyen
nokta olma tizere; A, D, E noktalarindan gegen gember ile [C'A 1ginin A dan farkli olan kesigim noktasi F
ise, |AF| = |AC| oldugunu ispatlayiniz.

6. f(x1,...,z,) katsayilar1 tam sayilar ve derecesi n den kiigiik olan bir polinom olsun. N, f(z1,...,2,) =0
(mod 13) denkligini ve 1 < i < n igin 0 < x; < 13 kogulunu saglayan (z1, s, ..., 2,) swwali n lilerinin sayist
ise, 13| N oldugunu gosteriniz.

118-19 Nisan 1998
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6. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Sinavi - 1998!

1.

Ikizkenar ABC' iicgenin (|AB| = |AC|) [BC] tabam iizerinde |BD| : |[DC| = 2 : 1 olacak bi¢imde bir
D noktasi, [AD] iizerinde ise m(BAC) = m(BPD) olacak bi¢imde bir P noktasi alimiyor. m(DPC) =
m(BAC)/2 oldugunu gosteriniz.

. Tim 0 < a < b < ¢ gergel sayilari igin

(a+3b)(b+ 4c)(c + 2a) > 60abe

oldugunu gosteriniz.

Bir ¢emberin iistiindeki noktalar {i¢c renge boyaniyorlar. Koselerini gember {iistiinde ayni renge boyanmig
noktalarin olugturdugu sonsuz sayida ikizkenar iiggenin bulundugunu gosteriniz.

. 2% 4 3367 = 2" esitligini saglayan tiim x ve n pozitif tamsayilarini bulunuz.

XOY agisinin [OX ve [OY 1ginlan {izerinde sirasiyla M ve N degigken noktalar: alindiginda |OM| + |ON|
sabit ise, [M N] nin orta noktasinin geometrik yerini belirleyiniz.

n X n bir satrang tahtasindaki karelerin kogelerinden bazilari, bu satrang tahtasinin karelerinden olugan her
k x k (1 <k <n) karenin en az bir kenariin iistiinde boyanmig bir nokta olacak bigimde boyaniyor. Eger
bu kogulu saglamak icin boyanmasi gereken en az nokta sayisim £(n) ile gosterirsek,

lim 6(77;) ==
n—oo N 7

oldugunu kanitlayiniz.

111-12 Aralik 1998
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40. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 1999!2

1. m < n seklinde pozitif sayilar ve p asal sayis1 verilmis olsun. a,,bs # 0 ve her 4, j igin 0 < a;,b; < p olmak
lizere
m = ay+ap+...+a-p"
n = by+bip+...+bsp°

olsun. Her ¢ = 0,1,...7 igin a; < b; ise m <, n diyecegiz. p { (;‘L) olmas: i¢in gerek ve yeter kogulun m <, n
oldugunu gosteriniz.

2. ABCD kirigler dortgeninde L ve N sirasiyla AC ve BD kogegenlerinin orta noktalar: olsun. ANC' agisinin
aglortayr BD ise, AC’nin BLD agisinin aglortay1 oldugunu gosteriniz.

3. Her x e Rigin f(z —1— f(x)) = f(z) — x — 1 sartim saglayan ve
{f(x):xsé()}

x
kiimesinin sonlu oldugu tim f : R — R fonksiyonlarini bulunuz.

4. Gevresi Cg, alan1 Ax olan bir kirigler dértgeninin gevrel gemberine bu dortgenin koselerinde teget olan

A
tegetler dortgeninin alam1 Ar ve cevresi de Cp olmak {izere A—K > (QK

2
> ) oldugunu ispatlayiniz.
T

T

5. Baglangicta her biri farkli bir parga bilgiye sahip olan A, B,C, D, E ve F, ikiger ikiger telefonla goriisiirler.
Konugmalar ayni santral izerinden yapildig: icin, her seferinde ancak iki kisi goriigebilmektedir. Her konugmada,
iki taraf da, o ana kadar edinmig oldugu tiim bilgileri karsi tarafa aktarir. Herkesin alti parca bilginin
tiimiini edinmesi i¢in en az ka¢ konugma yapilmasi gerektigini belirleyiniz.

6. Diizlemin sonlu sayida paraboliin i¢ bolgelerinin birlegimi olmadigini gosteriniz. (Bir paraboliin dig bolgesi,
parabolii kesmeyen dogrularin birlesimidir. Bir paraboliin i¢ bolgesi ise, paraboliin dig bolgesinde olmayan
noktalarin olugturdugu kiimedir.)

1 Kaynak: Ik giin sorulari, AoPS sitesinden alindi.
220-21 Mart 1999
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7. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 1999!

1. 0 < z,y, z,w < 36 olmak iizere,
2+ =2+ w® (mod 37)

denkligini saglayan (z,y, z,w) sirali tamsay1 dortliilerinin sayisim bulunuz.

2. O merkezli bir gembere, digindaki bir S noktasindan gizilen tegetlerin degme noktalar1 P ve @); SO dogrusunun
gemberle kesigim noktalar1 A ve B; PB (kii¢iik) yaymin herhangi bir i¢ noktas1 X; QX ve PX dogrularimin
OS dogrusu ile kesigim noktalar1 C' ve D ile gosterilmek tizere,

112
|AC| " JAD] ~ |AB

oldugunu ispatlayiniz.

3. m ve p pozitif tamsayilar olmak {izere, i,5 € {1,2,...,n} i¢in |f () — f()| < p sartim saglayan

f:{1,2,....n} = {—p,—p+1,...,p—1,p}

fonksiyonlarinin sayisiin (p + 1)"+! — p"*+! oldugunu gosteriniz.
1 2000
4. Her n > 1i¢in a, = ap—1(2 — ap-1), 3 <a; <1lve > a,=1999 kosullarini saglayan tiim (a,,) gercel say1
n=1

dizilerini bulunuz.

5. Cevrel gemberinin yarigapr R olan dar acili bir A; A; A3 tiggeninde, A1, A ve A3 noktalarindan gegen yiiksek-
liklerin ayaklar sirasiyla Y7, Yo veYs, |A1Y1| = hy, |A2Ya| = ha, |AsY3| = hs; A1, Ay ve A3 noktalarindan
(Y1Y2Y3) gemberine gizilen tegetlerin uzunluklar: da sirasiyla t1, to ve t3 ile gosterilmek {izere,

> () <5m

i=1

oldugunu ispatlayiniz.

6. 40 saymin toplamini, 8 “islemci” kullanarak bulmak istiyoruz. Baslangicta, her iglemcinin ekraninda 0 sayisi
bulunuyor. Herhangi bir iglemci, kendisine digaridan verilen ya da bagka bir igslemciden aktarilan sayiyi,
ekranindaki mevcut sayiyla bir birim zamanda toplayarak, elde ettigi sonucu ekranina yaziyor. Ekranindaki
say1y1 bagka bir iglemciye aktaran bir iglemcinin ekrani karariyor. Verilen 40 sayidan istediklerimizi istedigimiz
islemciye girerek ve iglemcilerin elde ettigi kismi toplamlar1 da istedigimiz iglemciye aktararak, bu 40 sayiy1
en az kag birim zamanda toplayabiliriz?

13-4 Aralik 1999
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41.

1.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat: Takim Se¢me Simavi - 2000'2

(a) Her n pozitif sayisi igin, 22 — 2y + y? = n denklemini saglayan (x,y) sirali tamsay ikililerinin say1siin

3 ile boliinebilecegini gosteriniz.

(b) 22 — zy + y? = 727 denklemini saglayan tiim sirali tamsayn ikililerini bulunuz.

ABC figgeninde A kosesine ait ig ve dig agiortaylar BC yi sirasiyla D ve E de kesiyor. DFE ¢aph ¢ember ile
AC, ikinci kez F' de kesigiyor. ABF {i¢geninin ¢evrel cemberine A da teget olan dogru DE ¢apli gember ile
ikinci kez G de kesigiyor. |AF| = |AG| oldugunu gosteriniz.

P(z) = 2+ 1 ve Q(v) = 2% + 1 olmak iizere; (z1,y1) = (1,3) ve her k icin, (x41,Yr+1)’in ya (P(zx), Q(yx))
ya ya da (Q(xg), P(yx)) ya esit oldugu ((xg, yr))ken dizilerini ele alalim.
Bu dizililerden en az biri igin z,, = y,, ise n ye iyi say1 diyecegiz. Tim iyi sayilar1 bulunuz.

. Herhangi bir sonsuz uzunluktaki iiggen prizmanin kesisimleri eskenar tiggen olacak sekilde bir diizlemle

kesilebilecegini gosteriniz.

ABCD egkenar dértgeninin AB, BC,CD, DA kenarlan iizerinde MN || LK ve MN ile KL arasmdaki
uzaklik ABCD nin yiiksekligine esit olacak gekilde sirasiyla M, N, K, L noktalar1 alimyor. ALM tiggeni
ile NCK fiiggeninin cevrel ¢emberleri kesigirken, LDK ficgeni ile M BN {i¢geninin g¢evrel gemberlerinin
kesigmedigini gosteriniz.

Her z,y € R igin
[f(z+y) = fle) = fly) <1

olacak gekilde f : R — R fonksiyonu tammlaniyor. Her z,y € R icin |f(z)—g(z)| < 1 ve g(z+y) = g(z)+9(y)
olacak sekilde bir g : R — R fonksiyonun var oldugunu gosteriniz.

IKaynak: AoPS sitesindeki ingilizce sorularin ¢evirisi
21-2 Nisan 2000
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8. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Sinavi - 2000!

1.

Merkezi O ile gosterilen bir gember ve bu ¢emberin i¢ bolgesinde bir A noktas1 aliniyor. B noktasi ¢gemberin
tizerinde ve O A dogrusunun diginda olmak tizere, AO B agisinin ig agiortayi ile [AB] nin kesigiminin geometrik
yerini bulunuz.

Her n pozitif tamsayisi igin
Pu(z)=a"t+2" 242" 3 4+t

seklinde tanimlaniyor. Her a pozitif tamsayisi igin,
Po(z) = (1 + az + 2*R(z))Q(x)

olacak sekilde bir n pozitif tam sayisi ile, katsayilar1 tam sayilar olan R(z) ve Q(z) polinomlarimin bu-
lundugunu gosteriniz.

Tim z,y € {1,2,...,2000} igin tammlanmig ve en ¢ok n sirali (z,y) ikilisinde farkhh degerler alan her
f(z,y), g(z,y) fonksiyon cifti igin z € X ve y € Y iken f(x,y) = g(x,y) olmasim saglayacak bi¢imde, her
biri 1000 elemanh X,Y C {1,2,...,2000} kiimeleri bulunabiliyorsa, n tamsayisinin en ¢ok kag olabilecegini
belirleyiniz.

p asal bir say1 olsun. Derecesi p’den kiigiik olan, katsayilar1 {0,1,...,p — 1} kiimesinde yer alan ve tiim m,
n tam sayilari igin
T(n)=T(m) (modp)=n=m (modp)

kogulunu saglayan bir T'(x) polinomunun derecesinin en ¢ok kag olabilecegini belirleyiniz.

Bir a pozitif gercel sayisi ve tepesi A noktasinda bulunan bir ag1 verilmig olsun. A dan gegen ve bu aginin
kenarlarim |AB| + |AC| = a kogulunu saglayan B ve C noktalarinda kesen tiim gemberlerin A nmin diginda
bir ortak noktasinin daha bulundugunu gosteriniz.

Her z € [0,1] igin f™(x) = x olacak sekilde bir n pozitif tam sayimin bulunmasi olanakh kilan tiim
f:]0,1] — [0, 1] siirekli fonksiyonlarini bulunuz.

(x € [0,1] olmak iizere, f™(x); f'(x) = x ve her k pozitif tam sayis1 icin f*+'(z) = f (fk(w)) bagintilar:
araciligryla tanimlaniyor.)

18-9 Aralik 2000
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42. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2001}

1. 2001 ¢ocuktan her biri pozitif bir tam say1 tutuyor ve tuttugu say: ile kendi digindaki 2000 ¢ocuktan is-
tediklerinin isimlerini defterine yaziyor. Defterler toplanip, her ¢ocuga, defterine isimlerini yazmig oldugu
cocuklarin tuttugu sayilarin toplamindan, kendisini listelerine dahil etmig olan ¢ocuklarin tuttugu sayilarin
toplami ¢ikartilarak elde edilen yeni bir say1 veriliyor. Cocuklara verilen yeni sayilarin hepsinin birden pozitif
olup olamayacagini belirleyiniz.

2. O merkezli birim gemberin AB ¢apma, |OT| > 1 olacak sekilde segilen bir T noktasinda teget olan bir
cember, birim gemberi C' ve D ile gosterilen farkl iki noktada kesiyor. O, D ve C noktalarindan gecen
gemberin AB dogrusunu O diginda kestigi nokta P olmak {izere,

|PT?

PA|-|PB| =
IPAI-1PBI = (5710

oldugunu gosteriniz.
3. Tim z,y, z tam sayilar icin,
S(x,y, 2) = (zy — x2,y2 — yx, 20 — 2y)

olsun. a, b ve ¢, abc > 1 kogulunu saglayan tam sayilar olmak tizere, 0 < k < abc ve her n > ng tam sayisi
icin
S"**(a,b,¢) = S™(a,b,¢) (mod abc)
kogullarini saglayan ny ve k tam sayilarinin bulundugunu gosteriniz.
(St = S ve her m > 1 tam sayis1 igin, S™+! = S o §™.
(u1,ug,us) = (v1,v2,v3) (mod M) <= u; =v; (mod M)(i=1,2,3). )

4. 5% =1+ 4y + y* esitligini saglayan tiim (z,y) sirali tam say1 ikililerini bulunuz.

5. Dar agih bir ABC fii¢geninin yiiksekliklerinin kesigim noktasi H, [AC] kenarinin orta noktasi da D olsun.
DH dogrusunun, ABC ii¢geninin gevrel gemberi ile [BH| ¢apli cemberin bir kesisim noktasindan gegtigini
gosteriniz.

6. Her = gergel sayisi i¢in,
fle—fz) =3

kosulunu saglayan stirekli bir f : R — R fonksiyonunun bulunmadigini gésteriniz.

131 Mart-1 Nisan 2001
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9. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2001}

1.

Konveks bir ABC'D dértgeninin [AD] ve [BC| kenarlarmin orta dikmeleri bu dortgenin i¢ bolgesindeki bir P
noktasinda; [AB] ve [C D] kenarlarinin orta dikmeleri de dértgenin ig bélgesindeki bir ¢ noktasida kesigiyor.

APD = BPC ise, A/QE = C/'QB oldugunu gosteriniz.

. Bir (#,,) —co<n<oo gergel say1 dizisi, her n tam sayisi igin,

22 + 10
7

P e

seklinde bagintisini sagliyor. Biitiin n tam sayilar i¢in x,, < M olmasini saglayan bir M gercel sayis1 varsa,
xo teriminin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

Aymi biiyiikliikteki n parcadan olusan bir keki, her parcay: en ¢ok bir kez keserek, k kisi arasinda esit olarak
paylagtirmak istiyoruz. n nin pozitif bolenlerinin sayisi d(n) ile gosterilmek tizere; k nin boyle bir paylaginm
olanakl kilan degerlerinin sayisinin n + d(n) oldugunu gosteriniz.

3% + 11Y = 22 esitligini saglayan tiim (z,y, z) sirali pozitif tam say1 iicliilerini bulunuz.

A noktasindan gegen ve biribirine dik olmayan iki dogru ile bu dogrulardan birinin {istiinde A dan farkli bir
F noktasi verilmig olsun. A ve F' noktalarindan gegen ve ikinci dogruyu A dan farklh bir G noktasinda daha
kesen cemberin F' ve G deki tegetlerinin kesigim noktasi Py ise, Pg nin geometrik yerini bulunuz.

n X n bir santrang tahtasimin birim karelerini, her ¢ € {1,2,...,n} i¢in 4 inci satir ve 4 inci siitundaki toplam
2n — 1 kare farkh renklerde olacak bicimde, k renk kullanarak boyamak istiyoruz.

a) n = 2001 ise, kK = 4001 igin bdyle bir boyama igleminin yapilamayacagin gosteriniz.

b) n =2™ — 1 ise, k = 2m*1 — 1 icin bu iglemin gergeklestirilebilecegini kanitlayiniz.

122-23 Aralik 2001
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43. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2002!
1. a ve b farkli tam sayilar olmak iizere, ab(a + b) sayist a® + ab + b? ile boliiniiyorsa,
la—b| > Vab
oldugunu gosteriniz.

2. Bir ABC f{iggeninde ABC nin aglortay1 [AC] yi D de; BCA nm aglortay1 [AB] yi E de kesiyor. BD ve CE
dogrularmin kesisim noktas1 X olmak fizere, |BX| = v/3|XD| ve | XE| = (v/3 — 1)|XC| dir. ABC {icgenin

i¢ acilariin olgiilerini bulunuz.

3. ai,...,a, gergel sayilar: ile n pozitif tam sayis1 verildiginde,
m n
2 ai— > ail <l
i=1 i=m+1

olacak bicimde m ve k pozitif tam sayilar1 bulundugunu gosteriniz.

4. Tum gergel sayilar iizerinde tanimli bir f fonksiyonunun en az iki simetri merkezi varsa, bu fonksiyonun bir
dogrusal fonksiyon ile bir periyodik fonksiyonun toplami seklinde yazilabilecegini gosteriniz.

[Her = gercel sayisi icin f(a — z) + f(a + ) = 2f(a) olacak bigimde bir a gercel sayis1 varsa, (a, f(a))
noktasina f fonksiyonunun bir simetri merkezi denir.]

5. Bir A noktasinda icten teget iki cemberden kii¢iik olam iizerinde A dan farkli bir C noktasi aliniyor. Biiyiik
cember, kiiclik cembere C' den cizilen tegeti D ve E noktalarinda; AC' dogrusunu da A ve P noktalarinda
kesiyor. PE dogrusunun A, C' ve E den gecen ¢cembere teget oldugunu gosteriniz.

6. n > 1 olmak lizere, uzayda, herhangi dérdii diizlemdeg olmayan 2n + 1 noktay: birbirlerine birlegtiren dogru
parcalarin kirmizi, beyaz ya da maviye boyuyoruz. Bu nokta kiimesinin bir M altkiimesine, eger her a,b € M
igin xgx1,x122,...,2;—1x1 dogru parcalar: ayni renkte olacak bigimde, M ye ait a = xg,21,...,2; = b
noktalar1 varsa, bir tek-renk baglantily altkiime diyoruz. Boyama islemi nasil yapilirsa yapilsin, mutlaka k
elemanl tek-renk baglantili bir altkiime olusuyorsa, k& nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz. (I > 1)

16-7 Nisan 2002
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10. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2002!

1. n > 2 bir tam say1 ve (a1, az,...,a,), 1,2,...,n sayilarimin bir permiitasyonu olmak iizere, gergel eksen
istiinde 1,2, ...,n noktalarina sirasiyla aq,as, ..., a, elma yerlestiriliyor. A, B, C' isimli ¢ocuklara sirasiyla
xa,xp,xc € {1,2,...,n} noktalan veriliyor. Her k € {1,2,...,n} igin, kendilerine verilen noktalar k

ye en yakin olan gocuklar aj elmayr paylagiyor. (Elmalar istenildigi kadar kii¢iikk parcalara ayrilabiliyor.)
Cocuklardan higbiri, diger ikisinin noktalar1 ayni kalmak tizere, topladig1 elma miktar1 eskisine gore kesin ar-
tacak bigimde kendisine {1, 2, ..., n} kiimesinde yeni bir nokta segemiyorsa, (x4, x5, x¢) ye bir denge konumu
diyoruz. n nin hangi degerleri igin, bir denge konumunun var olmasim saglayan uygun bir (aj,as,...,ay,)
dagiliminin bulundugunu belirleyiniz.

2. Bir A noktasinda digtan teget olan iki gember, bir I' ¢emberine B ve C noktalarinda igten tegettir. T’
¢emberinin kiiciik gemberlere A noktasinda teget olan kiriginin orta noktast D dir. Cemberlerin merkezleri
dogrudag degilse, BC'D iiggeninin i¢teget ¢gemberinin merkezinin A oldugunu gosteriniz.

3. Cizge Hava Yollar1 (CHY), Cizge Cumhuriyeti’nin bazi kentleri arasinda ugak seferleri diizenlemektedir. Her
kentten en az ii¢ farkli kente sefer vardir ve yalnizca CHY seferlerini kullanarak, Cizge Cumhuriyeti’nin
herhangi bir kentinden basgka bir kentine ulasmak miimkiindiir. Bunu, yalnizca CHY seferlerini kullanarak

2
herhangi bir kentten bir digerine ulagmanin hala miimkiin kalacagi, ancak kentlerin en az 9 undan sadece

bir seferin olacag: bir gekilde yapmanin olanakli oldugunu kanitlayimniz.

4. 0 < x,y <pvey? =a3—x (mod p) kogullarim saglayan (z,y) sirali tam say1 ikililerinin sayismimn p olmasina

yol agan tiim p asal sayilarin1 bulunuz.

5. Kenar uzunluklar1 |BC| < |AC| < |AB| kosulunu saglayan dar agh bir ABC ii¢geninin AB ve AC kenarlar
tizerinde sirasiyla |BD| = |BC| = |CE)| olacak bigimde D ve E noktalar1 alimiyor. ADE ti¢geninin gevrel
gemberinin yarigapimin, ABC {i¢geninin igteget gemberinin merkezi ile ¢evrel gemberinin merkezi arasindaki
uzakliga egit oldugunu gosteriniz.

6. n pozitif bir tam say1 olsun ve R™ ile siral gercel say1 n lilerinin kiimesini gésterelim. 1,2, ..., n sayilarinin,
her i € {1,2,...,n — 1} i¢in, 2,() — Z(41) > 1 esitsizligini saglayan bir o permiitasyonunun bulundugu
R"” ye ait (21,2, ...,2,) elemanlarinin kiimesini de T ile gosterelim. Agagidaki kogulu saglayan bir d gergel
sayisinin bulundugunu kanitlayiniz:

Her (a1,as,...,a,) € R™ igin,

1
azzi(bz+cl), |a¢7bi| Sd, ‘ai707;| Sd (1§z§n)

kogullarini yerine getiren (by,...,b,), (¢1,...,¢,) € T vardir.

114-15 Aralik 2002
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44. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2003!
1. M ={(a,b,c,d)|a,b,c,d € {1,2,3,4} ve abed > 1} olsun. Her n € {1,2,...,254} igin
|an+1 - an‘ + |bn+1 - b'n,| + |Cn+1 - Cn‘ + |dn+1 - dn‘ =1

kogulunu saglayan ve iginde M ye ait her elemanin tam olarak bir kez gectigi bir (a1, b1, ¢1,d1), (ag, ba, ca, ds),
ey (CL2557 1)2557 C255, d255) dizisinde c1 = d1 =1 ise, (al, bl) ikilisinin alabilecegi tim degerleri bulunuz.

2. Kosegenleri K noktasinda kesisen konveks bir ABC'D dértgeninde L € [AD], M € [AC], N € [BC| noktalari,
KL | AB, LM | DC, MN || AB kosullarim saghyorsa,

Alan(KLMN) < 8
Alan(ABCD) 27

oldugunu gosteriniz.
3. Biitiin terimleri dogal sayilarin 1 den biiyiik kuvvetleri olan

a. 2003 terimli

b. sonsuz
bir aritmetik dizi var midir?

4. (22 +9y?)? 4+ 2tw(2? +y?) = t?y? denkleminin x, y pozitif tam sayilar olmak iizere bir ¢oziimiiniin bulunmasini
saglayan en kiiciik ¢
a. pozitif gercel sayisim

b. pozitif tam sayisin
bulunuz.

5. A, O merkezli bir cemberin iistiinde bir nokta ve B de [OA] nin orta noktasi olsun. C' ve D, cember {istiinde

ve OA dogrusunun ayni tarafinda, CBO = DBA kogulunu saglayan noktalar olmak iizere, [C'D] nin orta
noktasinin B ye gore simetriginin yine ¢ember iistiinde oldugunu gosteriniz.

6. Her n pozitif tam sayisi igin, p(n), terimleri toplami n ye esit olan ve azalmayan pozitif tam say1 dizilerinin
sayisini gostermek tizere
1 1 2)+ .- -1
() +p@) + o Hpn =) o
p(n)

oldugunu kanitlayiniz.

15-6 Nisan 2003
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11.

1.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2003!

n > 2 arabanin katildig1 bir yarista, 1 den n ye kadar numaralanmig arabalar, baslangi¢ noktasindan numara
sirasina gore belli araliklarla ayriliyor. Yarig boyunca bir araba bir bagkasini en ¢ok bir kez gegiyor ve her
araba toplam olarak ayni sayida araba tarafindan gegiliyor. Ayrica herhangi farkl iki arabanin yarig boyunca
gectikleri arabalarin sayilar: birbirinden farkh olup, arabalar bitis noktasina farkli zamanlarda variyor. n nin
bu durumu olanakli kilan tiim degerlerini bulunuz.

Bir ABCD konveks dortgeninin AB, BC,CD ve DA kenarlar tistiinde sirasiyla K, L, M ve N noktalar
aliniyor. Alan(AKN) = s1, Alan(BKL) = s3, Alan(CLM) = s3, Alan(DMN) = s4 ve Alan(ABCD) = s

olmak iizere,
V51 + /524 sz + 54 < 2s

oldugunu gosteriniz.
f:R—=R herte(0,1) ve 21,22 € R igin,
[z + (1 =t)ze) < tf(xi) + (1 —1)f(22)
esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. a1, as, ..., asgo4,
a1 > az > ... > a3 Ve A004 = 41

kogullarini saglayan gercel sayilar olmak iizere,

2003 2003

> flan)arer = ) flagr)ar
k=1 k=1

oldugunu gosteriniz.

. 227+ 4 97 1 1 sayinsin tam kuvvet olmasini saglayan tiim n pozitif tam sayilarini bulunuz.

Bir ABC {i¢geninin AB ve BC kenarlarina teget olan bir S cemberi, ABC {i¢geninin ¢evrel cemberine de bir
T noktasinda tegettir. I, ABC' {icgeninin icteget ¢emberinin merkezi ise, AT = CTI oldugunu gosteriniz.

m X n bir satrang tahtasinin her birim karesine 0 ya da 1 yazilarak elde edilen bir yazilima, 0 ve 1 lerin sayis1
esitse, egit bir yazihm diyoruz. a gergel bir say1 olmak iizere, m satir ve n siitunun her biri igin, o satir ya
da siitun icindeki 1 lerin yiizdesi a dan kiigiik ya da 100 — a dan biiyiik olmayacak sekilde bir esit yazilimi
olanakli kilan m ve n sayilar1 bulunuyorsa, a ya gizel say1 diyoruz. En biiylik giizel sayiy1 bulunuz.

113-14 Aralik 2003
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45. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2004!

1. 11 x 11 satrang tahtasi bir tane U ve kirk tane LI ile kapatilirsa, U geklinin tahtadaki hangi karelere
gelebilecegini belirleyiniz.

2. P, ABC figgeninin i¢ bolgesinde bir nokta ise,
min{|PA|,|PB|,|PC|} + |PA| + |PB| + |PC| < |AB| + |BC| + |C4]
oldugunu gosteriniz.

3. n pozitif bir tam say1 olsun. Hangi n + 1 < r < 3n + 2 tam sayilar igin,
a1 b 4 axbf + .. 4 anbf, =0 (1<k<n)
kogulunu saglayan tim ai,ao, ..., Gm,b1,ba, ..., b,y tam sayilarinin,
rlai1b] + a2by + ... + anb;,
kosulunu da saglayacagini belirleyiniz.

4. sina = 3/5 ve x = 52993 5in(2004) ise, z — [x] sayisinin alabilecegi biitiin degerleri bulunuz.

5. D, dar acili bir ABC {i¢geninin O merkezli ¢evrel ¢gemberinin kiigiik AC' yay1 tizerinde A ve C' den farkh
bir nokta olsun. [AB] kenar tizerinde ADP = OBC olacak bi¢imde P noktasi, [BC| kenar1 tizerinde ise
CDQ@ = OBA olacak bi¢gimde bir @ noktasi alimiyor. DPQ = DOC oldugunu gosteriniz.

6. Bir siuftaki 6grencilerin her birinin elinde 0, 1, 2, 3, 4, 5 veya 6 tane seker vardir. Ogretmen her adimda,
baz1 6grencileri secip, bu 6grencilere ve bu 6grencilerden herhangi biri ile arkadas olan her 6grenciye birer
seker veriyor. Elindeki seker sayis1 7 ye ulagan 6grenci bunlari hepsini yiyor. Simiftaki herhangi iki 6grenci
i¢in bunlardan yalnizca biriyle arkadag olan iigiincii bir 6grenci bulunuyorsa, baglangictaki seker sayilar1 ne
olursa olsun, 6gretmenin sonlu sayida adim sonucunda her 6grencinin elinde istedigi sayida geker kalmasini
saglayabilecegini gosteriniz.

13-4 Nisan 2004
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12.

1.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2004!

~ o~

m(B) > m(C) olan bir ABC iiggeninde, A kiogesine ait yiikseklik, agiortay ve kenarortayin ayaklari, sirasiyla,

H, L ve D noktalaridr. m(@) = m(D/A\L) olmast icin gerek ve yeter kogulun, m(@) = 90° olmasi
oldugunu gosteriniz.

. Bir tilkedeki 80 kentten bazilar1 arasinda karsilikli ugak seferleri yapilmaktadir. Her kentten en az 7 bagka

kente dogrudan ucak seferi bulunmakta olup, herhangi bir kentten bir digerine dogrudan ya da sonlu sayida
aktarma yaparak ucgakla ulasmak mimkiindiir. Kargilikli ucak seferleri hangi kentler arasinda diizenlenmis
olursa olsun, herhangi bir kentten bir digerine en ¢ok k aktarmayla ulagilmasini olanakli kilan en kiigiik &
sayisini bulunuz.

(a) n? —1, n? — 2 ve n? — 3 sayilarindan her biri icin, bu saymimn pozitif bolenlerinin sayisimi 10 yapan bir
n tam sayisit bulunuz.
(b) n? — 4 {in pozitif bolenlerinin sayismin, n tam sayismin hicbir degeri icin 10 olamayacagini gosteriniz.

Z tam sayilar kiimesini gostermek tizere, tim m,n € Z igin, f(n) — f(n + f(m)) = m kosulunu saglayan
biitiin f : Z — Z fonksiyonlarim bulunuz.

. Bir ABC iiggenin, [BC| kenarina ait digteget gemberinin, BC, CA ve AB dogrularina degme noktalarr,

sirasiyla, Ay, By ve Cy; [C' A] kenarina ait digteget cemberinin, ayni dogrulara degme noktalari, yine sirasiyla,
Asg, By ve Cy; [AB] kenarma ait digteget gemberinin, aymi dogrulara degme noktalari, yine sirasiyla, As, Bs
ve C3 olsun. A1 B1C1, A3 BoCy ve A3B3Cj3 tiggenlerinin gevrelerinin toplaminin, ABC' iiggeninin ¢evrel
cemberinin yaricapina oraninin alabilecegi en biiyilik degeri bulunuz.

n,m > 0 tam sayilar i¢in, K(n,0) = ¢ ve
Kn,m+1)={kl1<k<nve K(k,m)NK(n—km)=¢}

ise, K(2004,2004) kiimesinin eleman sayisin1 bulunuz.

111-12 Aralik 2004
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46. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2005!

1. Her z € [0, 00) icin,
4f(z) > 3z
f(4f(x) —3z) ==
(f(x) +2) f(f(2)) < 22f(x)

kogullarini saglayan tiim f : [0, 00) — [0, c0) fonksiyonlarini bulunuz.

-~ ~

2. m(A) > m(B) kogulunu saglayan bir ABC ti¢geninde [AB] kenarmin orta noktast N dir. [AC 15 {istiinde

C' den sonra gelecek ve | BC| = |C D] olacak bigimde bir D noktasy; [DN 11 distiinde de, m(@) = m(A)
olacak bigimde bir P noktasi alimiyor. PC' ile AB nin kesistigi nokta E; BC ile DP nin kesigtigi nokta T ise,

|BC| |EA|

TC| |EB|

ifadesinin degerini bulunuz.

3. Basglangigta 1 den 2005 e kadar olan biitiin tam sayilar isaretleniyor. Ardigik tam sayilardan olugan sonlu
bir dizideki tiim tam sayilar igaretli olup, dizinin en kiic¢iik teriminin bir eksigi ile en biiyiik teriminin bir
fazlas1 isaretsiz ise, bu diziye bir blok diyoruz. Her hamlede, isaretlenmis sayilarin higbir blokun ilk ya
da son terimini igermeyen bir altkiimesini secip, bu altkiimenin elemanlariin igaretlerini siliyor ve igaretli
en biiyiik saymin iki fazlasindan baglayarak, isaretini sildigimiz sayida tam sayiy:1 yeni bir blok olugturacak
sekilde igaretliyoruz. Bu hamleleri, her biri tam olarak bir tam sayidan olugan 2005 blok elde etmek amaciyla

yaparsak, bu amaca en az kag hamlede ulagabiliriz?

4. n > 2 olmak iizere, tim a1, as,...,a, tam sayilar1 igin, [[ (j—4) sayismin  []  (a; — a;) saysim

1<i<j<n 1<i<j<n
boldiigiinii kanitlayiniz.

~ ~

5. m(A\) = 90° ve m(C) > m(B) kosullari saglayan bir ABC ti¢geninde, A noktasindan bu iiggenin I" gevrel
gemberine ¢izilen teget, BC' dogrusunu D noktasinda kesiyor. A noktasinin BC' dogrusuna gore simetrigi F;
A noktasindan BE ye gizilen dikmenin ayagi X; [AX] nin orta noktas1 Y; I' ¢cemberinin BY dogrusunu B
diginda kestigi nokta Z olsun. BD dogrusunun ADZ {i¢geninin gevrel gemberine teget oldugunu gosteriniz.

6. Elimizde, her renkten ayni sayida top olacak bigimde, k farkl renkte 5040 tane top var. Toplari, her torbaya
farkli renkte iki top diisecek bicimde, 2520 torbaya koyuyoruz. Toplarin torbalara dagilimi nasil olursa
olsun, bu torbalar1 bir ¢gember iistiine, herhangi ardisik iki tanesinde aym renkte iki top olmayacak bigimde

yerlegtirebiliyorsak, k£ en az kac olabilir?

12-3 Nisan 2005
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13.

1.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2005!

Tim a, b, ¢, d pozitif gercel sayilar igin,

Vat +ct +Vat + dt + Vbt + ct+ Vbt dt > 2v2(ad + be)

oldugunu gosteriniz.

. |CB| > |AC| > |AB] kosulunu saglayan bir ABC {iggeninde, [AC] nin orta dikmesi [BC] yi K; [BC] nin orta

dikmesi de AC yi L de kesiyor. ABC' {i¢geninin g¢evrel cemberinin merkezi O; CKL ve OAB {i¢genlerinin
gevrel gemberlerinin merkezleri de sirasiyla O; ve Os olmak tizere, OCO105 dortgeninin bir paralelkenar
oldugunu gosteriniz.

n~+1 kentin bulundugu bir iilkede, bu kentlerden bazilar: arasinda karsilikli ugak seferleri yapilmaktadir. A ve
B kentleri arasinda yapilan bir kargilikli sefer, ayni giin i¢ginde hem A dan B ye, hem de B den A ya yapilan
bir ucus ikilisi anlamma gelip, bir kentten digerine kargihkl olmayan tek yonlii bir sefer mevut degildir. Tki
kent arasinda ayni giin i¢inde birden ¢ok sayida karsilikli sefer yapilabilmektedir. Iki kent arasmda ayn gin
icinde birden cok sayida karsilikli sefer yapilabilmektedir. A kenti icin, bir giinde A dan kalkan ucak sayisini
da ile gosteriyoruz. Bagkent digindaki tiim A kentleri igin d4 < n ve yine bagkent digindaki ve aralarinda
karsilikli ucak seferi bulunmayan farklh herhangi iki A, B kenti i¢in, d4 + dg < n kogullar1 saglanmaktadir.
n+1 kent arasinda yer alan bagkentten bir giin iginde yapilan ugak seferlerinin sayisi konusunda ise, herhangi
bir kisitlama yoktur.

Bu tilkede bir giinde en ¢ok kag¢ karsilikli ugak seferi yapilabilecegini ve bu en ¢ok kargilikli sefer sayisini
olanakli kilan tiim ucus gizelgelerini belirleyiniz.

5™ + 7" = k? esitligini saglayan tiim (m,n, k) negatif olmayan tam say iigliilerini bulunuz.
Kenar uzunluklar: a, b, ¢ ve i¢ teget gemberinin yarigapi r olan bir liggende,

1 1 1 1
+

ZTEtasge
oldugunu gosteriniz.
Terimleri tam sayilar olan bir (@), dizisinde, her n > N igin,

an, = |{ili <i<nvea; +i>n}

olacak gekilde bir N pozitif tam sayis1 varsa, (a,)52; dizisinin en gok kag degeri sonsuz kere alabilecegini
belirleyiniz?

110-11 Aralik 2005
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47. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2006

1. Koseleri 1 yaricapinda bir gember iistiinde bulunan ve kogegenlerinden ikisi dik kesigen bir yedigenin alaninin
alabilecegi en biuiytik degeri bulunuz.

2. n pozitif bir tam say1 olmak tizere, 2 x n lik bir dikdértgeni, kenar uzunluklar: tam sayilar olan dikdortgenlere
kag farkl bigimde ayirabiliriz?

3. x,y, z pozitif gercel sayilar olmak tizere, xy + yz + zx = 1 ise,

217(36—Fy)(y—kz)(z—kx)Z(\/alc+y+\/y—&-z—i-\/;:—ch)z26\/5

oldugunu gosteriniz.

n
4. x bir pozitif tam say1 olmak iizere, her n > 1 tam sayisi i¢in Tp41 = Y xi ise, wogpe sayisinin 2006 ile
k=1
boliinmesini saglayan en kiigiik 27 sayisini bulunuz.

5. [AB] gapl bir ¢gemberin tstiindeki A ve B den farkli herhangi bir @) noktasindan [AB] gapmna, H € [ADB]
olmak tizere, [QH| dikmesi iniliyor. @ merkezli ve |QH| yarigaph gemberin [AB] gapl gemberi kestigi noktalar
C ve D ise, CD dogrusunun [QH]| m iki esit parcaya boldiigiinii gosteriniz.

6. 2006000 o6grencinin katildig bir Universite Girig Sinavi'nda, her 6grenci 2006 boliim arasindan 12 boltimliik
bir liste yapiyor. Herhangi 6 6grenciyi aldigimizda, bu 6grencilerden her birinin en az birini kendi listesine
dahil etmig oldugu iki boliimiin bulundugu goézleniyor. Her 6grencinin listesinden en az bir béliim igeren bir
boliim listesine, kapsamli bir liste diyoruz.

(a) Ogrencilerin verdikleri listeler ne olursa olsun, 12 elemanli bir kapsamli liste olusturulabilecegini kanitlayiniz.

(b) Daha kii¢iik bir listenin kendilerine gore kapsaml olmadig 6grenci listelerinin bulundugunu gosteriniz.

11-2 Nisan 2006
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14.

1.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2006!

Bir ABCD konveks dortgeninin [CD] kenar1 tizerinde 0 < |DE| = |FC| < |CD] olacak sekilde E ve F
noktalar1 aliniyor. ADE ve ACF iiggenlerinin cevrel gemberleri ikinci kez K noktasimnda; BDE ve BCF
iiggenlerinin ¢evrel gemberleri ikinci kez L noktasinda kesigiyor. A, B, K, L noktalarinin ¢cemberdes oldugunu
ispat ediniz.

2006 ogrenci ve 14 6gretmenin bulundugu bir okulda, her 6grencinin en az bir ogretmen ile tanigik olmasi
kosuluyla, 6gretmenler ve 6grenciler arasindaki tanigikli bagintisi ne olursa olsun; 6gretmenin tanidig1 6grenci
say1sinin, ogrencinin tanidigl 6gretmen sayisina oraninin en az ¢ oldugu, birbirini taniyan bir 6grenci-égretmen
ikilisinin bulunmasini saglayan en biiyiik ¢ gercel sayisini belirleyiniz.

Puz)=@*+z+1)" - (@ +2)" — (@ + )" —(x+ 1" +2°" 2" + 1
polinomunun tiim katsayilarinin 7 ile boliinmesini saglayan biitiin n pozitif tam sayilarim1 bulunuz.
n > 2veai,as,...,a, pozitif gercel sayilar olmak iizere

t:a1+a2+...+an:a%—i—a%—i-...—i—ai

ise,
it aj t—1
oldugunu gosteriniz.
Dar agili bir ABC iiggeninin yiikseklikleri [AA;], [BB;] ve [CC1] olsun. AB;C1, BC1 Ay ve C' A1 By liggenlerinin

i¢ merkezleri, sirasiyla, O 4, Op ve O¢ olsun. ABC ii¢geninin i¢ teget cemberi BC', CA ve AB kenarlarina,
sirasiyla, Ta, Tp ve T noktalarinda teget ise, TaOcTpOATcOp altigeninin egkenar oldugunu gosteriniz.

Kenarlari, alan1 ve i¢ acilarinin derece cinsinden Olgiileri rasyonel sayilar olan bir {iggenin bulunmadigini
ispat ediniz.

116-17 Aralik 2006
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48. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2007}

1. Bir havayolu sirketi A, B,C, D, E ve F kentlerinden bazilar1 arasinda karsilikli ugak seferleri baglatacaktir.
Bu alt1 kentten herhangi ikisi arasinda yalnizca bu sirketin seferlerini kullanarak ulagimi miimkiin kilacak
bi¢imde, bu seferlerin kag farkl bigimde diizenlenebilecegini belirleyiniz.

2. Farkli A ve B noktalar1 ile bu noktalardan gegen bir I' gemberi verilmisg olsun. P, I" iistiinde A ve B den
farkli, degisen bir nokta olmak iizere, AP B min agiortaymin P noktasindan I' cemberinin digina dogru uzantisi
iistiinde yer alan ve |M P| = |AP| + |PB| kogulunu saglayan M noktasinin geometrik yerini belirleyiniz.

3. a,b, c pozitif gergel sayilari, a + b+ ¢ = 1 kosulunu sagliyorsa,

1 1 1 1
>
ab+202+2c+bc+2a2+2a+ca+2b2+2b_ ab 4+ bc + ca

oldugunu kanitlayiniz.

4. Dar agili bir ABC {iggeniyle; bu ti¢genin diginda ve sirasiyla [AC, [BA ve [C'B iginlan {istiinde yer alan
By, C7 ve Aj noktalarimin olugturdugu A; B C; licgeni benzerdir. A; B;C tiggeninin diklik merkezi ile ABC'
iiggeninin ¢evrel gemberinin merkezinin gakigtigini kanitlayiniz.

5. Hangi n pozitif tek sayilar icin,
4

x%—i—x%—&—...—&—xi:n
esitligini saglayan x1, s, ..., , tek sayilarinin bulundugunu belirleyiniz.

6. 2007 x 2007 bir satrang tahtasinin her birim karesine 1 veya —1 yaziyoruz. Bu yazimin, tahtanin birim
karelerinden olugan her karenin i¢indeki sayilarin toplaminin mutlak degeri 1 i agmayacak bigimde, kag farkli
sekilde gergeklestirilebilecegini belirleyiniz.

124-25 Mart 2007
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15.

1.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2007}

Dar agili bir ABC' {i¢geninin AC kenarim ¢ap kabul eden ¢ember, AB ve BC yi, A ve C diginda, sirasiyla
K ve L noktalarinda kesiyor. ABC' iiggeninin ¢evrel gemberi, C K dogrusunu C' disginda F' noktasinda; AL
dogrusunu ise, A diginda D noktasinda kesiyor. ABC {iggeninin gevrel ¢emberinin [AC] kiriginin kii¢iik yay1
istiinde bir E noktasi alip, BE ile AC nin kesistigi noktaya N diyelim. Eger

|AF|? + |BD|? + |CE|* = |AE|* + |CD|* + |BF)?

ise, m(m) = m(m) oldugunu gosteriniz.

2007 x 2007 bir satrang tahtasinin bazi birim kareleri kirmiziya boyaniyor. Tahtanin . satir ve j. siitunundaki
birim kareyi (4,7) ile < i ve y < j kosullarim saglayan kirmiz1 boyal (z,y) birim karelerinin kiimesini de
S;.; ile gbsteriyoruz. Baglangigta boyali her (¢, j) birim karesine S; ; ye ait boyali karelerin sayis1 yaziliyor.
Daha sonraki her adimda, boyali her (4, j) birim karesine, .5; ; deki karelere bir énceki adim sonunda yazilmisg
olan sayilarin toplami yaziliyor. Sonlu sayida adim sonunda boyali birim karelere yazili tiim sayilarin tek
say1 haline gelecegini gosteriniz.

a+ b+ ¢ = 3 esitligini saglayan tiim a, b, ¢ > 0 gergel sayilar igin,

a? + 3b? b? + 3¢? % + 3a? -
ab®(4 —ab) ~ bc2(4—bc)  ca?(4—ca)

oldugunu gosteriniz.

. k> 1 bir say1, p = 6k + 1 bir asal say1 ve m = 2P — 1 olmak {izere,

om—1 _1
127m

sayisinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz.

~

m(B) = 90° olan bir ABC {iggeninin i¢ teget ¢emberi, BC kenarma D noktasimnda degiyor. ABD ve ACD
iiggenlerinin i¢ merkezleri sirasiyla X ve Z olmak iizere, X Z ve AD dogrular1 K noktasinda kesisiyor. X Z
nin ABC' nin gevrel cemberini kestigi noktalar U ve V; UV dogru parcasinin orta noktasi M; AD nin ABC
nin gevrel ¢emberini A diginda kestigi nokta Y olmak iizere, |CY| = 2|M K| oldugunu gosteriniz.

n kentin bulundugu bir iilkede, herhangi iki kent arasinda, bu kentleri dogrudan birlegtiren en ¢ok bir yol
bulunuyor. Farkli yollarin sadece kentlerde kesigtigi bu iilkede, herhangi bir kentin tiim yollar1 kapansa
bile, her kentten bagka her kente, gerekirse diger kentlerden gecerek ulagilabiliyor. Farkli A ve B kentleri
verildiginde, sectigimiz en ¢ok k yolu istedigimiz gibi tek yonlii yapmak suretiyle, geri kalan yollar nasil tek
yonlii yapilirsa yapilsin, iki kenti dogrudan birlegtiren herhangi bir [ yolu i¢in, A dan baglamak, belirlenmis
yonlere uymak, [ yolunu kullanmak ve herhangi bir kentten en ¢ok bir kez ge¢gmek iizere B ye ulagabiliyorsak,
A kenti B kentine k-yonli baglanabilir diyoruz. Her A kenti bagka her B kentine k-yonlii baglanabiliyorsa,
k en az kac olur?
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49.

1.

Uluslararas1 Matematik Olimpiyat: Takim Se¢me Simavi - 2008'2
m(]§ ) > m(a) olan bir ABC iiggeninde, A agisinin i¢ ve dig agiortaylart BC' yi sirasiyla D ve E noktalarinda
kesiyor. [FA 1gim1 iistiinde, A ya gore E ile farkli tarafta bir P noktasi aliniyor. DP ve AC dogrularnt M
noktasinda, M E ile AD ise, () noktasinda kesigiyor. P noktasi degigirken elde edilen PQ dogrularinin hepsinin
bir noktada kesigtigini gosteriniz.

30 kosesi ve 105 kenar: bulunan bir ¢izgede, ortak bir kogesi bulunmayan siras: kenar ikililerinin sayis1 4822
ise, bu ¢izgideki iki kégenin dereceleri arasindaki fark en ¢ok kag olur?

2% — ax? + bx — ¢ = 0 denkleminin biitiin koklerinin pozitif gercel sayilar olmasmi saglayan a,b, ¢ gergel

sayilar1 igin
l+a+b+c ¢
3+2a+b b

ifadesinin en kii¢lik degerini bulunuz.

. (zp) dizisi, 1 = a, x2 = b ve her n > 1 tam saysi icin

Tnta = 2008241 — 2y,
bagintilar1 araciligiyla tanimlaniyor. Her n > 1 tam sayisi igin,
1+ 20062, 2,41

ifadesini tam kare yapan a ve b pozitif tam sayilarinin bulundugunu gosteriniz.

[BD]*? __ __|CDP?
|AB| 1 |AD| ~ |AC| +|AD]

olacak gekilde bir F noktasi aliniyor. |AE| = |AB| + |AC| oldugunu

Bir ABC ftiggeninin [BC| kenar iistiinde |AD| =

|DE|?
|CD| +|CE]

olacak gekilde bir D noktasi

ile D € [AE] ve |CD| =
gosteriniz.

m,n > 2 tam sayilar olmak tizere, N = {1,2,...,n} toplulugu, m elemanh bir A kiimesinin bir altkiimesini
segecektir. N toplulugunun bir tercih profili, her i € N se¢gmeninin A kiimesindeki segeneklere iligkin bir
kesin tercih siralamasindan olugmaktadwr. k € {1,2,...,m} olmak iizere, k-cogulcu secim sisteminde, her
se¢men, ilk k sirada tercih ettigi k£ adaya, sirasini belirtmeksizin egit agirlikli oy vermekte ve en ¢ok sayida
toplam oy alan adaylar secilmektedir. R ve R, N toplulugunun iki tercih profili ve a olmak tizere, eger
her i € N, R profilindeki tercihine gore a dan kotii buldugu biitiin adaylari, R’ profilindeki tercihine gore
de a dan kotii buluyorsa, “R’ profili, R profiline a-tistiindir” diyoruz. k-gogulcu se¢im sistemine gore R

profilinde segilen her a € A, R ye a-iistiin olan her R’ profilinde de secilmeye devam ediyorsa, k-¢ogulcu
m(n —1)

se¢im sistemine tekdiize diyoruz. k > olmasinin, k-gogulcu se¢im sisteminin tekdiize olmasi i¢in

gerek ve yeter oldugunu gosteriniz.

IKaynak: MatematikOlimpiyati.org
229-30 Mart 2008
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16.

1.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2008!

Diklik merkezi H ve gevrel merkezi O olan dar acili bir ABC ftiggeninin BC, AC' ve AB kenarlarimin
orta noktalar1 sirasiyla Ay, By ve Cy olsun. [HA;, [HB; ve [HC 1ginlari, ABC {iggeninin gevrel ¢emberini,
sirasiyla Ag, By ve Cy noktalarinda kessin. Ay ByCy liggeninin diklik merkezi Hy ise, O, H ve Hy noktalarinin
dogrudag oldugunu gosteriniz.

7l
(a) ——— nin tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarin belirleyiniz.
p
et -1 y ; o
(b) ————— nin tam kare olmasim saglayan tiim p asal sayilarini belirleyiniz.
p

a+ b+ ¢ =1 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel sayilar igin,

a’b? b2c? 2a? 3

>
c3(a? —ab+ b?) + a3(b? — be + ¢2) + b3(c? —ca+a?) ~— ab+bc+ ca

oldugunu kanitlayiniz.

. N negatif olmayan tam sayilarin ve Z de tiim tam sayilarin kiimesini gostermek tizere, f : N x Z — Z

fonksiyonu,

i f(0,0)=1, f(0,1) =1,
ii. her k ¢ {0,1} i¢in, f(0,k) =0 ve
iii. her n > 1 ve k igin, f(n, k) = f(n —1,k) + f(n — 1,k — 2n)

kogullarini sagliyorsa

(20209)
> f(2008, k)
k=0

toplaminin degerini bulunuz.

Diizlemde bir T’ gemberi ve onu kesmeyen bir ¢ dogrusu verilmis olsun. PQ N RS = {A} ve PSNQR = {B}
olacak bigimde, I' cemberi tistiinde P, @, R, S noktalarinin bulunmasimi saglayan ve ¢ dogrusu tistiinde yer
alan tiim {A, B} nokta ikilileri i¢in, [AB] yi ¢ap alan gemberlerin kesigim kiimesini belirleyiniz.

2008 tane bilgisayardan olusan bir bilgisayar aginda, herhangi iki dongii kesismiyor. ¢ = 0 aninda, bir bil-
gisayar korsani1 bu agdaki bir bilgisayar: ele gegiriyor ve ¢ = 1 aninda da, ag yonetici, ele gecirilmemis bir
bilgisayara koruyucu bir program yiikliiyor. Her &k pozitif tam sayisi igin, ¢ = 2k aninda, korsan, varsa, o ana
kadar ele gecirdigi bilgisayarlardan birine dogrudan bagli olan ve koruyucu program yiiklenmemis olan bir
bilgisayar1 daha ele gegirebiliyor; ¢ = 2k + 1 aninda da, ag yOneticisi, varsa, o ana kadar koruyucu program
yiklenmis bilgisayarlardan birine dogrudan bagl olan ve korsanin ele ge¢irmemis oldugu bir bilgisayara daha
koruyucu programi yiikleyebiliyor. Bilgisayar ag1 ne gekilde diizenlenmis olursa olsun, korsanin en ¢ok kag
tane bilgisayar1 ele gecirmeyi garantileyebilecegini belirleyiniz.

[ m > 3 olmak iizere, By ve B,, bilgisayarlar1 ve, her 2 < ¢ < m i¢in, B;_; ve B; bilgisayarlar1 dogrudan
baghysa, m elemanl {B1, Bs, ..., By, } kiimesine bir déngi diyoruz.]

199-30 Kasim 2008
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50. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2009'

1. QT tiim pozitif rasyonel sayilarin, Z ise tiim tam sayilarin kiimesini géstermek iizere, 2 > 1 olan her z € Q*
icin, f(1/z) = f(z) ve (x + 1)f(x — 1) = zf(x) bagmtilari saglayan biitiin f : QT — Z fonksiyonlarim
bulunuz.

2. Bir ABCD tegetler dortgeninin i¢ teget cemberinin merkezi O, yarigapi ise r dir. AB ve C'D dogrular P;
AD ve BC dogrular Q; AC ve BD kogegenleri ise, K noktasinda kesigiyor. O noktasindan PQ dogrusuna
olan uzaklik d ise, |OK| - d = r? oldugunu gosteriniz.

3. 2009 kisilik toplulukta, hangi iki kisiyi alirsak alalim, bunlarin ikisiyle birden tanigik olan tam olarak bir kisi
bulunuyor. Boyle bir toplulukta en cok tanidigi olan ve en az tanidigi olan kigilerin tanmidik sayilar: arasindaki
farkin alabilecegi en kii¢iik degeri bulunuz.

2p—2
4. Hangi p asal sayilar igin, 1 +p + H Q(z%) polinomunun en az bir tam say1 kokii olacak bigimde, tam say1

=1
katsayil bir Q(z) polinomunun bulundugunu belirleyiniz.

5. Bir ABC figgeninde, Ay, B; ve C1, i¢ teget cemberin sirasiyla, BC, AC ve BC kenarlarina degdigi noktalar
olmak iizere,
\AB1| |BC’1 |C’A1 3
B T\ el T\ Jeal =

6. Bir siuftaki n > 4 6grenciden bazilar1 arkadagtir. Bu smiftaki herhangi n — 1 6grenci, her birinin her iki
yaninda da birer arkadagi bulunacak bigimde bir ¢gember olugturabilirken, n 6grenciyle bu kosulu saglayan
bir gember olusturulamiyorsa, n nin alabilecegi en kiiciik degerin 10 oldugunu gosteriniz.

oldugunu kanitlayiniz.

14-5 Nisan 2009
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17.

1.
2.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2009!

p® — 4p + 9 un tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarim bulunuz.

I', ABC {iggeninin gevrel cemberi; D ve E de, sirasiyla [AB] ve [AC] kenarlari istiinde kogelerden farkli nokta-

lar olsun. A’, BAC nin agiortayimin I' y1 ikinci kez kestigi nokta; P ve Q da, sirasiyla A’D ve A’E dogrularimin
I y1 ikinci kez kestigi noktalar olsun. R ve S sirasiyla APD ve AQE {iggenlerinin gevrel ¢emberlerinin AA’
dogrusunu ikinci kez kestikleri noktalar ise; D.S ve ER dogrularimn, I' ya A da teget olan dogru iistiinde bir
noktada kestigini gosteriniz.

Bir beldenin Elektrik i@leri gorevlisi Ahmet, k giin boyunca her giin, ya sectigi bir direkle yine kendisinin
sectigi istedigi sayida direk arasina birer tel baghyor, ya da en ¢ok 17 direk ikilisi se¢ip her ikiliye ait direkler
arasima birer tel baghyor. Beldenin Boya Isleri gorevlisi Berna da, beldede kag direk olursa olsun ve Ahmet
telleri nasil baglarsa baglasin, beldedeki tiim direklerin en ¢ok 2009 renk kullanarak ve aralarina tel baglanmis
herhangi iki direk aym renkte olmayacak bigimde boyanabilecegini iddia ediyor. k nin, Berna’nin iddiasinin
dogru olmasini saglayan en biiyiik degerinin belirleyiniz.

Dar acili ABC {iggeninin diklik merkezi H ve A, B, C kosgelerine ait yiiksekliklerinin ayaklar1 da, sirasiyla
A1, By,C4 dir. K, [AB] gapli gemberin kii¢iikk AB; yayi iistiinde yer alan ve m(ITK\B) = m(CTK\B) kogulunu
saglayan bir nokta ve [KB] N [CCy] = {L} olmak tizere; C merkezli ve [CL] yarigapli ¢ember [AA;] i M
noktasinda kesiyor. B merkezli ve [BM] yarigapl ¢emberin CC; dogrusunu kestigi noktalar P ve @ ise,
A, K, P ve (Q noktalarimin ¢emberdes oldugunu kanitlayiniz.

Tum a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: igin,

(b+c)(a* —b%c?)  (c+a)(b* —c2a?)  (a+b)(c* —a?b?)
ab + 2bc + ca bec + 2ca + ab ca + 2ab + be

oldugunu gosteriniz.

1<k <ke<...<k,veayaq,...,a, tam sayilar olmak tizere; her N tam sayis: i¢in, k;|N — a; olacak
bigimde en az bir 1 <7 < n bulunuyorsa, n nin alabilecegi en kiigiik degeri belirleyiniz.

15-6 Aralik 2009
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51. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2010!

1. ABC figgeninin sirasiyla [AB], [BC], [CA] kenarlar iistiinde yer alan D, E, F noktalari, |AD| = |AF]|,
|BD| = |BE| ve |DE| = |DF| kosullarim saglhyor. I, ABC ii¢geninin i¢ merkezi olmak tizere; ABIT ii¢geninin
gevrel cemberine A noktasinda teget olan dogru ile BI dogrusu K noktasinda kesigiyor. |AK| = |AD| ise,
|AK| = |KE| oldugunu kanitlayiniz.

2. Tim a, b, ¢ pozitif gercgel sayilar igin,

</(a2+b2)(a2—ab+b2)+Q/(bz—i—c)(b —be+c?) +\/c + a?)(c? —ca+a)
2

<

W Do

(a® +b* + c2) < + >
b+c c+a

oldugunu gosteriniz.

3. Yil boyunca yaptig: sinavlarda 2010 tane soru sormus olan bir 6gretmen, bu sorulari her biri 670 tane soru
iceren {i¢ dosyaya ayirarak, her dosyayi o dosyadaki sorularin hepsini ¢ozmiig olan bir ogrenciye vermek
istiyor. Herhangi bir soruyu g¢ozemeyen en ¢ok iki 6grenci olmasi koguluyla; hangi soru hangi 6grenciler
tarafindan ¢oztilmiig olursa olsun, 6gretmenin bunu yapmasinin olanakli olmasi i¢in toplam 6grenci sayisinin
en az kag olmasi gerektigini belirleyiniz.

4. 0 <k < n tam sayillar ve A = {a:a =k (mod n)} olmak iizere, hicbir (a,m) € A x ZT icin,
a™+ 3™
a?—3a+1
ifadesinin degeri tam say1 degilse, n nin alabilecegi en kii¢lik degeri bulunuz.

5. ABC figgeninin ig bolgesinde yer alan bir D noktasi i¢in, BDNAC = {E} ve CDNAB = {F} olmak {izere;
A, E, D, F noktalar1 gemberdes ise, bu noktalardan gegen ¢emberi I'p ile gosterelim. Tiim I'p gemberlerinin
A dan farkli bir ortak noktadan gectigini gosteriniz.

6. A dizlemdeki kafes noktalarinin kiimesi ve F de, A dan {—1, 1} ne fonksiyonlarin kiimesi olsun. F deki bir
f fonksiyonu, F ye ait olan ve f den farkli deger aldig1 kafes noktalarinin sayisi sonlu olan her g fonksiyonu

i¢in,
f(P)f(Q) —g(P)g(Q)
P PQ] =0
0<|PQ|<2010

kosulunu saghyorsa, f ye sahane diyelim. Birbirinin 6telemesi olmayan sonsuz c¢oklukta sahane fonksiyon
bulundugunu kanitlayiniz.

127-28 Mart 2010
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18.

1.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2010!

Bir iilkede baskente dogrudan karayolu ile bagh kentlerin sayisi 2010 dur. Bagkent digindaki her kent 2010
dan az sayida kente dogrudan karayolu ile bagl olup, ayni sayida kente dogrudan bagh olan herhangi iki
kent icin bu say1 ¢ifttir. Bagkenti dogrudan cesitli kentlere baglayan yollardan k tanesi kapatilarak bakima
alinacaktir. Bu iilkedeki karayolu agi nasil olusturulmus olursa olsun, bunun aralarinda karayolu ulagimi
miimkiin olan herhangi iki kent arasindaki ulagimin hala miimkiin olacag: bigimde yapilmasini olanakl kilan
en biiylik say1 k sayisini belirleyiniz.

. P, ABC fi¢geninin i¢ bolgesinde yer alan, A kosesine ait kenarortay tistiinde olmayan ve m(@) = m(B/C’\P)

kogulunu saglayan bir nokta olsun. BPNCA = {B'} ve CPNAB = {C'} olmak iizere; AP dogrusu ile ABC
iicgeninin gevrel cemberi ikinci kez () noktasinda, B'Q) ve CC’ dogrular1 R noktasinda ve B’Q dogrusu ile P
den AC dogrusuna paralel ¢izilen dogru da S noktasinda kesigiyor. B'C’ ve @B dogrular1 AB dogrusunun

C den farkli yaninda yer alan bir T' noktasinda kesigsin. m(B//ﬁ’ ) = m(BB’Q) olmas i¢in, |SQ| = |RB’|
olmasinin gerek ve yeter kogul oldugunu kanitlayiniz.

Her n pozitif tam sayis1 ve ajas . ..a, = 1 kogulunu saglayan tiim aq, as, ..., a, pozitif gergel sayilar: icin,
n

a; 1
D R P

i=1

n

N | =

oldugunu kanitlayiniz.

A ve B noktalar1 [C'D] ¢apli gemberin iistiinde ve CD dogrusunun farkli yanlarinda bulunuyor. C' ve D
noktalarindan gegen bir T' ¢emberi [AC| yi uglarindan farkh bir E noktasinda, [BC] yi de F noktasinda
kesiyor. F noktasinda I' cemberine teget olan dogru ile BC dogrusunun kesisgtigi nokta P olmak tizere; )
noktasi, |QP| = |EP| kogulunu saglayan ve CEP iiggenin cevrel ¢emberi iistiinde yer alan E den farkli bir
nokta olsun. ABN EF = {R} ve |EQ| nun orta noktas: S ise, DR ve PS dogrularmin paralel oldugunu
gosteriniz.

0 < a,b < 2010*® tam sayilar olmak iizere, P(x) = ax? + bx bigimindeki polinomlarmn kiimesini S ile
gosterelim. S ye ait kag P polinomunun, tiim 0 < n < 2010'® tam sayilar1 i¢in Q(P(n)) = n (mod 2010'8)
bagintisini saglayan ve S ye ait olan bir () polinomunun bulunmasini olanaklh kildigini belirleyiniz.

K, diizlemdeki digbiikey bir 2010-genin kenar ve kogegenlerinin kiimesi olsun. A, K nin bir altkiimesi ol-
mak lizere; A ya ait her dogru parcasi ¢ifti kesigiyorsa, A ya kesigimli kiime diyelim. Iki kesigimli kiimenin
birlesiminin en ¢ok kag elemana sahip olabilecegini belirleyiniz.

127-28 Kasim 2010
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52. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2011!2

1. QT pozitif rasyonel sayilar kiimesini gostermek iizere; her x € QT igin

() =25 = ()5

kosullarini saglayan tiim f : Q* — Q¥ fonksiyonlarini bulunuz.

2. ABC iiggeninin gevrel ¢cemberinin A noktasindan gegen ¢apimin diger ucu D ve igteget gemberinin merkezi
I olsun. Swrasiyla [BA ve [C' A 1gilan iistiinde yer alan E ve F' noktalar

|AB| + |BC| + |CA]
2

kosulunu saghyorsa, EF' ve DI dogrularinin dik oldugunu gosteriniz.

|BE| = |CF| =

3. A ve B, srasiyla 20112 ve 2010 elemanli birer kiime olsun. Her (x,y) € A x A i¢in, f(z,y) = f(y, r) kosulunu
ve her g : A — B fonksiyonu igin, g(a1) = f(a1,a2) = g(az) ve a1 # az olacak bi¢imde bir (a1,a2) € A x A
bulunmasim saglayan bir f : A x A — B fonksiyonunun bulundugunu kanitlayinz.

4. D, ABC figgeninin [BC] kenar iistiinde kogelerden farkl bir nokta olmak tizere; ABC, ABD ve ADC
iiggenlerinin icteget gemberlerinin merkezleri sirasiyla, I, Iy ve Iy dir. AI;I ve ADI5 iiggenlerinin gevrel
cemberleri A dan farkli bir E noktasinda, AIls ve Al D tiggenlerinin ¢evrel ¢cemberleri de A dan farkli bir
F noktasinda kesigiyor. |Al;| = |Al| ise,

[EI| |ED| _ |EL]
[F1| [FD| ~ [FLP?

oldugunu kanitlayiniz.
5. a® + b? 4+ ¢ > 3 kosulunu saglayan tiim pozitif a, b, ¢ gercel sayilari icin,

(a+1)(b+2) (B+1D(c+2) (c+1)(a+2)
G+1)(0+5)  (ec+1)(c+5) (a+1)(a+5)

3
> 2
2
oldugunu kanitlayiniz.

6. n pozitif tam sayisinn iki tabamna gore yazilmindaki rakamlarin toplamin ¢(n) ile gosterelim. k > 2 bir
tam say1 olsun.

a. Tim m > N tam sayilar igin, ¢(3-5---(2m 4+ 1)) > k olmasim saglayan bir N tam sayis1 bulundugunu
gosteriniz.

b. Her m pozitif tam sayist i¢in, a,, > 3 bir tek say1 ve t(ajaq - - am) = k olacak bigimde bir (a;)2; tam
sayilar dizisi bulundugunu gosteriniz.

7. K, dar acili bir ABC {i¢geninin i¢ bolgesinde yer alan bir nokta ve ARBPCQ, koseleri ABC' liggeninin cevrel
gemberi I nin istiinde bulunan digbiikey bir altigen olsun. K den gegen ve I" ya A da teget olan gemberin
AP dogrusunu ikinci kez kestigi nokta A;, K den gegen ve I' ya B de teget olan ¢emberin B@ dogrusunu
ikinci kez kestigi nokta By, K den gecen ve I' ya C de teget olan gemberin C'R dogrusunu ikinci kez kestigi

nokta C ise,
min{|PA1| |QB1| RCl|} <1
|AA;1|" |BB:| |CCy| ) —

oldugunu kanitlayiniz.

8. 2011 kentin bulundugu Cizgistan’daki her kent ikilisi i¢in, Cizge Hava Yollar1 (CHY) tarafindan bu kentler-
den yalnizca birinden digerine tek yonli olarak ugak seferleri diizenlenmektedir. Her kentin kalkig noktasi
oldugu seferlerin sayisi ile varig noktasi oldugu seferlerin sayisinin farkinin mutlak degeri k£ yi agmamak
koguluyla bu seferler nasil diizenlenirse diizenlensin, Cizgistan’in herhangi bir kentinden herhangi bagka bir
kentine yalnizca CHY seferlerini kullanarak ulagmak miimkiin olmaktadir. £ nin alabilecegi en biiyiik degeri
belirleyiniz.

129-30-13 Mart 2011
2Takim Segme Sinavlar: 2011’den itibaren 3 giine gikartildi.
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9. p bir asal say1, n bir pozitif tam say1 olsun ve Z,» = {0,1,...,p" —1} olsun. Her a,b € Z,» igin, (a+ b+ pab,
a + b+ pab nin p™ ye boliimiinden kalani gostermek iizere),

fla) + f(b) = f(a+b+pab) (mod p")

kogulunu saglayan kac f : Zy» — Z,» fonksiyonunun bulundugunu belirleyiniz.
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19. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2011}

1.n>2ve E={1,2,...,n} olsun. A, Ay,..., Ag; E nin altkiimeleri olmak {izere, her 1 < i < j < k igin,
AinAj, Ain Ay, AN A ve Aj N Al kiimelerinden tam olarak bir tanesi bos ise, k nin alabilecegi en biiyiik
degeri belirleyiniz.

[A, E nin bir altkiimesi ise, F nin A ya ait olmayan elemanlarimin kiimesini A’ ile gésteriyoruz.]

2. D, ABC iiggeninin [BC|] kenan tstiinde kogelerden farkli bir nokta ve E, [C'D] nin orta noktasi olsun.
E den BC dogrusuna gizilen dikme [AC] kenarmi |AF| - |BC| = |AC| - |EC| kosulunu saglayan bir F
noktasinda kesiyor. ADC {iggeninin gevrel ¢emberi de, [AB] kenarimi A dan farkh bir G noktasinda kesiyor.
AGPF {iggeninin gevrel cemberine F' noktasindan cizilen tegetin BGFE tiggeninin cevrel gemberine de teget
oldugunu kanitlayiniz.

3. zyz = 1 kogulunu saglayan tiim x,y, z pozitif gercel sayilari igin,

1 1 1
x+y20+211+y+220+x11 +Z+$20+y11 -

oldugunu gosteriniz.

4. ay =5ven > 1icgin, a, +1 = a3 —2a2 +2 olsun. p = 3 (mod 4) kogulunu saglayan bir p asal sayist asgr; + 1
sayisin1 boliiyorsa, p = 3 oldugunu kanitlayiniz.

5. M ve N diizlemde yer alan diizgiin digbiikey ¢okgensel bolgeler olmak tizere, ug noktalardan biri M ye, digeri
de N ye ait olan dogru pargalarmin orta noktalarmdan olugan kiimeyi K (M, N) ile gosterelim. K (M, N)
nin de diizgiin digbiikey ¢okgensel bir bolge olmasimi saglayan tiim (M, N) ikililerini belirleyiniz.

6. A tilkesindeki 2011 kent ile B iilkesindeki 2011 kent arasinda karsilikli ugak seferleri yapiliyor. Iki kent
arasindaki seferleri yalnizca bir hava yolu sirketi igletebiliyor ve bir kentten c¢ikan seferleri en ¢ok 19 farkh
hava yolu sirketi igletebiliyor. Ucuslar hava yolu sirketleri arasinda bu kogullar1 saglayacak bicimde nasil
paylasilmig olursa olsun, yalnizca bir tek hava yolu sirketinin uguslarini kullanarak herhangi ikisi arasinda
gidebilecegimiz k& kent bulunuyorsa, k nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.

13-4 Aralik 2011
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53. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2012!

1. A={1,2,...,2012}, B={1,2,...,19} ve S de A nin tiim altkiimelerinin kiimesi olsun. Her A, A3 € S igin,
f(A1 N Ay) = min{f (A1), f(A2)} kogulunu saglayan tiim f : .S — B fonksiyonlarinin sayisim belirleyiniz.

2. D, dar agli bir ABC {iggeninin [BC] kenar: iistiinde koselerden farkli bir nokta olmak tizere; My, Ma,
Ms, My, M; srasiyla, [AD], [AB], [AC], [BD], [CD] dogru parcalarimin orta noktalary; O, Oz, O3, O4, Os
sirasiyla, ABD, ACD, My MyM,, My M3Mjy tiggenlerinin gevrel cemberlerinin merkezleri; S ve T de sirasiyla,
AO; ve AOy dogru parcalarinin orta noktalari olsun. SO304T dortgeninin bir ikizkenar yamuk oldugunu
kanitlayiniz.

3. ab+ bc+ ca < 1 kogulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gercel sayilari igin,

1 1 1
b 3 > 8ab
at+b+ct+ V3> ac(a2+1+b2+1+c2+1)

oldugunu gosteriniz.

4. Bir ABC ii¢geninin igteget cemberi [BC|, [C'A], [AB] kenarlarma sirasiyla, D, E, F noktalarinda degiyor.
A noktasinda gegen ve BC' dogrusuna D de teget olan cember ise, [BF] ve [CE] dogru pargalarin sirasiyla,
K ve L noktalarinda kesiyor. F den gegen ve DL ye paralel olan dogru ile F' den gecen ve DK ye paralel
olan dogru da P noktasinda kesisiyor. Ry, Ra, R3, Ry swrasiyla, AFD, AED, FPD, EPD iiggnlerinin ¢evrel
cemberlerinin yaricaplar: olmak iizere, Ry Ry = RsR3 oldugunu kanitlayiniz.

5. Hangi n pozitif tam sayilar1 icin, her biri n ile bdlilnen n tnae tam saymn karelerinin toplami olarak
yazilabilen her pozitif tam sayinin, hicbiri n ile bélinmeyen n tane tam sayinin karelerinin toplami olarak
da yazilabilecegini belirleyiniz.

6. Arda ile Bagak 1 x m bir satrang tahtas: ve tizerlerinde 1 den 2012 ye kadar tam sayilarin yazili oldugu
2012 tasla bir oyun oynuyorlar. Her hamlede Arda bir tas seciyor ve Bagak bunu tahtanin istedigi bos
bir karesine yerlegtiriyor. Bu bicimde yapilan k£ hamle sonucunda secilen taglar tahtaya artan bir sirada
yerlegtirilmigse, oyunu Bagak; degilse, Arda kazamyor. Hangi (m, k) ikilileri i¢in Bagak’in oyunu kazanmay1
garantileyebilecegini belirleyiniz.

7. Bir r rasyonel sayis1 ve bir n pozitif tam sayisi igin, S.(n) = 1" + 2" 4+ --- + n” olsun. Sonsuz g¢oklukta n
pozitif tam sayisi igin, S,(n) = (Sp(n))® olmasim saglayan biitiin a, b pozitif rasyonel sayilarimi ve ¢ pozitif
tam sayilarini belirleyiniz.

8. ABC = A’'B’'C’ olacak bigimde duzlemde yer alan birbirinden farkh A, B, C, A’, B/, C’ noktalan igin,
ABC figgeninin agirhik merkezi G noktasi olsun. G den gecen A’ merkezli gember ile [AA’] ¢apli gember A
noktasinda, G den gecen B’ merkezli cember ile [BB’] ¢apli gember B; noktasinda, G den gegen C’ merkezli
gember ile [CC’] gaph ¢ember de C; noktasinda kesigiyorsa,

|[AAL |2 + |BB1* + |CCi? < |ABJ* + |BC|” 4 |CA]?
oldugunu gosteriniz.

9. Tiim pozitif tam sayilar kiimesinin Z7T ile, tiim asal sayilarin kiimesini de P ile gosterelim.

Ave S, ZT nin altkiimeleri olmak {izere; A nin tiim a elemanlar: ve 0 < b < a kosulunu saglayan tiim b tam
sayilari igin, b = s1 + s2 + -+ + s, (mod a) ve 1 <n < N olacak bicimde S ye ait s1, sg, ..., s, sayilarinn
bulunmasim saglayan bir N pozitif tam sayisi varsa, A kiimesine S-uygun diyelim.

P kiimesi S-uygun olacak ve Z* kiimesi S-uygun olmayacak bicimde Z™ nin bir S altkiimesini bulunuz.

194-25-26 Mart 2012
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20.

1.

Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2012!

Her n pozitif tam sayisi i¢in P(n!) = |P(n)|! kogulunu saglayan tiim tam say1 katsayili P(z) polinomlarim
bulunuz.

. ABC, |AB| = |AC| kosulunu saglayan bir ikizkenar iiggen ve D, A ya ait yiiksekligin ayag1 olmak iizere,

ADC {iggeninin i¢ bolgesindeki bir P noktasi m(@) > 90° ve m(@)—i—m(@) = m(P/C\B) kogullarini
sagliyor.

CPNAD = {Q} ve BPN AD = {R} olsun. [AB] istiinde yer alan bir T noktasi ile [AP tstiinde ve
[AP] diginda yer alan bir S noktasi, m(T/]-%\B) = m(ﬁQ\C) ve m(P/ST%) = 2m(@%) kogullarimi saghyorsa,
|TR| = |RS| oldugunu gosteriniz.

. Tim z,y gercel sayilar igin,

Lf(f@)+y+ fly) =22 +2f(y) ve
i,z <y= f(z) < fly)

kosullarini saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarini belirleyiniz.

. Tim z,y, z pozitif gercel sayilari igin,

2z —y)  yRy—2)  2(2z-1)
y2z+x) 22x+4y) z(2y+2)

>1

oldugunu kanitlayiniz.

x; € 1,2,...,20,(1 < ¢ < 2012), bi¢imindeki tim (x1,x2,...,22012) 2012-lilerinden olugan kiimeyi P ile
gosterelim.
Bir S C P altkiimesi, her (z1,z2,...,22012) € S igin,

yi <wi(1 < <2012) = (y1,Y2,-- -, Y2012) €5
kosulunu saghyorsa, S ye algalan kime;
r; <yi(1 <4 <2012) = (y1,92,- -, Y2012) €S

kogulunu sagliyorsa da, S ye yiikselen kiime diyelim.
A ve B bog olmayan sirasiyla bir algalan ve bir yiikselen kiime olmak iizere, |AN B|/ (JA].|B|) nin alabilecegi
en biiyiik degeri belirleyiniz.

Sirasiyla, [AE] ve [AF] dogru pargalar iistiinde yer alan B ve D noktalar i¢in, ABF ve ADFE {iggenlerinin
A kogelerine ait dig teget gemberleri aynidir. Bu ¢emberin merkezi I, [BF] N [DE] = {C} ve IAB, IBC,
ICD, IDA, TAE, IEC, ICF, IF A iiggenlerinin ¢evrel ¢cemberlerinin merkezleri sirasiyla, Py, Py, P3, Py,
Q1, Q2, @3, Q4 olsun.

a. Pi, Py, P3, Py noktalarinin ve @1, @2, Q3, Q4 noktalarinin cemberdes oldugunu gosteriniz.

b. Bu cemberlerin merkezleri sirasiyla, O; ve Oy olmak tizere, O, Oz, I noktalarimin dogrudas oldugunu
gosteriniz.

124-25 Kasim 2012
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54. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Secme Sinavi - 2013!

1. Bir n pozitif tam sayws1 igin, n den kii¢iik ve n ile arasinda asal olan pozitif tam sayilarin sayis1 ¢(n) ile
gosterilmek tizere,
2"+ (n—¢(n) —l=n"+1
egitligini saglayan tim (m,n) pozitif tam sayi ikililerini bulunuz.

2. 2013 x 2013 bir satrang tahtasinin birim karelerine, her birim karede en ¢ok bir tag olacak ve birim karelerden
olusan her 19 x 19 karede de en az 21 tag olacak bicimde en az kag tag yerlegtirilebilecegini belirleyiniz.

3. BveC acilarimin 6lgiileri farklh olan dar agili bir ABC {i¢geninin ¢evrel ¢cemberinin merkezi O ve i¢ teget
gemberinin merkezi de I dir. [BC], [CA], [AB] kenarlarinin orta noktalar: sirasiyla, D, E, F ve I dan [AB]
ye inilen dikmenin ayag1 T olsun. DEF ii¢geninin ¢evrel cemberinin merkezi P ve [OI] dogru pargasinin orta
noktast @) olmak iizere, A, P, () noktalar1 dogrudag ise,

|AO|  |BC|

|OD|  |AT|
oldugunu kanitlayiniz.
4. mb =n"t 4 n — 1 egitligini saglayan tiim (m,n) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.

5. Bir ABC figgeninin i¢ teget ¢emberinin [BC] kenarina teget oldugu nokta D ve merkezi I; [ID] dogru
pargasinin orta noktasi ise 7' olsun. I dan AD dogrusuna ¢izilen dikme AB ve AC dogrularini sirasiyla,
K ve L noktalarinda; T" den AD ye gizilen dikme de bu dogrular sirasiyla, M ve N noktalarinda kesiyor.
|KM|-|LN|=|BM|-|CN| oldugunu gésteriniz.

6. —2 < x,y,z <2ve x? +y? + 2% + zyz = 4 kosullarim saglayan tiim x, 7, z gercel sayilar icin,

z(zz +yz +y)

<K
xy+y?+22+1 "
olmasini saglayan en kiiciik K gercel sayisini belirleyiniz.
7. Digbilikey bir ABCD dortgeninde kogegenlerin kesigim noktasi F olmak iizere, m(@) = m(D/E\C) =

I

m(@) kogulu saglaniyor. [BC| kenar tistiindeki bir F' noktas: igin, m(W) +m(@) = m(BFE) ise,
A, B, F, D noktalarinin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.

8. Tlim z,y gergel sayilari icin,

i. f(2?) = f(z)? - 2zf(x)
. f(—z) = f(z—1)
i, 1<z <y= f(z) < f(y)

kosullarii saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarmi belirleyiniz.

9. Bir tlkedeki n kentten bazilar1 arasinda, herhangi iki kent arasinda ulagimi olanakl kilacak ve her kentten
en az k sefer olacak bicimde kargilikli ugak seferleri yapilmaktadir. Bu seferlerin, nasil diizenlenmis olurlarsa
olsunlar, n — k hava yolu sirketi arasinda, herhangi bir kentten bir digerine ayni hava yolu sirketini birden
fazla kere kullanmadan gitmek miimkiin olacak bigimde paylagtirilabilecegini kanitlayiniz.

130 Mart-31 Mart-1 Nisan 2013
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