54. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Secme Sinavi - 2013!

1. Bir n pozitif tam sayws1 igin, n den kii¢iik ve n ile arasinda asal olan pozitif tam sayilarin sayis1 ¢(n) ile
gosterilmek tizere,
2"+ (n—¢(n) —l=n"+1
egitligini saglayan tim (m,n) pozitif tam sayi ikililerini bulunuz.

2. 2013 x 2013 bir satrang tahtasinin birim karelerine, her birim karede en ¢ok bir tag olacak ve birim karelerden
olusan her 19 x 19 karede de en az 21 tag olacak bicimde en az kag tag yerlegtirilebilecegini belirleyiniz.

3. BveC acilarimin 6lgiileri farklh olan dar agili bir ABC ii¢geninin ¢evrel ¢cemberinin merkezi O ve i¢ teget
gemberinin merkezi de I dir. [BC], [CA], [AB] kenarlarinin orta noktalar: sirasiyla, D, E, F ve I dan [AB]
ye inilen dikmenin ayag1 T olsun. DEF ii¢geninin ¢evrel cemberinin merkezi P ve [OI] dogru pargasinin orta
noktast @) olmak iizere, A, P, () noktalar1 dogrudag ise,

|AO|  |BC|

|OD|  |AT|
oldugunu kanitlayiniz.
4. mb =n"t 4 n — 1 egitligini saglayan tiim (m,n) pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.

5. Bir ABC figgeninin i¢ teget ¢emberinin [BC] kenarina teget oldugu nokta D ve merkezi I; [ID] dogru
pargasinin orta noktasi ise 7' olsun. I dan AD dogrusuna ¢izilen dikme AB ve AC dogrularini sirasiyla,
K ve L noktalarinda; T" den AD ye gizilen dikme de bu dogrular sirasiyla, M ve N noktalarinda kesiyor.
|KM|-|LN|=|BM|-|CN| oldugunu gésteriniz.

6. —2 < x,y,z <2ve x? +y? + 2% + zyz = 4 kosullarim saglayan tiim x, 7, z gercel sayilar icin,

z(zz +yz +y)

<K
xy+y?+22+1 "
olmasini saglayan en kiiciik K gercel sayisini belirleyiniz.
7. Digbilikey bir ABCD dortgeninde kogegenlerin kesigim noktasi F olmak iizere, m(@) = m(D/E\C) =

I

m(@) kogulu saglaniyor. [BC| kenar tistiindeki bir F' noktas: igin, m(W) +m(@) = m(BFE) ise,
A, B, F, D noktalarinin ¢emberdes oldugunu gosteriniz.

8. Tlim z,y gergel sayilari icin,

i. f(2?) = f(z)? - 2zf(x)
. f(—z) = f(z—1)
i, 1<z <y= f(z) < f(y)

kosullarii saglayan biitiin f : R — R fonksiyonlarmi belirleyiniz.

9. Bir tlkedeki n kentten bazilar1 arasinda, herhangi iki kent arasinda ulagimi olanakl kilacak ve her kentten
en az k sefer olacak bicimde kargilikli ugak seferleri yapilmaktadir. Bu seferlerin, nasil diizenlenmis olurlarsa
olsunlar, n — k hava yolu sirketi arasinda, herhangi bir kentten bir digerine ayni hava yolu sirketini birden
fazla kere kullanmadan gitmek miimkiin olacak bigimde paylagtirilabilecegini kanitlayiniz.
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