OLIMPIYATLARA HAZIRLIK ICIN
FONKS'YONEL DENKLEM PROBLEMLER
ve COZUMLER (L. Gokce

Merak uyandiran konulardan birisi olan fonksiyodehklemlerle ilgili Turkce kaynaklarin az
olusundan dolayi, matematik olimpiyatlarinda dnemli y@re sahip olan bu konuya nereden
baslanacgl da bir parca belirsizlik icerip kafa kgiirmaktadir. Bu eksikdii gz éninde bu-
lundurarakwww.geomania.orgyazarlari olarak bizler de fonksiyonel denklem lppemnleri
icin bir calsma kitapcgl hazirladik. Teori yonuylel. Aczein Lectures on Functional
Equations And Their Applicationd966) isimli eserinden faydalanilghr. Baslangi¢ dize-
yinde problemlerle bgayarak daha zor sorularagta ilerleyen bir konu siralamasi bulunan
bu keyifli konunun doyurucu olabilmesi i¢in probllEmn ¢6zim yodntemlerini de irdelemeye
0zen gosterdik. Hepimize kolay gelsin.

Oncelikle yerine koyma metodu olarak bilinen yonientgili problemler sunagaz. Burada
degiskenlerex =0,x =1 ya da herhangi bix = a degeri verilerek ¢6ziime gidilir.

Problem 1: f(xy)= V. f(X denklemini sglayan timf fonksiyonlarini bulunuz. Ayrica
f (5) =1000 olarak verilirsef (4) dezerini hesaplayiniz.

Cozum: f(xy) = y. f(X denklemindex =1,y =t kolaysak f (t) =t°.f (1) olur. Buradaf (1)
bir sayidir ama kacagieé oldugunu bilmiyoruz.a desisken bir reel sayi olmak Uzerg(l)=a

dersek denklemin genel ¢ozimii(t) =at® olur. f(t)=at® fonksiyonunu f (xy) = y. f(X)
denkleminde yazarak ¢6zim ofglugoruilebilir.

Simdi f(5)=1000 kosulu altindaa nin deerini belirleyebiliriz. a.5° =1000= a= ¢ olup
f(x) =8.X Ozel ¢coziimiinii elde ederiz. Bu fonksiyon idif4) = 8.4 = 512 dir.

Alistirma: k bir sabit olmak tizere (xy) = Y. f(¥ denklemini sglayan tiimf fonksiyonlari-
ni bulunuz.

Cevap: f(x)=axt



Problem 2: f(x+y) = f(X).€ fonksiyonel denkleminin tim ¢6ztmlerini bulunuz.

Cozum: x=0,y=t icin denklem f (t) = f (0)€ sekline gelir.a dezisken bir reel sayi olmak
tzere f(0)=a dersek genel ¢ozimf(t)=a€ seklindedir. Gercekten bu fonksiyonu
f(x+y)= f(X.€ ssitliginde yazarsak hexsayisi icina.e”” = a€. € ssitli gi saglanir.

Problem 3: y>0, f (x)= 0 kosulu altinda f (x+ y) = f(X)” fonksiyonel denklemini ¢dziiniz.

Cozim: f(x)=0 ve f(x)=1 asikar cozimlerdir.x=0,y=t icin f(t)= f(0)' olur. a bir
reel sayl olmak lizeref (0)=a dersek genel ¢cozinf t Ea' seklindedir. Bu fonksiyonu

f (x+y) = f(X? denkleminde yazarsa&*"Y :(ax)y olur. Herx reel sayisi vey >0 icin bu

esitli gin salanmasi gerekmektedir. Bu ise sadece0 ve a=1 durumunda gecerlidir. Bu
deserler de bizif (x) =0 ve f(x) =1 ¢bzimlerine goturar.

NOT: Bu ¢ozimde kullangimiz f(x)=0 ve f(x)=1 gosterimleri,f fonksiyonunun sabit
fonksiyon oldgunu ve sirasiyla O ve 1 glerlerine git oldugunu ifade etmektedir.

Bazi problemlerin ¢6zimtinde fonksiyonlarin monattribzelligi kullanilabilir.

Problem 4: x>0 olmak tzeref(x’)=y.f(X) denklemini sglayan timf fonksiyonlarini
bulunuz.

Cozim: x=2 icin denklem f(2¥)=y.f(2) sekline gelir. f(2)=b diyelim. f(2¥)=yb
olur. t =2Y dersek bu fonksiyon monoton artan gidndan bir ters fonksiyonu vardir ve

y=log,t olarak ¢ozulir. Boylecef (27)=y.b esitli gi f(t):b.logzt:%.lnt sekline do-

nisdr ve f (t) =c.Int genel ¢6zimu bulunur.

Gercektenf (t) =c.Int fonksiyonu f (x’) = y. f(X) denkleminde yazilirsa.In(x’) = y.cIn x
esitli gi saglanir.



NOT: Buradax=2 icin ¢coziime bgadik. x:%, x= e ya da logaritma tabani olmaya uygun

herhangi bira sayisi iginx = a segilerek de ¢oziime ganabilir.
Problem 5: f ((xy)"®) = 4vy. f(X*® denklemini sglayan tiimf fonksiyonlarini bulunuz.

Coziim: x=1 icin denklem f (y'®) = 4y. f () sekline doniir. t = y° ve f(1)=b dersek
f(y¥3) =4y.b"® olur. t = y¥® fonksiyonu monoton artan olgundan bir ters fonksiyona sa-
hiptir. Kolayca gorilebileggé gibi y=t> olur. Boylelikle f(y'®)=4y.b"® denklemi

f (t) = 4b"3 3 sekline doniir ve genel ¢ozunt (t) =c.t® bicimindedir.

simdi  f(t)=ct® fonksiyonunu f((xy)"®)=4y.f(¥*® denkleminde yazarsak
c(xy) =4.y.(cR )2 olup c=4.c"°* = & - 64c= 0 elde edilir. Buradarc = 0,8,~ 8 olarak ¢o-
zular. Sonug olarak verilen fonksiyonel denklemamtolarak 3 tane ¢ézimi vardir ve bunlar
f(x)=8x°, f(x)=-8x, f(x)=0 fonksiyonlaridir.

Simdi, iginde f (x+y) ve f(x-y) fonksiyon gruplarini bulunduran denklemlerin ¢Oziini
inceleyecgiz. En basit yolu,y =0 koyup &er mumkunsef (x) fonksiyonunu dgrudan dg-
ruya verilen denklemden ¢ozmektir. Bu mumkugibe x=0,y=1; x=0,y=-t; x=t,y=t

. vs deerler verilerek f (t), f (-t), f (2) ... fonksiyon gruplarini iceren denklemler elde
edilir. Bu denklemlerdenf (-t), f (2t) ... ifadeleri yok edilerekf (t) bulunabilir.

Problem 6 f(x+y)+ f(x—y)= f(R+6xy§ f( y+ Xise f(x) fonksiyonunu bulunuz.
Cozim: y =0 icin denklem2.f (x)= f (x)+ ¥ olup buradanf (x) = x* olarak ¢ozilir.

Problem 7: f(x+y)-2f(x—y+ f(X-2 f(yY= y 2 denklemini sglayan timf fonksi-
yonlarini belirleyiniz.

Cozum: y=0 icin denklem f(x)-2f (x)+ f(xX)—2 f(0)=-2 olup buradanf (0)=1 bulu-
nur.Simdi x=0,y=t ve x=0,y=-t degerlerini denklemde yazarsak



f(t)+2f (t)=—t+3
2f (t)+ f (-t)=t+3

sistemi elde edilirilk denklemi, 2. denklemin 2 katindan cikararik-t) ifadesini yok ede-
biliriz. Bu islemin sonucundaf (t) =t +1 bulunur. Bu ¢dzimu orijinal fonksiyonel denklemde
yazarak, denklemi géadigi kontrol edilebilir.

Problem 8: f(x+y)+ f(x-y) =2 f(X.cosyfonksiyonel denklemini ¢bzunuz.

COzim: x=0,y=ticin f(t)+ f(-t) =2.f (0).cog olur. f(0)=a, f(g):b dersek
f(t)+ f(-t)=2a.cost ... (1)

denklemine ulg@riz. Daha sonra<:7—27+t, y:7—; ve X:%T’ y:7—;+t icin

ft+m+f(t)=0 ... (2)
f(t+7m)+ f(-t) :2b.co{7—27+tJ:— D sirt ... (3)

denklemlerini olgturalim. (1) ve (2) denklemlerinin toplamindan {@&nklemini ¢ikarirsak
2f (t)=2a.cog+ D .sin
olup
f(t) =a.cost+b.sint

genel ¢6zimuini elde ederiz. Bu ¢ozimu verilen fiyok®l denklemde yazarsak ke b
sabitleri igin denklemin sgandgini gorebiliriz.

NOT: Burada x=0,y=t; x:7—27—t, y=

T
S =
2

,Yy=—+1t deserleri verilerek benzer bir

¢6zim yapilabilir.



Problem 9: f(x+y)+2f(x—y)+ f(X+2 f(y)=4x ydenklemini ¢dziiniz.

Cozum: f(0)=a olmak lUzerey=0 icin denklem4f (x)+2a=4x olup f(x)=x-a/2
olarak elde edilir. Buradx=0 igin f(0)=0-a/2 dir. Ayrica f(0)=a oldusundana=0
bulunur. Dolayisiyla fonksiyonel denklemin tek ¢ixil f (x) = x fonksiyonudur.

Problem 10: f(x).f(x+y) = f(y)? f(x- y?. &"* fonksiyonel denklemini ¢dziiniiz.

Co6zum 1: f (t) =0 sabit fonksiyonu denklemirsi&ar ¢6zimudur. Bundan sonrakiamler-
de f(t) #0 oldugunu varsayalimf (0)=a olmak Uzerex=0,y=1 i¢in

a f(t)y= f(t)2f(-t)2e* ... (1)
elde ederizx=0,y=-t i¢in
a. f(-t)= f()2%f(-t)>.e™ ... (2)

elde ederiz. (1) denklemini (2) nin karesi ile bgkk f(t) 0 olduzundana= f(t)>.e 3"
olup bu aitlik her t deseri icin s&lanacgindant =0 icin a=a’.€ olup a=+¢ elde edilir.
Bu durumda f(t)=Jae"* olup denklemin tim cozimlerif (t) =€2, f(t)=-€2 ve
f (t) =0 dir. Bu ¢ozumler fonksiyonel denklemde yazilidanklemi sgladiklari goralur.

Coziim 2: f(t) #0 oldugunu varsayalim.f (x). f (x+ y) = f(y)* f(x— Y. & esitli ginin her

iki tarafinin mutlak dgeri alindiktan sonra logaritmasi alinirsa
In|f ()| +In| f(x+ y)|=2.In| f(y)|+2.In x= ¥+ y+ 4 olur. g(x) =In| f(Y| denirse fonksiyo-
nel denklemg(x)+ g(x+ Yy=2. Yy+2 ¥ Y+ ¥y 4 bicimine indirgenir.

x=y=0 igin =2.g(0)= 4 olup g(0) = -2 elde edilir.
x=0,y=ticin

g(t)+2.g(-t)=-t-6 ... (3)
olur. x=0,y=-t igin

2g)+9(-)=t-6... (4



olur. (3) denklemini, (4) denkleminin 2 katindarkanrsak g(-t) terimi yok edilir ve
39(t)=3-6 olup g(t)=t-2 bulunur. g(x)=In| f(¥| oldugundan |f(t)|=€"* olup

f(t) =+ elde edilir. Dolayisiyla denklemin tiim ¢ozumlefr{t) =+€'2 ve f(t)=0 dr.
Bu fonksiyonlarin denklemi giadigi kontrol edilebilir.

Problem 11: f(x+y)+ f(x— Y- f(A( y+2)+ ¥ x—2 y= 0 fonksiyonel denklemini ¢o-
zunuz.

C6zum: y =0 icin denklemdenf (0) = 0 elde ederiz. Denklemdgy +2) seklinde bir carpan
oldugunu g6z ontne alirsak =t+2,y=-2 i¢in denklemimiz daha sade hale gelecektir. O
halde f (-2)=b olmak lGizerex=0,y=t; x=t+2,y=-2ve x=-2,y=t+ 2 i¢in

f(O)+f(-t)-22=0
f(t—4)+ f (t)-2f (2— 4+ 8)= 0
f(t—4)+ f (—t)—bt+(t-2)(8- )= C

sistemini elde ederidlk iki denklemin toplamindan 3. denklemi gikarirsak
2f (t)= 2%+ (4-b

olup f(t)=t*>+ct elde edilir. Balangicta f (0)=0 oldugunu bulmygtuk Buna gorec=0
dir. Denklemin tek ¢ozimif (t) =t? dir. Bu ¢oziimi denklemde yazarak, denklemiglssa
dig1 gorulebilir.

Simdi f(x+y)= f(X+ f(y) ile verilen Cauchy’nin temel denklemini inceleygize

Problem 12: x, y reel sayilar olmak Uzerd (x+y)= f(x+ f(y) denklemini sglayan tim
sureklif fonksiyonlarini bulunuz.

CO6zUm: Tumevarim ile
f(x+y)=f(X+ f(y ... (1)

denkleminden

FOg+x+..+ %)= FOO+ f(x)+..+ f(x) ... (2)



esitli gi kolayca elde edilebilir§Simdi tim deiskenler icinx, = x (k =1,2,...,n) yazarsak
f(n)=nf(x ... (3)
olur. m, n tamsayilar ve bir rasyonel sayi olmak tzeve= 1t seklinde isenx= mt olur ve
n

f(nx) = f(m) = nf(x) = mf(9) yazilir. Buradan
f(mthLnf(t) .. (4)
n n

elde edilir.t =1 icin f (1) =c olsun. Bu durumda herpozitif rasyonel sayisi igin
f(x)=cx ... (5)
bulunur.
(1) denklemindex = y=0 yazarsak buradari (0) = 0 elde edilir. Buna gore (4) ve (5) denk-
lemleri swaswla? =0 ve x=0 icin gecerlidir.
Negatifx ler i¢in (1) dey =-x yerine koymasini yaparsak(x+(-x)) = f(X)+ f(=X olup

f(x)=-f(—=X) olur. Yani negatif rasyonel ler i¢in de f (x) = cx olur. Dolayisiyla tim ras-
yonelxlerigin (1) denkleminin ¢dzumlerf (x) = cx seklindedir.

f(x) in her yerde surekli olmasi kabulinden dolay! ocagyx ler icin gecgerli olanf (x) = cx
esitli ginin her iki tarafinin limiti alinirsa,f (x) = cx ssitli gi herx reel sayisi i¢in gegerli olur.

NOT: (1) denklemini sglayanf fonksiyonlarinin surekli oldtu kabultyle, yukarida yaptikla-
rimiza benzer bigimdeki ¢ozum 1821 de A. L. Cauetgfindan verilmtir.

Sunu hatirlatmada fayda vardir: G. Darboux 18751dedénklemini sglayanf fonksiyonlari-
nin her yerde sirekli olmasartini zayiflatmay! bgarmstir ve denklemi sglayanf fonksi-
yonlari sadece bir tek, noktasinda surekli oluyordanin her yerde stirekli olgunu gagi-

daki yolla gosternsir:

Eger tlin)l f(t) = f(X,) ise herhangi bixigin

lim () = fim f(u=x+5) +( %= g] =tI[n;|0 flt+(x— )] =Iti[nx§ 3]+ { x=2

U=+ 3§ -

= (%) + f(X=X%)= f(%+ x= %)= f( ¥ olup ispat tamamlanir.



Daha sonraki zamanlarda bir¢cok nli matematikgi,ddnklemini sglayanf fonksiyonlari
tzerindeki sadece bir tek, noktasinda strekli olmgartini da kaldirip, tim ¢ézumlerin (5)

formatinda oldgunu gostermaerefine erebilmek icin @rasmislardir. Nihayet 1905 de G.
Hamel beklenenin aksine bir sonucasoiagtir. G. Hamel reel sayi tabanli bir cebirsel yapi
insa etmg ve bu cebirsel yapiyi kullanarak (1) denklemirfi{x) = cx bigiminde olmayan (ve

dolayisiyla surekli olmayan) ¢ozimlerinin de gldou gosterngtir. Genel ¢6zUmiu bulma
problemini de tamamlarstir.

Cauchy'nin dger denklemlerunlardir:
f(x+y)=f(X.f(y)
f(xy)= f(Q+ f(y)
f(xy)= f(). ()

G. Hamel'in derin ¢cagmalarindan yakamizi kurtarabilmek maksadiyla Caundhytemel
denklemine dongebilen tim denklemler icin bir noktada surekli olk@ulunu ilave edece-
giz. Simdi bu denklemlerin ¢6zUmunu inceleyelim.

Problem 13: f(x+y)= f(X. f(y) denkleminin bir noktada sirekli olan tim c¢ozunmeri
bulunuz.

Cozuam: Denklemin aikar ¢ozumu f(x)=0 dir. Sifirdan farkh x = yzl2 degerleri icin

2
denklem f (t) = f(lzj >0 dir. Boylece denklemins&ar olmayan ¢6zumu her yerde pozi-
tiftir. Dolayisiyla denklemin her iki tarafinin lagtmasi alinarak
Inf(x+y)=In f(X+In f(y)

sekline donigturalur. Buradag(x) =In f(x) dersekg(x+y) = g X+ d y Cauchy’nin temel
denklemini elde ederiz. Bu denklemin surekli old@zigmleri g(x) = cx bigiminde oldgun-

dan f k)=€> olarak bulunur. Dolayisiyla denklemin en genel igileri f(x)=0 ve
f (x) = € fonksiyonlaridir.



Problem 14: f(x.y)= f(X)+ f(y) denkleminin bir noktada strekli olan tim ¢oézunmeri
bulunuz.

Cozium: ik olarak pozitif x,y deserleri icin x=¢€*,y=¢€ desisken dgistirmesi yaparsak
denklem f (e*.€) = f(&)+ f( &) olup

f(e*™) = f(&)+ (&)

bicimine dongur. g(x) = f(€) denirseg(x+ y)= o( ¥+ d Yy Cauchy’nin temel denklemini
elde ederiz. Bir noktada surekli olma sktundan dolayr bu denklemin tim ¢odzimleri
g(X) = cx seklindedir. Buna goref (x) = g(In X = f(X = cln x bulunur.

y=0icin f(0)= f (x)+ f(0) olup denklemin gikar ¢cozumi f (x) =0 bulunur.
Tum pozitif ve negatifx,y ler icin x=y=t, x=y=-t deserlerini denklemde yazarsak

2.f )= f t*)= 2.f (t) oldugundan f (-t) = f (t) =c.Int| dir. Dolayisiyla fonksiyonel denk-

lemin en genel ¢ozumleri (X) = c.In|¥ ve f(x) =0 bulunur.

Problem 15: f(x.y)= f(X). f(y) denkleminin bir noktada surekli olan tum ¢o6zinmebu-
lunuz.

COzim: y=0 icin f(0)= f (x).f (0) olup buradanf(x)=1 veya f(0)=0 bulunur. Tim
pozitif ve negatifx,y ler icin x=y=1t, x=y=-t degerlerini denklemde yazarsak

f(t)>=f(t*) = f(-t)? olup f(-t)=f(t) yadaf(-t)=—"f(t) dir.

Pozitif xy deserleri icin x=¢*,y=¢€ desisken dgistirmesi yaparsak denklem
f(e?) = f(®). f(¢) seklinde olur. Burada g(x)= f(&) denirse denklem
g(a+b =09 3. bH bicimine indirgenir. Bu denklemi de Problem.13'dg®zmistik:
g(x) =€ veya g(X)=0 dir. f(e)=g(® oldugundan f € F€&*= f (x}= X veya
f(x)=0 bulunur. Bu durumda tiim reel sayilardaki ¢oziinder0 olmak tizeref (x) =|X°,

f(x)=[{".sgnx, f(x)=1, f(x)=0 olarak bulunur.

NOT: ¢=0 durumundaf (x) =|sgn¥ ve f(x) =sgnx olacaina dikkat edilmelidir.



Problem 16: f (X; y} = f(x); f(y denklemini sglayan ve bir noktada strekli olan tifm

fonksiyonlarini bulunuz.

Bu ssitlik, Jensen Denklenailarak bilinir.

_ X+ fO)_ f(x)+a
2

Cozum: f(0)=a olmak tzerey =0 igin f(xzoj yazilir. Boyle-

oo f(x); f(y) _ f(x; yj: f( X+2>)+ ®olup f(x+y)= f(X+ f(y) - a elde edilir. Bura-

da g(x) = f(X) — a desisken deistirmesi yapilirsag(x+ y)= o( ¥ + d y Cauchy denklemi
elde edilir. Bir noktada sureklilikteg(x) = cx olur. f(x) = cx+ a genel ¢ézumu bulunur.

Problem 17: f(XJr;H Z} - f(3+ fg3)+ (& denklemini sglayan ve bir noktada surekili

olan tumf fonksiyonlarini bulunuz.

Cozum: f(0)=a olmak Uzere z=0 icin
f(x+y+0j: f+ f()+ H0)_ F(Y+ f(y+ @ olr Ayrica
3 3 3 '
f((x+ y)+0+0j: f Ot )+ F(0)+ F(0)_ f(x+ y)+ 2e olup
3 3 3
f)+f(y)+ta_ f(x+ y+2a

3 elde edilir. Buradan f(x+y)= f(X+ f(y)— a yazilr.

g(x) = f(X) — a degisken deistirmesi yapilirsag(x+y) =g X+ d y Cauchy denklemi
elde edilir. Bir noktada sureklilikterg(x) = cx olur. Fonksiyonel denklemin genel ¢6zimu
f (x) = cx+ a seklinde bulunur.

NOT: n=2 tamsayi olmak Gizere Jensen denkleminin ggziei

f(xl+x2+...+ )%): f(x)+ f(x)+..+ f(X)
n n

olacaktir. Benzersiemlerle bu denklemi gtayan ve bir noktada surekli olan tififonksi-
yonlarinin f (x) = cx+ a seklinde olacgi gorulebilir.



Problem 18: xy#0 ve x+y#0 olmak Uzerexy. f(x+ y)= Y x y. f( 3+ x»x ¥ €Y
denklemini sglayan ve bir noktada surekli olan tifrfonksiyonlarini bulunuz.

C6zUum: Denklemin her iki tarafinky( x+ y) ile bélersek

fix+y) _ f(¥ , f(Y
(x+y) X y

esitli gine ulginz. Burada g(x) :M denirse denklem,g(x+y)= g( X+ d ybicimine
X

indirgenir. Bir noktada siireklilikten dolayg(X) = cx olur. f(x)=xg(X= f(¥= cX genel
¢6zUmu elde edilir.

Problem 19: f(x+y)= f(X+ f(y+ f(R. f( y denklemini sglayan ve bir noktada surekli
olan tumf fonksiyonlarini bulunuz.

Cozum: f(x) = g(X) —1 yerine koymasi yapilirsa verilen denklem

g(x+ Y -1=g(A-1+ o Y-2+( A3~ ( A ¥

lemin ¢ozimining X ¥ € ve g(x) =0 oldugunu gostermsitik. f (x) = g(X) —1 oldugundan

verilen denklemin genel ¢6zuimfi(x) = €* -1 ve f(x) =-1 bulunur.

Problem 20: xy# 0 olmak tzeref (xy) :M+
y

) denklemini sglayan ve bir noktada
X

surekli olan tunf fonksiyonlarini bulunuz.

Cozum: Denklemin her iki tarafinixy ile gengletirsek xy. f(xy)= x f(Y+ y f( y esitli gini
elde ederiz.g(x) = x f(X denirse denklemg(xy) = g( ¥+ d y Cauchy denklemine donu-

sir. Bu denklemin ¢éziimiinig(x) =0 ve g(x) = cIn|3 oldugunu biliyoruz.f(x):M
X

c.In|¥
X

oldugundan f (x) =0 ve f(x) = bulunur.



Simdi AB#0 olmak Uzeref (Ax+ By+ 9= A f( 3+ B f{ y+ Cformundaki bir denklemin
¢6zUm yontemini verege.

v—C u -C -C
Denklemdex=—,y=——; x=—,y=—: x=0,y= ve x=0,y=— koyarsak sira-
y B A y B y y B y

>|c

slyla

f(u+v) = Af(ﬂj+ B f(E} C..(
a b

f(u)= Af(ﬂj+ Bf(_—cj+ C..(
a b

f(v) = A f(0)+ B.f(v—;CJ+ C..@3)

£(0)= A f (0)+ B.f(%cj+ C .4

elde edilir. f (0)=a olmak tzere (1) ve (4) denklemlerinin toplamindy (4) denklemleri-
nin toplamini ¢ikarirsak

fu+v) = f(W+ f(Y-a... (5)

denklemini elde ederiz. Boyle bir denklem ico(x) = f(X) — a yerine koymasi yapilarak
g(u+v) = gy + d v temel Cauchy denklemini elde edebilgiogizi daha 6nce gornstiik.
Bir noktada surekliliksarti altindag(x) = cx olup f(x) = cx+ a elde edilir. Buf fonksiyonu-
nun f(Ax+By+ 9= Af( 3+ B f{ y+ Cdenklemini sgladigini gérmek icin yerine yazmak
yeterlidir.

Problem 21: f(2x-3y+12)= 2.f x) 3.f (y  tdenklemini sglayan ve bir noktada sirek-
li olan tumf fonksiyonlarini bulunuz.

y=21z. x=%, y=4;x=0,y=

u v-12
2 -3

COzim: x=

ve x=0,y=4igin

f(u+v):2.f(%j—3.f(\/_12j+ 5 ... (1)



umzzj(%j—au—g+5_4a

v-12

f(v):2.f(0)—3.f( j+5...(3)

f(0)=2f(0-3f(-4+£...(4)

elde edilir. f (0)=a olmak utzere (1) ve (4) denklemlerinin toplamindg (4) denklemleri-
nin toplamini ¢ikarirsakf (u+v) = f(u)+ f(\)— a elde edilir. g(x) = f(X) — a yerine koy-
masi yapilarakg(u+v) = (U + d y temel Cauchy denklemini elde ederiz. Bir noktada s
reklilikten dolayi g(x) = cx olur. Buradan genel ¢ozurfi(x) = cx+ a bulunur.

NOT: abAB#0 olmak Uzeref(ax+by+ 9= A f( 3+ B f{ y+ C biciminde bir denklem
verildiginde ayni yontemle ¢ozime gidebiliriz. Fakat elddem f (x) = cx+ a ¢6zUmU denk-
lemde yazilirsaa# A veyab# B durumlari i¢in fonksiyonel denklemi gamayacgi goru-
[r. Diger bir deysle sadecea= A ve b= B durumunda ¢6zim vardir.

Problem 22: a.A# 0 olmak lzeref (ax+ y) = f(AY+ f( y denklemini sglayan birf fonk-
siyonunun, hek pozitif tamsayisi icgin

f(ax) = A (R

esitli gini saglayacaini gosteriniz.
Bu sade problem 1961 de Z. Daroczy tarafindan loulgtur.

Cozum: f(ax+y)= f(AY+ f(y denklemindex=y=0 yazarsakf (0)= f (0)+ f (0O) olup
f(0)=0 bulunur.y=0 i¢in f(ax)= f(AXY+ f(0) olup

f(ax)= f(AY
bulunur.iddia k =1 i¢in dagrudur. Timevarimla
f(ax) = A (%

oldugunu kabul edipk +1 i¢in iddiamizin dg@rulugunu gosterelim:



f(ax)= f(a(d )= Af(&. y= A { X

bulunur.ispatlamak istegimiz de buydu.

Problem 23:c > 0 sabit bir sayl olmak Uzeré:(_z—n,zﬂJ >R, f(x+y)=
c 2c

fonksiyonel denkleminin sirekli olan tim ¢éztmiebalunuz.

fF)+ f(y)
1-1(x).1(y)

Cozum: tanx fonksiyonu (—g,gj_»(—oo,oo) icin birebir ve Ortendir. Dolayisiyla

f (x) =tang(x) dersek heficin bir ve yalniz birg fonksiyonu kagilik gelecektir.

_ f()+ f(y) _ tang(x)+ tang(y)
fx+y) _m: tang(x+ ¥)= 1-tang (x).tang (y

= tang(x+ y) = tar( g (x)* g(y)
=g(x+y)=g3+ d Yy

elde edilir. Bu ise Cauchy'nin temel denklemi olug(x)=cx dir. Buradan
f(x) =tang (X)= f(x)= tan(cx) olarak ¢ozuldr.

Alistirma: ¢ > 0 sabit bir sayl olmak Uzeré:(O,Z—Tj >R, f(x+y) :M fonksi-
c f(x)+ f(y)

yonel denkleminin surekli olan tim ¢ozimlerini bulz.

Cevap: f(x) =cot(cx)

Problem 24: f:R" - R", f(x+ y):M fonksiyonel denkleminin sirekli olan
fO)+ £(y)

tum ¢o6zumlerini bulunuz.

fX)-fy) 1 _ f(9+ T(y)
FOO+f(y)  f(x+y (3. 7y

Cozum: f(x+y)= olur. Buradan




1 _ 1 N 1
fix+y) (¥ (Y

olup g(x) :% dersek denklemimizg(x+ y) = )+ d ¥ Cauchy denklemine doir.
X

Buradang(x) = cx olup f(x) :%: f(x) =¢ genel ¢ozimu elde edilir.
X X

Problem 25: f(x+y)= f(X.f(y)—1- f(X?+/1- f(yf fonksiyonel denkleminin reel
sayllarda surekli olan tim ¢oézimlerini bulunuz.

Cozim: 1- f (x)’ = 0 olmasi gerekginden —1< f (x)<1 dir. cos:[0,7]~ [1,1] fonksiyo-
nu birebir ve orten oldtundan f (x) = cosg (x) dersek verilen denklem:

cosg (x+ y)= cosg (x).cogy (/) sirg &).sing §

bicimine indirgenir. Buna goreosg (X+ y)= co$ gkyr g (y) olup g(x+ Y=o+ dy
temel Cauchy denklemi elde edilig(x) = cx oldugundan f (x) =cosg (x)= f (x)= cosx
genel ¢coziuma elde edilir.

Alistirma:  f(x+y)= f(X./1- f(y)’ + f(y)/1- f(XF fonksiyonel denkleminin reel sayi-

larda stirekli olan tim ¢dziumlerini bulunuz.

Cevap: f(x) =sin(cx)

COZUMLU ALISTIRMALAR

Soru 1: f(x+y’)=xf(¥)+ y f( y) denklemini sglayan tim f :R -~ R surekli fonksi-
yonlarini bulunuz.

Cozim: x=y=0 icin f(0)=0 elde edilir. Ayricax=0 icin f(y*)=y.f(y’) oldusundan
verilen denklem

fOC+y) = 100+ 1(y)



bicimine indirgenir. Burada x*=u,y’=v  desisken distirmesi yapilirsa
f(u+v)= f(u)+ f(y Cauchy denklemi elde edilir. Genel ¢6zUinix) = cx olur.

X

Soru 2: f:R* - R, f(x+y)- f(y)=
y(x+

denklemini sglayan tumf fonksiyonlarini

bulunuz.

GCozum: f(1)=a olmak tzerey=1 i¢in f(x+1)- f(l):i olup f(x+1):a+1—i
x+1 X+1

yazilir. x+1=t degisken deistirmesi yapilirsaf (t) :c—% ¢6zimune ukghr. Bu fonksiyo-

nu denklemde yazarsakiti gin herc icin sglandgi gorulebilir.

Soru 3: f(X*) - f(y))=(x+ xy+ Y)( { 3— f y) denklemini sglayan tim f:R - R
fonksiyonlarini bulunuz.

C6zum: f(0)=a olmak tzereg(x) = f(X — a degistirmesi yapilirsag(0)=a-a=0 olur.
Verilen denklem

g(x¥) = o(Y)=(X+ xy- V)(§ X- ¢ )

bicimine gelir. y =0 igin g(x*) = x*.¢( ® olur. Denklemimiz:

X299 - oY) =(X+ xy V)(§ X O )

olarak yazilipy =1 icin x*.g(¥) - g(1)=(X+ x1).g - ( X+ »*1). d1 elde edilir. Bura-
dan g(x) = x g(1) olur. g(1) = b olmak lzeref (x) = bx+ a seklinde bulunur.

Soru 4: f:{1,2,...,n} - {1995,1996} olmak Uzeref 1)+ f (2)+...+ f (1996 toplaminin tek
sayl olmasini gdayan tumf fonksiyonlarinin sayisini bulunuz. (Yunanistan99a)

Cozum: 1,2,...,60- 1) sayilar i¢in{1995,1996} elemanlarindan herhangi biriylgleme ya-
pabiliriz. f(n) ise tek turlt belirlenerek istenen toplamin sontetusayi yapilabilir. Boylece
2" tanef fonksiyonu yazilabilir.



Soru 5: a nin hangi dgerleri igin sabit olmayanf :R - R, f(a(x+y))= f(X+ f(y)
fonksiyonu vardir? (Rusya — 1997)

Cozum: a=1 icin f(x+y)= f(X)+ f(yolur. Bu denklemi sdayan ve sabit olmayan
f (X) = mx biciminde fonksiyonlar vardirSimdi a #1 olsun. yzla—X yerine koymasini
-a

yaparsak denklent (y) = f(x)+ f(y) bicimine indirgenir. Buradarf (x) =0 sabit fonksiyo-
nu bulunur. Sonug olarak sadege=1 icin f fonksiyonu sabit olmayabilir.

Soru 6: f:R - R, f(x+y)+ f(x=y) =2 f(® fonksiyonel denkleminin sirekli olan tim
¢6zumlerini bulunuz.

COzum: x+y=a x- y= k degisken dgistirmesini yaparsakx:a—;b olur. Bu durumda

fonksiyonel  denklem f(a)+f(b):2.f(a—;bj sekline  dongur. Bunu da

2 2
¢6zim f (x) = mx+ nseklindeki d@rusal fonksiyonlardir.

f (a+ bj SRICARIC biciminde yazarsak Jensen denklemini elde edBofayisiyla genel

Soru 7: f:R - R, f(x+y)— f(x=y) =2 f(y fonksiyonel denkleminin strekli olan tim
¢ozumlerini bulunuz.

Cozim: Oncelikle verilen denklemde x=y=0 koyarsak f(0)=0 elde edilir.

X+y=a Xx- y= L desisken deistirmesini yaparsaky:a—;b olur. Bu durumda fonksiyonel

denklem f(@- f(b)= 2.f(a—;bj sekline dongar. Bu denklemi

1 1 1 1 .
f(aa—zb):—z f(a)——2 f(b seklinde yazalim. Problem 21 den,
f(Ax+ By+ 9= Af( 3+ B f{ y+ C bigcimindeki surekli bir denklemin genel ¢6zimunun

f (X) = mx+ n oldugunu biliyoruz. Buna goref (a) — f(b) :2.f(a—;bj denkleminin genel



¢bzimiu de f(x)=mx+ n dir. Fakat f(0)=0 oldugundan n=0 dir ve genel ¢6zim
f (X) = mx olarak bulunur.

Soru 8: F(x) ve f(x) fonksiyonlari tim reel eksende verilmieel dgerli fonksiyonlar ol-
mak Uzere, hex vey igin F(x+ f(y)) =3x+ y+ 7 ssitli gi saglanmaktadir.f (2+ F (7)) dege-
rini bulunuz. (Antalya — 1999)

Cozum: F(x+ f(y)) =3x+ y+7 denklemindey=0 koyarsak F(x+ f(0))=3x+ 7 olur.
f (0) =c diyelim. Bu haldeF (x+ ¢) =3x+ 7 olup F(x) =3(x- c)+ 7= 3x+ (7- 3c) bulunur.
Dolayisiyla F(7)=28- 3% dir. Simdi F(x+ f(y))=3x+ y+7 ssitliginde x=0 koyarsak
F(f(y))=y+7 olur. Diger taraftanF(f(y))=3f(y)+(7-3c) olacagindan bu iki ifadeyi
esitlersek 3f (y)+(7-3c)=y+ 7 olup f(y):%+c seklinde elde edilir. Buna gore

30-X

f(2+F(7)=1(30-2)= +c olup f(2+F(7))=10 bulunur.

Soru 9: Pozitif reel sayilarda taniml bfrfonksiyonu igin f (x) f (y) — f(xy) =Xy ise
y X

f (2) nin alabilecgi farkli degerlerin toplami nedir? (UMO — 2000)

Cozum: f(2) nin alabilecgi iki deger var gibi gbrintyor.
Oncelikle x=y=1 igin f@)?-f@)-2=0 olup [f@)-2][f W)+J=C dir. Buradan
f(1)=2, f(1)=-1 elde ederizSimdi de x=2,y=1 i¢in f(2).f 1)-f (2)= 2+% yazilir.

Burada

f(1)=2igin 2.f (2)- f (2)=g:> f (2)=5; dir.

f@Q=-1icin —f(2)—f (2):g:> f (2)=—751 tur. En bata yapilmasi gereken, verilgartla-

ra uygun kac farkli fonksiyonu oldgunu belirlemektir.



f (1) =2 oldugunu varsayarak orijinal denklemdg=1 yazarsak f (x) f(1)— f(x)= x+1
X

olup f(x):x+1 elde edilir. Bu fonksiyonun,f (x) Of (y) - f(x[ly)=5+i denkleminin
X y X

¢6zumi oldgunu kontrol etmek kolaydir.

f (1) =-1 oldugunu varsayarak orijinal denklemdg=1 yazarsakf (x) f(1)- f(x)= x+1
X

olup f(x) :_71(“}] dir. Bu fonksiyonu f (x) Of (y) — f(xOy) =X,y denkleminde yazar-
X y X
sak aitli gin herx, y icin sgglanmadgi gorilebilir. Dolayisiylaf (1) # -1 dir. Buna bgli ola-

rak aranan tek ger f(2) :g dir.

Soru 10: f :R" - R fonksiyonu herx yOR" icin f(x)+ f(y)= f(X f(y)+1—i kosu-
Xy

lunu sgliyor ve f(2)<1ise f(3) degeri nedir? (UMO — 1998)

Cozim: x=y=1 yazarsak f(1)>-2f (1)= 0 olup f(1)=0 veya f(1)=2 dir. Simdi de

denklemdex =2, y=1 yazarsakf (2)+ f ()= f (2)f 1)+ 1—% olup f(1)=0igin f(2):%,

f(1)=2 icgin f(2):g olarak bulunur.f(2)<1 sartindan dolayif (1) =0 durumunu alirz.
Buna gore orijinal denklemdex=3, y=1 yazarsak f(3)+ f ()= f (3)f (1)+ 1—?1)’ ve

f(3):§ elde edilir. Bu problemde de oncelikli olarak yamsi gereken, verilen kollara
uygun birf fonksiyonu olup olmagini belirlemektir. Nitekim f (1) = 0 sarti altinda orijinal

denklemde y=1 yazarsak f(X) :1—1 bulunur. Bu fonksiyon
X

f(X)+ f(y)= (X f( >b+1—i denklemini (6zdg olarak) sgladiginda verilensartlara uy-
Xy

gun birf vardir.

NOT: Sorudaf (2)<1 sarti kaldirihrsa f (1) =2 olup f(x) :1+1 elde edilir. Bu fonksiyon
X

da orijinal denklemi saar.



Soru 11: Tumx, y, z gergel sayilari iginf (x) f(y) f(2 =12 f(xy2—16 xy kosulunu s&layan
ka¢c f :R - R fonksiyonu vardir? (UMO — 2012)

Cozim: x=y=z=1i¢in f(1)’=12f (1)- 1€ olur. f(1)=a denirsea’®-12a+16= Q0 denk-
lemi elde edilir. Bu denklemin bir kokuniam= 2 oldugu gorilirse(a—2)*(a+ 4) = 0 seklin-
de carpanlara ayrilip gier kok a = -4 olarak bulunur.

f (1) = 2 olmak tzerey = z=1 icin 4f (x) =12f (x)— 16x esitli ginden f (x) =2x olur.
f (1) =—-4 olmak tUzerey = z=1 i¢in 16f (x)=12f (x)- 16x esitli ginden f (x) = -4x olur.

f(x) =2x ve f(x) =-4x fonksiyonlarin orijinal denklemi gtadigI kontrol edilebilir. Dola-
yistyla iki ¢ozim vardir.



