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OL IMPIK ESITSIZLIKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iz
DUZENLENEBILIR ESITSIZLIKLER

TANIM: (&, 4, a;) ve (b, b, b,) sré tgllerini eleaaim.
Eger;
* Siral1 UglUleri olusturan elamanlar her iki Ucllide de artan veya azalan siradaise bu
UclUlere benzer sira1, biri artan sirada digeri azalan siradaise karsit siral1 Ggll
ler denir.
Ornegina, <a, <a, veb, <b, <b, veyaa, >a, >a, veb, >b, >b, ise
(a,a,a;) ve (by,b,b;) sra iiglilerini benzer siralidir.
a, <a,<a,veb, >b, >b, veyaa, > a, >a, veb, <b, <b, ise (a,,a,a,)

ve (b, b, by) sirali Uglulerini karsit siralidhr.

ORNEK: 0<a< b<cise(ab,c) ve (

Q|-

S|
Q|

j ucllleri karsit siralidir.

(ab,c) ve( 1 1

: : j ucldleri ise benzer siralidir.
btc c+a a+b

ORNEK: 0<a<b<c vemeR" ise(ab,c) ve (am,bm,cm) Ucluleri benzer

ara (ab,c) ve (imbimimj Ucluleri karsit siralidir.
a ¢

ORNEK: a< b< cven bir tek tamsay: ise (a,b,c) ve (a”,b”,c”) ucluleri
benzer siraidir.



OLIMPiK ESITSIZLIKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iZ
TEOREM: (a,,a,a,) ve (b,,b,b,) reel say tgliileri ve (x,,x, x,) de (b,,b,b,)
Un bir permitasyonu olsun.
* Eger (&, a,a;) ve (by, b, b, ) red say1 Uliileri benzer siral ise
ab, +a,b, +ab, > ax; +a,x, +a,x; tir.
* Eger (a,,a,a;) ve (b, b, b, ) red say1 liileri karsit sirali ise
ab, +a,b, +ab, <ax; +a,x, +a,x; tir.

Esitlik her iki durumdadaa, = a, = a, ve b, = b, = b, iken saglanr.

ISPAT: (a,a,a,) ve (b,,b,b,) tcltlerinin her ikiside artan sirada ve (b, ,5,b,) de
(b1,b,b;) Un herhangi bir permiitasyonu olsun = b, >4, dir.
S=ab, +a,b, + a;b, ve S=a,b, + a,b, + a,x, olup
S-S=a, (b, -b,)+a,(b,-b,)=(a, —a,)b, —b,) , & < a, veb, > b, oldugundan
S-S<0 = S Sdir.= ab, + &b, + ab, > ab, + &b, + ab;, olur(b,,b,b;) Un
herhangi bir permutasyonu icin esitsizlik dogru olduguna gore tim permiitasyonlari icin
de dogrudur.

Eger (a,,a,a;) ve (b,b,b,) Uglileri azalan sirada veyakarsit sral1 iseler benzer sekil
deispat yapilir.

ORNEK1: ab,c eRven pozitif bir ¢ift tamsay: olmak Uzre;
a) & + b* +c? > ab+ac+bc oldugunu ispatlayiniz.

bya' +b" +c" >a"b+b" e+

aoldugunu ispatlayimz.

COzZUM:
a) a< b< colsun. Budurumda (ab,c) ve (ab,c) tgluleri benzer sirali olup

aatb.b+c.c> ab+bctca = a’ + b? + ¢? > ab+ac+hc

d) a< b<cvenciftolsun.= (ab.c) ve (a™,p™,c"*) Ugluleri benzer siral1 olup

adt +bb"r + et > ab™ +h "t +cat = A + 5" +¢" > aAh+b" e + ¢ tadir.

ORNEK 2: ab,c>0 olmak izre asagidaki esitsizliklerin dogrulugunu ispatlayiniz.

gabre 1.1, 1
abc a b A
2 2 2
b c b ¢ a
b) L+2 +& 2,54
)b2 ¢ a®> a a c
a’® b* P
C) —+—+—2>a+b+c
b c a



OL IMPIK ESITSIZLiKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iZ
cOzUM:

j uclUleri benzer siralidir.Genelligi bozmakazin a< b < c olsun.

111
j UclGstiniin bir permitasyonu (— = —] olduguicin

b'c a

Sy
Cl

®‘|H
Q|

j Uclisinin bir permiitasyonu

(l L l) oldugu igin;

bc a
2 2 2
<a. 2 1 +b°. 1+c 1:>a+b+c<a—+—+c—d1r
b c a b ¢ a

a2.1+b2.1+c
a

b C

ORNEK3: Eger ab,c>0ise +
b+c cta atb

3 .
> > oldugunu ispatlayinz.

COZUM: a<b <colsun. Bu durumda (ab,c) ve (i = ij UglUleri benzer siral1 olup

b+c’c+a’ atb
1 1 1 1 1 1 N )
(— — —] UclGstiniin bir permitasyonu (———] oldugundan ;
b+c ct+a atb cta atb b+c

a 1+b 1+c1>a 1+bl+c 1 olur (1)
‘b+c cta atb cta atb T b+c

i i L UclUstnin bir diger permitasyonu 111 oldugundan
btc' cta'ath ) 5P 4 atb’'b+c’cta 8

a. 1 +b. 1 +c 1 > a. 1 +b. 1 +c. 1 olur. (2)

b+c cta atb atb b+c cta

(1) ve(2)yi taraf tarafa toplarsak;
( a b c ) a b c a b

2 + + > + + + + +
b+tc cta atb) c+ta atb btc atb btc cta
a b c _3

+ + > — dir.
b+c cta ath 2

=3 olup
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CHEBY SHEV ESITSIZLIGI: Eger (a,,8,,a5) ve (b,,b,,b,) Uglileri benzer siral:

aib1+azb2+a3b3> a,+a, +a, |( b tb, +b,
3 B 3 3

ise; ] oldugunu ispatlayini z.

ISPAT:

(a,,8,,a;) ve (b, b, by) Ugluleri benzer siral: olduklarindan;

ab +a,b, +a;b; =ab +a,b, + ;b

&b +,b, +ab, > ab, +8,b +a,h

ab +a,b, +a,b, > a, b, + a,b + a,b, olup taraf tarafa toplarsak;
3(31b1+azb2 +a3be,)Z a’l(bl+b2 +b3)+a2(b1+b2 +b3)+as(b1+b2 +b3)
3(ab +a,b, +a,b,)> (g +a, + a; ) (b +h, +b;)

ab +a,b, +ab Z(a1+a2 +a3j(b1+b2 +b3j dir.

3 3 3

SONUG:Eger (a,,a,,a,) ve (b,,b,,b,) Uglileri karsit srali ise

ab +a,b, +a;b <(a1+a2 +a3j(b1+b2 +b
3 B 3 3

j oldugunu ispatlayiniz.

KARESEL ORTALAMA-ARITMETIK ORTA ESITSIZLIGI:
2 2 2
a,,a,,a, red sayilar olmak Uizre; a1+a§+a3 < ,/al +a§ % o,

ISPAT: Genelligi bozmakazin a, < a, < a, kabul edlim.(a,,a,,a,) ve (a,,a,,a;)
UclUleri benzer sirali olduklarindan chebyshev esitsizliginden

& + 8,0, +34 Z(aﬁaz +ag ](31"'32 +a3):>
3 3 3

a’+a,’+a/’ 2(31"'32 +a3j2 _at+ata _ [a’+a’val o
3 3 3 3
ARITMETIK ORTA-GEOMETRIK ORTA ESITSIZLIG:

+
a,,a,,a, reel sayilar olmak uzre; % > 3aa,a, tir.

; 1
ISPAT: x, =4 x,=%% yex, =492 _jyey == |y, == y,=—=1
tp 2 p? 3 P? Ya X, Y2 X, Ys X,

olsun.3/aa,a, = P dir.Genelligi bozmaksizin x, <x, <x, olsun.Bu durumday, <y, <y,
olup (x,x,,x;) Ve (y1,¥,,¥5) Uclileri karsit siral olurlar.Bu durumda;
XN T XY, T X33 S XY+ 60 + XY, =

+ +
1+1+ 2+ < %+%+ %‘:P SL;%: Jaaya, < L;ag dir.
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COzZUMLU PROBLEMLER:

1. ab,c>0iseab +ac +ca > avbe +bNac +cab dir.

COZUM: Genelligi bozmaksizin a< b< ¢ kabul edelim.Bu durumda
ab+ac> 2\/ab.ac = 2a~/bc

AO-GO ssitsizligindens ab+bc > 2./ab.bc = 2b/be olup bulduklarimizi taraf tarafa
ac+be > 2+ac.be = 2cvbe

toplarsak Z(ab +ac +ca) > Z(a bc +b\/E+C\/CE) =

ab +ac+ca2a\/1;+b\/;+cx/£ dir.

2) ab,c>0ise (a+b +c)(l+ er E] > 9 oldugunu gosteriniz.
a C

a+b+c>3abe

COZUM1: AO-GO ssitsizliginden 1 1 1 1 olup taraf tarafa carparsak
L =
a b c abc

1 1 1 1
(a+ b +C)(_+Z+ —j > 3%/ abc.3§/7 =9 dur.
c

a aoc

COZUM2: a<b< colsun.= 1 % >1 olup (a,b,c) ve(
a C

diizenli olurlar .Chebyshev esitsizliginden; —2 3b Cg(a Cj a b c

1 1 1
(a+b+c)(+b+j 111
- - :(a+b+c)(—+—+—]29dir.
9 a b c

1<

atb+c3

3. ab,c>0isea’p’ct > (abc)T tar.
COZUM: a<b< colsun.Bu takdirde (a,b,c) ve (loga,logh,logc) iglileri benzer
aral olurlar.= Chebyshev ssitsizliginden;

aloga+blogb +cloge >(a+b+c](loga+logb+logcj
3 - 3 3

ayb c
loga“b’c 2(a+b+0j(|09abc):>|OgaabhccZ(Mjlogabc
3 3 3 3

atbte atb+c3

loga“b’ct > |Ogabc( 3 j = a’b’c‘ 2 (abc) 3 dir.
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4. ab,c>0veabc=lise ise 1 + 1 + 1 23

&(b+c) b (c+a) (a+b) 2

oldugunu
gosteriniz.
CcOzUM1: xzi, y:% ve z:% olsun :bu durumda x.y.z=1 olup esitsizlik;

1 + 1 + 1 —X2+yz+z2 olur. (*)
a’(b+c) b*(c+a) cs(a+b)_y+z Xx+z y+x '

(xz,yz,zz)ve( t t 1 JUQIUIeri benzer siral oldugundan ;
y+z x+z x+y

2 2 2 2 2 2
X z X z
T A— > TR - ve
y+z X4z y+x Xx+z x+y y+z
2 2 2 2 2 2
X z X z
A > Ly olup taraf tarafa toplarsak;

y+z x+z y+xX X4y y+z x+z

2 2 2 2 2 2
X z X2 + +722 P +x
2 +2X > y2+y2 +

y+z x+z y+x x+y y+tz x+z

olur. (1)

AO-GO ssitsizliginden x* + y* > 2xy old. 2x* + 2)* > X* + 2xp + )*

2

2
X + X*+)° x4+
= x*+y° 2( ) = Y > 27 olur Ay mantikla 2

+ 72 Ytz
2 X+y 2 y+z 2

ve

2 2
X *z ZXZZ esitsizlikleri elde edilir.Bu dularimizi (1) esitsizli ginde kullanirsak;

x+z
2 2 2
X z X+ +z x4z
2[ J + ]2 Y Y +

+ +
y+z x4z y+x 2 2 2

=x+ y+ z edeedilir AO-GO

esitsizliginden x + y + z > 33/xyz olup xyz=1 old. x + y + z > 3 olur.Bunu (2) esitsizli
ginde kullam rsak;

X2 2 ZZ X2 2 ZZ 3
2 +-2L >3=> TR > == (*) dan
yv+z x+z y+x y+z x+z y+x 2

1 1 1 53 yheddlir

aa(b+c) b’ (c+ a) cs(a+b)
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b+ c &fc a+b

VNN
COZUM1: AO-GO ssitsizliginden b+c > 24/bc , atc > 24/ac ,ath > 24/ab

AL B EHE B D)
40— GO EsltSIzllglndenL\/E F}zW—zJ ¢ olup aym mantikla
{\F \Fj {f \FJ (\F \/§j>2«/_+ Vb +) dir @

AO - GO ssitsizliginden Va + Vb + e = 3%abe =3 olup

a+~b+c+3 oldugunu gosteriniz.

5.abc>0veabc=lise ise

(\/a_+\/_+\/_) >a +b +~Ne +a + b+ e 2Na +b +c +3 (3

b+c arc atb ,
1,2ve3ten + > Ja + /b + Je+3 dir.

i e
COZUM?2: Genelligi bozmaksizin a> b> c olsun. :%<\/1_ % olup diizenlenebilir
esitsizliklerden ;

b ¢ b
\/a—+\/l—1+x/;:i+—+—£— dir. AO-GO esitsizliginden ;
Ja o e a J’ f
3« &, 2,8 b olur.Buldugumuz bu esitsizligin her iki tarafina £+ C .2 ifadesini
Ja b e va b e

eklersek3+£+i+i C a bt+c atc a&b

&b CTTIJ‘J’IIJEI

i+L+£<£+i+i oldugundan 3+ — <3+—F b
x/_x/_«/__abc fff‘fff
olup 3+— b+C e, a+b bte L& a+b> a +~Jb + e +3dir.

PR A - e S S i iy o

Simdiye kadar duizenlenebilir esitsizlikleri siral1 GglUler icin inceledik.Simdi ise diizenlenebilir
esitsizliklerin genel haline gegelim.
GENELLESTIRILMIS DUZENLENEBILIR ESITSIZLIKLER
TEOREM: a <a, <@, < ..coevee. <a,veb <b, <by <. <b, olup
(a2, ,8,,,,,,8, ) srdin-liside (a,,8,,8,,,,,,8,) in bir permitasyonu olsun bu
durumda;

ab, +ah, + ... +ab, > ab +a,b,+...... +a,b, dr.

2,285 e, >a, veb, <bh,<h <. <b, olup

(a,.a,.8,,.,...8, ) sardin-liside (a,,a,,a;,,,,,.8,) in bir permiitasyonu olsun bu
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SONUCL: a,,8,,85.....cconn.... a, red sayllar ve (a;,a,,a,,,,,,,a, ) de (a,a,,a,,,,,,,a,)

in bir permitasyonu olsun.Bu durumda ;

a’+a, +o. ra’zaa +a,a .. +a_ a, dir.

SONUC2: a,,a,,a,.............. a, pozitif reel sayilar ve (2,,2,,8;,,,,,,3, ) de (a,8,,8,,,,,,8,)
in bir permitasyonu olsun.Bu durumda;;

i+i+%+ ......... +32ndir.

a & & a,

COzUM: (a2 ,,,,8, ) Udllist (a,8,,a,,,,,,8, ) in bir permiitasyonu ve
A <a, <&, <. <a, oISlJn.(al',aZ',a3',,,,,,an') Ugistini 1<i <nigin

a > i olacak sekilde segersek diizenlenebilir esitsizliklerden

4. %, P N T T &1, 2, +— olup
12 n2” 1 22 n* 1 2 n*
ﬁ+%+ ............ +%2l+1+ ............... += dir

1 2 n 1 2

ORNEK2: 4,b,c¢ bir ticgenin kenar uzunluklari ise
az(b+c —a)+b2 (c+ a—b)+c2 (a +b —c) < 3abc oldugunu ispatlayiniz.(IMO-1975)

COZUM: a >b > c (*)kabul edelim.ilk olarak a (b +c¢ —a) <b(c +a—b)<c(a+b—c)(**)
oldugunu gosterdim.Bunun iginc¢(a+b—c)—b(c+a—-b)=(b—c)(b+c—a) >0 olup
digerleride ayni mantikla gosterilebilir.(*) ve (**) ile diizenlenebilir esitsizliklerden;
aa(b+c—a)+bb(c+a—b)+cc(a+b-c)<ba(b+c—a)+cb(c+a—b)+ac(a+b-c)
= a° (b+c—a)+b2(c+a—b)+02 (a+b—c)£ba(b+c—a)+cb(c+a—b)+ac(a +b—c)
vea’(b+c—a)+b*(c+a-b)+c*(a+b-c)<ca(b+c—a)+cb(c+a—b)+bc(a+b-c)
esitsizliklerini yazabiliriz.Bu iki esitsizlik taraf tarafa toplanirsa elde edilen esitsizligin sag
taraf1 6abc OlupZ(az(b+c—a)+b2(c+a—b)+cz(a+b—c))S6abc

= a’(b+c—a)+b*(c+a—-b)+c?(a+b—c)<3abc olur.
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PROBLEMLER:
a.n +bn S a.n—1_|_bn—l

a+b 2

1. a,b pozitif reel sayilar ve n bir pozitif tamsay1 olmak Uzre;

oldugu ispatlayin z.

2. ab>0ise; asagidaki esitsizlikleri ispatlayinz.
a) 2(a5 +b5) > (a3 +b3)(a2 +b2)

b) a® +b° 2 a’b* (a® + 5°)

¢) (a+b)' < Zl‘l(a” +b”) nez

3.a,b,c >0ise a+g+cs,n/a +b3 te oldugunu ispatlayiniz.

) an bn cn an-l +bn—1 +cn-1 ]
4. ab,c>0vene Z" olmak Uzre; + + > dir.
b+c c+a a+b 2

a+b+c
olmak

5. A,B,C bir iggeninicacilar: ve a,b,c de kenar uzunluklar: olsun.p =

Uzre; 4 + B + ¢ > 3 oldugunu ispatlayinz.
p-a p-b p-c p
6. X, <x, <X S vveee, <x, Vey, <1, <1 S vveeee, <y olup

(2,:2,12511110:2, ) Q1@ neliside (3,,5,,¥511110,¥, ) in bir permiitasyonu olsun bu
durumda;

(xl—y1)2+(x2—y2)2+ ...... +(xn —yn)ZZ(xl—zl)2+(x2—zz)2+ ...... +(xn —Zn)2
oldugunu ispatlayimz. (IMO-1975)

7. a,b,c bir Ucgenin kenar uzunluklar: ise
azb(a —b) +b% (b —c) +c%a (c— a) > 0 oldugunu ispatlayimz.(IMO-1983)

8. a,b,c bir ticgenin kenar uzunluklan ise
abc >(b+c—a)(c+a—b)(a+b—c) oldugunu ispatlayimz.

9. X, X,,Xgyeeeneeey X, > 0 0lMak Uzre

x_|_2 X 2 2

L+ > X+ X, + X+ et X OlDUSUNUN gOStENiNiZ,
X2 X3 Xl

10



OLIMPIK ESITSIZLIKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iZ

KONVEKS FONKSIY ON:

floR, VXxyel veae[O,l] icinf(ax+@-a)y)<af(x)+@Q-a)f(»)
sart1 saglanmiyorsa f fonksiyonuna konvek s fonksiyon denir.

EservV x,yelveae(01), x= yvef(ax+(1-a)y) < af (x)+ 1-a) f(y)
isef fonksiyonu kesin konveks olarak adlandinlir. Tersi durumdaise konkav

ve kesin konkav olarak adlandirlir.

JENSEN ESITSIZLIGI: :1 - R fonksiyonu konveks bir fonksiyon , ,,....x, <

a,...a, 20vea +a, +....+a, =1 olsun.Bu durumda;

flax, +a,x, +........ a,x,)< a, f(x)+a, f(x,)+ e +a,f(x,) dir.
Eger f fonksiyonu konkav ise

flax, +a,x, +........ a,x,) = a f(x)+a,f(x)+. ... +a,f(x,) dir.
ISPAT:

Esitsizligin n=1 icin dogrulugunu kontrol edelim.
n=1lisea, =1lolupf(ax,) =1(1x,) =1f(x) = a. f (%) < a,f (x,) oldugundan esit
sizligimiz n=1 icin dogrudur.

Esitsizlik n=k icin dogru olsun ; yani
flax, +a,x, +....... ax )< af(x)+a,f(x)+. ... +a,f(x,) olsun.
n=k+laamx,..x, €l a,..qa,,a,, 20veaq, +a, +...+a, +a,, =1 olsun,

Budurumda; a,,....q,,a, , sayilarindan en azindan biri 1'den kuigik olmal 1dir.Genel
& o

+1 _C

l _
F oo + = k- =% _q olyr.Bu durumda;
1—ak+1 1'ak+1 1- ) 1- )

A X + Ay Xy + o ax, +a, x,.,=@0-a, Ju+a,,x, , olurf konveksoldugun
dan f((1-a, Ju+a, % ,) <A=a,,)f W) +a,,/(x.,) *)

ligi bozmadana, ,, <laipu= x, tanumlamasim yapalim.

hipotezimiz n=k i¢in dogru oldugundan;

f(u) = _f(l_zm Xy F e +1-Zkk+1 x,) < 1_:1k+1 S+ + 1_;1 S(x) (%)

X,

1-qa , .., oldugundan

fQA-a, Ju+a x )= flax +ax,+.... a,x, +a,x, ) olup (*) dan

flax +ax, +........ Xy + X)) < (L=ayq) f (@) +ayq f (x,,4) olup (**) dan

f(xk)j + @ f(Xa)

Yu+a, X, =ax + a5, ... a.x, +a,.,,

—+
l'ak+l 1'ak+1

flax + ax, +....... A Xy + @ X)) < a f(5) +a f(x5) +.e. a f(x,) + a4 f(x.,) olur ki bu son
esitsizlik bize hipotezin n=k+1 icin de dogru oldugunu gosterir ve ispat tamamlanms olur.

Konkav olma durumu iginde benzer sekildeispat yapilir.

11
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SONUCLAR:

1
a,..a,>20veq =a, =...=a, =— olsun.Bu durumda;
n

X, +X, ot X, j< Sx)+f )+t f(x,)

n

f fonsiyonu konveksisef (
n

f fonsiyonu konkav ise f(x1+x2+""+x”jz S0a) + T )+t () dir.

n n

KONVEKSITE ve KONKAVITE TESTI:

f fonksiyonu bir | araligidaikinci tirevi haiz bir fonksiyon olmak Uzre;
a) f fonksiyonu | araliginda konveksise Vx € I igin f"(x) > O dur.

b) f fonksiyonu | araliginda kesin konveksise Vx e | icin f*(x)>0 dur.
c) f fonksiyonu | araigindakonkav ise Vx e I icin f*(x) <O dhr.

d) f fonksiyonu | araliginda kesin konkav ise Vx e | i¢in f"(x)<O0 dir.

GENELLESTIRILMIS
ARITMETIK ORTA-GEOMETRIK ORTA ESITSIZLiGi

XyeX, 20, a,0,,.....a,>0vea +a, +....+a, =1 olsun.Bu durumda;
aAX,+aX, + .t a,x, 2x3x52....x, dirEsitlik x; =....= x, durumunda gegerlidir.

[SPAT:x,,..x. >0, f(x)=Inx vex e (0,00) olsun.Inx fonksiyonu (0,c0) araligindakesin

konkav olup In( ax; + a,x, +...+a,x,) > a;Inx; +a,Inx, +...+a,Inx, =

n-n

IN( @ +ax, +.ta,x,) 2 Inx? +Inx52 + ..+ Inx® :In(xfl)cg2 ...... xn"):>

@ .a2 D i
ax, +a,x, +....+a,x, 2x"x?....x," dir.

SONUC: (AO-GO ESITSIZLiGi)

1 + X, +....+ax .
a=a,=..=a,=—adinrsa; 2% 2> 41X, v, it
n n

12



OLIMPIK ESITSIZLIKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iZ

TANIMLAMALAR

XiyeoX,)y @, 8y, @,>0 ;a0 +a, +....+a, =1 0Olsun. t e R, t = 0icin asagida
tanimlt M, genellestirilmis ortasim tanimlayalim;

t t t
M _(a”lx1 +a,x, +....+anxn]f
.=

n

M dX ¥t Y GENELLESTIRILMIS ARITMETIK ORTA(GAO)

t=1licinM, = 2

t=-1igcinM , = P ;GENELLESTIRILMiIS HARMONIK ORTA(GHO)

2 2
Xyt a,x

» ¥ . GENELLESTIRILMIS KARESEL ORTA(GKO)

b
L 'Hospital kurahndan faydalanarak lim M, = x11x22 ............ xzn oldugu gosterilebi
t—0

b
lir.Simdi bizM, = lim M, :xblx 2 .xz” tammlamasini yaparsak M, bu durum
t—0 172

daGENELLESTIRILMIS GEOMETRIK ORTA olarak isimlendirilir.

M_ = lim M, olupM_=max{x,,.....x, } olarak tammlarur.
0 {—>00 t 0 n
M_ = lim M, olupM_ =min{x,,... ,x,} olarak tammlanr.
{——00
GENELLEME:.

Eger t<0<sseM, <M, <M, vesonugolarakM_ <M  <M,<M;, <M, <M_ dur.

KUVVET ORTALAMASI ESITSIZLiGi(Power Mean Inequality):

XpyonXy, @y 8yyeey @,>0 , @y +a, +....+a, =1vet,ssifirdanfarkl1 iki reel say1 olsun.
s<tise
1

S S S \s t t I\t
aqx 1+ ayx 2+....+anx n a1x1+a2x 2+....+anx "

n n

13



OLIMPIK ESITSIZLIKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iZ

t

ISPAT : f(x) =x* fonksiyonunu tanimlayalim.0<s<t ve s<O<t isef fonksiyonu kesin
konvekstir.Budurumdab,,...b , a,,a,,....a >0 ,a +a,+...+a, =1igin

s
{alb1+a2b2 +...+a,b, }S < albls +a2b2S o +ay,b,S
n

by =X e by, = X;, segersek esitsizlik ispatlanms olur.

Eger s<t<0 ise 0<-t<-s olup esitsizligimiz =, —,.,,,, = icin
Xl X2 Xn

_ S _1

B ) | JalE) s |
a | Hen +a,| — a| | A+ +a| —

X, X, X, X, .

< seklini alr.
n n

ORNEK : ab>0veatb=2icin (1+§/Z)5 + (1+€/1;)5 < 2° oldugunu gosteriniz.
COZ UM : f(x):(1+§/;)5 olarak segelim.f fonksiyonu kesin konkavdir.Bu durum
da Jensen Esitsizli ginden f(%b) > %( £(a)+ £(B)) dir.= (1) > %((1+%)5 +(1+%6 )5)

5 1 5 > 5 ° 6 5 > 5 > .
=22 o ((1¥a) + (1035) )= 22 (14 4 (1% air.

a+b+c
ORNEK : ab,c>0 icina’ b ¢ > ( ar l;+ Cj oldugunu gosteriniz.

COZUM : f(x) =xInx x e (0,0) olsun f"(x) = 1.0 oldugundan kesinkonveks olup
X

a+b+c

FEE )S%(f(a)+f(b)+f(c)):>

(a+b+cj|n(a+b+cjS%(alna+b|nb+c|nc) =

3 3

(a+b+c)ln(a+b+c]S(alna—i-blnb—i-clnc) =
a+b+c e a b c ayb c
In 3 <Ina® +Inb” +Inc =In(abc ):>
a+b+c
(a+g+0) S(aabbcc)

14
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b c
+ +
a+3b+3c 3a+b+3c 3a+3b+c

ORNEK : ab,c>0 igin

gosteriniz.

3
> = oldugunu

> 0 oldu

COZUM:f(x): *r -9 —1vexe (0,s) olsunf "(x) = 28

S—X Ss—X (s—x)

gundan f fonksiyonu kesin konvekstir. = f(%mzc) < %( £(2a) + £(2b) + £ (26))

3

2at2b+2c
)
s - (224204 20) STed Smed ST

3a+b+c) < 2a N 2b N 2c

3s—-2a+b+c) s-2a s-2b s-2
3 a b
—<

= =< + +
7 a+3b+3c 3a+b+3c 3a+3b+c

dir.s=3(at+b+c) alinirsa;
C

olur.

b c
a+3b+3c 3atb+3c 3a+3b+c

ORNEK : ab,c>0 igin

gosteriniz.

3
> = oldugunu

> 0 oldu

COZUM : f(x)=—"=-2 —1vexe (0,s) olsunf "(x) =

S—X S—X (s—x)3

gundan f fonksiyonu kesin konvekstir. = f(&b+20

)< 2(£(2a) + £(2) + £(20)) -

2at+2b+2c
3 <1£ 2a 2b 2c j

= <z N .
S—§(2a+2b+2c) 3ls—2a s-2b s-2
3(a+b+0) 2a 2b 2¢
3-2a+b+c) s—-2a s-2b s-2

3 a b

= =< + + ¢ olur.
7 a+3b+3c 3a+b+3c 3a+3b+c

dir.s=3(atb+c) ainirsa;
C

15



OLIMPIK ESITSIZLIKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iZ

ORNEK : a,,......,a, >1ligin 21 v, 1+W oldugunu gésteriniz
ve e 1 e"(e‘—]_)
COZUM . f(x)= vex [0,0) olsunx e (0,:0) icinf "(x) = >0
l+e (e +1)

oldugundan gundan f fonksiyonu kesin konvekstir.

= % 1X > 1nn olupx, =Ing, ,k=12,......n aimrsa
k=11+¢ K DI
1+e k=1
-~ 1 n

ALISTIRMALAR : A,B,C bir tiggenin icacilar: olmak tizre asagidaki esitsizlik
leri ispatlayimz.

3\/_

a)sinA+sinB+sinC< ——

b)\SinA++SinB ++/snC s34{/g
33

c)sin4.sinB.sinC <—
1
d)cos A.cosB.cosC < P

A B C
sec - +sec— +sec— > 243
€)Sec 2 2

ORNEK :
b b
ayrontt, BBy b, >0 B+ b, +....+ b, =10lsun.Eger all ....... a,t =1
is€ @, +.wonen +a, Zb]_; olup esitlik ancak ve ancak a, = b]_ b ;
bl ------ bnn bl ------ bnn
k=1,2,......... n durumunda gecerlidir

b
all ....... azn
= olur.Esitlik —=........ =~ durumunda gerceklesir
bfl bbn bfl bbn 1 "
...... » R,

16
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bl by _ 1 5
.Bu durumda g, a;,* =1oldugundan a, =

PROBLEMLER:

1. a,b,c>0 olmak Uzre; + + <
ab b+tc cta 2

a b ¢

1 1 1(1 1 1 . N
< —| =+ —+ = | oldugunu gosteriniz.

(Ireland-98)

(atb+c)®

2.ab,c >0 olmak uzre T) > a~Jbc +bca + eNab oldugunu gosteriniz.

(Zveda-98)
1 1

1
+ +
V142 (1vy® 142

3. X,y,2>0 x+y+z=xyz olmak Uzre < g oldugunu gosteriniz.

(Korea-98)
b C

+ + >
b+c c+ta atb

4. Btln pozitif ab,c red sayilan icin oldugunu gosteriniz.

N W

(Nesbitt-1903)
i . 1 1 1 3 <
5. ab,c pozitif reel sayilar veabc=1ise —; +— +— > — oldugu
a(b+c) b(a+c) c(a+b) 2

gunu gosteriniz. (IMO-95)

. n™ N
6. x>0ic¢inx* 2(%} oldugunu gostriniz.

COZUM: f(x)=xInx olsun F(x)=-2 > 0 old. f konveks olup
X
L x+1) 1
Jensen esitsizliginden f (7) < E(f(x)+f(1)):>

+ + +
[ 2 <L inx+1int) = o nin[ 2 < xinx
2 2 )72 2

X+1 x+1 i X+1 x4+l )
= In| — <Inx®™ =| — <x
2 2

7. X y1rr1r1191: X, € R OUP X, + cecenenes +x, =1dirBunagore;

oldugunu ispatlayimz. (India-95)

17



OLIMPIK ESITSIZLIKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iz
COZUMLU ESITSIZLIK PROBLEMLERI

SORU : ab,c>1liselog,abc + log,abc + l0g.abe > 9 oldugunu gosteriniz.

N 1 1 1 .
COZUM:log,abc + log,abc +l0g.abe = logabc + + dir.
loga logh logc

a,b,c>1 oldugundan loga,logb,logc>0 olup
Aritmetik orta-Harmonik orta esitsizliginden ;
logatlogb+logc 3 1 1 1 9
2 = + + >
3 1 N 1 N 1 loga logh logce logatlogb+logc
loga logbh logc

1 1 1 9 1 1 1
+ + > = logabc + + >logabc.
loga logb logc logabc loga logb logc

logabc
= log,abc +log, abc + log.abc > 9

Geometrik esitsizlik
SORU : ABC iiggenin kenar uzunluklar a,b,c veicteget cemberinin merkezi | ise

abc e
IAIB.IC < —= oldugunu gosteriniz.
33

COZUM: u=2 b

*C olsun.Bu durumda A(ABC) = ur = \/u (u-a)(u-b)(u-c)

(u- a)(u-b)(u- c)

1)
u
Icteget cemberin AB,BC,CA kenrlarinateget oldugu noktaar sirasiyla P,Q,R olsun.
BudurumdadP =u-a , BO =u-b ve CR =u -c dir. AO-GO esitsizliginden

u-a+u-b+u-c

3 >\/u a(u b)(u c):>3>\/u a(u b)(u c)

Pisagor teoreminden ;

IAZIBIC? = |+ (u=a)’ ||+ (u=b)" | r*+ (u=c)’|

:[(u —:)bc}[(u —j)ca}[(u —:)ab}

(u-a)(u-b)(u -c)(abc)2 Py u? (abc)2 ~ (abc)2

u® - 2nd 27

=’ =

= I4.IB.IC < abe

3V3

18



OLIMPIK ESITSIZLIKLER NOTLARI Hazirlayan ve Derleyen: OSMAN EK iZ

SORU :a,b,c>0icin \/E(\/;+\/E+\/;)+(a+b+c)2 24\/3abc(a+b+c)

oldugunu gosteriniz.

COZUM: AO-GO esitsizliginden
a+b+c>3%abc = (a +b+c) >3(a+b+c)(abc)1/3

Va +~b + e > 3¢abe = \/c%(\/_+\/_+ ) 3(abe)™®
abc(\/;+\/_+\/_) (a+b+c)2Z3(abc)2/3+3(a+b+c)(abc)1/3

> 4‘\‘/3(ab )2/3 (abc)(a+b+c) °> 4\/3 abc (abc)3(abc)ll3 (a+b +c)2
= 4\/3(abc)(a+ b+c)

. b b
SORU :a,b,c>0veabc=1ise — a5 T SC +— c? <1
a+b>+ab b+ +bec +a +ca
oldugunu gosteriniz.

COZUM: & + b° > a®b? (a + b) dir.(Diizenlenebilir esitsizlikler yardimyla kolay
cagosterilebilir)
ab < ab

5

= a° +b° +ab>d’b*(a+b)+ab= - <——
a +b>+ab a‘b (a+b)+ab

ab ab c? abcc

c
=5 5 S X5 = 2 =

a +b +ab  ad’b° (a+b)+ab e (abc) (a+b)+abcc a+b+c
Aym mantikla; — be <4 ve «d < b olup bul

bP+c+bc a+b+c c+a’+ca a+b+c
dugumuz bu esitsizlikler taraf tarafatoplanirsa;

ab bc ca
5 5 + 5 5 + 5 5
a’+b>+ab b>+c’+bc ¢ +a®+ca

<1olur.

SORU : a,b,c >0ve abc <1 ise g+é+%2a+b + ¢ oldugunu gosteriniz.
C a

COZUM : abe <1= L34, Lsp, ibzcdir. AO-GO esitsizlizinden

C ac a

2
@+5:1+1+523§/a—23aolupbenzersekilde&+123bve£+223c
c b ¢ ¢ b bc a c b a

e y b
dir. Esitsizlikleri taraf tarafatoplar 3 e bolersek 2850 brcourn
C a
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2 2 2

. +y+ .
SORU :x,y,z>0ise ——+ -2+ = > 2T Y™2 qqusunu ispatlayiniz.
X+y y+z z4+x 2

COZUM]. 4x? =|:(x+y)+(x—y)]2 =(x+y)2+2(x+y)(x—y)+(x-y)2
Z(x+)02+2(x+)0(x—y)

4x? (x+y)2+2(x+y)(x—y):x+y+x_y
4(x+y) 4(x+y) 4 2

U
\%

2 —
N S A b olup aym mantikla diger esitsizliker de elde edilir ve
(x+y) 4 2

2 2 2 +v+
taraf taraf toplanirsa; AN AL S AT
xX+y y+z z4+x 2

COZUMZI a=+x+y ,a,=4y+z ,a3:\/2+x,bl:L
X+

olsun.Cauchy-Schwarz esitsizli ginden;

b, = 4 by = =

Ny+z Vz+x

(af +a, +a32)(b12 +b° +b7 )2 (ayby + a,b, + azb, )2 olup veriler yerine
yazilirsaistenen estisizlik elde edilir.

1 10 1 10 1 10
SORU :a,b,c>0vea+b+c=1ise (a+—j +(b+;] +(c+—j ifadesinin

a C

alabilecegi en kicuk degeri bulunuz.

COZUM: a+ b+ ¢ =1 oldugundan O<ab,c<1 olmaldir.f fonksiyonu (0,1) de

10 8 9
tanimli ve f(x) = {x + 1] olsun. f"(x) = 90(x + 1) (1— izj +10(x + 1) (%j
X X X X X
olup f"(x) > 0 oldugundan /" kesin konveks olup Jensen esitsizliginden

f(a+§+c)£ %(f(a)+f(b)+f(c))=> Sf%) < f@)+fB)+ 1)

10%° 1 10 1 10 1 10
= S(a+—j +(b+—j +(c+—j dir.
32 a b c
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R S
Vra? +p2 it

SORU :a,b,c>0vea+b+c=abcise

3
<=
2

oldugunu ispatlayini z.

COZUM: A=actana, B = arctanb, C = arctan ¢ olsun.ab,c>0 oldugundan
O<A,B,C<% aaim.a +b +c =abc oldugundan tan4 + tanB +tanC =tanAtan BtanC

—(tan4 +tan B)
1-tanAtan B

=tanC =

=tan(r —A-B)= A+ B+C =z olmal.

1 1

,B:arctanb = COSB =

1+ a° 1+ b
1,1 1

1?10 1+

3 .
COSA + CcoSB + cosC < E dir.4 = arctana = cosA4 =

old

C =arctanc = cosC =

SE dir.
2

1
1+ ¢?

c

SORU :4,d >0veb,c>00lmak lizreb+c> a+d ise ifadesinin

+
c+d a+b

aabilecegi en kicik degeri bulunuz.

COZUM: Gendlizi bozmaksizin a> d ve b > ¢ kabul edelim. b +¢ > a + d oldugun
dan b+c>(a+b+c+d)/2dir.

b, c :b+c_c( 11 j2a+b+c+d_(c+d)( 1 1)
c+td a+b c+d \c+d a+b 2(c+d) c+d a+b
a+b c+d 1>2\/ a+b c+d 1:\/—_%

“2(c+d) avb 2

2(c+d) ath 2

SORU : x,,y, eR" ve (k=1,2,3,...,1995) olsun.
1995

—1 XY
X+ Xyt oot Xyggs = Voot Yyggs =l ise Y

1 e
< — oldugunu gosteriniz.
k=1 X + Vi 2

COZUM (=i 20= x2+y222xy, =>x2+2x,), + 1> 24x.),

" 1995 1995 . _
= (xptykf 2 Axy, = K> T SN A N A T =L dir.
4 X, + ) Xty = 4 2

SORU : a,b,ce R" vea® +b*-ab=c’ise (a-c)(b-c) <0 oldugunu gésteriniz.

COZUM a<bolsun.=a<,la’+b(b—a)=c=b*-a(b—a)<b=

(a-c)(b-c)é Odir.
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SORU . ABC iicgeninin kenarlar: a,b,c olmak tizre

a+b+c

aC0SA+bcosB +ccosC < oldugunu ispatlayinz.

COZUM : a <b <c olsun.Bu durumda cos A > cosB > cosC olur.Diizenlenebilir
acoS A+ bcosB +ccosC < acosB +bhcosC + ¢ Cos A

esitsizlikler yardimiyla acos A+ bcosB + ccosC < acosC + bCoS A+ cCcos B yazabiliriz.
acoS A+ bcosB +ccosC < acos A+bcosB + ccosC

taraf tarafatoplarsak3( acos 4+ bcos B+ ¢cosC) < (a+ b+ c)(cos A+ cos B+cosC)

(a+b+c)(cosA+cosB+cosC)

3 elde edilir.Herhangi bir

= aCo0S A+ bcosB +ccosC <

ABC Ucgeni icin cos A4+ cosB + cosC < g oldugundan

(a+b+c)(cosA+cosB +cosC) - (a+b+c)3: a+b+c

aCcosA+bcosB +ccosC <

3 3.2 2
olur.
SORU : a,b,c >0 vea® + b +c*=3ise — t 1 2§oldugunu
1+ab 1+bc 1+ca 2
gosteriniz.

o &P+ b2 &P+ D
COZUM : AO-GO esitsizliginden a® + b* > 2ab = , zab=1+ >1+ab
1 1 1 1 1 1 1 1

Z 2 2 = + + Z 2 2 + 2 2 + 2 2

1+ab a +b 1+ab 1+bc 1+ca a +b b +c¢ ¢ +a

1+ 1+ 1+ 1+
2 2 2 2
AO - HO esitsizliginden —+ 4+ 1 9 _9.3
a® + b? b + 2 cE+a®? 3+ +bh+F 6 2
1+ 1+ 1+
2 2 2
1 ! 1 2§ dir.

= - +
1+ab 1+bc 1+ca 2
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SORU : x,y,z pozitif red sayilar vex? + y? +z2 =1 ise

2 2 2 1 ~ H
X yz+xy°z+ xyz° < 3 oldugunu ispatlayiniz.

. . 3
COZUM : AO-GO esitsizliginden 3/xyz < % o xyz < %
4
o xyz(x+ y+2) < % e (1)

T +y+ X +y2+22 1
Karesel orta — Aritmetik orta sitsizliginden ol ; < ); z - 3

4 4
(ctyt+z)y 1 mgl......(g)
3.27 9 27 3

Wk

E 2 2 2
xyz(x+ y+2z) < 3<:>x vz+xyz+xyz® <

SORU ' Herhangi bir ABC licgeninde sin24 +sin2B +sin2C < sind +sinB +sinC dir.

ISPAT: 4 <b<colsun.= sind <sinB < sinC ve cos4 > cosB > cosC dir. =
Chbyshev esitsizliginden

sin Acos A+ sinBcosB+ sinC cosC <(sinA+sinB+sian(cosA+cosB+cosCJ

3 3 3
3 sn4A+snB+snC\3 1 (snA4+snB+snC
cosA4 +cosB +cosC < — old. < —.==
2 3 23 6
:>sinAc05A+sinBcosB+sinCcosC _Sin24+sin28+sin2C _sin4+sinB+sinC
3 6 - 6

=SN24+9n2B+sin2C <sin A+sin B+snC dir.

SORU . a,b,c bir ticgenin kenar uzunluklar: ise
abc > (b+c—a)(c+a—b)(a+b-c) oldugunu ispatlayiniz.

ISPAT: a,b,c bir tiggenin kenar uzunluklan oldugundana =y +z , b=z +x,

¢ =x + y olacak sekilde pozitif x, y,z reel sayilanm varlig: Uggen ssitsizligi yardimyla
ispatlanabilir.Bu durumda;

(y+z)(z+x)(x+ y) > 8xyz olur.

:>(y+z)(z+ x)(x+y)—8xyz: x(y—z)2 +y(z—x)2 +z(x—y)2 >0 old.
(v+z)(z+x)(x+y)28xz=abc>(b+c—a)(c+a—-b)(a+b-c) dir.
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SORU : a,b,c pozitif reel sayilar veabc =1ise

(a -1+ %)(b -1+ 1](0 -1+ lj <1 oldugunu ispatlayimz.

C a

b= X,c == vex, y,z >0 olsun.Bu durumda esitsizlik
V4 X

(£—1+£j(l—l+ 1)(£—1+Z)S1<:> xyz2(y+z-x)(z+x-y)(x+y-2z)
y y)\z z )\ x x

olup son esitsizlik bir 6nceki problemden dolayr dogru oldugundan ispat tamamlanmis
olur.

SORU . a,b,c bir ticgenin kenar uzunluklar: ise
a’h(a—b)+b’c(b-c)+c’a(c—a)= 0 oldugunu ispatlayimz.

ISPAT: a,pb,c bir tiggenin kenar uzunluklan oldugundana =y +z , b=z +x,
¢ =x + y olacak sekilde pozitif x, y,z redl sayilanm varlig: Uggen ssitsizligi yardimiyla
ispatlanabilir.Bu durumdaifadeler yerine yazil ip gerekli diizenlemeler yapilirsa;

2 2 2

X z
FCz+ Y’ x+2y > yz+0fz+ 077 = —+y—+—2x+y+z olur.

y z X

X2 e (V72 Vx) iglgleri igin Cauchy-Schwarz esitsizliginden;
NORRVEANS

2 2 2
[x—+y—+Z—J(x+y+z)2(x+y+z)2:>£+i+52x+y+zolup

y oz X y oz X

ifade dogru oldugundan ispat tamamlanms olur.

SORU : 0<a<b<cise(a+3)(b+4c)(c+2a)=60abc oldugunu gosteriniz.

COZUM : (a+3b)(b+4c)(c+2a) = 25abc +8a%c+3b%c + 2a*h +12¢% +6b’a+ 4c%a
olup genellestirilmis aritmetik orta-geometrik orta esitsizliginden ;

25abc +8a’c + 3b%c + 2a°b +12¢?b + 6b*a+ 4c%a
25+8+3+2+12+6+4

25abc +8a’c + 3b%c + 2a°b +12¢°b + 6b°a + 4c’a > 60a’b' ¢’ =60abc =
(a + 3b)(b +4c)(c + Za) > 60abc dir.

7 2 2 2 2 2 2
> \/abca chca’becbb ac’a
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SORU : a ve b negatif olmayan red sayidr vea® +b* =4 ise abb 2£ \/E—loldugunu
a+b+
gosteriniz. (AVUSTURY A-1989)

COZUM : d° +b* = 4 oldugundan ave b ikisi birden sifir olamaz.Birini sifir kabul edersek
a+b+2 _ l+£+£

esitsizlign saglandig asikar.Simdi a,b>0 olsun. dir. (@)}
ab a b ab
a?+b? > 2ab = 4> 2ab =2 > ab ve ap>0 oldugundan —> L= 2 >1 @)
ab 2 ab
2(a*+6%)2(a+b) oldugundan 8> (a +h)" = 222a+h=——2V2 (3
a
AO-HO esitsizliginden =+ 2> 4 dir. )
a b a+b
1,2,3ve4'tena+b+2:£+£+£2 4 +12\/§+1:a+b+22 2+1
ab a b ab a+b ab
ab 1
= < =~2-1
a+b+2 \/§+1
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