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   1 2, 3 1 2, 3a , ve , sıralıüçlülerini ele alalım.

Eğer;
* Sıralıüçlüleri oluşturan elamanlar her iki üçlüde de artan veya azalan sırada ise bu
üçlülere benzer sıra

DÜZENLENEBİLİR EŞİTSİZLİKLER

TANIM: a a b b b

   
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2, 3 1 2, 3

1

lı, biri artan sırada diğeri azalan sırada ise karşıt sıralıüçlü
ler denir.

Örneğin a ve b veya a ve b ise

a , ve , sıralıüçlülerini benzer sıralıdır.

a

a a b b a a b b

a a b b b

a

       

  
 

2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2, 3

1 2, 3

ve b veya a ve b ise a ,

ve , sıralıüçlülerini karşıt sıralıdır.

1 1 10<a b c ise (a,b,c) ve , , üçlüleri karşıt sıralıdır.
a

1 1 1
(a,b,c) ve , ,

b+c

ÖRNEK:

a b b a a b b a a

b b b

b c

c a a b

      

    
 

 

 + m m m

m m m

üçlüleri ise benzer sıralıdır.

0<a b c ve m R ise (a,b,c) ve a , , üçlüleri benzer

1 1 1sıralı(a,b,c) ve , , üçlüleri karşıt sıralıdır.
a

a b c ve n bir tek tamsayıise

ÖRNEK:

ÖRNEK:

b c

b c

 
  

  

 
 
 

   n n n(a,b,c) ve a , , üçlüleri

benzer sıralıdır.

b c
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       

   

1 2, 3 1 2, 3 1 2, 3 1 2, 3

1 2, 3 1 2, 3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2

a , ve , reel sayıüçlüleri ve , de ,

ün bir permütasyonu olsun.

* Eğer a , ve , reel sayıüçlüleri benzer sıralıise

a a a a a

TEOREM: a a b b b x x x b b b

a a b b b

b b b x x    

   

 

3 3

1 2, 3 1 2, 3

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2, 3

a tir.

* Eğer a , ve , reel sayıüçlüleri karşıt sıralıise

a a a a a a tir.

Eşitlik her iki durumda da a ve iken sağlanır.

a , veİSPAT:

x

a a b b b

b b b x x x

a a b b b

a a

    

   

   
 

1 2, 3 2 1, 3

1 2, 3 2 1

1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 3 3

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

, üçlülerinin her ikiside artan sırada ve , de

, ün herhangi bir permütasyonu olsun .b dir.

S=a a a ve S'=a a a olup
S'-S=a ( ) ( ) ( )( )

b b b b b b

b b b b

b b b b b x
b b a b b a a b b

 

   
     

 
1 2 2 1

1 1 2 2 3 3 1 2 2 1 3 3 1 2, 3

, a ve b olduğundan

S'-S 0 S S' dir. a a a a a a olur. , ün

herhangi bir permütasyonu için eşitsizlik doğru olduğuna göre tüm permütasyonlarıiçin
de doğrudur.

Eğe

a b

b b b b b b b b b

 

        

   1 2, 3 1 2, 3r a , ve , üçlüleri azalan sırada veya karşıt sıralıiseler benzer şekil

de ispat yapılır.

a a b b b

   

2 2 2

n n n n-1 n-1 1

a,b,c R ve n pozitif bir çift tamsayıolmak üzre;

a) a ab+ac+bc olduğunu ispatlayınız.

b) a a a olduğunu ispatlayınız.

a b c olsun. Bu durumda a,b,c ve a,b,c

ÖRNEK1:

CÖZÜM:
a)

n

b c

b c b b c c 



  

    

 

   

2 2 2

n-1 n-1 1

n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n-1 n n n n-1

üçlüleri benzer sıralıolup

a.a+b.b+c.c ab+bc+ca a ab+ac+bc

a b c ve n cift olsun. a,b,c ve a , , üçlüleri benzer sıralıolup

a.a .b .c a.b .c .a a a

a) n

b c

b c

b c b c b c b



    

  

          n-1 1a dır.nb c c 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

a,b,c>0 olmak üzre aşağıdaki eşitsizliklerin doğruluğunu ispatlayınız.
a+b+c 1 1 1

abc

ÖRNEK2:

a)

b)

c)

a b c
a b c b c a

a a cb c a
a b c a b c
b c a

  

    

    
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1 1 1 1 1 1
, , ve , , üçlüleri benzer sıralıdır.Genelliği bozmaksızın a b c olsun.

1 1 1 1 1 1, , üçlüsünün bir permütasyonu , , olduğu için

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
. . . . .

CÖZÜM:

a)
a b c a b c

a b c b c a

a a b b c c a b b c

        
   

   
      

    2 2 2

1 1 1 1 1 a+b+c
. dir.

abc

, , ve , , üçlüleri benzer sıralıdır. , , üçlüsünün bir permütasyonu

, , olduğu için ;

. . . . . .

b)

c a a b c

a b c a b c a b c
b c a b c a b c a

b c a
c a b

a a b b c c a b b c c a a
b b c c a a b c c a a b

    

     
     
     

 
  

     

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2
2 2 2 2 2 2

dir.

1 1 1 1 1 1
a , , ve , , üçlüleri karşıt sıralıolup , , üçlüsünün bir permütasyonu

1 1 1, , olduğu için;

1 1 1 1 1 1a . . . a . . .

c)

b c b c a
a a cb c a

b c
a b c a b c

b c a

ab c b c a b c
a b c b c a b

    

   
   
   

 
  

         
2 2

dır.b c
c a


 

a b c 3
Eğer a,b,c>0 ise olduğunu ispatlayınız.

b+c c+a a+b 2

1 1 1
a b c olsun. Bu durumda a,b,c ve , , üçlüleri benzer sıralıolup

b+c c+a a+b

1 1 1, , üçlüsünün bir permütasyonu
b+c c+a a+b

ÖRNEK3:

ÇÖZÜM:

  

    
 

 
 
 

1 1 1, , olduğundan ;
c+a a+b b+c

1 1 1 1 1 1
. . . . olur (1)
b+c c+a a+b c+a a+b b+c
1 1 1 1 1 1

, , üçlüsünün bir diğer permütasyonu , , olduğundan
b+c c+a a+b a+b b+c c+a

1 1 1 1. . .
b+c c+a a+b a+b

a b c a b c

a b c a

 
 
 

    

   
   
   

    1 1. . olur. (2)
b+c c+a

(1) ve (2) yi taraf tarafa toplarsak;

a b c a b c a b c
2 3 olup

b+c c+a a+b c+a a+b b+c a+b b+c c+a
a b c 3

dir.
b+c c+a a+b 2

b c

           

  
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   

   

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

Eğer a ,a , ve , , üçlüleri benzer sıralı

a a a a +a +b
ise ; olduğunu ispatlayınız.

3 3 3

a ,a , ve , , üçlüleri benzer sıralıol

CHEBYSHEV EŞİTSİZLİĞİ:

İSPAT:

a b b b

b b b a b b

a b b b

         

       
   

1 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3 1 2 2 3 3 1

1 1 2 2 3 3 1 3 2 1 3 2

1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3

duklarından;

a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a olup taraf tarafa toplarsak;

3 a a a +b +b +b

3 a a a a +a

b b b b b b

b b b b b b

b b b b b b

b b b a b b a b b a b b

b b b a

    

    

    

       

     

   

1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

+b

a a a a +a +b
dir.

3 3 3

:Eğer a ,a , ve , , üçlüleri karşıt sıralıise

a a a a +a +b
olduğunu ispatlayınız.

3 3 3

SONUÇ

b b

b b b a b b

a b b b

b b b a b b



       
  

       
  

   

2 2 2
1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

a a a a a a
a ,a , reel sayılar olmak üzre; tür.

3 3

Genelliği bozmaksızın a a kabul edelim. a ,a , ve , ,

üçlüleri benzer sıralı

KARESEL ORTALAMA-ARİTMETİK ORTA EŞİTSİZLİĞİ:

İSPAT:

a

a a a a a

   


 

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

olduklarından chebyshev eşitsizliğinden

a a a a +a a +a
3 3 3

a a a a +a a a a a a a
dir.

3 3 3 3

a ,a , reel

ARİTMETİK ORTA-GEOMETRİK ORTA EŞİTSİZLİĞİ:

a a a a a

a

a

          

          
 

1 2 3 3
1 2 3

a +a
sayılar olmak üzre; a a tür.

3
a

a




   

1 2 31 1 2
1 2 3 1 2 32 3

1 2 3

3
1 2 3 1 2 3 3 2 1

1 2 3 1 2 3

1 1 1
, ve 1 ve y , y ,y 1

olsun. a a dir.Genelliği bozmaksızın x olsun.Bu durumda y

olup , , ve , , üçlüleri karşıt sıralı

İSPAT: x x x a a aa a a
P x x xP P

a P x x y y

x x x y y y

       

    

1 1 2 2 3 3 1 3 2 1 3 2

3 1 2 3 1 2 31 2 3
1 2 3

olurlar.Bu durumda ;

a +a a +a
1 1 1 a a dir.

3 3

x y x y x y x y x y x y
a a aa a

P a
P P P

     
 

      
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a,b,c>0 ise dir.

Genelliği bozmaksızın a b c kabul edelim.Bu durumda

ab+ac 2 ab.ac 2

AO-GO eşitsizliğinden ab+bc 2 ab.bc 2 ol

ac+bc 2 ac.bc 2

ÇÖZÜMLÜ PROBLEMLER:
1.
ÇÖZÜM:

ab ac ca a bc b ac c ab

a bc

b bc

c bc

    

 

  
  
  

   

 

up bulduklarımızıtaraf tarafa

toplarsak 2 2

dir.

1 1 1
a,b,c>0 ise 9 olduğunu gösteriniz.

AO-GO eşit

2)

ÇÖZÜM1:

ab ac ca a bc b ac c ab

ab ac ca a bc b ac c ab

a b c
a b c

     

    

       

 

 

3

3

3 3

3
sizliğinden olup taraf tarafa çarparsak1 1 1 13

1 1 1 1
3 .3 9 dur.

1 1 1 1 1 1a b c olsun. olup , , ve , , üçlüleri karşıt

düzenli olurlar .

ÇÖZÜM2:

a b c abc

a b c abc

a b c abc
a b c abc

a b c
a b c a b c

   



  


       
 

       
 

 
 

 
 

a+b+c3

3

1 1 1 1 1 1
a. . .

a b cChebyshev eşitsizliğinden;
3 3 3

1 1 1
1 1 1

1 9 dir.
9

a,b,c>0 ise tür.

a b c olsun.Bu takdirde , , ve

3.

ÇÖZÜM:

a b c

b c a b c a b c

a b c
a b c

a b c
a b c

a b c abc

a b c

          
    

                



   log , log , log üçlüleri benzer

sıralıolurlar. Chebyshev eşitsizliğinden;

log log log log log log
3 3 3

log log log log
3 3 3 3

log

a b c
a b c

a b c

a b c

a a b b c c a b c a b c

a b c a b c abc a b ca b c abc

a b c



           
                 

  
a+b+c3

3 3log dir.
a b c

a b cabc a b c abc
 

 
  
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     

     

 

3 3 3

2 2 2

3 3 3

2 2 2

1 1 1 3a,b,c>0 ve abc=1 ise ise olduğunu
2a

gösteriniz.
1 1 1

x= , y= ve z= olsun :bu durumda x.y.z=1 olup eşitsizlik;
a b c

1 1 1 x
olur. (*)

a

x , ,

4.

ÇÖZÜM1:

b c b c a c a b

y z
y z x z y xb c b c a c a b

y z

  
  

    
    

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1ve , , üçlüleri benzer sıralıolduğundan ;

x x ve

x x olup taraf tarafa toplarsak;

x x
2

y z x z x y

y z y z
y z x z y x x z x y y z

y z y z
y z x z y x x y y z x z

y z y y z
y z x z y x x y

 
    

    
     

    
     

   
        

 

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
2 2

2 2

olur. (1)

AO-GO eşitsizliğinden x 2 old. 2x 2 x 2

x
x olur.Aynımantıkla ve

2 2 2

x
eşitsizlikleri elde edilir.Bu dularımızı(1) e

2

z x
y z x z

y xy y xy y

x y y x y y z y z
y

x y y z

z x z
x z




 

     

    
     

 

 



2 2 2

3

2 2 2

şitsizliğinde kullanırsak;

x
2 elde edilir.AO-GO

2 2 2

eşitsizliğinden 3 olup xyz=1 old. 3 olur.Bunu (2) eşitsizli
ğinde kullanırsak;

x2

y z x y y z x z
x y z

y z x z y x

x y z xyz x y z

y z
y z x z y

    
           

     

 
 

     

2 2 2

3 3 3

x 33 (*) dan
2

1 1 1 3 elde edilir.
2a

y z
x y z x z y x

b c b c a c a b

 
          

  
  
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b+c a+c a+b
2

b+c a+c a+b
a,b,c>0 ve abc=1 ise ise +3 olduğunu gösteriniz.

AO-GO eşitsizliğinden b+c 2 bc , a+c 2 ac ,a+b 2 ab

5.

ÇÖZÜM1:
bc ca ab bc ca ab bc bc

a b c a b c a aa b c

a b c
a b c

olup          

    

  

   
   
   

 
6

(1)

eşitsizliğinden 2 =2 c olup aynımantıkla

2 dir. (2)

eşitsizliğinden 3

ca

b

bc ca bc caAO GO
a b a b

bc ca ab bc bc ca
a b c

a b c a a b

AO GO a b c abc


 
 
 

 
    

 
    

               
    

   

 
3 olup

2 3 (3)

b+c a+c a+b1,2 ve 3 ten +3 dir.

1 1 1
Genelliği bozmaksızın a b c olsun. olup düzenlenebilir

a b c
eşitsizliklerden ;

a

ÇÖZÜM2:

a b c a b c a b c a b c

a b c
a b c

a b c



           

    

    

  
b c b c a

dir.AO-GO eşitsizliğinden ;
a b c a b c

c a b b c a3 olur.Bulduğumuz bu eşitsizliğin her iki tarafına ifadesini
a b c a b c

b c a c a b b c a b+c a+c a+beklersek 3+ dir.
a b c a b c a b c

a b c b c a
o

a b c a b c

a b c

    

    

          

    
a b c b c a

lduğundan 3+ 3
a b c a b c

a b c b+c a+c a+b b+c a+c a+b3+ +3 dir.
a b c

olup a b c
a b c a b c

     

          

1 2 3

Şimdiye kadar düzenlenebilir eşitsizlikleri sıralıüçlüler için inceledik.Şimdi ise düzenlenebilir
eşitsizliklerin genel haline geçelim.

a a a ...
GENELLEŞTİRİLMİŞDÜZENLENEBİLİR EŞİTSİZLİKLER
TEOREM:   

   
n 1 2 3 n

' ' ' '
1 2 3 n 1 2 3 n

' '
1 1 2 2 n 1 1 2 2

........... a ve b .............. olup

a ,a ,a , , , , , ,a sıralın-liside a ,a ,a , , , , , , a in bir permütasyonu olsun bu

durumda ;

a a ......... a a a ....n

b b b

b b b b b

    

     

   

'
n

1 2 3 n 1 2 3 n

' ' ' '
1 2 3 n 1 2 3 n

1 1 2 2

..... a dür.

a a a .............. a ve b .............. olup

a ,a ,a , , , , , ,a saıralın-liside a ,a ,a , , , , , , a in bir permütasyonu olsun bu

durumda ;

a a ....

nb

b b b

b b



       

  ' ' '
n 1 1 2 2 n..... a a a ......... a dürn nb b b b    
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   ' ' ' '
1 2 3 n 1 2 3 n 1 2 3 n

2 2 2 ' ' '
1 2 n 1 1 2 2 n

1 2 3

: a ,a ,a ..............a reel sayılar ve a ,a ,a , , , , , , a de a ,a ,a , , , , , ,a

in bir permütasyonu olsun.Bu durumda ;

a a ......... a a a ......... a dir.

: a ,a ,a .

SONUÇ1

SONUÇ2
na a a      

   ' ' ' '
n 1 2 3 n 1 2 3 n

'' ' '
31 2 n

1 2 3 n

.............a pozitif reel sayılar ve a ,a ,a , , , , , , a de a ,a ,a , , , , , , a

in bir permütasyonu olsun.Bu durumda ;

aa a a
......... dir.

a a a a
n    

   

1 2

1 2 n
2 2

' ' ' '
1 2 3 n 1 2 3 n

a , ,....., farklıpozitif tamsayılar olmak üzre;
a a a 1 1 1

............ ............... olduğunu gösteriniz. (IMO-78)
1 1 2 n2 n

a ,a ,a , , , , , , a üçlüsü a ,a ,a , , , , , , a in bi

ÖRNEK1:

ÇÖZÜM:

na a

      

 ' ' ' ' ' ' ' '
1 2 3 n 1 2 3 n

'
i

' '
1 2 n 1 2

2 2 2

r permütasyonu ve

a a a .............. a olsun. a ,a ,a , , , , , , a üçlüsünü 1 i n için

a olacak şekilde seçersek düzenlenebilir eşitsizliklerden

a a a a a
............ .....

1 12 n 2

i

     



     
'

n
2 2 2

1 2 n
2 2

a 1 2 n....... ............ olup
1n 2 n

a a a 1 1 1............ ............... dir.
1 1 2 n2 n

    

      

     

     

2 2 2

, , bir üçgenin kenar uzunluklarıise

3 olduğunu ispatlayınız.(IMO-1975)

(*)kabul edelim.İlk olarak (**)

olduğunu gösterelim.Bunun

ÖRNEK2:

ÇÖZÜM:

a b c

a b c a b c a b c a b c abc

a b c a b c a b c a b c a b c

        

         

     

           
     2 2 2

için ( ) 0

diğerleride aynımantıkla gösterilebilir.(*) ve (**) ile düzenlenebilir eşitsizliklerden;

c a b c b c a b b c b c a olup

aa b c a bb c a b cc a b c ba b c a cb c a b ac a b c

a b c a b c a b c a b c ba b

         

                

               
           

 

2 2 2

2 2

eşitsizliklerini yazabiliriz.Bu iki eşitsizlik taraf tarafa toplanırsa elde edilen eşitsizliğin sağ

tarafı6 olup 2

c a cb c a b ac a b c

ve a b c a b c a b c a b c ca b c a cb c a b bc a b c

abc a b c a b c

      

                

       
     

2

2 2 2

6

3 olur.

a b c a b c abc

a b c a b c a b c a b c abc

    

         
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    

n n-1 1

5 5 3 3 2 2

9 9 2

a a
a,b pozitif reel sayılar ve n bir pozitif tamsayıolmak üzre;

2
olduğu ispatlayınız.

a,b>0 ise; aşağıdaki eşitsizlikleri ispatlayınız.

) 2

)

PROBLEMLER:

1.

2.

n nb b
a b

a a b a b a b

b a b a

 




   

   
   

2 5 5

1 +

-1 1 -1
+

) 2 n Z

, , 0 olduğunu ispatlayınız.
3 3

a,b,c>0 ve n Z olmak üzre ; dir.
2

A,B,C bir üçgenin içaçılarıve a,b,c de

3.

4.

5.

n n n n

n n n

n

n n n n n n

b a b

c a b a b

a b c a b ca b c ise

a b c a b c
b c c a a b







   

    

 
   

  

   
1 2 3 n 1 2 3 n

1 2 3 n 1 2 3 n

kenar uzunluklarıolsun. olmak
2

3üzre; olduğunu ispatlayınız.
- - -

.............. ve y .............. olup

, , , , , , , , sıralın-liside , , , , , , , ,

6. x

a b cp

A B C
p a p b p c p

x x x y y y

z z z z y y y y



 

  

       

           

     

2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2

2 2 2

in bir permütasyonu olsun bu

durumda ;

...... ......

ispatlayınız. (IMO-1975)

, , bir üçgenin kenar uzunluklarıise

0 olduğunu

7.

n n n nx y x y x y x z x z x z

olduğunu

a b c

a b a b b c b c c a c a

            

     

   

1 2 3 n

2 2 2
1 2 n

1 2 3 n
2 3 1

ispatlayınız.(IMO-1983)

, , bir üçgenin kenar uzunluklarıise

olduğunu ispatlayınız.

, , ,......., 0 olmak üzre

....... ....... olduğunu
x x x

8.

9. x

x

a b c

abc b c a c a b a b c

x x x

x x x
x x x

      



        n gösteriniz.
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 

 

f :I R , x,y I ve a 0,1 için ( (1- ) ) ( ) (1- ) ( )

şartısağlanıyorsa f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Eğer x,y I ve a 0,1 , x y ve ( (1- ) ) ( ) (1- ) ( )

ise f

KONVEKS FONKSİYON:
f ax a y af x a f y

f ax a y af x a f y

      

      

1

1 1

fonksiyonu kesin konveks olarak adlandırılır.Tersi durumda ise konkav
ve kesin konkav olarak adlandırılır.

f : I R fonksiyonu konveks bir fonksiyon , x ,....

,.... 0 ve

EŞİTSİZLİĞİ: n

n

x I

a a a a

JENSEN  

  2

1 1 2 2 n 1 1 2 2

1 1 2 2 n 1 1 2 2

.... 1 olsun.Bu durumda ;

f( ........ ) ( ) ( ) ........... ( ) dir.

Eğer f fonksiyonu konkav ise

f( ........ ) ( ) ( ) ........... ( ) dir.

İSPAT:

E

n

n n n

n n n

a

a x a x a x a f x a f x a f x

a x a x a x a f x a f x a f x

  

     

     

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 2 2

şitsizliğin n=1 için doğruluğunu kontrol edelim.

n=1 ise a 1 olup f( ) f(1. ) 1.f( ) ( ) ( ) olduğundan eşit

sizliğimiz n=1 için doğrudur.

Eşitsizlik n=k için doğru olsun ; yani
f(

a x x x a f x a f x

a x a x

    

 k 1 1 2 2

1 1 1 1 2 1

1 1

........ ) ( ) ( ) ........... ( ) olsun.

n=k+1 alalım.x ,.... ,.... , 0 ve .... 1 olsun.

Bu durumda ; ,.... , sayılarından en azından biri 1'den küçük o

k k k

k k k k k

k k

a x a f x a f x a f x

x I a a a a a a a

a a a
 



    

      

1 k
1 1

k+1 k+1

1 11 k

k+1 k+1 1 1

1 1 2 2

lmalıdır.Genel

a a
liği bozmadan 1 alıp u= ............ tanımlamasınıyapalım.

1-a 1-a

....... 1a a
............ 1 olur.Bu durumda;

1-a 1-a 1 1

........

k k

k k

k k

a x x

a a a
a a

a x a x a





 

  

  
    

 

  k 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1
1

k+1

(1 ) olur f konveks olduğun

dan f((1 ) ) (1 ) ( ) ( ) (*)

hipotezimiz n=k için doğru olduğundan;
a

( ) ( ....
1-a

k k k k k k

k k k k k k

x a x a u a x

a u a x a f u a f x

f u f x

    

     

   

    

  k 1 k
1

k+1 k+1 k+1

1 1 1 1 1 2 2 k 1 1

1 1 1 1 1 2 2 k 1 1

1 1

a a a
........ ) ( ) ............ ( ) (**)

1-a 1-a 1-a

1 ) ........ olduğundan

(1 ) ) ( ........ ) olup (*) dan

(

k k

k k k k k k

k k k k k k

x f x f x

a u a x a x a x a x a x

f a u a x f a x a x a x a x

f a x

    

    

   

     

     

2 2 k 1 1 1 1 1

1 k
1 1 2 2 k 1 1 1 1 1 1

k+1 k+1

1 1 2 2 k 1

........ ) (1 ) ( ) ( ) olup (**) dan

a a
( ........ ) (1 ) ( ) ............ ( ) ( )

1-a 1-a

( ........

k k k k k k

k k k k k k k

k k k

a x a x a x a f u a f x

f a x a x a x a x a f x f x a f x

f a x a x a x a x

    

    

 

     

 
        

 
   1 1 1 2 2 k 1 1) ( ) ( ) ........ ( ) ( ) olur ki bu son

eşitsizlik bize hipotezin n=k+1 için de doğru olduğunu gösterir ve ispat tamamlanmışolur.

Konkav olma durumu içinde benzerşekilde ispat

k k ka f x a f x a f x a f x    

yapılır.
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1 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1
,.... 0 ve .... olsun.Bu durumda ;

.... ( ) ( ) .... ( )
f fonsiyonu konveks ise f

.... ( ) ( ) .... (
f fonsiyonu konkav ise f

:

n n

n n

n n

a a a a a
n

x x x f x f x f x
n n

x x x f x f x f x
n

SONUÇLAR

    

      
 

 
        

)
dir.

n

f fonksiyonu bir I aralığıda ikinci türevi haiz bir fonksiyon olmak üzre;
a) f fonksiyonu I aralığında konveks ise x I için f''(x) 0 dır.
b) f fonksiyonu I aralığında ke

KONVEKSİTE ve KONKAVİTE TESTİ:

  
sin konveks ise x I için f''(x)>0 dır.

c) f fonksiyonu I aralığında konkav ise x I için f''(x) 0 dır.
d) f fonksiyonu I aralığında kesin konkav ise x I için f''(x)<0 dır.

 
  

 

1 2

1 1 2 1 2

1 1 2 2 1 2 1

x ,.... 0 , , ,...., >0 ve .... 1 olsun.Bu durumda ;

.... ...... dir.Esitlik x .... durumunda

GENELLEŞTİRİLMİŞ
ARİTMETİK ORTA-GEOMETRİK ORTA EŞİTSİZLİĞİ

n

n n n

aa a
n n n n

x a a a a a a

a x a x a x x x x x

    

     

   
 

  1 2

1

1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 2

geçerlidir.

x ,.... 0 , f(x)=lnx ve x 0, olsun.lnx fonksiyonu 0, aralığında kesin

konkav olup ln .... ln ln .... ln

ln .... ln ln ...... ln

İSPAT: n

n n n n

a a
n n

x

a x a x a x a x a x a x

a x a x a x x x

   

       

        1 2

1 2

1 2

1 1 2 2 1 2

1 2
1 2 1

ln ......

.... ...... dir.

....1
.... alınırsa ; x ....... dir.

SONUÇ: (AO-GO EŞİTSİZLİĞİ)

n n

n

a aa a
n n

aa a
n n n

n n
n n

x x x x

a x a x a x x x x

x x ax
a a a x

n n

 

   

  
    



OLİMPİK EŞİTSİZLİKLER NOTLARI Hazırlayan ve Derleyen: OSMAN EKİZ

13

1 1 2 1 2

t

1

1 1 2 2
t

1 1 2 2
1

x ,.... , , ,...., >0 , .... 1 olsun. t R , t 0 için aşağıda
tanımlıM genelleştirilmişortasınıtanımlayalım;

....
M

....
t=1 için M

:

n n n

t t t t
n n

x a a a a a a

a x a x a x
n

a x a x

TANIMLAMALAR

     

   
 
 

 


-1
1

1

2 2
1 1

2

;GENELLEŞTİRİLMİŞARİTMETİK ORTA(GAO)

t=-1 için M ;GENELLEŞTİRİLMİŞHARMONİK ORTA(GHO)
........

........
t=2 için M ;GENELLEŞTİRİLMİŞKARESEL ORTA(GKO)

' kuralı

n n

n

n

n n

a x
n

n
aa

x x

a x a x
n

L Hospital




 

 


0 0

ndan faydalanarak olduğu gösterilebi

lir.Şimdi biz M tanımlamasınıyaparsak M bu durum

da GENELLEŞTİRİLMİŞGEOMETRİK ORTA olarak

1 2lim ............1 20

1 2lim ............1 20

b b bnM x x xntt
b b bnM x x xntt









 

 
1

1

t 0 - 1 0 1 2

isimlendirilir.

M olup M max ,........, olarak tanımlanır.

M olup M min ,........, olarak tanımlanır.

t<0<s se M ve sonuç olarak M M d

lim

lim

:

n

n

s

x x

x x

Eğer M M M M M M

Mtt
Mtt

GENELLEME

 

 

  

 

 

      





ur.

1 1 2 1 2x ,.... , , ,...., >0 , .... 1 ve t,s sıfırdanfarklıiki reel sayıolsun.
s<t ise

1
.... ....1 1 2 2 1 1 2 2

KUVVET ORTALAMASI EŞİTSİZLİĞİ(Power Mean Inequality):
n n nx a a a a a a

s s s t tsa x a x a x a x a xn n
n

   

 
 
 
 

     


1
t ta xn n

n

 
 
 
 
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1 1 2 1 2

: ( ) fonksiyonunu tanımlayalım.0<s<t ve s<0<t ise f fonksiyonu kesin
konveks tir.Bu durumda b ,.... , , ,...., >0 , .... 1 için

.... .1 1 2 2 1 1 2 2

t
s

n n n

İSPAT f x x
b a a a a a a

t tt
s ssa b a b a b a b a bn n

n


   

 
   

    


1 2 n

1

1 n 1
1 1

seçersek eşitsizlik ispatlanmışolur.

1 1 1Eğer s<t<0 ise 0<-t<-s olup eşitsizliğimiz , , , , , , , için
x x x

1 1 1a .......... a a

n

.....

,.........1 1

tt t

nx x x

t
sa bn n

n

s sb x b xn n

    
     
      
 
  



 

1

n
1.......... a

şeklini alır.
n

ss s

nx

    
     
    
 
 
  

   
 

   

5 5 65 5

5
5

5
5

: a,b 0 ve a+b=2 için 1+ 1+ 2 olduğunu gösteriniz.

f(x)= 1+ olarak seçelim.f fonksiyonu kesin konkavdır.Bu durum

a+b 1 1da Jensen Eşitsizliğinden f( ) ( ) ( ) dir. f(1) 1+ 1+
2 2 2

:

a b

x

f a f b a b

ÖRNEK

ÇÖZÜM

  

      
        

5
5

5 5 5 5
5 65 5 5 51

2 1+ 1+ 2 1+ 1+ dir.
2

a b a b     

 

 

a,b,c>0 için a . . olduğunu gösteriniz.
3

1
( ) ln x 0, olsun ''( ) 0 olduğundan kesinkonveks olup

1( ) ( ) ( ) ( )
3 3

1ln ln
3 3 3

:

:

a b c
a c c a b c

b c

f x x x f x
x

a b cf f a f b f c

a b c a b c a

ÖRNEK

ÇÖZÜM

    

    

     

            
 

   

 

 

ln ln

n ln ln ln
3

ln ln ln ln ln
3

3

a b c
a b c a b c

a b c
a b c

a b b c c

a b c
a b c l a a b b c c

a b c
a b c a b c

a b c a b c





  

        
 

         

    
 



OLİMPİK EŞİTSİZLİKLER NOTLARI Hazırlayan ve Derleyen: OSMAN EKİZ

15

 
 

 

3

3
a,b,c>0 için olduğunu

3 3 3 3 3 3 7
gösteriniz.

2( ) 1 ve x 0,s olsun. ''( ) 0 oldu

2a+2b+2c 1ğundan f fonksiyonu kesin konvekstir. f( ) (2 ) (2 ) (2 )
3 3

:

:

a b c
a b c a b c a b c

x s sf x f x
s x s x s x

f a f b f c

ÖRNEK

ÇÖZÜM

  
     

     
  

   


 

2a+2b+2c
1 2 2 23

1 3 2 2 22a+2b+2c
3

3( ) 2 2 2
dir.s=3(a+b+c) alınırsa;

3 2( ) 2 2 2
3

olur.
7 3 3 3 3 3 3

a b c
s a s b s cs

a b c a b c
s a b c s a s b s c

a b c
a b c a b c a b c

       

 
   

     

   
     

 
 

 

3

3
a,b,c>0 için olduğunu

3 3 3 3 3 3 7
gösteriniz.

2
( ) 1 ve x 0,s olsun. ''( ) 0 oldu

2a+2b+2c 1ğundan f fonksiyonu kesin konvekstir. f( ) (2 ) (2 ) (2 )
3 3

:

:

a b c
a b c a b c a b c

x s s
f x f x

s x s x s x

f a f b f c

ÖRNEK

ÇÖZÜM

  
     

     
  

   


 

2a+2b+2c
1 2 2 23

1 3 2 2 22a+2b+2c
3

3( ) 2 2 2
dir.s=3(a+b+c) alınırsa;

3 2( ) 2 2 2
3

olur.
7 3 3 3 3 3 3

a b c
s a s b s cs

a b c a b c
s a b c s a s b s c

a b c
a b c a b c a b c

       

 
   

     

   
     
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   
 

 

1 n
k=1 k 1 2

3

1
a ,.......,a 1 için olduğunu gösteriniz.

1+a 1 .......

11
( ) ve x 0, olsun.x 0, için ''( ) 0

1 1

olduğundan ğundan f fonksiyonu kesin konvekstir.

1
xkk=11+e

:

:

n

n
n

x x

x x

n
a a a

e e
f x f x

e e

n

ÖRNEK

ÇÖZÜM

 



      

 





k

k=1 k 1 2

olup x ln , k=1,2,.......n alınırsa

1
olur.

1+a 1 .......

1
11

k

n

n
n

a

n
a a a

n
n xn kke












4

A,B,C bir üçgenin içaçılarıolmak üzre aşağıdaki eşitsizlik

leri ispatlayınız.

3 3
a)sinA+sinB+sinC

2
3) sin sin sin 3
4

3 3)sin .sin .sin
8
1

)cos .cos .cos
8

) sec sec sec 2 3
2 2 2

:

b A B C

c A B C

d A B C

A B C
e

ALIŞTIRMALAR



  





  

1 1 2 1 2

1 k

,.... , b , ,...., >0 , b .... 1 olsun.Eğer

1
........ olup eşitlik ancak ve ancak a

k=1,2,.........,n durumunda geçe

1....... 11

1 1....... .......1 1

:

n n n

k
n

a a b b b b

b
ise a a

b b

b bna an

b bb bn nb bn n

ÖRNEK

   

   



1

1 1
1 1

1 1

rlidir.

: GenelleştirilmişAO-GO eşitsizliğini kullanırsak;

........ ................... .....................

1.......1
1.......1

ÇÖZÜM
nbb

n n
n n

n

a aa a
a a b b

b bn b b

b

b bna an
b b

bn

     
           

      

 1

1

1
olur.Eşitlik ........ durumunda gerçekleşir

1.......1

n

n

aa
b b

b
b bn nbn

  
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k.Bu durumda olduğundan a , k=1,2,.........,n dir.1....... 11
1.......1

kb

b

b bna an b bnbn



1 1 1 1 1 1 1
1. a,b,c>0 olmak üzre; olduğunu gösteriniz.

a+b b+c c+a 2
(Ireland-98)

2

:

a b c

PROBLEMLER
      
 

 2a+b+c
. a,b,c 0 olmak üzre olduğunu gösteriniz.

3
(Zveda-98)

3. x,y,z>0 x+y+z=xyz olma

a bc b ca c ab   

2 2 2

1 1 1 3
k üzre olduğunu gösteriniz.

21+x 1+y 1+z
(Korea-98)

4. Bütün pozitif a,b,c reel sayıları

  

a b c 3
için olduğunu gösteriniz.

b+c c+a a+b 2
(Nesbitt-1903)

5. a,b,c pozitif reel sayılar ve abc=1 ise

  

     3 3 3

1
x

1 1 1 3+ + olduğu
2a

ğunu gösteriniz. (IMO-95)

1
6. x>0 için x olduğunu göstriniz.

2

ÇÖ

x

b c b a c c a b

x 


  

  
 

 

 
1 1

1ZÜM: f(x)=xlnx olsun .f''(x)= 0 old. f konveks olup
x

x+1 1
Jensen eşitsizliğinden f ( ) (1)

2 2
x+1 x+1 1 x+1

ln ln 1.ln1 ( 1) ln ln
2 2 2 2

x+1 x+1
ln ln

2 2

x x
x x

f x f

x x x x x

x x
 



     
              
     

            

1 n
1 1

1 n

x x
7. x , , , , , , , , , , , olup x ........... 1 dirBuna göre ; ........

11-x 1-x

olduğunu ispatlayınız.

n n

n
x R x

n
      



(India-95)
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ÇÖZÜMLÜ EŞİTSİZLİK PROBLEMLERİ

a b c

a b c

: a,b,c>1 ise log log log 9 olduğunu gösteriniz.

1 1 1
ÇÖZÜM:log log log log dir.

log log log

a,b,c>1 olduğundan loga,logb,logc>0 olup
Aritmetik orta-Harmonik orta eş

SORU abc abc abc

abc abc abc abc
a b c

  

 
     

 

a b c

itsizliğinden ;
loga+logb+logc 3 1 1 1 9

1 1 13 log log log loga+logb+logc
log log log

1 1 1 9 1 1 1 9log log .
log log log logabc log log log logabc
log log log 9

a b c
a b c

abc abc
a b c a b c
abc abc abc

    
 

 
        

 
   

Geometrik eşitsizlik

   

   2

: ABC üçgenin kenar uzunluklar a,b,c ve içteğet çemberinin merkezi I ise

. . olduğunu gösteriniz.
3 3

a+b+c
: u= olsun.Bu durumda ( ) - - -

2
- - -

(1)

İçteğet çemb

abcIA IB IC

A ABC ur u u a u b u c

u a u b u c
r

u

SORU

ÇÖZÜM



 

 

       3 3

2 2

erin AB,BC,CA kenrlarına teğet olduğu noktalar sırasıyla P,Q,R olsun.
Bu durumda - , - - dir.AO-GO eşitsizliğinden

- - - - - - - - -
3 3

Pisagor teoreminden ;

IA .IB .I

AP u a BQ u b ve CR u c
u a u b u c uu a u b u c u a u b u c

  
    

     

     

        

2 2 22 2 2 2

2 2 23

3 3

C

=

- - -
=

2727

. .
3 3

r u a r u b r u c

u a bc u b ca u c ab
u u u

u a u b u c abc u abc abc

u u
abc

IA IB IC

            
     

   
   

 

 
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     

    

   

        

2

2 1/ 33

2 / 36

2 2 / 3

: , , 0 için 4 3

olduğunu gösteriniz.

: AO-GO eşitsizliğinden

3 3

3 3

3 3

a b c abc a b c a b c abc a b c

a b c abc a b c a b c abc

a b c abc abc a b c abc

abc a b c a b c abc a b c abc

SORU

ÇÖZÜM

        

        

      

         

           

  

1/ 3

2 / 3 3 2 / 3 1/ 3 24 44 3 4 3 3

4 3

abc abc a b c abc abc abc a b c

abc a b c

     

  

 

 

5 5 5 5 5 5

5 5 2 2

5 5 2 2
5

: , , 0 ve . . 1 ise 1

olduğunu gösteriniz.

: dir.(Düzenlenebilir eşitsizlikler yardımıyla kolay

ca gösterilebilir)

ab bc ca
a b c a b c

a b ab b c bc c a ca

a b a b a b

aba b ab a b a b ab
a

SORU

ÇÖZÜM

    
     

  

      
  

    

5 2 2

2

5 5 2 2 2 2

5 5 5 5

5 5

.
.

Aynımantıkla ; ve olup bul

duğumuz bu eşitsizlikler taraf tarafa toplanırsa ;

ab
b ab a b a b ab

ab ab c abc c c
a b ca b ab a b a b ab c abc a b abc c

bc a ca b
a b c a b cb c bc c a ca

ab bc
a b ab b


  

    
      

 
      


  5 5 5 5 1 olur.

ca
c bc c a ca

 
   

2

3

, , 0 ve 1 ise olduğunu gösteriniz.

1 1 1
1 , , dir. AO-GO eşitsizliğinden

2 2 23 3 olup benzer şekilde 3 ve 3

. Eş

:

:

a b c
a b c abc a b c

c a b

abc a b c
bc ac ab

a c a a c a b a c ba b c
c b c c b bc a c b a

dir

SORU

ÇÖZÜM

      

    

         

itsizlikleri taraf tarafa toplar 3 e bölersek olur.
a b c

a b c
c a b
    
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        

    

 
    

 

 

2 2 2

2 2 22

2

22

2

: , , 0 ise olduğunu ispatlayınız.
2

: 4 2 -

2

24
4 4 4 2

1

x y z x y z
x y z

x y y z z x

x x y x y x y x y x y x y

x y x y x y

x y x y x yx x y x y
x y x y

x x
x y

SORU

ÇÖZÜM

 
   

  

           

    

        
 


 


2 2 2

1 2 3 1

2 3

olup aynımantıkla diğer eşitsizliker de elde edilir ve
4 2

taraf taraf toplanırsa; olur.
2

a , a , a , b

b , b olsun.Cauchy-Schwar

2:

y x y

x y z x y z
x y y z z x

xx y y z z x
x y

y z
y z z x

ÇÖZÜM




 
  

  

      


 
 

    22 2 2 2 2 2
1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3

z eşitsizliğinden;

a a a olup veriler yerine

yazılırsa istenen eştisizlik elde edilir.

b b b a b a b a b      

 

10 10 101 1 1
: , , 0 ve 1 ise ifadesinin

alabileceği en küçük değeri bulunuz.

: 1 olduğundan 0<a,b,c<1 olmalıdır.f fonksiyonu 0,1 de

1
tanımlıve ( )

a b c a b c a b c
a b c

a b c

f x x

SORU

ÇÖZÜM

                  
     

  

 

 

10 8 9

2 3

10

9

1 1 1 2
olsun. ''( ) 90 1 10

''( ) 0 olduğundan kesin konveks olup Jensen eşitsizliğinden
1 1( ) ( ) ( ) ( ) 3 ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3
10 1
3

f x x x
x x xx x

olup f x f
a b cf f a f b f c f f a f b f c

a
a

                         


        

  
10 10 101 1

dir.b c
b c

                  
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2 2 2

1 1 1 3
: , , 0 ve ise

21 1 1
olduğunu ispatlayınız.

: arctan , B arctan , C arctan olsun.a,b,c>0 olduğundan

0<A,B,C< alalım. olduğundan tan tan tan tan tan
2

a b c a b c abc
a b c

A a b c

a b c abc A B C A

SORU

ÇÖZÜM


      
  

  

     

   

2 2

2 2 2 2

tan

tan tan
tan tan olmalı.

1 tan tan
3 1 1

cos cos cos dir. arctan cos ,B arctan cos
2 1 1

1 1 1 1 3
arctan cos old. dir.

21 1 1 1

B C

A B
C A B A B C

A B

A B C A a A b B
a b

C c C
c a b c

 
 

        


        
 

     
   

 

: , 0 ve b, 0 olmak üzre ise ifadesinin

alabileceği en küçük değeri bulunuz.

: Genelliği bozmaksızın a d ve b c kabul edelim. olduğun

dan / 2 dir.

b ca d c b c a d
c d a b

b c a d

b c a b c d

b c
c d

SORU

ÇÖZÜM

     
 

    

    


    

   

1 1 1 1
2

1 1 1
2 . 2

2 2 2 2 2

b c a b c dc c d
a b c d c d a b c d c d a b

a b c d a b c d
c d a b c d a b

                        

   
      

   

 

 

 

1995

1 2 1995 1 2 1995
k=1

2 2 2 2 2

2

, ve 1, 2,3,....,1995 olsun.

1
.... .... =1 ise olduğunu gösteriniz.

2

0 2 2 4

4

:

:

k k

k k

k k

k k k k k k k k k k

k k
k k

x y R k

x y
x x x y y y

x y

x y x y x y x x y y x yk k
x y

x y x yk k

SORU

ÇÖZÜM

 

       


        


   



1995 1995

k=1 k=1

1 dir..
4 4 2

k k k k k k

k k k k

x y x y x y
x y x y


   

  

  

   
  

2 2 2

2 2

, , ve - ise - - 0 olduğunu gösteriniz.

a b olsun.

- - 0 dir.

:

:

a b c R a b ab c a c b c

a a b b a c b a b a b

a c b c

SORU

ÇÖZÜM

   

          


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ABC üçgeninin kenarlarıa ,b,c olmak üzre

cos cos cos olduğunu ispatlayınız.
2

olsun.Bu durumda cos cos cos olur.Düzenlenebilir
cos cos co

eşitsizlikler yardımıyla

:

:

a b ca A b B c C

a b c A B C
a A b B c

SORU

ÇÖZÜM

   

   
 

    
 

s cos cos cos
cos cos cos cos cos cos yazabiliriz.
cos cos cos cos cos cos

taraf tarafa toplarsak3 cos cos cos cos cos cos

cos cos cos
cos cos cos

C a B b C c A
a A b B c C a C b A c B
a A b B c C a A b B c C

a A b B c C a b c A B C

a b c A B
a A b B c C

  
    
    

      

   
   

 

    

elde edilir.Herhangi bir
3

3
ABC üçgeni için cos cos cos olduğundan

2
cos cos cos 3

cos cos cos
3 3.2 2

.

C

A B C

a b c A B C a b c a b ca A b B c C

olur

  

           

2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 3, , ve =3 ise olduğunu
1 1 1 2

gösteriniz.

AO-GO eşitsizliğinden 2 1 1
2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 11 1 1 1

2 2 2 2

:

:

a b c o a b c
ab bc ca

a b a ba b ab ab ab

ab ab bc caa b a b b c c a

SORU

ÇÖZÜM

     
  

        

       
         

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 9 9 3eşitsizliğinden
6 23

1 1 1
2 2 2

1 1 1 3
dir.

1 1 1 2

AO HO
a b b c c a a b c

ab bc ca

     
     

  

   
  
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2 2 2

2 2 2

3
3

4

, , pozitif reel sayılar ve 1 ise
1

olduğunu ispatlayınız.
3

( )
AO-GO eşitsizliğinden

3 27
( )

( ) (1)
27

:

:

x y z x y z

x yz xy z xyz

x y z x y z
xyz xyz

x y z
xyz x y z

Karesel orta Aritmetik

SORU

ÇÖZÜM

  

  

   
  

 
    


2 2 2

4 4

2 2 2

1
şitsizliğinden

3 3 3
( ) 1 ( ) 1

(2)
3 27 9 27 3

1 1
( )

3 3

x y z x y z
orta

x y z x y z

xyz x y z x yz xy z xyz

   
 

   
    



      

Herhangi bir ABC üçgeninde sin 2 sin 2 sin 2 sin sin sin dir.

olsun. sin sin sin ve cos cos cos dir.
eşitsizliğinden

sin cos sin cos sin cos sin sin sin
3 3

:

:

A B C A B C

a b c A B C A B C
Chbyshev

A A B B C C A B C

SORU

İSPAT

    

       

    
cos cos cos

3
3 sin sin sin 3 1 sin sin sin

cos cos cos old. .
2 3 2 3 6

sin cos sin cos sin cos sin 2 sin 2 sin 2 sin sin sin
3 6 6

sin 2 sin 2 sin 2 sin sin sin

A B C

A B C A B C
A B C

A A B B C C A B C A B C

A B C A B C

  
  

                
       

      dir.

   
, , bir üçgenin kenar uzunluklarıise

olduğunu ispatlayınız.

, , bir üçgenin kenar uzunluklarıolduğundan , b ,
olacak şekilde pozitif , , reel s

:

:

a b c

abc b c a c a b a b c

a b c a y z z x
c x y x y z

SORU

İSPAT

      

   
 

   
         

       

2 2 2

ayılarınıvarlığıüçgen eşitsizliği yardımıyla
ispatlanabilir.Bu durumda;

8 olur.

8 0 old.

8 dir.

y z z x x y xyz

y z z x x y xyz x y z y z x z x y

y z z x x y xyz abc b c a c a b a b c

   

           

           
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, , pozitif reel sayılar ve 1 ise

1 1 1-1 -1 -1 1 olduğunu ispatlayınız.

, , ve , , 0 olsun.Bu durumda eşitsizlik

1 1 1

:

:

a b c abc

a b c
b c a

x y z
a b c x y z

y z x

x z y x z y
y y z z x

SORU

İSPAT



         
   

   

        
   1

son eşitsizlik bir önceki problemden dolayıdoğru olduğundan ispat tamamlanmış
olur.

xyz y z x z x y x y z
x

olup

           

     2 2 2

, , bir üçgenin kenar uzunluklarıise

0 olduğunu ispatlayınız.

, , bir üçgenin kenar uzunluklarıolduğundan , b ,
olacak şekilde pozitif , , ree

:

:

a b c

a b a b b c b c c a c a

a b c a y z z x
c x y x y z

SORU

İSPAT

     

   
 

2 2 2
3 3 3 2 2 2

l sayılarınıvarlığıüçgen eşitsizliği yardımıyla
ispatlanabilir.Bu durumda ifadeler yerine yazılıp gerekli düzenlemeler yapılırsa;

olur.

, , ve

x y zx z y x z y x yz xy z xyz x y z
y z x

x y z
y z x

          

 
  
 

 

   
2 2 2 2 2 2

2

, , üçlğleri için Cauchy-Schwarz eşitsizliğinden;

olup

ifade doğru olduğundan ispat tamamlanmışolur.

y z x

x y z x y z
x y z x y z x y z

y z x y z x
 

             
 

   

    2 2 2 2 2 2

2 2

0 ise 3 4 2 60 olduğunu gösteriniz.

3 4 2 25 8 3 2 12 6 4

olup genelleştirilmişaritmetik orta-geometrik orta eşitsizliğinden ;

25 8 3 2

:

:

a b c a b b c c a abc

a b b c c a abc a c b c a b c b b a c a

abc a c b c

SORU

ÇÖZÜM

      

         

  

   

2 2 2 2
7 2 2 2 2 2 2

72 2 2 2 2 2 7 7 7

12 6 4
25 8 3 2 12 6 4

25 8 3 2 12 6 4 60 60
3 4 2 60 dir.

a b c b b a c a
abca cb ca bc bb ac a

abc a c b c a b c b b a c a a b c abc
a b b c c a abc

  


     

        
   
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2 2: negatif olmayan reel sayıalr ve 4 ise 2 1 olduğunu
2

gösteriniz. (AVUSTURYA-1989)

:

abSORU a ve b a b
a b

ÇÖZÜM

   
 

2 2

2 2

4 olduğundan a ve b ikisi birden sıfır olamaz.Birini sıfır kabul edersek
2 1 1 2eşitsizliğn sağlandığıaşikar.Şimdi a,b>0 olsun. dir. (1)

2 4 2 2 ve a,b>

a b
a b

ab a b ab

a b ab ab ab

 
    

     

     2 22 2

1 1 20 olduğundan 1 (2)
ab 2 ab

4
2 olduğundan 8 2 2 2 (3)

1 1 4AO-HO eşitsizliğinden dir. (4

a b a b a b a b
a b

a b a b

  

         


 


)

2 1 1 2 4 21,2,3 ve 4'ten 1 2 1 2 1

1
2 1

2 2 1

a b a b
ab a b ab a b ab

ab
a b

           


   
  


