POLINOM FONKSIYONLARIN KOKLERINE GENEL BAKIS

Hazirlayan:Emre ORHAN(e44)

Polinom fonksiyonlarin kéklerine genel bakis adini verdigim bu yazida,Descartes Isaret
Kurali,Tam Kok Testi ve Rasyonel K6k Testi hakkinda bilgi paylasiminda bulunacagim.Oncelikle
Descartes Isaret Kuralindan baslamak istiyorum.

Descartes isaret Kurali bir polinom denklemin kéklerinin karakterini belirlemeye yarar.Kéklerin
karakterinden kastedilen koklerin pozitif,negatif ya da sanal olma durumudur.n.dereceden gergel
katsayil bir polinom denklemi

ax"+a, X" +...+a,X* +ax+a, (1) seklinde gosterelim.Buradaki a,,a_......,a,,a,,a, herbiri sifirdan

farkli reel sayilardir.ifadenin x'in azalan kuvvetlerine gére dizildigine dikkat ediniz.

(1) de yazil denklemin pozitif koklerinin sayisi,ya denklemin katsayilari arasindaki isaret degisiminin
sayisina esit ya da isaret degisimi sayisinin bir ¢ift tam sayi eksigi kadardir.Negatif kdkler icinde ayni
durum s6z konusudur.Eger x sayisi denklemin negatif koki ise,-x sayisinin pozitif kok olacagi
asikardir.Kisacasi Descart isaret kurali bize denklemin pozitif,negatif kdklerinin olasi maksimum
sayisini verir.

Descartes isaret kuralinin ispati icin asagidaki linkleri inceleyebilirsiniz

http://sepwww.stanford.edu/oldsep/stew/descartes.pdf

http://www.math.tamu.edu/~rojas/wangdescartes.pdf

Simdi Descartes isaret kurali ile ilgili 6rnekler ¢c6zelim.

ORNEK 1

f(X) =6x" —31x%+25%* +33x +7 =0 denkleminin kik durumlarini inceleyelim.Burada simdilik

pozitif,negatif ve sanal kok olma durumuna gore inceleyecegiz.Bu koklerin nasil bulunduguna daha
sonra deginecegiz.

Oncelikle sunu belirtelim ki,verilen ifadeyi x ‘in azalan kuvvetlerine gére dizerek baslayacagiz.Ama
ornegimizde zaten azalan kuvvetlere gore dizildiginden sorun yok.

6x* —31x% + 25%% +33x+ 7
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ifademiz de 1.terimden 2.terime gecerken(+dan - ye) ve 2.terimden 3.terime gecerken (- den +ya)
isaret degisimi olmustur.Bunun anlami sudur:


http://sepwww.stanford.edu/oldsep/stew/descartes.pdf
http://www.math.tamu.edu/~rojas/wangdescartes.pdf

f(x)’in olasi maksimum pozitif kdk sayisi 2 dir.Eger iki pozitif kok yoksa 2-2=0 oldugundan hig pozitif
kok yoktur.

Gelelim negatif kok durumuna,f(x) de x yerine —x yazarsak,

f (=x) =6(=x)* —=31(—x)® + 25(-x)? +33(-x) + 7 =0
f(—x) =6x" +31x* + 25x* —-33x+7=0

N N
Aflf/a’d 2 ',;0,11/" .
4 n &K g MV

ifademizde 3.terimden 4.terime gecerken(+dan — ye) ve 4.terimden 5.terime gecerken(- den +ya)
isaret degisimi olmustur.f(x) in olasi maksimum negatif kok sayisi 2 yada 2-2=0 dir.

Bu durumu bir tabloyla gostermek gerekirse,

Pozitif kok sayisi Negatif kok sayisi Kompleks kok sayisi
2 0 0
2 2 0
0 2 2
0 0 4

Tabloyu nasil doldurdugumuzu agiklayalim.Cebirin temel teoremi geregi n.derecen bir denklemin en fazla n
tane koki olur.Yazdigimiz denklem 4.dereceden oldugu icin 2 pozitif koki varsa,negatif koki yoksa kalan 2
kok kompleks demektir.Kompleks kokler ¢ift halinde bulunur.Biri varsa eslenigi de vardir glink{.

ORNEK 2

f (X) = x* +4x® + 3x* — 4x — 4 =0 denkleminin kék durumlarini inceleyelim.
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ifademizde 3.terimden 4.terime gegerken(+dan — ye) isaret degisimi olmustur.isaret degisimi 1 tane oldugu
icin bu denklemin kesinlikle 1 pozitif koki vardir.Simdi f(-x) e bakalim.

f(=x) = (=Xx)* +4(=x)* +3(-x)> —4(-x) -4 =0
f(—x)=x"-4x*+3x* +4x-4=0
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F(-x) de 3 kez isaret degisimi oldugundan,ilk basta verilen ifadenin ya 3 tane ya da 3-2=1 tane negatif
koku vardir.

Tablomuzu yaparsak;

Pozitif kok sayisi Negatif kok sayisi Kompleks kok sayisi
1 3 0

1 1 2

ORNEK 3

f(x) = x" = x° + x* + 2x*> + x* — x + 1=0 denklemini inceleyelim.

x7—x5+x4+2x3+x2—x+1
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ifademiz 4 kez isaret degistirdigi icin olasi maksimum pozitif kdk sayisi ya 4,ya 4-2=2 ya da 4-4=0
dir.Birde f(-x) i inceleyelim.

Fx)= X +X+x -2+ +x+1
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F(-x),3 kez isaret degistirdiginden ifademizin olasi maksimum negatif kok sayisi ya 3,ya da 3-2=1 dir.

Tablomuzu yaparsak,

Pozitif Negatif Kompleks kok
kok kok sayisl
sayisl saylsl

4 3 0

2 3 2

0 3 4

4 1 2

2 1 4

0 1 6




ORNEK 4

f(x)= 4x* + 4x° + 17x* + 16x + 4 = 0 denklemini inceleyelim.

4x* + 4x3 + 17x% + 16x + 4 ifadesinde hig isaret degisimi olmadigindan yukaridaki
denklemin hig pozitif koku yoktur.Simdi f(-x) e bakalim.
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F(-x)= 4x* - 43 +17x -16x+4

F(-x) de 4 kere isaret degisimi yasandigindan olasi negatif kok sayisi ya 4,ya 4-2=2,ya da 4-4=0 dir.

Tablomuzu yaparsak;

Pozitif kok sayisi Negatif kok sayisi Kompleks kok sayisi
0 4 0
0 2 2
0 0 4

Tablodan da anlasilacagi tGzere,kompleks koklerin sayisinin her zaman cift olacagini daha 6nce
belirtmistik.Kisaca f(x) de hig isaret degisimi yoksa pozitif kok yoktur.f(-x) de hig isaret degisimi yoksa
negatif kok yoktur.Dikkat edilmesi gereken 6nemli bir nokta Descartes isaret kurali pozitif ve negatif
koklerin sayisini bulmak icindir.Karmasik kokler icin Descartes kurali yoktur.Yukarida yaptigimiz
tablolar cebirin temel teoremiyle ilgilidir.Bir karisiklik olmasin diye agiklama ihtiyaci hissettim.Bunu
bir 6rnekle agiklasak daha iyi olacak.

ORNEK 5

f(x) = x> + x> + 9x + 9=0 denkleminin koklerini inceleyelim.

F(x) de hig isaret degisimi olmadigindan pozitif kok yoktur.

F(-x) incelenirse,

F(-x)=—X> +X* =9x+9=0 wBrxta3x+8=0

X2 (x+)+ 9 (x¥) =0
%,‘;M i | (X\),(x*+8) -0

F(-x) 3 kez isaret degistirdiginden olasi maksimum negatif kok sayisi ya 3,ya da 3-2=1 dir.

Koklere dikkatli bakilirsa 3i,-3i ve -1 dir.Burada -3i negatifliginden s6z edemeyiz.Clinkl karmasik
sayilarda siralama yoktur.




Buraya kadar ki kissimda Descartes isaret kuralini ve kuralin isleyisini anlatmaya ¢alistik.
Simdi de bu karakterini belirledigimiz koklerin sayisal degerini nasil bulacagiz sorusuyla ugrasalim.

|.TAM SAYI KATSAYILI DENKLEMiN TAM SAYI KOKLERi

f(x)=a,x"+a, X" +.... +3,X* + @ X + @, = 0 seklinde denklem alalim.Buradaki a, ,a, ,,.....,,,8,,8, herbiri sifirdan

farkl tamsayilardir.

Herhangi bir k tam sayisinin bu denklemin kéki olmasi demek,

ak"+a, kK" +... +ak’+ak+a, =0 olmas: demektir.Bu denklemde bir adim ilerlersek,
k.(a k" +a, k" ?+....+3a,) =—a, olur.Her i icin,a, ler tam say: oldugundan,k | a, Gikar.

Buradan Tam Kok Testi olarak da anilan ifadeyi verelim:

Bu denklemin koki olacak tam sayilar, @, sabit teriminin bélenleridir.Diger bir ifadeyle, @, sabit

teriminin bélenleri yukaridaki denklemin aday tam sayi kékleridir.Eger, &, # 0 ise, a, Insonlu
saylida bdleni olacagindan ,bu bélenlerden hangisinin kdk olacagini denklemde yerine koyarak birkag
adimda kolay sekilde belirleyebiliriz.Eger 8, =0ise x=0 denklemin tam sayi kékii olup,diger olasi

kokleri bulmak icinde a, katsayisinin bélenlerini denemek gerekir.Simdi bununla ilgili bir 6rnek

verelim.
ORNEK 6
X* + 2% — x? +4x —6 =0 denkleminin (varsa) tam sayi koklerini bulmaya calisalim.

Denklemin sabit terimi -6 olup,bdlenleri {+1,+2,43,46} dir.Denklemde yerine yazilarak 1 ve -3 iin

kok oldugu kolayca gorindr.

(x-1).(x+3)= X? + 2x —3 ifadesi denklemin bir ¢arpani olacagindan,verilen denklem bu ¢arpana

bollndrse diger carpan X? +2 olrak bulunur.

Ayrica Descartes isaret kuralina gore,1 negatif koki vardir.3 yada 1 pozitif kokd vardir.

X+ 2x3 — X% +4X —6=(x-1).(x+3).( X* + 2) olup,denklemin -3 ve 1 disinda tam sayi kékii yoktur.



I.TAM SAYI KATSAYILI DENKLEMIN RASYONEL KOKLERI

Herhangi bir r rasyonel sayisi,p ve q aralarinda asal tamsayilar ve g # 0 olmak Uzere,r=§ bigiminde

yazilabilir.Boyle bir r sayisinin,

fix)=a X" +a, X" +..... +a,X> +a,X+a, =0 denkleminin koki olmasi

n n—1
an Z—n +a,-1 % +-t+a S + ay = 0 olmasi demektir.Buradan

APy "I+ e+ arpq" T + agq" = 0
anp" = =q(An-1p™" + 0+ a;pq" T + agq" (1)
aoq"=—p(anp" +an_1p"?q + -+ a;q")(2) olur.

(1) nolu denklemden gla,p™ dir.p ve q aralarinda asal oldugundan,q ve p™ de aralarinda
asaldir.Buradan gla,, ¢ikar

(2) nolu denklemden playq™ dir. P ve q aralarinda asal oldugundan,p ve q™ de aralarinda
asaldir.Buradan pla, gikar.

Bunlari belirttikten sonra,Rasyonel Kok testi olarak da belirtilen ifadeyi verelim.

f(x)=a,x"+a X" +....+a,X° +aX+a, =0 seklinde denklem alalim.Buradaki a, ,a, ,,.....,&,,a,,a, herbiri
Sifirdan farkl tamsayilardir.

Bu denklemin rasyonel kokii olabilecek sayilar, play, ve gla,, olmak ijzere,s formatindaki rasyonel

sayilardir.
Bunu bir 6rnekle netlestirelim.

ORNEK 7
f (X) = X* +8%% +11x — 20 = 0 denkleminin (varsa) rasyonel kéklerini bulalim.

1.adim,Descartes isaret kuralini uygulayalim

x3+8x%+11x—20
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F(x) denkleminde 1 isaret degisimi oldugundan 1 pozitif kok vardir.Simdi f(-x) e bakalim,
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F(-x) de 2kez isaret degisimi oldugundan ya 2 negatif kok yada 2-2=0 negatif kdk vardir.

Bu durumu tabloyla gosterelim(olasi durumlar)

Pozitif kok sayisi Negatif kok sayisi Kompleks kok sayisi
1 2 0
1 0 2

2.adim:rasyonel kokleri bulalim
Rasyonel kokler s formatinda olacaktir.
pE {+1,42,+4,+5,+10,+20}

q€ {£1}

olasi rasyonel kokler;—= _{;1}_ = yani {+1,+2,+4,45,4+10,4+20}

3.adim sentetik bolme islemi yapalim(sirayla deneme yapiyoruz)
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ORNEK 8
f(X) =2x" + x> —35x* —113x +65=0 denkleminin koklerini inceleyelim.

1.adim: Descartes isaret kurali

2x* +x3 —35x% —113x + 65
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F(x) de 2 kere isaret degisimi oldugundan ya 2 pozitif kok ya da 2-2=0 pozitif kok vardir,aslinda pozitif
kok yoktur demeye calisiyorum®©

F(-x)=2x" — x* —35x* +113x + 65
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F(-x) de 2 kere isaret degisimi oldugundan ya 2 negatif kdk ya da 2-2=0 negatif kok vardir.yani negatif
kok varsa maksimum 2 tanedir ya da yoktur.

Bunu tablolastirirsak,(olasi durumlar)

Pozitif kok sayisi Negatif kok sayisi Kompleks kok sayisi
2 0 2
0 2 2
2 2 0

2.adim.rasyonel kokleri irdeleyelim

fne5 11308 ":;iz}%s} bigiminde kdklerdir buradan da {+1, +5, +13, +65, + ; +— +—} olasi

rasyonel koklerdir.
Kokler sirayla denendiginde +1 ve -1 in saglamadigi kolayca goérindr.5 icin bakalim
5 2 1 -35 -113 65

10 55 100 -
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Burada denklem (x-5) ile tam bolindigiinden dolayi 5 ten blyiik olan olasi durumlara bakmaya gerek
yoktur.Nedeni asagida belirtilmistir

BOUNDNESS THEOREM
Let P(x) be a polynomial with real coefficients. If P(x) is divided synthetically by x - ¢, and

(@) if ¢ > 0 and all numbers in the bottom row of the synthetic division are all positive or all
negative (with O considered positive or negative, as needed), then P(x) has no real zero greater
than c. c is said to be an upper bound.

(b) if c <0 and the numbers in the bottom row of the synthetic division alternate in sign (with 0
considered positive or negative, as needed), then P(x) has no zeros less than c. c is said to be a
lower bound.

The Boundness theorem is useful in eliminating those numbers from the list that are less than or
greater than all real zeros of the polynomial function.

2x3 + 11x2% 4+ 20x — 13 = 0 denklemini inceleyelim.

ladim:Descartes isaret kurali okuyucuya birakilmistir.
. 1,13

2.adim :olasi rasyonel kokler {+1,+13, i;, i?}

ilk kokiin % oldugu gorilar.
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2x* 4+ x* —35x% —113X + 65 = (x-5).(2x-1).( X* + 6x +13)



