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1.1

. Hicbir n dogal sayis1 i¢in

IMO - 1959, Romanya

Yarisma Problemleri

21n+44
14n+3

kesrinin sadelesmeyecegini gosteriniz.

Ve+vie—D+/a—var-1) =4

denkleminin gercel koklerini (a) A = v/2, (b) A = 1, (c) A = 2 iken bulunuz. (Karekdk icerisindeki
ifadelerin negatif olmadigini varsayn.)

. a,b, c gergel sayilar olmak flizere;

acos’z+bcosz+c=0

denklemi cosz e gore ikinci dereceden bir denklem olsun. a, b, ¢, x sayilarini kullanarak cos2z e gore
ikinci dereceden bir denklem olusturun. a = 4,b = 2,¢c = —1 degerleri i¢in denklemleri kargilagtirin.

. Hipoteniisii ¢ = Sabit, hipoteniise ait kenarortay1 da dik kenarlarinin geometrik ortalamasina esit olan

dik tliggeni ¢iziniz.

. AB dogru pargasinin iizerinde bir M hareketli noktas1 alimyor. AMCD ve M BEF kareleri, AB ye

gbre ayni tarafta yer alacak sekilde olugturuluyor. Bu kareleri gevreleyen P ve ) merkezli cemberler,
M haricinde bir N noktasmda kesigiyor. AF ile BC' dogrularinin kesigimi N ise,

(a) N ve N’ noktalarinin ¢akigtigini gosteriniz.

(b) MN dogrularmin M segiminden bagimsiz bir S noktasimndan gectigini gosteriniz.

(¢) M, A ve B arasinda degigirken, PQ dogru parcalarinin orta noktalarinin geometrik yerini bulunuz.

. P ve Q diizlemleri bir p dogrusu boyunca kesisiyor. Higbirisi p lizerinde yer almayan, P diizleminde bir

A ve @ diizleminde bir C' noktas: veriliyor. AB || CD olacak sekilde aymi zamanda tegetler dortgeni
olan ABCD ikizkenar yamugunu, B ve D sirasiyla P ve ) diizlemlerinde olacak sekilde ¢iziniz.



2.1

IMO - 1960, Romanya

Yarisma Problemleri

. Rakamlarinin kareleri toplaminin 11 katina egit olan tiim ii¢ basamakl sayilar1 bulunuz.

42
z 5 <2r+9

(- Vitm)

esitsizligi saglayan = degerlerini bulunuz.

. ABC dik iiggeninin uzunlugu a olan BC hipoteniisii, n esit pargaya (n tek say1) boliiniiyor. Hipoteniisiin

orta noktasini bulunduran parcayi goren A acis1 « ise,

4nh

tano = ————
an o (2= Da

oldugunu gosteriniz.

. hq, hy (A ve B’ye ait yiikseklikler) ve m,, (A’ya ait kenarortay) uzunluklar: verilen ABC' iiggenini ¢iziniz.
. ABCDA'B'C'D’ (ABCD yiizii A'B'C'D’ yiiziiniin {istiinde) kiipiinii ele alalim.

(a) X ve Y, sirasiyla AC ve B’D’ dogru pargalariin iizerinde rastgele noktalar olmak tizere; XY
dogru parcasinin orta noktasinin geometrik yerini bulunuz.

(b) (a)’da tammmlanan XY dogru parcasinin lizerinde ZY = 2X Z olacak gekilde alinan Z noktasinin
geometrik yerini bulunuz.

. V1 hacimli bir dik koninin igine tabanina teget olacak sekilde en biiyiik hacimli kiire ciziliyor. Tabani

koninin tabani iizerinde yer alacak sekilde kiireyi gevreleyen en kii¢iik hacimli silindirin hacmi V5'dir.

(a) Vi # V5 oldugunu gosteriniz.

(b) Vi = kVs esitligi saglayan en kiigik k& sayisim bulunuz. Bu durumda, koninin kdgesinin taban
capini gordiigii aciy1 olusturun.

. Tabanlar1 a ve ¢, yiiksekligi h olan bir ikizkenar yamuk veriliyor.

(a) Yamugun simetri ekseni iizerinde yer alan ve yamugun kollarinin ikisini de (tabanlarin digindaki
kenarlar1) dik aci ile géren tiim P noktalarin bulunuz.

(b) P’nin tabanlara olan uzakliklarim hesaplayimiz.

(c) Bu gekilde bir P noktasinin hangi kogullarda var oldugunu belirleyiniz.



3.1

IMO - 1961, Macaristan

Yarisma Problemleri

. a ve b sabit sayilar olmak {izere,

r+y+z = a
24y 422 = B2
ry = 2°

denklem sistemini ¢6ziiniiz. Denklem sisteminin ¢éztimleri olan x, y, z’nin farkh pozitif sayilar olmasini
icin a ve b'nin saglamasi gereken sartlar1 belirtiniz.

. Alam T, kenarlar1 a, b, ¢ olan bir tiggende

a2+b2+0224\/§T

oldugunu gosteriniz. Hangi kogullarda egitligin saglandigini belirtiniz.

. n dogal say1 olmak lizere, cos™ x — sin™ x = 1 denklemini ¢6ziiniiz.

. P, P, P, P; tiggeni igerisinde bir noktadir. P, P, P, P, P3P dogrular1 karsi kenarlar sirasiyla @1, Q2, Q3

noktalarinda kesiyor.
PP PP P3P

PQ," PQ>’" PQ3
sayillarindan en azindan birinin < 2, ve en azindandan birinin > 2 oldugunu gosteriniz.

. M, BC dogru parcasinin orta noktasi ve w < 90° olmak iizere; AC = b, AB = ¢ ve ZAMB = w olan

ABC figgeni ciziniz. Bu sekilde bir ¢izimin yapilabilmesi icin gerek ve yeter kogulun
btan% <ec<b

oldugunu gosteriniz. Esitligin hangi durumda saglandigini belirtiniz.

. Bir € diizlemi ile bu diizleme paralel olmayan bir diizlem ftizerinde yer alan, €’a gore aym tarafta

bulunan ve dogrusal olmayan A, B, C noktalarini ele alalim. A’, B’, C’ noktalar € iizerinde rastgele lig
nokta olsun. L, M, N sirasiyla AA’, BB',CC’ dogru parcalarinin orta noklar1 ve G LM N li¢ggeninin
agirlik merkezi olsun. (L, M, N nin tiggen olugturmadigi A’, B/, C’ noktalarim ele almiyoruz.) A’, B',C’
noktalar1 € iizerinde bagimsiz olarak degisirken, G noktasinin geometrik yeri nedir?



4.1

IMO - 1962, Cekoslavakya

Yarisma Problemleri

. Asgagidaki o6zellikleri saglayan en kiiciik n dogal sayisini bulunuz.

(a) Ondalik yaziminda son basamag: 6’dir.

(b) Son basamag: silinip, baga yazilirsa, olugan say1 ilk bagtaki n sayisimin dort kat1 oluyor.

1
\/3—1‘—\/$+1>§

esitsizligini saglayan tiim z gercel sayilarini belirleyiniz.

. ABCDA'B'C'D’ (ABCD ve A'B'C'D’ iist ve alt tabanlar, AA’, BB’,CC’, DD’ kenarlar birbirlerine

paralel) kiipiinii ele alalim. X noktasi sabit bir hizla ABCD karesinin ¢evresinde ABC'DA yoniinde
hareket ediyor. Y noktasi da aym hizla B’C’'CB karesinin gevresinde B'C’'C BB’ yoniinde hareket
ediyor. X ve Y noktlari, hareketlerine ayni anda sirasiyla A ve B’ noktasinda bagliyor. Buna gore, XY
dogru parcalarinin orta noktalarinin geometrik yerini belirleyiniz ve ¢iziniz.

. cos? x + cos? 2z + cos? 3z = 1 denklemini ¢oziiniiz.

. K gemberi lizerinde ti¢ farkli A, B, C' noktalar: veriliyor. K tizerinde dordiincii bir D noktasin, olugan

dértgenin icteget cemberi ¢izilebilecek sekilde (sadece cetvel ve pergel kullanarak) olugturun.

. Cevrel cemberinin yarigap: r, igteget cemberinin yarigapi p olan bir ikizkenar iiggen veriliyor. Bu iki

cemberin merkezleri arasi uzaklik d ise,

d=+/r(r—2p)

oldugunu gosteriniz.

. Her biri SA, SB, SC, BC,CA, AB dogrularima teget olan beg kiirenin bulunabildigi S A BC dortyiizliisii ve-

riliyor.

(a) SABC dortyiizlistiniin diizgiin oldugunu gosteriniz.

(b) Her diizgiin dortyiizlii igin bu gekilde beg kiirenin bulunabilecegini gosteriniz.



5.1

IMO - 1963, Polonya

Yarisma Problemleri

. p gercel bir parametre olmak iizere;

Va2 —p+2vat—1=u

denkleminin tiim gercel koklerini bulunuz.

. A noktasi ve BC dogru pargast veriliyor. Uzayda, bir kolu A’dan gegen, diger kolu da BC' dogru parcasimi

kesen dik agilarin kogelerinin geometrik yerini belirleyiniz.

. Tiim i¢ acilar1 egit olan bir n-genin, ardigik kenarlarinin uzunluklar1 arasinda

a1 2 ay >+ 2 ap

bagtisi varsa, a3 = a2 = ... = a, oldugunu gosteriniz.

y bir parametre olmak tizere;

Ts+T2 = Yx1
T1+T3 = Yx2
To+x4y = Yrs3
T3 +Ts = YTa
Ty +T1 = YTs

sistemini saglayan tiim 1, x2, x3, T4, T5 sayilarini bulunuz.

27 3

T _ 1 o . -
. €OS 7 — €Os & + cos = = 5 oldugunu gosteriniz.

. A, B,C, D, E 6grencileri bir yarismaya katiliyor. Tahminlerden biri siralamanin ABC DFE seklinde olacagi

idi. Bu tahmin tutmadi. Ashinda, hicbir yarigmaci tahmindeki sirada yarigmayi bitiremedi. Dahasi,
birbiri ardina siralanir diye diigliniilen hicbir yarigmaci birbiri ardina siralanmamgtir. Bir diger tah-
min de, siralamanin DAECB seklinde olacagi idi. Bu tahmin ilkinden daha iyiydi. Yarigmacilardan
tam olarak ikisi, yarigmay1 tahmin edilen sirada bitirdi. Dahasi, tahminde birbiri ardina siralanir diye
diigliniilen c¢iftlerden tam olarak ayrik ikisi yarigmayi birbiri ardinda bitirdi. Buna gore, yarigmanin
nasil sonuglandigini belirleyiniz.



6.1

IMO - 1964, Sovyetler Birligi

Yarisma Problemleri

(a) 2™ — 1 saywisiun 7 ile boliinebildigi tiim n pozitif tam sayilarimi bulunuz.

(b) 2™ + 1 saysiin 7 ile boliinmesini saglayan bir n pozitif tam sayisinin olmadigini gosteriniz.

. a,b, c bir iiggenin kenarlar1 olmak tizere;

a*(b+c—a)+b*(c+a—b)+c*(a+b—c) < 3abe

oldugunu gosteriniz.

. Kenarlar a, b, ¢ olan bir ABC {i¢geninin icteget gemberi ¢iziliyor. Bu gembere teget ve kenarlara paralel

olan dogrular AABC"den birer tiggen kesiyor. Bu tiggenlerin igteget cemberleri giziliyor. Bu dort igteget
¢emberin alanini a, b, ¢ cinsinden bulunuz.

. On yedi kigi aralarinda, herkes bir digerine yazacak sekilde mektuplagiyorlar. Mektuplarda sadece iig

konu tizerine, her ¢ift sadece bir konu iizerine olacak sekilde yazisiyorlar. Birbirlerine ayni konu tizerine
yazmig ii¢ kiginin bulunabilecegini gosteriniz.

. Diizlemde bes nokta, bu noktalarin belirttigi dogrulardan herhangi ikisi birbirine paralel, dik veya

cakigik olmayacak sekilde seciliyor. Her noktadan, diger dért noktanin belirttigi dogrulara dikler ¢iziliyor.
Bu dikmelerin en fazla kag noktada kesigir?

. ABCD dortyiizliisinde, D kogesi AABC’nin agirlik merkezi olan Dy ile birlestiriliyor. A, B, C' nok-

talarindan DDy’a paraleller ¢iziliyor. Bu dogrular, BCD,CAD, ABD diizlemlerini sirasiyla Ay, By, Cq
noktalarinda kesiyor. ABC' D’nin hacminin A B;C1 Dy’nin hacminin tigte biri oldugunu gosteriniz. Dy,
AABC igerisinde herhangi bir nokta olsa, ayni oran saglanir mi?



7.1

IMO - 1965, Federal Almanya

Yarisma Problemleri

2¢cosx < |V1+sin2x — V1 —sin2z| < \/5

esitsizligini saglayan 0 < x < 27 araligindaki tiim = degerlerini bulunuz.

. Bilinmeyenleri z1, 3, x3 olan

a1171 + ajgr2 +azrs = 0
a21%1 + a2 +agzry = 0
az1x1 +azews +azzry = 0

denklem sisteminin katsayilar: agagidaki kogullar1 saglamaktadir:

(a) aii, 22,033 pOZitif,
(b) kalan katsayilar negatif,
(c¢) her denklemde katsayilar toplami pozitiftir.

Buna gore verilen sistemin tek ¢ézlimiiniin z; = x9 = z3 = 0 oldugunu gosteriniz.

. Kenarlar1t AB = a, CD = b olan ABCD dortyiizlisii veriliyor. AB ve C'D aykir1 dogrulari arasindaki

mesafe d, aralarindaki ag1 w’dir. AB ve C'D dogrlarina paralel olan e diizlemi, ABC'D dortyiizlisiinii iki
kat1 cisme béliiyor. € diizleminin AB ve C'D’ye olan uzakliklar1 orani k ise, bu iki kat1 cismin hacimleri
orani nedir?

. Herhangi biri ile, diger {i¢liniin ¢arpinin toplami 2’ye esit olan tiim x1, zo, 3, 4 gergel sayilarii bulunuz.

. AOB agis1 dar olan AOAB’yi ele alalim. M # O noktasindan OA ve OB’ye ¢izilen dikmelerin ayaklar

sirasiyla P ve @’dur. AOPQ’nin yiikseklikleri H’de kesigiyor. M,

(a) AB kenar iizerinde bir nokta
(b) AOAB igerisinde bir nokta

ise, H'nin geometrik yeri nedir?

. Diizlemde n nokta (n > 3) veriliyor. Her nokta ¢ifti, dogru parcalar: ile birlestiriliyor. Bu dogru

parcalarinin en uzununun uzunlugu d olsun. Uzunlugu d olan dogru parcalarinin kiimesinin eleman
sayisinin n’den ¢ok olamayacagini gosteriniz.



8.1

IMO - 1966, Bulgaristan

Yarisma Problemleri

. 25 yarigmacidan her biri A, B, C problemlerinden en az birisini ¢bzmiigtiir. A’y1 ¢ézemeyip B’yi ¢6zenleri

sayisi, A’y1 ¢ozemeyip C'yi ¢ozenlerin sayisinin iki katidir. Sadece A’y1 ¢zenlerin sayisi, A’y1 ¢ozip B ve
C’den en az birini ¢ozenlerin sayisindan bir fazladir. Sadece A’y1 ¢ozenlerin sayis1 sadece B’yi ¢Ozenler
ile sadece C"yi ¢Ozenlerin toplamina esitse, sadece B’yi ¢ozen kag kisi vardir?

. Bir iiggenin kenarlar1 a, b, ¢; bu kenarlarin karsilarindaki acilar da sirasiyla «, 38,y dir.

a+b= tan%(atanaertanﬂ)

ise, bu tiggenin ikizkenar oldugunu gosteriniz.

. Bir diizgiin dortyiizliintin kogelerinin bu dortyiizliiniin ¢evrel kiiresinin merkezinden olan uzakliklar:

toplaminin, uzaydaki bagka bir noktanin bu kogelere olan uzakliklar1 toplamindan az oldugunu gosteri-
niz.

. Her n dogal sayis1 ve her x # kn /2! (t =0,1,...,n; k tam say1) gergel sayist igin,

1 1

- - R =cotx — cot2"x
sin2x  sindx sin 2™z

oldugunu gosteriniz.

. a1,as9,as,as dort farkl gercel say1 olmak tizere;

|CL1 — a2|:c2 + |CL1 — a3|:c3 + |CL1 — a4|:c4 =
las — ai|z1 + |az — ag|zs + |az — aq|zg
las — a1|z1 + |as — az|xe + |ag — aq|zy4
|a4 — CL1|.Z’1 + |a4 — CLQ'.Z’Q + |CL4 — CL3|.Z’3

Il
— e

sistemini ¢oziiniiz.

. ABC fi¢geninin BC,CA, AB kenarlar iizerinde sirasiyla K, L, M noktalar1 alimyor. AML, BKM,

CLK figgenlerinin en az birinin alaninin ABC ti¢ggeninin alaninin dortte birinden ¢ok olmadigini goste-
riniz.



9.1

IMO - 1967, Yugoslavya

Yarisma Problemleri

. Kenarlar1t AB = a ve AD = 1 olan ABCD paralelkenarinda /BAD = o’dir. AABD dar agili ise,

A, B,C, D merkezli ve 1 yarigapli dort gember ile paralelkenarin kaplanabilmesi i¢in gerek ve yeter
kogulun
a < cosa+ V3sina

oldugunu gosteriniz.

. Bir dortylizliiniin sadece bir kenarinim uzunlugu 1’den biiyiikse, hacminin < 1/8 oldugunu gosteriniz.

. k,m,n dogal sayilar olmak tizere; m + k + 1 sayis1 n+ 1’den biiyiik bir asal sayidir. ¢; = s(s+ 1) olsun.

Bu durumda,
(em+1 = ck)(Cmr2 — ck) -+ (Cmtn — Ck)

Garpiminin ¢ics . . . ¢, ¢arpimi ile boliindigiini gosteriniz.

. AgBoCy ve A1 B1C tiggenleri dar agihdir. A Ay B1C ile benzer olan (A, By, C; koseleri sirasiyla A, B, C

koseleri ile eglesiyor) ve AgBoCy liggenini gevreleyen (Ag, By, Cy sirasiyla BC, C A, AB tzerinde yer
aliyor) tiim ABC ii¢genlerini ele alahm. Bu tip liggenler arasimndan en biiyiik alanlisim belirleyiniz, bu
licgeni ¢iziniz.

. ai,as,...,ag hepsi birden sifira egit olmayan gergel sayilar olmak tizere;
¢ = ar+ax+---+ag
Cco = a%+a§+---—|—a§
¢, = af+ay+---+ag

seklinde tamimlanan {c, } dizisini ele alalm. {¢,} dizisinin sonsuz sayida teriminin sifira esit oldugunu
varsayin. ¢, = 0 olan tiim n dogal sayilarin1 bulunuz.

. Bir spor miisabakasinda, pespese n > 1 giinde m madalya dagitiliyor. Ik giin, bir madalya ve kalan

m — 1 madalyanin 1/7’si dagitiliyor. Ikinci giin, iki maldalya ve kalan madalyalarin 1/7’si dagitiliyor.
Bu boyle devam ediyor. n. giin, yani sonuncu giin, geriye kalan n madalya dagitiliyor. Miisabaka kag
glin siirdii, miisabakada toplamda ka¢ madalya dagitildi?



10

IMO - 1968, Sovyetler Birligi

10.1 Yarisma Problemleri

1.

Agilarindan biri digerinin iki kati olan ve kenarlar1 ardigik tam sayilar olan tek bir {iggen oldugunu
gosteriniz.

Ondalik yazimindaki rakamlarin carpimi, 2 — 10z — 22’ye esit olan tiim = dogal sayilari bulunuz.

a # 0,b, c gercel sayilar olmak tlizere; x1, xs,...,x, bilinmeyenleri igin
aa:% +bri+c = x9
ard +bry+c = w3
aac%f1 +bry,_1+c = x,
ar? +br,+c = m

tanmimlanan denklem sistemini ele alalim. A = (b — 1)? — 4ac olsun. Bu sistemin,
(a) A <0 ise, ¢dzliminiin olmadigini,
(b) A =0 ise, tam olarak bir ¢ézlimiiniin oldugunu,

(¢) A > 0 ise, birden fazla ¢6zlimiiniin oldugunu gosteriniz.

. Her dortytizliiniin, kendisinden ¢ikan ii¢ kenarin bir iiggen belirttigi bir kogesi oldugunu gosteriniz.

. Ttim gergel x sayilar icin tamimli, gercel degerli f fonksiyonu, bir a sabiti i¢in ve tiim x sayilar igin

fla+a) = 5 +4/7@) ~ [F(@)?

esitligini sagliyor.

(a) f fonksiyonunun periyodik oldugunu (tiim x sayilari i¢in f(z+b) = f(z) olacak sekilde bir b pozitif
sayisiin bulundugu) goésteriniz.

(b) a =1 igin, gerekli sartlar1 saglayan sabit olmayan bir fonksiyon érnegi veriniz.

. Her n dogal sayst i¢in,

> [n+2F n—+1 n -+ 2 n+ 2k
M e e K e R s
k=0

toplamini hesaplayimiz. ([z] ile, 2’1 agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosteriyoruz.)

10



11

IMO - 1969, Romanya

11.1 Yarigsma Problemleri

1.

Su ozelligi saglayan sonsuz coklukta a dogal sayismin oldugunu gosteriniz: z = n* + a sayis1, n dogal
sayisinin hicbir degeri i¢in asal degildir.

. ay,as,...,a, gercel sabitleri ve x gercel degiskeni ic¢in
1 1
f(z) = cos(a + ) + 3 cos(ag + x) + 1 cos(ag +x) + ...+ 51 cos(an, + x)
seklinde tamimlamiyor. f(z1) = f(a2) = 0 ise, x9 — x1 = mm olacak sekilde bir m tam sayisimin

bulundugunu gosteriniz.

. k kenar1 a uzunlugunda, 6 — k kenar:1 da 1 uzunlugunda bir dortyiizliiniin bulunabilmesi i¢in a > 0

sayisinin gerek ve yeter kosullarii, her £ = 1,2, 3,4,5 degeri icin ayr1 ayr1 bulunuz.

AB capli v yarim g¢emberi veriliyor. C,  tizerinde A ve B den farkli bir nokta; D de C' den AB ye
inilen dikmenin ayagidir. Ucii de AB dogrusuna teget olan 71, Y2, v3 cemberlerini ele alalim. Bunlardan
v1, AABC’nin kenarlarina teget, v ve v3 de v ve C'D ye teget olup C'D ye gore farkh taraflarda yer
almaktadir. v, 2 ve ~y3 iin ikinci bir ortak tegetinin oldugunu gosteriniz.

. Diizlemde herhangi ii¢ii dogrusal olmayan n > 4 nokta veriliyor. Bu noktalarin olugturdugu en az ("53)

digbtikey ¢okgenin bulunabilecegini gbsteriniz.

.1 > 0,29 >0, 21y1 — 23 > 0, moys — 25 > 0 sarti saglayan tiim @1, 22, y1, Y2, 21, 22 gergel sayilart icin

8 1 1
< +
(1 +22)(y1 +y2) — (21 + 22)2 ~ T1yn — 25 @ay2 — 23

esitsizliginin saglandigini gosteriniz. Esitligin saglanmasi igin gerek ve yeter kogullar: veriniz.

11



12

IMO - 1970, Macaristan

12.1 Yarigsma Problemleri

1.

M, ANABC’nin AB kenar iizerinde bir nokta olsun. 71, 79 ve r sirasiyla AMC, BMC ve ABC
iiggenlerinin icteget cemberlerinin yarigaplari olsun. g1, go ve ¢ da, sirasiyla aym tiggenlerin AC' B acgilar1
tizerinde yer alan digteget cemberlerinin yarigaplar: olsun.

T Te o T

q1 Q2 p

oldugunu gosteriniz.

. a, b ve n tam sayilar1 1 den bliyiik olup a ve b iki say1 sisteminin tabanlaridir. a tabanindaki A,,_; ve

A, sayilari ile, b tabanindaki B,,_; ve B,, sayilar1 arasinda

A, = zpTp_1...20, Ap_1 = ZTp_1Tp_2...T0,
Bn = TpTp-1-..-20, Bn—l = Tpn-1Tpn-2...-20,
T, # 0, xp-1#0.
bagintisi vardir.
A, B, _
nl o2l sa>h
An B’Vl
oldugunu gosteriniz.
. QQ,0G1,.--,0y,... gercel sayilar: arasinda
l=ay<a1<ax<--<a,<.
bagintist vardir. by, bs, ..., by, ... sayilar
- a 1
k—1
b, = 1-— —
=2 1) o=

seklinde tanimlaniyor.

(a) Her n igin 0 < b,, < 2 esitsizligin saglandigini gosteriniz.

(b) 0 < ¢ < 2 gartim saglayan bir ¢ sayis1 verildiginde, b, > ¢ sartin1 saglayan yeterince biiyiik n ler
igin, yukaridaki ozellikleri saglayana ag, a1, ... sayilarimin bulundugunu gosteriniz.

An,n+1,n+2,n+3,n+4,n+5} kilmesinin birideki elemanlarin ¢arpiminin, digerindeki elemanlarin

carpina egit olacak sekilde iki parcaya ayrilmasini mimkiin kilan tiim n pozitif tam sayilarimi bulunuz.

. ABCD dbrtyitizliisiinde BDC' agist dik agidir. D den ABC' diizlemine inilen dikmenin ayagi olan H,

ayni zamanda AABC nin yiiksekliklerinin kesigim noktasidir.
(AB + BC + CA)* < 6(AD?* + BD* + CD?)

oldugunu gosteriniz. Hangi dortyiizliilerde esitligin saglandigini belirleyiniz.

. Diizlemde herhangi {icli dogrusal olmayan 100 nokta veriliyor. Bu noktalar1 koge kabul eden tiim

tiggenleri ele alalm. Bu {iggenlerin %70 inden daha fazlasimin dar agih olamayacagim gosteriniz.

12



13 IMO - 1971, Cekoslavakya

13.1 Yarisma Problemleri

1. Asagidaki iddianin n = 3 ve n = 5 i¢in dogru, bunun haricinde her n > 2 dogal sayis1 i¢in yanhs
oldugunu gosteriniz.

Her a1, as,...,a, gercel sayilar: icin,
(a1—az)(a1—a3) ... (a1—ay)+(az—a1)(az—az) ... (az—an)+ - -+(an—a1)(an—az) ... (an—an_1) >0
esitsizligi saglanir.

2. Koseleri A1, As, ..., Ag olan bir P; cokyiizlisiinii ele alahm. ¢ = 2,3,...,9 olmak tizere; P; ile, P,
¢okyiizliisiiniin A; den As ye 6telenmesi ile elde edilen gokyiizliiyii gosterelim. Py, Ps, ..., Py ¢okytizliile-
rinden en az ikisinin ortak bir i¢ noktaya sahip oldugunu gosteriniz.

3. 28 =3 (k=2,3,...) bicimdeki tam sayilar kiimesinin herhangi iki eleman1 aralarmda asal olan sonsuz
elemanli bir alt kiimesinin oldugunu gosteriniz.

4. ABCD dortytizliisiiniin yiizlerinden her biri dar acihi {iggendir. X, AB kenar {izerinde A ve B den
farkli bir noktadir. Benzer sekilde Y, Z, T swrasiyla BC, CD, DA kenarlarimin i¢ noktalaridir. Tim
XY ZTX kapali cokgensel yollarini ele alalim.

(a) ZDAB + /BCD # Z/CDA + ZABC ise, ¢okgensel yollar arasindan en kisa yola sahip olanin

bulunmadigini gosteriniz.

(b) £DAB + £BCD # LCDA + LABC ise, sonsuz ¢oklukta en kisa gokgensel yol oldugunu, o =
/BAC+ ZCAD+ /ZDAB olmak iizere; bu en kisa yolun uzunlugunun da 2- AC'-sin(«/2) oldugunu

gosteriniz.

5. Her m dogal sayisi i¢gin, diizlemde su 6zelligi saglayan bir S noktalar kiimesinin var oldugunu gosteriniz:

S deki her A noktasi igin, S de, A dan birim uzaklikta olan tam olarak m nokta vardir.

6. 4,7 = 1,2...,n olmak iizere; A = (a;;) elemanlar1 negatif olmayan tam sayilar olan bir kare matris
olsun. Herhangi bir eleman a;; = 0 oldugunda é-inci satir ile j-inci stitundaki elemanlarm toplaminin
> n oldugunu biliyoruz. Matristeki tiim elemanlarin toplamimin > n?/2 oldugunu gosteriniz.

13



14

IMO - 1972, Polonya

14.1 Yarigsma Problemleri

1.

Onluk sistemde, iki basamakli on farkh sayidan olusan bir kiimeden, elemanlar1 toplamlar1 ayni olan
iki ayrik altkiime secilebilecegini gosteriniz.

. n > 4 olmak iizere; her kirigler dortgeninin her biri kirigler dértgeni olan n dortgene ayrilabilecegini

gosteriniz.

. Negatif olmayan her m ve n tam sayilar igin,

(2m)!(2n)!
mlnl(m + n)!

kesrinin bir tam sayiya esit oldugunu gosteriniz. (0! = 1.)

T1,%2, X3, T4, 5 pozitif gercel sayilar olmak iizere;

(22 — x325) (23 — 2375) < 0
(23 — wq21) (23 —2471) < 0
(23 — x522) (23 —2572) < 0
(23 — x123) (22 —2123) < 0
(22 — zomy) (23 — 2024) < O

esitsizlik sisteminin saglayan tiim (z1, 22, 23, 24, 5) beglilerini bulunuz.

. Tim z,y gercel sayilar igin tanimli gercel degerli f ve g fonksiyonlari, her x,y icin

flx+y)+ flx—y) =2f(x)g(y)

esitligini saglamaktadir. f(z) tamamiyle sifir degilse ve her z igin |f(x)| < 1 ise, her y i¢in |g(y)| < 1
oldugunu gosteriniz.

. Dort farkli paralel diizlem veriliyor. Her bir diizlem {izerinde bir kogesi bulunan diizgiin bir dortytizliiniin

var oldugunu gosteriniz.

14



15 IMO - 1973, Sovyetler Birligi
15.1 Yarisma Problemleri

1. g dogrusu iizerinde O noktasi, Py, Ps, ..., P, noktalar g ile ayn diizlemde ve hepsi birden g nin aym
— — — =
tarafinda yer alacak ve OP;, O P, ..., OP, vektorleri birim vektor olacak sekilde aliniyor. ‘OM ‘ ile OM

vekotiiriiniin uzunlugu gosterilmek tizere;

— ——
OP,+OPy+---+0P,| > 1

oldugunu gosteriniz.

2. M; uzayda, hepsi birden ayni diizlemde yer almayan sonlu noktalar kiimesi olsun. M kiimesindeki her-
hangi iki A ve B noktasi i¢in, AB ile C'D paralel olacak; ama gakigik olmayacak sekilde M kiimesinden
C ve D noktalar: segilebiliyorsa, bu sekilde bir M kiimesinin bulunup bulunmadigini belirleyiniz.

3. a ve b gergel sayilar1 olmak tizere;
2t +axd + b2 +ax+1=0

denkleminin en az bir gercel ¢oziimii olsun. Bu sekildeki tiim (a,b) say1 cifti icin, a® + b? ifadesinin
alabilecegi en kiigiik degeri belirleyiniz.

4. Bir asker, eskenar iicgen geklindeki bir bolgede mayin taramasi yapiyor. Kullandigi mayin tarayici,
eskenar tiggenin yiiksekliginin yarisi kadar bir yarigapli bir dairenin igerisini tarayabiliyor. Asker liggenin
koselerinden birinden baglayarak tiim bolgeyi taramak amaciyla yola koyuluyor. Askerin goérevini en kisa
mesafede tamamalayabilecegi yolu bulunuz.

5. G; gercel z degiskeninin
f(z) = ax + b,a ve b gercel sayilar

bi¢imindeki sabit olmayan fonksiyonlarinin kiimesi olup, asagidaki tzellikleri tasimaktadar:

(a) f ve g fonksiyonlar1 G de ise, g o f fonksiyonu da G dedir. (Burada (g o f)(z) = g[f(z)] oluyor.)
(b) f, G de ise, tersi olan f~! de G dedir. (Burada f(x) = az +b nin tersi f~!(z) = (z —b)/a oluyor.)
(c) G deki her f icin, f(zs) = zy olacak sekilde xf gercel sayis1 vardir.

G deki her f icin f(k) = k olacak sekilde bir k gergel sayisinin var oldugunu gosteriniz.

6. a1,aq,...,a, pozitif sayilar, ¢ da 0 < g < 1 egitsizligini saglayan bir gergel say1 olsun. Agagidaki sartlar
saglayan by, bo, ..., b, sayilarini bulunuz:

(a) k=1,2,...,n i¢in ap < by,
(b) k=1,2,....,n—ligin g < %L < 1,

(c) b1+b2+...bn<}—f3(a1—|—a2—|—-~-+an).

15



16

IMO - 1987, Kiiba

16.1 Yarisma Problemleri

1.

{1,2,...,n} (n > 1) kilmesinin sabit noktalarinin sayis1 tam olarak k’ya esit olan permiitasyonlarinin
say1s1 py, (k) olsun.

Z k- pn(k) =n!
k=0

oldugunu gosteriniz.
(Not: Bir S # § kiimesinden kendi iizerine tamiml ve bire-bir olan bir f fonksiyonuna S’nin bir
permiitasyonu denir. S’nin bir ¢ elemani igin f(i) =4 ise ¢ f’nin bir sabit noktasidir denir.)

. Dar acili bir ABC ti¢geninde A agisinin agiortayr BC kenarini L’de ve daha sonra ABC' {iggeninin gevrel

¢emberini N’de kesmektedir. L noktasindan AB ve AC kenarlarina cizilen dik dogrular AB kenarim
K’da ve AC kenarmmi M’de kesmektedir. AKNM doértgeninin alammim ABC' {i¢geninin alanina esit
oldugunu gosteriniz.

w2+ 2%+ +22 =1olan x1, 29, . .., 1, gercek sayilar veriliyor. Her k > 2 tam sayis1 igin hepsi birden

sifir olmayan Oyle aq, as, . .., a, tam sayillarinin varligim gosteriniz ki her ¢ = 1,2,...,n igin |a;| < k—1

Ve (k- 1)y

jarey + apey + -+ ana| <

olsun.

. Negatif olmayan tam sayilar kiimesinden kendi igine tanimli ve her n i¢in f (f(n)) = n + 1987 sartim

saglayan bir f fonksiyonunun olmadigim ispat ediniz.

. Oklid diizleminde (iki boyutlu koordinat diizlemi) her n > 3 i¢in n noktadan olugan Gyle bir kiime

bulunuz ki herhangi iki nokta arasindaki uzaklik irrasyonel olsun ve her ii¢ nokta dejenere olmayan ve
alan1 bir rasyonel sayiya esit olan bir iiggen belirlesin.

. m > 2 bir tam say1 olsun. Eger 0 < k < y/n/3 sartim saglayan her k tam sayisi i¢in k2 + k + n bir asal

tam say1ise k = 0,1,...,n — 2 icin k? + k + n sayilarinin hepsinin asal oldugunu ispat ediniz.

16



17

IMO - 1988, Avustralya

17.1 Yarisma Problemleri

1.

. a ve b pozitif tam sayilar1, ab+ 1 sayist a® + b?’yi tam olarak bélecek sekilde segilsin. a4 b_:— 1
a

Ayni diizlemde bulunan ve merkezleri aym olan R ve r (R > r) yarigaph iki cember veriliyor. P
kiiciik gember {izerinde sabit bir nokta ve B biiyiik cember iizerinde degisken bir nokta olsun. BP
dogrusu biiyiik gemberi C' noktasinda kesiyor. BP’ye P noktasinda dik olan [ dogrusu kiigiik cemberi
A noktasinda kesiyor. (Eger [, P noktasinda gembere teget ise A = P dir.)

(i) BC? + CA? + AB? ifadesinin aldig1 degerlerin kiimesini bulunuz.

(ii) AB’nin orta noktasmin geometrik yerini bulunuz.

. n bir pozitif tam say1 ve A, Aa, ..., Ag,i1 bir B kiimesinin alt kiimeleri olsun. Asagidaki kogullarin

saglandigini varsayalim:

(a) Her bir A;’nin tam 2n tane elemam vardir.
(b) Her bir A; < A; (1 <i < j <2n+ 1) yalnizca bir tek eleman igerir.
(¢) B’nin her bir elemam en az iki tane A;’de vardir.

B’nin her bir elemanini 0 veya 1 iel gostermek istiyoruz. Boyle bir gosterilimin, A;’lerin her birinin tam
n tane 0 igerecek sekilde yapilabilmesi i¢in n’nin degeri ne olmalidir?

. Bir f fonksiyonu pozitif tam sayilar kiimesinden, pozitif tam sayilar kiimesine, her n pozitif tam sayisi

icin agagidaki sekilde tanimlaniyor:

f(y =1, f3)=3
f@n) = f(n)
fAn+1) = 2f2n+1)— f(n)
fAn+3) = 3f(2n+1)—2f(n).

f(n) = n kosuluna uyan ve 1988’den kiiciik ya da 1988’e esit olan n pozitif tam sayilarimi bulunuz.

N

0
Zx—k: =
k=1

esitsizligini saglayan x reel sayilarinin kiimesinin, uzunlular: toplami 1988 olan ayrik araliklarin birlesimi
oldugunu gosteriniz.

. ABC, dik agis1 A kogesinde olan bir dik liggen ve D, A’dan c¢izilen yiiksekligin ayagi olsun. ABD ve

ACD f{iggenlerinin i¢ cemberlerinin merkezlerinin birlegtiren dogru AB ve AC kenarlarini sirasiyla K ve
L noktalarinda kesmektedir. S ve T sirasiyla ABC' ve AK L liggenlerinin alanlar ise, S > 27T oldugunu
gosteriniz.

2 2

ifadesinin,

bir pozitif tam saymin karesi oldugunu gosteriniz.

17



18

IMO - 1989, Bat1 Almanya

18.1 Yarisma Problemleri

1.

{1,2,...,1989} kiimesinin agagidaki 6zelliklere uyan, ikiger ayrik A; (i = 1,2,...,117) altkiimelerinin
birlesi olarak yazilabildigini ispatlayiniz.

(i) Her bir A; kiimesinde 17 tane eleman bulunsun,

(ii) A; kiimelerinin her birindeki elemanlarimin toplam aym olsun.
Dar acili bir ABC iiggeninde, A agisinin i¢ agiortayr ABC' iiggeninin g¢evrel ¢cemberi ile A; noktasinda
kesismektedir. By ve C7 noktalar1 da benzer gekilde tanimlaniyor. B ve C agilarinin dig agiortaylarinin
AA; dogrusu ile kesisme noktas1 Ag olsun. By ve C noktalar: da benzer sekilde tanmimlansin. Asagidakileri
ispatlayiniz:

(i) ApBoCy liggeninin alanm, AC1 BA;CB; altigeninin alaninin iki katina esittir.

(ii) AoBoCy liggeninin alani, ABC' iiggeninin alaninin en az dort katidir.

. n ve k pozitif tam sayilar olsun. S bir diizlem tizerinde bulunan ve asagidaki iki kosula uyan n tane

noktanin olugturdugu kiime olsun.

(i) S’deki herhangi ii¢ nokta ayni dogru iizerinde degildir,

(ii) S’nin her bir P noktas: i¢in, bu P noktasimma olan uzakliklari ayni olan ve S’de bulunan en az k
tane nokta vardir.

Bu kogullar altinda
1
k < 5 + V 27’L

oldugunu ispatlayiniz.

. ABCD bir konveks dértgen olsun ve |AB|, |AD|, | BC| kenar uzunluklar

|AB| = |AD| + |BC|
kogulunu saglasin. Bu dortgenin iginde asagidaki 6zelliklere uyan bir P noktasi vardir.

(i) P noktasmmn CD kenarina olan uzakhg h kadardir.
(ii) |AP| = h+ |AD| ve |BP| = h + |BC/dir.

Bu takdirde

Y
-
)

-

oldugunu gosteriniz.

. Her n pozitif tam sayisi icin, her biri bir asal sayinin tam kuvveti olmayan, ardisik n tane pozitif tam

saymin var oldugunu ispatlayiniz.

. n bir pozitif tam say1 olmak iizere {1,2,...,2n} kiimesinin bir permiitasyonu (z1,za,...,Ta,) olsun.

Eger bu permiitasyonda en az bir ¢ € {1,2,...,2n — 1} i¢in |z; — z;41| = n kosulu saglaniyorsa,
permiitasyona P ozelligine sahiptir diyelim.

Her n igin, P 0Ozelligine sahip olan permiitasyonlarin sayisinin, P Ozelligine sahip olmayanlardan daha
fazla oldugunu gosteriniz.
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19 IMO - 1990, Amerika Birlesik Devletleri

19.1 Yarisma Problemleri

1. Bir ¢emberin AB ve C'D kirigleri, cemberin igerisindeki E noktasinda kesisiyor. M, EB dogru parcasi
iizerinde bir nokta olsun. D, E, M noktalarindan gecen cembere E de teget olan dogru BC ve AC

dogrularin sirasiyla F' ve G de kesiyor.
AM ;
AB
ise
EG
EF
ifadesinin ¢ cinsinden degerini bulunuz.

2. n > 3 bir tam say1 olmak tizere; F kiimesi, bir ¢cember iizerindeki farkli 2n — 1 noktadan olusan bir
kiime olsun. Bu noktalardan tam olarak k tanesi siyaha boyaniyor.

2" +1
2

n
ifadesinin tam say1 olmasini saglayan tiim n > 1 tam sayilarin1 bulunuz.

19



20 IMO - 1992, Sovyetler Birligi

20.1 Yarisma Problemleri

1. 1 < a < b < colmak lizere, abc — 1 tam sayisiin (a — 1)(b— 1)(c — 1) ile boliinmesini saglayan tiim a,
b, ¢ tam sayilarin1 bulunuz.

2. R ile reel sayilar kiimesini gosterelim. Her reel x,y icin

@+ W) =y+ (f(2)?
bagintisini saglayan tiim f : R — R fonskiyonlarin1 bulunuz.

3. Uzayda herhangi dordii ayni diizlem tistiinde bulunmayan dokuz nokta verilmig olsun. Her bir nokta
Gifti bir kenar (yani bir dogru pargasi) ile birlegtiriliyor ve her kenar ya mavi ya kirmiziya boyaniyor ya
da hi¢ boyanmadan birakiliyor. Asagidaki kogulu saglayan en kii¢iik n sayisim bulunuz:

Kenarlardan tam olarak n tanesi boyandiginda, boyali kenarlarin kiimesi iginde mutlaka ti¢ kenar
da ayni renkte olan bir ticgen bulunur.
4. Diizlemde, C bir ¢ember; L, C' cemberine teget olan bir dogru ve M ise L dogrusu iistiinde bir nokta
olsun. Asagidaki kogulu saglayan tiim P noktalarimin geometrik yerinin bulunuz:
L dogrusu istinde @ ve R gibi 6yle iki nokta vardir ki, M, QR nin orta noktasi ve C' de PQR

iiggeninin i¢ ¢gemberi olur.

5. S, li¢ boyutlu uzayda sonlu sayida noktadan olugan bir kiime olsun. S, S, ve S, ile S deki noktalarin
sirasiyla yz diizlemi, zx diizlemi ve zy diizlemi iistiine dik izdiigiimlerinden olugan kiimeleri gosterelim.

Bu durumda
|S? < [Se - [Syl - |5

oldugunu kamtlayiniz. Burada |A| ile sonlu bir A kiimesindeki eleman sayis1 gosterilmektedir.
(Not: Bir noktanin bir diizlem iistiine dik izdiigtimii, o noktadan diizleme ¢izilen dikmenin ayagidir.)

6. Her n pozitif tam sayisi i¢in S(n) sayisim agagidaki kogulu saglayan en biiyiik tam say1 olarak tanimliyoruz:

Her k < S(n) pozitif tam sayis1 i¢in, n? sayis1 k tane pozitif tam karenin toplami olarak yazilabilir.

(a) Her n > 4 igin S(n) < n? — 14 oldugunu kamtlaymiz.
(b) S(n) = n? — 14 esitligini saglayan bir n tam sayis1 bulunuz.

(c) S(n) = n? — 14 esitligini saglayan sonsuz sayida n tam sayis1 bulundugunu kanitlayiniz.
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21

IMO - 1993, Tirkiye

21.1 Yarisma Problemleri

1. n > 1 bir tam say1 ve f(z) = 2™ + 52"~ ! + 3 olsun. f(z) in, herbirinin derecesi en az 1 olan ve tiim

katsayilar: tam sayilar olan iki polinomun ¢arpimi seklinde yazilamayacagini gosteriniz.

. Daracili bir ABC tiggeni i¢indeki bir D noktasi, ADB = @—i— 90° ve AC'- BD = AD - BC kosullarim

saglamaktadir.

(a) AB-CD

q) =~

AC-BD

(b) ACD ve BCD iiggenlerinin gevrel ¢cemberlerine C' noktasinda gizilen tegetlerin dik olduklarim
kanitlayiniz.

oraninin degerini bulunuz.

. Sonsuz bir satranc tahtas: iizerinde asagidaki oyun oynaniyor. Baslangic durumunda, n? tane tas her

karede bir tag olmak tizere birbirine bitigik karelerden olugsan n x n biiytkligindeki bir blokta bulun-
maktadirlar. Oyundaki bir hamle, dolu bir komsu kare iizerinden yatay veya diisey dogrultuda gegerek
hemen ardindaki bog kareye atlamaktadir. Uzerinden atlanan tag tahtadan kaldirilmaktadir.

Hangi n degerleri i¢in oyunun tahta iizerinde yalnizca bir tag kalacak gekilde sonuglanacagini bulunuz.

. Diizlemde verilen P, @, R gibi ii¢ nokta i¢in, m(PQR), PQR tcgeninin yiiksekliklerinin minimumu

olarak tamimlaniyor. (P, @, R nin dogrusal olmasi durumunda m(PQR) = 0)
A, B, C diizleminde verilmig noktalar olsun. Diizlemdeki herhangi bir X noktas igin

m(ABC) < m(ABX) + m(AXC) + m(XBC)

oldugunu kanitlayiniz.

. N=1{1,2,3,...} olsun. f(1) =2, ve her n € N igin, f (f(n)) = f(n) +nven € Nigin f(n) < f(n+1)

kosullarini saglayan bir f : N — N fonksiyonunun var olup olmadigini belirleyiniz.

. n > 1 bir tam say1 olsun. Bir ¢gember iizerine n tane lamba Lo, L1, ..., L1 yerlestirilmistir. Her lamba

ACIK ya da KAPALIdwr. Sp, S1,...,5;,... islemler dizisi uygulanmaktadir. Islem S; yalnizca L; nin
durumunu (diger tiim lambalarinin durumunu koruyarak) su sekilde etkiler:

Eger L;_1 ACIK ise, Sj, L;'nin durumunu ACIKtan KAPALIya ya da KAPALIdan ACIKa
cevirir. Eger L;_; KAPALI ise, S;, L; nin durumunu degistirmez.

Lambalar n moduna gore goyle siralanmigtir:
L_y=1Lp1,Lo=Lpn,L1=Lypy,vs.
Baslangigta biittin lambalar ACIK durumdadir. Agagidakileri gosteriniz.

(a) Oyle bir pozitif tam say1 M (n) vardir ki, M (n) iglemden sonra tiim lambalar tekrar AGIK duruma
gelmektedir.
(b) Eger n, 2* seklindeyse, tiim lambalar n? — 1 islemden sonra ACIK duruma gelmektedir.

(c) Eger n, 2% 4 1 geklindeyse, tiim lambalar n? —n + 1 islemden sonra ACIK duruma gelmektedir.
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22 IMO - 1994, Hong Kong
22.1 Yarisma Problemleri

1. m ve n pozitif tam sayilar olsun. aj,as,...,am, {1,2,...,n} kiimesinin farkli dyle elemanlar1 olsun
ki, 1 <7 < j < m olmak iizere a; + a; < n oldugu her durumda, a; + a; = ay olacak sekilde bir k
(1 <k < m) bulunsun.

a;+ax+---+anm S n+1
m -2
oldugunu kanitlayiniz.
2. ABC ikizkenar tiggeninde |AB| = |AC]| olsun.

(a) M, BC’nin orta noktasi; O da, AM dogrusu istiinde bulunan ve OB’nin AB’ye dik olmasim
saglayan nokta olsun.

(b) @, BC kenan iistiinde, B ve C’den farklh herhangi bir nokta olsun.

(¢c) E, Q ve F ayn1 dogru iistiinde bulunan farklh noktalar olmak iizere, E’nin AB dogrusu, F’nin de
AC dogrusu iistiinde bulundugunu kabul edelim.

OQ@'nun EF’ye dik olmasinin, |QFE| = |OF| olmasi i¢in gerek ve yeter bir kogul oldugunu kanitlayimiz.

3. Her k pozitif tam sayisi i¢in, {k+ 1,k +2,...,2k} kiimesine ait ve 2 tabanina gore yazihmlarinda tam
olarak ii¢ tane 1’in gectigi elemanlarin sayis1 f(k) olsun.

(a) Her m porzitif tam sayisi i¢in, f(k) = m olacak sekilde en az bir k pozitif tam sayisinin bulundugunu
kanitlayiniz.
(b) f(k) = m esitliginin tam olarak bir k igin saglandig tiim m pozitif tam sayilarin bulunuz.

nd+1

sayisinin bir tam say1 olmasin saglayan tiim (m, n) siral pozitif tam say1 ikililerini bulunuz.
mn —

5. 5, —1’den kesin biiyiik reel sayilarin kiimesi olsun. Asagidaki iki kosulu saglayan tim f : S — S
fonksiyonlarini bulunuz:

(a) S’ye ait her z,y icin, f (z + f(y) + xf(y)) =y + f(x) + yf(z) olup,
o 12

T
6. Asagidaki kogulu saglayan ve pozitif tam sayilardan olugan bir A kiimesinin var oldugunu gésteriniz:

, —1 <2 <0 ve 0 <z araliklarimin her birinde kesin artan bir fonksiyondur.

Tim elemanlar: asal sayilar olan sonsuz her S kiimesi i¢in, m ve n sayilarindan her birinin S’ye ait
k farkl elemanin ¢garpimi olmasini saglayacak bicimde K < 2, m € A ve n € A pozitif tam sayilar
vardir.
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23

IMO - 1997, Arjantin

23.1 Yarisma Problemleri

1.

Koseleri diizlemdeki tam say1 koordinathh noktalar olan birim karelere bakalim. Bu kareler (satrang
tahtasindaki gibi) sirayla siyah ve beyaza boyanmig olsun. Her (m, n) pozitif tam say1 ¢ifti i¢in, kogeleri
tam say1 koordinath noktalar olan ve m ve n uzunlugundaki dik kenarlar1 yukaridaki karelerin kenarlar:
istiinde bulunan bir dik tiggen alalim. S; ile bu tiggendeki siyah bdélgelerin toplam alanini; Sy ile de
ayni iiggendeki beyaz bolgelerin toplam alanini gosterelim.

f(m,n) =1[S1 — Sy
olsun.

(a) Her ikisi de tek veya her ikisi de ¢ift pozitif m ve n tam sayilar1 igin f(m,n) degerini hesaplayiniz.
(b) Her m ve n igin f(m,n) < 3 max{m,n} oldugunu kamtlaymz.

(¢) f(m,n) < C kogulunu m ve n’nin tiim degerleri i¢in saglayan bir C' sabitinin bulunmadigin
gosteriniz.

. A ags1 ABC iiggenindeki agilarin en kiigigiidiir. B ve C' noktalar1 bu tiggenin ¢evrel ¢gemberini iki yaya

aywriyor. U, B ve C arasindaki, A noktasini igermeyen yayin bir i¢ noktasi olsun. [AB] ile [AC]’nin orta
dikmeleri AU dogrusunu sirasiyla V' ve W noktlarinda kesiyor. BV ile CW dogrular1 da T noktasinda
kesisiyor.

|AU| = |TB| + |TC|

oldugunu gosteriniz.

ST, T, T, [T T2ty =1vei=1,2,...,n igin
n+1
|| < 5
kosgullarini saglayan gergel sayilar olsun.
T1,T3,...,T, Nin
n+1
(914 2y2 + - 4 nyn| < =5

kogulu saglanacak bicimde bir y1, s, ..., y, permiistasyonu bulundugunu gésteriniz.
. Elemanlar S = {1,2,...,2n — 1} kiimesine ait bir n x n matrise (n siitun ve n satirdan olugan kare

bigimindeki bir tabloya), eger her ¢ = 1,...,n igin i-inci satir ile i-inci siitun birlikte S’nin tiim eleman-

larim kapsiyorsa, bir gimis matris diyoruz.

(a) n =1997 i¢in hi¢ bir giimiig matrisin bulunmadigini;

(b) n’nin sonsuz sayida degeri icin giimiig matrislerin bulundugunu gosteriniz.

. a>1,b>1 olmak tizere,

a(t?) = po

egitligini saglayan tiim (a,b) tam say1 siral ikililerini bulunuz.

. Her n pozitif tam sayis1 i¢in, n’nin, 2'nin negatif olmayan tam say1 kuvvetlerinin toplami olarak yazilig

bigimlerinin sayisii f(n) ile gosterelim. Toplamda gegen terimlerin yalnizca sirasiin degisik oldugu
yazilig bicimlerinini ayni sayiyoruz. Ornegin 4 sayisi; 4, 2+2, 24141, 14+ 14141 olarak dort sekilde
yazilabileceginden f(4) = 4 olur. Her n > 3 tam sayis1 i¢in

v

2T < f(2") < 2T

oldugunu kanitlayiniz.
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24

IMO - 1998, Tayvan

24.1 Yarisma Problemleri

1.

ABCD konveks dortgeninde AC' ve BD kogegenleri birbirine dik olup, AB ve DC' kenarlar1 paralel
degildir. AB ve DC’nin orta dikmelerinin kesistigi P notkasinin ABC D’nin i¢ bolgesinde yer aldigi bilin-
mektedir. ABC D’nin bir kirigler dértgeni olmasi igin gerek ve yeter kogulun ABP ve C'DP ii¢genlerinin
alanlarimin esit olmas: oldugunu gosteriniz.

. Bir yarigmada, b > 3 bir tek say1 olmak iizere, a yarigmaci ve b hakem bulunmaktadir. Her hakem her

yarismactyl ya “bagarili” ya da “bagarisiz” olarak degerlendiriyor. k asagidaki ozellige sahip bir say1
olsun: Herhangi iki hakemin en ¢ok k yarigmaci hakkindaki degerlendirmeleri cakigmaktadir.

k_b-—1
Z>s -
a~ 2b

oldugunu gosteriniz.

. Her porzitif n tam sayis1 i¢in, d(n) ile n’nin (1 ve n dahil olmak {izere) bélenlerinin sayisim gosterelim.

olmasim saglayacak bicimde bir n sayisinin bulundugu tiim pozitif & tam sayilarimi bulunuz.

. ab® + b+ Tnin a?b + a + b’yi bélmesini saglayan tiim (a, b) pozitif tam say1 ¢iftlerini bulunuz.

I ile, ABC fiiggeninin i¢ teget cemberinin merkezini gosterelim. ABC’nin i¢ ¢emberinin BC, C'A ve
AB kenarlarina teget oldugu noktalar sirasiyla K, L ve M olsun. B’den gegen ve M K’ya paralel olan
dogru, LM ve LK dogrularim sirasiyla R ve S noktalarinda kesiyor. ZRIS’nin bir dar agi oldugunu
gosteriniz.

. N pozitif tam sayilar kiimesini gostersin. N’den N’ye giden ve N’ye ait her s, ¢ i¢in

F(E2f(s) = s (f(t))?

kogulunu saglayan tiim f fonksiyonlarini ele alalim. f(1998)’in alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.
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25 IMO - 1999, Romanya
25.1 Yarisma Problemleri

1. Diizlemde asagidaki sarti saglayan en az ii¢ noktadal tiim .S sonlu kiimelerini belirleyiniz:
S deki herhangi iki farkli A ve B noktasi i¢in, AB dogru pargasinin orta dikmesi, S nin bir simetri
eksenidir.

2. n > 2 sabit bir tam say1 olsun.

(a) Asagidaki esitsizligi, her 1, x,...,2, > 0 gergel sayilarim icin saglayan en kiiciikk C' sabitini

bulunuz. .

Z vz (zd + xf) <C Z Z;

1<i<j<n 1<i<n
(b) Bu C sabiti i¢in, esitligin hangi durumda saglandigini belirleyiniz

3. n sabit bir pozitif cift say1 olmak iizere; n x n kareli bir tahta ele alalim. Tahta n? birim kareden
oluguyor. Ortak kenara sahip karelere komsu kareler diyoruz.
Tahtanin N tane birim karesini, tahtadaki her kare (igaretli ya da degil) en az bir isaretlenmis komsu
kareye sahip olacak sekilde igaretliyoruz.
N nin alabilecegi en kiigiik degeri belirleyiniz.

4. Asagidaki kogullar: saglayan tiim (n,p) pozitif tam say1 ¢iftlerini belirleyiniz:

p asal,
n < 2p,
(p — 1)™ + 1 say1s1 n?~! ile béliiniiyor.

5. G1 ve Gy gemberleri, G ¢cemberine sirasiyla, farkli M ve N noktalarinda igten tegettir. G, G2 nin mer-
kezinden gegmektedir. G; ve G nin kesistigi noktalardan gegen dogru G yi A ve B de kesmektedir. M A
ve M B dogrulari, G ile sirasiyla C' ve D de kesigmektedir. C'D nin G4 ye teget oldugunu kanitlayiniz.

6. Tim z,y gercel sayilar i¢in

fla—=f)=Ff@y)+zf(y) + flz) -1

kogulunu saglayan tiim f : R — R fonksiyonlarini belirleyiniz.
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26

IMO - 2000, Guney Kore

26.1 Yarisma Problemleri

1.

T'y ve I's cemberleri M ve N de kesisiyor. ¢, I'y ve I's nin M ye yakin olan ortak tegeti olsun. ¢, I';
e A da, I'; ye de B de degmektedir. M de gecen ve ¢ ye paralel olan dogru I'; gemberini C' de, 'y
cemberini de D de kesmektedir. C'A dogrusu ile DB dogrusu E de, AN dogrusu ile C'D dogrusu P de,
BN dogrusu ile CD dogrusu ) da kesisgtigine goére, EP = E(Q oldugunu gdsteriniz..

. abc = 1 olacak gekilde alinan a, b, ¢ pozitif gergel sayilar: icin

I [CE R

oldugunu gosteriniz.

. n > 2 pozitif tam say1 olmak lizere, baglangicta n adet pire, yatay bir dogru boyunca, hepsi birlikte

ayni noktada olmayacak gekilde yer almaktadir.
A pozitif gergel sayisi i¢in, bir adim su sekilde tanimlaniyor:

A, B nin solunda olacak gekilde alinan A ve B noktalarindaki herhangi iki pire i¢in, A daki pire;
dogru tizerinde B nin saginda ve BC'/AB = X sartin saglayan C noktasima atliyor.

Dogru iizerindeki herhangi bir M noktas: i¢in, baglangictaki n pirenin dizilisi ne olursa olsun, tim
pireleri M nin sagina tagimay1 miimkiin kilan tiim A\ degerlerini belirleyiniz.

Bir sihirbaz 1 den 100 kadar numaralnmis ytiz karti, biri kirmizi, digeri beyaz, 6teki mavi ti¢ kutuya
her kutuda en az bir kart olacak sekilde yerlestiriyor.

izleyicilerden biri bu kutulardan ikisi sectikten sonra, her iki kutudan da bir kart cekerek, bu kartlarin
iizerinde yazan sayilarin toplamini soyliiyor. Bu toplama goére, sihirbaz i¢inden kart alinmayan kutuyu
belirleyebiliyor.

Tim kartlar bu kutulara, yukarida anlatilan numara her zaman igleyecek sekilde kag farkli bicimde
dagitilabilir? (Kartlardan en az biri farkh bir kutuya konmusgsa, bu iki yol farkh sayilacak.)

n, tam olarak 2000 asal say1 tarafindan boéliinecek ve
2™ 4+ 1 sayist n ile boliinecek gekilde

bir n pozitif tam sayisinin bulunup bulunmadigini belirleyiniz.

. AH,, BH5, CHj3 dogru parcalar1 ABC tiggenin yiikseklikleri olsun. ABC' tlicgeninin igteget cemberi BC',

CA, AB kenarlarina sirasiyla T, To, T3 noktalarinda dokunsun. ¢y, f5, ¢3 dogrular sirasiyla Hs Hs,
HsHy, Hi Hy dogrulariin sirasiyla 1573, T5T7, T1T5 dogrularina gore simetrigi olsun.
£y, o, 03 1in koseleri ABC tiggeninin icteget cemberi iizerinde olan bir iiggen belirttigini kanitlayiniz.
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27

IMO - 2001, Amerika Birlesik Devletleri

27.1 Yarisma Problemleri

1.

Dar acili ABC {i¢geninin ¢evrel gemberinin merkezi O olsun. BC' iizerindeki P, A dan gegen yiiksekligin
ayagi olsun.

/BCA > ZABC + 30° oldugunu kabul edelim.

LCAB + ZCOP < 90° oldugunu kanitlayimiz.

. Her pozitif gercel a, b, ¢ sayilar: igin

a b c
+ + >1
Va2 +8bc Vb2 +8ca V2 +8ab

oldugunu kanitlayiniz.

. Yirmi bir kiz ile yirmi bir erkek bir matematik yarigmasina katiliyor.

e Her yarigmaci en fazla alti soru ¢ozmiistiir.

e Her kiz ve erkek igin, ikisinin de ¢6zdiigii bir soru vardir.

Buna gore, en az ii¢ kiz ve en az ii¢ erkek tarafindan ¢oziilen bir sorunun bulundugunu kanitlayiniz.

. n, 1 den biiylik tek bir tam say1 olsun. kq,ko,...,k, tam sayilar1 verilsin. 1,2,... n sayilarinin her

a = (ay,as,...,a,) permiitasyonu i¢gin
n
S(a) = Z kiai
i=1

seklinde tanimlaniyor. n!, S(b) — S(c) yi bolecek sekilde b ve ¢ permiitasyonlarimin (b # ¢) oldugunu
kanitlayiniz.

ABC iiggeninde, BC' iizerine P noktasi, C'A {izerinde @) noktasi, AP dogrusu /BAC nin agiortayi,
BQ dogrusu da ZABC nin agiortay: olacak sekilde alimyor. ZBAC = 60° ve AB + BP = AQ + QB
oldugunu biliniyor. Buna gére, ABC ii¢geninin agilarinin alabilecegi degerleri bulunuz?

. a,b,c,d tam sayilari a > b > ¢ > d > 0 esitsizligini saglasin.

ac+bd=(b+d+a—c)(b+d—a+c)

ise, ab + cd nin asal olmadigini kanitlayiniz.
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28 IMO - 2006, Slovenya

28.1 Yarisma Problemleri

1. igteget gemberinin merkezi I olan bir ABC ii¢geninin i¢inde,
m(PBA) +m(PCA) = m(PBC) + m(PCB)

olacak gekilde bir P noktas: segiliyor. |AP| > |AI| oldugunu ve esitligin ancak ve ancak P = I olmasi
halinde saglanacagini gosteriniz.

2. Bir P dizgiin 2006-geni veriliyor. P nin bir kosegenine, uglar1 P nin ¢evresini, her birisi P nin tek
sayida kenarindan olusan iki parcaya ayirmasi halinde, gtuizel adi veriliyor. P nin her kenar1 da gtizel
kabul ediliyor.

P, herhangi ikisi ¢cokgen iginde kesigmeyen 2003 kosegeni tarafindan tiggensel bolgelere ayrildiginda, iki
kenar1 giizel olan en fazla kag ikizkenar tiggen olusgabilecegini bulunuz.

3. Tim a, b, ¢ reel sayilari icin
lab(a® — b%) + be(b® — ) + ca(c® — a®)| < M(a® + b* + ¢*)°
esitsizligini gecgerli kilan en kiiglik M reel sayisin1 bulunuz.
4. 1+ 2% 4 2%2+1 = 2 egitligini saglayan tiim (z,y) tam say1 ikililerini belirleyiniz.

5. Katsayilar1 tam say1 ve derecesi n > 1 olan bir P(x) polinomu ile bir ¥ > 0 tam says1 veriliyor.
Q(z) = P(P(...P(P(z))...)), P nin k kez kullanilmasiyla tamimlanan polinom olmak iizere, Q(t) =t
esitligini saglayan ¢ tam sayilarinin sayisinin en fazla n olacagini ispatlayiniz.

6. Digbiikey bir P cokgeninin her b kenarina, cokgenin digina tagmayan ve kenarlarindan birisi b olan
tiggenlerin sahip olabilecegi en biiyiik alan degeri karsi tutuluyor. P nin tiim kenarlarina kars: tutulan
degerler toplaminin, P nin alanimin iki katindan kii¢lik olamayacagini gosteriniz.
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29 1IMO - 2007, Vietnam

29.1 Yarisma Problemleri
1. ai,aq,...,a, gergel sayilar: verilmis olsun. Her ¢ (1 < i < n) igin,
d; =max{a; : 1 <j<i}—min{aj:i<j<n}

olarak tamimlayalim ve
d=max{d;:1<i<n}

olsun.

(a) Tim 1 < x9 < --+ <z, gergel sayilar igin,

|

max{|z; —a;| : 1 <i<n}>

(*)
oldugunu kanitlayiniz.
(b) (%) da esitligin gergeklesmesini saglayan x1 < x5 < ...z, gergel sayilarmin bulundugunu gosteriniz.

2. A, B, C, D ve E den olugan beg nokta, ABCD bir paralelkenar ve BC'E.D konveks bir kirigler dértgeni
olacak bi¢imde verilmis olsun. A dan gegen bir ¢ dogrusu, [DC| dogru parcasimi bir F' i¢ noktasinda

ve BC' dogrusunu da bir G noktasinda kessin. |EF| = |EG| = |EC| oldugunu varsayalim. ¢ nin, DAB
agisinin ag1 ortay1 oldugunu kanitlayiniz.

3. Bir matematik yarigmasina katilan yarigmacilardan bazilari arkadastir. Arkadashk her zaman kargihikhdir.
Bir yarigmaci grubundaki her yarigmac: ¢ifti arkadagsa, bu gruba bir klik diyelim. (Ozellikle, ikiden az
yarigmacidan olugan her grup bir kliktir.) Bir kligin eleman sayisina bu kligin biyikligi diyelim.

Bu yarigmadaki kliklerin biiytikliiklerinin aldig1 en biiyiik deger bir ¢ift say1 olsun. Tiim yarigmacilarin,
bir odadaki kliklerin biiyiikliiklerinin en biiyiik degeri, diger odadaki kliklerin biiytikliiklerinin en biiyiik
degerine esit olacak bigimde iki odaya yerlestirilebilecegini kanitlayiniz.

4. Bir ABC figgeninde, BCA agisimin agl ortayi, iiggenin gevrel ¢emberini ikinci kez R de, [BC] nin orta
dikmesini P de ve [AC] nin orta dikmesini de @ da kesiyor. [BC] nin orta noktasi K ve [AC] nin orta
noktasi L olsun. RPK ve RQL ii¢ggenlerinin alanlarinin esit oldugunu kanitlayiniz.

5. a ve b pozitif tam sayilar olsun. 4ab — 1, (4a? — 1) yi boliiyorsa, a = b oldugunu kanitlaymiz.
6. n pozitif bir tam say1 olsun. Ug boyutlu uzayda (n + 1)2 — 1 noktadan olusan
S={(z,y,2) : 7,y,2€{0,1,... ,n},z+y+2 >0}

kiimesi veriliyor. Birlegimleri S kiimesini kapsayan, ama (0, 0, 0) noktasini icermeyen diizlemlerin sayisinin
alabilecegi en kiiciik degeri belirleyiniz.
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30

IMO - 2008, ispanya

30.1 Yarigsma Problemleri

1.

Daragili ABC {iggeninin ortasantr (yiiksekliklerinin kesigim noktasi) H olsun. Merkezi BC' nin orta nok-
tasi olup H den gegen ¢cember BC' dogrusunu A; ve Ay noktalarinda kesiyor. Benzer sekilde, merkezi C' A
nin orta noktasi olup H den gecen cember C' A dogrusunu B; ve By noktalarinda ve merkezi AB nin orta
noktasi olup H den gecen cember AB dogrusunu C; ve Cs noktalarinda kesiyor. Ay, Ay, By, Bs, Cq, Co
noktalarimin ayni gember iizerinde bulunduklarini gosteriniz.

(a) Herbiri 1 den farkli olan ve zyz = 1 kosulunu saglayan tiim z,y, z gercel sayilar igin

2 2 2
X z
Y >1

@-12 -1 -1Z-

oldugunu kanitlayiniz.

(b) Herbiri 1 den farkh olan ve xyz = 1 kogulunu saglayan sonsuz tane z,y, z rasyonel say1 ticliisii igin
yukaridaki egitsizligin egitlige doniigtiigiinii gbsteriniz.

. Sonsuz tane n dogal say1si icin n?+1 sayisinin 2n++/2n den biiyiik asal béleninin oldugunu kanitlayiniz.

wx = yz olmak lizere, tiim w, x, y, z pozitif gercel sayilar i¢in
(J(w)* + (f(@)? _ w? +a?
fW?) + f(2?) Y2+ 22

kogulunu saglayan tiim f : (0,00) — (0,00) (diger deyisle f, pozitif gergel sayilar lizerinde tanimli ve
porzitif degerler alan bir fonksiyondur) fonksiyonlarim bulunuz.

. n ve k pozitif tam say1 olmak tizere, k > n ve k —n ¢ift sayidir. 1,2, ..., 2n sayilariyla numaralandirilmig

2n tane lambanin herbiri a¢ik veya kapali durumda olabiliyor. Baglangigta lambalarin hepsi kapali du-
rumdadir. Her hamlesinde bir lamba segilerek, se¢ilen lambanin durumunu degistiren (agiktan kapaliya
veya kapalidan agiga) hamleler dizileri tanimlayalim.

Sonucunda 1 den n ye kadar olan lambalar1 acik ve n+ 1 den 2n ye kadar olan lambalar1 kapali duruma
getiren ve k£ hamle iceren tiim hamleler dizilerinin sayisi N olsun.

Sonucunda yine 1 den n ye kadar olan lambalari agik ve n + 1 den 2n ye kadar olan lambalar1 kapal
duruma getiren ve k hamle iceren, fakat n + 1 den 2n ye kadar olan lambalarla hi¢ hamle yapmayan
tiim hamleler dizilerinin sayis1 M olsun.

N/M oranmin degerini bulunuz.

. |BA| # |BC| olmak iizere, ABCD bir konveks dortgen olsun. ABC ve ADC ii¢genlerinin igteget

gemberleri sirasiyla w; ve wsy olsun. BA igininina A dan sonraki bir noktada ve BC 1gimminina C' den
sonraki bir noktada teget olan ve ayni zamanda AD ve C'D dogrularina da teget olan bir w ¢emberinin
oldugunu varsayalim. w; ve ws cemberlerinin ortak dig tegetlerinin w c¢emberi iizerinde kesigtigini
kanitlayiniz.
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31

IMO - 2009, Almanya

31.1 Yarisma Problemleri

1. n pozitif bir tam say1; ay,...,ax (k > 2) de, {1,...,n} kiimesine ait olan ve, her ¢ = 1,...,k — 1 igin,

n sayisin a;(a;+1 — 1) sayisim bolmedigini kanitlayiniz.

. O, ABC figgeninin ¢evrel ¢cemberinin merkezi; P ve @ da, sirasiyla, [C A] ve [AB] kenarlan {istiinde,

kogelerden farkli iki nokta olsun. K, L ve M sirasiyla, [BP], [CQ] ve [PQ] dogru parcalarinmm orta
noktalar1 olmak tizere; K, L ve M swrasiyla, [BP], [CQ] ve [PQ] dogru pargalarmin orta noktalar
olmak tizere; K, L ve M den gegen gcembere I' diyelim. PQ dogrusu I' gemberine teget ise, |OP| = |0Q)|
oldugunu kanitlayiniz.

. Pozitif tam sayilardan olusan ve kesin artan sq, s, 83, ... dizisinin

Ss158599Ss35 -+ V€ Sg141,58s5+4+15Ss3+15- -+

altdizilerinin her ikisi de birer artimetik dizi ise, s1, s9, S3, ... dizisinin kendisinin de bir aritmetik dizi
oldugunu kanitlayiniz.

|AB| = |AC| olan bir ABC ii¢geninde CAB ve ABC agillarinin aglortaylar: [BC| ve [C'A] kenarlarim
sirasiyla, D ve E noktalarinda kesiyor. K, ADC tig¢geninin icteget cemberinin merkezi olmak iizere;

m(B/-E?( ) = 45° ise, m(@) nin alabilecegi tiim degerleri bulunuz.

. Pozitif tamsayilar kiimesinden pozitif tamsayilar kiimesine taniml olan ve tiim a ve b pozitif tamsayilar

i¢in, yoz olmayan ve kenar uzunluklari

a, f(b) ve f (b+ f(a) —1)

olan bir {iggenin bulunmasini saglayan biitiin f fonksiyonlarim belirleyiniz.
(Yoz {iggen, koseleri dogrudag olan {iggendir.)

. a1,0as9,...,a, birbirinden farkli pozitif tamsayilar; M de, n — 1 tane pozitif tam sayidan olusan ve

s = a1+ as + -+ + a, saywsi icermeyen bir kiime olsun. Bir ¢ekirge, gercel say1 dogrusu istiinde 0
noktasindan baslayarak saga dogru, uzunluklar1 kendi segtigi bir sirada aq,as,...,a, olan n sigrayis
yapacaktir. Cekirgenin si¢rayiglarimin uzunluklarimin sirasini, hicbir sicrayigta M ye ait bir noktaya
diismeyecek bigimde segebilecegini kanitlayiniz.
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32

IMO - 2010, Kazakistan

32.1 Yarisma Problemleri

1.

Her z,y € R icin,
f(lzly) = f(@) Lf ()]

esitligini saglayan tiim f : R — R fonksiyonlar1 belirleyiniz. (Burada |z] ile, z yi agmayan en biiyiik
tam sayiy1 gosteriyoruz.)

. Bir ABC fi¢geninin igteget gemberinin merkezi I ve ¢evrel cemberi I' dir. AT dogrusu I" y1 ikinci kez D

de kesiyor.
m(BAF) = m(CAE) < %m(@)

kogullarimi saglayacak bicimde, BDC' yay1 iistiinde E ve [BC| kenan iistiinde F noktasi aliniyor.
[IF] dogru pargasinin orta noktasi G olsun. DG ve EI dogrularinin T' ya ait bir noktada kesigtigini
kanitlayiniz.

. Z7 ile pozitif tam sayilar kiimesini gosterelim. Her m,n € Z* icin,

(g(m) +n) (m + g(n))

sayisinin tam kare olmasini saglayan tiim g : Z+ — Z* fonskiyonlarini belirleyiniz.

. P, ABC figgeninin iginde yer alan bir nokta olsun. AP, BP ve C'P dogrulari, ABC {i¢geninin ¢evrel

gemberi I' y1 ikinci kez sirasiyla, K, L ve M noktalarinda kesiyor. I" ya C' noktasinda teget olan dogru
da, AB dogrusunu S noktasinda kesiyor. |SC| = |SP]| ise, |M K| = |[M L| oldugunu kanitlaymiz.

. B1, By, Bs, By, Bs, Bg ile gosterilen alt1 kutunun her birinde baglangicta birer madeni para bulunuyor.

Iki tip igleme izin veriliyor:

Tip 1: 1 < j < 5 olacak bigimde, bos olmayan bir B; kutusu se¢iyoruz. B; den bir madeni para
cikartyoruz ve Bji e iki madeni para koyuyoruz.

Tip 2: 1 < k < 4 olacak bigimde, bog olmayan bir By ile Bgio kutularinin igeriklerini birbiriyle
degigtiriyoruz.

Sonucunda, Bi, Bs, Bs, By, B kutularinin bosg olmasim ve Bg kutusunda da tam olarak 20102010%°

madeni para olmasin saglayan sonlu bir iglemler dizisi bulunup bulunmadigin belirleyiniz. (Burada
b = q®) dir.)
a a ir.

. a1,a2,a3, ... bir pozitif gercel sayilar dizisi olsun. Her n > s i¢in,

anp =max{ar +an_t |1 <k<n-1}

olmasini saglayan bir s pozitif tam sayis1 bulundugunu varsayalim. £ < s ve her n > N icin a,, = ag+an,_¢
olacak bicimde bir £ ve N pozitif tam sayilarimin bulundugunu kanitlayiniz.
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33 IMO - 2011, Hollanda

33.1 Yarisma Problemleri

1. Dért farkh pozitif tam sayidan olugan bir A = {ay, as, a3, as} kiimesi i¢in, a; 4+ as + a3 + a4 toplamim
s4 ile gosteriyoruz. 1 < i < j < 4 olmak tizere, a; + a; nin sy y1 boldigi (4, j) ikililerinin sayisim da
n4 ile gosterelim. Dort farkh pozitif tam sayidan olugan ve n 4 nin alabilecegi en biiyiik degeri almasini
saglayan tiim A kiimelerini bulunuz.

2. § diizlemde en az iki noktadan olusan sonlu bir kiime olsun. § nin herhangi ti¢ noktasinin dogrudas
olmadigini varsayalim. Bir yeldegirmeni, S ye ait tek bir P noktasindan gegen bir £ dogrusu ile basglayan
bir siiregtir. Bu dogru, dénme merkezi P olmak iizere, S nin bagka bir noktasindan daha gectigi ilk ana
kadar saat yoniinde doniiyor. Bu ikinci noktaya @ dersek, bundan sonra dogru, yeni donme merkezi
Q@ olmak iizere, tekrar S nin bagka bir noktasindan daha gectigi ilk ana kadar saat yoniinde dénmeyi
stirdiiriiyor. Bu siire¢ sonsuza kadar devam ediyor.

Olusan yeldegirmeninin S nin her noktasini sonsuz kez donme merkezi olarak kullanmasini saglayacak
bigimde, S ye ait bir P noktasi ve P den gegen bir ¢ dogrusu secebilecegimizi gosteriniz.

3. Gergel sayilar kiimesinden kendisine taniml bir f : R — R fonksiyonu, tiim x,y gercel sayilar: igin,

fle+y) <yf(a)+f(f(z))
kogulunu saghyor. Her 2 < 0 i¢in, f(z) = 0 oldugunu kanmitlayimz.

4. n > 0 bir tam say1 olsun. Iki kefeli bir terazimiz ve agirhiklar: 20,21, ..., 2771 olan n tane agirligimiz var.
Bu agirliklart n hamlede birer birer ve higbir agamada sag kefe sol kefeden daha agir olmayacak bicimde
teraziye yerlestirmemiz gerekiyor. Ttm agirliklar teraziye konulana kadar her hamlede, teraziye heniiz
konulmamig agirliklarda birini segerek bunu sol veya sag kefeye yerlestiriyoruz. Bu hamleler dizisini kag
farkl bicimde yapabilecegimizi belirleyiniz.

5. Z tam sayilar kiimesini ve Z* pozitif tam sayilar kiimesini gostermek {izere; f : Z — Z* bir fonksiyon
olsun. Tim m,n tam sayilari igin, f(m) — f(n) farkinin f(m — n) ile bolindiigini varsayahm. f(m) <
f(n) kosulunu saglayan tiim m,n tam sayilar igin, f(n) sayisimn f(m) ile boliindiigiini kanitlayiniz.

6. ABC, cevrel cemberi I' olan dar agili bir tiggen olsun. ¢, I" ya teget olan bir dogru ve ¢ nin BC, CA
ve AB dogrularina gore yansitilmasiyla elde edilen dogrular da sirasiyla, ¢, ¢, ve £, olsun. £, £, ve £,
dogrularinin belirledigi tiggenin gevrel cemberinin I' gemberine teget oldugunu gosteriniz.
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34

IMO - 2012, Arjantin

34.1 Yarisma Problemleri

1.

Bir ABC ii¢geninde A kogesinin karsisindaki digteget cemberin merkezi J noktasi olsun. Bu disteget
cember BC' kenarina M, AB ve AC dogrularina ise sirasiyla K ve L noktalarinda tegettir. LM ve
BJ dogrular1 F' noktasinda, KM ve CJ dogrular ise G noktasinda kesigiyor. AF' ve BC' dogrularinin
kesigim noktasi S, AG ve BC' dogrularinin kesigim noktasi ise 7' olsun. M’ nin [ST] dogru parcasimin
orta noktasi oldugunu kanitlayiniz.

(ABC iiggeninin A kosesinin kargisindaki disteget ¢ember; BC' kenarina, B'nin 6tesinde [AB 1giina ve
C’nin 6tesinde [AC 151mina teget olan ¢emberdir.)

. n > 3 bir tam say1 ve ao,as, ..., a, pozitif gergel sayilar olmak tizere, asas...a, = 1 olsun.

(1+a2)*(1+a3)...(1+a,)" >n"
oldugunu gosteriniz.

Yalancinan sayisine tahmin etme oyunu, A ve B oyunculari arasinda oynanan bir oyundur. Oyun, her
iki oyuncuya da 6nceden bildirilen k ve n pozitif tam sayilarina gére oynaniyor.

Oyunun baginda A oyuncusu 1 < x < N olacak sekilde z ve N tam sayilarini seger ve N sayisinin
ne oldugunu B oyuncusuna diirlistge soyler, fakat x sayisimi gizli tutar. Daha sonra B oyuncusu A
oyuncusuna sorular sorarak x sayisi hakkinda bilgi edinmeye calisir. Her defasinda B oyuncusu pozitif
tam sayilardan olugan bir S kiimesi belirler (bu kiime daha 6nceki bir soruda gegen kiime de olabilir)
ve A oyuncusuna "z sayist S kiimesinin elemani midir?” diye sorar. B oyuncusu istedigi kadar soru
sorabilir. A oyuncusu istedigi kadar yalan soyleyebilir, fakat herhangi ardigik & + 1 cevabindan en az
biri dogru olmak zorundadir.

B oyuncusu istedigi kadar soru sorduktan sonra en fazla n pozitif tam sayidan olusan bir X kiimesi
belirlemelidir. Eger = sayis1 X kiimesinin elemani ise B oyunu kazanir, aksi durumda kaybeder.

(a) n > 2F ise, B oyuncusunun oyunu kazanmay1 garantileyebilecegini kanitlayimiz.

(b) Yeterince, biiyiik her k tam sayisi igin, B oyuncusunun oyunu kazanmayi garantilemesinin miimkiin
olmadig1 bir n > 1,99 tam sayisinin bulundugunu kamtlayimiz.

. a+ b+ c =0 olmak {izere, tiim a, b, c tam sayilar1 i¢in

F(a)® + f(b)* + f(c)* = 2f(a) f(b) + 2f (b) f(c) + 2f(c) f(a)

esitligini saglayan biitlin f : Z — Z fonksiyonlarim bulunuz.
(Burada Z tam sayilar kiimesidir.)

. Bir ABC {iggeninde ZBCA = 90° ve C kogesinden indirilen yiiksekligin ayag D olsun. [C'D] dogru

pargast lizerinde C' ve D noktalarindan farkli bir X noktas1 alimiyor. [AX] dogru pargasi iizerinde
|BK| = |BC| olacak sekilde bir K noktasi ve benzer sekilde [BX] dogru pargas lizerinde |AL| = |AC|
olacak sekilde bir L noktasi segiliyor. AL ve BK dogrularinin kesigim noktast M olsun. |M K| = |M L]
oldugunu gosteriniz.

. Hangi n pozitif tam sayilar igin,

! + ! +oF L1 + 2 + ot .
Qa1 9az 2an ~ 3a1 | 3az 3an

=1

esitliklerini saglayan aq,as, ..., a, negatif olmayan tam sayilarinin bulundugunu belirleyiniz.
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