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32. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 fl“aklm Se¢me Sinavi - 1991  Commented [A1]: Matematik Dnyasindan alind.

[ Commented [A2]: Tarih bilinmiyor. 3 soru 3 saat. iki oturum.

1. Bir ABC tig¢geninin AB,AC ve BC kenarlar iizerinde sirasi ile C’, B’ ve A’ noktalari

isaretleniyor.

AB' _ BC' _ CA _

B'C C'A AB
oldugu bilindigine gore, AA’, BB’ ve CC' dogrularimn siurladigi tiggenin alanimn, ABC
tiggeni alanina oranimin

(k—1)?
k2+k+1

oldugunu gosteriniz.

2. a?+b*+c?+d? = a’bh*c*d? denklemini saglayacak sekilde a,b,c,d pozitif tam
sayilarinin bulunamayacagim gosterin.

3. a; katsayilan {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} kiimesinden olmak tizere |x| < 1 igin tamiml f(x) =
2, a;xt fonksiyonu igin f (1—10) bir rasyonel sayidir. Tamsayi katsayili uygun p(x) ve
q(x) polinomlari ile fonksiyonun (|x| < 1 igin)

p(x)
() ==—=
RETe

seklinde yazilabilecegini kanitlayimz.

4. Bir havuzun ortasinda yanyana siralanmis N-tane tasin tizerinde bir kurbaga si¢riyor.
Kurbaga bulundugu tastan p olasilikla soldaki, 1 — p olasilikla ise sagdaki tasa sigriyor.
En soldaki tastan sola, ya da en sagdaki tastan saga sicrayan kurbaga suya diisiiyor.
Sol bastan k-1nc1 tasta bulunan kurbaganin ilk olarak sag ugtan suya diisme olasiligin
py ile gosterirsek; p < éigin p1 > % oldugunu kanitlayiniz.

5. p yolcu, n vagondan olusan bir trene iginde yolculuk edecekleri vagonu rastgele
secerek binerler. Her vagonda en az bir yolcu bulunmasi olasiligini hesap ediniz.

6. Koseleri 0,4,B,C olabir bir dortyiizliniin (liggen piramidin) kenarlarimin orta
noktalarimi kose kabul eden (digbiikey) cismin hacmi V' ve biitiin kenarlarmin
uzunluklar toplami U ise

(U = |0A| = |BCY(U — |0B| = |AC)(U — |oC| — |AB])
V< 273

olacagin gosteriniz.



32. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 1991 — Coziimler

1. AA'NnCC' ={K},AA'nCB’ = {L} ve BB'n CC’ = {M} olsun. CL N AB = {C""} olsun.

Ceva teoremine gore ?,C—,B = % . % =k2.
[cAL] _ ;o [ALB] _ N .. 2 .
icts) = ¥ {gegy = K olduguna gore [ABC] = (k* + k + 1) - [BCL] olur.

Benzer sekilde [ABC]= (k?+k+1)-[AKC] ve [ABC]= (k? +k+1)-[BAL] elde
edilir. Bu durumda [BCM] = [BAL] = [AKC] olur. Bu durumda [KLM] = [ABC] —
[BAL] — [CAK] — [CMB] = [ABC] — 3k[BCL] = [BCLI(k? — 2k + 1).

[KLM] _ [BCL)(K?-2k+1) _ (k-1)?

[ABC] [BCL](k2+k+1) k2+k+1"

Not: Bu sorunun genel hali Routh Teoremi olarak gegiyor.
AB' X Bc' _ cA
e Xca= Vs

=z ise AA',BB' ve CC’ dogrularinin siurladif tiggenin alanimn,

(xyz—1)? ir
(xy+y+1)(yz+z+1)(zx+x+1) :

ABC tiggeni alanina orani

2. Sayilarin hepsi cift olmali. Sayilarin hepsi tek ise; sol taraf cift, sag taraf tek olur.
Sayilardan en az bir tanesi ¢ift oldugunda, mod 4 sag taraf 0 olacak. Sol tarafin mod 4
te alabilecegi degerler {1,2,3} kiimesinden olabilir. Bu durumda sayilarin hepsi cifttir.
a,b,c,d > 0 oldugu icin a, b, c,d > 1 dir. Pozitif ¢ift sayilarda ﬁ <25x=>y<xy-

X = x +y < xy bagintis1 vardir.

a?+b* <a’b? ve c?+d?<c?d:i=a’+b?+c?+d* <a’bh®+cid? < a?bcid?.
Buna goére a®+ b? + %+ d?* = a®b*c?d* denkliginin pozitif tamsayilarda ¢oziimii
yoktur.

3. f (1—10) = 0.a,a,a3a, ... rasyonel olduguna gore (a;) dizisi bir yerden sonra periyodik.
N-inci terimden sonra k terimlik periyodik oldugunu varsayalim. Her n > N igin
QAp4n = Qp Olacaktir. Ornegin 0.12345674567456 ... = 0.1234567 sayisl icin her n >
N =3 i¢in a4+, = a, olacaktir. g(x) ile tekrarlamayan kismi h(x) ile de tekrarlayan
kismi gosterelim.
fx) =g +h(x), gix) =ax* + - +ayx" ve
h(x) = anp1 XV + ayxV 2 4 o4 ay XV 4 ayx VPR 4 olacakdr.
Yeniden diizenledigimizde R(x) = aygq (xN+E 4 xNHRHL 4 V42K 4 )
aN+2(xN+2 4 NHE+2 o N+2k+2 4 ) +ot aN+k(xN+k + xN+2k 4 N+3k 4 ) elde
ederiz. (xN i 4 g+l g g N42k+E 4 ) (1 — xF) = xN*+ olacag icin
R(x) - (1= x*) = ayp1 6V + ayyxV+2 + - ay 4 xV ¥ sonlu katsayili bir polinom elde
edilir.

FO(1—x¥)=g(x)(1—x*)+ ()1 —x*) esitliginde her tarafi (1—x*) ile
bolelim. £ (x) = 222 1RO _ 20

p() = g()(1— x*) + h(x)(1 — x*) ve q(x) =1 —x* seklinde tam katsayili sonlu

terimli iki polinom bulunabilir.

esitliginden

4. Kurbagamn ilk olarak sag ugtan suya diisme olasihig1 py, p olasilikla sola atlayacag:
igin, p - px—1; (1 — p) olasilikla saga atlayacag: i¢in (1 — p) - py44 ifadelerinin toplamina
esittir. py = ppg-1 + (1 — p)pi+1 elde edilir. Sorunun dogas: geregi p, = 0,


http://en.wikipedia.org/wiki/Routh's_theorem

Pn+1=Pn+z=--=1 dir. (1 —p)pgs1 —Pr +PPk-1 =0 dogrusal indirgemeli

dizisinde r; =1 ve 1, = pp gikacaktir. py = (&) ¢1 + ¢, dizisindeki sabit terimleri

1—

... P k P k
bulmaya calisalim. py = 0 oldugu igin p;, = (E) G1—C =0 ((E) - 1) Pye1 =1

ldugu icin ¢; = 27 dlde edili
oldugu 1¢in ¢4 —We e edilir.
__a-p¥  (p*-a-pH) __ (-pN r2p-1
Pk = pN+1_(1-p)N+1  (1-p)k =p1= pN+1_(1-p)N+1 ( l—p)

1 1 1 1 1 1
S>p=—awm 2= ——aall - >7N+1<2__1>
) )
>;N+1-%>%elde edilir.

()
Her yolcu i¢in n segenek oldugu icin toplamda n? segenek vardir.

50:0,1,2,..n — 1 adet vagonun bos kaldig1 durumlar.

$;:1,2,..n — 1 adet vagonun bos kaldig1 durumlar.

Sk:k,k +1,..n— 1 adet vagonun bos kaldig1 durumlar.

Sp-1:n — 1 adet vagonun bos kaldig1 durumlar.

Icerme-Disarma prensibine gore S =S,—S; +5; — -+ (-1)"1S,_; kiimesi bos
vagonun kalmadigr durumlan verir. Dagiim yapilacak vagonlar (Z) sekilde
secilebilir. Bu a vagona p kisi a? sekilde dagitilabilir. Bu durumda S, = (n ﬁ k) (n—
k)P olacaktir. Aradifimiz deger S = Y (-1 (n E k) (n—k)?. Bu durumda her

S o(—DK(, 1 ) (n-k)P
np
ifade saymada bilinen bir saymun O6zel bir hali. Stirling sayisi, S(p,n) =

vagonda en az bir yolcu bulunmasi olasiligt dir. Aslinda yukaridaki

% n_o(—1DF (n z k) (n — k)P seklinde tammlanan bir say1. Bu durumda soruda bahsi

S(pn)n!
nbP

gecen olasilik P = olacaktir.



33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat rl"aklm Se¢me Sinavi — 1992 \:Commented [A3]: Matematik Diinyas’'ndan alindr.

‘ { Commented [A4]: Tarih bilinmiyor. 3 soru 3 saat. iki oturum.

1. Her terimi 2 < p < 11 kosulunu saglayan p asal sayilarindan en az biri ile béliinen 14
ardisik pozitif tamsay1 bulunup bulunmadigim saptayimniz.

2. ABC iiggeninin B kosesinden gecerek AC kenarina E noktasinda dik olan dogru, bu
tiggenin O merkezli ¢evrel gemberini D noktasinda kesiyor. D den BC kenarina inilen
dikmenin ayag1 F noktas1 olduguna gore BO dogrusunun EF dogrusuna dik oldugunu
ispatlayiniz.

3. X1,X2, .., Xp4q pozitif reel sayilarn
1 1 1

+ ...+
1+x; 1+x, Xnt+1

=1

kosulunu sagliyorsa
X1Xg e Xppq = 0T

oldugunu gosteriniz.

4. ABCD konveks kirisler dortgeninin kosegenlerinin kesim noktasindan AB, BC,CD, DA
kenarlarina indirilen dikmelerin ayaklari sira ile P, Q, R, S noktalar1 olduguna gore,
PQ + RS=QR+ SP
esitligini ispatlayinz.

5. 1denn ye kadar numaralanmis n kutudan 1 numarali olanin kapagi agik; digerlerinin
kapaklart kapali bulunmaktadir. Birbirinin esi m toptan (m = n) bir tanesi bu agik
kutuya koyulunca 2 numaral kutunun kapagi aciliyor. Simdi agik bulunan iki kutudan
rastgele birine top koyulunca {iciincii kutu agiliyor. Bu sekilde devam edilerek son
kutu da agildiktan sonra geriye kalan top(lar) kutulara rastgele dagitiliyor. Bu sartlar
altinda toplarin kutulara dagitimi kag farkli sekilde yapilabilir?

6. Yaricapi 4 birim olan bir dairenin iginde 251 tane farkli nokta veriliyor. Bu noktalardan
en az 11 tanesini igeren, yarigapi bir birim olan bir daire cizilebilecegini gosteriniz.



33. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 1992 — Coziimler

1. 14 ardigik saymun 7 tanesi tektir. Bunlardan en fazla 1 tanesi 7 ile bdliiniir. En fazla 1
tanesi 11 ile boliiniir. En fazla 2 tanesi 5 ile boluniir. En fazla 3 tanesi 3 ile boliiniir.
Hicbiri 2 ile boliinmez. 1 + 1 + 2 + 3 + 0 = 7 oldugu i¢in her bir sayinin sadece bir asal
say1 ile boliinmesi gerekir. Aksi durumda en az bir say1 2 < p < 11 arasindaki asal
sayilardan en az biri ile boliinmez. En fazla 3 tanesi 3 ile boliiniir demistik. Bu
durumda en bastaki ve en sondaki sayilar 3 ile béliinmek zorunda. En fazla 2 tanesi 5
ile boliiniir demistik. (Daha iyi anlamak i¢in 1,3,5,7,9,11,13,15,17,19,21,23,25,27 dizisi
iizerinden sayilar1 segebilirsiniz.) Bu durumda ya ilk say ile sondan ikincisi, ya da
ikinci say1ile son say1 5 ile boliinmek zorunda. Demek ki bu sayilardan en az bir tanesi
2 < p < 11 arasindaki asal sayilardan en az biri ile boliinmez.

2. BOile AC, I da; EF ile BO da H noktasinda kesissin. EDFC dortgeni karsihikli agilar (E
ve F) toplam1 180° oldugu icin kirisler dortgenidir.
¢EDC = £EFC = £BAC (1).
2ABO = £DBC =90° — £ACB (2).
¢BIE = £BAC + £ABO ve £HEB = ¢DBC + £EFC oldugu igin #4BIE = £HEB =
2EHB = 90° olur.

Not: AC, G nin Simson dogrusu; EF, D nin Simson dogrusudur. iki noktanin Simson
dogrular arasindaki agi, bu iki noktanin belirledigi yayin 6l¢iisiiniin yaris1 kadardir.
Bir bagka deyisle, bu yay1 gore cevre agimin 6lgiisiine esittir. Bu durumda £0EH =
£GBD ve BO 1 EF olacaktir.



3.

Vi = fxl dedigimizde soru Vi+y,+ o F+ Y1 =1 ve  XXp..Xppq =

1-y;1-y, 1- . e 1-y;1-y, 1-
iy, IVt 5 n+ sekline doniistii. Inl7ye 17¥men
Yy Y2 Yn+1 Y1 Y2 Yn+1
Yzt gt +yp e A ..
Oatyat nen) Ontyatdnen)  Datdetdn) 10 caktir, n terimli y; toplamlari i¢gin 4.0 = GO

Y1 Y2 Yn+1
uygularsak;
V2+VstoYnsr o n Va+ystoYner o MVY2Y3-Ynaa .
=2 NY2V3 e Vg1 = » > " elde ederiz.

n+1 adet terim igin A.0 =GO uyguladiktan sonra taraf tarafa carparsak
OztystYnsa) GatYstYnes)  Ga+Ya+-yn) > g1 2Y2-Inrt _ pntl gl de edilir.

Y1 Y2 Yn+1 Y1YV2--Yn+1
Esitlik durumu y; = y, = -* = ¥4 = %1 = x, = --- = x11 oldugunda elde edilir.
Coztim 1:

Kosegenlerin kesisim noktas: K olsun. ABCD nin ¢emberinin yarigapt R olsun. KQCR,
KPBQ, KPAS, KSDR dértgenleri gevrel yarigaplan sirasiyla KC, KB, AK, BK olan birer
kirigler dértgenidir.

ABCD dortgenin iki kosegeni, diger dort dortgenin ¢cap olmayan kdsegenleri i¢in Sintis
Teoremini uygulayalim. % = 2R, s?nDA =2R= AC-sind =BD -sinB (1).
% = % = KC = RQ = KC - sin A. Benzer sekilde PS = AK - sin A, PQ = KB - sin B ve

RS = DK - sin B. Buna gore PQ + SR =BD - sin B ve PS+RQ = AC - sin A olur. (1) e gore
PQ + RS = QR + SP dir.

Cozim 2:

Aslinda ilk ¢oziimde biraz fazla is yaptik. Ayni sekli kullanalim. £CAB = £CDB,
2KAP = £KSP ve £KSR = £KDR esitlikleri ZPSK = 2£KSR yani PQRS dortgeninde SK
y1 agiortay yapar. Benze sekilde RK,PK,QK da agiortaydir. Bu durumda PQRS bir
tegetler dortgeni yani PQ + RS = QR + SP olur.

251 noktay1 merkez kabul eden 251 tane 1 yarigaph daireleri ¢izelim. 5 yarigaph ve
merkezi 4 yaricapli daireyle kesisen bir daire, bu 251 dairenin hepsini igine alabilir.
56z konusu biiyiik dairenin alani 257 iken kiigiik dairelerin toplam alan1 2517. Demek
ki 8yle bir nokta var ki, 11 daire tarafindan da igeriliyor. Bu noktay1 merkez kabul eden



1 yaricapli daire, s6z konusu 11 ¢emberin merkezlerini igerecegine goére soruda bahsi
gecen daire cizilebilir.



34. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 rl"aklm Se¢me Sinavi-— 1993

|

4 Nisan 1993

1.

[k terimi 16 olan ve her teriminin pozitif bolenleri sayisi 5 ile béliinebilen sonsuz bir
aritmetik dizinin var oldugunu gosteriniz. Bu tarzdaki diziler arasindan en kiigiik
ortak farka sahip olani bulunuz.

Dar agili ABC tiggeninin ¢evrel merkezi M olsun. BMA {i¢geninin ¢evrel ¢emberi BC'yi
P’de, AC’yi de Q’da kestigine gore, CM L PQ oldugunu gosteriniz.

Hern > 1igin b, = 0 ve

b? b2
2 1 n
bji1 >1—3+"'+F
olmak tizere (b,,) dizisi tarurnlaruyor
bps1 _ 1993

by + by + oo+ by ~ 1000

esitsizligini saglayan bir K dogal sayisinin var oldugunu gosteriniz.

Herhangi iki sehir arasinda en fazla bir yol olacak sekilde sehirler birbirine
baglanmustir. v ile sehir saysy, e ile de yol sayis1 gosterilmek {izere;

(@) e<v—1 ise birinden digerine gitmenin miimkiin olmadig: iki sehir var
oldugunu,

(b) 2e > (v—1)(v —2) ise herhangi bir sehirden digerine gitmenin miimkiin
oldugunu

gOsteriniz.

AB caply, 0 merkezli bir yarim ¢emberin iizerinde E ve C noktalari, OE L AB ve AC ile
OE’nin kesisim noktas1 olan D noktasi yarim ¢emberin i¢ bdlgesinde olacak sekilde
alimyor. OBCD tegetler dortgeni ise m(CAB) nin alabilecegi degerleri belirleyiniz.

Her x,y € Q* i¢in
f»
Fx+3)=r@ -+

sartin1 saglayan tim f: Q" - Q* fonksiyonlarim bulunuz.

+ 2y

‘ Commented [A5]: Matematik Diinyas’ndan alindi.

Commented [A6]: 19 Aralik 1992’de Matematik Diinyasi’ndz
yer alan

sinav yapiliyor. Anlasilan kampa katilacak 34 6grenci segiliyor. Bi
nevi 0. Ulusal Matematik Olimpiyati diizenlenmis oluyor.

[ Commented [A7]: 3 soru 3 saat. iki oturum.
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34. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 1993 — Coziimler

1.

16 = 2* sayisinin 5 pozitif boleni var. 16 dan sonra 5 bolenli en kiigiik say1 3* = 81. 10
bolenli en kiigiik say1 2% x 3 = 48. Bu durumda ilk adayimiz 16,48, ... 16 + 32k dizisi.
Gergekten de 16 + 32k = 16(2k + 1) = 2*(2k + 1) sayilariin bolen sayist her zaman
5 e boliintir. Bundan sonra bu ozelligi saglayan dizi varsa, ortak farki 32 den biiyiik
olacag icin bu tarzdaki diziler arasindan en kiiciik ortak farka sahip olan1 16 + 32k
dizisidir.

4BMC =2-£BAC = £MCB = 90° — £BAC. AQPB kirisler dortgeninde
4BPQ = 180° — £QAB = £BAC olacagindan
2QPC + £PCM = £BAC +90° — £BAC =90° .

Not: Soru ¢ok basit. Biraz terim kullanarak karmasiklastiralim. AB ile PQ dogrularn
anti-paraleldir. ABC tiggeninde CM dogrusu C den gegen yiiksekligin izogonal
eslenigidir (isoganal conjugate). Bu durumda CM dogrusu CQP ii¢geninde
yiiksekliktir.

a) 2 sehir icinen az 1 yol gerekli. 3 sehir icin en az 2 yol gerekli. v — 1 gehir igin en az
v — 2 yol gereksin. v sehir i¢in en az v — 1 yol gerekecegini tlimevarimla gosterecegiz.
Cizge kuraminda Yd(v) = 2|E| seklinde koselere ait derecelerin toplami kenar
sayisinin iki katidir diye bir kural var. Buna takili kalmadan, her sehirden gegen yol
sayisina o sehrin derecesi diyelim. Her yol iki koseden gectigine gore, derecelerin
toplami yol sayisinin iki kat1 kadar olacaktir. Tiimevarima geri donersek, her sehrin

derecesi 1 den biiyiik olsayds, ZZ—U = v yol olurdu. Demek ki en az 1 tane sehrin derecesi

1. (Derecenin 0 olmasi demek, o sehrin diger sehirlerle baglantis1 yok demektir.) Bu
sehrin baglantisini diger sehirlerden kopardigimizda, diger sehirlerden birbirlerine
gidilebilme kosulunda bir degisiklik yapmamis oluyoruz. Ciinkii ¢ikardigimiz sehir
tizerinden bagka bir sehre gidilemiyor. Bu v — 1 sehir i¢in en az v — 2 yol gerekecegi
tiimevarim hipotezinde belirtildi. Simdi bu ¢ikardigimiz sehri, v —1 sehirli yol
dagitimina ekledigimizde en az (v — 2) + 1 = v — 1 yol gerekmis olacak. Bu durumda
e < v — 11i¢in en az bir sehir gifti i¢in giizergah yoktur.



b) Sehirler arasinda boyle bir ulasimin olmadigini varsayalim. Cizge kuramu {izerinden
v(G)

konusgursak, G nin birbirinden bagimsiz iki bilesenini ele alalim. A = 5 B cV(G),

v—1>|B|=k=>1 ise |A| =v—k. B deki gehirler ile A nin herhangi bir sehrini

baglayan yol yok. A da en fazla (v ; k), B de de en fazla (12() kadar yol bulunabilir.
k v—k\ _ k(k-1) |, W-k)w-k-1) _ v2-2vk+2k?

2) + ( 2 ) =7 7 2 - 2

Bu ifade k = v — k oldugunda en kiigiik degerini, dolayisiyladak =1veyak =v -1

Toplamda en fazla (

yol bulunabilir.

oldugunda en biiyiik degerini alacak. Demek ki baglantisiz bir ¢izge en fazla (;) +

v— 1) _ (v-D(-2)

2 adet kenar igerebiliyor. Bunun tizerine bir yol daha ekledigimizde,

e> W sarti saglanmis, ¢izge bagl olmus olacak. Bu durumda herhangi bir

sehirden digerine gitmek miimkiin olmus olacak.

DCBO tegetler dortgeninin ¢cemberi, liggeninin icteget cemberidir.

[o]
c/2 OucT wub B
AB=c,BC=a,AC=bveu= %b” dersek, icteget cember AB ye T de dokunuyorsa
OT =r =u—c ve BT =u — b elde edilir. OT + TB =2u—b—c:a=§ oldugundan

sin ‘CZAB = % = 2CAB = 30° olur.

A

k € Z* olmak iizere; y = kx? degeri ile fonksiyonel denklemi tekrar yazalim.
f((k + 1)x) = f(x) + f(kx) + 2kx?. f (kx) dizisinin genel terimi
fllx) =kf() + k(k — Dx? (1)
olacaktir (k = 1,2, ...k — 1 degerleri i¢in denklemleri alt alta toplayin). x = 1 degeri icin
f) =kf)+k*—k (2)

elde etmis olduk. Yani en azindan tam sayilar da f nin davranisini belirledik. Ttim
pozitif tam sayilarda bu sekilde davranan bir fonksiyon, pozitif rasyonel sayilarda da
bu sekilde davranir mi? Hislerimiz evet diyor; ama matematiksel olarak heniiz bu
yargtya varamiyoruz. Her rasyonel say1 iki tam sayimn boliimii seklinde yazilabilecegi
icin m € Ny ve k € N* igin x = % degerini (1) numarali bagintida yerine yazarsak
f(m) = kf (%) +m? — mTZ elde edilir. m tam say1 oldugu igin f(m) degerini (2) den
hesaplayabiliriz.
fm) =mf(1) + m? —m=kf (E) +m? _m Budurumdaf(m) = (m)z “ZrrmZ

k k k k k k

elde edilir. x = % olduguna gore her x € Q* igin f(x) = x* — x + f(1)x elde edilir.
f(1) =CeQ"igin
f(x) = x? — x + Cx elde edilir.
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17-18 Aralik 1993

1. On tabanina gore yazilis1 1994 ile biten ve bir n > 1 tamsayist i¢in 1994 - 1993™
seklinde olan bir tamsayimin varligim gosteriniz.

2. Bir ABC (m(B) =90°) iicgeninin I merkezli i¢ teget cemberi, [BC],[CA] ve [AB]
kenarlarina sirast ile D, E ve F noktalarinda degiyor. [CI] N [EF] = {L} ve [DL] n [AB] =
{N} olduguna gore |AI| = |ND| oldugunu gosteriniz.

3. n pozitif bir tamsay1 ve A = {1,...,n} olsun. f: A —» A ve 0: A — A gibi iki permiitasyon
i¢in, eger (f o 0)(1), ... (f o 0) (k) artan ve (f o 0)(k), ..., (f e 0)(n) azalan bir dizi olacak
sekilde bir k € A varise, f,0'ya gore “tek tepeli”dir diyecegiz. S, ile 0”'ya gore tek tepeli
permiitasyonlarin kiimesinin gosterelim. n > 4 ise, S, N S; = ¢ olacak sekilde o ve &
permiitasyonlarinin var oldugunu gosterelim.

4. Hern>1icin 0<apy—a, < \/a kosulunu saglayan bir (a,) pozitif tamsayilar
dizisi veriliyor. 0 < x <y < 1 kosulunu saglayan herhangi x, y reel sayilari igin
g
x < a <y
olacak sekilde a; ve a,, terimleri bulundugunu gosteriniz.

5. Disbiikey bir dortgeni alanca iki esit bolgeye ayiran ve dortgenin bir kdsesinden gegen
dogrunun pergel ve cetvelle nasil ¢izilebilecegini belirleyiniz.

6. Asagidaki kosullar1 saglayan ny,n,, ...n, ve a pozitif tamsayilar1 veriliyor.
i) Heri # jicin (ni,nj) =1
ii) Heriigin a™ = 1 (mod n;).
iii) Heriigin n;ta—1
Bu durumda a* =1 (mod x) denkliginin gergeklestigi en az 2¥*1 — 2 tane x > 1
tamsayisinin bulundugunu gosteriniz.



1. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi - 1993 — Coziimler

1.

1994 -1993" = 1994 (mod 10*) olacak sekilde n leri amnyoruz. (1993,10*) =1 ve
$(109) = 10*(1-3) (1 - 3) = 4000. Bu durumda

19934090 = 1 (mod 10*) = 1994 - 19934°0%% = 1994 (mod 10*) olur. 4000 in kat1 olan
her n dogal sayis1 igin sonu 1994 ile biten bir say1 vardi.

Al ile FE, K da kesigsin. LCD ile LCE ti¢genleri es tiggenler olup, ZLEA = £LDB dir.

C

2AIE = £LEA = £NBD ve BD = IE oldugundan, ANBD = AAEI = Al = ND olacaktir.

0(1 ; g: 2) ve n(% ii‘;: 2) olsun. (f o ¢) mn ilk dort eleman tek tepeli bir dizilig
gosterecek. Bu dort sayry1 a <b <c<d ile gostermek yerine 1<2<3<4 ile
gosterirsek, tek tepelilik 6zelligini takip daha kolay olacaktir.

(1432) (2431 34,2,1) (1,24,3) (1,3,4,2) (2,3,41) (1,2,3,4) (4,3,2,1)

Goriildiigii gibi 4 elemanla 8 farkli sekilde tek tepeli bir dizilis olusturabiliyor.

(f o m) fonksiyonunun bu ilk dért elemam

(4,323) (4213) (4312) (2134) (31.24) (3214) (2143) (34,1,2) seklinde
olacaktir. Bu durumda f, o’ya gore tek tepeli iken; n'ye gore tek tepeli degildir. Bu
durumda S,; kiimesinin hicbir elemani S, kiimesinde yer almaz. Yani S, N S, = ¢ dir.

BD kosegenini gizelim. A dan gegen BD ye paralel olan dogru €D yi E de kessin.



BDEA yamugunda [BAD] = [BED] olacagindan
[ABC] = [BAD] + [BDC] = [BED] + [BDC] = [BEC] olacaktir. F, [EC] nin orta noktasi

olsun. [BFC] = @ = [AZLC] olacagindan BF dogrusu dortgeni alanca iki esit parcaya

béler.
Peki ya F € [DE] olsaydi?

Bu durumda ¢izim yontemimizi sdyle degistirelim: BD kdsegenini ¢izelim. A dan gecen
BD ye paralel olan dogru CD yi E de kessin. € den gecen BD ye paralel olan dogru AB
yi G de kessin. F ve H sirasiyla [CE] ve [AG] nin orta noktalar1 olsun. FH || BD || AE ||
GC olacaktir. AE ile CG dogrularindan BD ye uzakligl az olani aldigimizda, 6rnegin
sekilde AE, ¢izimi miimkiin kilan orta nokta iiggen igerisinde kalacaktir.



35. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 fl"aklm Se¢me Sinavi - 1994

30 Nisan - 1 May1s 1994

1.

Tamsayilar tizerinde tanumli olan bir f fonksiyonu tiim x tamsayilari igin f(x) +
f(x + 3) = x? egitligini saglamaktadir. f(19) = 94 olduguna gore f(94) degerini
hesaplayiniz.

0 merkezli [AB] ¢apli yarim ¢emberin bu ¢api tizerinde O ile B arasindaki bir E
noktasindan [AB] capina ¢ikilan dikme, cemberi D noktasinda kesiyor. [DE] ve [EB]
dogru parcalarina sira ile K ve C noktalarinda teget olan bir gember BD yayina da F
noktasinda igten tegettir. Buna gére EDC = BDC oldugunu ispatlayimiz.

Bir 25-genin biitiin kenarlar1 ve kdsegenleri kirmizi ve beyaza boyanirsa, koseleri 25-
genin koselerinde bulunup biitiin kenarlar1 ayni renk olan en az 500 {i¢ggen
bulunacagin gosteriniz.

ABC tiggeninin kenarlari tizerinde P € [AB],Q € [BC],R € [CA] ve
WPI_BQI_ICR_ ()
|AB|  |BC|  |CA| 2

olacak bi¢cimde P, @, R noktalar1 alimiyor. G, ABC ti¢geninin agirlik merkezi olduguna

gore
Alan(PQG)
Alan(PQR)
degerini bulunuz.
ilirg ;—:; = 1 olacak sekilde n;,m; (i = 1,2,3 ...) pozitif tamsayilarinin bulunabilecegini
gOsteriniz.

a? + b* + 3 sayisiun a - b ile boliinebilmesini saglayan tiim (a, b) tamsayn ikililerini
bulunuz.

[ Commented [A9]: Matematik Diinyas’'ndan alind.




35. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 1994 — Coziimler

1. f(x+3)=x%-f(x)
£(22) = 19% — £(19) = 19% — 94
£(25) = 222 — 192 + 94

f(94) =912 — 882 + 852 — 822 + --- + 252 — 222 + 192 — 94
£(94) =3(91+88+85+ -+ 25+ 22) + 192 — 94
f(94) =3-12-113 + 361 — 94 = 4335

2. Coziim 1:

KIloa X

or = % oldugu i¢in 4, K, F dogrusaldir. ZADE = £ABD = £AFD oldugu igin

A
AD? = AK - AF. A noktasinin [ merkezli cembere gore kuvvetinden AC? = AK - AF
oldugu icin AD = AC elde edilir.

Bu durumda £ADC = £ACD = £ADE + £EDC = £CDB + £DBC = £EDC = £BDC
olur.

Coztim 2:
OA =R veIC =r =1 olsun. Agiortay teoreminden % = % elde edilecegi icin
DE? _ EC? 1

357 = poz = poz Oldugunu gostermemiz gerekecek.

BD? = DE? - BC? = BE? = BD? — DE? = DE?(BC? — 1) = DE*(BC — 1)(1 + BC)
=DE?*(BC — 1)BE = BE = 1+ BC = DE*(BC — 1) oldugunu gosterecegiz.
Ol=R—r=R-1,0C =vRZ?—2R = BC = R —VRZ — 2R olur.

DE? = 0D? — OF? = R? — (VRE—2R—1)" = 2VRE— 2R + 2R — 1.
DE*-(BC—1) = (2VR?—2R+2R—-1)(R—-VRZ—2R - 1)

= 2RVR? — 2R — 2(R* — 2R) — 2VR* —2R + 2R —2RVR2 = 2R - 2R - R +
VRZ—2R+1=R—VRZ—2R+ 1= BC olur.

3. Her cift renkli {icgenin tam olarak 2 kosesinden cikan kenarlarin biri beyaz, digeri
kirmizidir. Her i kdsesinden a; kirmizi kenar cikiyorsa, 24 — a; beyaz kenar ¢ikar. Her
koseden a; (24 — a;) adet cift renkli icgen elde edilir. Her cift renkli {icgenin tam olarak
bir tane daha cift renkli kosesi oldugundan toplam cift renkli {icgen sayisi
%Zizjl a;(24 — a;) olacaktir. Bu deger en gok%ZiZjl 12(24—-12) = % -12-12-25= 1800



25

3
en az 2300 — 1800 = 500 tanesi tek renklidir.

tane ¢ift renkli tiggen olabilir. 25 kdse ( ) = 2300 tiggen belirtecegi igin, bunlardan

4. A(x1,v1),B(x3,¥,),C(x3,y3) seklinde tanimlansin. G (@,ylﬂ;&) olacaktir.

P42 2 1 y)), @ (B2 400, 222 1y ) ve R(E2 + 15, 220 4 y5) olur.,
PQR iiggeninin agirlik merkezi G'(mﬂsﬁxa’W) olacagl i¢in G = G' olur. Bu
Alan(PQG) _ 1 olacaktir.

Alan(PQR) 3

durumda
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23-24 Aralik 1994

1. Hern € Nigin vn sayisina en yakin tam say1ya a,, diyelim. Buna gore
o 1

-3
=i
toplamini hesaplayiniz.

2. Bir ABCD kirigler dortgeninde, m(m) <90°, m(m) = m(m) dir. [DA] tizerinde
|BD| = 2|DE| kogsulunu saglayan E noktasindan gegen ve [CD] kenarina paralel olan
dogru [AC] kosegenini F noktasinda kestigine gore,

lacl - 1BD|
|lABI - IFC| —
oldugunu gosteriniz.

3. Diizlemde ikiser kesisen ve herhangi ii¢ii ayn: noktadan ge¢meyen n tane mavi dogru
giziliyor. Bu dogrularin kesistigi noktalara “mavi nokta” dersek, (}) tane mavi
noktamiz olur. Daha sonra bir mavi dogru ile birlestirilmemis olan biitiin mavi nokta
ciftlerinden gegen kirmizi dogrular iziliyor. Tki kirmizi dogrunun kesistigi noktaya
“kirmizi nokta”; bir mavi ve bir kirmizi dogrunun kesistigi noktaya da “mor nokta”
diyelim. Bu islemden sonra en fazla ka¢ tane mavi, kirmizi ve mor nokta olur?

4. f:R* - R* artan bir fonksiyon olsun. Her u € R* igin {f(t) + %: t> 0} kiimesinin en
biiyiik alt stnurina g (u) diyelim.
(a) x < g(xy)isex < 2f(2y)
(b) x < f(y) isex < g(xy)

5. s = 1vet =1 olmak {izere
t?+1=s(s+1)
esitligini saglayan tiim (s, t) sirali tam sayi ikililerini bulunuz.

6. Bir ABC ti¢geninin i¢ teget cemberi [BC] ve [CA] kenarlarina siraile D ve E noktalarinda
degmektedir. [CB] tizerine |CK| = |BD|, [CA] tizerinde |AE| = |CL| kosulunu saglayan
K ve L noktalan i¢in AK n BL = {P} dir. Ic teget cemberin merkezi I, [BC] nin orta
noktas1 Q ve ABC ti¢geninin agirlik merkezi G olduguna gore
(@) 1Q Il AK,
(b) Alan(AIG) = Alan(QPG)
oldugunu ispatlayiniz.



2. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi — 1994 — Coziimler

1.

k=% (k—-12%+1,..,(k—1?+7, ..., k?, ... dizisinin kokiinii alalim.
(k—1)+05</(k— 12+ esitsizligini saglayan en kiigiik r sayisini bulalim.
kz—k+iSk2—2k+1+r=>k—er=>kSreldeedﬂir.Bu durumda k? —k +1
den k? +k ya kadar tiim terimlerin karekokii k olacaktir. Soruda verilen ifadeyi
yeniden diizenlersek E;’;la—l% = Z,;"’:lZle:;’ﬁ_kHa—l% = Zfﬂi—’; =2 21?:1% =2 -%2 < 4.

Serinin degeri %2; fakat integral ile en azindan 1+ | :Oxiz = 2 den kiigiik oldugunu

bulabiliriz.
FC _ED _ % AC-BD

Agik sekilde — = == = £ = 2 = =2 oldugu goriiliir.
Ac 4D 4B AB-FC

6. AN tiggenin ic agirotay1 olsun. BK = CD =u—c, AE =CL=u—aq,

_la_ _ __lc=b| __ab _|a_ab| _ lac—ab| _ alc-b|
KQ = 2 (w=o)|= 2 7 CN = b+c QN = 2 b+cl  2(b+c) ~ 2(b+0) olacaktur.
A

B u-c K Q N D u-c ¢
Al AC b b ko =2,
: A _ b _btc  KQ_ o _ btc S ici
Aciortay teoremmdenm ST @ T, ey T @ s, oldugu i¢in IQ |l AK dur.
b+c 2(b+c)
.. . . AP KB CL <
AKC tiggeninde P, L, B noktalar i¢in Menelaus uygularsak - — - —— = 1 olacagindan
AP wme, o) g AP @ we_ @ AP _ 4 gde edilir. 1Q I AK oldugu igin
PK a b-(u—a) PK u—-c u-a u-a AK u

o _ov__a _ % olur. Bu durumda AP = 2 - IQ elde edilir.

AK ~ KN a+b+c
3.[PGQ] = [APQ] = 2 - [AQI] = 2 - (3[‘;—’61) = [PQG] = [AGI] elde edilir.




Not: I¢ teget cemberin degme noktalarim koselerle birlestiren dogrular iiggenin
Gergonne noktasinda kesisir. Dis teget ¢emberlerin kenarlara degme noktalarini
kosgelerle birlestiren dogrular {icgenin Nagel noktasinda kesisir. ic teget cemberin bir
kenara degdigi noktanin o kenarin orta noktasina gore simetrigi dis teget cemberin o
kenara degdigi noktadir. Yani sorudaki P noktasi, {icgenin Nagel noktasidir. Nagel
noktasi, agirhk merkezi ve i¢ merkez dogrusaldir. Bu dogruya Nagel dogrusu denir.
1G = %GP bagintis1 vardir. Bu bilgiler esliginde % = % = % = 1Q |l AP ve yamuktaki

alan ozelliginden [PQG] = [AIG] olacaktir.


http://mathworld.wolfram.com/NagelLine.html
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15 Nisan — 16 Nisan 1995

1. b = a olmak lizere verilen a, b gergel sayilari i¢in asagidaki sistemin tiim ¢oziimlerini
bulunuz.
x2 + 2ax, + b% = x,
x% +2ax, + b? = x5

x2_1 +2ax,_1 + b? =x,
x% + 2ax, + b? = x;

2. n pozitif bir tamsay1 olmak tizere o(j) = j kosulunu saglayan tam olarak iki j'nin
bulundugu o: {1,2, ...,n} - {1,2, ..., n} permiitasyonlarinin sayisin bulunuz.

3. Bir ABC egkenar {iggeni veriliyor. Bu {iggenin O merkezli gevrel gemberinin AC (kiigiik)
yay1 {izerinde A ve C’den farkli bir D noktas1 aliniyor. D’den BC ve AC dogrularina
indirilen dikmelerin ayaklari sirayla E ve F olmak {izere, EF ile OD'nin kesim
noktasinin geometrik yeri nedir?

4. ABCD digbiikey dortgeninde m(CAB) = 40°, m(CAD) =30°, m(DBA) =75 ve
m(DBC) = 25°dir. m(BDC) yi bulunuz.

5. Asagidaki 6nermeyi ispatlayiniz:
Her a pozitif tamsayst igin n|a™ — n & n'nin her p asal boleni igin p? t nve p — 1jn —

6. {x,} gercel say1 dizisi
x1=1,%p41 =%p +x:l/3

biciminde tanimlamyor.

n=1)

l. xn _
nbwanb
olacak sekilde a ve b gergel sayilarinin varli§im gosteriniz.



36. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 1995 — Coziimler

3. S6z konusu nokta P olsun. BO dogrusu AC yi M de, cemberi N de kessin. Kolaylik olsun
diye D yi AN kiiglik yay1 {izerinde alalim. DF 1 AC ve BN L AC oldugu icin DF || BN,
dolayisiyla da 2DFL + £NLF = 180° olacaktir. DFEC dortgeninde «DFC = £DEC =
90° oldugu i¢in, DFEC dortgeni bir kirisler dortgenidir, dolayisiyla da ZDFE + £DCE =
180° elde edilir. Bu durumda ZNLF = 2£DCE bagintis1 elde edilir. Cembersel olan
B,C,N,D noktalar i¢in de 2DCB = £DNB esitligi soz konusu oldugu icin £NLF =
£DNL elde edilir. DF || NL oldugu i¢in DFLN bir ikizkenar yamuktur.

Bu durumda £FNL = £DLN esitligi elde edilir. OM = MN oldugu igin OF = NF ve
2FOM = £FNM = £DLN olacaktir. Bu durumda DL || OF elde edilir. Halihazirda DF ||
OL oldugu icin, DFOL bir paralelkenardir. Kosegenler birbirlerini ortalayacag: igin
OP = ? = % = OM olacaktir. 0 ve M sabit noktalar oldugu icin, P noktasinin
geometrik yeri, O merkezli M den gecen ¢ember, yani igteget cember iizerindedir. N
noktasi, AC kiiglik yay1 tizerinde oldugu icin, geometrik yer [A0] nun icteget gemberi
kestigi nokta ile [CO] nun igteget gemberi kestigi nokta arasinda kalan 120° lik igteget
¢ember yayidir.

4. Coziim 1:
£BDA = 35°. £BAC = £BCA = 40° oldugu i¢in BA = BC dir. B merkezli |BA| yarigapl
cember AD yi E de kessin. BA = BE = BC ve £EBC = 2- LCAE = 60° olacaktir. BEC
tiggeni eskenar olur. BE = EC = BC.



2EBD = £EBC — £CBD = 60° — 25° = 35° = £BDE oldugu icin BE = ED = EC olur.
Aslinda burada hemen E merkezli BE = EC = ED yaricapli gemberde

£BDC =225 = 2% = 30° elde edilebilecefi gibi; basit agi hesaplan ile £CED = 50°
bulunabilir. ECB ikizkenar iiggeninde taban agis1 65°, £BDC de 30° olarak elde
edilebilir.

Cozliim 2:

BAC ikizkenar tiggeninde AC ait yiikseklik AD yi E de kessin. ZABE = £CBE = 50° ve
2EBD = £CBD = 25° olacaktir. BAEC deltoid olacag i¢in ZAEB = £BEC = £CED =
60°. BCE iiggeninde BD bir i¢ agiortay, ED bir dis aglortay oldugu igin CD de bir dis
agrortaydir (D dis merkezdir.). Basit ag1 hesaplariyla ZBDC = 30° olarak bulunur.



3. Ulusal Matematik Olimpiyat: [kinci Asama Sinavi — 1995 | Commented [A12]: Matematik Dinyasindan alind:.

8-9 Aralik 1995

1. mymy,...m,, 2<m; ve 2m; <My, (i=12,..,k—1) kosullar1 saglayan
tamsayilar olsun. Bu durumda, ay, a,, ..., a, tamsayilar olmak tizere
x = a, (modm,)
x = a, (modm,)

x = a, (mod my)
bagintilarindan hicbirini gerceklemeyen sonsuz sayida x tamsayisimin bulundugunu
gosteriniz.

2. Dar agl bir ABC ii¢geni ile bu tiggenin diizleminde, tiggenin [BC],[CA],[AB]
kenarlarin sirasiyla cap kabul eden kq, k,, k3 cemberleri ciziliyor. Cemberlerin kuvvet
merkezi K, [AK]nk,={D}, [BK]Nnk, ={E} ve [CK]Nks={F} olmak {izere,
Alan(AABC) =u , Alan(ADBC) = x, Alan(AECA) = y ve Alan(AFAB) = z ise, u? =
x% 4+ y2 + z? oldugunu ispatlayimz.

3. N, pozitif tamsayilar kiimesi olsun. Bir A gergel sayisiile a; = 1 ve her n € N igin

Gnt1 <4
an
kosulunu saglayan, iistten simirli olmayan bir (a,);-; gergel say1 dizisi verliyor.
(a) Her n € Nigin

1<

esitsizliklerini saglayan tek bir k: N — N fonksiyonunun bulundugunu ve k'nin
azalmayan ve orten bir fonksiyon oldugunu gosteriniz.

(b) Yukaridaki k fonksiyonu her degeri en fazla m kez aliyorsa, her n € Nigin ™ <
Aa,, olacak sekilde bir C > 1 gergel sayisinin var oldugunu gosteriniz.

4. Bir ABC (|AB| # |AC|) tiggeninin 4 agisimin i¢ ve dig agiortaylar: BC dogrusunu sirayla
D ve E noktalarinda kesiyor. [DE] capli (ve iiggenin diizleminde bulunan) ¢emberin
herhangi bir F noktasindan BC,CA,AB dogrularina indirilen dikmelerin ayaklar:
sirayla K, L, M ise, |KL| = |[KM| oldugunu ispatlayinz.

5. A bos olmayan sonlu bir tamsay1 kiimesi ise, A’ya ait elemanlar1 toplamin t(4) ile
gosterelim ve t(@) = 0 olarak tanumlayalim. Pozitif tamsayilardan olusan Gyle bir X
kiimesi bulunuz ki, her k tamsayisi icin, Ay ve By, X’in sonlu altkiimeleri olmak iizere,
AN B, =0 ve t(Ay) — t(By) = k kosullarini saglayan tek bir (4, By) swralt ikilisi
bulunsun.

6. N ile pozitif tamsayilar kiimesini gosterelim. Her m,n € N igin
min & fm)lf (n)

kosulunu saglayan ve 6rten olan tiim f: N — N fonksiyonlarim bulunuz.



3. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi — 1995 — Coziimler

1.

2. Cozlim 1:
Kenarlar1 ¢ap kabul eden ¢emberler yiiksekliklerin ayaklarindan geger. Yiikseklikler
bu cemberlerin ikiserli kuvvet eksenidir. Uc cemberin ikiserli kuvvet eksenleri tek bir
noktada kesisir. Sorudaki kuvvet eksenleri ylikseklik oldugu icin K noktas1 da tiggenin
diklik merkezidir.
[BC],[CA], [AB] kenarlarina ait yiikseklik ayaklar1 X, Y, Z olsun. BX = % ve CX =
M. OKlid teoreminden
DX? = BX - XC = [BDC]? = BCZ;DXZ _ Bczix-xc _ (a2+bz—cz)1~6(a2+cz—bz)
= 16 - [BDC]? = a* — (b? — c?)2.
Benzer sekilde 16-[ECA]? = b* — (a? — c?)? ve 16-[FAB]? = c¢* — (a® — b?)? elde
edilir. 16-[ABC]?> = 16 - [BDC]* + 16 - [ECA]?> + 16 - [FAB]* oldugunu gosterecegiz.
16 - [ABC)?
=16-uu—a)u—-c)lu—-»b)=(@+b+c)-(a+b—c)-(a+c—b)-(b+c—a)
=(a+b)?—-cH?-b-a)>)=(@+b)?c?—c*—(a+b)*b—-a)>+c?b—-a) =
c?(a? + b? + 2ab + a? + b? — 2ab) — c¢* — (b? — a?)?
= 2a%c? 4+ 2b%c? + 2a%b* — a* — b* — c* elde edilir. Diger taraftan
16 - [BDC]? + 16 - [ECA)? + 16 - [FAB]?
= a*— (b% —c?)? + b* — (a® — c2)? + c* — (a? — b?)?
= 2a?c? + 2b%c? + 2a?b? — a* — b* — ¢* gkar. Bu durumda u? = x? + y? + z? esitligi
saglanmis olur.
Coziim 2:
[BC],[CA], [AB] kenarlarina ait yiikseklik ayaklar1 X,Y,Z olsun. 4,B,C den gegen
yiikseklikler (ABC) yisirasiyla A’, B', C' noktalarinda kessin. KX = XA’ olmasi gerektigi
bilinen bir Ozellik (degilse, £CBA' = £CAX = £KBC = BK =BA' > KX = XA"). X
noktasinin (ABC) cemberine gore kuvveti BX - XC = AX - XA' = AX - KX olacaktr.
Aymi zamanda Oklid teoreminden BX - XC = DX? oldugunu biliyoruz. DX? = AX - KX

s s . [BDC]? _  DX2%BC? _ DX? 2

esitligini elde etmis olduk. [A5CIBHC] — AXBOKXBC ~ AXKX = 1= [BDC]? = [ABC] -
[BKC] elde edilir. Benzer sekilde [ECA]? = [ABC] - [AKC] ve [FAB]? = [ABC] - [BKA]
olacagindan taraf tarafa topladigimizda
x%2 +y? + z% = [ABC] - ([AKC] + [ABK] + [BCK]) = [ABC] - [ABC] = u? elde edilir.

3.

4. S0z konusu ¢ember B ve C noktalarina olan uzakliklari orani % = % = g = k sabit

olan noktalar kiimesi, diger bir adiyla Apollonius (Apolonyus) ¢emberidir. Cember

{izerindeki her F noktasi igin = = B _DE_B_g saglanur. Diger bir deyisle FBC
FC~ AC DC EC

tiggeninde FD birigaclortay ve FE bir dis agiortaydir. Bunu fark ettikten sonra sorunun
geri kalani i¢cin birgok farkli ¢6ziim yapilabilir. Bu sorunun benzerleri IMO 1996/2, IMO
2010/4 da karsimiza cikiyor.



Coztim 1:

¢BAF = 2a,£FAC = 2b, £FBC = 2¢,£FCB = 2d olsun. CE dis agiortay oldugu igin
LCFE ==+ d= £FEB=2d— (d+c)=d —colur.

¢FAD =(a+b)—2a=b—a. AFDE XKkirigler dortgeninde 4FED =/FAD=b—a
oldugundan a +d = b + ¢ elde edilir. $imdi de soruda verilen dikmeleri indirelim.
KBMF, KCMF ve LAMF dortgenleri birer kirigler dértgenidir.

B

4LMLF = £tMAF = 2a, £FLK = £FCK = 2d = £MLK = 2a + 2d. Benzer sekilde
£LMF = £LAF = 2b, £FMK = £FBK = 2c¢ = £LMK = 2b + 2c elde edilir.

a+d = b + c oldugunu daha 6nce gostermistik. Bu durumda

£LMK = £MLK = KL = KM olarak bulunur.

Coziim 2:
KFLC Kkirisler dortgeninde ﬁ =2-R=FC = KL =FC -sin £BCA, benzer sekilde
KL _ FC-sinZBCA _ FC . AB

KFMB kirigler dortgeninde KM = FB - sin ZABC elde edilir. — = —— =
KM ~ FBsinZABC ~ FB AC

elde edilir. A4 ile F nin geometrik yerinden 45 5 oldugu icin XL~ 1 elde edilir.
Ac T FcC KM



37. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat rl"aklm Se¢me Sinavi — 1996 \:Commented [A13]: Matematik Diinyas’ndan alind1.

23 Mart - 24 Mart 1996

1. TIEZE(1 + nx®™) carpiminin, ay, ay, ..., @, sifirdan farkh ve ky < k; < -+ < ky, olacak
sekilde agthmini 1+ a;x*1 + ayx*2 + -+ + apx®m ile gosterelim. ajq0¢ katsayisim
hesaplayiniz.

2. Bir ABCD paralelkenarinda A agis1 dar ag1 olup, [AC] kdsegeni cap alinarak cizilen
¢ember CB ve CD dogrularimi E ve F noktalarinda kesmektedir. Bu ¢emberin A
noktasindaki tegeti BD dogrusunu P noktasinda kesiyorsa, P, F, E noktalarinin ayni
dogru iizerinde oldugunu kanitlayimz.

3. 0=1x; <xp <-- <Xy < Xpp41 = 1o0lacak sekilde x_i gercel sayilar veriliyor. Her i €

{1,2,..,2n}igin x;,1 — x; < hise,
n

Z %21 (X241 — X2i-1)
i=1
toplaminin

(1—h 1+h>
2 2

araliginda oldugunu gosteriniz.

4. Bir ABCD digbiikey dortgeninde Alan(ABC) = Alan(4DC) olup, [AC] ve [BD]
kosegenlerinin kesim noktas1 E’dir. E noktasindan [AD], [DC], [BC], [AB] kenarlarina
cizilen paralel dogrular [AB], [BC], [CD], [DA] kenarlariru sira ile K, L, M, N noktalarinda
kestigine gore,

Alan(KLMN)

Alan(ABCD)
oranint hesaplayimz.

5. Her a,b € Z igin S, = {n? + an + b:n € Z} bigiminde tanumlanan kiimelerin en ¢ok
kag tanesinin ikiser ikiser ayrik oldugunu belirleyiniz.

6. Hangi a, b pozitif gercel sayilar icin,
lim (@ = by) = 0

esitligini saglayan her {x,} dizisinin limiti 0 olur?



37. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 1996 — Coziimler

2. Cozlim 1:
BD ile AC nin kesisimi O olsun. BC ye paralel olan ve P den gecen dogru AC yi Q da
kessin. CD ye paralel olan ve O dan gecen dogru PQ yu M de kessin.

MO dogrusu BCO {ii¢geninde kenarortay, PQ Il BC oldugu igin de PQO {i¢geninde de
kenarortay olacaktir. MO ile AF, R de kesissin. MR || CD ve AO = OC oldugu igin AR =
RF ve MR 1 AF dir. Bu durumda MR, AF nin orta dikmesidir. Dolayisiyla MA = MF
dir. ZPAQ = 90° oldugu icin PM = MQ = MA = MF yani M nin P,Q,F,A dan gegen
cemberin merkezi oldugu sonucu cikar. Paralel dogrulardan dolayr 2CAD = £BCA =
£PQA, ECFA Kkirigler dortgeni oldugu igin £EFA = £BCA, PQFA Kkirisler dortgeni
oldugu i¢in de £PFA = £PQA olur. Son durumda £EFA = £EFA oldugu igin P,F,A
noktalar1 dogrusal olur.

Cozlim 2:

4. Paralellikten dolay1 RN 2 M By durumda AKNE ve ELMC birer
ED  AK DN LC MD

paralelkenar, NM || AC || KL olur.



[ANE] = [AKE] = [NEK] = A, [EMC] = [ELC] = [EML] =C, [DNM]=D, [NEM]=B
olur. [ADC] = [ABC] oldugu i¢in [NEMD] = [KBLE] = B + D olacaktir.

[NEM] _ B _ AN _ BE [kBL] _ [KBL] _ KB _ BE . . _ _
[NEMD] — B+D ~ AD ~ BD [KBLE] ~ B+D _ AB _ BD oldugu icin [KBL] = [NEM] = B ve
[ABCD

[DNM] = [KEL] = D olacaktir. Son durumda [KLMN]=A+B+C+D = T] elde
edilir.




4. Ulusal Matematik Olimpiyat: [kinci Asama Sinavi — 1996 | Commented [A14]: Sorular Mathiinks'ten geviridir. Orijinal
degildir.

6-7 Aralik 1996

1. (Ap)p=1 ve (ap)p=4 birer pozitif tamsay1 dizileri olsun. Her pozitif x tamsayist i¢in, k =
1,2,..N igin 0 < x; < ay , xy # 0 ve x = X¥_; x;, Ay kosullar1 saglayan bir N pozitif
sayis1 ve bir (x, X5, ... xy) siralt N-lisi varsa,

(a) Ax = 1 olacak sekilde bir k sayisinin var oldugunu

(b) Ax = A;j olmast igin gerek ve yeter kosulun k = j oldugunu
(c) Ay < Ajise Ay|A; oldugunu

gosteriniz.

2. Kenar uzunlugu 2 olan ABCD karesinde, AB ve CD kenarlari tizerinde sirasiyla M ve N
noktalar1 aliniyor. CM ile BN dogrular P’de, AN ile DM dogrular Q’da kesistigine gore
|PQ| = 1 oldugunu gosteriniz.

3. Say1 dogrusundaki n adet tamsay1y1 boyayalim. k'nin hangi pozitif tamsay1 degerleri
i¢in, asagidaki sartlari saglayan bir X kapali araliklar ailesi vardir:
i. X ‘daki araliklarin birlesimi, tiim boyali noktalar1 icermekte,
ii. X ‘daki tiim araliklar ayrik,
iii. ayile I arahgindaki tamsayilarin sayusy, b ile I arahgindaki boyali tamsayilarin
sayisi gosterilmek {izere; X “daki her I aralig igin a; = kb, sart1 saglanur.

4. Disbiikey ABCD dortgeninin AD, DC, CB kenarlarina sirasiyla K, L, M noktalarinda teget
olan bir ¢gember veriliyor.L’den gegen ve AD’ye paralel olan [ dogrusu; KM ile N'de, KC
ile de P"de kesisiyor. |PL| = |PN| oldugunu gosteriniz.

5. Her n pozitif tamsayisi igin [[RZ3(2" — 2¥) carpiminin n! ile béliindiigiini gosteriniz.

6. Her xy>0 i¢in f(x+y)>f)(1+yf(x)) olacak sgekilde f:R*—>R*
fonksiyonunun olmadigini gosteriniz.



4. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi — 1996 — Coziimler

2. Q nun AB tizerindeki izdiisimii E, CD tizerideki izdiisimii F; P nin AB tizerindeki
izdiisimi G, CD tzerindeki izdisiimi H olsun. AE = DF = a, EM = b, MG = ¢, BG =

HC = d olsun.
A a E b M¢c¢c G d B
o ')
P
Q
o O
D a F XN vy H d C
DF _ FN HC _NH _ d

FN 2
s =—2FN="

AE ~ EM a b

ve

NH d?
L = —-=—>= NG = — olur. Buradan da
MG BG c d c

EG=FH=>b+c= %2 + dTZ elde edilir. Cauchy-Schwarz esitsizliginden

(a+d)2=(%-\/5+%-\/5)2

S(“72+d72)(b+c)=(b+c)2=>a+dsb+c

Sa+d+b+c<2(b+c)=>1<b+c<PQ

4. KM ftizerinde CQ Il LN || DK olacak sekilde Q noktas1 alalim. ZDKM = £CMK oldugu
agikar (Degilse dogrular1 uzatin, ikizkenar {iggeni goriin.).

CQ Il DK oldugu icin DKM =

£CQM = £CMQ olacagindan CM = CQ olur.

DK = DL =ave LC=CM = CQ = b olsun. CDK ve CKQ ii¢ggenlerinde paralelligin

s I PL _LC __PL_ b ab
gerektirdigi benzerlikleri yazarsak — = == —=—= PL = —ve
DK DL a a+b a+b
PN _KN _DL_PN_ a ab
—=—=—=—=—5PN=—olur.
cQ NQ LC b a+b a+b



38. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat rl"aklm Se¢me Sinavi — 1997 /qudmented [A15]: Sorular Mathlinks'ten geviridir. Orijinal
egildir.

12 Nisan — 13 Nisan 1997

1. Aagsidikagi olan ABC ti¢geninde, A’dan inilen yiiksekligin ayagi H olmak iizere; ABC,
ABH ve AHC iiggenlerinin icteget ¢emberlerinin yarigaplar1 toplaminin |AH|'a esit
oldugunu gosteriniz.

2. (ay) ve (by) dizileri a; = @,b; = B, her n > 0 igin
Any1 = @y — fby ve byyq = fay + aby,
olacak sekilde tamimlaniyor. aj997 = by Ve big9; = a, esitliklerini saglayan kag (a, 8)
sirali gercel sayu ikilisi vardir?

3. x oyunculu X takimindan, y oyunculu Y takimina bir oyuncu transfer olunca y > x ise
Y takimi federasyona y — x milyar lira veriyor, x > y ise federasyon X takimina x —y
milyar lira 6diiyor. Bir oyuncu bir sezonda istedigi kadar takim degistirebiliyor. Her
biri 20 oyunculu 18 takimla baslanan bir sezonda, 12 takim sezonu 20’ser oyuncuyla,
geri kalan 6 takim da sirasiyla 16,16,21,22,22,23 oyuncuyla sezonu bitiriyor.
Federasyon sezon sonunda en fazla kag lira kazanmis olabilir?

4. AE capl birim ¢ember iizerinde disbiikey ABCDE besgeni olusturuluyor. |AB| =
a,|BC| =b,|CD| =¢,|DE| =d ve ab=cd =% olduguna gore, AC + CE toplamini

a, b, ¢, d cinsinden bulunuz.

5. Her p =7 asal sayisi igin, xp4q = x; olmak {iizere; x? +y? = x4, (modp) sartiu

saglayan m pozitif tamsayist ve p ile boliinmeyen x;y; (i = 1,2,..,n) sayilarimn Commented [A16]: n de p ile bolinmeyecek mi, heniz belli

bulundugunu gosteriniz. cedl

6. X4,%z,.. %y pozitif sayilar igin x7 + x3 + -+ x2 = 11ise,
n 5
P
L 1X1+X2 +"'xn_xl'
=
ifadesinin alabilecegi en kiigiik degeri bulunuz.




38. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 1997 — Coziimler

1. 7apc = u — a dir. 1apc: TapyiTagc = a:c: b olacagindan
ah

. h elde edilir.

a a

b +b+ 2
Tapc t Tapn + Tanc = (u—a)(1+§+z) = (u—a)(%) ==



5. Ulusal Matematik Olimpiyat: [kinci Asama Sinavi — 1997 | Commented [A171: Sorular Mathiinks'ten geviridir. Orijinal

degildir.

12-13 Aralik 1997

1. 5x2 —6xy + 7y® =383 denklemini saglayan tiim (x,y) sirali tamsay1 ikililerini
bulunuz.

2. Disbiikey ABCDE besgeninin igerisinde alinan F noktasimin AB, BC, CD, DE, EA
dogrularina olan uzakliklari sirasiyla a,,a,,as,as,as olsun. Besgenin A4,B,C,D,E
koselerine ait i¢ aglortaylar {lizerinde AF, = AF,BF, = BF,CF; = CF,DF, = DF ve
EFs = EF olacak sekilde sirasiyla F, F;, F3, Fy, Fs noktalar1 alimiyor. Fy, F,, F3, Fy, Fs
noktalarimin EA,AB,BC,CD,DE dogrularina olan uzakliklar sirasiyla by, by, b3, by, bs
ise,

a;+a,+az+a,+as <by+by+ b3+ by+ by
oldugunu gosteriniz.

3. [k pozitif bir say1, n de 1’den biiyiik tek bir sayidir. n adet se¢men A kiimesine ait k adet
aday arasindan bir aday1 asagida anlatilacak olan gogunlukeu uzlas: yéntemine gore
segecektir.

Her se¢gmen k X n bir matrisinin bir siitununa adaylar: tercih sirasina gore siraliyor.
a € Aadayimin i-inci satirda kag kez gectigini a; sayisi ile gosteriyoruz. I, ile Yii_; a; > g
esitsizligini saglayan en kiigiik I sayisiu gosteriyoruz. I’ = min{l,|la € 4 }. {a € A|l, =
I'} kiimesini olusturan matrislere uygun matris diyecegiz. Her uygun matriste,
kiimedeki tek aday ¢ogunluk¢u uzlasiyla secilmis olacak. Her uygun se¢im matrisinde
Wy = W, =+ = Wy > 0 sayilan verildiginde ¥X ; w;a; sayisma a € A adayinin toplam
agirlikli skoru diyecegiz. Secilmis adayin toplam skoru tiim adaylarin skorlarinin en
buyugi ise, (w1, ..., wx) agirliklart gogunlukeu uzlast olusturuyor diyecegiz.

(a) k=3 oldugunda, c¢ogunluk¢u uzlasi olusturan bir agirlhik sistemi olup

olmadigini belirleyiniz.

(b) k > 3 oldugunda, bdyle bir sistemin olmadigin gosteriniz. ‘ Commented [A18]: Murat Sertel'in majoritarian compromis
adli segim sistemini anlatiyor. Ceviri de muhtemelen sorun var.

4. e > 0 gergel sayisi verildiginde, her a, b, c, d gergel say1s1 icin
al+b3+cd+dd<e?(a?+b%+c?+d?)+ fle)a* +b*+ct+d*)
esitsizligini saglayan en kiiciik f (e) degerini (e cinsinden) bulunuz.

5. ABC iiggeninde A kdsesine ait i¢ ve dis agiortaylar BC'yi sirayla D ve E de kesiyor. DE
capli F merkezli gemberle merkezi O olan ABC {i¢geninin ¢evrel ¢emberinin ortak dis
teget dogrusu d olsun. Degme noktalarinin FO tizerindeki izdiisiimleri P ve Q olsun.
Bu iki gemberine ortak kirisinin uzunlugu m ise |PQ| = m oldugunu gésteriniz.

6. Uzayda kenarlar x, y, z eksenlerine paralel olacak sekilde D,, D, ..., D, dikdortgenler
prizmalarn veriliyor. Her D; i¢in, x;,y;, z; ile D;'nin sirastyla x, y, z eksenleri iizerindeki
izdiigtimlerinin uzunluklarini gosterelim. Her D;, Dj cifti igin, x; < xj, y; <yj, z; < z;
esitsizliklerinden biri saglaniyorsa, x; < x;, y; < y; ve z; < z; oldugunu varsayalim.
UL, D; bolgesinin hacmi 1997 ise,

i. k#liseDy ND;, @



ii. UZL, Dy, bolgesinin hacmi en az 73
olacak sekilde {D, ..., D, } kiimesinin bir {Di Dy s Dim} altkiimesine sahip oldugunu
gosteriniz.



5. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi — 1997 — Coziimler

5. F merkezli DE capli ¢cember BC ye ait A dan gegen Apolonyus ¢emberidir. Gergi
Apolonyus ¢emberine has bir ézellik kullanmayacagiz.
[k énce gevrel gember ile Apolonyus cemberinin dik kesistigini gosterelim.

AF = DF = £ADF = £DAF = £ABC + £BAD = £DAC + £CAF  olur. £BAD =
£DAC oldugu icin £CAF = £ABC olacagindan AF, (ABC) ¢emberine tegettir (teget kiris
agt ile gevre aginin esitligi). Yani ZOAF = 90° cepte.

Ortak teget dogrusu gevrel ¢gembere S de, diger cembere de T de degsin. AM, bu iki
cemberin ortak kirisi olsun. AM bu iki ¢emberin kuvvet eksenidir. (AM nin ST ile



kesistigi noktanin ¢emberlere gore kuvveti esit olacagindan AM ST yi ortalar.) OF
dogrusuna diktir (APMF deltoid oldugu icin kosegenler diktir ve birbirini ortalar).
Ortak teget dogru parcas1 ST yi iki esit parcaya boler. Bu durumda SPQT dik
yamugunda AM orta taban dogrusu olacagindan PA = AQ ve AM ile PQ, N de
kesisiyorsa PN = NQ esitlikleri elimizde var. APMF deltoidinde AN = AM oldugunda
gore AN = PN = NQ yani £PAQ =90° oldugunu gosterecegiz. 1ki gemberin dik
kesistigini daha 6nce gostermistik.

2PAQ = LOAF & £FAQ = £OAP oldugunu gosterecegiz. OS I TF ve SP I TQ
oldugu igin £PSO = £QTF. Dolayisiyla da AOSP ~ AFTQ olacakir. 20 =20 =72
orantisi elde edilir. 0 nun AN ye gore simetrigi 0’ olsun. AP = AQ oldugu i¢in AQAO" =
APAO olacaktir. Bu durumda A0’ = A0, 0'Q = OP ve g—i = g = %oldugu igin %? =
% orantisini elde ederiz. Bu da O'AF tiggeninde AQ nun aglortay oldugu gosterir.

20'AQ = LQAF = LOAP = LOAF = LQAP > AN=PN =NQ=>PQ=AM=m
elde edilir.



39. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 rl"aklrn Se¢me Sinavi— 1998 | Commented [A19]: Sorular Mathiinks'ten geviridir. Orijinal
degildir.

18 Nisan — 19 Nisan 1998

1. ABC tiggeninin (AB = AC) digina dogru BAXX' ve CAYY' kareleri kuruluyor. [BC]'nin
orta noktas1 D, [BC] tlizerindeki bir K noktasindan BY ve CX’e indirilen dikmelerin
ayaklar sirasiyla E ve F ise

(a) IDE| = |DF| oldugunu gosteriniz.
(b) [EF] nin orta noktasinin geometrik yerini bulunuz.

2. (ay)dizisia; =tven = ligina,,, = 4a,(1 — a,) olacak sekilde tamimlaniyor. a;99g =
0 ise t'nin alabilecegi ka¢ deger vardir?

3. A=1{1,2,34,5} olsun. Herhangi bir B c 4 i¢in f(B) € B, herhangi bir B,C c A i¢gin
f(BUC) ya f(B) ya da f(C) olacak sekilde A'nin bog olmayan altkiimelerinden A’ya
tanimli kag f fonksiyonu vardir?

4. nKkisi, n ev verilmis olsun. Her kisi evleri begenisine gore siraliyor (esitlik yok). Daha
sonra herkese bir sekilde bir ev veriliyor. Daha sonra bakiliyor ki, evler baska bir
sekilde verilmis olsa her seferinde en az bir kisi daha az tercih ettigi bir evi almis olacak.
Mevcut ev dagiliminda, en az bir kisinin birinci tercihini almis oldugunu ispatlayiniz.

5. ABC iiggeninde AB ye A da teget olan, C den gecen ¢ember ile AC ye A da teget olan B
den gegen ¢emberlerin yaricaplar: farkli olup ¢emberler ikinci kez D de kesisiyorlar.
[BA tizerinde AB = AE olacak sekilde bir E noktas1 aliniyor. 4, D, E noktalarindan gegen
gemberle [AC ikinci kez F de kesistiklerine gore |AF| = |FC| oldugunu gosteriniz.

6. f(xq,..,x,) toplam derecesi n’den kiiclik tamsay1 katsayili bir polinomdur. 0 < x; <
12 olmak tizere f(xy,..,x,) =0 (mod 13) denkligini saglayan (x4, ...,x,) sirali n-
lilerinin sayisinin 13 ile boliindiigiinii gosteriniz.



39. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 1998 — Coziimler

1.

2BAC = 2a = £LABY = £AYB = £AXC = £XCA = 45° —a = 4(XC,YB) = 90°.
X Y

B K D C
XCNYB ={N}olsun. ZABN = £ACN oldugu igin N € AD dir. BNC tiggeni N agis
dik ag1 olan ikizkenar bir dik tiggendir. ENFK bir dikdértgendir. ENFK dikdértgeninin
gevrel cemberinin merkezi M olacaktir. ENDK karsilikli dik agilarin toplamindan
dolay1 kirigler dortgeni oldugundan D de bu gember {izerindedir. ND agiortay oldugu
i¢cin DE = DF olur. M merkezinden ND kirisine inilen dikme ND kirisini ortalar. Bu

BC
noktanin D ye uzakligt % === BTC = Sabit tir. Bu durumda M, BC paralel olan ve BC

den uzaklig1 % olan dogru iizerindedir. M nin geometrik yerinin simrlann K = B ve K =

C oldugunda elde edilir. Son durumda M nin geometrik yeri BN ile CN dogru
pargalarimn orta noktalarim birlestiren dogru pargasidir.

Soruyu sade bir sekilde gizmek ¢ok onemli. Cevre ag1 ile teget-kiris agilarin esitliginden



2ABD = £DAC ve £ACD = £BAD. A, D, F, E aym ¢ember iizerinde bulundugundan

2AED = £AFD dir. Agi-Ag1 benzerliginden AABD ~ ACAD ve AAFD ~ ABED elde
edilir. 22 = B2y 22 = 248 _ 2egitliklerimi birlestirirsek AF = 2 - AC = AC = CF ¢ikar.
AC T AD T AF T AF  AD



6. Ulusal Matematik Olimpiyat: [kinci Asama Sinavi — 1998 | Commented [A20]: Matematik Diinyasrndan alindi.

11-12 Aralik 1998

1. Ikizkenar ABC {iggeninin (|AB| = |AC|) [BC] tabam iizerinde |BD|:|DC| = 2:1 olacak
bigimde bir D noktasi, [AD] iizerinde ise m(BAC) = m(BPD) olacak bigimde bir P

LCEI oldugunu gosteriniz.
2

noktast alimiyor. m(DPC) =
2. Tim 0 < a < b < c gergel sayilar igin
(a+3b)(b + 4c)(c + 2a) = 60abc
oldugunu gosteriniz.

3. Bir ¢emberin iistiindeki noktalar ii¢ renge boyaniyorlar. Koselerini gember iistiinde
ayni renge boyanmis noktalarin olusturdugu sonsuz sayida ikizkenar {i¢genin
bulundugunu gosteriniz.

4. x® 43367 = 2" esitligini saglayan tiim x ve n pozitif tamsayilarini bulunuz.

5. X0Y agisimin [0X ve [0Y 1sinlan iizerinde sirasiyla M ve N degisken noktalar
alindiginda |OM| + |ON| sabit ise, [MN]'nin orta noktasimn geometrik yerini
belirleyiniz.

6. n X n bir satrang tahtasindaki karelerin koselerinden bazilari, bu satrang tahtasinin
karelerinden olusan her kx k (1 <k <n) karenin en az bir kenarinin stiinde
boyanmis bir nokta olacak bigimde boyamiyor. Eger bu kosulu saglamak igin
boyanmasi gereken en az nokta sayisini [(n) ile gosterirsek,

oldugunu kamitlayiniz.



6. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi — 1998 — Coziimler

1. Coztim1:

C noktasimin AD dogrusuna gore simetrigi C;, B noktasindan AD dogrusuna
indirilen dikmenin ayag: Q; A noktasinndan [BC] ye cizilen yiiksekligin ayag: Q olsun.
(Sekilden izleyiniz.)

CCy Il BQ, IBD|:|DC| = |BQI:|ICR| = 2:1 oldugu i¢in BQCC; bir paralelkenardir ve
IBG | = 1QC| = |C,Q['dur.

Simdi, 2BAC = 2a olsun. Bu takdirde, ZBPD = 2a, £BAO = a olur ve B,0,Q,A
noktalar1 cembersel oldugu icin ZBQO = £QBC,; = £QCC,; = a olur. Diger yandan,

4BC;Q = 180 — 2a ve £BPQ = 2a oldugundan, B, P, Q, C; noktalarinin ¢embersel
oldugu ve boylece, 2QPC; = QBC; = a oldugu goriiliir. Sonug olarak,

£CPD = £CiPD = £QPCy = a = 5 £BAC

Cozim 2:
2ABP = £BAC oldugu asikar. C den AB ye ¢izdigimiz paralel AD ile E de kesissin.



BB 2,28 2 _2 JAEC = £PAB olacag icin ACAE ~ APAB olacaktr.

gg iC EC EC 1

T 2 olur. Simdi de BPA {iggenini AC tizerinde yapigtiralm. P'AC = PBC
olur. PA=BP=2-AP=>PP'=AP=P'C = 4BPD = £CP'E=2-4P'PC=2-4DPC

olacaktir.

Coziim 3:

AP, ABC fiiggeninin cevrel ¢emberini E noktasinda kessin. ZABC = £ACB =
2AEC = LAEB oldugu icin BEC iiggeninde EA agiortay olur. Agiortay teoreminden
BE:CE = 2:1 elde edilir.

2EAC = £CBE, £ABC = £PBE ve £ABC = £ACB = £AEB oldugu icin PB = PE dir.
P den BE ye inilen dikme BE yi ortalar. BE nin orta noktasi F olsun. BF = FE = EC ve
£PEF = £ECP oldugu i¢in APEF = APEC olur. Budurumda, ZBPF = £FPE = £EPC =
£BAC/2 elde edilir.

Coziim 1:

(a+3b)(b+4c)(c+2a)— (a+3b)(b+ 2a)(c + 4c)

=(a+ 3b)((b +4c)(c+2a) — (b +2a)(c+ 4c)) =(@+3b)b—-c)2a—4c)=0
ve (a+3b)(b+2a)—(a+2a)(b+3b)=(a—hb)(2a—3b)=0 SOolcluguso goriilir.
Dolasiyla, (a+3b)(b+ 4c)(c+2a) > (a+ SbS)O(b + 2a§%5c) > (3a)(4b)(5¢) = 60abc
"dir.

Coziim 2:

Aritmetik-geometrik ortalamalar esitsizliginden,
a+b+b+b=>4Vab3,
b+c+c+c+025W,



c+a+a=>3Vca?’ dir.
Taraf tarafa carparsak,

2
131412 u 19 17 c1s

(a+3b)(b + 4c)(c + 2a) = 60azbzbscsczas = 60aizbzocts = 60abc ——

1 1
alzbpzo
1 1
= 60abc 2L > 60abc(1)(1) = 60abc.
alz b20

Cozim 3:

b nin bir kismini a olarak, ¢ nin bir kismini da b olarak yazarsak esitsizlikten daha
kiigiik bir deger elde etmis oluruz.

1.8 2, 10

(a+3b)(b+ 4c)(c+ 2a) = (a +ia+ Eb) (b +§b +?C) (c+ 2a)

= g(a +2b) - g(b + 2¢)(c + 2a) elde edilir.

a+b+b=3Vab?, b+c+c=3Vbc?ve cta+a = 3Vca? oldugu icin

(a+3b)(b+4c)(c + 2a) = (a +§a + gb) (b +§b +?c) (c+2a)

= g(a +2b) - g(b +2c)(c + 2a) = 29—0~ 27abc = 60abc elde edilir.

3. Koseleri ¢ember {iistiinde bulunan herhangi bir diizgiin 13-gen alalim. Bu 13-genin
ayn1i renge boyanmis en az bes kosesi vardir. Bu bes koseden en az {i¢iiniin ikizkenar
bir {iggen olusturdugunu gosterecegiz. Bu ise Z;3 = {1, ...,13} kiimesinin 5 elemanl
herhangi bir P altkiimesinde x # y, x +y = 2z (mod 13) olacak bi¢gimde x,y,z € P
bulundugunu gostermeye esdegerdir. Son 6nermenin dogru olmadigim varsayalim.
S={x+y (mod13)|x,y € P,x # y} dersek, $'nin en az 9 degisik elemanimn oldugu
gorilir. (= {x,y,z u, v} olsun ve x + y = z + u oldugunu varsayalim. Bunun diginda
P’den alinan iki degisik ciftin toplamlar: (mod 13) esitse, genelligi yitirmeden, bunun
Z +y = x + v biciminde olacag: goriiliir. O zaman da, varsayimimizin aksine u + v =
2y olur.) Ancak bu durumda da, S’ye ait en az bir eleman olacak {2x, 2y, 2z, 2u, 2v}
kiimesine aittir.

4. 3367 nin asal carpanlara ayriligt 3367 = 7 - 13- 37 dir. Eger x3 = 2" (mod 7) ise,
uygun bir meEN igin n=3m olur. Boylece, 3367=2"-—x3=
(2™ — x) (2%™ 4+ 2™Mx + x2),a? < bve ab = 7- 13- 37 oldugu icin agagidakilerden biri

b

a
dogrudur:
i a=1,b=7-13-37,
ii. a=7,b=13-37,
iii. a=13,b=7-37,

b—a*=3-2m-x,2™ > /3367 > 14 oldugu icin
i. b—a?=3-2-561ve
iii. b—a?=90=2-3-15 gecerli olamaz; ancak ii. durumu sézkonusu olabilir.
Bu durumda b —a? = 481 —49 =432 =3-2*-32 oldugunda n =12, x =9
olmali. Gergekten 93 + 3367 = 212 “dir.

5. Cozum 1:
[MN]nin bir konumu sekildeki gibi olsun ve |[OM|=m, |ON|=n, [MN|=a
diyelim. OMN {i¢geninin gevrel cemberi ile MON agisinin agiortayinin kesisim noktasi



B ile gosterilmek tizere, MOB = 2a ise, 4(MB) = 4(BN) = 2a dir. Buradan |[MB| =
IBN| elde edilir. OMBN dortgeninde Ptolemy Teoremi uygulandiginda, |[BM|=b
olmak tizere,

|OM| - |BN| + |ON| - |[MB| = |OB|-[MN| ya da mb+nb=|0B|-a elde edilir.
Buradan b(m +n) = |0B|-a, b-k=1|0B|-a (1).

[MN] nin orta noktas: A ile gosterilmek tizere, LMAB = 90° ve BON agisi ile aym
yay1 gordiikleri i¢cin MNB = a olur. Bu dik {i¢gende, cosa = %, a=2bcosa dir. Bu

deger (1) ‘de yazilarak bk =|0B|2bcosa = |0B| = ZC:SH = sabit elde edilir. O

noktasi, |0B| ve agiortay sabit oldugundan B noktas: sabittir. OMN tiggeninde [0A]

2 2 2
kenarortay olup, |04| = % - aT, 2
aZ

MBN {iggeninde [BA]? = b? -5 (3)’tir.
(2) ve (3)'ten [0A[2 — |BAI? = " — b2 (4),

OMB fiiggeninde,
b> =m? + (2 c:sa) —2m 2c§5a cosa, ONB iicgeninde,

b2 =n?+ ( . ) — 2n—— cos & dir (Kosiniis Teoremi). Bu iki esitlik taraf tarafa
2cosa 2cosa

2
toplanarak, 2b? = m? +n? + 2( k ) —k?,

2cosa
p? =Mt n ( « )2 _Emint e ( - )2 = sabit bulunur.
2 2cosa 2 2 2 2cosa

O halde (4) ifadesi |0A| —|BA|? = sabittir. “Sabit iki noktaya uzakliklarinin
kareleri farkli noktalar1 birlesirse n dogruya dik bir dogrudur” Dolayisiyla, A
noktasinin geometrik yeri, 0B dogrusuna dik bir dogrudur.

Tersine |OM| = |ON| = %, Ox agortay, MN 1 Ox, A€ [M,N] olsun. OM;N;
tiggeninin [M; N;] kenarinin orta noktast 4 ise, |[0M; | + |ON;| = k olur. Ciinkii A'y1 orta
nokta kabul edecek [M;N;] ‘in ¢izimi, O'nun A’ya gore simetrigi olan 0" bulunup
OM;0'N; paralelkenarin olusturulmasi ile miimkiindiir. Bu durumda O'N; || OM;,
2OMN = £N;ZN ve OMN {iggeni ikizkenar oldugundan,




LN,ZN = 2N,NZ = [N, Z| = |N;N|. |0M,| = |OM| + |MM'| ve M,MA = N,ZA
oldugundan |[MM,| = |N;Z| = |N;N|, |ON;| =|ON|—|NN;|dir.Bu esitliklerden,
|OM,| + |ON,| = |OM| + |MM,| + |ON| — [MM,| =IOM |+|ON |=k bulunur.

Coziim 2:

Geometrik yer ile ilgili soru ¢6ziimlerinde sonuca gotiiren yollardan biri de iki
orneklem almak. Ozellikle bu 6rneklemden biri sabit ise ona bagli bircok sey sabit
olacaktir.

OM + ON =k oldugu i¢cin OM' = ON' =§ sartimi saglayan M’, N’ noktalarim
birlestiren dogru parcasimn orta noktas: da geometrik yer {izerindedir. Bu arada
OM' =0N' = S = Sabit ve £M'ON' = Sabit oldugu icin M'N’ dogrusu da, dogru
pargcasi da sabittir.

MM' = NN' oldugu asikar (degilse k dan MM’ kadar alimip NN’ dar veriliyor, yine
k elde ediliyor).
M'N'ile MN, P de kesigsin. N den M'M ye cizilen paralel M'N’ yii Q da kessin.



OM’' = ON' = QN = QN' = MM' olacaktir. Paralellikten % = % =1 olacaktr.
Yani MN dogru parcalarinin orta noktalart P € M'N’ diir. Geometrik yer M'N" dogru
pargasidir.

Bu paralel ¢ekmeli ¢oziim aslinda Menelaus'tan baska bir sey degil. AMN
tiggeninde M',P,N' noktalar: i¢in Menelaus uyguladigimizda da PM = PN esitligini
elde edecegiz.

Tersinin ispati da diiziinden farksiz. Aym sekilde OM + ON =k oldugunu
gosterecediz. Ister Menealus uygulayin, isterse tekrardan NQ || OM dogrusunu cizin.

NN' = MM', dolayisiyla da OM + ON = % +MM' + S — NN' = k elde edeceksiniz.
Not: Ik ¢dziim, Matematik Diinyast dergisinde yaymlanan resmi ¢oziimdiir.
Geometrik yerin tersini de, yani sz konusu geometrik yer iizerindeki her noktanin

verilen 6zelligi sagladiginin gosterilmesi kismim es gegmediginden dolay, bu sorunun
biiyiik ihtimalle, rahmetli Fikri GOKDAL'a ait oldugunu diisiiniiyorum.

Sekilde goriilen boyanmis parcay: kaydirarak boyama islemini siirdiiriirsek n = 7k +

6,k = 0,igin 1(n) <2(n+1)2

oldugunu goriirtiz. Egern =7k +s, 0<s <6ise, n=7(k—1)+6+(s+1) ve
m = 7(k — 1) + 6 yazalim. Bu takdirde, n X n karenin i¢inde m x m karenin diginda
kalan tiim noktalarin boyandig varsayilsa dahi

I(n)<lm)+ G+ Dn+(s+1)m<I(m)+12n,

I(n) < ;(m +1)%+ 12n< %(n + 1) + 12n oldugu goriiliir. Dolayisiyla her n = 6

<207 L 12 dir,

idn, S <3




Simdj, bir kare alalim. Bir 1 X 1 karenin kenarlari iizerindeki boyanmis nokta sayisi
t olsun. Problemin kosulu geregi t > 1 dir. Her 1 X 1 kare i¢in % sayisina o karenin
agirligy diyelim. Boyanmis bir nokta alalim. Bu nokta ile kesigsen tiim 1 X 1 karelerin
agirliklar toplamina o noktanin puani diyelim. Bu takdirde, boyanmis her bir noktanin
puani, nokta tam kosede ise, < 1; nokta bir kenar {izerinde ise, < 2 ve eger nokta
karenin i¢inde ise, 0 noktanin puan < % dir. (Son durumda, eger dort kareden iigiiniin
agirligl 1 ise, 2 X 2 karenin kenarinda en az bir boyanmis nokta bulunacagindan,
doérdiincii karenin puam < 3 -1 + % = % esitsizligini saglamalidir. )

n
o———
1
® n 1

Diger yandan, her biri 1 X1 karenin boyanmis noktalarin puanina yaptig1
katkilarin toplami 1 dir. Ciinkdi, bir 1 X 1 kare iizerinde t adet boyanmis nokta varsa,
karenin puanlara yapmis oldugu katk % + et % =t- % = 1 olur. Demek ki, boyanmis
noktalarin puan toplammn?dir. Simdi I(n) tane boyanmis nokta ve her boyanmig

7 < .
noktarun puam < - olduguna gore,

1(n)

n? < gl n) = >2 oldugunu goriiriiz  (**). (*) ile (**) birlestirilirse,

2 <7
2 _ln) 3(n+1)2 12 . . .. Lol 2 o
SS—2 25 5t elde edilir ve Sandvig teoremi ile ALI{)]O 2 =5 oldugu

gortiliir.



40. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 rl"aklm Se¢me Sinavi — 1999 quTdmented [A21]: Sorular Mathlinks'ten geviridir. Orijinal
egildir.

20 Mart — 21 Mart 1999

1. m < n seklinde pozitif sayilar ve p asal sayis1 verilmis olsun. a,, bs # 0 ve her i, igin
0 < a;, b < p olmak tizere
m=ag+a;p+-+ap’
n=by+bip + -+ bsp®
olsun. Her i = 0,1, ...7 icin a; < b; ise m <, n diyecegiz. p + () olmast icin gerek ve
yeter kosulun m <, n oldugunu gosteriniz.

2. ABCD Kirigler dortgeninde L ve N sirasiyla AC ve BD kosegenlerinin orta noktalar:
olsun. ANC agisinin agiortayr BD ise, AC’nin BLD agisinin agiortayl oldugunu
gosteriniz.

3. Herx € Rigin f(x =1 —f(x)) = f(x) —x — 1 sartiru saglayan ve

{@lx;to}
x

kiimesini sonlu oldugu tiim f: R — R fonksiyonlarini bulunuz.

4. C Kkirigler dortgeninin alan1 A¢, cevresi de P; dir. € nin cevrel ¢emberine C nin
koselerinde teget olan dortgenin alani Ay, ¢evresi de Pr olsun.

()
AT PT

oldugunu gosteriniz.

5. A,B,C,D,E veF kisilerinden her birinin digerlerine anlatmak istedigi dedikodular var.
Ayni anda sadece iki kisinin haberlesebildigi bir telefon sebekesi lizerinden birbirlerine
bildiklerini anlatiyorlar. Her telefon goriismesinde birbirlerine o ana kadar ne
biliyorlarsa anlatiyorlar. Tiim dedikodularin herkes tarafindan bilinmesini miimkiin
kilan en az sayida telefon goriismesi adedi nedir?

6. Sonlu sayida paraboliin i¢ bolgeleri ile diizlemin kaplanamayacagini gosteriniz.



40. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 1999 — Coziimler

2. Kirigler dortgeninin ¢emberinin merkezi O olsun. € nin ON tlizerindeki ¢apina gore
simetrigi E olsun. CN = NE ve ON L CE olacaktir. BD L ON oldugu igin BD || CE ve
£BNC = £NCE = £NEC = £ANB olur ki, bu da 4, N, E noktalarimin dogrusal oldugu
anlamina gelir.

£ANC = £AOC = 2 - LAEC bagmtis1 4, N, 0, C noktalarinin cembersel oldugu anlamina
gelir. Bu cemberin OL yi kestigi nokta P olsun. AP kiiciik yayinin 6l¢iisii £AOP /2 yani,
£ANB/?2 kadardir. Bu durumda NB dogrusu s6z konusu ¢emberi P de keser. ZPNO =
90° oldugu igin £PAO = 90°, yani PA dogrusu, (ABCD) gemberine tegettir. PA = PC
oldugu icin de PC dogrusu da tegettir.

Aslinda bundan sonras1 Pole-Polar gésterimi ve temel 6zellikleri ile ilgili. Biz soruya
geri donelim.

PD N AC = {F} olsun.

F noktasinin O merkezli gembere goére kuvvetinden BF - FD = AF - FC.

P noktasirun 0 merkezli gembere gore kuvvetinden PA? = PB - PD.



APAC de, Stewart'in 6zel halinden PF? = PA? — AF - FC.
PF? =PB-PD —BF - FD
= (PD —FD)?=PB-PD —BF -FD
= PD?>+FD*~2-PD-FD = PD?*~FD-PD — BF - PD — BF - FD
= BF-PD = —FD?* + FD -PD — FD - BF = FD(PD — BF — FD) = FD - PB
Son elde edilen esitligi orant1 seklinde yazarsak
BF BP
FD ~ PD
elde ederiz. ZPLF = 90° bilgisini de dikkate aldigimizda, ABLD {i¢geninin i¢ agiortay1
LF, dis agiortay1 da LP gikar.
Bu son ¢ikarimimizi biraz daha teknik bir dille anlatmaya ¢alisalim.
P ve F noktalarimin B ve D noktalarma uzakliklari orani aynidir. Bu durumda, bu tip
diger noktalarin geometrik yeri, B ve D noktalarina ait bir Apolonyus ¢emberidir. PF,
bu ¢emberin bir ¢api; dolayisiyla da ZPLF = 90° oldugu icin de L noktas1 da geometrik
yer iizerindedir. Bu durumda
BF BP BL
FD PD LD
olur. Bu da, BLD {i¢geninde LF nin i¢ aglortay oldugu anlamina gelir.

_ _ Fla—1-FGR)) _ fl=1) _ fOa)=—xk=1 _ =k=1_ . 2
le#1 ve x f{:{(x;;)—k olsun. k-1 =S - k1 e T lTea
-1

P |k # 1} kiimesinin sonlu sayida elemani oldugu i¢in —1 — ﬁ
ifadesi sonlu sayida farkli deger alabilmeli, bu da ancak sonlu sayida x; — f(x) = k
oldugunda miimkiin. Yani {x — f(x)|x € R} kiimesi sonludur. Sonlu kiimelerin en
biiyiik ve en kiiciik elemanlar1 vardir. Bunlar arasidan |x — f(x)| ifadesini en biiyiik
yapan deger x = x, olsun.
Y = xo— 1= f(xo) degiskeniiley — f(3) = y = (f(xo) — %o — 1) = 2(xo — f(x,)) olur.
Bu da x, 1n en biiyiik sartini |xy — £ (xo)| = 0 olmadikga ihlal eder. |x — f(x)| ifadesinin
en biyiik degeri |xo — f(x¢)| = 0 olduguna gore tiim degerleri 0 dir. Buradan da
f(x) = x elde edilir. Yerine koydugumuzda f(x =1 —x) =x —x — 1 = f(—1) oldugu
i¢in f (x) = x verilen denklemi saglar.

olacagindan {

Cozlim 1:

Diizlemde bir parabol alalim ve koordinat sistemini dyle segelim ki, bu sistemde
paraboliin denklemi y = ax?, (a > 0) olsun. Paraboliin i¢ bélgesindeki (x, y) noktalar:
(sirurlardaki noktalar dahil) igin y > ax? saglanacaktir.



Simdi, y-eksenine paralel olmayan herhangi bir y = kx + b dogrusunu ele alalim.
Bu dogrunun en fazla sonlu bir kismmin “aydinlanabilecegini” gorelim. Aydinlanms
noktalarin birinci koordinat1 olan x igin kx +b = ax? esitsizligi saglanmalidir.
Buradan,

ax? —kx + b < 0 oldugu goriiliir. Eger P(x) = ax? — kx + b (a > 0) polinomunun
diskriminanti D = k? — 4ab negatif ise, dogru, parabolii hi¢ kesmiyor; D = 0 ise;
dogru, parabolii (x4,y1), (x3,¥,) gibi, D = 0 durumunda ¢akigan, iki noktada keser ve
dogrunun aydinlanan kismu bu iki noktay1 birlestiren dogru pargasidir. D =0
durumunda dogrunun bir tek noktas: aydinlanmustir. Boylece, paraboliin simetri
eksenine paralel olmayan her dogrunun en fazla sonlu bir pargas: aydinlanabilir.

Simdji, sonlu sayida fener, dolayisiyla, onlarin aydinlattig1 sonlu sayida parabol,
diizlemde nasil yerlestirilmis olursa olsun, bu parabollerin hig birinin simetri eksenine
paralel olmayan bir dogrunun tamami aydinlanamaz. (Bdyle bir dogru var midir? Bir
noktadan gegen n adet parabollerin simetri eksenlerine paralel olan n adet dogru
vardir. Bu noktadan gegen diger dogrularin higbirisi bu parabollerin simetri
eksenlerinden birine paralel degildir.) Bu nedenle diizlemin tamam1 aydinlanamaz.

Coziim 2:
Bir paraboliin i¢ bolgesini istedigimiz kadar kiigiik bir agimin i¢ bdlgesi igine
alabiliriz.

A

Ciinkii, diizlemde koordinat sistemini, sekilde goriildiigii gibi, paraboliin tepe
noktasi orijin ve simetri ekseni y-ekseni olacak sekilde segersek; parabol iizerinde y-
eksenine gore simetrik olan iki noktadan tegetler cizersek, bu tegetler y-eksenin



iizerinde bir A noktasinda kesisirler. Boylece olusan aginin i¢ bolgesi, paraboliin ig
bolgesini icerir. Tegetleri uygun yerden ¢izerek, olusan a agisini istedigimiz kadar
kiigiiltebilecegimiz agiktir.

Parabollerin sayis1 n olsun ver her bir parabolii kosesi 4;, 1 < i < n de olan ve %’T
den kiiciik olan a; agisinin igine alalim. Eger diizlem bu sekilde 27” den kii¢iik n tane
ac1 tarafindan oOrtiilebilseydi, koseleri cakisan n tane 2;” den kiiciik ag1 tarafindan

ortiilebilmesi gerekirdi. Fakat bu miimkiin degildir; ¢linkii sozii edilen ortak koseyi
merkez kabul eden bir cember cizilirse, gemberin bu acilarla ortiilemeyecegi goriiliir.



7. Ulusal Matematik Olimpiyat: [kinci Asama Sinavi — 1999

3-4 Aralik 1999

1.

0 <x,y,zw < 36 olmak iizere,
x2+y?2 =234+ w3 (mod37)
denkligini saglayan (x,y, z, w) sirali tamsay1 dortliilerinin sayisini bulunuz.

0 merkezli bir gembere, disindaki bir S noktasindan cizilen tegetlerin degme noktalar:
P ve Q; SO dogrusunun gemberle kesisim noktalar1 A ve B; PB (kiigiik) yaymnin
herhangi bir i¢ noktas1 X; QX ve PX dogrularinin 0S dogrusu ile kesisim noktalar C ve

D ile gosterilmek {izere,
1 1 2

- =
lAC| " 1AD|  |AB]
oldugunu ispatlayiniz.

n ve p pozitif tamsayilar olmak {iizere, i,j € {1,2,..,n} i¢in |f () — f())| < p sartiru
saglayan
f:{12,..n}->{-p,-p+1,...,p—1,p}
fonksiyonlarinin sayisinin (p + 1)"*! — p™*1 oldugunu gosteriniz.
Her n>1 icin a, = an_1(2—a,_1), %< a, <1 ve ¥2%%q, =1999 kosullarm

saglayan tiim (a,,) gergel say1 dizilerini bulunuz.

Cevrel ¢emberinin yaricapt R olan dar agili bir A;4,A; {iggeninde, 4;, A, ve A;
noktalarmdan gegen yiiksekliklerin ayaklar: sirasiyla Yy, Y, veYs, [A,Y1] = hy, |4, 15| =
hy, |AsYs| = hs; Ay, A, ve Az noktalarindan (Y;Y,Y3) gemberine cizilen tegetlerin
uzunluklari da sirastyla ty, t, ve t; ile gosterilmek tizere,

S\ 3

(4 <2

= \Wh/) 2
oldugunu ispatlayimiz.

40 saymin toplamini, 8 “islemci” kullanarak bulmak istiyoruz. Baslangicta, her
islemcinin ekraninda 0 sayis1 bulunuyor. Herhangi bir islemci, kendisine disaridan
verilen ya da bagka bir islemciden aktarilan say1y1, ekranindaki mevcut sayiyla bir
birim zamanda toplayarak, elde etti§i sonucu ekranina yaziyor. Ekranindaki sayiy1
bagka bir islemciye aktaran bir islemcinin ekrami karariyor. Verilen 40 sayidan
istediklerimizi istedigimiz islemciye girerek ve islemcilerin elde ettigi kismi toplamlar
da istedigimiz islemciye aktararak, bu 40 sayryr en az ka¢ birim zamanda
toplayabiliriz?

‘ Commented [A22]: Matematik Diinyasi’'ndan alind.




7. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi - 1999 — Céziimler

1. Once a bir tamsay1 olmak {izere; x? + y2 = a (mod 37) denkligini saglaya (x,y) siral
tamsay1 ikililerinin sayistm bulalm. a =0 (mod37) ise, x2+y% =0 (mod37)
denkligi, y% = (6x)? (mod 37) e dolayisiylay = +6x (mod 37) denkliklerine egdeger
oldugu icin, ¢oziim olarak 2 - 36 + 1 = 73 (x, y) siral1 ikilisi elde edilir.

Simdi dea # 0 (mod 37) durumuna bakalim.

x%+y2=x2-36y%* = (x — 6y)(x + 6y) (mod 37) oldugu icin, aradigimiz say1
(x —6y)(x +6y) =a (mod 37) denkligini saglayan (x,y) siral ikililerinin sayisidir.
Ote yandan, a %0 (mod 37) oldugundan, her 1<u <36 tamsayisi icin, uv =
a (mod 37) ve 1 < v < 36 kosullarin saglayan tam olarak bir v tamsayis1 bulunur.
Boyle (u, v) sirali ikilileriile u = x — 6y, v = x + 6y, 0 < x,y < 36 kosullarim saglayan
(x,y) sirali ikilileri arasinda bire-bir bir egleme bulundugundan, bu durumda, x2 +
y% =a (mod 37) bagmtisinin ¢éziimii olan 36 (x,y) ikilisi bulunur.

Diger taraftan z3 + w3 =0 (mod 37) denkligi, w3 = —z3 (mod 37), dolayisiyla
daw = —z veya 11z veya —10z (mod 37) bagintilarina esdegerdir. Yani

z3+w3 =0 (mod37), 0 <zw < 36 kogullarini saglayan 36 -3 + 1 = 109 (z,w)
sirali tamsay: ikilisi vardir. Sonug olarak, (z,w) ikililerinin alabilecegi toplam 372
degerden 109 u igin, istene kosulu saglayan 73 (x, y) ikilisi, 372 — 109 tanesi i¢in de 36
(x,y) ikilisi vardir. Aranan say1, 109 - 73 + (372 — 109) - 36 = 53317 dir.

2. SPQ iiggeni (SP = SQ) ikizkenar iiggen olup, A noktas1 PQ yaymnin orta noktasi ve
dolayisiyla

Q

XA, PXQ agisimin agiortayidir. Diger taraftan, AXB agis1 AB ¢apini goren bir cevre
act oldugundan bir dik agidir. Bu nedenle XB, QXD agisimin aglortayidir. CXD

tiggeninde XB ve XA agiortay olduklarindan, agiortay teoremi geregince,
g_ﬂ(@&_ﬂ g_%) CB_DB_ CB _ DB _ AB-AC _ AD-4B

BD ~ AD cB~ BD  AC AD AC ~ AD  AB-AC AB-AD  AB-AC _ AB-AD
11 1 1 1
AC AB  AB AD  AC = AD AB
bulunur.

3. Verilen kosullar1 saglayan ve aldig1 en yiiksek deger g olan fonksiyonlarin sayisin
Q(q) ile gosterelim. Once q € {0, ..., p} oldugu duruma bakalim. Her i, € {0, ...,n} icin
If (D) = f()| < p kosulu nedeniyle, bu durumda, her k € {0, ..., n} igin



fk)e{g—p.q—p+1,..,q} olur. Aldig1 tiim degerler bu kiimeye ait olan
(p + 1)" tane fonksiyon bulunup, bunlardan g degerini hi¢ alamayanlarin sayis1 p™ dir.
Dolayisiyla, Q(p) = (p + 1)™ — p olur. Eger q € {1, ..., p} ise, benzer bicimde
Q-q)=(p@—-q+1D"—=(@—-¢™ bulunur. Verilen kosullan saglayan
fonksiyonlarin toplam sayis: (p + 1)((p + 1)" —p™) + Zg=1((p —q+D)"—(p-™)
=@+ —(p+p"+p" = (p+ D" —p™*olur.

Hern> ligin,1—a, =1-a,_1(2—a,_;) = (1 — a,_1)? dolayisiyla da

1—a, =1 —a;)?"" olur. (a,) verilen kosular: saglayan bir gercel say1 dizisi ise,
1= 2000 — 1999 = 2000 — $,2990 g, ='2000 1 _ g, = 312000(1 _ g y2""*

<Te (l-a)"=2%<1 olacag: i¢in, bdyle bir dizinin bulunmadig1 gésterilmis

ay
olur.

Cevrel cemberin merkezi 0, (V;Y,Y3) cemberi ile yiiksekliklerin kesisim noktalar1 P;, P,
ve P; ile gosterilmek iizere A; noktasimin (V;Y,Y3) cemberine gore kuvveti: A; den

2
gizilen tegetin uzunlugu t; oldugundan, t? = 4,P, - AY; = AP, - hy = ;—1 = AP, ve
1

2
benzer bigcimde t,, t; igin de bu esitlikle yazilarak, P (\/t—;l_l) = Y3, A;P; bulunur.

Ay

As
o
X2
Yiikseklik ayaklarindan gecen cember, ayn1 zamanda kenarlarin orta noktalar olan
A}, A}, A den ve HAy, HA,, HA; iin orta noktalari olan P;, P,, P; den geger ve 4;P; = 04;
esitligi saglanir. Bu nedenle Y3, A;P; = %3, 0A; olur. (Ikinci tarafi hesaplayalim.)
A1 A304; kirigler dortgeni oldugundan Ptolemy Teoremi geregince,
0A; - AYAl = 0A) - A Ay + 04% - A A, (1)
ve benzer bigimde A,47043, A3A;0A} dortgenlerinden de,
04, - ALA, = 0Ay - A, AL + 04% - A4, (2),
04 - AjA, = OA} - Az Ay + 04} - A4} (3) diir.



Bu (1), (2), (3) esitlikleri taraf tarafa toplanarak; 04; = 04, = 0A; = 1 oldugu goz
ontinde tutulup, A,A3 = a,434; = b,A;4, =c alindiginda, A34, = %,A’SA’l =

=0 (;+5) + 0 (G+5) + 0 (3+5)

a+b+c

b c <
2 A4S = 7 olacagindan,

= 043 (%555 5) + 0 (525 -3) + 0 (5 -5)
— (a+:+c) (0.4’1 + OA,Z + 0.4%) _ (a-0A1+b-(27A2+c-0A3)
= (2229) 33, 04; — Alan(4,4,4;).

a+b+c

Alan(A,4,43) = ( > )r (r: i¢ yarigap) yazildiginda,

e ey 04—y 5 R =3}, 04— >3}, 0A{=R+r.  Her
tiggende gevrel yarigap (R) ile i¢ yarigap (r) arasinda R = 2r bagmtisi vardir. O halde
R 2Zr:rsgveR+rSR+§=?olur.Buradan

2

Y2 0A;=%3 AP =Y}, (Jt;l—,) < ? bulunur.

Not: Erdés-Mordell esitsizligine gére 3R = 0A 4+ OB + 0C = 2(0A] + 0A, + 043)
sonucu elde edilebilir. Ya da OA" =R -coszA, OB’ =R -cos«B ve OC' =R - cos£(C
esitlikleri yazilarak problem cosZA + cos4B + cos4C < % ye indirgenebilir. Bunlar1
kullanarak sonuca gitmemizde bir sakinca var m1? Bu sorunun yanit1 biraz zor.

IMO gibi yarigsma olsaydi, cevap evet olurdu. Diinya {ilkeleri arasinda hangi
teorem ¢ok bilinir, hangi teorem az bilinir gibi bir karsilastirma yapilamayacag: igin
¢0ziim asamasinda literatiirde olan bir teoreme gonderme yapilmigsa ¢oziim dogru
sayilir. Bunun bir nedeni de, IMO sorularmmin bu sekilde bir teoreme bagh
kalinmayacak sekilde secilmeye calisilmasidir. Secici komiteden kimse Onerilen
sorunun bir teoreminin bariz bir sonucu oldugunu goéremediyse, bunu goren bir
yarigmaci iyi bir is ¢ikarmis demektir.

Tiirkiye’nin matematik olimpiyatlar1 sorularinin 6zellikle ilk baslardaki sorularin
tam da boyle bir Ozellik tasidigini sOyleyemeyiz. Degerlendiriciler de Tiirk
miifredatina yabanci olmadiklar: igin 6grencilerin iyi bildigi teoremlerin neler oldugu
konusunda bir fikir sahibi. Soru agik bir sekilde bir teoremin ispatini istiyorsa, elbette
ki “bunun ad1 su, onun i¢in dogrudur” seklinde bir ¢6ztim kabul edilmeyecektir. Bana
gore yukaridaki soruda Erdds-Mordell esitsizliginden ¢6ziime gitmek legal; ama
cos£A+ cos LB + cos£C < % oldugunu gostermek gerekir.

Belli bir anda, herhangi bir islemciye girilmemis sayilarla, islemcilerin ekranlarindaki
sayilara “iglem gorecek kalem” diyelim. n(c) ile, ¢ zaman birimi sonundaki iglem
gorecek kalem sayisin1 gosterelim. n(0) = 40 + 8 = 48 dir. ¢ zaman sonunda istenen
toplam elde edilmisse n(c) =1 olur. (Burada genelligi yitirmeden her iglemcinin
kullanildigini varsayryoruz.) Bir zaman biriminde en fazla 8 islem yapilabilir; ayrica
yine bir zaman biriminde, islem gorecek kalem sayisi, en fazla yariya indirilebilir.
Dolayisiyla, n(c) —n(c + 1) < min {@, 8}, ya da egdeger bicimde, n(c+1)=
max {%,n(c) - 8} olur. Simdi M (0) = 48;

M(c+1) = max”@] ,M(c) — 8} sistemine bakalim. ([x] := x ten bilyiik ya da x e esit

olan en kiigiik tamsayidir.)



C,M(C) = 1 kosulunu saglayan en kiigiik tamsay1; € da aranan yant ise; ¢ > C dir.
C y1 bulalim:

M(0) = 48; M(1) = max{[2], 40} = 40;

M(2) = max{[%],32} = 32, M(3) = max{[Z] 24} = 24;

M(4) = max{[2],16} = 16; M(5) = max {[~’] 8} = 8;

8 4

M(6) = max{[;] ,0} =4, M(7) = max{H , —4} =2

M(1) = max{[3], -6} = 1.

Yani C = 8 dir. Aranan say1 € > 8 olur.

Asagidaki cizelgede, koseler islemcileri; iiggenler ilk bes zaman biriminde
islemcilere girilen say1y1; yonlii kenarlar da, hangi islemcinin kismi toplaminin hangi
islemciye aktarildigimi gostermek iizere; istenen toplamin 8 zaman biriminde elde
edilebilecegi goriilmektedir. Yani C = 8 dir.




41. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 rl"aklm Se¢me Sinavi — 2000 | Commented [A23]: Sorular Mathiinks'ten ceviridir. Orijinal
degildir.

1 Nisan — 2 Nisan 2000

(a) Her n porzitif sayist igin, x? — xy + y? = n denklemini saglayan (x, y) sirali tamsay1
ikililerinin sayisinin 3 ile béliinebilecegini gosteriniz.
(b) x2 — xy + y? = 727 denklemini saglayan tiim siral1 tamsay ikililerini bulunuz.

2. ABC iiggeninde A kosesine ait i¢ ve dis agiortaylar BC yi sirasiyla D ve E de kesiyor.
DE capli cember ile AC, ikinci kez F de kesisiyor. ABF ii¢geninin ¢evrel cemberine A da
teget olan dogru DE ¢apli cember ile ikinci kez G de kesisiyor. |AF| = |AG| oldugunu
gosteriniz.

3. P@)=x+1 ve Q(x)=x*+1 olmak iizere; (xy,y;)=(13) ve her k icin,
(1, Vi) “in ya (P(x), Qi) ya ya da (Q(xi), P(yi)) ya esit oldugu (Cex, i) e
dizilerini ele alalim.

Bu dizililerden en az biri i¢in x,, = y,, ise n ye iyi say1 diyecegiz. Tiim iyi sayilar
bulunuz.

4. Herhangi bir sonsuz uzunluktaki {iggen prizmanin kesisimleri eskenar ticgen olacak
sekilde bir diizlemle kesilebilecegini gosteriniz.

5. ABCD eskenar dortgeninin AB, BC, CD, DA kenarlar {izerinde MN || LK ve MN ile KL
arasindaki uzaklik ABCD nin yiiksekligine esit olacak sekilde sirasiyla M,N,K,L
noktalar1 alimtyor. ALM tiggeni ile NCK iiggeninin cevrel ¢cemberleri kesisirken, LDK
tiggeni ile MBN {ii¢geninin ¢evrel cemberlerinin kesismedigini gosteriniz.

6. Herx,y € Rigin
lfOe+y)—f)-fOI<1
olacak sekilde f: R — R fonksiyonu tanimlamyor. Her x,y € R igin |f(x) — g(x)| < 1
ve g(x +y) = g(x) + g(y) olacak sekilde bir g:R = R fonksiyonun var oldugunu
gOsteriniz.



41. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 2000 — Coziimler

2.

=~

F merkezli ¢ember B,C noktalarina ait 4,D,E den gegen Apolonyus ¢emberidir.

Cember tlizerindeki her F noktasi i¢in FBC ii¢genlerinde DF i¢ agiortay ve EF dis

agortaydir. £DFC = “2% = /BEA ve £DAC = “* = /BEF.

LAEB + £BEF = LAEF = £ AGF = <2EC 4 284C 4o
LABF = 180° — 2BAF — 2BFC = 180° — 2 - ZAGF = LAFG = AGF = AF = AG dir.

o2 2



8. Ulusal Matematik Olimpiyat: [kinci Asama Sinavi — 2000

8-9 Aralik 2000

1.

0 merkezli bir ¢ember ile ¢cemberin i¢ bolgesinde bir A noktas: veriliyor. B ¢emberin
iizerinde (B & 0A) hareketli bir nokta ve ABC agisinin ig agiortayi ile [AB] nin kesisim
noktasi Pz olmak tizere; Pz noktalarinin geometrik yerini bulunuz.

Her n pozitif tamsayist icin P,(x) = x" 1 +x"2+x"3 + ..+ x+1 geklinde
tamimlaniyor. Her a pozitif tamsayisi i¢in

P() = (1+ax +x2R(x))Q(x)
sartin1 saglayan tam katsayili R(x) ve Q(x) polinomlar: ile n pozitif tamsayisimn
bulunabilecegini gosteriniz.

Her x,y €{1,2,...,2000} igin tamiml f(x,y) ve g(x,y) gercel degerli fonksiyonlar
verilmis olsun. x € X ve y € Y nin f(x,y) = g(x,y) yi gerektirdigi 1000 er elemanh
X,Y c{1,2,..,2000} kiimeleri varsa, f(x,y) # g(x,y) sartim1 saglayan (x,y) siral
ikililerinin say1s1 en ¢ok kag olabilir?

p asal bir say1 olsun. Derecesi p’den kiigiik olan, katsayilari {0,1, ..., p — 1} kiimesinde
yer alan ve tiim m, n tam sayilar i¢in

T(n) =T(m) (modp)=>n=m (modp)
kosulunu saglayan bir T(x) polinomunun derecesinin en ¢ok kag olabilecegini
belirleyiniz.

Pozitif a gergel sayist ile A noktasindan gegen iki 151n veriliyor. [AB| + |AC| = a olacak
sekilde A dan gegen ve 1sinlar1 B ve C noktalarinda kesen ¢emberlerin A’dan baska
ortak bir noktalarimn oldugunu gdsteriniz.

f°(x) = x ve her k porzitif tamsaysi igin f*(x) = f(f*"1(x)) olmak iizere; x € [0,1]
icin f™(x) =x olacak sekilde n pozitif tamsayisin bulunabildigi tiim stirekli
£:10,1] - [0,1] fonksiyonlarin bulunuz.

Commented [A24]: Sorular Mathlinks’ten geviridir. Orijinal
degildir.




8. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinav1 - 2000 — Céziimler

1. Coziim 1:
P den OB ye cizilen paralel OB yi M de kesin. Paralellikten ve i¢ agiortay teoreminden

MPp _APp _ 9 Mpy = 229 qlde edilir. Paralellikten dolay1
0B ~ PgB  OB+0A 0B+04
MO = MPg = ool;qfoi = Sabit olacag1 igin M noktas1 sabit bir noktadir. P nin M ye

04-0B - .
yarigapli ¢ember {izerindedir.
0B+0A

Soruda B ¢ 0A dedigi igin geometrik yer M merkezli cemberin O dan gegen ¢api haric
kismudir.

uzakligr da sabit oldugu i¢in Ps, M merkezli

COztim 2:
i B’ i = ' i o4 _04_APp _ APp
[0A cemberi B' de kessin. PgB = PgB’. Aglortay teoreminden 05— 05— Py~ Ppp’

elde edilir. Pz ile O, A ve B’ noktalarma olan uzakliklar1 orani sabit (%) olan

noktalardir. Oyleyse Ps, A ve B’ noktalarina ait O dan gegen Apolonyus gemberi
tizerindedir.

2. n, ilk k asal saymin ¢arpimi olsun.

k =2igin,n = 6 dir.
Pe()(x—1)=x°-1=(@x—-1)(+ D> +x+1) + (x? —2x + 1).
x2R(x)+2x+1 Q(x)
a=2iginn=6,R(x) = x+ 2 ve Q(x) = x> — 2x + 1 olarak bulunabiliyor.
Genel olarak (... + x + 1) seklinde a ifadeyi yan yana ¢arpasak, ax li bir terim elde
ederiz.

k=3igin,n=2-3-5=30.
Pypo()(x—1)=x30 -1
polinomunun x?2—1,x5-1,x1°—-1 polinomlar1 ayri ayr1 boler. Ama hep birlikte
bolmez.
Benzer sekildex — 1, x + 1, x3 — 1, x3 + 1, x® — 1, x® + 1 polinomlar da x3° — 11 ayn
ayr1 boler. Ama hep birlikte bélmez.
Bu durumda x2 + x + 1ile x* + x3 + x2 + x + 1 polinomlar1 da x3° — 1 i ayr1 ayn
boler. Bu iki polinomun EBOB lar1 1 ise x30 — 11 ikisi birlikteyken boler. Yani
2 +x+DO*+x3+x2+x+1D)x3%0 -1
Bu iki polinomun aralarinda asal oldugu
X+ %+ x+1 =22+ x+ D +x2+x+1—-x*= (% +x+ D(x + 1) — x?
seklinde gosterilebilir. Bu durumda
0 —-1=0)x-1DE+D?+x+Dx*+x3+x2+x+1)

k3241

seklinde n sayist ile R(x) ve Q(x) polinomlar: bulunabilir.

iddia:

ebob(x™ — 1,x™ — 1) = xebob(mn) _ 1
ispat:
d=(mmn)=x*-1]x"—1vex? —1|x" - 1.
Gm—1,x"-1D=t=>x%-1t=2x{-1<t.



mr —ns = d ya da esdeger olarak mr = d + ns olacak sekilde r ve s pozitif tam
sayilar1 vardir. (Bachet-Bezout Teoremi)
t|x™ — 1 ve t|x™ — 1 oldugu asikar. Bu durumda
tx? (™ = 1) = ¢|x@S — x4 = ¢|x™ — x4
ve
tHE™ =) —(x™ —x) > txt—1=>t<x?-1
elde edilir. x¢ — 1 < t < x® — 1 ifadesinin tek bir anlami vardur:
Gm—1,x"—D=t=x4—-1=xmn _1

p ve q farkli asal sayilar olmak iizere; ispatladigimiz iddiaya goére
ebob(x? —1,x9—-1)=x—1
Soruya geri donersek,
k = a i¢in, n sayist ilk a asal sayinin ¢arpimi olacak.
Her p|n asal say1s1 igin x? — 1|x™ — 1 olacag: asikar. Bu durumda 1+ x +--- +
xP7x™ — 1.
Bu sekilde asal sayilardan a tane oldugu igin, en az a tane (1 + x + ) seklinde bolen
vardir. Bu a bélenin hepsinin ikigerli olarak aralarinda asal oldugunu yukaridaki
iddiada gosterdik. Bu durumda bu a bdlenin hepsi birlikte ¢carpandir. Bu durumda
mM-1=x-1) o tax+ )
QGx) x%R(x)
elde edilir.

T(x) = xP~2 icin,
m = 0 © n = 0 olmas1 gerektigi agikar.
m,n # 0 sayilari igin
T(m) = T(n) = a (mod p)

olsun. T(m) =mP~2=a (modp)ve T(n) =nP~2=a (mod p) olur.
T(m) - m=m-mP~2=am (modp)veT(n) -n=n-nP"2=an (modp)
Tm) m=mPl=1=am (modp)veT(n) - n=nP"'=1=an (modp).
Bu durumda 1=am=an (modp)=alm—-n)=0 (modp)=>m=n (modp)
olacagindan p — 2 dereceli polinom bulabildik.
T (x) in derecesinin p — 1 olup olamayacagini aragtiralim.
p =2 igin T(x) = x polinomu soruda verilen sarti saglar. Yani p = 2 igin T(x) in
derecesi en fazla 1 olabilir.
p > 2igin, T(x) = ap_1xP~1 4+ a,_,xP~% + -+ a, olsun.
T(n) =T(m) (mod p) olmast n=m (mod p) olmasmu gerektirmesi i¢in, T(x) in
mod p de tiim kalanlar1 alabilmesi lazim. Aksi halde, Giivercin Yuvas ilkesine gre en
az iki farkli x degeri igin T'(x) polinomu mod p de ayn1 sonucu verir.

p—1
ZT(i) =TO+TW++TPp-1)=0+1+-+p—1
i=0
ve p tek say1 oldugu igin p| X725 T(0).
S6z konusu toplami, katsayilar parantezine alarak toplarsak

_(-Dp
T2



-
Z TW) =a, (0P + 1P ot (p—DP D) +a, (0P 2+ 1P 2 4.+ (p— 1P
i=0

+ot a0+ 1T+ + p-DYD +p-a
elde ederiz. Biraz daha formal bir dille

p-1 p-1 p-1
Z TMH= ) a; ) j' (modp)
i=0 =1 Jj=0

iddia:
Her0<i <p—11<;mp|257 ;]l
ispat:

Soruya geri donersek,

r-1 p-1 p-1 p-2 p-1 p-1
ZT(l) —Zalz Sapq ) PN+ ) a;- ) ji=ayy ) jP7T =0 (modp)
= j=0 i=1 j=0 j=0
p—-1
ap_lzj’"1 =ap1(0+1P 4271 . (p—-1)P ) =aq, ;- (p—1) =0 (mod p)
=0

oldugu i¢in, a,_; = 0 (mod p) olmas1 gerekir. Bu da polinomun derecesinin p —1
olamayacag1 anlamina gelir.
Sonug olarak p > 2 i¢in T (x) in derecesi en fazla p — 2 olabilir.

CoOztim 1:

B' € [AB ve C' € [AC olmak tizere AB' + AC' = AB + AC = k olsun. B'B = CC’ oldugu
agikar. Bu iki tiggenin gevrel gemberleri 4 disinda A’ noktasinda kesigsin. 2B'A'C’ =
£BA'C oldugu igin £BA'B" = £CA'C’, kirigler dortgenlerinde 2A'B'B = £A'C'A ve
¢2A'CC" = £ABA' oldugundan AA'BB' ~ AA'C'C olur. BB’ = CC' oldugundan

AA'BB' = AA'C'C yani A'B = A'C ve A'B' = A'C’. Yani AA’, BAC agisiin agiortayidir.
AB' = AC' =§ alindiginda A’ noktas: sabit bir tiggende agiortayin gevrel gemberi
kestigi nokta, yani sabit bir nokta olacaktir. Demek ki (ABC) ¢emberlerinin hepsi 4’
noktasindan geger.

Cozim 2:
£BAC = a olsun. (4BC) ile A agisiun aglortayr P noktasinda kesigsin. Ptolemy
teoreminden

(AB + AC) - BP = AP - BC. BCP tiggeninde Siniis teoreminden

elde edilir. iki esitligi birlestirirsek AP =

BC . a
———— = BP/sin=
sin(180°—a) /S 2

= Sabit elde ederiz. AP sabit ve |AP|

a
2 os(g)
sabit olduguna gore P noktas1 da sabittir. Tim ABC iiggenleri sabit P noktasindan
geger.



9. Ulusal Matematik Olimpiyat: [kinci Asama Sinavi — 2001 | Commented [A25]: Sorular Mathiinks'ten geviridir. Orijinal

degildir.

22-23 Aralik 2001

1. ABCD digbiikey dortgeninde [AD] ve [BC] kenarlarimin orta dikmeleri dortgenin
igerisindeki P noktasinda, [AB] ve [CD] kenarlarimin orta dikmeleri ise dortgenin
ierisindeki Q noktasinda kesisiyor. m(APD) = m(BPC) olduguna gore m(4AQB) =
m(CQD) oldugunu gdsteriniz.

XZ+10
7
st sinur1 varsa, x, 1n alabilecegi degerleri bulunuz.

2. Hern € Ziginx,4q = seklinde tanumlanan (x,) gergel sayilar dizisinin gercel bir

3. Aym biiytikliikteki n parcadan olusan bir keki, her parcay1 en ¢ok bir kez keserek, k
kisi arasinda esit olarak paylagtirmak istiyoruz. n nin pozitif bélenlerinin sayist d(n)
ile gosterilmek tizere, k nin boyle bir paylasimi olanikli kilan degerlerinin sayisininn +
d(n) oldugunu gosteriniz.

4. 3* 4117 = z? denklemini saglayan tiim (x,y,z) sirali pozitif tam say1 tgliilerini
bulunuz.

5. A dan gecen ve birbirine dik olmayan iki dogru ile bu dogrulardan birinin tizerinde
bulunan A dan farkli bir F noktasi veriliyor. Diger dogrunun {izerinde alinan hareketli
G noktasi i¢in; A, F, G noktalarindan gecen ¢embere G ve F noktalarinda teget olan
dogrularin kesisim noktasi P;; ile gosterilsin. P; in geometrik yeri nedir?

6. nxn bir santrang tahtasinda k degisik renk kullarularak, her i € {1,2,...,n} igin i.
satirdaki ve i. stitundaki toplam 2n — 1 kareden her biri farkli renkle boyaniyor.
a. n=2001 ve k=4001 icin boyle bir boyamamn miimkiin olmadigin
ispatlayiniz.
b. n=2m—-1 ve k=2™"—1 icin bdyle bir boyamanin yapilabilecegini
gosteriniz.



9. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi — 2001 — Coziimler

1. ZAPD = £BPC oldugu icin 2BPD = £APC ve 22 = 2 = 1 oldugu icin de K. A. K dan

PA
APAC = APDB elde edilir. Yani AC = BD dir.
B

D

z—j = g—‘c’ =22 = 1 oldugu icin K. K. K dan AQBD = AQAC esligi elde
edilir. Bu durumda 2AQC = £BQD elde edilir. Buradan da
2AQC — 2BQC = £BQD — £BQC = 2AQB = ££QD

Benzer mantikla

elde edilir.



5. CoOzlim 1:
FAyaF de dik olan dogru AG yi C de kessin.

Teget-Kiris agilardan £FGP; = £PFG = £FAG = a, £BFG = 180° — 2a ve £LFCA =
90° — a elde edilecektir. P F = P;G ve £BFG = 2 - £FCA oldugu i¢in C noktas1 Pg
merkezli P;F = P;G yarigapli cember {izerindedir. Bu durumda PC = P;F elde edilir.
FC nin orta noktas1t M olsun. PiM L FC ve P;M || AF olacaktir. Bu durumda P; nin AF

dogrusuna uzaklig1 % dir. AFC dik tiggeninde FC = AF - tan a oldugu icin P; nin AF

ye uzakligi m% elde edilir. AF sabit, tan a sabit oldugu icin P; noktasimn AF den

uzaklig: sabittir. Bu durumda P; noktalarmin geometrik yeri AF ye paralel bir
dogrudur.

Simdi de tersini ispatlayalim. Geometrik yer {izerindeki her P; noktas1i¢in, A ve F
den gegen ¢embere P; noktasindan gizilen tegetlerin gembere F de ve diger dogru
iizerinde bir noktada teget olacagi G noktasimin bulunabilecegini gosterecegiz.

F-tana

Pg nin AF ye uzakligimin AT oldugunu biliyoruz. FA ya F de dik olan dogru diger

dogruyu C de kessin. FC = AF - tana olacag1 igin P; den FC ye inilen dikme FC yi
ortalayacaktir. Bu durumda P;C = P;F olur. P; merkezli, P;F = P;C yarigapli gember
AC yi G de kessin. £GPgF = 2 - £FCG olacag1icin £P;GF = £P;FG = £FAG olacaktr.
Bu durumda P;G ile PgF dogrulart AAFG nin ¢evrel cemberine teget olacaktir.

COzltim 2:

LFAG = £LP;FG = £P;GF,
AF _ sin £AGF

FG ~ sinZFAG’

FG _ sinZFPgG _ sin2-LFAG
PGF  sinZPGFG  sinZFAG

AF  FG AF .
— . —=——=2-C0ot£LFAG - sin £AGF.
FG PgF  PGF

= 2-cos2FAG.




2(FA,FP;) = £AGF veya £(FA,FP;) = 180° — £AGF olacag; igin, P; nin AF ye

uzaklig1 d(Pg, AF) = PgF - sin LAGF = AF-tan 2FAG
AF-tan £FAG

= Sabit olacaktir. Bu durumda

geometrik yer, AF uzaklig: olan paralel bir dogrudur.



10. Ulusal Matematik Olimpiyat1 ﬁkinci Asama Sinavi - 200&

14-15 Aralik 2002

1.

n>2 olmak tzere, (ai, ay, .., a,) ilel2,..,n saylarimn bir permiitasyonunu
gosterelim. Her k=1,..,n icin, say1 dogrusundaki k noktasina a; tane elma
yerlestiriliyor. 4,B,C isimli ¢ocuklara sirasiyla x,,xp,xc € {1,2,..,n} noktalar
veriliyor. Her k i¢in, sahip oldugu nokta k noktasina en yakin olan ¢ocuk(lar) buradaki
ay elmay1 esit sekilde paylasiyorlar. Eger her cocuk, diger ikisinin noktalar: sabit
tutulmak {izere, alabilecegi en ¢ok elmay1 kendisine verile n noktayla aldiysa,
(x4, xp,%¢) ye uygun bir dagilim diyecegiz.En azindan bir (ay, ay, ..., a,) permiitasyonu
i¢in uygun bir dagilimin miimkiin oldugu n sayilarim bulunuz.

Birbirlerine A noktasinda distan teget olan iki gember, ' cemberine B ve C noktalarinda
igten tegettir. I' gemberinin diger cemberlere A da teget olan kirisinin orta noktas1 D
olsun. Bu {i¢ cemberin merkezleri dogrudas degilse, A nin BCD ii¢geninin i¢gmerkezi
oldugunu gosteriniz.

Cizge Hava Yollar1 (CHY), Cizge Ulkesinin baz: sehirlerine ucak seferleri diizenliyor.
Yalniz CHYyi kullanarak herhangi bir sehirden digerine gitmek miimkiin ve her
sehirden en az 3 farkli sehre CHY ye ait ugak seferi var. CHY, herhangi bir sehirden bir
digerine gitmeyi engellemeyecek sekilde bazi ugak seferlerini iptal etmek istiyor. Bu
iptallerin, sehirlerin en azindan g sinde tam olarak bir ugak seferi kalacak sekilde

yapilabilecegini gosteriniz.

yZEx3

sayisinin p oldugu tiim p asal sayilarim bulunuz.

—x (modp) ve 0 <x,y <p sartim1 saglayan (x,y) swrali tam sayilarimn

ABC fiiggeninde D ve E sirasiyla BA ve CA {izerinde, DB = BC = CE sartin1 saglayan
noktalardir. ABC {iggeninin cevrel merkezi O, i¢ merkezi de I olsun. ADE {i¢geninin
cevrel yaricapinin |/0] ya esit oldugunu gosteriniz.

n pozitif bir tam say1 olmak {izere; T ile, her i = 1,2, ..., n igin x4(;) — Xg(i+1) = 1 sartim
saglayan 1,2, ..., n sayilarinin bir o permiitasyonlarinin var oldugu (x1,%3, ., Xp) €ER®
sayilarinin kiimesini gosterelim. Her (ay, a,, v, @p) ER"vei=1,..,nign

a; = %(bi +¢), la;— bl £d ve la; — ¢;| £ d sartim saglayan T’ye ait (by,...,b,) ve
(c1) ., c)  sayilarmn bulunabilmesini saglayan d gergel sayisimn var oldugunu
gosteriniz.

Commented [A26]: Sorular Mathlinks’ten geviridir. Orijinal
degildir.




10. Ulusal Matematik Olimpiyat: ikinci Asama Sinavi — 2002 — Coziimler

2. T ¢emberinin B ve C noktalarindaki tegetleri P de kesissin. OP capli ¢ember, B, C ve
D noktalarindan gegecegi icin 0, B, C, D noktalar1 ¢gemberseldir. Bu durumda £BDP =
£BOP = £POC = £PDC oldugu icin, DA dogrusu BCD {i¢geninde bir i¢ aciortaydar.

PD dogrusu gemberi sekildeki gibi @ ve R noktalarinda kessin.

2-24BRC = £BOC = £BDC = 2QDC = £BRC ve

2BRQ = £QCB = 2£QDC = £QCB + £QRC = £DCR + £QRC = 4DCR = £BCQ elde
edilir. Bu durumda CA nin £BCD nin aglortay1 olmasi icin CA nin ZQCR nin aglortay1
olmasi gerekir. Bu da aslinda bilindik bir problem. ispatlayalim.

CQ ile CR, cemberi sirasiyla Y ve X noktalarinda kessin.




Teget-Kiris agilarin esitliginden 2PRC = £QCP = £YXC oldugu igin XY Il RQ elde
ettik. Bu durumda 2ACX = £RAX = £AXY = £ACY olur ki, bu da CA nin £QCR nin
aglortayr oldugu anlamina gelir.

CoOztim 1:
Ic teget cember AB ye N de dokunsun. AB nin orta noktast M, AE nin orta noktasi P
olsun.

BN=u—-b, BM= % = MN = % —(u—-»b) = b;—a olarak bulunur. Bu durumda
b-a
sin20IN =X = 2 gur,
ol _ oI
AQP tiggeninde
b—a
. AP —o—
sin £AQP = E = W
ve
2-£LADE = LEQA = £LAQP = LADE
b-a

oldugu i¢in de sin ZADE = % olarak bulunur.

Bu durumda,

LADE = £AQP = 0l = AQ
olacag icin, ZADE = £AQP oldugunu gosterecegiz.
0l ile ED yi kesistirirsek, ZADE = £AQP < DE 1 OI olur.



OE? — 0D? farkiyla O nun DE tizerindeki izdiistimiiniin yerini tespit edebiliriz.
[E? — [D? farkiyla da I nin DE {izerindeki izdiisiimiiniin yerini tespit edebiliriz.
Bu iki fark esitse, bu durumda OI L DE olacaktir.

Bu farklar1 hesaplamaya calisalim. Uggenlerde Stewart Teoremini uygulayacagiz.

Stewart'in Ozel Halinden OE? = 0C2 — AE - EC = R?2 — (b — a)a,

Stewart'n Ozel Halinden 0D? = 0B% — AD - DB = R? — (¢ — a)a olacag1 igin
OE?-0D?*=a(c—a)—a(b—a) =alc—b)

elde ederiz.

I noktas1 icin her sey bu kadar kolay olmayacak tabii ki.
IC%-AE+AI?-CE

Stewart’tan IE? = 0 — AE - CE,

1B :ICz(b—ab)+A12~a_a(b_a)
Benzer sekilde ID? = W — AD - BD,

D2 =IBZ(C—a3+A12-a_a(C_a)

elde ederiz. Bu durumda

IC?(b—a) + AI?- IB%(c —a) + AI? -
IE? —ID?>=a(c—a)—a(b—a) + ( az a_ c-a) ¢

c
I1IC?-c(b—a) + AI? -ac —IB?-b(c —a) — AI? -ab

= 0FE? - 0D? + be
:0E2_ODZ+1C2-c(b—a)+1A2-(Z(Cc—b)+IBZ-b(a—c)
elde ederiz. Yani IC?-c(b—a)+1A? -a(c—b)+IB* -b(a—c)=0 oldugunu
gostermeye calisacagiz.
I dan AC ye inilen dikme, kenar1 b = (u — ¢) + (u — a) seklinde bolecegi igin,
CI?—AP=(u-c)?-w-a)=Qu-a—-c)u—c—u+a)=hbla—rc)
elde ettik.
Benzer sekilde, BI? — CI? = a(c — b) ve AI? — BI?> = c¢(b — a) elde edilir.
1C? - c(b—a)+ 1A% -alc—b)+IB? -b(a—rc)
=IC?(AI?> — BI?) + IA%>(BI?> — CI?) + IB?(CI* — AI?) =0

elde ederiz.



Demek ki,
IE? —ID? = OE? — OD?.

Oyleyse, OI L DE dir.

Cozim 2:
AB nin orta noktas1 M, AC nin orta noktas1 K olsun.

¢ b
2 2
B
a
Igteget cember AB ye N de, AC ye L de dokunsun.
c b—a
BM =—-,BN=u—b= MN =
2 2
Benzer sekilde,
kL =S—@
S22
elde edilir.
0I gapli gember, IN yi R de, OK y1S de kessin. Cember iizerinde OS |l RT olacak sekilde
T noktas1 alalim. ST = OR = b_Ta = % ve SI = C;—a = % olacaktir.

“.0 S




Ayni zamanda

OS | RT = SI L RT = £TRI + £RIS = £TSI + £RIS = 90° = £RIS = 90° — £TSI.
ANIL kirigler dortgeninde,

£BAC + £NIL = 180° = £RIS = £NIL —90° = 90° — £BAC

elde edilir.
Bu durumda ZBAC = £TSI ve -=+-=> oldugu icin K.A.K dan ATSI ~ AEAD
olacaktir. Benzerlik oranlar: % dir. Bu durumda AADE nin gevrel gemberinin yarigapi,
ATSI nin gevrel ¢gemberinin yaricapinin iki kati, yani ATSI min ¢ap1 kadar olacaktir. Bu
durumda, AADE nin gevrel gemberinin yarigapi Ol ya esittir.



11. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi — 2003

13-14 Aralik 2003

1. n > 2 arabanin katildig1 bir yarista, 1 den n ye kadar numaralanmis arabalar, baslangi¢
noktasindan numara sirasina gore belli araliklarla ayriliyor. Yaris boyunca bir araba
bir bagkasini en ¢ok bir kez geciyor ve her araba toplam olarak aymni sayida araba
tarafindan geciliyor. Ayrica herhangi farkli iki arabanin yaris boyunca gegtikleri
arabalarin sayilan birbirinden farkli olup, arabalar bitis noktasmna farkli zamanlarda
vartyor. n nin bu durumu olanakli kilan tiim degerlerini bulunuz.

2. Bir ABCD konveks dortgeninin AB, BC,CD ve DA kenarlarn iistiinde sirasiyla K, L, M ve
N noktalar1 alimiyor. Alan(AKN) = s, Alan(BKL) = s,, Alan(CLM) = s3, Alan(DMN) =
s, ve Alan(ABCD) = s olmak tlizere,
Vsit sz + s+ sa < 2Vs

oldugunu gosteriniz.

3. f:R-> R, hert € (0,1) ve xq,x, € Rigin,
fltx; + (1 —t)xp) < tf (x) + (1 —)f(x2)
esitsizligini saglayan bir fonksiyon olsun. a;, as, ..., G004
ai 2 a; 2+ 2 Azg03 Ve 2004 = (1

kosullarini saglayan gergel sayilar olmak iizere,
2003 2003

D @k = ) flaxan
k=1 k=1

oldugunu gosteriniz.

4. 221 42" 41 saymsin tam kuvvet olmasim saglayan tiim n pozitif tam sayilarini
bulunuz.

5. Bir ABC tiggeninin AB ve BC kenarlarina teget olan bir § cemberi, ABC iiggeninin gevrel
¢emberine de bir T noktasinda tegettir. I, ABC {i¢geninin icteget cemberinin merkezi
ise, ATI = CTI oldugunu gosteriniz.

6. m X n bir satrang tahtasinin her birim karesine 0 ya da 1 yazilarak elde edilen bir
yazilima, 0 ve 1 lerin sayisi egitse, esit bir yazilim diyoruz. a gergel bir say1 olmak {izere,
m satir ve n siitunun her biri i¢in, o satir ya da siitun i¢indeki 1 lerin yiizdesi a dan
kiigiik ya da 100 — a dan biiyiik olmayacak sekilde bir esit yazilimi olanakli kilan m ve
n sayilar1 bulunuyorsa, a ya giizel say1 diyoruz. En biiyiik giizel say1y1 bulunuz.



11. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi — 2003 - Coziimler

1.
2
$1_ _s1  [ABD] _ AN-AK [ABD] _ AN AK [ABD]  3fsy _ 3[AN AK [4BD]
s [ABD] s  AD-AB s _ AD AB s T \AD 4B s
AO = GO dan
AN | AK [ABD]
aptagt 3|AN AK [ABD 3 e
4p 4B s > }——u =*|2 elde edilir.
3 AD AB s s
Benzer sekilde

BK  BL  [BAC]

v as e > 3[%2
3 NS

L CM _[cBD]

BC' CD s> 383
3 s’

DM DN  [DAC]

D ap’ s > 35

3 N

elde edilir. Taraf tarafa toplarsak,
AN DN, AK BK BL CL CM DM  [ABD]+[BCD]+[BAC]+[DAC]

3 3 3 3
AD " AD" AB 4B BC BC cD D" s S VS1HVS2tysstVSs
3 = s

olur. Duizenlersek,
s+s

1+1+1+1+ 6
S =§=22

3

s+ Vs, + 3ss + sy
s

Esitlik durumu,
AN AK [ABD] AN AK [A

|

BD
—=—= S—=——=—
AD AB~ s DN BK [CBD]
BK BL [BAC] BK CL _[BAC]

4B BC s _AK BL [CADY
cL_cM _[cBD] CL _CM _[CBD]

BC CD s _BL DM [ABD]
DM DN _[DAC] DM DN _[DAC]

—_——= = —_— = — )
CD ~ AD s CM ~ AN ~ [ABC]

iken saglanir. Birlestirsek, KLMN kenarlar1 ABCD nin kdsegenlere paralel olan bir
paralelkenar ve

AK [ABD] [CAD] [cBD] [BAC]

BK ~ [CBD] [BAC] [ABD] [CAD]
olur. Bu durumda [ABD] = [CBD] ve [CAD] = [BAC] oldugu i¢in kdgegenler birbirlerini
ortalar, yani ABCD paralelkenar olur.
Yani, esitlik durumu ABCD dortgeni paralelkenarken ve K,L,M,N noktalar orta
noktalar iken saglanir.




5. 0, AABC nin cevrel merkezi; P, kenarlara teget olan ¢cemberin merkezi olsun.
P merkezli cember, AC ye D de, AB ye E de dokunsun.

Al gevrel cemberi M de kessin. M, AC yayinin orta noktas1 oldugu i¢in OM 1 BC dir.
Ayn1 zamanda, PD L BC oldugu i¢in, PD || OM dir. 0, P, T noktalar1 dogrusal oldugu
i¢in, ATOM ~ ATPD olacaktir. Bu durumda T, D, M noktalar1 dogrusaldir.

Benzer sekilde, CI ¢emberi N de kesiyorsa, T, E, N noktalar1 da dogrusal olacaktir.
A,T,C,M, B, N noktalar i¢in Pascal Teoremi uygulandiginda E, I, D noktalar1 dogrusal
olur.

Pascal Teoremine takilmadan (aslinda Pascal’'in ispatin1 yapryoruz) sdyle yapabiliriz:
2ANE = £IMD, £ENI = £DMC, £NAE = £ICD, £IAE = £BCM oldugu icin, INA
tiggeninde E noktas1 igin, IMC {icgeninde D noktasi igin Ceva Teoreminin
Trigonometrik halini uyguladigimizda, ZNIE = £DIC ve £EIA = £DIM c¢ikacaktir. Bu
da E, I, D noktalariin dogrusal oldugu anlamina gelir.

£BAC = 2a ve £BCA = 20 dersek, ZATN =6, £CTM = a, £NTM = £AED = £ADE =
a+ 6, LEIA = 0 ve £DIC = a olacaktir.

£EIA = LETA = 6 oldugu i¢in EITA dortgeni kirigler dortgeni olacaktir. Bu durumda,
2ETI = £LEAI = a, dolayisiyla da ZATI = a + 6 = £CTI olacaktir.

Not: IMO 1993 Shortlist'inde (Ispanya-1) I mn DE iizerinde oldugu sorulmus.
IMO 1978, AB = BC iken I € DE sorulmus.



45. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2004

3-4 Nisan 2004

1. 11 x 11 satrang tahtas1 bir [] tane ve kirk tane [ I ] ile kapatilirsa, (] seklinin
tahtadaki hangi karelere gelebilecegini belirleyiniz.

2. P, ABC iiggeninin i¢ bolgesinde bir nokta ise,
min{|PA|, |PBI|,|PC|} + |PA| + |PB| + |PC| < |AB| + |BC| + |CA|
oldugunu gosteriniz.

3. n pozitif bir tam say1 olsun. Hangin + 1 < r < 3n + 2 tam sayilan igin,
ab¥ + abk +-+anb, =0 (1<k<n)
kosulunu saglayan tiim a4, ay, ..., @y, by, by, ..., by, tam sayilarinin,
rla;bi + azby + -+ ay by,
kosulunu da saglayacagim belirleyiniz.

4. sina =§ ve x = 529935in(2004a) ise, x — [x] sayisinin alabilecegi biitiin degerleri

bulunuz.

5. D, dar acil1 bir ABC tiggeninin O merkezli ¢evrel cemberinin kii¢iik AC yayi iizerinde A
ve C den farkli bir nokta olsun. [AB] kenar1 {izerinde ADP = OBC olacak bigimde P
noktasi, [BC] kenar tizerinde ise CDQ = OBA olacak bicimde bir Q noktas1 aliniyor.

DPQ = DOC oldugunu gosteriniz.

6. Bir smiftaki ogrencilerin her birinin elinde 0,1,2,3,4,5 veya 6 tane seker vardir.
Ogretmen her adimda, bazi &grencileri secip, bu 6grencilere ve bu &grencilerden
herhangi biri ile arkadas olan her 6grenciye birer seker veriyor. Elindeki seker sayis1 7
ye ulagan 6grenci bunlarin hepsini yiyor. Siniftaki herhangi iki 6grenci i¢in bunlardan

yalnizca biriyle arkadas olan {iciincii bir 6grenci bulunuyorsa, baslangictaki seker

sayilar1 ne olursa olsun, 6gretmenin sonlu sayida adim sonucunda her 6grencinin

elinde istedigi sayida seker kalmasini saglayabilecegini gosteriniz.



45. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 2004 — Coziimler

1.
2. Digbiikey ABCD dértgeni igerisinde bir P noktast alalim.
AP ya [B(] yi kesecek, ya da [CD] yi kesecek.

A B

[BC] yi F de kesen noktalardan biri @ olsun.
AQ+QB<AQ+QF +FB<AF+FB < AC+CB <AD +DC +CB
AP, [CD] yi E de kessin.
AP+BP < AP+ PE+EB=AE+EB<AD+DE+EC+C(CB=AD+DC+CB
Bu durumda disbiikey ABCD dortgeni icerisinde alinan her P noktasi icin,
AP + BP < BC + CD + DA.
D, E, F noktalar sirasiyla BC,AC,AB kenarlarinin orta noktalar1 olsun. AEF iiggeni
igerisinde (ya da tizerinde fark etmez) bir P; noktasi, ayni sekilde BDF {ig¢geni igerisinde
P, noktasi, CDE tiggeni igerisinde P; noktasi, DEF iiggeni igerisinde de P, noktasi
alalim.

P; noktasi igin ABDE dortgeninde AP; + BP; < AE + ED + BD bagintis1 vardir.
P; noktasi igin ACDF dortgeninde AP; + CP; < AF + FD + DC bagmntis1 vardir.

Taraf tarafa toplarsak
AP, + BP, + CP, + APy < AE+ FD + AF + ED + BD + DC < AC+ AB + BC
elde ederiz. Bu durumda



=~

min{AP,, BP;,CP;} + AP, + BP, + CP; <AP, + BP, + CP, + AP, < AC + AB + BC
olacaktir.
P, noktas: i¢in, ABDE ve BCEF dortgeninde elde edilen esitsizlikler taraf tarafa
toplandiginda

min{AP,, BP,,CP,} + AP, + BP, + CP, <AP, + BP, + CP, + BP, < AC + AB + BC
P; noktast igin, ACDF ve BCEF dortgeninde elde edilen esitsizlikler taraf tarafa
toplandiginda

min{APs, BP;, CPs} + AP; + BP; + CPy < AP; + BP; + CP; + CP; < AC + AB + BC
elde edilir.
P, noktasi i¢in, ABDE, BCEF, ACDF dortgenlerinden herhangi ikisini segtigimizde,

min{AP,, BP,,CP,} + AP, + BP, + CP, < AP, + BP, + CP, + max{AP,, BP,,CP,}
<AC+ AB+BC
elde edilecektir.
Yani her P i¢ noktasi igin,
min{|PA|, |PB|,|PC|} + |PA| + |PB| + |PC| < |AB| + |BC| + |CA|

Not: Bu soru IMO 1999 Shortlist'indeki G1 numarali sorunun aynisidir.

20CB = a, £0AB =  ve £DBC = 6 olsun.

A, . D
a
0°-a\ S
90°-, 4
P te.
X R
9040
o)
o
+ff-0
a+flo -0
90°-
9 c
B Q

2ADP = a,2QDC =, 2DAC = 6, LBAC = £BDC =90° — a, £BCA = LADB =90° - 3,
2DBA=a+ B —0 = £ACD olur.

APD fggeninde £ADP + £PAC =90° oldugu icin £APD = 90° — £CAD =90° -0
olacaktir.

Benzer sekilde, DQC tiggeninde 2DQC = 90° — (a + f — ) olur.

BC ye Q da dik olan dogru BD yi X te, AB yi Y de kessin.

2YQD =90°—42DQC =a+f —0 = LYBD oldugu icin VY,B,Q,D noktalari
¢emberseldir.

Ayni zamanda, £YXD = £BXQ = 90° — £XBQ = 90° — 0 ve £YXD = £APD = £YPD =
90° — 6 oldugu icin, Y, P, X, D noktalar1 da gcemberseldir.



Bu durumda 2YQB = £YDB = 90° elde edilir. YPXD Kkirisler dortgeninde 2YDX =
£YPX = 90° olacaktir. ZXPB + £BQX = 180° oldugu i¢in BQXP dortgeni kirisler
dortgenidir. Yani ZXPQ = £XPQ = 6 olacaktr.

Daha 6nce 2APD = 90° — 6 bulmustuk. Boylelikle ZDPX = 90° — (90° — 6) = 6 cikar.
Sonug olarak 2DPQ =26 = 2£DOC elde ettik. (Dikkat edilirse, X noktasi, DPQ
tiggeninin i¢ merkezi oldu.)



12. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2004

11-12 Aralik 2004

1. m(B) >m(C) olan bir ABC iiggeninde, A kosesine ait yiikseklik, agiortay ve
kenarortayn ayaklari, sirasiyla, H, L ve D noktalaridir. m(HAL) = m(DAL) olmasi igin
gerek ve yeter kogulun, m(BAC) = 90° olmas1 oldugunu gdsteriniz.

2. Bir iilkedeki 80 kentten bazilar arasinda karsilikli ugak seferleri yapilmaktadir. Her
kentten en az 7 bagka kente dogrudan ucak seferi bulunmakta olup, herhangi bir
kentten bir digerine dogrudan ya da sonlu sayida aktarma yaparak ugakla ulagsmak
miimkiindiir. Karsilikli ucak seferleri hangi kentler arasinda diizenlenmis olursa
olsun, herhangi bir kentten bir digerine en ¢ok k aktarmayla ulasilmasini olanakli kilan
en kiigiik k sayisini bulunuz.

a. n?—1, n?-2 ve n®—3 sayilanndan her biri i¢in, bu saymn pozitif
bélenlerinin sayisini 10 yapan bir n tam sayis1 bulunuz.

b. n? — 4 {in pozitif bélenlerinin sayisinun, n tam sayisinn higbir degeri igin 10
olamayacagin gosteriniz.

4. Z tam sayilar kiimesini gostermek tizere, tim m,n € Z igin, f(n) — f (n +f (m)) =m
kosulunu saglayan biitiin f: Z — Z fonksiyonlarini bulunuz.

5. Bir ABC tiggenin, [BC] kenarina ait disteget cemberinin, BC, CA ve AB dogrularina
degme noktalari, sirasiyla, A1, By ve Cy; [CA] kenarina ait digteget cemberinin, ayni
dogrulara degme noktalari, yine sirasiyla, A,, B, ve C; [AB] kenarina ait disteget
¢emberinin, ayn1 dogrulara degme noktalari, yine sirasiyla, A3, Bz ve C;3 olsun. A; B, C,
A;B,C, ve A3B3(C3 tiggenlerinin cevrelerinin toplaminin, ABC ii¢geninin cevrel
¢emberinin yarigapina oraninin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

6. n,m = 0 tam sayilar i¢gin,
K(n,0) = ¢ ve
Knm+1)={kl]tl<k<nveK(km)nKn—k,m)=¢}
ise, K(2004,2004) kiimesinin eleman sayisini bulunuz.



12. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi — 2004 — Coziimler

2.

Iddia: ZHAL = £DAL ise £BAC = 90°

AL agiortay oldugu icin £BAH = £AEC.

[AD, AABC nin gevrel cemberini E de kessin. ZABH = 90° — 2BAH = £AEC ve £AEC +
2EAC = 90° oldugu icin AE ¢evrel ¢emberin ¢apidir. Cemberin merkezi hem BC nin
orta dikmesi olacak, hem de AE {izerinde olacak. AE dogrusu ile BC dogru pargasinin
orta dikmesi D noktasinda kesisir. O halde D, gevrel gemberin merkezi, yani, ZBAC =
90°.

Iddia: ZBAC = 90° ise £HAL = £DAL
2ACB = £DAC = £BAH ve AL agiortay oldugu icin

£HAL = 2£LAB — £BAH = £LAC — £DAC = «£DAL
elde edilir.

Bu durumda £HAL = £DAL & £BAC = 90°.

Not: Bir aginin kdsesinden gegen bir dogrunun, o aginin agiortayina gore simetrigine o
dogrunun izogonal eslenigi denir. Ozel olarak, kenarortayin izogonal eslenigine
kenarortaysin denir. Bir iiggende yiiksekligin izogonal eslenigi, cevrel ¢emberin
merkezinden gecer. Dik {icgende hipoteniise ait ylikseklik, hipoteniise ait
kenarortaysidir.

Bu soru Ulusal Matematik Olimpiyati 1. Asama —2012’de de soruldu.



46. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2005

2-3 Nisan 2005

1. Herx € [0,») i¢in,
4f(x) = 3x
flf(x) —3x)=x
FO) +0)f(f(0) < 2xf(x)

kosullarini saglayan tiim f: [0, ) = [0, o) fonksiyonlarin bulunuz.

2. m(A) > m(B) kosulunu saglayan bir ABC iiggeninde [AB] kenarinin orta noktasi N dir.
[AC 1g1m tistiinde € den sonra gelecek ve |BC| = |CD| olacak bigimde bir D noktasy; [DN
111 Ustlinde de, m(m) = m(ﬁ) olacak bigimde bir P noktas1 aliniyor. PC ile AB nin

kesistigi nokta E; BC ile DP nin kesistigi nokta T ise,
IBC| |EA|

ITC|  |EB|
ifadesinin degerini bulunuz.

3. Baslangicta 1 den 2005 e kadar olan biitiin tam sayilar isaretleniyor. Ardisik tam
sayilardan olusan sonlu bir dizideki tiim tam sayilar isaretli olup, dizinin en kiigiik
teriminin bir eksigi ile en biiyiik teriminin bir fazlasi isaretsiz ise, bu diziye bir blok
diyoruz. Her hamlede, isaretlenmis sayilarin higbir blokun ilk ya da son terimini
igermeyen bir altkiimesini secip, bu altkiimenin elemanlarinin isaretlerini siliyor ve
isaretli en biiyiik saymn iki fazlasindan baslayarak, isaretini sildigimiz sayida tam
say1y1 yeni bir blok olusturacak sekilde isaretliyoruz. Bu hamleleri, her biri tam olarak
bir tam sayidan olusan 2005 blok elde etmek amaciyla yaparsak, bu amaca en az kag
hamlede ulasabiliriz?

4. n 22 olmak iizere, tim ay,ay,..,a, tam sayilar igin, [i<j<jen(j — 1) sayisinin
[Ti<i<jsn(a; — a;) say1smu boldiiginii kamtlaymiz.

5. m(ﬁ) =90° ve m(f ) > m(B) kosullarin saglayan bir ABC {iggeninde, A noktasindan
bu {i¢genin I' ¢cevrel cemberine ¢izilen teget, BC dogrusunu D noktasinda kesiyor. A
noktasinin BC dogrusuna gore simetrigi E; A noktasindan BE ye cizilen dikmenin ayag:
X; [AX] nin orta noktas1 Y; I' cemberinin BY dogrusunu B disinda kestigi nokta Z olsun.
BD dogrusunun ADZ {i¢geninin ¢evrel cemberine teget oldugunu gosteriniz.

6. Elimizde, her renkten ayni sayida top olacak bigimde, k farkli renkte 5040 tane top var.
Toplari, her torbaya farkli renkte iki top diisecek bi¢cimde, 2520 torbaya koyuyoruz.
Toplarin torbalara dagilim nasil olursa olsun, bu torbalar1 bir gember {iistiine, herhangi
ardisik iki tanesinde ayni renkte iki top olmayacak bicimde yerlestirebiliyorsak, k en
az kag olabilir?



46. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 2005 — Coziimler

2-3 Nisan 2005

5 AE 5
2. Once — oranini hesaplayacagiz.
BE

DAN BP = {F}olsun. A.A dan AABC ~ ABFC olur.
AC -FC = BC?> = DC(C?

D

AABF de P, E, C noktalari i¢in Menelaus’tan
AE BF FC _
BE FP AC ™~
AABF de P, N, D noktalar1 i¢in Menelaus’tan

AN BF FD _
BN FP D=
Esitliklerini taraf tarafa oranlarsak:
AE AC FD
BE FC AD
elde ederiz.
FC-AD = FC(AC +CD)=AC-FC+FC-CD=CD*+FC-CD=CD-FD
esitligini yerine yazarsak
AE AC FD AC
BE FC AD (D
olur.

Simdi de % yi hesaplayalim.

AABC de N, T, D noktalari igin Menelaus’tan
AN BT CD

olacaktir.



BC BT AD _AC+CD AC

ﬁ—ﬁ+1=C—D+1—7CD +1=D—C+2
Son olarak
BT AE_AC+2 AC_2
TC BE DC DC
elde edilir.

Not: Dikkat edilirse, AABF de BD bir dis aciortaydir. Son durumda ise CP dogrusu,
£BCA nin aglortayi oluyor.

AE N BC = {H} olsun. E, A min BC ye gore simetrigi oldugu igin AE 1 BC ve AH = HE
dir.

AY =YX ve AH = HE oldugu icin HY || EX yani HF L AY dir. Bu durumda ZAHY =
2AEX = £AZB oldugu icin AZHY dortgeni kirisler dortgenidir. ZAYH = 90° oldugu
igin AH bu dortgenin gevrel ¢emberinin bir ¢apidir. AH L CB oldugu icin de DH
dogrusu bu ¢gembere H de tegettir. Yani 2ZZAH = £ZHD.

Ote yandan DE de (ABC) gemberine tegettir. ZDEZ = £ZAE = £ZHD olacaktir. Bu da
DEHZ dortgeninin kirigler dortgeni olmas1 demektir. £ZZDH = £ZEA = £ZAD oldugu
i¢in de BD dogrusu (AZD) cemberine tegettir.



13. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2005

10-11 Aralik 2005

1. Tum a, b, ¢, d pozitif gergel sayilari igin,

Vat + ¢t +a* + d* + b + ¢t + b* + d* = 2v/2(ad + bc)
oldugunu gosteriniz.

2. |CB| > |AC| > |AB| kosulunu saglayan bir ABC tiggeninde, [AC] nin orta dikmesi [BC]
yi K; [BC] nin orta dikmesi de AC yi L de kesiyor. ABC {iggeninin gevrel ¢emberinin
merkezi 0; CKL ve OAB {i¢genlerinin gevrel ¢gemberlerinin merkezleri de sirasiyla 0,
ve 0, olmak {izere, 0C0, 0, dortgeninin bir paralelkenar oldugunu gosteriniz.

3. n+1 kentin bulundugu bir {ilkede, bu kentlerden bazilar1 arasinda karsilikli ugak
seferleri yapilmaktadir. A ve B kentleri arasinda yapilan bir karsilikhi sefer, ayn1 giin
iginde hem A dan B ye, hem de B den A ya yapilan bir ugus ikilisi anlamina gelip, bir
kentten digerine karsilikli olmayan tek yonlii bir sefer mevut degildir. Iki kent arasinda
aynu giin iginde birden ok sayida karsilikli sefer yapilabilmektedir. {ki kent arasinda
ayni giin i¢inde birden ¢ok sayida karsilikli sefer yapilabilmektedir. A kenti igin, bir
giinde A dan kalkan ugak say1sini d ile gosteriyoruz. Baskent disindaki tiim A kentleri
igin d4 < n ve yine baslent disindaki ve aralarinda karsilikli ucak seferi bulunmayan
farkl herhangi iki A, B kenti igin, d4 + dg < n kosullar saglanmaktadir. n + 1 kent
arasinda yer alan bagkentten bir giin iginde yapilan ugak seferlerinin sayis1 konusunda
ise, herhangi bir kisitlama yoktur.

Bu {ilkede bir giinde en ¢ok kag karsilikli ugak seferi yapilabilecegini ve bu en ¢ok
karsilikli sefer sayisini olanakl kilan tiim ugus ¢izelgelerini belirleyiniz.

4. 5™+ 7" = k3 esitligini saglayan tiim (m,n, k) negatif olmayan tam say1 iigliilerini
bulunuz.

5. Kenar uzunluklar1 a, b, ¢ ve i¢ te§et cemberinin yarigap1 r olan bir {iggende,
1

—+S+5<—
a?  b? 27 4r?
oldugunu gosteriniz.

6. Terimleri tam sayilar olan bir (a,)y-, dizisinde, her n > N igin,
a,={ili<i<nvea;+1=n}|
olacak sekilde bir N pozitif tam sayis1 varsa, (a,)n=; dizisinin en ¢ok kag degeri sonsuz
kere alabilecegini belirleyiniz?



13. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi — 2005 — Coziimler

2. ¢ALB =2£ACB = £AKB = £AOB oldugu igin, 4, L, 0, K, B noktalar1 ¢emberseldir. LK
dogru pargasi, 0; ve 0, merkezli cemberlerin ortak kirisi oldugu igin, 0;0, dogrusu,
LK dogru parcasmin orta dikmesidir. Benzer sekilde 00, dogrusu, AB dogru
parcasmun orta dikmesidir.

Bu durumda, £ACB = £A00, ve £COA = 2£CBA ve £C00, = 24£CBA + £ACB.

ALKB Kkirisler dortgeninde, ZABC = £ABK = £CLK oldugu igin, 2C0,K = 24CLK =
22ABC olacaktir. £0,0,K = 22X — /ACK oldugundan 2C0,0, = 2£ABC + £ACB
elde edildi. Bu durumda 24C0,0, = 200, = 2£ABC + £ACB = £ABC + £ACB +
£BAC — £BAC + £ABC = 180° — (¢BAC — £ABC) olur.

2C0.K = 2£ABC ve £COB = 2£CAB oldugu icin, 2£0,C0 = £0,CK — £0CK = 90° —
2ABC — (90° — £BAC) = £BAC — £ABC = 180° — ££0,0, olur. Boylelikle, C0;0,0 bir
paralelkenar olmus oldu.

ur?

5. Juu-a)u-bu-c)=ur=@-a)u-b) ="

u-a)+(u-b) \/f \/f 1 — u=c
2 = (u a)(u b) =cz2 (u a)(u b)= c? s 4(u—a)(u—-b)  4ur?

Benzer sekilde, — < 2=% ve — < =2 ¢]de edilir. Taraf tarafa topladigimizda,
a 4ur b 4ur
1 + 1 + 1 <u—a+u—b+u—c_3u—2u_ 1
a?z ' b2 27T 4wr?  4wr? | 4ur? T 4wr? 42

elde ederiz.



47. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat: Takim Se¢me Sinavi — 2006

1-2 Nisan 2006

1. Koseleri 1 yaricapinda bir ¢cember {istiinde bulunan ve kosegenlerinden ikisi dik
kesisen bir yedigenin alaninin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

2. n pozitif bir tam say1 olmak {izere, 2 X n lik bir dikddrtgeni, kenar uzunluklar: tam
sayilar olan dikdortgenlere kag farkli bi¢imde ayirabiliriz?

3. x,y,z pozitif gergel sayilar olmak tizere, xy + yz + zx = 1 ise,
27 2
T(x+y)(y+z)(z+x)2(\/x+y+\/y+z+\/z+x) > 63

oldugunu gosteriniz.

4. x; bir pozitif tam say1 olmak iizere, her n > 1 tam say1s1 igin x,41 = Y= X7 iSe€, X006
sayisinin 2006 ile boliinmesini saglayan en kiigiik x; sayisin bulunuz.

5. [AB] capl bir gemberin iistiindeki A ve B den farkli herhangi bir Q noktasindan [AB]
capwna, H € [AB] olmak tizere, [QH] dikmesi iniliyor. Q merkezli ve |QH| yarigaph
cemberin [AB] ¢apli gemberi kestigi noktalar C ve D ise, CD dogrusunun [QH] nu iki esit
pargaya boldiigiinii gosteriniz.

6. 2006000 grencinin katildig1 bir Universite Giris Sinavi'nda, her grenci 2006 bsliim
arasindan 12 béliimliik bir liste yapiyor. Herhangi 6 Ogrenciyi aldigimizda, bu
Ogrencilerden her birinin en az birini kendi listesine dahil etmis oldugu iki béliimiin
bulundugu gozleniyor. Her grencinin listesinden en az bir boliim igeren bir boliim
listesine, kapsamli bir liste diyoruz.

a. Ogrencilerin verdikleri listeler ne olursa olsun, 12 elemanh bir kapsamli liste
olusturulabilecegini kanitlayiniz.

b. Daha kiigiik bir listenin kendilerine gore kapsamli olmadig1 6grenci listelerinin
bulundugunu gosteriniz.



47. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 2006 — Coziimler

Cemberin merkezi O ve yedigenin koseleri sirasiyla A;, A3, A3, A4, As, Ag, A7 olsun.
a; = £A;0A;, olsun (a; = £A;04,).
Dik kesisen késegenlerin gordiigii karsilikli yaylarin toplami 180° olacak.

Dik kesisen kosegenleri koordinat sistemine, kesistikleri nokta orijin olacak sekilde
yerlestirelim. Bu durumda «; agilarini her kiimedeki elemanlarin toplami w = 180°
olacak sekilde iki ayrik kiimeye ayirabiliriz. Bu kiimelerin eleman sayilar (1,6), (2,5)
ya da (3,4) seklinde olabilir (digerleri simetrik). B; ile bu kiimelerin elemanlarim
gosterelim.

(1,6) durumu igin By = m, B, + B3 + By + Bs + B¢ + B; = m olacaktir.

(2,5) durumu igin By + B, =, B3 + Bs + Bs + B¢ + B; = m olacaktir.

(3,4) durumu igin By + B, + B3 = 7, By + Bs + B + B; = m olacaktir.

Yedigenin alan % R+ RY;sinB; oldugundan agilarin siniisleri toplamini maksimize
etmek istiyoruz.

Jensen Esitsizligine gore

sina;+sina,+--+sina . f(aitazt+-+a o e
. z . < sm( — ") olacag; igin,

n
(1,6) durumu igin,
7

+ Bs+ Ba+ Bs + o + ™ 1
ZsinﬁiSsinﬁ1+651nﬁ2 s ﬁ4635 P ﬁ7=sinn+6sing=0+6-z=3
i=1

(2,5) durumu igin,
7
+
Z sinf§; < 25in¥ +5
i=1

(3,4) durumu igin,

7
+ B+ + Bs + Be + 3V3 42
ZsinﬁiSSSinw+4sinM=3sinz+4—sinE=—+—

4 3 4 2 2

. Bzt Bs+Ps+ B+ B
sin

= 2sin~ + 5sin~ = 2 + 5sin 36°
5 = sz Slns— Sin

i=1
3<2+5sin36° <
Sekildeki gibi 36° — 36° — 108° {i¢genini kuralim.

32 1 St lisacag
S oldugunu gostermeye calisacagiz.



AB = AC = x, AD = DC = 1 olsun. ZBAD = £BAC — £DAC = 72° = £BDA oldugu igin,
BD = x olacaktir. AADC ~ ABAC oldugu igin —— === x2 —x =1 =0.

AC x sin 108° sin72°
AADC de, — === = = 2c0s36° = x dir. Denklemi ¢Ozersek;
e'DC 1 sin 36° sin36° Eniiemi COZErsei,
1+V5 1+5 o _x __1+V5 .
X1p = =5 =X =—— = C0s 36° = Pl elde ederiz.

2
sin36° = [1— (1L8) = e

2+551n36°<2+5-w+2ﬂ=ﬂgeldeedilir.

4
3V3+42
2

2+ 5sin36° < iddiasmin dogrulugunu smamak igin her iki tarafin karesini

alalim.

8 +5V6
T<3\/§+4\/§:64+150+80«/€< 108 + 128+ 96V6 = 0 < 22 4+ 16V6

oldugu icin, (3,4) durumda, yani By + B, + B3 =, fs+ Bs + s + B =7 oldugu

zaman yedigenin alam en biiyiik degerini alacak. Jensen’deki esitlik durumundan,
Bi=PBr=Ps ===60°ve By = Bs = Bs = By = = = 45° elde edilir.

3 4

Alarn hesaplarsak, % 1-1-(4-sin45°+ 3 -sin60°) = :ﬁ + /2 elde ederiz.



5. €D ile QH dogrular1 M de kesissin.

QD = QC = £QDC = £QCD = £QRC oldugu igin QC2=QM-QR=QM-2QH =
QH? = 2QM = QH



14. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi - 2006

16-17 Aralik 2006

1. Bir ABCD konveks dortgeninin [CD] kenar: {izerinde 0 < [DE| = |FC| < |CD| olacak
sekilde E ve F noktalar1 alimiyor. ADE ve ACF tiggenlerinin ¢evrel gemberleri ikinci kez
K noktasinda; BDE ve BCF {i¢genlerinin ¢evrel cemberleri ikinci kez L noktasinda
kesisiyor. 4, B, K, L noktalarinin ¢gemberdes oldugunu ispat ediniz.

2. 2006 ogrenci ve 14 Sgretmenin bulundugu bir okulda, her 6grencinin en az bir
ogretmen ile tanisik olmasi kosuluyla, 6gretmenler ve 6grenciler arasindaki tanisikli
bagintis1 ne olursa olsun; 6gretmenin tanmidig1 6grenci sayisinin, dgrencinin tanidigi
Ogretmen sayisina oraninin en az t oldugu, birbirini taniyan bir &grenci-6gretmen
ikilisinin bulunmasini saglayan en biiyiik t gercel sayisini belirleyiniz.

B)=(x?+x+1)"—(?+x)" -2+ 1D)"—(x+ D" +x?"+x"+1
polinomunun tiim katsayilarimin 7 ile bolilnmesini saglayan biitiin n pozitif tam
sayilarim bulunuz.

4. n = 2veay,ay,,..,a, pozitif gercel sayilar olmak {izere
t=a;+a,++a, =a?+ai++a’
ise,
2
a; > (n—1)%
= aj t—1
oldugunu gosteriniz.

5. Dar agili bir ABC ti¢geninin yiikseklikleri [AA41], [BB,] ve [CCy] olsun. AB1Cy, BC, A, ve
CA, B, ticgenlerinin i¢ merkezleri, sirasiyla, 04, O ve O¢ olsun. ABC ii¢geninin ig teget
cemberi BC, CA ve AB kenarlarina, sirasiyla, Ty, Tz ve T, noktalarinda teget ise,
Ty0cTp0,TOp altigeninin eskenar oldugunu gosteriniz.

6. Kenarlari, alani ve i¢ agilarinin derece cinsinden olgiileri rasyonel sayilar olan bir
tiggenin bulunmadigmni ispat ediniz.



14. Ulusal Matematik Olimpiyat: ikinci Asama Sinavi — 2006 — Coziimer

1. AK dogrusu CD yi M de kessin.

(ADE) gemberine gore, MK - MA = ME - MD = ME(ME + ED).
(ACF) ¢emberine gore, MK - MA = MF - MC = MF(MF + FC).

ME? + ME - ED = MF? + MF - FC = ME? — MF? + ED(ME — MF) =0
= (ME — MF)(ME + MF + ED) =0
= ME = MF

Aynu sekilde, BL dogrusu da CD yi M de kesecek.
EM -MD = MF - MC
> MK -AM = ML - MB

oldugu icin 4, K, L, B noktalar1 gemberseldir.



5. AC = b ve LBAC = 2a olsun. AC = b - cos 2a olacaktur.
Ister BC, B; C kirisler dortgeni oldugu i¢in (A.A) dan, ister AB; = ¢ - cos 2a esitliginden
dolayi (K.A.K) dan AAB;C; ~ AABC olacaktir. Benzerlik oramnu cos 2a dir.

o - \
TaAs c

.. . o 40
Benzer tiggenlerin, agiortaylar: da benzer olacagindan A—IA = cos 2« olur.

T¢ den Al ya inilen dikmenin ayag1 M ve IT; = r olsun. ZMT¢I = a olacag1 igin

2
Ml =r-sina, MT; =r-cosa ve AM=r- % olacaktir. Diger taraftan, AATI

cos2a
olacaktir.

iiggeninde Al = ﬁ , dolayisiyla da A0y = r -

sina
cos® a ) cos? a —sin? a cos2a
AM — MI =1 - — —r-sina=r- - =71 — = A0,
sina sina sina

oldugu icin

AM = MI+ A0, = MOy + A0, = O4M = MI = 0Te =Tol =7
elde edilir. Diger uzunluklar icin de aym seyleri yaptigimizda T,0.Tp0,T;0Op
altigeninin tiim kenarlarimin r ye esit oldugu gordiliir.



48. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat: Takim Se¢gme Sinavi - 2007

24-25 Mart 2007

1. Bir havayolu sirketi 4,B,C,D,E ve F kentlerinden bazilar1 arasmnda karsilikli ucak
seferleri baglatacaktir. Bu alt1 kentten herhangi ikisi arasinda yalmzca bu sirketin
seferlerini kullanarak ulagimi miimkiin kilacak bi¢cimde, bu seferlerin kag¢ farkl
bicimde diizenlenebilecegini belirleyiniz.

2. Farkli A ve B noktalar ile bu noktalardan gegen bir I' ¢cemberi verilmis olsun. P, T
ustiinde A ve B den farkli, degisen bir nokta olmak {izere, APB nin agrortaymnin P
noktasindan I' gemberinin digina dogru uzantis: tistiinde yer alan ve [MP| = |AP| +
|PB| kosulunu saglayan M noktasinin geometrik yerini belirleyiniz.

3. a,b,c pozitif gercel sayilari, a + b + ¢ = 1 kosulunu saglyorsa,

>
ab+2c2+2c+bc+2a2+2a+ca+2b2+2b_ab+bc+ca
oldugunu kanitlaymiz.

4. Dar acih bir ABC {ii¢geniyle; bu iiggenin disinda ve sirasiyla [AC, [BA ve [CB 1sinlar1
istiinde yer alan By,C; ve A; noktalarmin olusturdugu A;B;C; {icgeni benzerdir.
A;1B,C; ticgeninin diklik merkezi ile ABC {i¢cgeninin ¢evrel ¢emberinin merkezinin
cakistigini kanutlayiniz.

5. Hangi n pozitif tek sayilar igin,
x2+ x5+ +x2=n*
esitligini saglayan x4, x5, ..., X, tek sayilarinin bulundugunu belirleyiniz.

6. 2007 x 2007 bir satrang tahtasinin her birim karesine 1 veya —1 yaziyoruz. Bu yazimin,
tahtamn birim karelerinden olusan her karenin icindeki sayilarin toplaminin mutlak
degeri 1 i asmayacak bigimde, kag farkh sekilde gerceklestirilebilecegini belirleyiniz.



48. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 2007 — Coziimler

2. Elimizde PA + PB, agiortay ve cevrel cember var. Bu {i¢ bilgi, Ptolemy’nin 6zel halini
hatirlatiyor. ZAPB nin agiortay1 ¢gemberi N de kessin.

Ptolemy’den PA - BN + PB - AN = PN - AB olacaktir. Biraz diizenlersek,

PA+PB_AB _ . .
PN 4N ™
olarak elde edilir. [NA {izerinde ([NA] disinda) A’ noktasi, AA' = AB olacak gekilde

alinsin.
MP PA+PB AB A'A
PN~ PN AN AN
olacaktir. Bu da ZNMA' = £NPA = Sabit olmasini gerektirir.
Benzer sekilde B’ noktas1 aldigimizda, ZNMB' = £NPB = Sabit olacaktr.
Bu durumda £A'MB' = £APB = Sabit olur. A’ ve B’ noktalan sabit oldugundan, M
noktast bir A'B' yay1 tlizerindedir. Yayin tanumim biraz daha diizgiin yazmaya
calisalim. A'N = B'N oldugu i¢in 2BA'N = £BAN = £B'MN olur. Bu durumda N, 4’, B’
ve M noktalari ¢emberseldir. A’, B', N noktalar sabit oldugundan M noktas: (A'NB")
gemberinin N yi icermeyen A'B’ yay1 {izerindedir.

= PA || MA’

P noktasi, AB yaninin diger kisminda da olabilecegi i¢in, bu yayin orta noktast N’ olsun.
A’ ve B' ne benzer sekilde A" ve B" noktalarimi tamimlayalim. M noktasi, (4"'N'B"")
¢emberinin N’ yii icermeyen A" B” yay1 tizerindedir.
Yani, M noktalarinin geometrik yeri bir ¢ift gember yayidir.

MP+PN _ MN

Not: % = Sabit = ——— = —— = Sabit olacag: i¢in, Ptolemy’yi uyguladiktan, ashnda

N merkezli bir homoteti uygulamis olduk.



3.

4.

5. Uggenin agillarina 2A = a, £B = f ve £C = 6 dersek, £A,CB; = 180° — 6 ve £B,AC; =
180° — « olur.

H noktas1, AA;B;C; nin diklik merkezi olsun. £C; = 6 oldugu igin £4A;HB; = 180° — 6
olacaktir. Benzer sekilde £4; = a oldugu i¢in £C;HB; = 180° — a dur.

AHB,C; dortgeninde 2£Ci;AB; = £C;HB; = 180° —a oldugu igin, dortgen kirisler
dortgenidir. Dolayisiyla, £ZHC; By = £HAB; = 90° — £B;.

Benzer sekilde, AjHCB; dortgeni, £A;HB; = £A;CB; = 180° — 0 oldugu igin, bir
kirisler dortgenidir. Dolayisiyla, ZHA;B; = £HCA = 90° — £B;.

Bu durumda AH = HC ve £AHC = 180° — 2(90° — £B;) = 2£B; = 2B oldugu i¢in, H
noktasi, AABC nin ¢evrel merkezidir.



15. Ulusal Matematik Olimpiyat: ikinci Asama Sinavi — 2007

8-9 Aralik 2007

1. Dar acil1 bir ABC ii¢geninin AC kenarim ¢ap kabul eden ¢ember, AB ve BC yi, A ve C
disinda, sirasiyla K ve L noktalarinda kesiyor. ABC iiggeninin cevrel ¢emberi, CK
dogrusunu C disinda F noktasinda; AL dogrusunu ise, A disinda D noktasinda kesiyor.
ABC tiggeninin ¢evrel cemberinin [AC] kiriginin kiigiik yay1 iistiinde bir E noktas: alip,
BE ile AC nin kesistigi noktaya N diyelim. Eger

|AF|?> + |BD|* + ICE|*> = |AE|*> + |CD|* + |BF|?
ise, m(KNB) = m(BNL) oldugunu gosteriniz.

2. 2007 x 2007 bir satrang tahtasinin bazi birim kareleri kirmiziya boyarniyor. Tahtann i.
satir ve j. stitunundaki birim kareyi (i, j) ile x < i ve y < j kosullarim saglayan kirmizi
boyali (x, y) birim karelerinin kiimesini de S; ; ile gésteriyoruz. Baglangigta boyal1 her
(i,j) birim karesine S;; ye ait boyal karelerin sayis1 yaziliyor. Daha sonraki her
adimda, boyal: her (i,j) birim karesine, S; ;j deki karelere bir 6nceki adim sonunda
yazilmis olan sayilarin toplami yaziliyor. Sonlu sayida adim sonunda boyali birim
karelere yazili tiim sayilarin tek say1 haline gelecegini gosteriniz.

3. a+b+c = 3esitligini saglayan tiim a, b, ¢ > 0 gergel sayilar igin,
a? + 3b? b% + 3c? c? + 3a?
+ + >4
ab?(4 —ab)  bc?(4—bc) ca?(4—ca)
oldugunu gosteriniz.

4. k> 1birsayy, p = 6k + 1 bir asal say1 ve m = 2P — 1 olmak {izere,
2m=1_1
127m
sayisinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz.

5. m(B) =90° olan bir ABC {iiggeninin i¢ teget ¢emberi, BC kenarina D noktasinda
degiyor. ABD ve ACD ti¢genlerinin i¢ merkezleri sirasiyla X ve Z olmak iizere, XZ ve
AD dogrular1 K noktasinda kesisiyor. XZ nin ABC nin gevrel cemberini kestigi noktalar
U veV; UV dogru pargasinin orta noktasi M; AD nin ABC nin gevrel ¢cemberini 4 disinda
kestigi nokta Y olmak tizere, |CY| = 2|MK]| oldugunu gosteriniz.

6. n kentin bulundugu bir iilkede, herhangi iki kent arasinda, bu kentleri dogrudan
birlestiren en ¢ok bir yol bulunuyor. Farkli yollarin sadece kentlerde kesistigi bu
iilkede, iki kenti dogrudan birlestiren yollardan herhangi biri kapansa bile, her kentten
bagka her kente, gerekirse diger kentlerden gegerek ulagilabiliyor. Farkli A ve B kentleri
verildiginde, sectigimiz en ¢ok k yolu istedigimiz gibi tek yonlii yapmak suretiyle, geri
kalan yollar nasil tek yonlii yapilirsa yapilsin, iki kenti dogrudan birlestiren herhangi
bir [ yolu icin, A dan baslamak, belirlenmis yonlere uymak, ! yolunu kullanmak ve
herhangi bir kentten en ¢ok bir kez gecmek iizere B ye ulasabiliyorsak, A kenti B kentine
k-yonlii baglanabilir diyoruz. Her A kenti baska her B kentine k-y6nlii baglanabiliyorsa,
k en az kag olur?



15. Ulusal Matematik Olimpiyat: ikinci Asama Sinavi — 2007 — Coziimler

1. Soruda yiikseklikler uzun uzun anlatilmis.

- D S

AC cap oldugu icin AL yiikseklik. Ayni sekilde, AK da yiikseklik.

BF? — AF? = BK? — AK? = BC? — AC?

CD? — BD?* = CL? — BL? = AC? — AB?
Taraf tarafa toplarsak,

CE? — AE? = BF? + CD? — AF?> — BD? = BC? — AB?

elde ederiz. Bu da BE 1 AC demektir. Buradan gerisi de yiiksekliklerin kesisimiyle
olusan kirigler dortgenlerini gérme.
BC gapli gember K ve N den geger, ZANK = £ABC. £KNB = 90° — £ABC.
AB gapli gember L ve N den geger, 2ZLNC = £ABC. £BNL = 90° — £ABC = £KNB.



5. X merkezli icteget cember BC ye E de dokunsun. Z merkezli icteget cember BC ye F de
dokunsun.

DE ve DF uzunluklarini hesaplayacagiz.

AD =x,AC=b,BC =a, AB =cveu = Z2* olsun.

BD=u—bveCD=u—c

AABD iiggeninde DE = Hu;b” —c= x+u2_b_c elde edilir.
b+u—c+x x+u-b-c

AADC tiggeninde DF = -b= = DE olur.

X merkezli ¢emberin AD ye dokundugu nokta ile Z merkezli ¢emberin AD ye

dokundugu nokta aym olacagindan, bu nokta, X ve Z dogrusal olacaktir. Bu durumda
¢emberler AD ye K da dokunurlar. Yani, AD L XZ.
M, UV Kkirisinin orta noktast oldugu i¢in OM 1 AD. Bu durumda AD || OM olacaktir.

Dolayisiyla g—i = % elde edilir. AD 1 XZ ile AY 1 YC oldugu i¢in KM || YC olur. Bu
durumda, paralellikten, o _1_ MK ode edilir.
NC T 27 vC



49. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi - 2008

29-30 Mart 2008

1. m(B) > m(C) olan bir ABC iiggeninde, 4 agisinin ig ve dis agiortaylar BC yi sirastyla D
ve E noktalarinda kesiyor. [EA 151 iistiinde, A ya gore E ile farkli tarafta bir P noktasi
aliniyor. DP ve AC dogrular1 M noktasinda, ME ile AD ise, Q noktasinda kesisiyor. P
noktas: degisirken elde edilen PQ dogrularimin hepsinin bir noktada kesistigini
gosteriniz.

2. 30 kosesi ve 105 kenar1 bulunan bir ¢izgede, ortak bir kdsesi bulunmayan siras1 kenar
ikililerinin sayis1 4822 ise, bu ¢izgideki iki kdgenin dereceleri arasindaki fark en ¢ok
kag olur?

3. x*—ax?+bx —c =0 denkleminin biitiin koklerinin pozitif gergel sayilar olmasi
saglayan a, b, ¢ gergel sayilari igin
1+a+b+c c

3+2a+b b
ifadesinin en kiiciik degerini bulunuz.

4. (x,) dizisi, x, = a, x, = b ve her n = 1 tam say1s1 igin
Xn+z = 2008xp41 — Xy
bagintilar1 araciigiyla tanimlaniyor. Her n > 1 tam sayzisi igin,
1+ 2006x,%x,41
ifadesini tam kare yapan a ve b pozitif tam sayilarinin bulundugunu gésteriniz.

2 2
5. Bir ABC iiggeninin [BC] kenar iistiinde |[AD| = IBDI” _ _ _IDI”_ 1acak sekilde bir D
|AB|+]AD| _ |AC|+|AD|
2
noktasi ile D € [AE] ve |CD| = ICLI)DIf:CEI olacak sekilde bir E noktas: aliiyor. |AE| =

|AB| + |AC| oldugunu gosteriniz.

6. m,n>2 tam sayilar olmak {izere, N = {1,2,...,n} toplulugu, m elemanli bir A
kiimesinin bir altkiimesini sececektir. N toplulugunun bir tercih profili, her i € N
secmeninin A kiimesindeki seceneklere iliskin bir kesin tercih siralamasindan
olugmaktadir. k € {1,2, ..., m} olmak tizere, k-gogulcu secim sisteminde, her segmen, ilk
k sirada tercih ettigi k adaya, sirasin1 belirtmeksizin esit agirlikli oy vermekte ve en gok
sayida toplam oy alan adaylar segilmektedir. R ve R’, N toplulugunun iki tercih profili
ve a € A olmak iizere, eger her i € N, R profilindeki tercihine gore a dan koétii buldugu
biitiin adaylar, R' profilindeki tercihine gére de a dan kétii buluyorsa, “R’ profili, R
profiline a-tistiindiir” diyoruz. k=cogulcu segim sistemine gore R profilinde segilen her
a € A, R ye a-tistiin olan her R’ profilinde de secilmeye devam ediyorsa, k-gogulcu

mn-1)

secim sistemine tekdiize diyoruz. k > olmasinin, k-cogulcu secim sisteminin

tekdiize olmasi icin gerek ve yeter oldugunu gosteriniz.



49. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 2008

1. Icve dis aclortay teoremlerinden
EB BD EC EB

—=——=—
EC DC DC BD

P
A
M
E B D ¢

APED de A, M, C noktalar i¢in Menelaus’tan

PA EC DM_

AE CD MP
EC = BB ositligini yerine yazarsak
pc  pp SHtIEILY y

PA EB DM _

AE BD MP

elde edilir. Bu da, Ceva Teoreminin tersinden dolayi, PB,DA,EM dogrularmin tek
noktada kesistigi anlamina gelir. Yani tiim PQ dogrular1 B den geger.

BD?
AB+AD
D merkezli, DA yarigapli cember BA y1 X te kessin. B nin bu ¢embere gore kuvveti,

BD? — DA%? = BA-BX oldugu i¢in BX = AD = XD = £BAD = 2£ABD = 2a.

Benzer sekilde, 2DAC = 2£ACD = 28.

Uggenin acilarini toplarsak, a +f + 2a + 26 = 180° = a + f = 60° ve £BAC = 120°
elde edilir.

5. Elimizde AD = = AB - AD = BD? — AD? var.




Yine aym sekilde, ZEDC = £BDA oldugu icin £DCE = 2£DEC = 2a olacak. £BCE =
¢BAE = 2a oldugu igin de, B, 4, C, E noktalar1 gembersel olacaktir.

H noktasi, B den EC ye inilen dikmenin ayag: olsun. BH ile AE dogrular1 F de kesigsin.
£BAC = 120° = £BEH = 60° olur. EC {izerinde ABEG eskenar ti¢ggen olacak sekilde bir
G noktas1 alalim. AG ile AE dogrulari I da kesigsin. F noktasi, AEBG {i¢cgeninin agiortay1
tizerinde oldugu igin FG = FE ve £IFG = 24FEG = 2a elde edilir. Dolayisiyla, FG ||
AB elde edilir.

El 1511, (BEG) cevrel cemberini J de kessin. £JBG = £JEG = £ABC = a ve £BJG =
BAC = 120° oldugu icin, A.A dan A/BG = AABC elde edilir. /I, £BJG nin agiortay1

oldugu iginﬁzﬂ:ﬂolur.
AC T J6 T IG
AB Bl AB
AB | FG =2 —=-—=-—=>FG =AC=EF

FG IG AC
elde ederiz. ZBAF = 2a ve £EFH = £BFA = 90° — LAEC = 90° — a oldugu icin AB =

AF dir. Son durumda AE = AF + FE = AB + AC elde etmis olduk.



16. Ulusal Matematik Olimpiyati ikinci Asama Sinavi — 2008

29-30 Kasim 2008

1. Diklik merkezi H ve ¢evrel merkezi O olan dar acili bir ABC ti¢geninin BC, AC ve AB
kenarlarmin orta noktalar sirasiyla A4, By ve C; olsun. [HA,, [HB, ve [HC; 1s1nlar, ABC
tiggeninin ¢evrel c¢emberini, sirasiyla Ay, By ve €, noktalarinda kessin. AyByCy
tiggeninin diklik merkezi H, ise, O, H ve H, noktalarmin dogrudas oldugunu
gosteriniz.

7P=1-1

P
11P~1-1

p

2. (a)
(b)

nin tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarini belirleyiniz.

nin tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarini belirleyiniz.

3. a+b+c=1kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gergel sayilari igin,
a?b? b*c? c?a? 3
c3(a? —ab + b?) + a3(b? —bc+c?) * b3(c? —ca+a?) = ab +bc+ca
oldugunu kanitlayinz.

4. N negatif olmayan tam sayilarin ve Z de tiim tam sayilarin kiimesini gostermek iizere,
f:N X Z - Z fonksiyonu,
i £0,00=1,f01) =1,
ii. herk ¢ {0,1}icin, f(0,k) = 0 ve
iii. hern>1vekicin, f(n,k)=f(n—1,k)+ f(n— 1,k —2n)
kosullarini sagliyorsa
(2009)

2
Z £(2008, k)
k=0

toplaminin degerini bulunuz.

5. Diizlemde bir I' ¢emberi ve onu kesmeyen bir | dogrusu verilmis olsun. PQ N RS = {4}
ve PSNQR ={B} olacak bigimde, T ¢emberi fiistinde P,Q,R,S noktalarinin
bulunmasini saglayan ve [ dogrusu iistiinde yer alan tiim {4, B} nokta ikilileri igin, [AB]
yi gap alan gemberlerin kesisim kiimesini belirleyiniz.

6. 2008 tane bilgisayardan olusan bir bilgisayar aginda, herhangi iki déngii kesismiyor.
t = 0 aninda, bir bilgisayar korsan1 bu agdaki bir bilgisayar: ele gegiriyor ve t =1
aninda da, ag yonetici, ele gecirilmemis bir bilgisayara koruyucu bir program
yiikliiyor. Her k pozitif tam sayisi igin, t = 2k aninda, korsan, varsa, o ana kadar ele
gecirdigi bilgisayarlardan birine dogrudan bagh olan ve koruyucu program
yiiklenmemis olan bir bilgisayar1 daha ele gecirebiliyor; t = 2k + 1 aninda da, ag
yOneticisi, varsa, o ana kadar koruyucu program yiiklenmis bilgisayarlardan birine
dogrudan bagli olan ve korsanin ele gecirmemis oldugu bir bilgisayara daha koruyucu
programu yiikleyebiliyor. Bilgisayar ag1 ne sekilde diizenlenmis olursa olsun, korsanin
en ¢ok kag tane bilgisayari ele gecirmeyi garantileyebilecegini belirleyiniz.



[ m =3 olmak iizere, B; ve By, bilgisayarlar1 ve, her 2 <i <m igin, B;_; ve B;
bilgisayarlari dogrudan baglysa, m elemanli {By,B,,...,B,;} kiimesine bir dingii
diyoruz.]



16. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi — 2008 — Coziimler

1. H den BC ye inilen dikmenin ayag1 F, HF nin ¢emberi kestigi nokta D olsun. H nin A,
e gore simetrigi H; olsun. [HF] = [FD] ve [HA;] = [A1H,] oldugundan FA, || DH; olur.
HFA; ile HDH,; benzer {i¢genlerdir ve benzerlik orani % dir. O zaman [DH,] in orta
dikmesi A; den geger ve ayni zamanda BC nin orta dikmesi olur. Bu durumda [DH;]
in orta dikmesi A; den ve O dan geger. O dan [DH,] e inilen dik, [DH;] in orta
noktasindan gectigi icin H; cember {izerinde olmak zorundadir, yani H; ile 4,
cakigiktir. O zaman [HA;] = [4;4,] dir. Dahas;, m(mo) =90° oldugundan [44,]
captir. (Yani 4, 0, Ay dogrudastir.)

Benzer sekilde B, 0, By ve C, 0, Cy da dogrudastir. Yani AyB,C, licgeni ABC ti¢geninin
0 etrafinda 180° dondiiriilmesiyle elde edilmistir. Bu durumda H, da H nin etrafinda
180° déndiiriilmesiyle elde edilmistir. O zaman m(HOH,) = 180° olur.

2. (a)

(b)



50. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 2009

4-5 Nisan 2009

1.

Q* tiim pozitif rasyonel sayilarin, Z ise tiim tam sayilarin kiimesini gostermek {izere,
x> 1 olan her x € Q" i¢in, f(1/x) = f(x) ve (x + 1)f(x — 1) = xf(x) bagintilarim
saglayan biitiin f: Q* — Z fonksiyonlarini bulunuz.

Bir ABCD tegetler dortgeninin i¢ teget cemberinin merkezi O, yarigapi ise r dir. AB ve
CD dogrular1 P; AD ve BC dogrulan Q; AC ve BD kosegenleri ise, K noktasinda
kesigiyor. O noktasindan PQ dogrusuna olan uzaklik d ise, |0K|-d = r? oldugunu
gosteriniz.

2009 kisilik toplulukta, hangi iki kisiyi alirsak alalim, bunlarin ikisiyle birden tanisik
olan tam olarak bir kisi bulunuyor. B&yle bir toplulukta en ¢ok tanidig1 olan ve en az
tanidigr olan kisilerin tanidik sayilar1 arasindaki farkin alabilecegi en kiigiik degeri
bulunuz.

\

Q(x) tam say1 katsayili bir polinom olmak tizere;
1+p+0(x) - Q(x?)..Q(x*™?)

polinomunun tam say1 kokiiniin olmasini saglayan p asal sayilarini bulunuz.

ABC tiggeninin igteget gemberi AB, AC, BC kenarlarina sirastyla Cy, By, A; noktalarinda

dokunmaktadir.
AB; BC, CA, 3
— — — <
AB + BC + CA ~ 2

n = 4 6grencili bir siufta dgrencilerden bazilari arkadagtir. Bu simifta, herhangi n — 1
Ogrenci yuvarlak bir masa etrafina her dgrencinin solunda ve saginda birer arkadas:
olacak sekilde oturtulabiliyorsa; ama n 6grenci bu sekilde oturtulamiyorsa n nin
alabilecegi en kiigiik degerin 10 oldugunu gosteriniz.

oldugunu gosteriniz.

Commented [A27]: matematikolimpiyati.org sitesinde ikiinc
giin eksik.
Bu noktadan sonrasi Mathlinks’ten geviri.




17. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi — 2009

5-6 Aralik 2009
1. p3 —4p + 9 un tam kare olmasini saglayan tiim p asal sayilarin1 bulunuz.

2. T, ABC tiggeninin ¢evrel cemberi; D ve E de, sirasiyla [AB] ve [AC] kenarlar {istiinde
kosgelerden farkli noktalar olsun. A’, BAC nin agiortaymin T y1 ikinci kez kestigi nokta;
P ve Q da, sirasiyla A'D ve A'E dogrularinin T y1 ikinci kez kestigi noktalar olsun. R ve
S swrastyla APD ve AQE tggenlerinin gevrel gemberlerinin A4’ dogrusunu ikinci kez
kestikleri noktalar ise; DS ve ER dogrularmin, I' ya A da teget olan dogru {iistiinde bir
noktada kestigini gosteriniz.

3. Bir beldenin Elektrik Isleri gorevlisi Ahmet, k giin boyunca her giin, ya sectigi bir
direkle yine kendisinin sectigi istedigi sayida direk arasina birer tel baglyor, ya da en
¢ok 17 direk ikilisi secip her ikiliye ait direkler arasina birer tel baghyor. Beldenin Boya
Isleri gorevlisi Berna da, beldede kag direk olursa olsun ve Ahmet telleri nasil baglarsa
baglasin, beldedeki tiim direklerin en ¢ok 2009 renk kullanarak ve aralarina tel
baglanmis herhangi iki direk ayni renkte olmayacak bi¢cimde boyanabilecegini iddia
ediyor. k nin, Berna'nin iddiasinin dogru olmasimi saglayan en biiyiik degerinin
belirleyiniz.

4. Dar acih ABC tiggeninin diklik merkezi H ve A,B,C koselerine ait yiiksekliklerinin
ayaklar da, sirasiyla A4, By, C; dir. K, [AB] ¢apli gemberin kiiciik AB; yay1 iistiinde yer
alan ve m(m) = m(m) kosulunu saglayan bir nokta ve [KB] N [CC;] = {L} olmak
tizere; C merkezli ve [CL] yarigapli gember [44,] i M noktasinda kesiyor. B merkezli ve
[BM] yarigapli ¢emberin CC; dogrusunu kestigi noktalar P ve Q ise, A,K,P ve Q
noktalarmin ¢emberdes oldugunu kanitlayimiz.

5. Tim a, b, ¢ pozitif gercel sayilari igin,
(b+c)(a*—b% %) (c+a)b* —c%a?) (a+b)(c*—a?b?)

ab + 2bc + ca bc + 2ca+ ab ca+ 2ab + bc
oldugunu gosteriniz.

6. 1<ky <k, <-- <k, veayay, .., a, tam sayilar olmak iizere; her N tam say1s1 i¢in,
k;|N — a; olacak bigimde en az bir 1 < i < n bulunuyorsa, n nin alabilecegi en kiigiik
degeri belirleyiniz.



51. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat: Takim Se¢me Sinavi — 2010

27-28 Mart 2010

1. ABC tiggeninin sirasiyla [AB], [BC], [CA] kenarlar: iistiinde yer alan D, E, F noktalars,
|AD| = |AF|, |BD| = |BE| ve |DE| = |DF| kosullarim saghyor. I, ABC ti¢geninin ig
merkezi olmak tizere; ABI iiggeninin ¢evrel cemberine A noktasinda teget olan dogru
ile BI dogrusu K noktasinda kesisiyor. |AK| = |AD| ise, |AK|= |KE| oldugunu
kanitlayimiz.

2. Tum a, b, ¢ pozitif gercel sayilar igin,

’*\/(a2 + b?)(a? — ab + b?) N ‘*\/(b2 +c)(b? — bc +¢?) N 4\](02 +a?)(c? - ca+a?)
2

2 2
1 1 1
24 p2 4 (2
(@ + +C)(a+b+b+c+c+a)

<

wl N

oldugunu gosteriniz.

3. Yil boyunca yaptig1 sinavlarda 2010 tane soru sormus olan bir 6gretmen, bu sorular:
her biri 670 tane soru igeren ii¢ dosyaya ayirarak, her dosyay1 o dosyadaki sorularin
hepsini ¢dzmiis olan bir 6grenciye vermek istiyor. Herhangi bir soruyu ¢ézemeyen en
cok iki 6grenci olmas: kosuluyla; hangi soru hangi 6grenciler tarafindan ¢dziilmiis
olursa olsun, &gretmenin bunu yapmasinin olanakli olmasi igin toplam &grenci
sayisinin en az kag olmasi gerektigini belirleyiniz.

4. 0<k <ntamsaylarve A={a:a =k (modn)}olmak iizere, hicbir (a,m) € A x Z*
igin,
a™+ 3™
a?-3a+1
ifadesinin degeri tam say1 degilse, n nin alabilecegi en kiiciik degeri bulunuz.

5. ABC tggeninin i¢ bolgesinde yer alan bir D noktasi i¢in, BD N AC ={E} ve CD N AB =
{F} olmak tizere; A,E, D, F noktalar1 gemberdes ise, bu noktalardan gegen ¢emberi I,
ile gosterelim. Tiim I, cemberlerinin A dan farkli bir ortak noktadan gectigini
goOsteriniz.

6. A diizlemdeki kafes noktalarinin kiimesi ve F de, A dan {—1,1} ne fonksiyonlarin
kiimesi olsun. F deki bir f fonksiyonu, F ye ait olan ve f den farkli deger aldig1 kafes
noktalarmin sayisi sonlu olan her g fonksiyonu igin,

fPf@ =9Pg(@ _
|PQI B

P,QEA
0<|PQ|<2010

kosulunu saglhyorsa, f ye sahane diyelim. Birbirinin &Gtelemesi olmayan sonsuz
¢oklukta sahane fonksiyon bulundugunu kanitlayimniz.



18. Ulusal Matematik Olimpiyat: Ikinci Asama Sinavi — 2010

27-28 Kasim 2010

1. Bir iilkede baskente dogrudan karayolu ile bagh kentlerin sayis1 2010 dur. Bagkent
disindaki her kent 2010 dan az sayida kente dogrudan karayolu ile bagh olup, aym
sayida kente dogrudan bagli olan herhangi iki kent igin bu say1 cifttir. Bagkenti
dogrudan gesitli kentlere baglayan yollardan k tanesi kapatilarak bakima alinacaktir.
Bu iilkedeki karayolu ag1 nasil olusturulmus olursa olsun, bunun aralarinda karayolu
ulasimi miimkiin olan herhangi iki kent arasindaki ulasimin hala miimkiin olacag:
bi¢cimde yapilmasini olanakli kilan en biiyiik say1 k sayisini belirleyiniz.

2. P, ABC figgeninin i¢ bolgesinde yer alan, A kdsesine ait kenarortay iistiinde olmayan
ve m(CAP) = m(BCP) kosulunu saglayan bir nokta olsun. BP N CA ={B'} ve CP N
AB = {C'} olmak tizere; AP dogrusu ile ABC {i¢geninin ¢evrel ¢emberi ikinci kez Q
noktasinda, B'Q ve CC’ dogrular R noktasinda ve B'Q dogrusu ile P den AC dogrusuna
paralel ¢izilen dogru da S noktasinda kesisiyor. B'C’ ve QB dogrular1 AB dogrusunun
C den farkli yaninda yer alan bir T noktasinda kesissin. m(B’AT") = m(m) olmast
i¢in, |SQ| = |RB'| olmasimin gerek ve yeter kosul oldugunu kanitlayiniz.

3. Her n pozitif tam sayis1 ve a;a, ...a, = 1 kosulunu saglayan tiim a4, ay, ..., a, pozitif
gergel sayilari icin,

oldugunu kanitlayinz.

4. A ve B noktalar1 [CD] ¢apli ¢cemberin iistiinde ve CD dogrusunun farkli yanlarinda
bulunuyor. € ve D noktalarindan gegen bir I' cemberi [AC] yi uglarindan farkl: bir E
noktasinda, [BC] yi de F noktasinda kesiyor. E noktasinda I' cemberine teget olan
dogru ile BC dogrusunun kesistigi nokta P olmak tizere; Q noktasi, |QP| = |EP|
kosulunu saglayan ve CEP {i¢cgenin gevrel cemberi {istiinde yer alan E den farkl bir
nokta olsun. AB N EF = {R} ve |EQ| nun orta noktas1 S ise, DR ve PS dogrularimin
paralel oldugunu gosteriniz.

5. 0<a,b < 20108 tam sayilar olmak iizere, P(x) = ax? + bx bicimindeki polinomlarin
kiimesini § ile gosterelim. § ye ait kag P polinomunun, tiim 0 <n < 2010'® tam
sayllar1 igin Q(P(n)) =n  (mod 2010%®) bagmtisiu saglayan ve § ye ait olan bir Q
polinomunun bulunmasini olanakl kildigin belirleyiniz.

6. K, diizlemdeki digbiikey bir 2010-genin kenar ve kosegenlerinin kiimesi olsun. 4, K
nin bir altkiimesi olmak {izere; A ya ait her dogru pargasi ¢ifti kesisiyorsa, A ya kesisimli
kiime diyelim. 1ki kesisimli kiimenin birlesiminin en c¢ok kag elemana sahip
olabilecegini belirleyiniz.



bZ. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat:1 Takim Se¢me Sinavi — 2011‘

1.

Q* pozitif rasyonel sayilar kiimesi olmak {izere; her x € Q* igin
x f(x) 1y _f)
f(x+1)_x+1 ve f(E)_ x3

sartini saglayan tim f: Q* - Q* fonksiyonlarini bulunuz.

ABC {iggeninin i¢c merkezi I ve AD cevrel ¢ap1 olsun. [BA iizerindeki E noktasi, [CA

tizerindeki F noktasi

|AB| + |BC| + |CA|
IBE| = ICF| = ————"———

sartlarini saglayan noktalarsa, EF nin DI ya dik oldugunu gosteriniz.

A ve B sirasiyla 2011% ve 2010 elemanli kiimeler olsun. Asagidaki sartlari saglayan bir
f:A X A - B fonksiyonunun var oldugunu gosteriniz.

Her (x,y) € A x Aigin f(x,y) = f(y,x) ve her g: A - B fonksiyonu igin

g(ay) = f(ay,a;) = g(ay) ve a; # a, sartlarimi saglayan (a,, a,) € A x A ikilileri vardir.

D, ABC iiggeninin [BC] kenar iistiinde koselerden farkli bir noktadir. I, I, I, sirasiyla
ABC,ABD,ADC {iggenlerinin i¢ merkezleri olsun. AI;I ve ADI, {i¢genlerinin gevrel
cemberlerinin ikinci kez kesistigi nokta E, AIl, ve AID fiiggenlerinin gevrel
¢emberlerinin ikinci kez kesistigi nokta F olsun. Al; = Al ise,

El ED EI}

FI'FD " F2
oldugunu gosteriniz.

a, b, ¢ pozitif gercel sayilar1 a? + b* + ¢* > 3 sartin1 sagladigina gore,
(@a+1DB+2) b+1(c+2) (c+Da+2) 3
b+1DB+5 (c+D(+5 (@+1)(a+5) 2
oldugunu gosteriniz.

n sayisin ikilik gosterimindeki sayilarin toplamimi t(n) ile gosterelim. k > 2 tam
sayisl1 icin
a. Her m =1 igin, ay = 3 tek say1 ve t(aya; ...an) =k olan (a;);2, tam sayi
dizisinin var oldugunu gosteriniz.
b. Her m=N igin, t(3:5..-(2m+1)) >k olacak sekilde N tam sayisin
bulundugunu gosteriniz.

ABC tiggeninin igerisinde bir K noktas1 aliniyor. ARBPCQ digbiikey altigeninin koseleri
ABC nin gevrel ¢emberi olan I' nin {izerindedir. T ya A da teget olan ve K dan gecen
¢emberin AP yi ikinci kez kestigi nokta A; olsun. B; ve C; de benzer sekilde {iretilsin.
min {—,—,—} <
AA;"BB, CC;
oldugunu gosterin.

Cizge Hava Yollar1 (CHY), Cizge Ulkesindeki 2011 sehir arasinda her sehir cifti
arasinda tek yonlii uguslar diizenliyor. Bu ucguslar nasil diizenlenirse diizenlensin,

‘ Commented [A28]: Mathlinks’ten ceviri. Tarihi belli degil.




Cizge Ulkesindeki bir sehirden digerine, sadece CHY ucuslarim kullanarak, herhangi
bir sehre gelen ve sehirden giden ucuslarin farkinin mutlak degeri k dan fazla
olmayacak sekilde gitmek miimkiin olduguna gore; k tam sayisinin alabilecegi en
biiyiik deger nedir?

p bir asal say1, n de bir pozitif tam say1 olsun. Zyn ile mod p™ deki denklik sinifin
gosterelim. Her a, b € Z,n icin f (a) + f(b) = f(a + b + pab) (mod p™) sartini saglayan
tiim f: Z,n — Zyn fonksiyonlarinmi bulunuz.
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19. Ulusal Matematik Olimpiyat1 Ikinci Asama Sinavi — 2011

3-4 Aralik 2011

1. n=2veE ={12,..,n}olsun. A, A,, ..., Ay; E nin altkiimeleri olmak {izere, her
1<i<j<kicn A NA;,AiNA;, AN AJ’- veA; N A} kiimelerinden tam olarak bir tanesi
bos ise, k nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.

[4, E nin bir altkiimesi ise, E nin A ya ait olmayan elemanlarinin kiimesini 4’ ile
gosteriyoruz.]

2. D, ABC uggeninin [BC] kenar tistiinde koselerden farkli bir nokta ve E, [CD] nin orta
noktast olsun. E den BC dogrusuna cizilen dikme [AC] kenariu |AF|- [BC| = |AC| -
|EC| kosulunu saglayan bir F noktasinda kesiyor. ADC {i¢geninin ¢evrel ¢cemberi de,
[AB] kenarini A dan farkli bir G noktasinda kesiyor. AGF {i¢geninin ¢evrel cemberine F
noktasindan c¢izilen tegetin BGE tiggeninin cevrel ¢emberine de teget oldugunu
kanitlayimniz.

3. xyz =1 kogsulunu saglayan tiim x, y, z pozitif gergel sayilari igin,

+ + <1
X+ y20 4211y 4220 4 x11 7z 4 x20 411

oldugunu gosteriniz.

4. a;=5ven=1igin, a, +1=a}—2a%+2olsun. p =3 (mod 4) kosulunu saglayan
bir p asal say1s1 azp11 + 1 sayisiu boliiyorsa, p = 3 oldugunu kanitlayiniz.

5. M ve N diizlemde yer alan diizgiin disbiikey cokgensel bolgeler olmak iizere, ug
noktalardan biri M ye, digeri de N ye ait olan dogru parcalarinin orta noktalarindan
olusan kiimeyi K (M, N) ile gosterelim. K(M, N) nin de diizgiin disbiikey gokgensel bir
bolge olmasiri saglayan tiim (M, N) ikililerini belirleyiniz.

6. A tilkesindeki 2011 kent ile B iilkesindeki 2011 kent arasinda karsilikli ugak seferleri
yapiliyor. Tki kent arasindaki seferleri yalnizca bir hava yolu sirketi isletebiliyor ve bir
kentten ¢ikan seferleri en ¢ok 19 farkli hava yolu sirketi isletebiliyor. Ucuslar hava yolu
sirketleri arasinda bu kosullar saglayacak bigimde nasil paylasilmis olursa olsun,
yalnizca bir tek hava yolu sirketinin uguslarimi kullanarak herhangi ikisi arasinda
gidebilecegimiz k kent bulunuyorsa, k nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.
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53. Uluslararas1 Matematik Olimpiyat1 Takim Se¢me Sinavi — 2012

24-25-26 Mart 2012

1. A={1,2,..,2012}, B ={1,2,...,19} ve S de A min tiim altkiimelerinin kiimesi olsun. Her
A,Ay €S igin, f(4; NA,) =min {f(41),f(4,)} kosulunu saglayan tim f:S— B
fonksiyonlarinin sayisini belirleyiniz.

2. D, dar acih bir ABC {i¢geninin [BC] kenar {istiinde koselerden farkli bir nokta olmak
tizere; My, My, M3, My, Ms sirasiyla, [AD], [AB], [AC], [BD],[CD] dogru pargalarinin orta
noktalari;; 04,0,,03,0, sirasiyla, ABD,ACD,M;M,;M4,M;M3Ms {icgenlerinin gevrel
cemberlerinin merkezleri; S ve T de sirasiyla, AO; ve A0, dogru parcalarinin orta
noktalar1 olsun. S030,T dortgeninin bir ikizkenar yamuk oldugunu kanitlayiniz.

3. ab+ bc + ca < 1 kosulunu saglayan tiim a, b, ¢ pozitif gergel sayilar igin,

+b++\/§>8b( LI N 1)
“ V=t e 1 T 1 T 2+

oldugunu gosteriniz.

4. Bir ABC tlggeninin igteget cemberi [BC],[CA],[AB] kenarlarina sirasiyla, D,E,F
noktalarinda degiyor. A noktasinda gecen ve BC dogrusuna D de teget olan cember ise,
[BF] ve [CE] dogru pargalarinu sirasiyla, K ve L noktalarinda kesiyor. E den gegen ve
DL ye paralel olan dogru ile F den gegen ve DK ye paralel olan dogru da P noktasinda
kesisiyor. Ry, Ry, R3, Ry sirasiyla, AFD, AED, FPD, EPD ii¢ggnlerinin ¢evrel gemberlerinin
yaricaplari olmak {izere, R, R4 = R,R3 oldugunu kanitlayiniz.

5. Hangi n pozitif tam sayilar1 igin, her biri n ile béliinen n tnae tam sayinin karelerinin
toplami olarak yazilabilen her pozitif tam saymin, higbiri n ile boliinmeyen n tane tam
saymin karelerinin toplami olarak da yazilabilecegini belirleyiniz.

6. Arda ile Basak 1 X m bir satrang tahtas1 ve {izerlerinde 1 den 2012 ye kadar tam
sayilarin yazili oldugu 2012 tasla bir oyun oynuyorlar. Her hamlede Arda bir tas
seciyor ve Basak bunu tahtanin istedigi bos bir karesine yerlestiriyor. Bu bicimde
yapilan k hamle sonucunda secilen taslar tahtaya artan bir sirada yerlestirilmisse,
oyunu Basak; degilse, Arda kazamiyor. Hangi (m, k) ikilileri i¢in Basak'm oyunu
kazanmay1 garantileyebilecegini belirleyinizi.

7. Bir r rasyonel sayis1 ve bir n pozitif tam sayisi igin, S,(n) = 1" + 2" 4 -+ n" olsun.
Sonsuz ¢oklukta n pozitif tam sayist i¢in, S,(n) = (Sb (n))c olmasimi saglayan biitiin
a, b pozitif rasyonel sayilarini ve ¢ pozitif tam sayilarini belirleyiniz.

8. ABC = A'B'C’ olacak bigimde diizlemde yer alan birbirinden farkli 4,B,C,A’,B’,C’
noktalar1 i¢in, ABC tiggeninin agirlik merkezi G noktasi olsun. G den gegen A’ merkezli
gember ile [A4A'] capli cember A; noktasinda, G den gegen B’ merkezli gember ile [BB']
capl cember B; noktasinda, G den gegen C' merkezli gember ile [CC'] gapli gember de
C; noktasinda kesisiyorsa,



|[AA;|? 4+ |BB1|? + |CC,|? < |AB|* + |BC|? + |CA|?
oldugunu gosteriniz.

Tum pozitif tam sayilarin kiimesinin Z* ile, tiim asal sayilarin kiimesini de P ile
gosterelim.

Ave S, Z¥ min altkiimeleri olmak iizere; A nin tiim a elemanlar1 ve 0 < b < a kosulunu
saglayan tiim b tam sayilarn icin, b = s; + s, + -+ 5, (moda) ve 1 <n < N olacak
bicimde S ye ait 54, 55, ..., S sayilarinin bulunmasini saglayan bir N pozitif tam sayist
varsa, A kiimesine S-uygun diyelim. P kiimesi S-uygun olacak ve Z* kiimesi S-uygun
olmayacak bigimde Z* nin bir § altkiimesini bulunuz.
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20. Ulusal Matematik Olimpiyati Ikinci Asama Sinavi - 2012

24-25 Kasim 2012

1. Her n pozitif tam saysi i¢in P(n!) = |P(n)|! kosulunu saglayan tiim tam say: katsayili
P(x) polinomlarini bulunuz.

2. ABC, |AB| = |AC| kosulunu saglayan bir ikizkenar {i¢gen ve D, A ya ait yiiksekligin
ayag1 olmak {izere, ADC ii¢geninin i¢ bolgesindeki bir P noktas1 m(APB) > 90° ve
m(PBD) + m(PAD) = m(PCB) kosullarini sagliyor.

CP N AD = {Q} ve BP N AD = {R} olsun. [AB] stiinde yer alan bir T noktas: ile [AP
iistiinde ve [AP] disinda yer alan bir S noktasi, m(TRB) = m(DQC) ve m(PSR) =
2m(PAR) kosullarinm sagliyorsa, |[TR| = |RS| oldugunu gosteriniz.

3. Tim x,y gergel sayilar1 igin,
i UG +y+fO)) =x +2f(y) ve
i x<y=fx <f(y)
kosullarini saglayan biitiin f: R — R $ fonksiyonlarin belirleyiniz.

4. Tum x,y, z pozitif gergel sayilari igin,
xQ2x—-y) yQRy-2z) z(2z-x)
y2z+x) zQx+y) xQy+2z)—
oldugunu kanitlayiniz.

5. x;€{1,2,..,20},(1 <i <2012), bicimindeki tim (xq,%,...,X2012) 2012-lilerinden
olusan kiimeyi P ile gosterelim.
Bir S c P altkiimesi, her (x4, X, ..., X2012) € S icin,
yi<x; (1<i<2012) = (y1,Y2, -, Y2012) €S
kosulunu sagliyorsa, S ye alcalan kiime;
X<y (1<0<2012) = (¥1,Y2, ) Y2012) €S
kosulunu sagliyorsa da, S ye yiikselen kiime diyelim.
A ve B bos olmayan sirasiyla bir algalan ve bir yiikselen kiime olmak iizere,
|A n B|/(IAl .|B]) nin alabilecegi en biiyiik degeri belirleyiniz.

6. Sirasiyla, [AE] ve [AF] dogru parcalan {istiinde yer alan B ve D noktalari i¢in, ABF ve
ADE ti¢genlerinin A koselerine ait dis teget cemberleri aynidir. Bu ¢emberin merkezi /,
[BFIn [DE] ={C} ve IAB, IBC, ICD, IDA, IAE, IEC, ICF, IFA tcgenlerinin gevrel
¢emberlerinin merkezleri sirasiyla, Py, P, P3, Py, Q1, Q2, @3, Q4 olsun.

a. Py, P, P;, P, noktalarmin ve Q;, Q,, Q3, Q4 noktalarinin ¢emberdes oldugunu
gosteriniz.

b. Bu ¢emberlerin merkezleri sirasiyla, 0; ve 0, olmak iizere, 0y, O,, I noktalarinin
dogrudas oldugunu gosteriniz.
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