Sinus Teoremi

Teorem 1:
ABC Ucgeninde kenarlar ve aclilar arasinda

a b c
2R

sind  sinB sinC
bagintisi vardir.
ispat:

O kadar da zor bir teorem degil. AO dan gegen AP capini
cizelim. ZAPB = £ACB = 6 olacaktir.

AP = 2R ve £APB = 0 ise

AB = AP -sinf > AB =c = 2R -sin#f

elde edilir.

Benzer sekilde AC = b = 2R - sinff ve BC = 2R - sina
olacaktir.

Pratik:

e Teoremde dort unsurun birbirine esitligi verilmis. Oran-
. . . a sinA4 o
orantinin ozellikleri kuIIamIarakE =B bagintisini elde
etmek zor olmasa gerek.

e  Kenar uzunluklarini agilar cinsinden ifade edebiliriz.
£A = a ve £B = f3 olsun. Elimizde bdyle bir veri
gectiginde kenarlar arasindaki orantiyi yazabilecegimizi
hatirlayalim. a = sin a dersek, b = sin 8 ¢ikacaktir. Bu
durumda ¢ = sin(180° — a — 8) = sin(a + B)
olacaktir. Yani agilar (a, 8, 8) olan bir Giggende kenar
arasindaki oranti sin a, sin 8, sin(a + ) olacaktir. B

sina

Burada liclincii aglya 8 demek zorunda olmadigimizi
fark edelim. 8 = 180° — a — S olacagi icin ¢ kenari
yerine kisaca sin(a + B) yazdik.



Ornek 1:
. . . i BA AN i
ABC Ulggeninde AN ig aglortay olsun. Buna gore aglortay kenari C - NB oraninda boler.

Cozim:

£BAN = £NAC = a, LANC = ¢ olarak
adlandiralim. ZANB = 180° — ¢ olacaktir.

ABN lggeninde Sinlis Teoreminden

BN sina BN sina
—_——— = = N
¢ sin(180 — ¢) ' sin 1
elde edilir.

ACN lggeninde Sinis Teoreminden

CN sina sina

—=—3>=CN=b —

b sing sin @
elde edilir.

Taraf tarafa oranlarsak,
BN _c
CN b

elde edilir.

Bu ornekte bir agiortayin lggenin kenarini hangi oranda boldiuginid bulduk. Simdi de ayni islemi bir
yukseklik i¢in yapalim.

Ornek 2:

ABC Ucgeninde AH yukseklik olsun. %oramm hesaplayalim.

Cozim:
AH = h dersek
BH =h-cotfve HC =h-cotf
olacaktir.
BH _ cotf -
Bu durumda prr elde edilir.

Aslinda bu 6rnegi ¢cozerken Sinilis Teoremini
ispatlayabilirdik. h = c-sinff =b - sin#,

b _ sinf
dolayisiyla da == o olacaktir.

h.cotp H n.coto



Ornek 3:

ABC ucgeninde O gevrel gemberin merkezi olsun. AO dogrusu
BC kenarini D de kessin. % oranini hesaplayalim.

B ile O yu birlestirelim. Merkez aci, ¢evre aginin iki kati olacagindan, £BOA = 26 ve BOA lggeni
ikizkenar oldugundan £ABO = £BAO = 90° — 0, benzer sekilde 2ZCAO = 90° — (8 olacaktir.

Ornek 1’de oldugu gibi ABD ve DAC Uggenleri igin Siniis Teoremini uygulayalim.

AD sinf sinf AD sin 8
_—= = = = .
x  sin(90°—8) cosé x cos@
ve
AD sinf sinf AD sinf
_—= = = = .
y  sin(90°— ) cosf y cosf
elde edilir.
sinf
sinf sinf x cosp sinfcosf 2-sinfcosf sin2b
AD =X - = y . = — = — = — = - = —
cosf cosfp 'y sinf  sinfcosp 2-sinfcosf sin2p
cos @
Pratik:

Nasil ki, a = 3b, a = 4c gibi bir soruda kolaylik olsun diye a = 12k, b = 4k, c = 3k diyorsak;

bu soruda da AD kenari hem f hem de 8 agilan tarafindan gérildigi igin Sinlis Teoreminden dolayi,
AD = sin 8 sin 8 deriz. Bu durumda BD = sin@ - cos 8 ve DC = sinfS - cos [ olacaktir.

Bu pratigi kullanarak Ceva Teoreminin Trigonometrik halini ispatlayalim.



Ornek 4:

ABC Ucgeninin i¢ bolgesinde bir P noktasi
aliniyor. Buna gore AP, BP, CP dogru pargalar
cizildiginde Uggenin koselerinde olusan 6 agl
arasinda,

sin ZBAP sin £ACP sin £CBP

sin £PAC sin 2PCB sin £PBA
bagintisi vardir.

Bunun tersi de dogrudur. Yani tGiggenin acilarini
ikiye bolen dogrulari gizdigimizde saat
yoniinde olusan a4, ay, 51, B2, 01,65 acilan
arasinda

sin a4 sin ; sin 6,

sina, sin B, sinf,
bagintisi varsa, bu dogrular noktadastir (tek
bir noktada kesisir).
Cozim:

AP,BP,CP dogru pargalarindan her biri ay,a,, B1, B2, 61,6, acilarindan ikisi tarafindan goriliuyor. Bu

durumda AP = sin 8, sin 8, dersek, BP = sina; sin6; ve CP = sin a;, sin 8, olacaktir. BPC li¢geninde
sina;sinf; _ sin6, sina,sinf;sinf; _
sina, sin 3, " sin b1 sin a, sin 8, sin 6, -

Sinlis Teoremi uygularsak % = olacaktir. Capraz ¢arpim yaparsak,

olacaktir.

Teoremin tersini ispatlamadan 6nce, tersinin de
dogru oldugunu kabul ederek, teoremin bir sonucu
Uzerinde duralim. En son buldugumuz

sin a4 sin 6, sin
sina, sin 8, sin 6,
saat yonlnde a4, a5, 04, 2, B1, 0 olacak sekilde
bélen dogrular noktadastir. aq, 81, 81 acilarini kendi
icerisinde, a,, B, 8, acilarini kendi icerisinde yer
degistirdigimizde olusan dogrular yine noktadas
olacaktir.

= 1 esitligi varsa, Uggenin agilarini

Simdi teoremin tersini ispatlayalim.

sin a4 sin 8, sin 81

sina, sin B, sinf,
esitligi varsa, sekilde P noktasi ile Q noktasi cakisiktir.
ABC Uggeninde Q noktasl igin Ceva teoreminin trigonometrik halini uygulayalim.

sin 2BAQ sin £ACQ sin £CBQ sin £BAQ sin 6, sin f5;
= = . =
sin £QAC sin £QCB sin QBA sin£QAC sinf,sinf,

sina, sin 64 sin 8,

olacaktir. Soruda — _ -
sina, sin B, sin 6,

=1 esitligi verildigi icin, £BAQ + £QAC = £BAC = a; + a, ve
Si.MBAQ = m olacaktir. ZQAP = x dersek,
sin ZQAC sina,




sin(a; —x) sinay

sin(a, +x)  sina,

olacaktir.
sin(a; —x) sin(a, +x) sina; cosx — cosa,sinx sina, cosx + cosa, sinx
= = =

sin a4 sina, sin sin a,
Once bélme islemlerini yaparsak,
cosx + cota; sinx = cosx — cota, sinx = sinx - (cota; + cota,) =0

denkleminde ya sinx =0 ve x =0, yani P ile Q noktasinin gakisik oldugunu elde edecegiz. Ya da
cota; + cota, = 0 ise a; + a, = 180° iken saglanir. Bu da l¢gende miimkiin degildir. Sonug olarak, P
ile Q@ noktalar gakisiktir.

Ornek 5:

B©° °C

ABC TUggeninin i¢ bolgesinde ZABP = £PBC = £PCB = 10° ve £PCA = 20° olacak sekilde bir P
noktasi aliniyor. Buna gére £BAP kag derecedir?

Coziim:
Ceva Teoreminin trigonometrik halini & dan baslayarak yazalim.

sina sin20° sin10°

sin(130° — @) sin10° sin10°

Denkleminde biraz diizenleme ile

sina sin 20° _ sina sin 10° 1 _ sin 30° _ sin 30°

. =1 = = = =
sin(130° — a) sin10° =z sin(50° + @) sin20° 2:cos10° sin80° sin(50° + 30°)

elde edilir. Buradan bariz sekilde a = 30° elde edilir.

Bariz sekilde elde edemediginizi varsayalim. Capraz carpim sonucu ile ters trigonometrik doniisim
kullanarak,

sina - sin80° = sin30° - sin(50° + a ) =
cos(80° + @) — cos(80° — @) = cos(80° + a) — cos(20° + @) = cos(80° — a) = cos(20° + a)

elde edilir. Son esitlikten ya 80° — a = 20° + ¢ = a = 30° elde edilecek, ya da 80° —a = —(20° +
a) = a € @ elde edilecek. Bu durumda cevap a = 30° olacaktir.



Peki, ilk ¢cdziimdeki gibi bir benzetmenin sakincasi var mi? inceleyelim.
B acisini 10° — 10° seklinde bélen tek bir BP dogrusu var.
C acisini saat yoninde 20° — 10° seklinde bolen tek bir CP dogrusu var.

Bu iki dogru tek bir noktada kesisir. O da P noktasi. Yani soruda verilen 4 agi P noktasinin yerini belirtmek
icin yeterli. Bu durumda tek bir LBAP = « degeri vardir. Yukaridaki

sina _ sin 30°
sin(50° + @)  sin(50° + 30°)

denklemini a = 30° degerinin sagladigi asikar. @ = 30° = 2PAC = 100° olmasI da Uggen sartlarini
bozmadigi icin, @ = 30° tek cevaptir.

Ornek 6:

ABC Ucgeninde BC kenari Uzerindeki D
noktasi i¢cin CD = AB ve AD = BD
esitlikleri saglanmaktadir. LZABC = 36° ise
2ACB = a =?

Coziim:

A ABD liggeninde Sinis teoremi
uygularsak,

AB 'y sin72°

AD  x sin36°
(Prensip olarak, 90° den biiyiik
acilarin siniislerini
sin(180° — a) = sin a 6zdesligini
kullanarak yaziyorum.)

B

ADC uggeninde Siniis teoreminden,
CD 'y sin(108° —a)
AD  x sina
elde edilir. Bunlari birlestirirsek
sin(108° —a)  sin72° sin(108° —36°)

= = = = °
sina sin 36° sin 36° =36

elde edilir.



Soru 1:

ABC ucgeninde [AM] kenarortay ve ZBAM = a,
LMAC = pise % nedir?(a ve 8 cinsinden)

Soru 2:

ABC Ucgeninde i¢ teget cembere BC,AC, AB
kenarlarina sirasi ile D, E, F noktalarinda
dokunmaktadir. i¢ teget cemberin merkezi I olmak
Uzere; DI N EF = {J}ise

E] AB

JF  AC
oldugunu gosteriniz.

Soru 3:

ABC ucgeninde [AM] kenarortay, [AH] yiksekliktir.
£BAM = £HAC ise £BAC kag derecedir?

Soru 4:

Bir Gg¢gende bir koseden gecen kenarortay
dogrusunun, o kdseden gecen aglortay dogrusuna
gore simetrigine o kdseye ait kenarortaysi denir.
ABC Ucgeninde A kdsesine ait kenarortaysi BC
kenarini K de kesiyorsa,

BK AB?

KC — AcC?
oldugunu gosteriniz.
(Elde edilen bu baginti ile Oklid’in dik Gicgendeki
hangi bagintisi 6zdes?)




Soru 5:

Bir cembere disindaki P noktasindan
cizilen tegetler, cembere A ve B
noktalarinda dokunuyor. [AB] tzerinde bir
C noktasi aliniyor. [PC] ile gember Q da
kesistigine gore AC = 3ve BC = 1ise

AQ

QB

nedir?

Soru 6:

ABC cesitkenar lggeninde AC kenari Uzerinde D,
AB kenari uzerinde E noktalari £EDB = £BCD

olacak sekilde alimyor. BC =AD =2
AE =DC = 1ise, EB =?

Soru 7:

ABC Ucgeninin i¢ bolgesinde

2BAP =t, £PAC = 3t, LACP = 60° — 4t ve
£4PBA = 30° — 2t olacak sekilde bir P noktasi
aliiyor. Buna gore 2CBP acisini t cinsinden
bulunuz?

ve




Soru 8:

ABCD disblikey dortgeninde
sin 2DAC sin £ZABD sin «BCA sin «CDB _

sin 2CAB sin 2DBC sin 2ACD sin z.BDA ~—
oldugunu gosteriniz.

Soru 9:

Ceva Teoreminin trigonometric hali P noktasi

Uggenin disindayken de saglanir mi?
sin ZBAP sin £ACP sin £CBP _

sin 2PAC sin 2PCB sin .PBA ~

Soru 10:

ABCD disblkey dértgeninde LABD = 20°,
£4DBC = 60°, £BCA = 50° ve LACD = 30° ise
2BDA = a =?




