Esitsizlikler icin yontem ve teknikler Matematikolimpivatdersleri

FAYDALI ESITSIZLIiK (HELPFUL INEQUALIY)

Derleyen
Osman EKiZ
Eskisehir Fatih Fen Lisesi

Bahsedecegimiz bu esitsizlik oldukca kullanishi olup problem ¢oéziimlerini epey
kisaltmaktadir.. Faydali esitsizlige gegmeden ileride isimize yarayacak bazi esit-
sizlikler verelim.

Ayrica LHS; Esitsizligin sol tarafi, RHS; esitsizligin sag tarafi anlaminda kulla-
nilmistir.

1. X,y,ZeR igin

X2+ Y+ 27 > Xy + Yz + 2X (1)
tir.

Coziim: (x—y)2+(y—z)2+(z—x)2 >0 =
2(X2 +y +22)—2(xy+ yZ+ZX)20 oldugundan istenen elde edilir. x=y=12

i¢in esitlik durumu elde edilir.

Simdi bu esitsizlik {izerinden farkli esitsizlikler elde edelim

2 2 2
X,y,z € R igin 2~ FZ 5 o dir,
XY + yZ + 2X
XAy +P2xy+yz+x = X+ Y+ 27 +2(Xy + Yz +2X) 2 3(Xy + Yz + 2X)
olup

(x+y+z)223(xy+ yZ + 2X) ()
olur.
Bu durumda X,y,z € R" ise

(x+y+zf
AR ) B 3)
Xy + Yz + X

olur.
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2.[Faydah Esitsizlik] a,b € R ve X,y € R" i¢in

a_erz>(a+b)2

2 “4)
X Yy X4y
"dir.
24,2 22
Ispat: (ay—bx)zzo = a’y’+b’x*>2abxy = M22ab =
Xy
24,2 22
ay +bx >2ab = a>- L1025 0ah =
Xy Xy X y

a’ra’-Lip? e Zra’ b’ +2ab = az[u]+b2(x+y]2(a+b)2 =
X y X y

2 2 a b2
a—+b—>( +b) olur.. (ay—bX)Z:O:> ay = bx :E:E icin esitlik durumu
X Yy X+Y Xy

elde edilir.
Simdi Faydali esitsizligin genel halini verelim.

3. [Faydah Esitsizligin Genel Hali]. ab,ceR ve XxYy,zeR" igin

> p2 ¢ (a+b+c)
a + b + ¢ > Q “dir. Ciink{i; (4)’den dolay1
X 'y z X+Yy+12

(az b2] ¢ _(a+b) ¢ _(a+b+c)
—t— |ttt >
X y) z  X+y Z  X+y+z

olacaktir. Benzer sekilde devam

edilirse en genel haliyle a,,a,,...a, €R ve b,b,,..b, € R" i¢in

2 2 2
a a, >(a1+a2+"'+an) (5)

..._|__
b b, b, b +b,+---+h,

esitsizligi elde edilir.

4. Cauchy — Schwarz i¢in bir ispat

2 2 2
a’+al+----+al = (albl) + (azbz) +----+M olup (5)’den

by b; b,
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af+a§+...+aﬁ _ (albl)2 + (a2b2)2 +_._+(anbn)2 S(a.lb1 +a2b2+..,+anbn)2

b b’ b’ b’ +b; +---+b’

olup igler dislar carpimindan istenen elde edilir.

5. %,y >0 icin j%+j%zJ;+J§ﬂm
(V) (W) (Vx+dy)

2
Coziim: 4°’den ——+——== + > =\/§+\/§.

y
VR TN R W

x

%x

2 2 2

. X VA X+Vy+2Z
6. X,y,2>0 ise + y + > y
X+y Yy+z Z+X

\Y

oldugunu gosteriniz.

X2 y? 22 _(x+y+z) x+y+z
Coziim: (5)’den + + > =

> olur.
X+y Yy+z z+X 2(X+y+2) 2

7. Nesbitt Esitsizligini (5) yardimiyla ispatlayalim.

ab.ceR igin 2 C 5 3.gi
b+c c+a a+b 2

Ispat: (5)°den

2 2 2 2
a+bh+c
a b c __a b R )

+ > + + > olur.
b+c c+a a+b ab+ac bc+ba ca+ch 2(ab+bc+ca)

(Iyden a’+b?+c*>ab+bc+ca olup (a+b+c) >3(ab+bc+ca) =

a+b+c)
( ) Zi (*) olup istenen elde edilir. a=b=c igin esitlik durumu
2(ab+bc+ca) 2

olusur.

8. a,b,ceR" icin ! + ! + ! > o *dir.
b+c c+a a+b 2(a+b+c)
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4 4 _(2+2+2)
+ + >
2b+2c 2c+2a 2a+2b 4(a+b+c)

Coziim: (5)’den

2 ! + ! + ! > ) olup istenen elde edilir.
b+2 c+a a+b/ a+b+c

+ y + : > 3 "dir.
ay+bz az+bx ax+by a+b

9. a,b,X,y,Ze R" igin

2 Z2

xyz_x2+y

+ + = + olup
ay+bz az+bx ax+by ayx+bzx azy+bxy axz+byz

Coziim:

(5)’1 kullanirsak

X y’ 7’ N (x+y+z)

+ > olur. (2)’den
ayx+bzx azy+bxy axz+byz (a+b)(xy+yz+2x)

(x+ y+z)2
(a+b)(xy+yz+2x) a+b

(x+y+ z)2 >3(xy +yz+2x) olup olup istenen el-

de edilir.

a’+b* b*+c® c*+a’
+ +
a+b b+c c+a

>a+b+c’dir.

10. a,b,c e R" i¢in

a’+b*> b*+c? c*+a’ a’ b? b? c’ c’ a’
: + + = + + + + +
a+b b+c c+a a+b a+b b+c b+c c+a c+a

olup (5)’den
a2 b b ¢ ¢ a _(atb+b+crcra)
>

+ + + + + > =a+b+c
a+b a+b b+c b+c c+a c+a 4(a+b+c)

olup istenen elde edilir. a =b = c i¢in esitlik saglanir.

11. a,b,ce R" ve ab+bc+ca=% i¢in

a b Cc 1 s 1
> + += > dir.
a‘-bc+1 b*—ac+1 c°—ab+1 a+b+c
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Coziim: Esitsizligin solundaki terimler sirsiyla a,b,c ile genisletilip (5) kullani-

lirsa

a2 b? c? . (a+b+c)2

3 + 3 + 3 — A3 3 3 .
a’—abc+a b’—abc+b c¢c’—abc+c a’+b’+c’-3abc+a+b+c

a+b+c) a+b+c)
( ) _ ( )

(%)

a’+b’+c’—3abc+a+b+c _(a+b+c)(a2+b2+c2—ab—bc—ca+1)

P
3 1

(a+b+c)(a2+b2+c2+§] at+b+c

elde edilir.

12.[IMO - 1995]. a,b,c e R" ve abc =1 i¢in

! + ! + ! >E oldugunu gosteriniz
a’(b+c) b’(c+a) c'(a+b) 2 sunte '

v . 1 1 ..
Cozim: Xx=—,y=—,Z=— i¢in

a b
1 1 1 X’ y’ 7’
+ + = + + olur.

a’(b+c) b'(c+a) c’(a+b) y+z z+x x+y

2 2 2 2

X .y .z 2(x+y+z) :x+y+zm(*) olur.
y+Z zZ+X X+Yy 2(X+y+z) 2

..(**) olur. (*) ve (**)’dan istenen

(5)’den

AGO’dan

X+y+z>33xyz ve xyz=1 oldugundan X+y+z>3...(**) olup (*) ve

(**)’dan istenen elde edilir.

13. AUMO - 2001. x,y,zeR" ve x+y+z=1 ise 11242 ifadesinin alabi-

X y z
lecegi en kiiciik deger kagtir?
19 25_(1+3+5) 1 3 5
Coziim: (5)’den —+—+—2=-————=81 olur. Esitlik durumu —=—=—
X Yy 7z X+y+z X y z

icin gegerlidir. Bu durumda X = é , Y= 1 , Z :g icin esitlik saglanir.

3
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.. 2 2 2
14. AUMO - 1998. x,y,ze R, ve Xx+Yy+2z<3 ise + + >3 ol-
I+x 1+y 1+z

dugunu gosteriniz.

2
2 2 2 (\/5 + \/E + \/5) 18
Coziim: (5)’den + + > > =3  olur.
I+x 1+y 1+z 3+X+Yy+1z 3+3

X =Yy =12 =1 i¢in esitlik durumu elde edilir.

a> b
15. Macaristan — 1996. a,b € R" ve a+b =1 igin + > — tir.

a+1l b+1 3

2 2 a+b)’
Coziim: (5)’den a + b > ( ) =l olur. a=b=l icin esitlik durumu
a+1 b+1 a+b+2 3 2

elde edilir.
2 2
16. Rusya — 1992. a,b >1 i¢in + > 8 dir.
b-1 a-1
2 2 a+b) a+b)
Coziim: (5)’den a + b > ( ) olup u28 oldugunu gdsterme-
b-1 a-1 a+b-2 a+h-2

liyiz. Son esitsizlik ise [(a+b)—4]2 >0 esitsizligine denk olup dogru olur.

a-+b =4 i¢in esitlik durumu elde edilir.

17.[APMO - 1991]. i=12,.,n i¢in a,beR" igin D a=> b ise

n 2 n 2
Coziim: (5)’den ) & R e :lz‘ai olur.
io a +b a + Zbi 2% a 243

b c

+ + >1 dir.
b+2c c+2a a+2b

18. [Cek — Slovak — 1999]. a,b,c e R" i¢in
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Coziim:
a b c a> b’ c’ (a+b+c)
+ + = + + > olur.
b+2c c+2a a+2b ab+2ac bc+2ba ac+2bc 3(ab+bc+ca)
2 (a+b+c)
(2yden  (a+b+c) >3(ab+bc+ca) olup > =
3(ab+bc+ca)
a b e o
+ + >1 olur. a=b=c i¢in esitlik durumu elde edilir.
b+2c c+2a a+2b
19. [Giiney Afrika — 1995]. a,b,c.d e R" i¢in l+l+i+E>L dir.

a b c d a+b+c+d

1 1 4 16_(1+1+2+4) 4
Coziim: (5)’den—+6+_+_62( ) 6
a b ¢

= olur.
d a+b+c+d a+b+c+d

20. a,beR" igin 8(a* +b*)>(a+b)" dir.

4 (a2 + b2)2

Coziim: 5’den —+—2> ve Karesel orta — Aritmetik orta esitsizligin-

(a+b)2

2
2 2 2)2 [ 9 ] 4
den (a2+b2)zw olup a_4+E2(a +b ) > :(a+b) -
2 1 1 2 2 8

8(a4 + b4) >(a+ b)4 olur. a =b icin esitlik durumu elde edilir.

y .,z

21. x,y,zeR" igin +
X+2y+3z y+2z+3X z+2X+3y

> l dir.
2

Coziim: (5)’den

X y’ 7’ N (x+ y+z)2

LHS =— T T3 = 2. 2.2
X2 +2yx+32x Y 422y +3xy 22 +2xz2+3yz  X*+ Yy + 77 +5(xy+ yz+ 2X)

2
(X+y+2) S

olur. Simdi 1
' X +y + 22 +5(xy+yz+2x) 2

oldugunu gosterelim. Son esitsiz-
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likte icler dislar carpimi yapilip gerekli dilizenlemeler yapilirsa (1)’deki

x> +y> +12° > Xy + Yz + 2X esitsizligi elde edilir. Bu durumda istenen elde edilmis

olur.

22. [Moldova —2007]. X,y,z,we R" i¢in

w X y z 3 ..
+ + + > — dir.
X+2y+3z y+2z+3X z+2W+3X WH+2X+3y 2
Coziim:
2 2 2 2
LHS = W + X + y + Z ve
XW+2YyW+3ZW XY + 22X+ 3XW Yz +2yw+3Xy ZW+2XZ +3yz
2
(X+y+z+w)
(5)’den LHS > olur.
4(WX + Xy + YZ + ZW+ Wy + X2)
2
(X+y+z+Ww) 3 P . :
>— esitsizligi diizenlenirse

4(WX+ XY + YZ+ ZW+ WY +XZ) 2
3(w2 +X Yy 22) >2(WX+ Xy + Yz +ZW+Wy +Xz)  esitsizligine denk olur.

a’ +b” > 2ab esitsizligi alt1 kez kullanilirsa son esitsizligin dogrulugu gosterilebi-

lir. O halde istenene elde edilmis olur.

23. [Hirvatistan — 2004]. X,y,z € R i¢in
X2 yz 72 3
+ + > — dur.
(x+y)(x+z) (y+z)(y+x) (z+x)(z+y) 4

(x+y+z)2

olur.
X + Y2+ 27 +3(Xy + yz + 2X)

Coziim: LHS >

(x+y+z)2
X+ Yy +27 +3(Xy + yz + 2X)

3 . .
> esitsizligi ise X*+Yy*+2° > Xy + Yz +2X esit-

sizligine denk oldugundan istenen elde edilir.



