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MD-2007-III say›s›nda bir

(xn)n dizisinin (n sonsuza

giderken) limitini tan›mla-

m›fl ve bütün bir say›n›n kapak konu-

sunu bu kavrama ay›rm›flt›k; yetmemifl, konuyu bir

sonraki say›n›n kapak konusuna tafl›rm›flt›k.

Bu yaz›da benzer bir limit kavram› tan›taca¤›z.

E¤er ƒ bir fonksiyonsa, “x, a’ya yaklafl›rken ƒ(x)’in

limiti” ne demektir? Yani x, a’ya çok çok çok yak-

laflt›¤›nda, ƒ(x)’in belli bir say›ya çok çok çok ya-

k›n olup olamayaca¤›, oluyorsa hangi say›ya çok

çok çok yak›n olaca¤› sorusunu irdeleyece¤iz.

Grafi¤i afla¤›daki gibi olan bir

ƒ : (a, b)   

fonksiyon düflünelim. Bu fonksiyon (a, b) aç›k ara-

l›¤›nda tan›mlanm›fl ama a ve b noktalar›nda ta-

n›mlanmam›fl, yani ƒ(a) ve ƒ(b) diye bir de¤er yok.

Ama grafi¤e bak›nca görülüyor ki asl›nda ƒ(a)’n›n

u olarak, ƒ(b)’nin de v olarak tan›mlanmas› gere-

kirmifl... Ne olmuflsa olmufl, bir aksilik olmufl ve

ƒ’nin a ve b’deki de¤erleri atlanm›fl...

Neden yukardaki örnekte ƒ(a)’n›n u olarak ta-

n›mlanmas› gerekti¤ini düflünüyoruz? Çünkü (a, b)

aral›¤›ndaki bir x say›s› a’ya çok çok yak›nken ƒ(x)

de¤eri de u’ya çok çok yak›n oluyor. x’i, sanki bir

film izliyormufl gibi, a’ya do¤ru hareket ettirdi¤i-

nizde, ƒ(x)’in u’ya do¤ru hareket etti¤ini ve x, a’ya

yaklaflt›kça ƒ(x)’in de u’ya yaklaflt›¤›n› göreceksi-

niz. Bu filmi afla¤›da izleyebilirsiniz.

Bir baflka örne¤e bakal›m. a < c < b olsun. 

ƒ: [a, b] \ {c}   , 

grafi¤i afla¤›daki gibi olan bir fonksiyon olsun.

Fonksiyon c noktas›nda tan›mlanmam›fl. Oysa

fonksiyon c’nin solunda ve sa¤›nda tan›mlanm›fl. x,

c’ye soldan yaklaflt›¤›nda, ƒ(x) de¤eri v’ye yaklafl›-

yor; ama x, c’ye sa¤dan yaklaflt›¤›nda, ƒ(x) de¤eri

u’ya yaklafl›yor. u ! v oldu¤undan, bu durumda x,

a’ya yaklaflt›¤›nda, ƒ(x)’in sabit bir say›ya yaklaflt›-

¤›n› söyleyemiyoruz. Bu durumda ƒ’nin c’de tan›m-

lanmam›fl olmas› do¤al karfl›lanabilir. Ama e¤er u =

v olsayd› (yani fonksiyonun grafi¤i afla¤›daki gibi

olsayd›), o zaman ƒ fonksiyonunun c’deki de¤erini

do¤al olarak ƒ(u) olarak tan›mlayabilirdik.

Okur belki de yukardaki tart›flmayla sürekli-

lik aras›nda bir ba¤ olaca¤›n› tahmin etmifltir.

Do¤ru tahmin!

Matematiksel Tan›ma Girifl
Yukardaki bölümde limit kavram›na sezgisel

bir girifl yapmak istedik. Limitin tam matematiksel

tan›m›na yine de haz›r de¤iliz. Önce süreklilik kav-

ram›na biraz de¤iflik bir gözle bakal›m.

Bir fonksiyonun bir noktada sürekli olmas›n›n

tan›m›n› an›msayal›m: Bir

ƒ : A   

fonksiyonunun bir a " A noktas›nda �������olma-

s› için gereken koflul fludur:
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Her % > 0 için öyle bir & > 0 olmal› ki, 

|x ' a| < &(

eflitsizli¤ini sa¤layan her x " A için,

|ƒ(x) ' ƒ(a)| < %

eflitsizli¤i sa¤lans›n.

Edebi dile çevirecek olursak, bu tan›m, x, a’ya

çok yak›n oldu¤unda, ƒ(x), ƒ(a)’ya çok yak›nd›r

diyor. Koflul x = a için hep do¤ru oldu¤undan, x’i

a’dan de¤iflik alman›n bir mahsuru yok, öyle yapa-

l›m: Bir

ƒ : A   

fonksiyonunun bir a " A eleman›nda sürekli olma-

s› için gereken koflul fludur:

Her % > 0 için öyle bir & > 0 olmal› ki, 

|x ' a| < &(

eflitsizli¤ini sa¤layan her x " A \ {a} için,

|ƒ(x) ' ƒ(a)| < %

olsun.

Bu noktada bir artistlik yapaca¤›z! Hem de en

âlâs›ndan! Süreklili¤in bu son tan›m›nda a’y› illa ƒ

fonksiyonunun tan›m kümesinde almayal›m da,

 ’nin herhangi bir eleman› olarak alal›m, bakal›m

bafl›m›za neler gelecek? Bafl›m›za pek bir fley gel-

mez, çünkü e¤er a ) A ise ƒ(a)’dan söz edemeyiz ve

|ƒ(x) ' ƒ(a)| < % eflitsizli¤i anlams›z olur, anlams›z

olmaktan öte yaz›lamaz bile! Madem öyle, biz de

tan›mda ƒ(a) yerine  ’nin herhangi bir b eleman›n›

koyar›z! O zaman yukardaki koflul flöyle yaz›l›r:

her % > 0 için öyle bir & > 0 olmal› ki, 

|x ' a| < &(

eflitsizli¤ini sa¤layan her x " A \ {a} için,

|ƒ(x) ' b| < %

olsun.

ƒ fonksiyonu ve a ve b noktalar›yla ilgili an-

laml› bir koflul elde ettik. Koflul, sezgisel olarak flu-

nu söylüyor: x, a’ya çok yaklaflt›¤›nda ama a’dan

de¤iflik oldu¤unda, ƒ(x), b’ye çok yaklafl›r. Koflulu

flöyle de ifade edebiliriz: E¤er x’i a’ya yeterince ya-

k›n ama a’dan de¤iflik al›rsak, ƒ(x)’i b’ye istedi¤i-

miz kadar yaklaflt›rabiliriz.

‹flte “x, a’ya yak›nsarken ƒ(x)’in limiti b’dir”in

tan›m›n›n yukardaki gibi olmas›n› istiyoruz.

Ama bu tan›m teflebbüsünde küçük bir sorun

var, o da flu: E¤er a noktas› A kümesinin uza¤›n-

daysa, daha matematiksel olarak ifade edelim:

a’n›n belli bir komflulu¤unda A \ {a} kümesinde hiç

eleman yoksa, daha anlafl›l›r biçimde ifade edelim:

bir & > 0 için,

(a '(&, a + &) * (A \ {a}) = +

ise, gene bir baflka deyiflle, bir & > 0 için,

(a '(&, a + &) * A , {a}

ise, o zaman,

|x ' a| < &

eflitsizli¤ini sa¤layan bir x " A \ {a} eleman› buluna-

mayaca¤› için, yukardaki tan›m teflebbüsüne göre,

x, a’ya yak›nsarken her b say›s› ƒ’nin bir limiti olur.

(Boflkümenin her eleman› her koflulu sa¤lar, dolay›-

s›yla boflkümenin her x eleman› |ƒ(x) ' b| < %(eflit-

sizli¤ini sa¤lar.) Bu yüzden tan›mdaki a’n›n her & >

0 için,

(a '(&, a + &) * (A \ {a}) ! +

koflulunu sa¤lamas› gerekir ki her b say›s› limit ol-

mas›n ve “limit” denen fley biricik olsun ve bir ifle

yaras›n.

Yukardaki koflulu sa¤layan bir a eleman›na

A’n›n yo¤unlaflma noktas› denir. Limit kavram›n›

ele almadan önce yo¤unlaflma noktas› kavram›na

göz atal›m.

Yo¤unlaflma Noktas›
A,  ’nin bir altkümesi olsun. a "  olsun.

E¤er her & > 0 için,

(a '(&, a + &) * (A \ {a}) ! +

ise a’ya A’n›n yo¤unlaflma noktas› ad› verilir.

A’n›n yo¤unlaflma noktas› A’da olabilir de ol-

mayabilir de.

Örnekler.
1. !’nin yo¤unlaflma noktas› yoktur.

2. Sonlu bir kümenin yo¤unlaflma noktas› yok-

tur.

3. A = {1/n : n = 1, 2, 3, ... } ve A - {0} küme-

lerinin tek bir yo¤unlaflma noktas› vard›r: 0.

4. {1/n + 1/m : n " " \ {0}} kümesinin yo¤un-

laflma noktalar› 0 ve bir n " " \ {0} say›s› için 1/n

biçiminde yaz›lan say›lard›r.
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A aa'& a+&

y = ƒ(x)

E¤er bir & > 0 için, (a'&, a+&) * A , {a} oluyorsa
her b say›s› ƒ’nin a’da limiti olur.
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5. (0, 1) aç›k aral›¤›n›n yo¤unlaflma noktalar›

kümesi [0, 1] kapal› aral›¤›d›r.

6. [0, 1] kapal› aral›¤›n›n her noktas› kendisi-

nin bir yo¤unlaflma noktas›d›r. Bu kümenin baflka

da yo¤unlaflma noktas› yoktur.

7. (0, 1) - (1, 2) kümesinin yo¤unlaflma nok-

talar› kümesi [0, 2] kapal› aral›¤›d›r.

7. #’nün yo¤unlaflma noktalar› kümesi  ’dir.

8.  \ #’nün yo¤unlaflma noktalar› kümesi

 ’dir.

Yo¤unlaflma noktas› kavram› analizin en

önemli kavramlar›ndan biridir. ‹leride daha s›k sö-

zedece¤iz bu kavramdan. Bu say›da ihtiyac›m›z ol-

mayacak ama okurun kavram› daha iyi hissetmesi

için, yo¤unlaflma noktalar›yla ilgili önemli bir so-

nuç kan›tlayal›m.

Önsav 1. a’n›n A’n›n bir yo¤unlaflma noktas›

olmas› için gerek ve yeter koflul, A’da a’ya yak›n-

sayan ve terimleri birbirinden de¤iflik olan bir dizi-

nin bulunmas›d›r.

Kan›t: (.) Önce a’n›n A’n›n bir yo¤unlaflma

noktas› oldu¤unu varsayal›m. Demek ki, her pozi-

tif n do¤al say›s› için,

(a '(1/n, a + 1/n) * (A \ {a}) 

kümesinde bir xn eleman› bulunur. O zaman elbet-

te limn / xn = a olur. Ama (xn)n dizisinin terimle-

ri birbirinden de¤iflik olmayabilir. Bu dizinin, bir-

birinden de¤iflik terimleri olan bir altdizisini bul-

mak zor de¤ildir.

fiöyle de kan›tlayabiliriz. Her n ≥ 0 için,

eflitsizliklerini sa¤layan xn " A elemanlar› bulabili-

riz. Bunu flöyle yapar›z: x0 " A herhangi bir ele-

man olsun. xn say›lar›n› tümevar›mla bulaca¤›z.

xn’nin bulundu¤unu varsayal›m. & = |xn ' a|/2 ol-

sun. Tümevar›m varsay›m›ndan dolay› & > 0’d›r. a,

A’n›n bir yo¤unlaflma noktas› oldu¤undan,

(a '(&, a + &) * (A \ {a}) ! +

olur. fiimdi xn+1 eleman›n› bu kümeden seçelim. ‹s-

tedi¤imiz koflul sa¤lan›r. 

Tümevar›mla, her n > i için,

eflitsizli¤i kolayl›kla kan›tlan›r. Demek ki xn’ler

birbirinden de¤ifliktirler. i = 0 için,

elde edilir. Demek ki,

limn / xn = a

olur.

fiimdi A’da a’ya yak›nsayan terimleri de¤iflik

olan bir dizinin varl›¤›n› varsayal›m. Böyle bir

(xn)n dizisi alal›m. & > 0 herhangi bir say› olsun.

(a '(&, a + &) * (A \ {a})

kümesinin bofl olmad›¤›n› kan›tlamam›z gerekiyor.

Ama bu kümede (xn)n dizisinin bir terimi olmal›!

Önsav›m›z kan›tlam›flt›r. n

Nihayet Limit Tan›m›
fiimdi art›k limit kavram›n›n matematiksel ta-

n›m›n› verebiliriz.

Tan›m: A ,  bir gerçel say›lar kümesi  olsun.

a "  , A’n›n bir yo¤unlaflma noktas› olsun. b "  

olsun. Ve nihayet ƒ : A   bir fonksiyon olsun.

E¤er her % > 0 için,

(a ' &, a + &) * (A \ {a})

kümesindeki her x say›s›n›n

|ƒ(x) ' b| < %

eflitsizli¤inin sa¤land›¤› bir & > 0 varsa, o zaman,

“x, a’ya giderken ƒ(x)’in limiti b’dir” ya da

“ƒ(x)’in a’da limiti b’dir” denir. Yani x, a’ya gider-

ken ƒ(x)’in limitinin b olmas› için, her pozitif % sa-

y›s› için öyle bir pozitif & say›s› olmal› ki,

x " (a ' &, a + &) * (A \ {a})

koflulu, 

|ƒ(x) ' b| < %

eflitsizli¤ini gerektirmeli.

Bu koflul daha simgesel olarak flöyle yaz›l›r:

 %>0 0&>0  x"A (0 < |x '(a| < & . |ƒ(x) ' b| < %).

Bir noktan›n alt›n› çizmek gerekir: “x, a’ya gi-

derken” demek, “x, a’ya çok yaklafl›rken ama x,

a’ya eflit olmadan a’ya yaklafl›rken” demektir; çün-

kü ƒ fonksiyonu a’da tan›ml› olmayabilir (olabilir

de ama olmayabilir de). Örne¤in a = 0 ve

olabilir. Bu örnekte ƒ fonksiyonu 0’da tan›ml› de-

¤ildir ama sayfa 50’de görece¤imiz üzere 0’da limi-

ti vard›r ve bu limit 1’dir.

43

Matematik Dünyas›, 2008-III

A a

a'1/n a+1/n

xn



Limitin - oldu¤unda, limit olmayabilir çünkü -

biricik oldu¤unu kan›tlayal›m:

Önsav 2. x, a’ya giderken bir fonksiyonun li-

miti en fazla bir say› olabilir. Yani x, a’ya giderken

bir fonksiyonun iki de¤iflik limiti olamaz.

Kan›t: ƒ : A   bir fonksiyon ve a "  , A’n›n

bir yo¤unlaflma noktas› olsun. Diyelim x, a’ya gi-

derken ƒ’nin limiti hem b hem de c oluyor. Kan›t›n

anafikri flu: x, a’ya çok yak›nken, ƒ(x) hem b’ye

hem de c’ye yak›n olamaz. Nitekim % = |b ' c|/2 ol-

sun. &b ve &c pozitif say›lar›, her x "(A için,

0 < |x '(a| < &b. |ƒ(x) ' b| < %

ve

0 < |x '(a| < &c. |ƒ(x) ' c| < %

önermelerini sa¤las›nlar. & = min{&b, &c} olsun. a,

A’n›n bir yo¤unlaflma noktas› oldu¤undan, A’da

0 < |x '(a| < &

eflitsizliklerini sa¤layan bir x vard›r. O zaman,

|b ' c| = |(b ' ƒ(x)) + (ƒ(x) ' c)| 

≤  |b ' ƒ(x)| + |ƒ(x) ' c| 

< % + % = 2% = |b ' c|

olur ve bu bir çeliflkidir. n

Yukardaki önsav sayesinde, x, a’ya giderken

ƒ(x)’in limiti b ise, b’nin biricik oldu¤unu biliyoruz;

dolay›s›yla, gönül rahatl›¤›yla

limx a ƒ(x) = b

yazabiliriz.

Yaz›n›n giriflinde yapt›¤›m›z tart›flmadan flu

önemli sonuç ç›kar:

Teorem 3. ƒ : A   bir fonksiyon ve a " A

olsun. E¤er a, A’n›n bir yo¤unlaflma noktas› de¤il-

se, o zaman ƒ, a’da süreklidir. E¤er a, A’n›n bir yo-

¤unlaflma noktas›ysa, ƒ’nin a noktas›nda sürekli

olmas› için limx a ƒ(x) = ƒ(a) koflulu yeter ve ge-

rek kofluldur. n

Sayfa 40’taki teoremden ve Teorem 3’ten  flu

sonuçlar ç›kar:

Sonuç 4. ƒ : A   bir fonksiyon ve a " A ol-

sun. Afla¤›daki önermeler eflde¤erdir.

i. ƒ, a noktas›nda süreklidir. 

ii. limx a ƒ(x) = ƒ(a)

iii. A’n›n a’ya yak›nsayan her (xn)n dizisi için,

limn / ƒ(xn) = ƒ(a)

eflitli¤i sa¤lanmal›d›r. n

Sonuç 5. ƒ : A   bir fonksiyon olsun. Afla-

¤›daki önermeler eflde¤erdir.

i. ƒ süreklidir. 

ii. Her a " A için limx a ƒ(x) = ƒ(a).

iii. A’da bir elemana yak›nsayan A’n›n her

(xn)n dizisi için,

limn / ƒ(xn) = ƒ(limn / xn)

eflitli¤i sa¤lanmal›d›r.

Örnek 1. fiu formülle tan›mlanan fonksiyona

bakal›m:

MD’yi dikkatli okuyan okur yukardaki cümlede bir

eksiklik oldu¤unu anlam›flt›r: Bir fonksiyonu tan›m-

lamak için fonksiyonun kural›n› vermek yetmez, bir

de ayr›ca fonksiyonun tan›m ve de¤er kümelerini de

vermek gerekir. (Tan›m kümesi de¤er kümesinden

biraz daha önemlidir.) Bu formülle tan›mlanan

fonksiyonun tan›m kümesi 1’i içermeyen herhangi

bir say› kümesi olabilir; çünkü fonksiyon 1’de ta-

n›ml› de¤ildir. Biz, ƒ fonksiyonunu  \ {1}’den  kü-

mesine giden bir fonksiyon olarak görece¤iz. Bu

fonksiyon asl›nda (kesirli ifadeyi sadelefltirerek),

ƒ(x) = x + 1

formülüyle de verilebilirdi (ama x ! 1 kofluluyla!)

Fonksiyonun grafi¤i flöyle:

1 say›s›  \ {1} kümesinin bir yo¤unlaflma noktas›-

d›r. Dolay›s›yla, her ne kadar fonksiyon 1’de ta-

n›ml› de¤ilse de, x, 1’e giderken fonksiyonun limi-

tini almaya çal›flabiliriz:

En sondaki eflitlik, x, 1’e eflit olmad›¤›ndan geçer-

li; bir önceki sayfada alt›n› çizerek söyledi¤imizi

an›msay›n: 

Bir noktan›n alt›n› çizmek gerekir: “x, a’ya

giderken” demek, “x, a’ya çok yaklafl›rken
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grafikte delik var
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x

y = x + 1

ƒ(x) =
x2 ' 1

x ' 1
fonksiyonunun grafi¤i
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ama x, a’ya eflit olmadan, a’ya yaklafl›r-

ken” demektir; çünkü ƒ fonksiyonu a’da

tan›ml› olmayabilir (olabilir de ama olma-

yabilir de), yani a say›s› ƒ’nin tan›m küme-

sinde olmayabilir.

Nitekim burada a = 1 ve bu say› ƒ’nin tan›m küme-

sinde de¤il.

Yukardaki paragrafla - anlafl›l›r bir biçimde as-

l›nda - bar›fl›k olmayan okura flu eflitlik daha an-

laml› gelecektir:

limx 1 ƒ(x) = limx 1 (x+1).

Buradan devam edelim. g(x) = x + 1 formülüyle

tanmlanan ve  ’den  ’ye giden g fonksiyonu, po-

linomyal bir fonksiyon oldu¤undan, süreklidir.

Dolay›s›yla, Sonuç 4’e göre, x, 1’e giderken g(x)’in

limiti g(1), yani 1 + 1 = 2’dir. Sonuç olarak:

limx 1 ƒ(x) = limx 1 (x+1) 

= limx 1 g(x) = g(1) = 2.

Yukardaki örnek belki kolayd› ve kolay bir ör-

ne¤i biraz fazla ayr›nt›s›yla aç›klam›fl olabiliriz.

Ama bunun yararl› oldu¤una inan›yoruz.

Bir baflka önemli nokta daha: Ço¤u zaman,

yukardaki örnekte oldu¤u gibi bir fonksiyonun de-

¤il, bir ifadenin limiti al›n›r. Yani fonksiyonun ta-

n›m kümesi belirtilmez. Bu bazen soruna yol aça-

bilir, çünkü fonksiyonun limiti fonksiyonun tan›m

kümesine göre de de¤iflebilir. Örne¤in,

kural›yla tan›mlanm›fl bir fonksiyonun 0’daki limiti

fonksiyonun tan›m kümesine göre de¤iflir. Tan›m

kümesi ('/, 0) ise limit '1’dir, tan›m kümesi (0, /)

ise limit 1’dir, tan›m kümesi  ise limit yoktur. Ama

tasalanmay›n, genellikle bir ifadenin limitinin al›n-

mas› istenildi¤inde, bu tür anomalik durumlar ol-

mayacak, limit tan›m kümesine göre de¤iflmeyecek.

Bir polinom sürekli bir fonksiyon verdi¤inden,

afla¤›daki sonuçlar kolayd›r.

Sonuç 6. P(T) "  [X] bir polinomsa ve a "  

ise, limx a P(x) = P(a) olur.

Sonuç 7. P(T), Q(T) "  [X] iki polinomsa, a

"  ise ve Q(a) ! 0 ise, o zaman

limx a P(x)/Q(x) = P(a)/Q(a) 

olur.

Limit ve Toplamayla Çarpma
Bu bölümde limit almayla toplama ve çarpma

gibi ifllemler aras›ndaki iliflkileri irdeleyece¤iz. Her

fley diledi¤imiz ya da dilenmesi gerekti¤i gibi olacak, 

limx a ƒ(x) + limx a g(x) = limx a (ƒ(x)+g(x))

ve

(limx a ƒ(x))(limx a g(x)) = limx a ƒ(x)g(x)

gibi eflitlikler, eflitli¤in sol taraf›ndaki ifadeler an-

laml› olduklar›nda, do¤ru olacaklar. (Bu, sa¤ taraf-

taki ifade de anlaml› olacak anlam›na gelir.)

Not: Teorem 3’ten dolay› ƒ ve g fonksiyonlar›,

a’da sürekli oldu¤unda bu eflitlikler do¤rudur.

Yaz›n›n devam›nda sürekli ayn› fleyi tekrarla-

mamak için flu tan›mlar› yap›yoruz: A ,  , bir ger-

çel say›lar kümesi. a "  , A’n›n bir yo¤unlaflma

noktas› ve ƒ ve g, A’dan  ’ye giden iki fonksiyon. 

Teorem 8. E¤er ƒ ve g’nin a’da limitleri varsa

o zaman ƒ + g ve ƒg fonksiyonlar›n›n da a’da limit-

leri vard›r ve

limx a ƒ(x) + limx a g(x) = limx a (ƒ+g)(x)

ve

(limx a ƒ(x))(limx a g(x)) = limx a (ƒg)(x)

eflitlikleri sa¤lan›r.

Kan›t: limx a ƒ(x) = b ve limx a ƒ(x) = c ol-

sun. Önce daha kolay olan toplamadan bafllaya-

l›m. % > 0 verilmifl olsun. b, ƒ’nin a’da limiti oldu-

¤undan, öyle bir &1 > 0 vard›r ki,

(a ' &1, a + &1) * A

kümesinin her x say›s›

|ƒ(x) ' b| < %/2

eflitsizli¤ini sa¤lar. Ayr›ca c, g’nin a’da limiti oldu-

¤undan, öyle bir &2 > 0 vard›r ki,

(a ' &2, a + &2) * A

kümesinin her x say›s›

|g(x) ' c| < %/2

eflitsizli¤ini sa¤lar. fiimdi & = min{ &1, &2} olsun. El-

bette & > 0. Elbette (a ' &, a + &) * A kümesinin her

x say›s›

|(ƒ(x) + g(x)) ' (b + c)| = |(ƒ(x)  ' b) + (g(x) ' c)| 

≤ |ƒ(x)  ' b| + |g(x) ' c | < %/2 + %/2 = %

olur ve birinci eflitlik böylece kan›tlanm›fl olur.
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Gelelim ikinci eflitli¤e. Bu bizi birincisinden bi-

raz daha fazla u¤raflt›racak. Resmi kan›t› daha son-

raya b›rak›p tart›flal›m. % > 0 verilmifl olsun. Öyle

bir & > 0 ar›yoruz ki, |x ' a| < & ise, 

|ƒ(x)g(x) ' bc| < %

olsun. Bu |ƒ(x)g(x) ' bc| ifadesiyle oynay›p

|ƒ(x)g(x) ' bc| < %

eflitsizli¤inin geçerli olmas› için x’in a’n›n ne kadar

yak›n›nda olmas› gerekti¤ini bulal›m. Bunun için el-

bette ƒ ve g’yi hesaplar›n içine sokmal›y›z. Hesapla-

ra bafllayal›m:

|ƒ(x)g(x) ' bc| = |ƒ(x)g(x) ' ƒ(x)c + ƒ(x)c ' bc| 

≤ |ƒ(x)g(x) ' ƒ(x)c| + |ƒ(x)c ' bc|

= |ƒ(x)||g(x) ' c| + |ƒ(x) ' b||c|.

En sa¤daki 

|ƒ(x)||g(x) ' c| + |ƒ(x) ' b||c|

ifadesinin %’dan küçük olmas›n› istiyoruz. Toplan›-

lan terimlerin her birini %/2’den küçük yapabilirsek

o zaman toplam %’dan küçük olur. Bu ifadenin sa-

¤›ndaki |ƒ(x) ' b||c| terimi bu aç›dan bir sorun teflkil

etmiyor, çünkü ne de olsa c, x’ten ba¤›ms›z sabit bir

say› ve ƒ’nin a’daki limiti b oldu¤undan, |ƒ(x) ' b|

say›s› %/2|c|’den küçük olacak biçimde seçebiliriz; o

zaman, |ƒ(x) ' b||c| terimi %/2’den küçük olur. (E¤er

c = 0 ise, %/2c’de diye bir fley yoktur ama e¤er c = 0

ise en sa¤daki ifade zaten kaybolur. c’nin 0 olup ol-

mamas›yla u¤raflmak istemiyorsak x’i |ƒ(x) ' b| sa-

y›s› %/2(|c|+1)’den küçük olacak biçimde seçebiliriz.)

Sa¤daki |ƒ(x)||g(x) ' c| terimi daha problematik

çünkü, her ne kadar |g(x) ' c|’yi küçültebilirsek de,

e¤er |ƒ(x)| s›n›rs›z büyürse çarp›mlar› çok küçük ol-

mayabilir. Demek ki ƒ(x)’in c civar›nda s›n›rl› oldu-

¤unu kan›tlamal›y›z. Önce bunu kan›tlayal›m, daha

sonra teoremin resmi kan›t›n› veririz.

Teorem 9. E¤er ƒ’nin a’da limiti varsa o za-

man ƒ, a’n›n bir komflulu¤unda s›n›rl›d›r; yani öy-

le bir & > 0 ve M vard›r ki, e¤er x " (a ' &, a + &)

* A ise, |ƒ(x)| < M olur.

Kan›t: limx a ƒ(x) = b olsun. % = 1 alal›m. Li-

mitin tan›m›ndan dolay›, öyle bir & > 0 vard›r ki,

e¤er x " (a ' &, a + &) * A ise, |ƒ(x) ' b| < % = 1 ya-

ni b ' 1 < ƒ(x) < b + 1 olur. E¤er 

M = max{|b ' 1|, |b + 1| 

ise, bundan,  |ƒ(x)| < M ç›kar. n

Teorem 6’n›n ‹kinci K›sm›n›n Resmi Kan›t›:
% > 0 verilmifl olsun.

1) limx a ƒ(x) = b oldu¤undan, öyle bir &1 > 0

vard›r ki, e¤er x " (a ' &1, a + &1) * A ise,

olur. Dolay›s›yla bu durumda,

olur.

2) Ayr›ca, gene limx a ƒ(x) = b oldu¤undan,

Teorem 7’ye göre, öyle bir &2 > 0 ve M > 0 vard›r

ki, e¤er x " (a ' &2, a + &2) * A ise, 

|ƒ(x)| < M (2)

olur.

3) limx a g(x) = c oldu¤undan, öyle bir &3 > 0

vard›r ki, e¤er x " (a ' &3, a + &3) * A ise,

olur. 

4) fiimdi & = min{&1, &2, &3} > 0 ve 

x " (a ' &, a + &) * A

ise olsun. O zaman (1, 2, 3) eflitsizliklerinden dola-

y›,

|ƒ(x)g(x) ' bc| = |ƒ(x)g(x) ' ƒ(x)c + ƒ(x)c ' bc| 

≤ |ƒ(x)g(x) ' ƒ(x)c| + |ƒ(x)c ' bc|

= |ƒ(x)||g(x) ' c| + |ƒ(x) ' b||c|

≤ M (%/2M) + %/2 = %/2 + %/2 = %

olur. Teorem 8 kan›tlanm›flt›r. n

Sonuç 10. E¤er ƒ’nin a’da limiti varsa ve r "  

herhangi bir gerçel say›ysa, o zaman rƒ fonksiyo-

nunun da a’da limiti vard›r ve

limx a rƒ(x) = r limx a ƒ(x)

eflitli¤i sa¤lan›r.

Kan›t: Teorem 8’den g(x) = r alarak ç›kar. Bir

baflka kan›t: limx a ƒ(x) = b olsun. E¤er r = 0 ise her

fley ortada. Bundan böyle r’nin 0 olmad›¤›n› varsa-

yal›m. Limitin tan›m›na göre, öyle bir & > 0 vard›r

ki, her x " (a ' &, a + &) * A için |ƒ(x) ' b| < %/|r|

olur, demek ki, |rƒ(x) ' rb| = |r||ƒ(x) ' b| < |r| %/|r| =

% olur. Sonuç kan›tlanm›flt›r. n

Bu sonucun bariz bir sonucu:

limx a 'ƒ(x) = 'limx a ƒ(x);

tabii e¤er sa¤daki ifadenin anlam› varsa, yani sa¤-

daki limit varsa...
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Sayfa 45’teki Örnek 2’den ve Teorem 6’dan

dolay› (5/7)2 = 25/49 bulunur.

Teorem 8’e benzer bir sonuç 1/ƒ fonksiyonu

için de geçerlidir:

Teorem 10. E¤er limx a ƒ(x) varsa ve 0 de¤il-

se o zaman limx a 1/ƒ(x) de vard›r ve 

eflitli¤i geçerli olur.

Bu teoremi kan›tlamadan önce Teorem 7’nin

bir benzerini kan›tlamal›y›z.

Teorem 11. E¤er ƒ’nin a’da limiti varsa ve bir

c "  için, 

limx a ƒ(x) > c

oluyorsa, o zaman öyle bir & > 0 vard›r ki, e¤er x

" (a ' &, a + &) * A ise, ƒ(x) > c olur.

Kan›t: limx a ƒ(x) = b > c olsun. % = b ' c > 0

olsun. O zaman öyle bir & > 0 vard›r ki, e¤er x "

(a ' &, a + &) * A ise, |ƒ(x) ' b| < %, demek ki,

c = b ' % < ƒ(x)

olur. n

Elbette benzer teorem “<” eflitsizlik iflareti için

de geçerlidir. Teorem 10’un kan›t›nda yukardaki

teoremi c = 0’a uygulayaca¤›z.

Teorem 10’un Kan›t›: limx a ƒ(x) = b olsun.

Sonuç 8’e göre, gerekirse ƒ yerine 'ƒ alarak, b’nin

pozitif oldu¤unu varsayabiliriz. % > 0 olsun.

1) limx a ƒ(x) = b > b /2 oldu¤undan, Teorem

10’a göre öyle bir &1 > 0 vard›r ki, e¤er 

x " (a ' &1, a + &1) * A

ise, ƒ(x) > b/2 olur. 

2) Öte yandan, limx a ƒ(x) = b oldu¤undan,

öyle bir &2 > 0 vard›r ki, e¤er 

x " (a ' &2, a + &2) * A

ise, |ƒ(x) ' b| < b2%/2 olur. 

& = min{&1, &2} olsun. E¤er 

x " (a ' &, a + &) * A

ise, yukardaki iki paragraf› kullanarak,

buluruz. Bir teoremin daha sonuna geldik. n

Limit ve S›ralama
Bir önceki bölümde s›ralamayla ilgili bir sonuç

kan›tlad›k, daha do¤rusu kan›tlamak zorunda kal-

d›k: Bu bölümde de yard›m›m›za yetiflecek olan

Teorem 10. Buna eflitsizlikle ilgili baflka sonuçlar

da ekleyece¤iz. ƒ, g, A ve a, bir önceki bölümdeki

gibi olsunlar.

E¤er bir & > 0 için her x " (a ' &, a + &) * A

eleman› ƒ(x) ≤ g(x) eflitsizli¤ini sa¤l›yorsa, o zaman

“a’n›n bir komflulu¤unda ƒ ≤ g” denir.

Teorem 12. E¤er limx a ƒ(x) ve limx a g(x)

varsa ve a’n›n bir komflulu¤unda ƒ ≤ g ise o zaman,

limx a ƒ(x) ≤ limx a g(x) 

olur.

Kan›t: a’n›n bir komflulu¤unda ƒ ≤ g oldu¤un-

dan, tan›m gere¤i, öyle bir & > 0 vard›r ki, her x "

(a ' &, a + &) * A için ƒ(x) ≤ g(x) olur. 

limx a ƒ(x) = b

ve

limx a g(x) = c

olsun. Bir an için, b > c varsay›m›n› yapal›m. 

olsun. O zaman,

limx a g(x) = c < d < b = limx a ƒ(x)

olur. Teorem 10’a göre, öyle bir &1 > 0 vard›r ki,

e¤er x " (a ' &1, a + &1) * A ise, ƒ(x) > d olur. Ge-

ne Teorem 11’e göre (daha do¤rusu Teorem 11’in

benzerine göre), öyle bir &2 > 0 vard›r ki, e¤er x "

(a ' &2, a + &2) * A ise, g(x) < d olur. Demek ki

e¤er |x ' a| < min{&, &1, &2} ise,

ƒ(x) > d > g(x)

olur. Bu da |x ' a| < & iken ƒ(x) ≤ g(x) gerçe¤iyle

çeliflir. n

Teorem 13 [Sandviç Teoremi]. h, A’da tan›ml›

ve gerçel say›larda de¤er alan bir fonksiyon olsun.

E¤er limx a ƒ(x) ve limx a g(x) varsa ve eflitlerse

ve a’n›n bir komflulu¤unda ƒ ≤ h ≤ g ise o zaman,

limx a ƒ(x) = limx a h(x) = limx a g(x) 

olur.

Kan›t: E¤er limx a (h(x) ' ƒ(x)) limiti oldu¤u-

nu ve bu limitin 0’a eflit oldu¤unu gösterirsek, o za-

man 

h(x) = (h(x) ' ƒ(x)) + ƒ(x)

oldu¤undan, Teorem 6’ya göre,

limx a h(x)

vard›r ve 
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limx a h(x) = limx a (h(x) ' ƒ(x)) + limx a ƒ(x)

= 0 + limx a ƒ(x) = limx a ƒ(x)

olur. Demek ki a’n›n bir komflulu¤unda 

0 ≤ h ' ƒ ≤ g ' ƒ

eflitsizlikleri ve

limx a (g(x) ' ƒ(x)) = 0

eflitli¤i varsay›mlar›ndan hareketle

limx a (h(x) ' ƒ(x))

limitinin oldu¤unu ve 0’a eflit oldu¤unu kan›tlama-

m›z gerekiyor. h ' ƒ yerine h, g ' ƒ yerine g yaza-

l›m ve 

limx a g(x) = 0

eflitli¤inden ve a’n›n bir komflulu¤unda

0 ≤ h ≤ g

eflitsizliklerinden hareketle,

limx a h(x)

limitinin oldu¤unu ve 0’a eflit oldu¤unu kan›tlama-

m›z gerekiyor. 

% > 0 olsun. 

limx a g(x) = 0 oldu¤undan öyle bir &1 > 0

vard›r ki, (a ' &1, a + &1) * A aral›¤›ndaki her x sa-

y›s› için,

'% < g(x) < %

eflitsizli¤i sa¤lan›r.

a’n›n bir komflulu¤unda 0 ≤ h ≤ g oldu¤undan

öyle bir &2 > 0 vard›r ki, (a ' &2, a + &2) * A kü-

mesindeki her x say›s› için,

0 ≤ ƒ(x) ≤ g(x)

olur. Demek ki e¤er & = min{ &1,  &2} ise, her

x " (a ' &2, a + &2) * A

için,

0 ≤ ƒ(x) ≤ g(x) < %,

yani '% ≤ ƒ(x) < % sa¤lan›r. Demek ki limx a ƒ(x)

= 0. n

Al›flt›rmalar
1. E¤er limx a ƒ(x) varsa o zaman 

limx a |ƒ(x)|

limitinin de oldu¤unu ve

limx a |ƒ(x)| = |limx a ƒ(x)|

eflitli¤inin geçerli oldu¤unu kan›tlay›n.

2. limx a |ƒ(x)| = 0 ile limx a ƒ(x) = 0 eflitlik-

lerinin eflde¤er olduklar›n› kan›tlay›n. (Birinin limi-

ti varsa ve 0’a eflitse, di¤erinin de vard›r ve o da 0’a

eflittir.) Ama bunun 0 d›fl›nda bir say› için do¤ru

olmad›¤›n› kan›tlay›n.

Limit ve Bileflke
Bu son bölümde, limitle fonksiyonlar›n bilefl-

kesi aras›ndaki iliflkiyi irdeleyece¤iz.

Teorem 14. limx a ƒ(x) = b olsun ve ƒ, a’n›n

bir komflulu¤unda birebir olsun. ƒ(A) , B ,  , bir

baflka gerçel say›lar kümesi ve g, B’den  ’ye giden

bir baflka fonksiyon olsun. E¤er limx b g(x) = c ise

limx a g(ƒ(x))

vard›r ve c’ye eflittir.

Kan›t: % > 0 olsun. limx b g(x) = c oldu¤un-

dan, öyle bir &1 > 0 vard›r ki her

x " (b ' &1, b + &1) * B \ {b}

için,

g(x) " (c ' %, c + %)

olur. Ayr›ca limx a ƒ(x) = b oldu¤undan, öyle bir

& > 0 vard›r ki her

x " (a ' &, a + &) * A \ {a}

için,

ƒ(x) " (b ' &1, b + &1)

olur. ƒ, a’n›n bir komflulu¤unda birebir oldu¤un-

dan, ƒ, a’n›n bu komflulu¤unda b de¤erini en fazla

bir kez alabilir. & > 0 say›s›n›, 

x " (a ' &, a + &) * A \ {a}

ise ƒ(x) ! b olacak kadar küçük seçebiliriz.

fiimdi x " (a ' &, a + &) * A \ {a} ise, önce,

ƒ(x) " (b ' &1, b + &1)  * B \ {b}

olur; sonra da, ilk paragraftan dolay›

g(ƒ(x)) " (c ' %, c + %)

olur. Kan›t›m›z tamamlanm›flt›r. n

Teorem 15. limx a ƒ(x) = b olsun. ƒ(A) , B ,

 , bir baflka gerçel say›lar kümesi olsun. g, B’den

 ’ye giden ve b’de sürekli olan bir baflka fonksiyon

olsun. O zaman limx a g(ƒ(x)) = g(b) olur.

Kan›t: g sürekli oldu¤undan, limx a g(ƒ(x)) =

g(limx a ƒ(x)) = g(b) olur. n

Al›flt›rmalar
1. E¤er limx a ƒ(x) = b ise ve ƒ, a’n›n bir kom-

flulu¤unda birebirse, o zaman b’nin ƒ(A)’n›n bir

yo¤unlaflma noktas› oldu¤unu kan›tlay›n. (ƒ, sabit

b fonksiyonuysa bu yanl›fl).

2. {1/n + 1/m : n "" \ {0}} kümesinin yo¤unlafl-

ma noktalar›n›n 0 ve bir n " " \ {0} say›s› için 1/n

biçiminde yaz›lan say›lar oldu¤unu kan›tlay›n. ©


