6. Ulusal Matematik Olimpiyat1 1. Asama Sinavi - 1998

~ ~

1. Kenar uzunluklar |BC| = a, |CA| = b, |AB| = ¢ olan bir ABC {iggeninde 3m(A4) + m(B) = 180° ve 3a = 2c¢ ise, b
nin o cinsinden degeri agagidakilerden hangisidir?
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Coziim 1:

2(1\/5
3

/C =2 /A =2« olur. ZC’nin agiortayr C'D’yi ¢izelim. /BCD = /DCA = ZCAB = «a olacaktir. Bu durumda
ACBD ~ ANABC (A.A) elde edilir.
CB BD 3a 2a 3a  2a ba

— = B*=BD-AB=a*=BD-—-=BD="—"=AD="-"="-
aB - cB ¢ —a >~ 3 7 > 3 6

olur. Agiortay teoreminden
BC  AC a b 5a

st _Ab a5 0a
BD AD 2a ~ 5a 4
3 6
elde edilir.
Cozim 2:
AB BC AC
il T . _ _ .
Siniis Teoremin’den n% — sino — snisoc —ag oW
c a b ésin?aiiié2 ‘ 73:> 3
sin2a  sina  sin3a sinae 2 cosa =g = cosa=7

sin 3o

elde ederiz.

Ik denklemden b’yi cekersek, b = a
SN v

sin 3o = 3sin o — 4sin® o oldugu icin b = a(3 — 4sin” a) elde edilir.

2

7 )
cosa == cos? o = 6= sin” o = 6 olacagi i¢in b = a(3 — 4sin’a) = a(3 —4—) = ay elde edilir.

16
Coziim 3:
. . . ZBCA
[AC iizerinde (AABC’nin diginda) BC' = CD = a olacak sekilde D noktas1 alahm. ZBDC = 5 = ZCAB
oldugu i¢in BD = AB = ¢ dir. Ikizkenar iicgende Stewart’m 6zel halinden
9a® _ 2
ABQ—AC-CDzBCZ:(S—Q)Q—b-a:aQ:b=47=5—a
2 a 4
olur.
Cevap: B
2. 21998 sayisimin ondalik yazilimu ile 51998 sayisinin ondalik yazilimini art arda yazarsak, olusan yeni say1 kac basamakl
olur?
(A) 1998 (B) 1999 (C) 2000 (D) 3996 (E) 3998
Cozim 1:

10% < 21998 < 109*1 ise 21998 sayis1 a 4+ 1 basamaklidir.
10° < 51998 < 10°*! ise 51998 sayis1 b+ 1 basamakhdir.
Taraf tarafa carparsak
10a+b < 101998 < 10a+b+2



olacagindan, a +b < 1998 = a+ b+ 1 < a+ b + 2 elde edilir. Bu durumda yeni say1 (a + 1)+ (b+1) =a+b+2
basamakli olacagindan a +b+ 1 = 1998 = a + b + 2 = 1999 elde edilir.

Coziim 2:

21998 = 102 olsun. 10% sayis1 da |a]| + 1 dir. Her iki tarafin log unu alirsak, 19981og 2 = a olacagindan 2998 sayisi
la] +1=]19981log2]| + 1 basamakl olacaktur.

Benzer sekilde 599 = 10° say1s1 da [19981log 5] + 1 basamaklh olacaktir.

Bu iki sayimn yan yana yazimi [1998log2] 4+ 1 + [1998log5] + 1 = |19981log 2| + |19981log 5| + 2 basamaklidir.

19981log2 — 1 < [19981og 2| < 19981og 2
19981log5 — 1 < [19981og 5| < 19981og 5

ifadelerini taraf tarafa toplarsak,
1998(log 2 + log 5) — 2 < [19981og 2] + [19981og 5] < 1998(log 2 + log 5)
elde edilir. log2 4+ logh =log2 -5 =1log 10 = 1 olacagindan,
1998 — 2 = 1996 < [19981og 2| + [19981og 5| < 1998
olur. Bu durumda aranan say1 [1998log 2| + [19981log5| + 2 = 1997 + 2 = 1999 basamakli olacaktir.

Coziim 3:

Coziim 2’deki yolu biraz kisaltacagz.
Tk say1 A = |1998log 2| +1 basamakli, ikinci say1 B = |19981og 5|41 basamakl. log2+logh =1 = log5 = 1—log2
Ozdegligini kullanarak,

A+ B

|19981og 2] + 1+ |1998(1 —log2)| + 1
|199810g 2] + 1 + [ 1998 — 1998l0g 2) | + 1
= 2000+ |199810g 2| + | —19981og 2]

| | fonksiyonu ile agmayan en biiyiik tam sayiy1 gosterdigimiz igin pozitif deger 0 < n < 1 ve M tam say1 olmak
uzere; | M +n| =M ise |—(M +n)] =—-M —1 dir.
Bu durumda, A + B = 2000 — 1 = 1999 olacaktir.

Cozim 4:

Biraz test mantig ile soruya yaklasacagiz.

n = 0 igin 2050 = 11 = 2 basamakl

n =1 igin 215! = 25 = 2 basamakh

n = 2 icin 2252 = 425 = 3 basamakli

n = 3 icin 2353 = 8125 = 4 basamakh

n =4 icin 245% = 16625 = 5 basamakl

n =5 igin 2°5° = 323125 = 6 basamaklh

n = 6 icin 265% = 6415625 = 7 basamakh

n = 7 icin 2757 = 12878125 = 8 basamakl

Bu sekilde giderse n = 1998 igin 2199851998 gay181 m + 1 = 1999 basamakli olacaktir.
Bu ¢ikarimimiz tamamen sezgiseldir. 1999 cevabi test teknigi acisindan bir tahmin niteligi tasimaktadir. Olimpiyat
sorularinda bu tip ¢ikarimlar yaparken dikkatli olunmalidir. Ters koseye yatabiliriz.

Cevap: B

. 6 elemanli bir kiime hicbiri bog olmayan ii¢ ayrik altkiimeye kac degisik bicimde ayrilabilir?
(A) 90 (B) 105 (C) 120 (D) 180 (E) 243

Coziim 1:

Kiimenin 6 elemanini 3 kutuya yerlestirecegiz.
Her eleman icin 3 alternatif oldugu icin 3% farkh yolla bu islem yapilabilir.



Yalniz, yukaridaki dagitimda bazi kutular bog kalmig olabilir. i@erme—Dlgarma Ilkesine gore

(0,1 veya 2 kutunun bog oldugu durumlar) - (1 veya 2 kutunun bog oldugu durumlar) + (2 kutunun bog oldugu
durumlar)

(0,1 veya 2 kutunun bos oldugu durumlar): 3°

(1 veya 2 kutunun bosg oldugu durumlar): (i’) 26 (Bos olacak bir kutu seciliyor, digerleri akigina birakiliyor.)

(2 kutunun bos oldugu durumlar): (g) 16 (Bos olacak iki kutu seciliyor, digerleri bog olmayan kutuya koyuluyor.)

Bu durumda 3% — 3-26 +3 =729 — 192 4+ 3 = 540 farkli yolla bu islem yapilabilir. Yalniz, mesela tiim 6 eleman da
540

1., 2. ve 3. kutularda birer kez yer aldi. 540’1n icinde kutularin siralinigi da var. Bu durumda TR 90 farkli yolla,

kutularin siralanigi énemsenmeksizin elemanlar: 3 kutuya yerlestirebiliriz. .
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Coziim 2:
6\ (4Y (2

+(DEG) (§)+M = 15+60+15 = 90.

Kiimelerin eleman sayilar1 1—1—4, 1—2—3 ve 2—2—2 olabilir. a1

Cevap: A

. x,y, z gercel sayilar olmak iizere, 222 + 5y? + 1022 — 22y — 4yz — 6zx + 3 ifadesinin alabilecegi en kiiciik deger
agagidakilerden hangisidir?

(A)O (B) 3 (C) -3 (D)1 (E) Higbiri

Coziim

Bu tip sorularda amacg, ifadeyi tam kare garpanlara ayirmaktir. Neden boyle oldugunu birazdan daha iyi anlaya-
caksiniz.

(2% = 2zy +9?) + (4y? —dyz + 22) + (22 =622+ 922) +3=(z —y)* + 2y — 2)® + (x — 32)* +3

(r—y)? >0, (2y—2)% > 0ve (x—32)? > 0 oldugu i¢in (z —y)?+ (2y — 2)?> + (z —32)2+3 > 3 elde edilir. Yani cevabin
> 3 oldugunu biliyoruz. Peki 3 olabilir mi? Bunun i¢in esitsizliklerdeki esitlik kisimlarini ortak ¢6zmek gerekecek.

z—y = 0
20—z = 0
r—3z = 0

Acik sekilde z = y = z = 0 bir ¢oziim. Bu durumda (z — y)? + (2y — 2)? + (x — 32)? + 3 = 3 elde edilir.
Cevap: B

~ ~

. Kogegenlerinin kesigim noktasi F ile gosterilmek iizere, bir ABCD kirigler dértgeninde m(B) = m(D), m(B/C-'B) =
150°, |BE| =z, |[ED| =y ve |AC| = z ise, y nin z ve z cinsinden degeri agagidakilerden hangisidir?

(C)z+x\/§ (D)zfo 2z — 3x

zZ—x z — 2x
E
2 (E) 2

W) " B

Coziim 1:

/B = /D ve dorgen kirigler dortgeni oldugu igin AC' gaptir. O bu kirigler dértgeninin gevrel merkezi olsun.

/BOD =2-/BAD = 2-(180° — 150°) = 60° olacagindan ABOD bir egkenar tiggendir. Bu durumda ¢emberin
z—2x

yarigapt OB=0D =BD =z +y,capt z=2(x +y) =20+ 2y =y = gikar.
Coziim 2:
- . B T+y . U
ABCD’de Siniis teoreminden — s = 2R = —— = 2R = z +y = R elde edilir. AC c¢ap oldugu igin
sin =
2

z—2x

z=2z4+2y=>y= elde edilir.

Coziim 3:
AC’nin ¢ap oldugu gercegini yakalayamadigimizi varsayarsak: /BAC = /ZBDC = « olsun. ABCD’de Siniis
teoreminden

BD BC x+y BC . BC
- = = i e = sino =
sin150°  sina 5 sin o 2x + 2y

BC  BC z—2x

ac - 5 oldugu icin, z =2z 4+ 2y = y = elde edilir.

Aynm zamanda AABC dik {i¢geninde sin o =
Cevap: D



6. 23 — 522 — 220 4+ 56 = 0 (mod p) denkliginin kag p asal sayis1 icin 0 < o < p olmak iizere ii¢ farkll tam say1 kokii
yoktur?

(A)1 (B) 2 (C) 3 (D) 4 (E) Higbiri
Coziim
3. dereceden denklemlerin ¢oziimiinde genel bir yol olan son terimin carpanlarindan yararlanalim.
23 ~5.22-22.2456 =820 — 44 + 56 = 0 olacagl icin x = 2 bir ¢oziimdiir. Polinom bélmesi yaparak diger
kokleri de bulabiliriz. Sonugta (z — 2)(z — 7)(x + 4) elde edilir.
(x—=2)(z—=T)(x+4) =0 (mod p)

denkliginin ¢oziim kiimesi {2,7, —4} tiir. Bu elemanlardan ikisi mod p de birbirine denk ise, denkligin {i¢ farkh
koki yoktur. Aksi halde denkligin ii¢ farklh kokii olacaktir.

2 = 7 (modp)= 0=5 (modp)=p = 5
2 = -4 (modp)= 6=0 (modp)=p = 2veyap=3
7 = —4 (modp)= 11=0 (modp)=p = 11

Bu durumda p € {2,3,5,11} i¢in denkligin figten az farklh kokii vardir.
Cevap: D

7. Alinan herhangi n kiime arasinda birbirini icermeyen en az 3 tane veya herhangi ikisinden biri digerini igeren en az
3 tane kiime bulunmasini garanti eden en kiiciik n tam sayisi nedir?

(A)4 (B)5 (C)6 (D)7 (B)S

Coziim:

Soruda istenen p V g ifadesinin tersi p’ A ¢’ dir. Dort kiime arasindan birbirini icermeyen en fazla 2 tane ve herhangi
ikisinden biri digerini icermeyecek en fazla 2 tane kiime bulunan tek bir konfigiirasyon vardir: A € B, C C D
(Kolaylik olmas: agisindan ANC = {} ve BN D = {} kabul edebiliriz.). Gortildigi gibi 4 kiime oldugunda soruda
verilen sarti saglamayan bir konfiglirasyon bulunabiliyor. Bu konfigiirsayona bir E kiimesi eklediginizde bu kiime
A ya da C kiimelerinden birinin alt kiimesi ya da B ya da D kiimelerden birini igeriyorsa herhangi ikisinden biri
digerini iceren 3 kiime bulunmusg olacak, degilse A, C, E kiimeleri birbirini icermeyen 3 kiime olacak. Bu durumda
aliman herhangi 5 kiime arasindan sorudaki sart kesinlikle saglanir.

Cevap: B

Qn

V1+4a2
kiigiik k degeri nedir?

(A) 2501  (B)251  (C)2499 (D) 249  (E) Higbiri

Coziim 1:

8. (ap) dizisi, a; = 1 ve n > 1 igin anp41 = seklinde tamimlaniyor. aj < 1072 esitsizligini gercekleyen en

QA (n41
14+4a2 1
la% a%frl
S td = -
n a‘nlJrl 1
ttaE e
n+1 n



Denklemin genel terimini bulmak i¢in, son buldugumuz esitligi a;’e kadar devam ettirelim.

1 1
R S S
n n—1
1 1
+= a2 | a2
n—1 n—2
1 1
-
Am—1) r 1
n— = — - =
a? a2
1
an
9 1
a =
" 4n — 3
an =

Vian —3

1
= \/ﬁ <1072 = 100 < v4k — 3 = 10003 < 4k = 2500 + % < k olur. Yani verilen sart1 saglayan en kiigiik

k degeri 2501 dir.

Coziim 2:

g

Yine test mantigi ile hareket edecegiz.
1 1 1
a1 =1,a0 = —, a3 = —, a4y = ——, ... seklinde devam ediyor. Buradan genel terimi a,, =

V9 V13

bulduktan sonra, Coziim 1’deki iglemleri yapacagiz.

1
——— geklinde
vin — 3

Cevap: A

9. Birbirine digtan teget olan [AB] ve [BC| ¢apli iki cemberin merkezleri, sirasiyla D ve F ile; A noktasindan E merkezli
gembere ve C noktasimndan D merkezli gembere (AC dogrusuna gore aym tarafta kalacak sekilde) gizilen tegetlerin
kesigim noktasi F ile gosterilmek iizere, |DB| = |BE| = v/2 ise, AFC ii¢geninin alani asagidakilerden hangisidir?

(A)%ﬁ (B>¥ (©) 43 (D)23 (B)2/2

Coziim:

Cemberler eg oldugu icin F'B, AAF(C’de simetri eksenidir. C'F', D merkezli cembere T’de dokunsun. AT DC' dik
1
ticgeninde DT = /2, DC = 3v/2 oldugu icin Pisagordan TC = 4 ve tan /TCD = ——= elde edilir. AFBC dik

2v2
L Z;/i = 24/2 olarak bulunur.

iiggeninde tan ZBCF = olacag i¢in F'B =1 ve Alan(AFC) =

1
2v2
Cevap: E

10. p ve q tek sayilar1 asal sayilar dizisinin ardigik iki terimi olsun. p 4 ¢ sayisinin farkl pozitif bolenlerinin sayisi en az
kag olabilir?

A2 B3 (©4 D> (B)6

Coziim 1:

Tek asal sayilarin toplami bir cift sayidir. k& > 1 olmak iizere; p + ¢ = 2k = 2'k! sayisinin da pozitif bolen sayisi en
az 2 x 2 = 4 olacaktir. Bu son soyledigimiz sey, kismen yanlis. Neden? m > 1 olmak tizere; k = 2 olma durumunda,
2k = 4m olacagindan bu ifadenin pozitif bolen sayisi (2 + 1) = 3 tiir. Belki de bu gekilde iki asal say1 yoktur. 3
pozitif bolen oldugu i¢in m = 1 yani p + ¢ = 4 olmasi gerekir. Bu sekilde ardigik iki asal say1 yoktur. O zaman 4
pozitif bolen igin aragtirma yapalim. 3 +5 = 8 = 23 say1s1 (3 + 1) = 4 pozitif bélene sahip. Ger¢i soruyu ¢ozerken
diigiinmedigimiz bir olasiliktan bulduk sonucu. 3’ten az olamayacagin gosterdik, 3 olamayacagini gosterdik. 4’e bir
ornek bulduk. O zaman cevap 4’tiir.

Aslinda p 4+ ¢ = 2k’nin 4 béleni olmasi i¢in ya k = 4 olacak, ya da k bir asal say1 olacak. k =4 i¢in p = 3,¢q = 5 asal



11.

12.

sayilar1 bulunabilir.

k asal say1 ise, p + ¢ = k + k olacag i¢in k'nin p ile ¢ arasinda bir asal sayi, yani p < k < g olmas1 gerekir. Bu da
soru da verilen p, ¢ ardigik iki asal say1 ifadesine ters diiser. Yani, anlayacaginiz, p + ¢ ifadesinin 4 pozitif boéleninin
olmasim saglayanan tek (p, q) asal ikilisi (3, 5) tir.

Cozim 2:

p + g > 8 ¢ift sayisinin bolenlerinden bazilar1 kabaca 1,2, 1%, p + q dir. 4’ten daha az boéleni olmasi igin P ;r 9_

2 = p+ q = 4 olmas1 gerekir. Asal sayilar dizisinin en kiigiik iki tek eleman 3 ve 5 oldugu i¢in p + ¢ > 8 olacagidan
pozitif bolenler en azindan 1, 2,4, 8 olacaktir. Bu durumda 4 pozitif bolenli p+ ¢ sayis1 vardir; fakat 3 bolenli yoktur.

Cevap: C

Bir kiibiin ytlizlerine 1,2,3,4,5,6 sayilarin isaretleyerek bir zar yapmak istiyoruz. Ortak bir ayrita sahip iki yiize
komsu yiizler dersek, ardisik sayilarin komsu ytlizler iistiinde yer almasi kosuluyla, bu zar1 kac degisik bigimde
yapabiliriz?

(A) 10 (B) 14 (C) 18 (D) 56 (E) Higbiri

Coziim:

1 ve 2 yi yerlegtirdikten sonra kiipii acalim.

LA C]

| T o —

A=3ve B=4ise (C,D) ikilisi (5,6) ya da (6,5) olabilir.

A=3ve D=4ise (B,C) ikilisi (5,6) ya da (6,5) olabilir.

Bu durumda A = 3 ise 4 farklh dizilis var. Benzer sekilde C' = 3 igin 4 farkl dizilig olabilir.

B =3 ise D = 4 olamaz; ¢linkii (A, C) ikilisi komsgu degil. Bu durumda B = 3 ve A =4 ise (C, D) = (6,5) olmal.
B=3ve(C =4iginise (A, D) = (6,5) olacak.

Yani toplamda 4 + 4 + 2 = 10 farkl dizilis mtimkiin.

Cevap: A

Bir dik tliggende hipoteniisiin uzunlugunun cevreye oranimin alabilecegi tiim degerler gergel sayilar ekseninde bir
aralik olugturur. Bu araligin orta noktas: nedir?

(a) 2251 gy 2L (g 22]
Coziim:

O vi-1 (@) 2!

Hipoteniis ¢ ve diger kenarlar a,b olsun. Pisagordan
A =a?+b>2ab= 2>+ 2ab=(a+b)? =cV2>a+b

ve licgen egitsizliginden
a+b>c

elde edilir. Esitsizliklerin her iki tarafina c eklersek

c 1
c+eV2>a+b+ce=> >
= a+b+c T 1+42
ve
1 c
a+b+c>2c=>-> ———=
27 a+b+c
elde edilir. ( 1+1 75 1] araligimm orta noktasi
L1 3+V2
142 2:2+2\/§:2\/§—1
2 2 4
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olur. Dikkat edilirse alt sinir iiggen ikiz kenar dik licgen iken, list sinir da licgen dejenere iken yani acilarindan biri
0° iken elde ediliyor.

Cevap: C

Yiiksekliklerinin kesigim noktas: H olmak iizere, bir ABC ii¢geninde m(B) = m(C) = a ve A, H, C noktalarindan
gegen gemberin merkezi O ise, HOC' agisinin « cinsinden 6lgiisii nedir?

(A)90° —a  (B) 90° + % (C)180° —a (D) 180° — % (E) 180° — 2a

Coziim:
ZHAC =90° - /B =90°—a. ZHOC =2-ZHAC =2-(90° — o) = 180° — 2av.
Cevap: E

2t + 2234+ 322 — 2+ 1 =0 (mod 30) denkliginin 0 < x < 30 olacak sekilde kag farkli tam say1 ¢oziimii vardir?
Ao @®B1 (©)2 M3 (E)4

Coziim:

30 =2-3-5oldugu i¢gin mod 2, mod 3, mod 5 te denkligi inceleyecegiz.

3 modda da z # 0 oldugu asikar.

mod 2 igin, z =1 (mod 2).

Fermat'm kiigiik teoreminden 22 = 1 (mod 3) olacag i¢in,

2?2?4202+ 32—+ 1=14+20+3-2+1=2+2=0 (mod3)=2x=1 (mod3)
elde edilir. Yine Fermat'mn kiigiik teoreminde z* = 1 (mod 5) olacag icin,
ot 4203 — 227 —x+1=22> 222 —24+2=0 (mod 5)

denkligini saglayan degerleri aragtiracagiz. Sirasiyla 1, 2 ve 4 = —1 (mod 5) icin denkligin saglanmadigini gorelim.
=3 (modb5)i¢in2-3>-2-32-3+2=4+2-3+2=0 (mod 5) elde edilir ki, z = 3 (mod 5) denkligin tek
kokii olur. Son durumda

=1 (mod2),z=1 (mod3),z=3 (mod 5)

denkliklerinin ortak ¢6ztimii z = 13 (mod 30) dur.

13 sayisi goyle buluyoruz. = + 2 sayisit hem 3 ile boliimiiyor, hem de 5 ile boliiniiyor. Bu durumda =z = 13 ya da
x = 28 olacaktir. x =1 (mod 2) oldugu igin = = 13 tiir.

Ama soruyu ¢ozerken, 13 sayisini bulmamiz sart degil. Cinlilerin Kalan Teoremine gore 2, 3, 5 sayilar: ikiserli olarak
aralarinda asal olduklari igin  mod 2-3 -5 yani mod 30 da s6z konusu denklik sisteminin bir ¢éztimi vardir.

Cevap: B

12 evli ¢ift yuvarlak bir masanin etrafinda, erkeklerin hepsi masanin bir tarafinda yan yana, her kadin da eginin tam
kargisinda olacak sekilde oturmaktadir. Masada oturanlar, her seferinde yan yana oturan bir kadinla bir erkegin yer
degistirmesi suretiyle, tiim esler yan yana gelinceye kadar yer degistirir. Bunun igin en az kag yer degistirme islemi
yapilmigtir?

(A)36 (B)55 (C)60 (D)66 (E) Hicbiri

Coziim:

E7’i K, ile kavuguncaya kadar yer degistirelim.

Fy < Ko, K11, ... K5 seklinde toplam 11 yer degistirme gerekecek.
Simdi de aym seyi E5 icin yapalim.

FEs < Ki9, K11, ... K3 seklinde toplam 10 yer degigtirme gerekir.

Fhg < K9, K11, 2 yer degigtirme gerektirirken,
Fq1 < Kqs ile 1 yer degigtirme ile egine kavugacaktir.

Tiim bunlar: toplarsak 1 +2 4 --- 4+ 11 = = 66 yer degistirme elde ederiz. 66 yer degistirme ile tiim egleri

2
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17.

yan yana oturttuk. Ama daha az sayida yer degigtirme ile oturtabililir miyiz? Buna cevap vermemiz gerekiyor.
|E;K;| ile eglerin birbirinden uzakhgim gosterelim. Baglangigta her ¢ift icin |F; K;| = 12. Son durumda bunun
|E;K;| = 1 olmasi istiyoruz. Baglangicta Zzlil |E; K;| = 144 iken son durumda 21121 |E; K;| = 144 olmali.

Her seferinde yer degistirdigimiz F, < K, ikilisi eglerine en fazla 1 birim yaklasiyorlar. Bu durumda seferinde

21121 |E; K;| toplam en fazla 2 birim kiigiilebilir. Bu takdirde, toplam degerinin 144 ten 12 ye diigmesi igin en az
144 —

2
Cevap: D

= 66 adim gerekir. 66 adimda soruda istenen yer degistirmeyi yapabildigimize gore cevap 66 dir.

x,y, z sayilar

22+y’+2z = 15
r+y+22 = 27
ry+yz+zx = 7

denklemlerini sagliyorsa, agagidakilerden hangisi dogrudur?

(A)3<|z+y+2 <4

B)s5<|z+y+2/<6

(C)7<|z+y+2z <8

M)9<|z4+y+2 <10

(E) Higbiri

Coziim:

U(;iincii denklemi 2 ile genigletip denklemleri taraf tarafa toplarsak;

2yt trztarty+ 22420y +2yz+220 = 15427427
(2 +y? + 22+ 20y + 2yz + 222) + (x +y+2) = 56
(z4+y+2?+(@+y+z) = 56

elde edilir. z+y+z = S dersek, S?+S5—56 = 0 esitliginin ¢oziim kiimesi {7, —8} olur. Budurumda |S| = |z+y+z| =7
veya |S| = 8 olacag i¢in 7 < |z + y + z| < 8 esitsizligi dogru olacaktir.

Cevap: C

Bir ABC ii¢geninde A agisimn i¢ aglortayl ile [BC| nin kesigim noktast D; [CB 1sm iizerinde |DE| = |DB]| +
|BE| ozelliginde bir nokta E; A, D, E noktalarindan gegen ¢emberin AB dogrusunu ikinci kez kestigi nokta F ile
gosterilmek iizere, |BE| = |AC| =17, |AD| = 2v/7 ve |AB| = 5 ise, | BF| nedir?

W m i @22 @3 @)V

Coziim:

BD = 5k ise DC = 7k dir. B noktasimin kuvvetini alirsak
EB-BC=AB -BF = 7-5k=5-BF = BF =7k

elde edilir. Aglortay teoreminden
AB-AC — BD-DC = AD? = 35 —35k> =28 = 7 =35k’ = k =

Cevap: A

18. p1 < p2 < -+ < pag, [3,100] araligindaki asal sayilar1 gostermek {lizere,

24
Zp?gl =a (mod 100)
i=1

denkligini gercekleyen en kiiciik a > 0 sayisi nedir?
(A) 24 (B) 25 (C) 48 (D) 50 (E) 99



19.

20.

21.

Coziim:
1 1
Euler Teoreminden (a, 100) = 1 olmak iizere, a®(1%?) =1 (mod 100) elde edilir. ¢(100) = 100- (1 — 5) (11— 5) =40

oldugu icin a*® = 1 (mod 100) olur. 40|99! oldugu icin de a”* =1 (mod 100) olacaktir. Bu durumda py; = 5 haric
diger 23 asal say1 100 ile aralarinda asal oldugu icin mod 100 de 1 kalanin verirler. 5 i 6zel olarak inceleyecegiz.
i > 1 tam sayisi i¢in 5° = 25 (mod 100) olacagindan, 57" = 25 (mod 100) elde edilir.

Son durumda 25 + 23 - 1 = 48 aradigimiz yanit olacaktir.

Cevap: C

Bir torbada 3 i mavi 22 si siyah toplam 25 top vardir. Ahmet, 1 ve 25 arasinda bir n tams sayisi1 seger. Betiil,
torbadan birer birer ve geriye koymaksizin rastgele n tane top ¢eker. Cekilen n toptan tam olarak ikisi maviyse ve
bunlardan ikincisi n inci sirada gekilmigse Ahmet, aksi halde ise, Betiil oyunu kazanir. Oyunu kazanma olasiligini
miimkiin oldugu kadar yiikseltebilmek icin, Ahmet hangi n sayisim se¢melidir?

(A) 2 (B) 11 (C) 12 (D) 13 (E) 23
Coziim:
3-2 3 22 21 25—n 2
= = . > ici e
Pn=2) 55 94 olur. n > 3 icin

5521 23 27 —n 26—n gibi bir olasilik elde edecegiz. Ik mavi top n — 1
yerden birine gelebilecegi igin

3:2:.(2-n) 32 (n—1)(25-n)

P=(n—1 _ .
(=1 5123 ~ 2504 23

olur. (n —1)(25 — n) ifadesi en biiyiik degerini n — 1 = 25 — n oldugu zaman yani n = 13 te alir. Burada yaptigimiz
sey, toplamlar: sabit olan iki say1 en biiyiik degerini sayilar egitken alir. Bunu gérmenin diger bir yolu da AO > GO
esitsizligi:

(n—1)+(25—n)
2

>4/(n—=1)(25—-n)=13>+/(n—1)(25 —n) = 169 > (n — 1)(25 — n)

ve egitlik n — 1 = 25 — n iken saglanir. Yani P yi maksimize en eden n degeri 13 tiir.

Cevap: D

1
2331/ 4 73””3 = 6 denkleminin kag farkli gergel ¢oziimii vardir?
x
(A)O (B) 2 (C)3 (D) Sonsuz ¢oklukta (E) Higbiri

Coziim:
x < 0 igin sol taraf negatif olacag: i¢gin denklemin negatif kokii yoktur.
z > 0 i¢in, AO > GO uygularsak

x331/w3 4 733w
Z
2

%3”03 =\/3" > V32 =3

: 1 1 .
elde edilir. Bu durumda iki kez AO > GO kullandigimiz i¢in, hem 2331/7° = —33””3 hem de 22 = — olmali. Ikincisi
s x
birincisini gerektireceginden x = +1 elde edilir. Negatif olamayacag i¢in esitlik durumu sadece x = 1 iken saglanir.

6
2

Cevap: E

ABC dar agili bir ticgen, D ve E swrasiyla [AC| ve [AB] tizerinde m(m) = m(A/E\C') = 90° kogulunu saglayan
noktalar; AED ti¢geninin gevresi 9 ve ¢evrel gemberinin yarigapi % olmak tizere, ABC {iggeninin gevresi 15 ise, |BC|
agagidakilerden hangisidir?

s ®Z (©6 s ®7

Coziim:
BCDE kirigler dortgeni oldugu igin

LABC = LADE ve LACB = LAED



22.

23.

olacaktir. Bu durumda AADE ~ AABC dir ve benzerlik oram % tir.

AD 9 3 . 4
E—B—gislnéA—g

Cevrel cemberlerin yaricaplar: oram da benzerlik oranina esit olacagindan, (ABC') nin yarigapi icin

9
5 9
= =—_—=R=
R 15
elde edilir. AABC de Siniis Teoreminden
BC 24
sin ZA _2R$R_€
cikar.
Cevap: B

(r122 ... T1998), ondalik sistemde 1998 basamakl bir saymim gosterimi olmak iizere, (2175 . .. Z1908) = 7- 10296 (2 +
Zg + -+ - + Z199s) denklemini saglayan ka¢ (z1x2 ... z1998) sayist vardir?

Ao @®1 (€2 D)3 (E)4

Coziim:

Acik bir gekilde
(125 ... T1908) = 7-10"9(2) + 20 4+ -+ + 21993) =0 (mod 10'9%)

oldugu goriliiyor. Bu durumda
T3 =124 = =Tig9s =0

olur ve soru
(212200...0) = 7-10"% (21 + )

halini alir.
21101997 4 25101996 = 7. 101996(961 + x2) = 10z1 + 2% =Ty + Tro = 321 = 629 = 21 = 229

Bu sart1 saglayan (z1, z2) ikililerinin kiimesi S = {(2, 1), (4,2), (6,3),(8,4)} ve |S| = 4 olacaktir.
Cevap: E

n x n(n > 7) satranc tahtasimda oynanan iki kisilik bir oyunda Ahmet’in bir, Betiil’iin ise iki tag: vardir. Ilk olarak
Ahmet tasm n? kareden birine yerlestirir. Sonra Betiil, tahtanmn kenarmdaki karelerden bos olan ikisine taslarimi
yerlestirir. Taglar yerlestirildikten sonra Ahmet ile baglayarak sira ile hamle yaparlar. Ortak bir kenara sahip iki
kenara komsu kareler diyelim. Ahmet, hamle sirasi kendine geldiginde tasim bulundugu kareden ya bos olan bir
komsu kareye siirer ya da tahtanin kenarindaki karelerden birinde bulunuyorsa tahtanin digina ¢ikarir. Betiil ise, her
iki tagin da bulunduklar: karelerden komsu karelere siirer. Betiil’iin taglarini siirdiigii karelerden birinde Ahmet’in
tag1 varsa Betiil Ahmet’in tagim yer ve oyunu kazanir. Tagini, yenmeden tahtanin digina ¢ikartabildigi takdirde ise,
oyunu Ahmet kazanir. Ahmet’in oyunu kazanmasim garanti etmek icin tagim ilk bagta yerlestirebilecegi karelerin
say1s1 nedir?

(A)0  (B)n? (C)(n—-22 (D)4n-1) (E)2n—1

Coziim:

Ahmet tasim tahtanin kenarlaria koyarsa, oyuna o baslayacag: icin oyunu kesinlikle kazanir.
Ahmet tagimi tahtanin kenarlar: diginda bir kareye koyarsa, Betiil taglarini Ahmet’in tagim gapraz olarak gikigtiracak
sekilde koyar.

Cevap: D

10



24.

25.

26.

2% —21*+22% = A denkleminin farkh gercel ¢oziimlerinin sayisini n(A) ile gosterelim. A tiim gercel degerleri aldiginda
n(A) nn alacag: degerlerin kiimesi agsagidakilerden hangisidir?

(A) {0,1,2,3,4,5,6} (B) {0,2,4,6} (C) {0,3,4,6} (D) {0,2,3,4,6} (E) {0,2,3,4}

Coziim:

f(x) = g(x) denkleminin ¢oztim kiimesi y = f(z) ve y = g(z) denklemlerinin grafiklerinin kesigtigi noktalardir. Bu
durumda 2% — 22* + 22 = 22(2* — 222 + 1) = 22(22 — 1) = A denkleminin ¢oziim kiimesi y = 2%(22 — 1)? iley = A
grafiklerinin kesigtikleri noktalar olacak. y = z?(z? — 1)? denkleminin kokleri {—1,0,1} dir. Tiim bu kokler kath
koktiir. Yani bu noktalara gelince fonksiyon artan-azalan durumunu degistirir. Bu durumda

y = A < 0 i¢in denklemin hi¢ kokii yoktur.

y = A = 0 i¢in denklemin 3 kokii vardir.

Yeterince bilyiik A’lar i¢in denklemin 2 kokii vardir.

y = 2%(2? — 1)? fonksiyonu (—1,0) ile (0,1) arahiginda simetrik oldugu igin egrilerin tepe noktalar1 aynmidir. A bu
tepe noktasinin ordinat degerine esit oldugunda denklemin 4 kokii olacaktir.

(—1,0) aralhigindaki tepe noktasim ile y = 0 arasindaki degerler i¢in denklemin 6 kokii olur.
Yani n(4) = {0,2,3,4,6} dir.

Cevap: D

ABC bir iiggen; |BC| > |BA| ve D bu ii¢genin i¢ bolgesinde m(A/BB) = m(D/B?Z') kosulunu saglayan bir nokta
olmak iizere, m(BDC') = 150° ve m(DAC) = 60° ise m(BAD) kag derecedir?
(A)45 (B)50 (C)60 (D)75 (E) 80

Coziim 1:

[BA {izerinde BE = BC olacak sekilde E noktasi alalim. Ikizkenar iiggenin tepe noktasindan ¢ikan agiortay simetri
ekseni oldugundan /BDE = Z/BDC = 150° = ZEDC = 60° ve DE = DC dolayisiyla da ADEC egkenardir.
/ZDAC = ZDEC = 60° oldugu igin ADCE kirigler dértgenidir. Bu durumda Z/DCE = ZDAB = 60° olur.

Cozim 2:

AABC fi¢geninin i¢ merkezi igin
ZA
ZBIC =90° + - = 90° + LIAC
bagintist vardir. ZTAC = 60° ise ZBIC = 150° olacaktir. I € [BD oldugu igin D noktasi i¢in soruda verilen her

ozellik I noktasi i¢in de saglanir. Bu durumda biraz da test mantigy ile I = D kabul edip, ZBAI = ZTAC = 60°
elde ederiz.

Cevap: C

x4+ 1998 + , |z + 1998 + x+1997+\/x+1997+~-.+\/x+1+ x + 14 /x + /2 = y denklemini saglayan

kag (x,y) sirali tam say ikilisi vardir?
(A)oO B)1 (C) 1998 (D) 3996 (E) Sonsuz ¢oklukta

Coziim:
Iki tarafin karesini alip, kok icerisinde olmayan ifadeleri saga gecirelim. Sonra bu kare alma igini

r+Vr=A€cZ

elde edene kadar devam ettirelim. Bu islemi bir adim daha ilerletirsek /z = A? — x € Z elde ederiz. Bu da
2’in tam kare olmasmi gerektirir. 7 € ZT olmak iizere; x = T2 dersek, z + /z = A = T? + T = A? olur.
T? < A2 < (T +1)2 = T? + 2T + 1 ardigik iki tam kare arasinda bir bagka tam kare olamayacag icin bu sekilde bir
x = T? tam say1s1 yoktur.

Cevap: A
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27.

28.

29.

[ birim kareyi géstermek ftizere, istenilen sayida ve en ¢ok bir tane [J kullanarak agagidaki n tam sayilarindan
hangisi igin n x n lik bir satrang tahtas1 kaplanamaz?

(A)96 (B)97 (C)98 (D)99  (E) 100

Coziim:

2 tane L sekliyle 2 x 3 bolge kaplanabilir. Bu yolla 6k x 6k seklinde tahtalar sadece L sekilleriyle kaplanabilir. Bu
durumda 96 x 96 segenegi eleniyor.

98 x 98 tahtay1 bir tane 96 x 96, iki tane 2 x 96, bir tane 2 x 2 alana bolelim. 96 x 96 nin kaplanabildigi gosterdik.
2 tane 2 x 3 ile 2 x 6 elde edilecegi i¢in 2 x 96 lik bolgeler de kaplanabilir. Bu durumda geriye sadece 2 x 2 lik bolge
kald1 ki o da bir L sekli bir de tek kareyle kaplanabilir. 98 de elendi.

Benzer sekilde, 100 x 100 tahtayi bir tane 96 x 96, iki tane 4 x 96, bir tane 4 x 4 alana bélelim. 96 x 96 nin
kaplanabildigi gosterdik. 2 tane 2 x 3 ile 4 x 3 elde edilecegi icin 4 x 96 lik bolgeler de kaplanabilir. Geriye 4 x 4
liikk bolge kaldi. Koselere L nin kogesi gelecek sekilde yerlestirme yapiyoruz. Ortada 2 x 2 lik bir alan kaldi. Bir L
ve bir de tek kare ile bu kaplama da yapilabilir. 100 de elendi.

Geriye 97 ile 99 kald.

97 x 97 igin bir tane 90 x 90, iki tane 7, bir tane 7 x 7 lik bolge olugturuyoruz. 90 x 90 nin kaplanabilecegi asikar.
7 x 90 1 g0yle ele aliyoruz. 4 x 6 lar1 dizerek 4 x 90 lik kismi, 3 leri dizerek 3 lik kismi, toplamda 7 x 90 ik bolgeyi
kaplamig oluyoruz. Bu durumda 7 x 7 lik bolgenin kaplanmas: kaliyor. 3 x 4 liikk bolgeyi kaplayabiliyoruz. Bolgenin
koselerine saat yontinde 3 x 4, 4 x 3, 3 x 4 ve 4 x 3 liikk kaplamalar yerlegtirdigimizde, ortada tek bir karelik bos yer
kaliyor. Bu durumda 97 x 97 lik tahta da kaplanmig oldu.

Geriye tek bir sik kaliyor 99. 99’un kaplanamayacagin gostermek zor olabilir (en azindan bana zor). 99 x 99 luk
tahta icin sGyleyebilecegim tek gey 3|99 oldugu igin sadece L sekilleriyle kaplanmak zorunda olmasi.

Cevap: D

\/ x+4vr —4— \/ x + 2y/x — 1 = 1 denkleminin farkli gergel ¢oztimlerinin sayis1 nedir?
Ao @®1 (©2 M3 (B)4

Coziim:

\/x+4\/xf:\/x—4+2-2-\/m+4:\/(M+2)2=M+2
\/:c+2\/m:\/x71+2~1~m+1:\/(\/ﬁ+1)2:\/ﬁ+1

Ikinci ifadeyi ilkinden cikarisak

\/J:+4\/x—4—\/x+2\/x—1=\/x—4—\/x—1+1:1:>\/x— =vr—1

elde edilir. Bu egitligin ise ¢bziimii yoktur. Cevap: A

o~ ~

ABCD bir digbiikey dortgen, m(C) = m(D) = 90°, CD dogrusuna C noktasinda teget olan ve A, B noktalaridan
gecen gember ile [AD] nin kesigim noktas1 E olmak tizere, |BC| = 20 ve |AD| = 16 ise, |CE| nedir?

(A)9 (B)6vV2 (C)4v5 (D)7V2 (E)10

Coziim:
BC 1 CD ve CD (ABC) cemberine teget oldugu i¢in BC captir. Cemberin merkezi O olsun. O dan AFE ye inilen
dikmenin ayag1 F' olsun. AF = F'E oldugu igin
OC=FD=10=AF=AD—-FD=16—-10=6
elde edilir. AOAF dik {i¢geni 6 — 8 — 10 iiggeni oldugu i¢in OF = CD = 8 ve AECD dik ii¢geninde
EC?*=CD?+ED? = EC? =4> + 82 =80 = EC =45

olarak bulunur.

Cevap: C

12



30.

31.

m = (abab) ve n = (cdcd) ondalik sistemde dort basamakl sistemde dort basamakl iki tam sayinin gosterimi olsun.
m + n sayisimn tam kare olmasim saglayan (m,n) giftleri igin, a - b - ¢ - d garpim en ¢ok kag olabilir?

(A)392 (B)420 (C)588 (D)600 (E) 750

Coziim:

m+mn = (1000a + 100b+ 10a + b) + (1000c + 100d + 10c + d)
1010a + 101b + 1010¢ + 101d

101(10a + b+ 10c¢ + d)

101(ab + cd)

T? = (ab + cd) = 101k

101(ab + cd)
elde edilir. 20 < ab + cd < 198 olacag icin de k = 1 ve ab + cd = 101 olur.

2<b+d<18=101—-18=83<10(a+¢) <99=10(a+c) =90 = a+c=9=b+d =11

a-b-c-d’ yi maksimize etmek icin a ile ¢, b ile de d de birbirine ¢ok yakin olmali. Bunun nedeni toplamlar: sabit
olan (a+ ¢ =9) iki saymin ¢arpimi en biiylik degerini sayilar esit (a = b) iken alir. Bu AO > GO nun bir sonucudur.
Bu durumda

{a,c} ={4,5},{b,d} = {5,6} = max{a-b-c-d} =4-5-5-6 =600

olur.

Cevap: D

m siitun ve n satiri olan bir satrang tahtasinda iki kisilik bir oyun oynaniyor. Her iki oyuncunun da birer tagi olup,
baglangicta birinci oyuncunun tagi tahtanin sol tist kogesindeki, ikinci oyuncununki ise, tahtanin sag alt kogesindeki
karedir. Ortak bir kenara sahip iki kare komsu sayilmak iizere, hamle siras1 gelen oyuncu, tagini bulundugu karenin
komsgularindan birine siirer. Siirdiigii karede diger oyuncunun tagi varsa, onu yiyerek oyun disi birakir. Oyunu, diger
oyuncunun tagini yiyen veya tagini, diger oyuncunun taginin baglangicta bulundugu siraya once ulagtiran oyuncu
kazamr. Ik hamleyi birinci oyuncu yaparsa, asagidaki (m,n) siral ikililerinden hangisi igin ikinci oyuncunun oyunu
kazanmasini garanti eden bir strateji vardir?

(A) (1998,1997)  (B) (1998,1998)  (C) (997,1998) (D) (998,1998)  (E) Hicbiri

Coziim:

Soruda "diger oyuncunun tagimin baglangicta bulundugu siraya 6nce ulagtiran” gibi bir ifade var. Aslinda ”sira”
yerine ”satir” denmesi gerekirdi. Sira ayni1 zamanda stitunu da tanimlayabilecegi igin ilk oyuncu her zaman tahtanin
kenarlarindan birine ikinci oyuncudan énce varabilir. Cevap anahtarinda D segenegi dogru sik olarak verildigi icin,
soruda "sira” ifadesinden maksadin ”satir” oldugu sonucu ¢ikar.

n < m oldugu durumlarda birinci oyuncu her zaman dikine hareket ederse oyunu kazanir.

m = 997,n = 1998 durumu i¢in, tahtay1 satrang tahtasinda oldugu gibi damali (siyah-beyaz) sekilde boyayalim.
Sol iist koge beyazsa, sag alt koge siyah olacaktir. [k hamle sonunda birinci oyuncu siyah kareye gegecek, bu du-
rumda ikinci oyuncu siyah karede oldugu i¢in birinci oyuncunun tagini yiyemez. Bu durum sonraki hamleler icin
de gegerli olacak. m = 997,n = 1998 i¢in ikinci oyuncunun birinci oyuncunun tagini yeme ihtimali yok. Birinci
oyuncuda, ilk baglama avantaji da oldugu icin oyunu her zaman kazanabilir.

m = 998, n = 1998 durumu igin ise, sol iist koge beyazsa, sag alt kogse de beyaz olacak. Bu durumda, birinci
oyuncu her zaman farkli renkteki kareye hareket etmek zorunda oldugu igin ikinci oyuncuyu higbir zaman yiye-
meyecek. Bu durumda yeme avantaji, ikinci oyuncu da oluyor. Bakalim, ikinci oyuncu bu avantajin nasil firsata
donustiirecek.

Ikinei oyuncu ilk olarak birinci oyuncuyla aym siitunda yer alana kadar yatay hareket yapacak. Bu durumda,
bu kadar yatay hareketle oyunu kazanmak icin rakibinin tagimi yemesi gerekecek. Bu agsamadan sonra, rakibiyle
arasindaki dikey fark: yavag yavag kapatmaya baglayacak. Rakibi bu durumdan kurtulmak i¢in yatay hareketler ya-
pacak. Normalde yatay hareketlerin takibi gerekir; ama birinci oyuncu bir saga bir sola giderek oyunu kilitleyebilecegi
icin, siitun takibi icin daha farklh bir strateji gerekir. Ikinci oyuncu birinci oyuncu ile siitunu esitledikten sonra, bir-
inci oyuncunun yatay harektine ilk bagta dikey hareketle tepki verecek. Birinci oyuncu bir 6nceki adimda yaptig
yatay harekitin tersini yapmaya caligirsa, birinci oyuncu zaten o siitunda oldugu icin bir tane daha dikey hareketle
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birinci oyuncuya daha da yaklasacak. Birinci oyuncu bir 6nceki hamlesiyle ayni yonde yatay hareketi tekrarlarsa,
bu sefer ikinci oyuncu onu siitunca takibe alacak. Birinci oyuncu illa ki ters yonde yatay hareket yapacak ¢linki en
kotii ihtimalle tahtanin kenarina gelecek. Bu ana kadar, ikinci oyuncu bir karelik takip mesafesini korumusg olacak.
Ikinci oyuncu, aralardaki dikey harekete dikey hareketle cevap verirken siitunca takip mesafesi korunurken satirca
takip mesafesi azalacak. Belirli bir andan sonra, birinci oyuncu ile ikinci oyuncu aymi 2 x 2 karenin igerisinde yer
alacak ve ikinci oyuncu birinci oyuncuyu yiyecek.

Cevap: D

1
32. f:R* — R fonksiyonu her z,y € R igin f(z) + f(y) = f(z)f(y) + 1 — — kosulunu saghyor ve f(2) < 1 ise, f(3)

zy

degeri nedir?

(A)2/3

(B) 4/3

(€)1

(D) Verilenlerden tek bir f(3) degeri belirlenemez.

(E) Verilen kosullar1 saglayan bir f fonksiyonu yoktur.

Coziim:
p=y=1 = J)+ 1) =07 +1-
= 2f(1) - f(1)*=0
= fME-f1)=0
oldugu i¢in f(1) =0 ya da f(1) = 2 elde edilir.
r=2y=1 = fQ)+70)=f@QF0)+1- 5
= )~ @51 = 5~ ()
= FO0 - F1) =5 - f()
1
5~ f)
= f@)=1- )
oldugu igin f(1) = 0 ise f(2) = % yada f(1) = 2 ise f(2) = g elde edilir. Soruda f(2) < 1 olarak verildigi icin
f(1) =0 dir.
y=1 = f@)+f0)=F@f0)+1-—
= f(x)=1- %
= fB)= g
elde edilir. Coziimiin sithhati agisindan f(2) =1 — — fonksiyonunun soruda verilenleri sagladigindan emin olalim:
fa)=1-- = j@)=,
f@+ 1)~ f@f W) = (=D+0-1)=1-D1-0)
1 1 1 1 1
S Y RN
x y wy Tz
oL
Ty
Cevap: A

33. [BC] gaplh bir ¢emberin bu ¢apna dik olan bir kigi [AD], AC ve CD yaylarinin orta noktalar sirasiyla E ve F,
ADNBE = {G}, AF N BC = {H} olmak tizere, m(AC) = « ise, BHG agisinin « cinsinden 6lgiist agagidakilerden
hangisidir?
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180° — 2
A9 -5 B0 -5 (Ca-30° (D)1 (g) 180" 20

2 3
Coziim:
ADNBC ={I}, AFNBE{J} ve AV NGH = {K} olsun.
AE=EC = CF=FD
/BID = MCJ“# =90°
JBJF — AAE;ABF
_ /LAC-/EC+ /BF
_ LAC — AE‘D + /BF
LAC + 4§D
= —=90°
2
elde edilir. Bu durumda AABH da, AI ve BJ yiikseklik oldugu i¢in G diklik merkezi ve H K da yiikseklik olur. Bu
durumda JAC
LABH = =2= = % = /ABH + /BHG = 90° = /BHG = 90° — %
olur.
Cevap: A

34. a,b,c,d rasyonel sayilar ve a > 0 olmak {izere, an® + bn? 4+ cn + d sayis1 her n > 0 tam sayisi icin bir tam say1
oluyorsa, a nin alabilecegi en kiigiik deger nedir?

1 1
(A)1 (B) 5 (C) g (D) Boyle bir en kiiciik deger yoktur. (E) Higbiri

Coziim:

n = 0 i¢in, d’nin tam say1 olmas: gerekir.

n = 1igin, a + b + ¢ + d bir tam sayidir

n = 2 igin, 8a + 4b + 2¢c + d tam sayidir.

n = 3 i¢in, 27a 4+ 9b + 3¢ + d tam sayidir.

Buna gore (a +b+c+d) —d=a+ b+ c bir tam sayi,
(8a+4b+2c+d) —2(a+ b+ c) —d = 6a+ 2b bir tam say1,
(27a+9b+3c+d) —3(a+ b+ c) — d = 24a + 6b bir tam say1,
4(6a + 2b) — (24a + 2b) = 2b bir tam say,

(6a + 2b) — 2b = 6a bir tam say1 ¢ikar.

1 1
Soruda a > 0 verildigi i¢in 6a > 0= 6a > 1= a > 5 elde edilir. a = 5 degeri icin an® 4+ bn? + cn + d ifadesini her

1 1
zaman tam say1 yapan b, ¢, d sayilar:i var m1? Onu aragtiracagiz. Yani a > 5 oldugunu gosterdik; ama hentiz a = 5

olabilecegini gosteremedik.
(n—1)(n)(n +1) = n® — n sayisim ele alalm. Ardigik ii¢ sayidan en az biri 2 ile, tam olarak bir tanesi de 3 ile

3 _ 1 —1
n 5 n :6.n3+0.n2+?~n+05ay181

boliintir. Bu ii¢lintin ¢arpimi da dogal olarak 6 ile boliintir. Bu durumda

her n > 0 igin tam sayidir.

Cevap: C

35. 10 elemanli bir kiimenin, hi¢biri bir digerinin altkiimesi olmayacak sekilde en ¢ok kag altkiimesi bulunur?
(A)126 (B)210 (C)252 (D)420 (E) 1024

Coziim 1:

Test mantig1 ile hareket edecegiz. Eksik ¢oziim yapip, en azindan soruyu belirli bir agsamaya getirecegiz.
10y /10 < 10y /10 < 10y (/10 < 10y (/10 < 10y /10 < 10\ 959
0/ \10 1) \9 2) \8 3) \7 4) \6 5)

15



Goriildgi gibi k-elemanh altkiimelerin sayisi en biiyiik degerini & = 5 oldugunda aliyor. k-elemanl altkiimelerden
hicbiri bir digerini igermez, igerseydi altkiimelerin ikisi de k elemanli oldugu i¢in altkiimler aym olurdu.

Ya bazis1 3-elemanli, bazis1 4-elemanli, bazisi 5-elemanli, bazis1 da 6-elemanl altkiimelerin birlegsimden elde edilen
altkiime kiimesi daha ¢ok elemanli ise? Buna karar vermek test i¢inde o kadar kolay degil. En azindan, bu ¢oziim
i¢in bu iddianin dogru olmadigini ispatlamayacagiz. Onsezilerimizle, C' sikkim isaretleyecegiz.

Coziim 2:

Cozim 1’in aksine burada matematiksel bir ¢éziim yapalim. Acikcasi s6z konusu problem bir Kombinatorik konusu
olan Sperner Teoremi’ni dogrudan soruyor. Biraz da bu teoremin ispatini bilerek bir ¢oziim yapacagiz. Bdyle bir
¢Ozumiin bir test siiresinde diigiiniiliip yapilmasini ¢gok miimkiin gérmiiyoruz. Yine de;

S ile birbirinin altkiimesi olmayan kiimeleri igeren bir kiimeyi gosterelim.

En basit mantigiyla, S = {{1},{2},{3},...{10}} bu sekilde bir kiime olacak. S; ile S kiimesinin i elemanh
kiimelerden olugan elemanlar: iceren kiimeyi gosterelim. Buna gore yukarida verdigimiz basit 6rnek igin |S5| = 0
iken |S1| = 10 dur.

S={xz:|z|=5AzC{1,2,...,10}} seklinde bir S kiimesi alalm. |S| = (150) = 252 ve S’deki elemanlardan higbiri
bir digerinin altkiimesi degil. Bu durumda 6rnegin |Sp| = |S5| = |Sg| = 0 iken |S5| = 252 dir.

Bu tanimlamalar1 yaptiktan sonra, asil sorunun ¢oziimiine gelelim.

S igerisinden k elemanli bir eleman alip (unutmayalim, S nin elemanlar: birer kiimeydi!), Bu elemanlar: k! gekilde
siralayalim. Sonra da {1,2,...,10} kiimesinin kullanmadigimiz 10 — k elamanmm (10 — k)! sekilde siralayalim.
k elemanli elemanlarin kiimesi Sj olacagindan toplamda |Sg| - k! - (10 — k)! sekilde (1,2,...10) sayilarmn bir
permiitasyonunu elde etmisg olduk.

Son yaptigimizi her 0 < k < 10 sayisi i¢in yaparsak toplamda

10
> " ISk| k- (10 — K)!

k=0

permiitasyon elde ederiz. Toplamda elde ettigimiz bu permiistasyonlar arasinda ayni permiitasyonlar var mi? Yoksa

bu permiitasyon sayisi
10

> ISkl K- (10 = )t < 10!

k=0
olmali; ¢linkii 10 elemanlh bir kiimenin 10! permiitasyonu vardir. Toplamda elde ettigimiz permiitasyonlar arasinda
ayni olanlar varsa, o zaman diikkam1 kapatma vakti gelmis. Ciinkii yapacak bir gseyimiz kalmadi demektir. Dua
edelim, boyle bir sey olmasin.
S nin her hangi iki elemani ele alalim. Bunlardan biri z elemanlh X, digeri y elemanl Y olsun; genellemeyi bozmadan
x < y kabul edelim. X i kullanarak yukarida anlatildigr gibi 10 elemanli bir permiitasyon iiretelim. Sonra da Y
yi kullaranak bir permiitasyon iiretelim. Bu iki permiitasyonun ilk x basamagia bakalim. X ¢ Y oldugu igin, bu
basamaklar ayni olamaz. Bu durumda iiretilen tiim permiitasyonlar farkli, bunlarim toplam sayis1 da 10! den kiigiik
ya da 10! e egittir. Biraz diizenleme yaparsak:

10 10 X 10 EX
k k
Z|Sk|.k!-(10—k)!§10!:>ZT gljzﬁgl
k=0 k=0 — k=0 \k
k! (10 — k)!
elde ederiz. Simdi de
0y _ (10y ISkl _ Isi
K)o (5) T ()
0zdesgligini kullanarak
10 15| 10 15|
PRl o N 19k

ve 1 10 10 10
a2l s =18 < ()
elde ederiz. Son esitsizlik bize higbiri bir digerinin altkiimesi olmayan kiimelerin toplam sayisimnin en fazla (150)

olacagim soyliiyor. Anlagilir kilmak igin, biraz uzattik; yoksa internetteki kayanklarda sadece yukaridaki cebirsel
ifadeler verilerek ispat yapiliyor.
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36.

Cevap: C

Kenar uzunlugu 4 olan bir ABCD kareside F, [AB] kenarimin orta noktasidir. M noktasi1 [AC] iizerinde olmak
tizere, |EM| 4+ |M B| toplamim tam say1 yapan kag farkli M noktas1 vardir?
a2 @3 (©)4 D5 (E)6

Coziim:

B nin AC' ye gore simetrigi D’dir. Bu durumda DM = EM ve EM + MB = DM + MFE olur. DM + MFE en
kiiciik degerini D, M, E dogrusalken alir. Bunu daha iyi gérmek icin D ile E yi birlestirelim. Ucgen esitsizliginden
DM + ME > DE = 2V/5 elde edilir. DENAC = {M'} ise M = M’ oldugunda DM’ + M'E = 2+/5 en kiigiik
degerine ulagir. [M’, A] araliginda DM + ME artarken M = A oldugunda DA + AE = 6 bu aralikta en biiyik
degerine ulagir. [M’,C] araliginda DM + ME artarken M = C oldugunda DC + CE = 4 + 21/5 bu aralikta en
bityiik degerine ulagir. M noktas1 A dan C' ye giderken ME + M B toplami 6 = 2v/5 = 4 + 21/5 seklinde degerler
alir. Bu degerlerden tam say1 olanlar 6,5,5,6,7,8 olacagindan toplamda 6 farkli M noktasi i¢cin EM + M B tam
say1 deger alir.

Cevap: E
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