Geometrik Esitsizlikler — O. Bottema Ceviri: L. Gokge

BOLUM -3

Ucgenin Acilari ve Oier Elemanlari Arasindakisisizlikler

3.1 a<%(b+c) ise,a<%(,8+y) dir.

Cozim: Siniis teoreminden dolayi verilea<%(b+c) &sitsizligi sina<%(sinﬂ+ siny)
sekline doniiir. Buna g(‘jresina<%(sinﬂ+ siny) = sirﬁ%yﬂco%/s sig%/ olur. a
ve ﬂ_;y birer dar a¢I oldgundana <%(,8+ y) elde edilir.

G. Polya — A. Hess, Elem. Math. (1958)

3.2 aa+bﬁ+cy2%(by+ca+a,B+c[>’+ay+ba) .. (D)
C6zim: a=b=c olsun. Bu durumda = £ = y olur. a = £ ssitsizligini a-b>=0 ile, a=y
esitsizligini a—c=0 ile, f= y ssitsizligini b—c >0 ile ¢arpalim. Buradan
ag+bf=af+ba, bf+cyzby+cf, aod+cy=ay+ca
esitsizlikleri elde edilir. Taraf tarafa toplarsak
2(aa +bB+cy)zby+ca+aB+cB+ay+ba

elde edilir. Buradan (1)s@sizliginin dogrulugu gorulur.

T aa+b,8+cy<7_7

3.3—< . Esitlik ancak ve ancala=b=c icin salanir.
3 a+b+c 2 B ¢n s&

C6zUm: a=b=c olsun. Bu durumda = = y olur ve
(@a-b)(a-p)+(b-c)(B-y)+(c-a)y-a)=0
esitsizligi yazilabilir. Bu egitsizligi dizenlersek
2(aa +bB+cy) = (b+c)a +(c+a)B+(a+b)y
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elde edilir. Her iki tarafaaa +bB+cy eklenirse 3(aa +bB+cy)=(a+b+c)(a+B+y)

aa +bf+cy

Vid
olur. g+ A+ y=m oldusundan —<
By ‘€ 3 a+b+c

elde edilir. Kitlik sadecea=b=c igin
sglanir.

a,b,c bir Ggcgenin kenar uzunluklar olgundana+b+c>2a, a+tb+c>2b, atb+c>2c
dir. Bu sitsizlikleri sirasiylaa, B,y ile carpip taraf tarafa toplarsak

(a+b+c)(a+pB+y)>2(ag+bB+cy)

elde edilir. DoIaymyIaM T gir.
atb+c 2

34a<s <y ise,

+bfB+ -
m_aa bs cy_rnm-a

a.—< <
3 a+b+c 2

: n_w n(l tan— Dtanéj
3 atb+c 2 2

Cozum:

a.a<pB<yve(a+b-c)a+(a-b+c)a=2aa oldugundan

(a-b+c)B+(a+b-c)y=2aa olup 2ag+bB+cy<(a+c)B+(@a+b)y yazilir. Her iki
tarafabg +cy eklenirse2(aa +bB+cy)<(a+b+c)(B+y) olur. Buradan

aa'+b,6’+cy< nm-a

atb+c =~ 2
elde edilir.
+ B+
b.asbs<c a;itsizligindenaa+bﬂ+cysc(a A y)=_7T yazilir.
a+b+c a+b+c 2s

a
tan—

_ ( (s-b)(s—¢) j”z i - ((s— 0)(s-a) j”z
: ,

s(s—a) 2 s(s—b)

oldugundan— (1 tan—Dtargj (1——) =9 . Boylelikle
2 2 2 S X
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aa+bBtey 7_1(1_ tan Dtanéj
atb+c 2 2 2
esitsizligine ulginz.
Bu ispati G. Kaladjzic’e borcluyuz.

D. Markovic, Bull. Soc. Math. Phys. Serbie (1952)

< (by=cp)* +(ca-ay)* +(ap-ba)’ _a°

3 5 <— dir. OlasI en iyi sonu¢ budur.
(a+b+c) 4

D. Blanusa, Problem 175, Glasnik matematicko -€kizi astronomski (1953)

HATIRLATMA: T. Leko bu ssitsizligini cok komplike bir ispatini verngiir. Daha basit bir
¢6zUm aranmaktadir.

2bctosy bc
6 ————<b+c-a<—.
b+c a

3.

Cozum: a<max(b c) olsun.max(b,c) <a+ min(b ¢) oldusundan
b+c-a=max(b.c)+ min(b c)-a< min(b ¢)+ mifb¢)+a-a

2min(b,c)Cmax(b ¢) _ 2bc
a  a

=2min(b,c) <

esitsizligine ulginz.

a>max(bc) olsun. Bu durumda <2max(b c) olur. Aksi haldea=b+c olur. Boylece
b+c-a=min(b,c)+max(b c)-a< minb¢)+a-a

2min(b,c)Cmaxb ¢) _ 2bc

in(b,c) <
min(b,c) < " -

. (2)

Dolayisiyla (1) gitsizliginin ikinci tarafi ispatlanngiolur.

(b+c)(b+c—a)—2bc[d:osa=a(z—bc—(b+c—a)j ssitli ginde (2) aitsizligini kullanirsak
a

(1) ssitsizliginin ilk tarafini ispatlanmy oluruz.
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J. A. Kalman, Math. Gaz. (1963)

3.7 (1— a j(l— b j(l— c js sing siné silﬂK. Esitlik durumu sadece skenar Ug-
b+c c+a a+b 2 2 2

gende sganir.

Gaz. Mat. B 8 (195)

J3 E(a2 +b2+c2)(a+b+c)

3.8 cota + cotf+ colyzj b . Esitlik durumu sadece sgenar Ug¢-
abc
gende sganir.

T. R. Curry, Problem E 1861, AMM (1966)

3.9asbsciseg< a4 b +-C <G dir. Burada
b+c c+a a+b
g= 2 >2c0¢Y veG= 2 <2c0¢ 2 dir.
1+tan(@ / 2)tany /2) y l+tan@ /2)tan@ /2) z

Esitlik durumu ancak ve ancai=b =c iken s&lanir.

Cozim: a<bs<c ve

tan

2 s(s—a) 27 s(s—b) 2 s(s—c)

g:((s—b)(S—C))m' o _((s—cxs—a))”z’tanz:((s—a)(s—mj”

oldugundan

g= 2 __ 2 :a+b+c< a_ ., b L_C
1+tan(@ /2)tany /2) 8-a b+c b+c c+a a+b

G= 2 __ 2 :a+b+c> a_ ., b L_C
l+tan@ /2)tanf /2) 8-c a+b b+c c+a a+b

Bu ispat D. Kalajdzic tarafindan yapiktr.

D. Markovic, Bull. Soc. Math. Phys. Serbie (1952)
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t

310k=% ise
a+b

t<0 igin 0<k< 2 sin‘}—z/ dir.

0<t < licin 2 sirt iz’ <k < 1dir.

1<t< 2 igin min(l, v siﬁgjsks ma{ Itz o si‘ngj dir.

t>2 icin min(Z“l‘“z,Z’1 siﬁgj <ksg ma)E 1,2 sfngj

HATIRLATMA: Bu esitsizlikler R. Ballieu, Simon Stevin tarafindan @& bulunmuytur.
t > 2durumunda ve bir pozitif tamsayi iken Ust sinir F. Van der BEimon Stevin tarafin-
dan (1947) belirlenngiir.

3.11k =B ise,
r

1-4k —k® < cosfOcog+ cogll cas+ cosl oBs k+k?
3,2 1.,
—1+3k—§k < cosy Lcog [ co;ss-zk

Esitlik durumu ancak ve ancalgleenar ticgende gkanir.

W. J. Blundon, Problem E 1925, AMM (1966)

3.12Cevrel merkezi ile ic merkezi arasindaki uzakli&lan bir icgender > 5> y ise,
2Rcosr <R-d< R cog<R+d< R cog

O. Bottema, Euclides 39 (1963)

3.13 al$ina +b&ing +clsiny > ZEF . Esitlik ancak ve ancak tc¢cgenlkenar iken sganir.
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) a . b ) C
0zUim: sing =— ,sinf3 =— , siny =— oldugundan
¢ 2R s 2R 14 2R ‘e

2 2 2
alBing +bsing+csiny =2 +2bR+C > 2*/3': olur. Buradas.4 deki Weizenbéck Eitsiz-

ligi kullanildi.

3.149r < alsing +b[Eing +csiry < g R dir. Esitlik sadece gkenar tiggende gkanir.

COzim: alsing =— =——=—2= olur. S ve y icin benzer gtlikler yazilirsa

a+bD’5|nﬁ+cEt5|ny—hbhC hth, hah"
h, h R

Aritmetik — geometrik ortalamagisizliginden ve6.6 dan

hohahc hcr:a haho>3§/W>9r

elde edilir. Kitlik sadeceh, = h, =h. durumunda sdanir.

alsin

. : . : . a’+b*+c? .
Sinus teoremlndelaE‘l;lna+bE‘5|n,3+c[tsmy:T ... (1) dir.5. 13den dolayi

a®+b’+c*<9R?
olur. (1) denaBina+bESin,8+chinyng elde ederiz.

Bu sonu¢ R. R. Janic tarafindan bulugimu

3J3

3.15sina + sinf + siny < 2+( ¥3 ;lElI:—2 ST. Esitlik sadece gkenar ticgende gkanir.

W. J. Blundon, Canad. Math. Bull. (1965)
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