POLINOMLARDA iNDIRGENEBILIRLIiK
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1. GIRIS

Polinomlarin indirgenebilmesi polinomlarin sifirlarin1 bulmada olduk¢a 6nemli-
dir. Simdi polinomlarin indirgenebilmesi ile ilgili bazi1 kriter ve yontemleri anlata-

hIim.

Tanmm. P e K[X] olmak tizere derecesi P ’den kii¢iik en az birinci dereceden
Q.ReK[x] polinomlar1 igin P=Q.R oluyorsa P’ye K’da indirgenebilir

polinom denir. Aksi halde P =Q.R olacak sekilde Q ve R polinomlar1 yoksa

P ’ye K ’da indirgenemez polinom denir.

P(x)=x>—-x—-2=(x-2)(x+2) oldugundan P’ye Z ’de indirgenebilirdir.
P(x)=x*-2 polinomu Z’de indirgenemez olup P(X)= (X - ﬁ)(x + \/5) oldu-

gundan R’de indirgenebilirdir.

Gauss Lemma. Tam say1 katsayili bir polinom Q’da indirgenebilir ise Z’de de in-

dirgenebilirdir.

1. Rasyonel Kok Teoremi.

PeZ[x] ve P(x)=a,x"+a, X" +---+a,x’+ax+a, igin r,s aralarinda asal

olmak iizere P ’nin — gibi bir sifir1 var ise r|a0 ve S|an olmalidir. Bu ifadenin
S
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o . r. . .
karsit1 dogru degildir. Yani r|a0 ve s|an sartin1 saglayan — ifadesi P ’nin sifiri
S

olmak zorunda degildir.

L. vy e o
Burada amacimiz P ’nin — gibi bir rasyonel kokii olacagi varsayimindan hareket
S

edip r|a0 ve S|an ifadelerinden yola ¢ikarak olas1 tiim r degerlerini bulup bu de-
S

gerleri denemektir.

Sonu¢ 1. Rasyonel kok teoreminin dogal bir sonucu, P, monik polinom olmak

tizere P’nin rasyonel kokii varsa bu kok tam say1 olmalidir.

1.1. P(X) =6X" +17x’ +7%x* —8X — 4 polinomu Z’de indirgenebilir mi?

r .. .
Coziim: —, P(x)=0 denkleminin rasyonel kdkii ise |4 ve s|6 olup miimkiin
S

+

v —

,i%,il,i2,i4,i%,i% olup bu degerler polinomda yerine

|~
W | —

r o .
— degerleri +
S

yazilip denenirse -2, —1, —% ve % "in polinomun kokleri oldugu goriilebilir. Bu

durumda 6X* +17%° +7x*> —8x—4=(x+2)(x+1)(2x+1)(3x—2) olup polinom

Z’de indirgenebilirdir.

1.2. 16X° —16X’ +4x* +3x—1=0 denkleminin kag farkl reel kokii vardir?

Coziim: Rasyonel kok teoreminden muhtemel kokler denklemde yerine yazilirsa

+—’nin verilen ifadeyi sagladig1 goriilebilir. Verilen ifadenin 4x> —1 seklinde

1
2
bir carpam olmalidir. Polinom bdlmesinden diger carpan 4x’ —3x+1 olur.

4x’ —=3x+1 iginde rasyonel kok teoremi uygulamirsa —1 kok olmalidir. Bu du-



Matematik Olimpivat Notlari

rumda 4x° —3x+1 ifadesi x+1 ile tam boliniir. Polinom bdlmesinden

4% =3x+1=(4x" —4x+1)(x+1) olup Bu durumda

16X = 16X +4X” +3x —1=(4xX* —1)(4X* —4x+1)(x+1)

=(2x-1)’(2x+1)(x+1) olup x=—=,x=-1 olup 3

1
2

farkli reel kok vardir.

1.3. x* — 2x> — 6x* + 16X — 8 = 0 denkleminin kag farkli reel kokii vardir?

Coziim: Rasyonel kok teoreminden bu denklemin kokleri +1, £2, +4, +8 sayila-
rindan herhangi biri olabilir. Bu sayilar denklemde yerine yazildiginda 2’nin
denklemi sagladigi goriiliir. O halde verilen ifadenin ¢arpanlarindan biri x — 2 ol-
malidir. Polinom bélmesinden x* — 2x* — 6x* + 16x — 8 = (x — 2)( X’ — 6X + 4) olur.
Benzer sekilde x* — 6x + 4 ifadesinin kokleri 1, +2, +3 sayilaridan herhangi biri
olabilir. Sayilar yerine yazilip kontrol edilirse 2’nin kok oldugu goriiliir. O halde
X — 6X + 4 = (x—2)(X* + 2x — 2) olur. Bu durumda x* —2x* — 6x> + 16x — 8 = (X —

2)*( x> + 2x — 2) = 0 denkleminin 3 farkli reel kokii vardur.

1.4. 75x* +ax’ +bx*> +cx+12=0 ve 12x° +dx* +ex’ + fx* + gx+75 =0 denk-
lemlerinin tam say1 olmayan rasyonel ortak kokleri k olup k negatiftir. Tam say1
katsayili 3hx’ +hx* + jx —40h =0 denkleminde h# 0 ve denklemin bir kokii k

ise diger koklerinden biiyiik olan1 kagtir?

Coziim: ik iki denklemin ortak kokleri olan k, rasyonel kok teoreminden

Kk :il,i3,i% olacagindan Kk :—% olmalidir. Son denklemin kdokler toplami

_h = —% oldugundan k = —% disindaki diger iki kokii t,—t olur. Bu durumda

3h
kokler carpimindan t* =40 olup t = 2410 olur.
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Sonug 2. Rasyonel kokii olmayan her Kuadratik ve kiibik polinom Z’de indirge-

nemezdir.
2. Tahmin Metodu

Verilen polinomun derecesinden yol ¢ikarak polinomu daha kiigiik dereceden
polinomlarin ¢arpimi seklinde yazip polinom esitliginden bilinmeyen katsayilari

bulmaya ¢alisacagiz.
2.1. P(x) =%’ —2x+1 polinomu Z’de indirgenebilir mi?

Coziim: Polinom indirgenebilirse bir ve ikinci dereceden iki monik polinomun

carpimui seklinde yazilabilmelidir. O halde

P(x)=x —2x+1=(x+a)(X’ +bx+c) olup sag taraf garpilip diizenlenirse

X’ —2x+1=x’+(a+b)x’+(c+ab)x+ac olup a+b=0,c+ab=-2,ac=1
olur. ac=1= (a,c)=(1,1),(-1,-1) olur.

(a,c)=(11) igin a+b=0 = b=—1 olup c+ab=0 geliskisi elde edilir.
(a,c)=(-1,-1) i¢in a+b=0 = b=1 olup c+ab=-2 oldugundan
P(x)=x—2x+1=(x- 1)(X2 + X —1) olur. O halde polinom Z’de indirgenebilir-

dir. x> + x—1, Z’de indirgenemez oldugundan P(X) baska sekillerde yazilamaz.

2.2.P(X)=x*—x* +4x* +3x + 5 polinomu Z’de indirgenebilir mi?

Coziim: Rasyonel kok teoreminden miimkiin olan kdkler £1,£5 olup bu degerler

polinomda yerine yazilirsa kok olmadig1 goriilebilir.

O halde polinom indirgenebilir ise ikinci dereceden monik iki polinomun ¢arpimi

seklinde yazilabilmelidir.
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X' =X+ 4+ 3x+ 5= (& +ax + b) (¢ +cx + d)
=x"+(a+c)X’ + (ac + b + d)x* +(@d + bc)x + bd olur. Bu
durumdaa+c=-1l,ac+b+d=4,ad+bc=3vebd=5olur. bd=5i¢cinb=1

ve d =5 durumundan a = 1 ve ¢ = -2 olup

X' =X +4x% +3x + 5= (X + X + 1)(X* — 2x + 5) oldugundan polinom Z’de indirge-

nebilirdir.

2.3. P(x)=x*+x’+x* + 6x+1 polinomu Z’de indirgenebilir mi?

Coziim: Rasyonel kok teoreminden muhtemel kokler +1 olup bu degerler

P(X) =0 denklemini saglamaz. O halde bu polinom indirgenebilir ise ikinci dere-
ceden monik iki polinomun ¢arpimi seklinde yazilabilmelidir. O halde

x'+x° +x2+6x+1=(x2 +ax+b)(x2+cx+d) icin
X'+x°+x*+6x+1=x"+(a+c)x’ +(ac+b+d)x* +(ad +bc)x+bd olup

bd=1,ad +bc=6, ac+b+d=1ve a+c=1 olmaldir.

(b,d)=(11) i¢in ac+b+d =1 = ac=-1 olup a+c =1 olacak sekilde a,c tam

sayilar1 yoktur.

(b,d)=(-1-1) igin ac+b+d=1 = ac=3 olup a+c=1 olacak sekilde a,c

tam sayilar1 yoktur.

O halde polinom Z ’de indirgenemezdir.

3. Eisenstein Indirgenemezlik Kriteri

PeQ[x], P(x)=a,x"+a,_Xx""+---+a,x’ +ax+a, ve p asal olsun. Eger p,
a,’yi bélmez ve p, a,_,, --a,,a, sayilarmi bdler iken p°, a,’1 bdlmez ise P

polinomu Q ’da indirgenemezdir.
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Buradan su sonu¢ cikarilmamalidir. Yukaridaki sartlar altinda p’ a, ise P

polinomu Q ’da indirgenebilir diyemeyiz.

3.1. P(x)=x"+6x>—9x* + 6 polinomu Z’de indirgenemezdir. Ciinkii p =3 i¢in

Eisenstein kriterinden indirgenemezdir.

3.2 P(X) = X° +539x’ —511x + 847 polinomu Z’de indirgenebilir mi?

Céziim: 539=7°11, 511=7.73 ve 847 =7.11% olup p=7 igin Eisenstein krite-

rinden polinom Z’de indirgenemezdir.

3.3. P(x)=x"—x’=3x* +5x+1 polinomu Z’de indirgenebilir mi?

Céziim: X yerine X+1 yazarsak X' +3%’ +3 polinomu elde edilir. Bu polinom

p =3 i¢in Eisenstein kriterinden indirgenemez olup P ’de indirgenemezdir.

3.4. p asal say1 olmak tizere P(X) =x"" + X7 +..-+ x+1 polinomunun Z’de in-

dirgenemez oldugunu gosteriniz.

- X" —1 S S p . p
: P(x)= = P(x+1)= =xP' 4+ xP 2 4.t X 4+
Coziim: P(x) <1 (x+1) X (p—lj (2j p

olur. 1<k < pigin p|[5j olup p*, p’yi bélemeyeceginden Eisenstein kriterin-

den P(X + 1) polinomu Z’de indirgenemez olup P ’de Z’de indirgenemez olur.

4. Ozel Durumlar

Matematik olimpiyatlarinda X* +X+1 ve x> —x+1 ifadeleri sik kullanilan ifade-

lerdir. Bu terimlerin bazen soruda verilen polinomun bir ¢arpani olmasi ihtimali
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baska terimlere nazaran daha yiiksek olmaktadir. Bu islerle ugrasan okuyucu bunu
rahatlikla gorebilir. Bir polinomun garpanlar1 arasinda X* +X+1 ve x> —X+1
ifadelerinin olup olmadigini anlamanin en kolay yolu polinomu X*+X+1 ve

x> — X +1 modunda incelemekten geger.

Simdi kullanisli bir 6zellik verelim.

X -1 E(X—l)(x2 +X+1) EO(modX2 + X+1) oldugundan X’ El(modx2 + X+1)

ve benzer sekilde x° = —l(mod X — X+ 1) "dir.

4.1. X’ + X +1 polinomunu Z’de indirgenebilir mi?

Céziim: x5+x+lzx3-x2+x+lzx2+x+150(modx2+x+1) oldugundan

polinom X’ +X+1 ile tam béliiniir. O halde polinom Z’de indirgenebilirdir.

Polinom bdlmesinden X° + X +1= (X2 +X+ 1)(X3 —x*+ 1) olur.

4.2. X" + x* +1 polinomunu Z’de indirgenebilir mi?

Coziim: x“’+x5+lz(x3)3-x+x3~x2+lzx2+x+lzo(modx2+x+1) oldu-

gundan polinom X* + X+1 ile tam béliiniir. O halde polinom Z’de indirgenebilir-
dir. Polinom bolmesinden x" +x’ +1= (X2 + X+ 1)(X8 X+ X =xt X —x+ 1)

olur.

4.3. x* —=2x’ +3x*> —2x +1 polinomunu Z’de indirgenebilir mi?

Coziim:

x4—2x3+3x2—2x+lz—x+2+3x2—2x+lz3(x2—x+1)50(modx2—x+1)
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oldugundan polinom x> —X +1 ile tam béliiniir. O halde polinom Z’de indirgene-

bilirdir. Polinom bolmesinden x* —2x* +3x* =2x+1= (X2 — X+ 1)2 olur.

Benzer sekilde X' +2x’ +3x” +2x+1= (X2 + X+ 1)2 oldugu gosterilebilir.

4.4 [UMO - 2011]. X’ +x* —4x> —7x*> —=7x—2 polinomunun farkli reel kokleri-

nin toplam1 nedir?
a)0 b) 1 c)2 d) -2 e)7

Coziim: X’ +x* —4x’ —=7X* =7x-2=X"+X—4-7xX" = 7x-2

5—6(x2+x+1)50(modx2+x+1) oldu-

gundan polinom x> +x+1 ile tam boliniir. Polinom bdlmesinden

X+ x4 —T7x* —-Tx-2= (X2 + X+ 1)(X3 —5X—2) olur. Rasyonel kok teore-

minden X’ —5X—2’nin bir kokiiniin -2 oldugu gériilebilir. Bu durumda

X' —=5x—2=(x+ 2)(X2 —2X— 1) olup polinomun farkli reel koklerinin toplami

vieta formillerinden O olur.

4.5 [UMO — 2004]. x*—4x’+5x*> —4x+1=0 denkleminin reel koklerinin top-

lami nedir?
a)5 b) 4 c)3 d)2 e) 1l

Coziim: x* —4x’ +5x*> —4x+1 ifadesini X* — X +1 modunda inceleyelim.

x4—4x3+5x2—4x+15—x+4+5x2—4x+155(x2—x+1)50(modx2—x+1)

oldugundan verilen ifade x> — X +1 ile tam boliiniir. Polinom bdlmesinden
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X' =4 +5x7 —4x+1= (X2 - X+ 1)(X2 —3X+1) olup X’ —3x+1 ifadesinden reel

kok gelip toplami 3 olur.

4.6. Hangi pozitif n tam sayilar1 igin X* + X + 1‘ X*" + X" +1°dir?

Coziim: n =3k igin X + x* +1=1+1+1=3(mod X" + x +1)

3k+1

n=3Kk+1 igin X"+ x*" +1=x +x+1=0(mod X* + X +1)

n=3k icin X" +x*? +l=x+x>+1= O(mod x>+ X+ 1) oldugundan 3’e tam

boliinmeyen pozitif tam sayilar i¢in iddia dogrudur.

4.7. X'+ X+ X+ x+ 1‘ x* 4+ x7 + x +x" +1 oldugunu gosteriniz.

Coziim: X’ —1= (X—l)(x4 X+ XX+ 1) oldugundan

5 4 3 2

X =1(modx + X +X +x+1) olur. >
X44+X33+X22+X“+IEX4+X3+X2+X1+lEO(m0dX4+X3+X2+X+1) oldu-

gundan iddia dogrudur.

5.Karsit Polinomlar

a,#0 olmak iizere P(x)=aX"+a,_ X" +---+a,x’+ax+a, polinomunda

1=0,1,..,n i¢in a, =&, ,

. ise P polinomuna karsit polinom denir. Ornegin

X' =2 +x* - 2x+1, XX +4x° +4x% +1, TXE—2X° +4%X° +4x° - 2x* +7

polinomlar1 karsit polinomlardir.

P(x)=0 denklemine de karsit denklem denir.
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P(x), derecesi 2n olan karsit polinom ve t =X +§ olmak iizere P(x)=x"Q(t)

seklinde yazilabilir. Burada Q(x) n’inci dereceden bir polinomdur.

1 . o | .
k € Z olmak iizere x* + —c ifadesi daima X +— cinsinden yazilabilir.
X X

2
k=2 icin X2+L2:[X+l] —2=t*-2

X X
3
k=3 igin x3+i3:(x+lj —3x-l(x+1j:t3—3t
X X X X

.. 1
k=4 igin X4+—4:t4—4t2+2
X

.. 1
k=5 igin X’ +—=t>—5t* +5t
X

Simdi karsit bir polinomu ¢arpanlarina ayirmaya calisalim

5.1.P(x)=x°—=x*+3x’ = x* +1 polinomunu Z’de ¢arpanlarina ayiriniz.

Coziim: P(x)=x"—x"+3x’ =%’ +1= x3(x3—x+4—§+%j

= X3[X3 +%—(X+lj+3j olur.
X X

3
P(x):x3((x+lj —4[x+1J+3J:x3(t3—4t+3) olur. t’—4t+3 polinomu
X X

t—1 ile tam boliindiigiinden t* —4t +3 =(t— 1)(t2 +t- 3) olur. Bu durumda

P(x)=x(t— 1)('[2 +t— 3) olup t yerine tekrar X + 1 yazip diizenlersek
X

2 4 32
P(x):x{x x+1j[x +X =X +x+1]01up

X X

10
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P(X) = (X2 - X+ 1)(X4 +X =X+ X+ 1) seklinde polinomu ¢arpanlarina ayirmis

oluruz. Dikkat edilirse X* + X’ —x*> + X +1 polinomu da karsit polinom olup ben-

. 1 1
zer sekilde X4+x3—X2+X+1:X2(X2+—2+X+——1):X2(t2+t—3) olup
X X

t* +t -3 polinomu Z’de indirgenemez oldugundan Xx* + x’ — x> + X +1 polinomu

da Z’de indirgenemezdir.

5.2.JUMO - 2004]. x* —4x’ +5x> —4x+1=0 denkleminin reel koklerinin top-

lami nedir?
a)s b) 4 c)3 d)2 e)l

Coziim: x“—4x3+5x2—4x+1:x2(x2+%—4(x+lj+5j
X X
=% (P -4t +3) =x* (t-1)(t-3)

2 2
:XZ[X X+1J(X 3X+1j oldugundan
X X

X' —4x} + 5% —4x+1= (x2 — X+ 1)(x2 —3X+ 1) olur. X* —3x+1 ifadesinden reel
kok gelip toplami 3 olur.

Ahstirmalar

1. X" + X’ +---+ x+1 polinomunu Z’de indirgenebilir mi?

2. x* + x+1 polinomunu Z’de indirgenebilir mi?

3. x* + %X’ + x> + 6x +1 polinomunu Q’da indirgenebilir mi?

4. a,a,,..,a, farkli tam sayilar ise P(x)z(x—al)z(x—az)z---(x—an)2+1

polinomunun Z’de indirgenemez oldugunu gosteriniz.

11
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5. Hangi pozitif n tam sayilari i¢in 37(10...010...01 ’dir?
ntane ntane
6. x* — 4x> + 5x* — 4x + 1 = 0 denkleminin reel koklerinin toplami kagtir?
7. 6x* — 13x° + 12x* — 13x + 6 = 0 denkleminin reel koklerinin carpimi kacgtir?

8. x" — 5x° + 6x” — 5x + 1 = 0 denkleminin reel koklerinin toplami kagtir?

9 [UMO - 2006]. 4x*—3%x>+7x-3=0 denkleminin farkl1 reel koklerinin top-
lami1 nedir?

a) -1 b) -2 c) -3 d) -4 e) Higbiri
10. X’ + x* = x—1 polinomunu ¢arpanlarina ayirmiz.

11. Hangi pozitif n tam sayilar1 i¢in X + X + 1‘(X - 1)n —x" =1"dir?

12. Hangi pozitif n tam sayilar1 i¢in X + X + 1‘(X + 1)n +x" +1°dir?

12



