PROBLEM COZUMLERINDE POLINOMLARIN KULLANIMI

Derleyen
Osman EKiZ
Eskisehir Fatih Fen Lisesi

1. GIRIS

Bu yazida bazi problemlerin ¢éziimiinde polinomlar ve 6zelliklerinin nasil kulla-
nildigim1 anlatmaya c¢alisacagiz. Bunun i¢in problemdeki veriler yardimiyla bir
polinom tanimlayip polinomlarin 6zelliklerinden yola ¢ikarak problem ¢dziilmeye

calisilacaktir.
2. Kullamish Bir Ozdeslik

Kokleri a,b,c olan iigiincii dereceden P(x) polinomunu
P(x)=x’—(a+b+c)x*+(ab+bc+ca)x—abc seklinde yazabiliriz. O halde
P(a)=P(b)=P(c)=0 olup P(a)+P(b)+P(c)=0 olmaldir. Bu durumda

a'+b’+¢’—(a+b+c)(a’+b’+c’)+(a+b-+c)(ab+hbc+ca)-3abc =0 olup

a'+b’+c’=(a+b+c)(a’+b*+c*)-(a+b+c)(ab+bc+ca)+3abc (1)

olacagindan ifade tekrar diizenlenirse

a'+b’+¢’—3abc=(a+h+c)(a’+b’+c’ —ab—bc—ca) (2)

0zdesligini elde ederiz.

Eger a+b+c=0 ise a’ +b’ +¢’ =3abc (3)
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Ayrica yukaridaki mantik yardimiyla 4. dereceden bir polinom kullanarak

a*+b*+c* +d* icinde bir 6zdeslik elde edilebilir.

3. (3) I¢in Baz1 Uygulamalar

3.1. (x- y)3 +(y- Z)3 +(z- X)3 ifadesini ¢arpanlarina ayiriniz.

Coziim: a=x-y,b=y-z ve c=z—-X i¢in a+b+c=0 oldugundan (3)’den

(x— y)3 +(y- z)3 +(z —x)3 =3(x-y)(y—-z)(z—x) olacaktir.

3.2 3/ 3J21+8 - i/ 321 -8 ifadesinin bir tam say1 oldugunu gosteriniz.

Céziim: Y321 +8 -33421 -8 = x olsun. 0 halde
x+\3/3\/ﬁ—8+3,/—(3\/ﬁ+8):0 olur. a=33ﬁ—8,b=3—(3ﬁ+8) icin
a+b+x=0 olup (3)’den X' +a’+b’=3xab = x'-16=15x =

X +15x-16=0 = (x—l)(x2+x+16)=0 — x=1"dir.

3.3.JUMO — 2012]. Asagidaki x degerlerinden hangisi 3/6 +vx +3/6—x =33
esitligini saglar?

a) 27 a) 32 a) 45 a) 52 a) 63

Coziim: Y6+x +/6-x +Y=3=0 olup a=6+vx,b=6-vx,c=Y-3
igin a+b+c=0 olup (3)’den a’+b*+c’=3abc = 9=3Y3B6-x=

-9=36—-X = Xx=45 olur.
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Bu problem iki defa kiip alinip biraz islem yaptiktan sonra da ¢oziilebilir. Ancak

zamana kars1 yarisilan bir sinavda pek kullanigli olmayabilir.

3.4. x - % =lise X’ — % ifadesinin degeri kagtir?

Ux

1 1
Coziim: Yx ——==1= Yx+3-—+J-1=0 olup (3)’ten
X X

x

X_l_1:3{/§.3_l.i/__1:3 —ox—t_g olup
X X X

1 1Y 1
x3——3=(x——j +3(x——j:76 olur.
X X X

Ahstirmalar

1. i/ 20-1442 + i/ 20+1442 =4 esitliginin dogrulugunu goésteriniz.

2. i/ J5+2+ i/ J5-2=45 esitliginin dogrulugunu gosteriniz.
3. Y8x—1+3x+1=x3/2 denkleminin rasyonel koklerinin ¢apimi kagtir?

4. (a +2b - 3C)3 + (b +2Cc— 3a)3 + (C +2a- 3b)3 ifadesini garpanlarina ayiriniz.

5. a,b,c rasyonel sayilar olmak iizere a+b3/2 +ci4=0 ise a=b=c=0 oldu-

gunu gosteriniz.

6. X,Y,zreel sayilar, X’ + Yy’ +2° # 0 olmak iizere

2Xyz —(X+y+2z) 2 o
y3 (3 y3 )z—c> X+ Y+2Z=0 oldugunu gosteriniz.
X+y +2z 3
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(2) Ozdesliliginden devam edelim.

a'+b’+¢’—3abc =(a+h+c)(a” +b’ +c’ —ab—hc—ca) oldugunu biliyoruz.

a’ +b’ +c* —ab—bc—ca ifadesini 2 ile carpar ve bolersek

(a—b)2+(b—c)2+(c—a)2
2

a’+b’+c*—ab-bc-ca=

(4)
olup (a—b)2 +(b—c)2 +(c—a)2 >0 oldugundan a’+b*+c*—ab-bc—ca>0

olup

a’+b’+c’>ab+bc+ca (5)

esitsizligini elde etmis oluruz.

Simdi bu esitsizlik iizerinden farkli esitsizlikler elde edelim.,

4. (4) Ozdesliginin Uygulamalari

4.1. Kenar uzunluklar1 a, b, ¢ olan ve a* + b? + ¢* = ab + bc + ca kosulunu ger-
¢ekleyen, birbirine benzer olmayan kag liggen vardir?

Coziim: a’+b” +c? —ab—bc—ca:%((a—b)2 +(b-c) +(c—a)2): 0 oldu-

gundan a =b =c olup tek tiggen vardir.

4.2. a,b,c pozitif reel sayilar olmak tizere a+b+c=1 ve ab+bc+ca= % ise

a + b + ¢ ifadesi kag farkli deger alabilir?
c a

Coziim: (a—b) +(b—c)’ +(c—a)* =2(a”> +b* +c* —ab—bc —ca)
= 2[(a+ b+c)’ —3(ab+bc+ ca)]z 0 oldu-

gundan a=b =c olup %+ b + c_ 3 olup tek deger alir.
c a
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43. XY,z pozitif reel sayillar olmak lizere X+Yy+z=27 ve
x> +y? + 2% —xy — yz—zx = 0 sartlarin1 saglayan kag tane (X, y, z) iigliisii vardir?

(x=y) +(y-2)’ +(z-x)
2

Coziim: X +y’ +2° —Xy—-yz—12Xx= =0 oldugun-

dan x =y =z olup (x,y,z)=(9,9,9) tek ¢oziimdiir.

5. (5) Esitsizliginin Baz1 Uygulamalari

X +y +7°
Xy + Yz + X

5.1. X,y,ze R" i¢in > 1 dir.
52X+ Y +222Xy+yz+2X = X2+ Y + 27 +2(Xy + Y2+ 2X) = 3(Xy + Yz + 2X)

(x+y+z)2 -

olup (x+y+ 2)223(xy+ yz+12x) olur. Eger Xx,y,zeR" ise >
Xy + Yz + X

olur.

5.4. x,y,ze R"igin x* +y* +2* > xyz(x+y+2z) ’tir.

Coziim: x* +y* + 2" = (Xz)2 +(y2)2 +(22)2 olup (5) ’den
X'+ yt+ 2t > xPy? +y*z® + 2°x? olup tekrar (5)’den

X'y + Y2’ + 2°X 2 Xy.yZ + Y2.2X + 2X.Xy = XyZ(X + Y + Z) olur.

5.5. x,y,ze R" igin E+%+a—bZa+b+c’dir.
a c

Coziim: x = ‘/E, y= ,/%, Z=, /a—b alip (5) esitsizliginden istenen elde edilir.
a c
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5.6. X+y+2>0ise X’ + Y’ +2° >3xyz dir.

Coziim: X’ +y’ +2° -3xyz =(x+y+ z)((x+ y+z)2—3(xy+ yz+zx)) olup
(X +y+ Z)2 - 3(xy +yzZ+ ZX) > oldugunu  gostermeliyiz. =  (5)den
XAy +222xy+yz+x = X+ Y+ =2(Xy+ Y2+ 2X) 2 3(Xy + Yz + 2X) =

(x+y+ z)2 —3(Xy+yz+12x)>0 olur. Istenen elde edilir.

a+b+c

Bu problemde a=x’,b=y’,c=27" icin >3/abc olup ii¢ terim icin

Aritmetik Orta — Geometrik Orta esitsizligini elde ederiz.

57. a,b,ceR" ve a’+b*+c*=lise S =a—b+E+E ifadesinin alabilecegi en
C a
kiictik degeri bulalim.
22 2.2 242
Coziim: Szza? +b(2: +03 +2(a—b~m+a—b-E EE]
c a b c a ¢ b a b

a2b2 N b2c2 C2a2 2

. a’b? . b’c> c’a
c’ a’ b?

+
c’ a’ b?

S? =

+2(a’+b’+¢*) = +2 olur. (5) esit-

sizliginden

a’b’ . b’c* c’a’_ ab bc ab ca bc ca
a a

C2 a2 + b2 >—- ?F F:a2+b2+czzl = 3223 =

S>3 olup a=b=c= igin esitlik saglanir.

tl-

6. Polinomlar Yardimiyla Problem C6zmek

Simdi bir problemi polinomlarin diline nasil ¢evirebilecegimiz hakkinda 6rnekler

verelim.
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6.1. a,b,ceR ve a#b olmak iizere ¢’ =a’ +b’ +3abc ise c=a+b oldugunu

gosteriniz.

Coziim 1: P(x)=x’—-3abx—a’ —b’ polinomunu ele alahm. P(a+b)=0 oldu-
gu kolaylikla gosterilebilir. O halde P(X) polinomu x—(a+b) ile tam boliiniir.
Bu durumda P(x [X (a+b ][ (a+b)x+a2—ab+b2] olup polinomun
tek reel kokii vardir. Ciinkii x* +(a+b)x+a’—ab+b’ ifadesinin diskriminanti
A= —3(a - b)2 <0’dir. O halde a+b, polinomun tek reel kokiidiir.

c’=a’+b’+3abc = P(c)=0 olup c’de bu polinomun reel kokii oldugundan

c=a+b olmalidir.

Céziim 2: ¢’ =a’ +b’ +3abc = c*=a’ +b’ +(—c)’ =3ab(—c) olup (3) bzdes-

liliginden a+b+(—c)=0 = c=a+b olur.

6.2. a,b,ceR" ve c>a+b ise a’ +b’ +¢’ +3abc > 2(a+b)2c oldugunu goste-

riniz.

Coziim: P(c)=c’+3abc—2(a+ b)2 c+a’+b’ >0 oldugunu gostermeliyiz. Bu-
nun iginde VX >a+Db i¢in P(X) >0 oldugunu gostermemiz gerekir.
P(x)=x’+3abx-2(a+ b)2 X+a’ +b’ polinomunu tanimlayalim.

P(a+b)=0 oldugu temel islemler yardimiyla gosterilebilir. O halde polinom
x—(a+b) ile tam béliiniir. Bu durumda

P(x) =(x—a—b)(x2 +(a+b)x—-a’ +ab—b2) olur.

x> +(a+b)x—a’+ab-b*>(a+b) +(a+b)(a+b)-a’+ab-b’

=a’+5ab+b>>0 olup



Matematik Olimpivat Notlari

P(c):(c—a—b)(c2+(a+b)c—a2+ab—b2) icin c-a-b>0 ve

¢’ +(a+b)c—a’+ab—b’ >0 oldugundan P(c)>0 olup istenen elde edilir.

6.3. X <y < 7 olmak iizere X+y+2z=4, X’+y’ +2°=14, X +y +7° =34

denklem sisteminin (x, y, z) ¢6ziimlerinin sayis1 kagtir?

Coziim: (X +y + z)2 =x*+y’ +2° +2(xy + yz+zx) oldugundan Xxy+yz+zx=1
olur. 3. dereceden P(t) polinomunun kokleri x, y, z olsun. Bu durumda
PO =t'—(Xx+y+2)t? +(Xy+yz+ 2x)t —xyz = P(t) =t’ —4t> +t—xyz olur. x,

y, z bu polinomun kokleri oldugundan

X —4x* +Xx—=xyz=0
Yy —4y’ +y—xyz=0

7’47 +71-xy1=0

olup taraf tarafa toplar diizenlersek Xyz=-6 olur. Bu durumda

P(t)y=t" -4t +t+6=(t+1)(t—2)(t—3) olup x=—1,y =2,z =3 bulunur.

Not. Bu problem (2) 6zdesligi kullanilarak da ¢éziilebilir.

6.4. a, b, c farkli reel sayilar olmak iizere

a’ =3(b2 +C2)—25, b’ =3(C2 +a2)—25 ve ¢’ =3(a2 +b2)—25 ise a.b.c kacgtir?

Coziim: X’ — px> + gx+r =0 denkleminin kokleri a, b, ¢ olsun. Bu durumda

p=a+b+c,q=ab+bc+caver=abcolup a* +b’+c¢* = p* - 2q olacaktr.
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a'=3(b’+c’)-25=a’=3(p’-2g9-a’)-25

= a’ +3a’ +25+6q-3p° =0 olur. Dolayisi ile a say1s1

X* +3x>+25+609-3p> =0 denkleminin bir kokiidiir. Benzer sekilde b ve ¢’nin
de X’ +3x*+25+60q-3p> =0 denkleminin kokleri oldugu gésterilebilir. Bu du-
rumda X' — px>+QX+r ve X +3X°+25+6q-3p> ifadeleri birbirine es olup

p=-3,0=0 ve r=25+60—-3p°> =-2 olacaktir. Yani abc=r =-2 olur.

Ahstirmalar

1. ab,cfarkli  reel sayilar olmak iizere uygun peR i¢in

a(a2 + p) = b(b2 + p) = C(C2 + p) ise a+b+c =0 oldugunu gosteriniz.

2. ab,ceR ve a+b+c=0 ise a'+b* +c' =2(ab+bc+ca)’ oldugunu goste-

riniz.
< , 1 1 1 1 .
3. a,b,ceR ve n tek dogal sayir olmak iizere —+—+—=—— ise
a c a+b+c
(1 1 1)” 1 1 3 e
—t—t— | === — oldugunu gosteriniz.
a b c a'+b"+c"  (a+b+c)



