KUADRATIK FONKSiYONLAR
ve

OLIMPiYAT UYGULAMALARI

Derleyen
Osman EKiZ
Eskisehir Fatih Fen Lisesi

1. GIRIS

a,b,ceR ve a#0 olmak lizere f (X) =ax’ +bx+c fonksiyonuna 2. dereceden

polinom fonksiyon denir. Literatiirde bu fonksiyon tipi “kuadratik fonksiyon” ola-

rak geger.

10. siifta bu fonksiyon ve 6zellikleri hakkinda epey bir bilgi verilmektedir. Bu

bilgileri su sekilde siniflandirabiliriz,

i. ax” +bx+c =0 denkleminin koklerinin varligi, kokleri ile katsayilar1 arsindaki

iligkiler,
ii. ax” + bx + ¢ ifadesini iceren esitsizlikler ve ¢dziim kiimeleri,

iii. f(x)=ax’+bx+c fonksiyonunun grafigi ve dzellikleri,

iv. f(x)=ax’+bx+c fonksiyonunun alabilecegi en biiyiik ve en kiigiik deger,

Bu yazida bazi olimpiyat problemleri ile kuadratik fonksiyonlar arasinda bir bag

kurup problemi kuadratik fonksiyonlarin o6zelliklerinden faydalanarak problemi
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¢cdzmeye calisacagiz. Oyle ki goriiniisii itibariyle olduk¢a zor olan bazi problemler

bir ¢cirpida hem de 10. sinif bilgileriyle rahatlikla ¢oziilebilecektir.

Simdi ihtiyacimiz olan bilgileri kisaca verelim.

2. Kuadratik Fonksiyonlar ve Temel Ozellikleri

a,b,ceR ve a=0 olmak iizere 2. dereceden f(Xx)=ax’+bx+c fonksiyonunu

ele alalim. Fonksiyonu

2
seklinde yazabiliriz. Her X reel sayisi igin (X +2£] >0 olup esitlik ancak ve
a

ancak
Xo =—7 (2)

durumunda gegerlidir. Ayrica b> —4ac ifadesine f (X) ’in diskriminant1 denir ve

"A" sembolii ile gosterilir. O halde
A=b’-4ac (3)

olarak numaralandiralim.
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b? — 4ac

a>0 olsun. (1)°den dolay1 f(x)>-

dan gecerli olur. O halde

olup esitlik X, = —2£ durumun-
a

2.1. a>0 ise VxeR igin f(x)> f(x,) dir. Bu durumda f(x)’in alabilecegi

en kiigiik deger f(x,)= f (—;j "dir.
a

2.2. a<0 ise VxeR igin f(x)< f(x,) dir. Bu durumda f(x)’in alabilecegi

en bityiik deger f(x,)=f (—;j "dr.
a

Simdi f (X) = (0 denkleminin koklerine bakalim.

——=0 = X=——— olur. Bu durumda
4a 2a

b jz A —b++/A

2.3. A >0 ise denklemin farkli iki reel kokii vardir.

2.4. A <0 ise denklemin reel kokii yoktur.

2.5. A =0 ise denklemin birbirine esit iki reel kokii vardir.

2.6. f(x)=0denkleminin x,x, gibi iki kokii oldugundan X =

L _h=A
2a

2a
5 i¢in
b C
X +X,=—— ve X -X,=— (4)
a a

olacaktir.

—b++/A

(&
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a>0 olmak iizere ¥xeR igin f(x) > 0ise f(x)=0 denkleminin reel kokii

olamaz. O halde A <0 olmalidir. O halde

2.7. VxeR i¢in f(x) >0 < A<0 olmahdur.

2.8. a>0 i¢in A>0 ise f(x)=0denkleminin x,x, gibi farkl iki reel kokii var-
dir. X, >X, olmak iizere f(x) > 0 ise x<X, veya x> x dir. F(x)<0 ise

X, <X <X, dir.

3. Esitsizlik Problemlerinde Kuadratik Fonksiyonlarin Uygulama-
lar

3.1. X,y € R" i¢in X+ y =2a ise Xy 'nin alabilecegi en biiyiik degeri bulunuz.

Coziim: x+y=2a = y=2a-Xx = Xxy=-x"+2ax olup f(x)=-x*+2ax

alirsak 2.2 ve (2)°den f(x)< f(a)=a’ x=y=a i¢in esitlik saglanir.

3.2. a,b,c e R* olmak iizere a+b+c=abc ve a> =bc ise a> /3 diir.

Coziim: a’=bc ve b+c=abc-a=a'-a oldugundan b ve c sayilar

X —(a3 — a)x +a’ =0 denkleminin kokleridir. O halde 2.3 ve 2.5’den A>0 ol-
3 2 2 2( A2 2 2
maldir. = A=(a’-a) -4a’20 = a’(a’-3)(a’+1)20 = a’-320 =

a=>+/3 olur.

3.3. Verilen X,X,.,...,X, reel sayilari igin S =(x—x )" +(x=%) +--+(x=x,)’

ifadesini minimum yapan X reel sayisin1 bulunuz.
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Coziim: S=nx’+bx+c formunda olup b=-2(X +X,+-+X,) dir.
: : .. b X X o4 X
S=nx*+bx+c ifadesi en kiiciik degerini 2.1’den x = —2— _Ar At X
n n
i¢in alir.

2
»

3.4. X,y,2€R olmak iizere (x—-y) ,(y- Z)2 (z- X)2 degerlerinden en kiiciigii-
X +y?+7°

niin — ’den kiicilik veya esit oldugunu gosteriniz.

Coziim: Genelligi bozmadan x<y<z kabul edelim. a=y-x2>0,

b=z-y>0 olmak lizere

X2 +y 4z’ =(y—a)2+y2+(y+b)2 =3y’ -2(a-b)y+a*+b’ olup 2.1’den
a-b

bu ifade en kiigiik degerini y =

icin alir. O halde

3
a—b_a 2+ a-b 2+ a—b+b ?
X +y*+7° 3 3 3 a’+ab+b?
5 > 5 = olur. a ve
2 2 2 2 2
b’den  kiigik olana ¢  dersek a +ab+b L Fe+Ce =c¢*> olur

3 - 3

(y- X)2 (z- y)2 ifadelerinden kiiciik olan1 ¢* oldugundan istenen elde edilir.

3.5. a,b,c pozitif reel sayilar olmak iizere (a2 +b% + 02)2 > 2(a4 +b* + C4)ise

a,b,c bir tiggenin kenar uzunluklari olur.

Céoziim: Verilen esitsizlik a* — 2(b2 + Cz)a2 + (b2 —c? )2 <0 esitsizligine denktir.
a’=x i¢in x2—2(b2+cz)x+(b2—c2)2<0 olup

f(x)=x —2(b>+c*)x+(b*~¢*)  denkleminin kokleri x =(b+c) ve
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x, =(b—c)” olup f(x)<0 ise 2.8'den X, <x<x olup (b—c) <x<(b+c)’
= (b-c) <a’<(b+c) = (b—-c) <a’<(b+c)’ [o-c/|<a<b+c olur. Ben-
zer sekilde |b—a|<c<b+a ve |a—c|<b<a+c olup a,b,c tiggen esitsizligini

saglar.

3.6. a,b,c pozitif reel sayilarinin bir {iggenin kenar uzunluklari olmasi igin gerek

ve yeter sart p+q =1 i¢in pa’+qgb> > pgc’ olmasidr.

Céziim: a,b,c bir {iggenin kenar uzunluklar1 ise pa’+qb* — pac® >0 esitsizligi-
nin daima dogru oldugunu gosterelim.

f(p)=pa’+(1-p)b’-p(1-p)c’ = 1‘(p):c2p2+(a2—b2—c2)p2+b2 ol-
dugundan A = [(a2 -b* -c?) —4b202] =(a*-b* —c* —2bc)(a’ —b* — ¢’ + 2bc)
:(az—(b+c)2)(a2—(b—c)z):(a+b+c)(b+c—a)(a—b+c)(a+b—c) olur.

Ucgen esitsizliginden a—b—-c<0 ve a-b+c>0a+c—b>0 oldugundan

A <0 olup 2.7°den pa’ +qb” > pqgc’ olur.

Eger pa’+qb’ > pac’ ise VpeR igin f(p)=c’p’+(a’~b>—c’)p*+b*>0

olup 2.7°den A <0 olmalidir. Bu durumda

A=(a+b+c)(b+c—-a)(a-b+c)(a+b-c)<0 olmahdir. O halde b+c-a,

a—b+c, a+b—c ifadelerinin hepsi pozitif veya ikisi negatif biri pozitif olmali-
dir. Ikisi negatif biri pozitif olmaz. Aksi halde b+c-a<0 ve a—b+c<0 olur-

sa € <0 celigkisi elde edilir. O halde tigiide pozitif olursa a,b,c tlicgen esitsizligi-

ni saglar.
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3.7. X,X,,....,X, reel sayillarindan en biiyiigli X, ve en kiigiigii X ’dir. Eger

n

X +X, +-+ X =0 ise X*+ X, +---+X> +nxX, <0 oldugunu gdsteriniz.

Coziim: f(x)=x*>—(x +X,)X+ XX, polinomunun sifirlar1 X, ve X, dir. O halde
(5.1)’den eger x, <x<x, ise 2.8’den f (x)<0 olup X <X,X,,...%, <X, oldu-

gundan i = 1, 2, .., n igin f(x)<0 olur. =

0> Zn: f(x)=D%"—(x+ xn)znlxi + XX, =Zn:xi2 +nx,x, olur.
i=1

i=l1 i=l1 i=1
4. Cebirsel Ortalamalar Ile Céziilen Baz1 Problemlerin Coziimiin-
de Kuadratik Fonksiyonlar
4.1. a,be R i¢in a+b>2+/ab *dir.
Coziim 1: AGO’dan a+b>2+ab oldugu asikardir.

Coziim 2: a=x",b=y’ icin x> +y>—2xy >0 oldugunu gostermeliyiz. VX € R

icin f (X) =Xx>—2yx+Yy> >0 olacagindan 2.7°’denA <0 olmaldir. O halde
A= (—2y)2 ~4y*=0<0 oldugundan f(x)=0 olup X +y>22xy =

a+b>2+ab olur.
4.2. a,b,c € R" olmak tlizere a+b+c > Jab ++/bc ++/ca *dir.

Coziim 1: AGO’dan a+b> 2\/ab, b+c>2vJbc ve c+a>2ca olup bu esit-
sizlikler taraf tarafa toplanirsa a+b+c > Jab ++/bc ++/ca olur.
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Coziim 2: a=x.b=y>c=2z" dersck X +Y +2°2Xy+yz+2x =
x> —(y+2)x+y*+2° - yz >0 oldugunu gostermeliyiz.

f(X)=x>—(y+z)x+y*+2’—yz alrsak VxeR igin f(x)>0 ise 2.7°den
A <0 olmahdir. Gergekten A =-3(y - Z)2 <0 oldugundan iddia dogru olup iste-

nen elde edilir.

4.3. a,b,ceR" icin 6a+4b+5¢c> 5Jab + 7v/ac +3/bc oldugunu gosterelim.

Coziim: x = «/5, y= Jb ,2= Je i¢in verilen esitsizlik
6X> +4y* +52% > 5xy + 7xz +3yz seklini alur.
f(x)=6x*—(5y+7z)x+4y*+52°-3yz>0 olup A:—71(y—z)2£0 oldu-

gundan 2.7°den Vx e R igin f(x)>0 olup istenen elde edilir.

4.4. Cauchy — Schwarz Esitsizligi. u ,u,,...u, ve v,v,,...V, keyfi reel sayilar
olmak iizere;

2 . “iqe
(U, + UV, +--+uv, ) < (ul2 U+t unz)(vl2 +V,7 + ---+vn2) "dir.  Egsitlik

.. u . ..
ancak ve ancak k =1,2,...,n i¢in u, =0 veya — =t eR iken gegerlidir.
Vk

Ispat: k=1,2,..,n igin u =0 ise iddiami dogrulugu agikardir. O halde

k=1,2,..,n igin u, #0 olsun. f(x)=(ux—v,)" +(Ux-v,) +---+(ux-v,)’

seklinde tanimli f fonksiyonu ax>—2bx+c formunda olup a= ZUkZ >0,
k=1

b=>uyv, ve c=> v’ olur. A= 4(b2 — ac) olup ¥xeR igin f(x)>0 oldu-
k=1 k=1
gundan 2.7°den A<0 yani b*> <ac olur. Bu da bize isteneni verir. Esitlik A =0

igin miimkiin olacagindan k =1,2,...,n igin (u,x -V, )2 =0 olup Y% _yeR olur.
Vk
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5. Denklem Coziimlerinde Kuadratik Fonksiyonlar

5.1. p ve q iki reel say1 ve 2p* = 3p—1=0, 9> +3q—2 =0 ve pq # 1 ise

Patp+l ifadesinin degeri kactir?
q
1Y L 1
Coziim: Ikinci denklemi g ile bolersek 2.(—} —3.=—1=0 olup p ve —, 2x* —
q q q
P , 1 3 p 1
3x — 1 = 0 denkleminin kokleri olur. Bu durumda (4)’den p+—= 5 ve —= -3
q q
olup Patprl =p+ 1 + P_ 1 olacaktir.

q

5.2. p ve q iki reel say1 ve 19p> +99p + 1 =10, > +99q + 19 =0 ve pq # 1 ise
pg+4p+1
q

ifadesinin degeri kagtir?

2
. 1 1
Coziim: Ikinci denklemi g ile bélersek 19.(—] +99.—+1=0 olup p ve 1 , 19%
q q q

+ 99x + 1 = 0 denkleminin kokleri olur. Bu durumda (4)’den p +l: —% ve
q

BZL olup M: p+l+4.£:—5 olacaktir.
q

q 19 q q

5.3

13x—x2( 13-x
. X +

j =42 denkleminin irrasyonel koklerinin toplami kagtir?
X+1 X+1
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Coziim: 13—_1)( =Y ig¢in verilen denklem Xy(X +y) = 42 seklini alir. Simdi Xy + (X
X+

2 2
+Yy) degerini hesaplayalim. xy + (X +y) = 13X 1X + X+ 113 =13"tiir. Bu durum-
X+ X+

da kokleri xy ve x + y olan denklem x* — 13X + 42 = 0 olup bu denklemin kokleri 6

ve 7 oldugundan xy =6, x+y =7 veyaXxy =7, X +Yy = 6 olmalidir. Bu denklemler
¢oOziilirse x =1, 6, 3+ V2 ,3— J2 ana denklemin irrasyonel koklerinin toplami 6

olur.

5.4. a, b, ¢ bir tiggenin kenar uzunluklari olup a > b > ¢, 2b =a + ¢, b tam say1 ve

a’ + b? + ¢* = 84 ise b kactir?

(a+c) —(a’+c?) _sh* -84
2

Coziim: ac= ve 2b = a + ¢ oldugundan

5b* — 84

x> —2bx + =( denkleminin reel kokleri a ve ¢ olur. Bu denklemin delta-

168

s1 pozitif olacagindan A =4b* - 2(5b2 - 84) =—6b"+168>0= Db’< < 28

5b* — 84

olur. 0 <ac = =16 <b®> = 4 <b <6 olacagindan b =5 olur.

6. Tamsayilarda Denklemler ve Kuadratik Fonksiyonlar

a,b,ceZ olmak iizere ax’+bx+c=0 denkleminin kokleri tam say1 ise

b+
—bz_\/x ifadesi tam say1 olup \/Z e Z = A tam kare olmalidir.
a

6.1 m pozitif tam say1 olmak iizere X* + 2(m + 5)x + 100m + 9 = 0 koklerinin tam

say1 olmasini saglayan ka¢ tane m degeri vardir?

Coziim: Denklemin koklerinin tam say1 olmasi i¢in deltasinin tam kare olmas1 ge-

rekir. Bu durumda A = m* — 90m + 16 = n* = (M — 45)> = 2009 =n* = (M —n —

10
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45).(m +n —45) = 2009 = 1.2009 = 41.49 = (~ 49).(— 41) = (- 2009).(— 1) olup

gerekli durumlar incelenirse m = 1050, 90, — 960, 0 olup 4 tane m degeri vardir.

6.2. X* +4xy + y* =11 tam sayilardaki ¢oziim ikililerinin say1s1 kactir?

Céziim: x> +4xy+Yy> —11=0 denklemini X’e bagl ikinci dereceden bir denklem
olarak diigiinlirsek denklemin tam say1r ¢Ozlimlerinin olabilmesi igin
diskriminantinin tam kare olmasi gerekir. Yani 16y* —4y* + 44 = a’ olacak sekil-

de bir a tamsayis1 olmalidir.

16y> -4y’ +44=a’ =12y* +44=a’ olur. Bu denklem mod3’te incelenirse

a’ =2(mod3) olur. Bir tam kare mod3’te 2’ye denk olamayacagindan verilen

sartlar1 saglayan bir a tamsayis1 mevcut olmayip denklemin ¢6ziim kiimesi bostur.

6.3. x+y =x>—xy + y*> denkleminin tamsayilarda kac tane ¢oziim ikilisi vardir?

Coziim 1: x+y=x"—-xy+Yy’ ise X’ —(y+1)x+y’—y=0 olup son denklemi

x’e bagl ikinci dereceden bir denklem olarak diisiiniirsek bu denklemin tam sayi-

larda ¢6ziimiiniin olabilmesi i¢in deltasinin tam kare olmasi gerekir. Bu durumda
a bir tam say1 olmak {izere (y+1)2 —4(y2 - y) =a’ ise a8’ +3y*-6y—1=0 ise
a’+3(y—1) =4 olup a> =4,(y—1)" =0 veya a’=1,(y—1)" =1 olup y=0,1,2

olup y=0 ise x=1,x=0, y=11se x=0,x=2, y=2 ise X=1,Xx=2 6 tane ¢o-

zum ikilisi vardir.

Coziim 2: Ana denklemi 2 ile carpip diizenlersek
(x=y) +(x=1)"+(y-1)"=2 olur. Bu duruda |x—y|<L|x—1<L]y-1|<1

olmalidir. Bu durumda ¢dziim ikilileri (0,0),(1,0),(0,1),(2,1),(1,2),(2,2) olur.

11
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6.4. Kac tane a tamsayisi igin, X” + Yy’ =axy denkleminin pozitif tam say1 ¢o-

zimleri vardir?

Céziim: Denklemi x> —axy + y* =0 seklinde X’ bagl 2. dereceden bir denklem
olarak diizenlersek bu denklemin tam say1 ¢ézlimiiniin olabilmesi i¢in deltasinin

tam kare olmasi gerekir. O halde a’y’—4y’>=n’= y2(612 —4) =n"= a’-4
tam kare olmalidir. @’ -4=m’> = (a-m)(a+m)=4 =(a,m)=(2,0),(-2,0)

olup 2 tane a degeri vardir.

6.6. X* +y> = 2x + 2y + xy denkleminin tam sayilarda kag tane ¢ozilim ikilisi var-

dir?

Coziim: Verilen denklemi x* — (2 + y)x + y* — 2y = 0 seklinde x’e bagli ikinci de-
receden bir denklem olarak diizenlersek denklemin tam sayilarda ¢oziimiiniin ola-

bilmesi i¢in deltasinin tam kare olmasi gerekir. O halde A = 16 — 3(y — 2 =n’
olmalidir. (y — 2)* < ? =vy=0,1,2,3,40lur.y=0ise x=0, 2 dir. y =1 ve 3

i¢in ¢6zlim yoktur. y =2 ise X =0, 4 diir. y =4 ise X = 2, 4 olup 6 tane ¢oziim ikili-

si mevcuttur.

7. ALISTIRMA PROBLEMLERI

1. p,g,r,seR olmak iizere VXeR igin X"+ px+0q>0 ve X’ +rx+s>0 ise

VX e R icin 2X* + prx+2gs > 0 oldugunda gosteriniz.

2. a,b,c e R" olmak iizere a(l—b)>i, b(l—C)>i, C(l—a)>% esitsizlikleri-

nin ayn1 anda saglanmadigini gosteriniz.

12
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3. a,b,ceR" olsun. a*+b’+c’ <2(ab+bc+ca) ise kenar uzunluklan a, b, ¢

oaln bir liggenin var oldugunu gosteriniz.

4. X<y<z<U ise (x+y+z+u)2>8(xz+yu)’dur.

X +2px -2

5. VxeR igin -2 <—;
X" —=2X+2

< 2 olmasini saglayan p reel sayilarin1 bulumuz.

6. a>0 icin ax’+bx+c polinomu verilsin. a+b+c>0, a-b+c>0,
a—-c>0 ve b’—4ac>0 ise ax’ +bx+c=0 denkleminin kéklerinin [-1,1] ara-

liginda oldugunu goésteriniz.

13



