OLIMPIYATLARA HAZIRLIK ICIN
TUMLEME PRENSBI & DE MORGAN KURALLARI
PROBLEMLER ve COZUMLER (L. Gokgg

Kombinatorgin en 6nemli ve temel prensiplerinden birisi oleinmleme Prensikle ilgili bir
calisma kaidi hazirladik. Ayrica iki kimenin kesminin ya da birlgiminin timleyeni igin
De Morgan Kurallariolarak bilinen gitlikleri kullanacagsiz. Bu yontemlerden faydalanarak
zor gibi gorulen bir cok problemi kolayca ¢ozebhilrazi kombinatorik 6zgék ispatlarini
yapabiliriz.1yi calismalar dileriz ...

Ik olarak birkag tanimlama yaparakskegyalim:

Sonlu sayida elemandan gdim birX kimesinin eleman sayisis{ X) ile gosterecgz.

E evrensel kimesi sonlu sayida elemandagsalu ve A0 E olsun. {x: x[J E ve xJ A}

kiimesine A kiimesinin tiimleyendenir ve A semboli ile gosterilir. Bu tanima gére
s(E)= A+ sf_l)‘ oldugu aciktir.Simdi Gnli timleme prensibini ifade edebiliriz.

Tumleme Prensibi: s( A) = § - Sé_'é‘

Problem 1: 6 doktor ve 4 hegire arasindan 7 kilik bir saglik ekibi kurulacaktir. Ekipte en
az bir tane hegire olacak bicimde kac farkh gbk ekibi olusturulabilir?

Cozim 1:1lk olarak alt durum analizi yapaliru durumlar miamkandur:

4\(6
4 hemsire, 3 doktor se(;ilirs{4 3 farkli ekip olgturulabilir.

4
3 hemire, 4 doktor segilirs%g farkli ekip olwturulabilir.

4
2 hemgire, 5 doktor se(,:ilirs%2 farkli ekip olwturulabilir.



o3 §: 3 o

C6zUm 2: Evrensel kiimeyi ve arggdmiz kimeyi sirasiyla

4\(6
1 hengire, 6 doktor segilirs{ )( j farkli ekip olwturulabilir.

E ={ 7 kisilik ekipler}, A={icinde en az 1 hegine olan 7 kiilik ekipler}
olarak tanlmlarsakzx={1(;inde hi¢ hersire olmayan 7 kiilik ekipler} olur. Acikca S(TA\) =0

10
olur. Toplam 10 kii oldugu igin s( E) :( 7) dir. O haldeTiimleme prensinden

s(A=99- 5(7):(170)—0 olup s( A) =(170j elde edilir.

s0n5 o (g (3 9 3 §{ T e v

Simdi bu sonucun genel halini ifade edebilecek balyem yazalim:

Problem 2: m tane doktor va tane hergirenin olduyu bir hastanedem+ k kisilik bir saglik
ekibi kurulacaktir. M= n+ k ve n=k) icinde en ax tane hersire bulunacak bicimde kag
farkll ekip olwturulabilir?

Cozum 1:Toplama ilkesile ¢ozersek e + " m +oot " m olur.
k)i m k+1){ m-1 m A/

Cozum 2: Tumleme ilkesile ¢cozersek, rastgele secilemt+ k kisiden en ak tanesinin hegi-
_ m+n
re olacg! garanti edilmy oldugundans( A) =0olups(A =9 = (m+ kj bulunur.

Simdi timleme prensibi yardimiyla gucli bir kombioal 6zdgli ge ulgacaiz.



SONUGC: m, n, k pozitif tamsayilar olmak Uzemn= n+ k ve n=> Kk ise

MWL PR P PR

Ozdsligi vardir.

Problem 3: a, b, ¢, d, e harfleri kullanilarak 7 harfli kelimeler yaziladak a veyab nin en az
bir kez kullanildgl kac¢ kelime yazilabilir?

Cozum: Alt durum analizi ile bu problemi ¢6zmek oldukgar@ur.a nin bir defa kullanildii
ve b nin hi¢ kullaniimadii durumlar,a ve b nin birer defa kullanilgs durumlar,a nin bir
defa kullanildgl ve b nin iki defa durumlar, ..seklinde uzayip gidecektir.

Bunun yerine timleme prensibini kullanalim. Tum &rfh kelimelerin kiimesiE evrensel
kiimesi olmak Uzeres( E) =5’ = 7812¢F dir. istenen durumlarin kiimesi olsun.a ile b nin

hi¢ kullanilmadg durumlarin kiimesiA olur. Elimizde sadece, d, e harfleri kaldg! icin bu
3 harfi kullanarak 7 harfli S(TA\) =3’ = 2187 tane kelime yazabilirizTiimleme prensihden

s( A)=78125- 2187 7593 bulunur.

Problem 4: 5 basamakli ve rakamlarinin carpimi 3 tin kati &epdgal sayi vardir?

Cevap:910* - & = 8222.. Cézumiin detaylarini okuyucuya birakiyoruz.

Teorem (De Morgan Kurallar): A ve B ayni evrensel kiimeye ait iki altkime olsun. Bu du-
rumda(Aﬂ B) = AUBve (AU B) = AN B ssitlikleri gecerlidir.

Vennsemasicizilerek bu gitliklerin dogrulugu kolayca gorulebilir.

Aslinda Problem 3 tin ¢ozumun®e Morgan Kuralini uyguladik. Bu gamay! bulmaya ca-
lismaniz faydali olacaktir.

Problem 5: aabbbbckelimesindeki harflerinin yerleri g@gstirilerek olusturulan kelimelerden
kac tanesa ile bglamaz veb ile bitmez?



C6zUum: Evrensel kiimeyiE :{7 harfli tim perm[jtasyonl}a seklinde tanimlayalim. Ayrica
A={aile balayanla}, B={bile balayanla} dersek aragimiz sonug s(TAﬂTB) deseri

olacaktir.
S(TAﬂ_B): s( A Q (De Morgan Kural)
=s(E)-  AJ B (Tumleme Prensipi

=s(E- g A- ¢ B+ § A B (lcerme — Dyarma Prensib)

_ T _6!_ _ 6! _ _5! - 60 odus
s(E)—ﬁ—mS, s(A)—Z—3O, s(B)—ﬁ—GO, s( AN B)—§—600dugundan

s(ANB)=105- 30- 60+ 6= 7 seklinde bulunur.

Problem 6: aabbbbckelimesindeki harflerinin yerleri @gstirilerek olusturulan kelimelerden
kac tanesa ile bglamaz veya ile bitmez?

C6zum: Bu sefer §imiz daha kolay. Problem 5 in ¢6zimundeki gosteznmkullanirsak

S(TA\U TS) dezerini hesaplamaliyiz.

S(TA\U_B) = S(TQ (De Morgan Kural)
=s(E)- A B (Tumleme Prensibi

=105- 60= 4t olarak bulunur.

Problem 7: aabbbbckelimesindeki harflerinin yerleri g@gstirilerek olusturulan kelimelerden
kac tanesinda basta degildir veyab sonda dgildir veyac ortada dgildir?

C6zum: Problem 5 in ¢ozimuindeki gosterimleri kuIIanaI|(i1.={c harfi ortada bulunanl}al
- = — |
olsun. Bu durumda;( AU BU C) degerini bulmalyiz. Birazdars( AN BN C) =% =12 dege-

rine ihtiyacimiz olacak.



S(TAUTSU_C) = s( A B C) (De Morgan Kural)

=s(E)- I A B) Q (Tumleme Prensipi

=105-12= 9: elde edilir.

Problem 8: aabbbbckelimesindeki harflerinin yerleri @gstirilerek olusturulan kelimelerden
kac tanesinda basta desildir, b sonda dgildir ve c ortada dgildir?

Yol Gosterme: Evrensel kiimeE ={7 harfli tuim permutasyonlh, A={aile balayanla},

B={bile balayanla} , C ={c harfi ortada bulunanlh olarak tanimlansin. Bu durumda

s( AN Bﬂ_C) dezeri hesaplanmalidir.

s( AN Bﬂ_C) = s( Al BJ C) (De Morgan Kural)
=s(E)-  AJ BJ Q (Tumleme Prensipi

=S()-A-{B- 60+ 6A B (sB )& (sIT)A (ANB)

esitliklerini yazabiliriz. Son adimdaerme — dsarma prensibkullaniimstir.

Problem 9:{1,2,3,..,20 kumesinin elemanlarinin carpimi 4 ile tam bélureebi

a) Uc elemanli kag farkli altkimesi vardir?

b) keyfi sayida elemanli kag farkh altkimesi vardir?

a icin Gozum 1: A={1,3,5,7,9,11,13,15,17,1, B={2,6,10,14,1B, C={4,8,12,16,2p
seklinde tanimlayalim. Ayricd = BUC olsun.a;,a,0 A, ¢,0C, d,, d,,d;00 D olmak lze-
re elemanlarinin garpimi 4 ile tam béliinebilen kigméa;, a,, ¢}, {a,d,, d,}, {d;,d,, d3}
sekillerinden birisi gibi olmalidir.

10)( 5
{a,a,¢} seklindeki kimelerin say|sﬁ 2}(1} =205



10)( 10
{a,d,, d,} seklindeki kiimelerin saymﬁ 1 j( 2) =450

10
{d,,d,,d;} seklindeki kimelerin sayl{ 3) =120

olur. Toplama prensimden225+ 450+ 12G= 79 bulunur.

a icin C6zam 2: Tim ¢ elemanl altkimelek evrensel kiimesi olarak tanimlayalim. Bu

20
halde s( E) :( 3] olur. Elemanlarinin ¢arpimi 4 Un kati olan ¢ eemalt kimelerin ki-

mesineF dersek, elemanlarinin ¢arpimi 4 Gn kati olmayameléganh altkimelerin kiimesi
de F olur. b, 0B olmak Uzere{ai,az,as} veya{a,a,, b} formatindaki altkiimelerin ele-
manlari carpimi 4 ile bélinemeyen bir say! @adilidanTUmleme prensibden

(7)=s8- {= ]|

b icin Gozum: {1,2,3,..,20 kiimesinin tum alt kimelerinin kimesigi evrensel kiimesi

10 10
3 -5 5 =1140- 12G6- 225 79 bulunur.

olarak tanlmlarsaks( E) =2%° olur. Elemanlarinin carpimi 4 iin kati olan keyreanh alt
kiimelerin kimesin& dersek, elemanlarinin ¢carpimi 4 Un kati olmayayii lkedemanl altki-

melerin kiimesi déF olur. F kiimesinin elemanlari ya tamamiya&kimesinden secilmelidir
ya da bir tane elemadkimesinden, gerleri A kimesinden secilmelidir. O halde

1. Durum: F kiimesinin elemanlari ya tamamiylekiimesinden secilirs@™® tane alt kiime
yazilabilir.

2. Durum: F kumesinin elemanlarindan biriBi kiimesinden secilip, geriye kalan tum ele-

5
manlari daA kiimesinden segilirs%lj 20 tane altkiime yazilabilir.

Toplama Prensilmiden s(l_:)=21°+5E21°: 62" olur. Son olarakTiimleme Prensihden
s(F)=9(B- 5(_@ =220 - 62" olarak bulunur.

Problem 10(L. Goked: {1,2,3,4,5,6,7,8)¢ kimesinin iki altkiimesA, B olsun.

a) s( AN B) 21 olacaksekilde kag farkli( A B) sirali ikilisi vardir?



b) s( AN B) = 2 olacaksekilde kag farkli( A, B) sirali ikilisi vardir?

a icin Cozum: Tam (A, B) sirali ikililerinin kiimesiniE evrensel kiimesi olarak tanimlaya-
lim. A yerine 2° tane veB yerine de2® tane kiime secebilegieniz icin Carpma Prensilie
gore s E) =2° (2° = 2'° olur. Simdi istenen durumlarin kimesi@ ={(A B): § A1 B=13
seklinde ifade edersek :{(A, B): { A1 B= 0} olur. Yani ANB=0 olacaksekilde kac
farkli (A, B) sirall ikilisi bulabilecgimizi hesaplamaliyiz. #egidaki semayi inceleyelim.
{1,2,3,4,5,6,7,8,}9 kiimesinden se@imiz 1 elemanini yerlgirebileceimiz 3 bdlge vardir.
Benzersekilde, 2 yi yerlgtirebilecesimiz ¢ bdlge vardir. Byekilde devam edilirs€arpma
Prensibhden S(E) =3 bulunur.Tumleme Prensihdens(C) = § B - sé_():218—39 olur.

b icin C6zim: TUm (A, B) sirali ikililerinin kiimesinikE evrensel kiimesi olarak tanimlaya-
lim. s(E)=2" olur. Istenen durumlarin kUmesir(E:{(A, B): § A 322} biciminde
tanlmlarsakE:{(A, B): { A1 B=0 veya § A B= }1 olur. Problemina kismindan do-
layi {(A B): s( AN I3=O} kiimesinin eleman sayisini® oldugunu biliyoruz. Simdi de
{(A, B): (A B =]} kiimesinin eleman sayisini bulalim. Usttginadax yerine gelebile-

9
cek (1) =9 farkli se¢cim yapilabilir. Geriye kalan 8 elemaf() B disindaki ti¢c bélgeye da-

gitmaliyiz. Bu ise3 yolla yapilabilir. Carpma Prensilrie g(‘jre{(A, B): s( A E):]} K-
mesinin eleman sayi9[® olur. Toplama Prensilriden S(E) =3°+98 = 12038 bulunur.

Son olarakrimleme Prensiliygulanirsas(C) = § B - sé_C)z 2'8—1203 elde edilir.



Problem 11(L. Gokee: {1,2,3,4,5,6,7,8)¢ kiimesinin U¢ altkiimeg, B, C olsun.
a) s( AN BN C) =1 olacaksekilde kag farkli( A, B,C) sirali Gglust vardir?

b) s( AN BN C) = 2 olacaksekilde kag farkli( A, B, C) sirali tclisti vardir?

aicin Cozuim: Tim (A, B, C) sirali t¢lilerinin kimesirke evrensel kiimesi olarak tanimlaya-

lim. A yerine 2° tane,B yerine 2°, C yerine 2° tane kiime secebilegieniz icin Carpma
Prensibne gore s(E)=2°[2°(2°= 2*" olarak hesaplaniristenen durumlarin kiimesini

D :{(A, B,C): { A1 AN C)z]} seklinde tanlmlarsakB:{(A, B,C): A1 AN C):O}
olur. Asagidaki sekilde A B C kimesini ifade eden bolgeile gosterilmgtir. Bu bolgeye
hicbir eleman gelmeyegeicin {1,2,3,4,5,6,7,8,}9 kimesinin her bir elemanigemadaki 7

bolgeye7° yolla daitabiliriz. 5(5) =7° olur. Tiimleme Prensihden

s(D)=9B- s(_[) =227 —7° olarak bulunur.

b icin Cozum: istenen durumlarin kiimesiri :{(A, B,.C): A1 AN sz} seklinde ta-
nlmlarsak5={(A, B,C): { AN B1 Q=0 veya § A B §= }l olur. s(AN BN Q=0
esitli gini saglayan (A, B, C) uclilerinin sayisinirv® oldugunu problemira kisminda bulmg
tuk. Simdi de s( AN BN C) =1 ssitli gini saglayan (A, B, C) uglulerinin sayisini belirleyelim.

Bunun igin Ustteksemadax yerine{1,2,3,4,5,6,7,8,}€ kiimesinin elemanlarindan bir tanesi-
9
ni segelim.(lj =9 farkh secim yapilabilir. Geriye kalan 8 elemanbdlgeye7® yolla dasi-

tabiliriz. Carpma Prensibie gore97° tane sirall Uglii yazabilirizToplama Prensilriden
5(5) =7°+97° = 1607 olur. . Tumleme Prensihden s(D)=s( E)- 5(_[) _ 52 _ 160

elde edilir.



Problem 12:k ve n birer pozitif tamsayi olmak tizefd, 2,3,.. n} kimesininA, A,,..., A

k

alt kiimelerini g6z onuine alaling.J A ={1,2,3,.. n} olacaksekilde kag tand A, A;,..., A)
i=1

siralik — hsi yazilabilir?

C06zim: 1 elemanini alalim. Bu eleman/ de olup olmamasi yonuyle 2 durum vardir. Ben-
zersekilde 1 in A, de olup olmamasi yoniyle 2 durum vardir. g¢kilde devam edilirse 1 in

A, A,..., A kiimelerinde olup olmamasi yonuy® durum vardir. 1 bu kiimelerden bir

kisminda bulunup, bir kisminda gorilmeyebilir. Rakdou kiimelerden hi¢birinde bulunmaz-
sa bu istenmeyen bir durumddiimleme prensilgeresi 1 in A, A,,..., A, kimelerine dg-

limi 2% -1 yolla gerceklgir. Ayni islemler 2, 3, ... nicin de yapilirse&Carpma Prensibile
(2" —1)“ tane(A, A,,..., A) siralik— lisi yazilabilir.

Problem 13: Kenar uzunlgu 1 cm olan bir kare icine, alanlari toplami 1995 olan ve
konveks olmalari gerekmeyen 1998 tane cokgen, kadsina tgmayacak bicimde rastgele
yerlestiriliyor. Karenin en az bir noktasinin s6z konugakgenlerin hepsi tarafindan orttldu-
guni gosteriniz.AkdenizM.O 2. Asama — 1998)

CoOzum: Karesel bolgeyee, cokgensel bolgelerey, tUmIeyenIerineK, alanlarina A(A)

1998 1998
diyelim. ﬂ A #0 oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igiA(ﬂ Aj>0 oldugunu gos-

i=1 i=1
termek yeterlidir.

1998 1998
ANAI=FAU AI\] (De Morgan Kural)
i=1 i=1

1998 . 1908
( ) Z( )(Tumleme Prensipi

-l
1998
=1998->" A(A)

i=1

=1998- 1997, O,



1998
olup A(ﬂ AJ s% elde edilir. Tekraffiumleme Prensimygulanirsa

i=1

1998 1998 1998 1
ANAIFAN Aj=1 olup A(ﬂ AJZE elde edilir.
i=1 i=1 i=1

Alistirma Sorulari:

1) 6 erkek, 5 kiz arasindan 3ikik bir grup kurulacaktir. Grupta en az 1 erkeknalsi kgu-
luyla kag farkl grup olgturulabilir? (C: 155)

2) 4 basamakli ve rakamlarinin ¢arpimi ¢ift sayr ag dgal say vardir? (C: 8375)

3) 122333 un tim 6 1 permutasyonlarindan kag tanesi

a) 1 ile bglamaz veya 3 ile bitmez?

b) 1 ile bglamaz ve 3 ile bitmez?

c) 1 ile bglamaz veya 3 ile bitmez veyagban ikinci siraya 2 gelmez?

d) 1 ile bglamaz, 3 ile bitmez ve &@n ikinci siraya 2 gelmez?

4){1,2,3,..,2§ kumesinin elemanlarinin carpimi

a) 9 ile tam bolunebilen kag farkli altkimesi vardir?

b) 8 ile tam bdlunebilen kag farkh altkiimesi vardir?

5) (L. Gokee {1,2,3,.. n} kuimesinin iki altkiimesA, B olsun.
a) s( AN B) =1 olacaksekilde kag farkli( A, B) sirali ikilisi vardir? (C:4" - 3")
b) s( AN B) = 2 olacaksekilde kag farkli( A B) sirali ikilisi vardir? (C:4" —(n+1)(8")

c) 0<k<n olmak tzeres( AN B) > k olacaksekilde kag farkli( A, B) sirali ikilisi vardir?

<c;( " jm( n jmmk—u...{”jmo)
k+1 k+2 n



6) (L. Goked {1,2,3,.. n} kiimesinin U¢ altkiimeg, B, C olsun.
a) s( AN BN C) =1 olacaksekilde kag farkli( A B, C) sirali tigliisti vardir?
b) s( AN BN C) = 2 olacaksekilde kag farkli( A, B,C) sirali tglusti vardir?

c) 0<k<n olmak uzeres( AN BN C) > k olacaksekilde kag farkli(A, B,C) sirali ticliisu

vardir?
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