Zor Soru Nasil Hazirlanir?

Bu siireci gayet uzun bir érnekle géstermeye ¢alisacagim.

Soru 1:

Birbirine icten teget D ve O merkezli iki cemberden kiigik olani digerinin ¢apina da tegettir. OC = CB =
4 ise kiguk ¢gemberin yarigapi kagtir?

o
\_

Coziim:
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Gorildiagi gibi cok klasik bir teget cemberler sorusu ile karsi karsiyayiz.
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0,D,E dogrusal olacagi icin, DC = DE =r dersek OD = 8 —r ve ODC uggeni dik lggen olacaktir.
Pisagordan DC% + 0C? = 0D? > r? + 42 = (8 —r)? = 16 = 64 — 161 = r = 3 rahatlikla elde edilir.
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Yorum:

Bu soru birgok 6grenci icin zor bir sorudur. Matematikten hatiri sayilir bir net gikartan ¢ogu 6grenci icin
ise klasik bir sorudur.

Peki bu soru nasil tiiretildi? ODC Uggenini 3 —4 — 5 Uggeni olarak kurgulayinca, OE =5+ 3 =8 ve

CB = 4 ¢ikiyor. OC = CB = 4 bagintisini verdigimizde digerleri bulunabiliyor. Bircok LYS geometri sorusu
bu mantikla hazirlaniyor.




Bu soruyu su sekilde de sorabilirdik.
Soru 2:

Birbirine icten teget iki cemberden kigik olani digerinin ¢apina da tegettir. AC = 12, BC = 4 ise kigik
¢emberin yarigapi kactir?
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Yorum:

Bu soru bir oncekine gore bir nebze daha zor. Neden? Ciinki, 6grenci bir énceki soruda “O,D,E
dogrusaldir” diyordu. O ile D goriinirdi. Simdi, cemberlerin merkezlerini kendisi yerlestirmek zorunda.

Yeterince zor bir soru mu? Ortalamanin iistiinde bir 6grenci igin degil. O zaman klasik LYS mantigindan
biraz siyrilalim. Ogrencilerin ¢ozerken zorlandigi soru tipine, yani deger vermeden sorulan sorulara
gegelim.

Soru 3:

Birbirine icten teget iki cemberden kiigik olani digerinin ¢apina da tegettir. AC = a, BC = b ise kiguk
¢emberin yaricapi a ile b cinsinden nedir?

Coziim:

AO ve OC dogru parcalarinin uzunluklarini yazalim:

AB=a+b=>A0=OB=0E=“2vaeoc=“7”’—b=“2i
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0, D, E dogrusal oldugundan OD = OF — DE = - T elde edilir.
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ODC iggeninde Pisagordan DC% + 0C? = 0D? = (#) =r?+ (az—b) elde edilir. Harfi ifadelere
dalinca, a? + b% + 4r% + 2ab — 4ar — 4br = 4r? + a? + b? — 2ab = 4ab = 4ar + 4br elde edilecek.
Bu da bize r(a + b) = ab esitligini verir. a = 12,b = 4 icinr = 3 elde edilir.
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Simdi buldugumuz bu 6zdeslikle biraz oynayalim. r = el + b= elde ettik.

Bu noktadan itibaren Matematik Olimpiyatlari seviyesine gegiyoruz. Sorumuz klasik bir soru olacaksa:
Soru 4:

Birbirine icten teget iki cemberden kiglk olani digerinin [AB] ¢apina C de tegettir. Kiicik gemberin
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yarigapi rise, — = — + 7c oldugunu gosteriniz.
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Yorum 1:

Bu soru bir 6nceki sorudan farkh degil. Hatta daha kolay, cevabi bize soyliyor. AC =a ve BC =b
dedigimizde yukaridaki soruyu elde edecegiz.

Yeri gelmisken belirteyim. Bizim egitim sistemimizde deger verme ¢ok yaygin. Mesela AC = 3 - BC gibi
ifadeyle karsilastigimizda, biz hemen “BC = k ise AC = 3k dir” diyoruz. Halbuki, bu yontem yukaridaki
sorunun ¢oziiminde buyik kolaylk saglamaktadir. Yine de, agik¢a belirteyim, olimpiyat seviyesinde diger
yol daha sik duruyor.

Yorum 2:

Su asamada, basit bir ¢ember sorusundan bir olimpiyat sorusu elde ettik. Olimpiyat seviyesinde
duslinlirsek, bu soru o kadar da zor bir olimpiyat sorusu degil. Diyorum; ama bu soru aslinda 1993 yilinda
1. Ulusal Matematik Olimpiyatinda soruldu. Neden basit bir olimpiyat sorusu, ¢liinkii cember merkezleri
ile degme noktasinin dogrusalligi haricinde bir analitik diisiince barindirmiyor. Bu da apacik ortada. Belki
de bdyle bir yorum yapmamda, OSS hazirlik siirecinde bu tarzda birgcok soru gérmemiz etkili. Yine de,
bizim egitim sistemimize gére bu soru ilkdgretim Matematik Olimpiyati ayarinda.




Soruyu lise olimpiyat seviyesine tasiyalim.

r(a+ b) = ab elde etmistik. ab ne? C noktasinin kuvveti. r(a + b) ne? Bir sey degil. En azindan C
noktasinin blyilik cembere gore kuvveti degil. Ama DC yi (a + b) kadar uzatirsak, bakin ne elde ediyoruz.
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DC - CE = AC - CB yani C noktasinin bir cembere gore kuvvetlerinin esitligini elde ediyoruz. Buradan
elde ettigimiz sonu.ta D,B, A, E nin ¢embersel oldugu, ya da ADBE dortgeninin bir kirisler dortgeni
oldugudur.

Soru 5:

Birbirine igten teget iki cemberden kigulk olani digerinin [AB] ¢apina C de tegettir. D kiglk gemberin
merkezi olmak tizere; [DC Uzerinde AB = CE olacak sekilde bir E noktasi aliniyor. A, D, B, E noktalarinin
cembersel oldugunu gosteriniz.

Coziim 1:

AC = a,BC = b,DC = r deriz. Cemberselligin olmasi icin r(a + b) = ab olmasi gerekir. Bu durumda

r= aa—; elde edilir. Demek ki r yi a ve b cinsinden bulmamiz isteniyor. Daha 6nceki sorulardaki gibi

cozimlerle ra+rb =ab =>r(a+b) = ab elde edilir. Bu durumda DC - CE = AC - CB olacagi igin
A,D, B, E cembersel olur.

Yorum:

Bu ¢6zim, bizim kurguladigimiz ¢6ziim. (Tam bir “soru béyle hazirlanir” érnegi)

Simdi de, yonlendirme olmadan, farkli sekilde soruyu ¢ézelim. Aslinda bunu, soruyu hazirlayan kisi kolay
kolay yapamaz. Bu noktada, baska kisilerden yardim alinmasi daha mantiklidir.




Coziim 2:

DE, AB capli O merkezli cemberi G € [CE] olacak sekilde F ve G de kessin. H, cemberlerin birbirlerine
teget olduklari nokta ve DH, O merkezli cemberi I da kessin. O, D, H acik bir sekilde dogrusal.

DH - DI = DH(IH — DH) = DC(AB — DC) = FD - DG = (CF — DC)(CG + DC)

= (CF — DC)(CF + DC) = DC(AB —DC) = CF?>—DC? = DC - AB = CF? elde edilir. C noktasinin
cembere gore kuvvetinden AC-CB = CF -CG = CF? oldugu icin DC-AB =DC-CE = AC-CB
olacagindan A, D, B, E cemberseldir.

Yorum:

Olimpiyat mantiginda sorular genelde bu sekilde ¢oziliiyor. Aslinda, bu sekilde ¢oziiliiyordan ziyade, bu
sekilde ¢dzlim yaziliyor desek daha dogru olur.

Basit bir cemberlerin tegetligi sorusundan nerelere geldik, gérdiiniiz mii? Farkindayim, sikildiniz. Ama
bu soru iizerine yenecek ¢ok ekmek var.
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Hatirlayalim, Soru 4’0 nasil tiretmistik: r = —=> —=-= -4+ -=-,
a+b ab r a b r
. r a . e T . r DC . a . a AC . . AC
Benze sekilde — = — elde edilebilir. - nedir? — = tan £DBC = — dir. — nedir ? — = — dir. Peki —
b a+b b b CB a+b a+b AB AB

nedir? Bir sey degil; ama paralelligi hatirlatir. tan2DBC dedik ya, tan£DBC nin blyik ¢cemberde de bir
karsiligi vardir. Bu gérmek icin, BD ile cemberi ikinci kez kesistirelim.
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tan 2DBC = 2£ =28 By durumda L =2 =28 = 2C = 2 qjde edilir. 2% dedik ya paralelligi hatirlatir.
CB FB b CB FB AB a+b AB
C den BF ye paralel gizilen paralel AF yi G de kessin. % = % olur. Daha 6nceki esitlikle birlestirdigimiz
de 25 =25 = X8 o AF = (G elde edilir. Yani asagidaki sekilde CG = AF.

FB~ AB  BF
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Kisaca, 6. sorumuz ne oldu?
Soru 6:

O merkezli AB capli yarim ¢cembere teget olan D merkezli cember, AB ¢apina da C noktasinda tegettir.
BD, O merkezli cemberi F de, C den gecen BF ye paralel olan dogru da AF yi G de kessin. AF = CG
oldugunu gosteriniz.

Coziim:

AC CG AF DC o . . . .. . L
— = — = — = — oldugunu goéstermemiz isteniyor. Onceki sorulardaki gibi
AB~ BF BF CB g 8 y ulardaki gib

AC-BC =DC-(AC+ BC)=DC-AB :% = % oldugunu buluruz. Sonra g = % ve % = %

esitliklerini birlestirerek, AF = CG elde ederiz.

Yorum:

Bence bu soru, dnceki sorularin hepsinden daha giizel.

CG = AF guzel bir esitlik. Hazir bulmusken, biraz daha irdeleyelim. AF L BF ya? [BF Ulzerinde AF = HF
olacak sekilde bir H noktasi alirsam. AFH Uggeni ikizkenar dik tGiggen olur. Bu tip seyler glizel. Tamamen
rastgele noktalar aliyorsunuz, bir ikizkenar licgen elde ediyorsunuz. ikizkenar ticgen oldugunu ispatlayin,
tarzinda bir soru mu soralim. Sik bir soru olmaz. Biraz daha inceleyelim. HF = CG, CG || BF ve BF 1 AF
oldugu icin, CHFG bir dikdortgen olur. O zaman H ne imis, C den BF ye inilen dikmenin ayagl imis. O
zaman, C den BF ye inilen dikmenin ayagl H ise AF = FH oldugunu gosteriniz. Degil mi, yeni sorumuz?
Olabilir; ama biraz daha isi siki tutalim.

CH || AF oldugu icin £FAH = £AHC = 45° olur. Bence sade bir soru oldu. Hem bu sekilde F noktasini
da tanimlamak gerekmez.




Soru 7:

O merkezli AB ¢apli yarim ¢cembere teget olan D merkezli gember, AB ¢apina da C noktasinda tegettir. C
den BD ye inilen dikmenin ayagi H ise, ZAHC agisi bulunuz.
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Bu soru Uzerine, degiskenleri degistirerek, daha 6nce bahsettigimiz gibi ikizkenarligi sormak gibi, bircok
soru Uretilebilir. Ama her adimda amacimiz; sik duran, belirli bir analitik diisiinceyle birinden digerine
gecilen sorular elde etmek. Mesela, AHC li¢geninin ¢evrel ¢emberinin merkezi, P yi ele alalim.
LAPC =2 - £LAHC =2 -45° =90° olacagl igin P, AC yi 90° ile gorir. Yani P, AC ¢apl ¢ember
Uzerindedir. “AHC Uggeninin cevrel ¢emberinin merkezinin AC c¢apli ¢ember Uzerinde yer aldigini
gosteriniz.” diye bir soru da elde etmis olduk. Bunu soru olarak yazmayacagim. H ile P noktalan AC vyi
sabit acilarla gorlyorlar. Sabit a¢i dedigimizde, geometrik yer aklimiza gelir. Ama AC sabit degil, yani
cevap AC den gegen bir yay degil en azindan. Bu konuda dinamik ¢izim araglarina da giris yapmis olalim.

H noktasinin ya da AHC Uggeninin ¢evrel merkezi P nin geometrik yerini bulmaya calisalim.

Ben The Geoemeter’s Sketchpad yazilimini kullaniyorum. Cabri ya da Geogebra gibi baska yazilimlar da
var. Ustelik Geogebra iicretsiz. Size bu programlarin nasil kullanildigini anlatmayacagim. Bu tip
programlarla, neler yapabileceginizden bahsedecegim.

Bu programlarla, pergel ve cetvel ile c¢izim yapar gibi cizimler yapabiliriz. Uzunluk, aci olgebiliriz.
Dogrusallik, cembersellik testleri yapabiliriz. Bir noktayi belirli bir egri Ustiinde hareket ettirerek, diger
noktalarin davranislari hakkinda fikir sahibi olabiliriz. Son sodyledigimiz sey ayni zamanda su anlama
geliyor: Geometrik yer bulabiliriz.

Bu programlara, H ya da P nin geometrik yeri hakkinda fikir sahibi olmak icin basvuruyoruz. Oncelikle bir
[AB] capli gember ve [AB] ye [AB] lizerindeki C noktasinda dokunan, [AB] ¢apli gembere de teget olan
kiicik cemberi cizmemiz gerekiyor. Bunun kendisi bile bash basina bir soru.



Soru 8:

Bir dogru lzerinde sirasiyla A, C, B noktalar aliniyor. AB ye C de ve [AB] ¢apli ¢embere teget olan
cemberi giziniz.

Coziim:

Pergelimizin bir ucunu A ya, diger ucunu B ye yerlestiririz. Pergelimizi |AB| kadar agmis olduk.

E

Sonra pergelimiz ile C merkezli |AB| yarigapl ¢ember gizeriz. Bu ¢cember ile C den gecen ve AB ye dik
olan dogrunun kesisimini E olarak isaretleriz. Dikkat ettiyseniz, Soru 5’te elde ettigimiz cikarimlari
uyguluyoruz. ABE (ggeninin ¢evrel cemberini ¢iziyoruz. Bunu nasil yapiyoruz? AB nin orta dikmesi ile AE
nin orta dikmesini kesistiriyoruz. Olusan nokta ABE Uggeninin ¢evrel merkezi oluyor. Bu nokta merkezli A
dan gecen ¢emberi giziyoruz. Bu ¢cember ile CE dogrusu, D de kesissin. D noktasi, cizilmesi istenen

¢emberin merkezidir. D merkezli C den gegen ¢gember, ayni zamanda AB capli gembere tegettir.
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Bu sonuca nasil vardik. Soru 5’in ispatindan. Yani bu soruyu ¢6zmeden 6nce, istenen gemberin yarigapinin
AC-CB

oldugunu gostermemiz gerekiyor.

Yorum:

Bazen soruyu gizmek, ¢cozmekten daha zor.

Simdi de C den BD ye dik inelim.
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Programimizi kullanarak C yi A — B arasinda gezdirebiliriz. Neyse ki, program da bunu otomatik olarak
yapan bir ara¢ mevcut. C ile H noktalarini seciyorum. Sonra Locus (Geometrik Yer) ozelligini
cahstiryorum. H, C ye bagiml oldugu igin program C vyi ait oldugu kiime igerisinde (Burada [AB] oluyor)
hareket ettiriyor. Sonucta asagidaki gibi bir sekil elde ediyoruz.




H nin geoemetrik yeri AB gegen bir yay gibi duruyor. Sekle aldanmamak lazim. Baska turl(i, mesela elips
gibi, bir egri de olabilir. Ama degil. Nereden biliyoruz. Clinkii ZAHB = 135° ve A, B noktalari sabit. Bu
durumda H nin geometrik yeri bir cember yayidir. AHB (ggeninin ¢evrel merkezi Q olsun. ZAQB + 2 -
2AHB = 360° = £AQB = 360° — 2 - 135° = 90° olacaktir. Yani Q noktasi, AB ¢apli cember lGzerinde ve
AQ = QB o6zelligini sagliyor. Yani Q, AB ye O da dik olan dogrunun Uizerinde.

o C
0
Gergekten de, H noktasinin geometrik yeri AB ¢apli gemberin AB yayinin orta noktasini merkez kabul
eden ve A, B noktalarindan gegen ¢emberin AB kiglk yayidir.




Yorum:

2AHB = 135° oldugunu fark edince, ¢izim programina gerek kalmiyor. Cizim programi, geometrik yer
sorusunu ¢ozmez; geometrik yer hakkinda fikir verir. Aslina bakarsaniz, ben ilk basta ZAHB = 135°
oldugunu fark etmedim. £ZAHC = 45° degerine yogunlastigim igin, bunu ilk olarak kagirdim. Sonra
Geoemeter’s Sketchpad AB yayina benzer bir sekil ¢ikarinca, hemen fark ettim.

Boylelikle agsagidaki soruyu elde etmis olduk.
Soru 9:

AB capl bir yarim gember veriliyor. C, [AB] tzerinde hareketli bir noktadir. Yarim ¢embere teget olan D
merkezli cember, AB ¢apina da C noktasinda tegettir. C den BD ye inilen dikmenin ayag H ise, H
noktasinin geometrik yeri nedir?




Tekrardan, AHC uggeninin ¢evrel gemberinin merkezinin geometrik yeri konusuna dénelim.

£APC = 90° oldugunu, P nin AC capli cember lzerinde yer aldigini daha 6nce soylemistik. Ama AC sabit
degil. Programimizin geometrik yer 6zelligini calistirinca, P igin asagidaki gibi bir sekil elde ediyoruz.

A o

Bu nasil geometrik yer? Aslinda C = B oldugunda buyik ihtimalle P sonsuzda ¢ikiyor. Ondan dolayi
dairenin disinda kalan kismi 6nemsemeyelim. Gercekten de, A = C oldugunda P = A dan baslayip,
B = C oldugunda ¢emberin ortasina kadar gelecektir. Bu durumda, olasi bir geometrik yer, A ile AB



yayinin orta noktasini birlestiren dogru pargasi olabilir. Bu sefer ¢6ziimi yapmadan 6nce, soruyu soralim.
Sonra ¢0zUmi yapalim.

Soru 10:

AB capl bir yarim ¢ember veriliyor. C, [AB] Uzerinde hareketli bir noktadir. Yarim ¢embere teget olan D
merkezli cember, AB capina da C noktasinda tegettir. C den BD vye inilen dikmenin ayagi H, AHC
Uggeninin ¢evrel merkezi P ise, P noktasinin geometrik yeri nedir?

Cozim:

BH, AB capl cemberi F de kessin. C den BF vye cizilen paralel AF yi G de kessin.

F

A o P B
(Soru 6'y1 elde etmis olduk.) Yine ilk sorulardan beri kullandigimiz esitligi kullanarak AC - BC = DC -
(AC+BC)=DC-AB > - oldugunu buluruz. Sonra A L6 e AF esitliklerini birlestirerek,
AB  CB CB  BF CB BF

AF = CG = FH elde ederiz. Bu durumda AFH Uggeni ikizkenar dik tggendir. HC || AF oldugu igin,
2AHC = 45° elde edilir.

P cevrel merkez oldugu icin LAPC = 90° ve AP = CP oldugu i¢in de £PAC = 45° = £PAB. Yani P, AB
ile 45° derecelik agi yapan bir dogru Uzerindedir. Bu dogru ¢emberi AB yayinin ortasinda keser. A ile AB
yayinin orta noktasini birlestiren dogru pargasi, P noktalarinin geometrik yeridir.



Tam bitirdim derken, The Geometer’s Sketchpad’in gercege yakin ¢izimi yeni bir iddia ortaya atmamiza
neden oluyor.

Dikkat ettiyseniz, AHC (ggeninin ¢evrel cemberi cemberlerin birbirlerine degdikleri noktadan geciyor. O
zaman bu noktaya T dersek, sadece A,B,C ve T noktalarini kullanarak; ACT Uggenlerinin gevrel
merkezlerinin geometrik yerini sorabiliriz. Bu da glizel bir soru olur; ama bu T noktasi tanidik geliyor.
£AHC = £ATC = 45°. £ATB = 90° oldugu icin de CT, ATB agisinin agiortayi olacaktir. Tabi ki, tim
bunlar T € (AHC) ise gecerli.

Yine iddiamizi soruya doniistiirelim.
Soru 11:

AB capli ¢gembere T noktasinda teget olan ¢ember, AB c¢apina da C noktasinda tegettir. TC nin ATB
acisinin aglortayi oldugunu gosteriniz.

N

Coziim:
| w

AT kiglUk cemberi X te, BT kiiglik cemberi Y de kessin. T den gegen tegeti cizelim. Teget-kiris acilarin
esitliginden 2TXY = £TAC ve dolayisiyla XY || AB olacaktir. Paralellikten ve teget-kiris agidan dolayi
LATC = £XCA = £YXC = £CTY olur. Buda TC nin agiortay oldugu anlamina gelir.




Yorum:

Dikkat ettiyseniz, AB nin g¢ap oldugu bilgisini kullanmadim. Herhangi bir AB kirisi i¢cin TC, ATC agisinin
aclortayl oluyor. Bu soruyu c¢ozerken, bu sorunun ¢ok genel bir soru oldugunu hatirladim. Evet 11.
sorumuz, tekerlegi yeniden icat ettirdi. Yine de cok basit bir elementer ¢6ziime sahip bu Ozellikten
faydalanmaya bakalim. Kendimize su soruyu soralim: TC nin aglortay oldugu bilgisini kullanarak énceki
sorulari kisa yoldan ¢6zebilir miyiz? Ya, nasil ki bu soruda AB nin ¢ap olmasi bir sey degistirmiyorsa,
onceki sorularda da buna benze durumlar olabilir.




