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OZET

Duzlem geometri problemlerinin veya teoremlerinin ¢cézimuinde bir lise 6grencisinin
rahatlikla anlayabilecegi klasik metotlar kullanilir. Olimpiyat problemlerinde de durum hemen
hemen aymdir. Siradis1 tekniklere pek rastlanmaz.

Mevcut problemlere farkli ¢ozim yontemleri bulma arayislarimiz bizi harmonik bo-
[Gm kavrami ile tamstirdi. Harmonik bdlim kavrami yardinmyla gesitli problem ve teoremlere
0zgun ¢ozimler Urettik. Farkli ¢oziimler yaparken yeni problemler de gelistirdik.

Calismamizda kaynak taramasi yaparak konu ile alakal1 daha dnce yapilmis calisma
lar tespit edilmeye calisilmis ve bir kag matematik forumunda bazi uygulamalar bulunmustur.
Bu uygulamalardan farkl1 olarak harmonik bdlum kavramim uygulayabilecezimiz problem ve
teoremler arastirilmis ve bu problemlere daha 6nceden yapilmamis farkli ve 6zgin ¢ézimler
dretil mistir.

Calismalarnmz bizde bahis konusu yontemin bircok problemin icerisinde var oldugu
ama gozden kactig1 kanaatini uyandirmistir. Harmonik bdlumin kullansli, agik ve anlasilir bir
yontem oldugu sonucu ortaya gikmistir. Ozellikle noktadasl ik veya dogrusallik iceren problem-
lerin ¢oztimiinde etkin bir yontem oldugunu disinmekteyiz.

! hitp://www.mathlinks.ro/Forum/ sitesinde harmonik béliimiin baz: uygulamalar: mevcuttur.




GIRIS. Proje calismamiz bir matematik forumundaki? bazi problemlerden yola gikarak basl a-
mistir. Calismamizin amact; geometri ile alakal1 teorem veya problemlerin ispatlarina harmonik
bolim kavramini kullanarak yeni bir yaklasim getirmek ve 6zgin ¢cozimler Gretmektir.

Kaynak taramasi yaptigimizda harmonik bolim kavrami yardimiyla problemlerin
coziildiigi gérilmistir®.Biz bu calismalardan farkl: olarak cogu lise égrencisinin bildigi teo-
remlere de bu yontemi uyguladik ve yeni problemler Urettik.

YONTEM. Calismamizda kullanacagimiz veriler icin kaynak taramas: yapilch. Harmonik bo-
[Gm ile alakal1 temel tamim ve teoremler belirlendi. Bu bilgiler cesitli problem ve teoremlerin
ispatlart igin kullamldi.

Calismamiza, gerekli tamm ve yardima teoremleri vererek gecelim.

Tanim. Bir d dogrusu ile bu dogru tizerinde A ve B noktalar verilsin. P noktast [AB]’ yi icten,

|ap| |PB| P ve O nokialar: [AB]'vi
— =7 lSe ve nokiatarti Vi
40l |

harmonik olarak boliiyor denir. Bu dort nokta harmonik boliim yada kisaca harmonik olarak
adlandwriir ve (AB;PQ) bigiminde gosterilir. Ayrica P ve Q noktalarina A ve B noktalarima
nazaran birbirinin harmonik eslenigi denir.

O noktast ise distan bolen birer nokta olsun. Eger

£ ?

e
Qe

Sonuc¢—1. (4B; PQ) harmonik ise (PQ; AB), (BA; PQ) ve (AB,; OB) de harmoniktir.
Biz bir tanesinin ispatinm yapalim. Digerleri de benzer sekilde ispatlanabilir.

47 = igd = 0] = igi = 08 = @ (PQ;AB) harmoniktir
4ol |so| |4 |ar| " lod| pdl T |

Ispat: (4B;PQ )harmonik ise

Tamim. Bir dogru iizerinde sirasiyla A, P, B, Q noktalan ve bu dogru iizerinde olmayan bir O

sin AOP _ sin POB

sn40Q sSinBOQ

denir. [OA, [OP, [OB, [OQ isin demetine harmonik isin demeti denir ve O(AB,;PQ) bi¢iminde
O

noktasi verilsin. Eger ise [OP ve [ OQ 1sinlart AOB ag¢isini harmonik boliiyor

A P B Q

gosterilir.Burada [OP ve [OQ isinlart ise [OA ve [OB isinlarina gére harmonik eslenik 1smmlar
olarak adlandrilir.Biz harmonik 151n demeti yerine kisaca harmonik 1sin adlandirmasini kulla-
nacagiz.

2 http://www.geomania.org/index.php?topic=359.0
® www.mathlinks.ro sitesinde ¢esitli uygulamalar mevcuttur.




Dogal olarak OP ve OQ ismnlart AOB agisint harmonik olarak boltyorsa O4 ve OB 1s1n-
lar1 da POQ agisim harmonik olarak boler.

sin AOP smAOQ sin POB _sinAOP
sin POB smBOQ SNBOQ  snA0Q
istnlarninin da POQ agisint harmonik boldiugini gosterir. Dolayis ile O(QP; BA) harmonik

1s1ndhr.
Projemizde kullanacagimiz yardimci teoremler verelim.

CUnki O(AB;PQ) ise olur ki bu ise 04 ve OB

Y.Teorem—1. ABC ii¢geninin BC, CA ve AB kenarlari itizerinde sirasiyla X, Y, Z noktalart ve-
rilsin. BC ile ZY nin kesim noktast X’ olsun (X’X; CB) nin harmonik olmast igin gerek ve ye-
ter sart AX, BY ve CZ nin noktadas olmasidrr.

A
Z
Y
P
B
X!
X C
ispat:
o , . xXc xc .
Yeterlilik: (X"X; CB) harmonik olsun. Bu durumda B xB dir (1). Menaleus teoremin-
X'C BZ AY CX BZ AY
den; ——.—.—=10lup (1)’den —.—.—— =10lup Seva teoreminin karsiti geregince AX,
X'B Z4 YC XB 74 YC
BY, CZ noktadastir.
X'C BZ AY
(Gereklilik): AX, BY, CZ noktadas olsun. Menaleus teoreminden ——.—.— =1 ve Seva
X'B 74 YC
CX BZ AY X'C XB xX'c xc
teoreminden —.—.— =10lup taraf tarafa oranlarsak —— —=1= ——=—olur ki bu
XB 74 YC X'B XC X'B  XB

ise (X’X; CB) nin harmonik oldugunu gosterir.

Y.Teorem-2. Bir d dogrusu tizerinde siraswyla A, P, B, Q noktalari ve bu dogru tizerinde olma-
yan bir O noktasi verilsin. O(AB; PQ)'nun harmonik 1sin olmast icin gerek ve yeter sart (AB;
PQ)’ nun harmonik olmasidir.

0

4 P /B lo H
Ispat:
Yeterlilik: O(4B; PQ) harmonik 1sin ve OH L AQ olsun. Sinlis alan bagintisindan
HO.AP =0OAOPSNAOP AP  OP sin AOP (1)

HO.AQ = 04.00.Sn 400~ AQ _ 00 Sin 400




HO.PB = OB.OPsin POB PB OP sin POB
_ = = :
HO.BQ=0B.0Q.snBOQ BO 0OQ sinBOQ
harmonik 1s1n  oldugundan s!nAOP = anPOB (3) olup 1,2 ve 3'ten AP _ B dirBu du-
sSSNA0Q sSnBOQO AQ  BQO
rumda (4B, PQ) harmoniktir
PB

Gereklilik: (4B;PQ) harmonik ise % = E dur. Sintis alan bagintisindan

(2) esitliklerini yazabiliriz. O(AB,;PQ)

HO.AP = OAOP sSnAOP AP  OP sin AOP
j— =
HO.AQ = 04.00.SnA0Q AQ 0OQ sin A0Q

HO.PB = OP.OBsin POB PB  OP snPOB o AP PB

_ = = o yazabiliriz.  ——=—oldugundan
HO.BQ = OB.0Q.snBOQ ~ BQ 0Q snBOQ AQ BQ
snPOB  sin AOP

SNnBOQ sinA40Q

olur. Dolayist ile O(4B; PQ) harmonik 1gindr.

Y.Teorem-3. Bir d dogrusu tizerinde siraswyla A, P, B, Q noktalari ve bu dogru tizerinde olma-
yan bir O noktas1 verilsin.

i) (AB; PQ) harmoniktir.

ii) AOB ag¢ismin i¢ agiortayr OP’ dir.

iii) OP L OQ dur.
Yukarida belirtilen iddialardan herhangi ikisi dogru ise digeri de dogrudur.

0
A P B 0
Ispat: i ve ii dogru ise iii de dogrudur.
(AB; PQ) harmonik ise (OP; BA) daharmoniktir. gﬁ ip (1) ve AOB uggeninde OP agiortay

OB _ BP

QB OB
oldugundan — = 2) olur. (1) ve (2)'den =—
g o4 PA (2 (1) (2 04" 0

y —olur. Bu ssitlik bize OQ’nun AOB

acisinin cis agiortayr oldugunu gosterir. Bu durumda OP 1 OQ dir.

i ve iii dogru ise ii de dogrudur.

(AB; PQ) harmoniktir oldugundan O(AB; PQ) harmonik isindir. Dolayist ile
. . . sin| = + 40P

smAOP_smAOQ:smAOP_ 2

snPOB snBOQ ~ sin POB sin(”—POBj

. sin AOP _ cos AOP
SNnPOB  CcosPOB

= SiNAOP.cosPOB — SinPOB.cos4O0P = 0 olup sSin(AOP — POB) = 0

sin(4A0P- POB)=0= ZAOP = ZPOB veya ZAOP - /POB =rdir. ZAOP- /ZPOB=rn
olamayacagindan ZAOP = ZPOB olmalidir. Dolayisi ile AOP agisinin agiortayr OP’ dir.



ii ve iii dogru ise i de dogrudur
. : 5 OB BP
AOB Ucggeninde OP agiortay oldugundan o4 PA (1) ve  OP L OQ ve OP aciortay oldu-

PA
§ OB OB , OB BP .
ndan OQ d ortay olur ve =—=— (2) olur. (1) ve(2))den =—=—olup b tlik
gu Q dis ag yquA OA() ur. (1) ve(2) 04~ PA up bu esitli

(OP; BA) harmonik ve buradan (4B, PQ) harmoniktir.

2 _ oPOOQdur.

Y.Teorem-4. (AB;PQ) harmonik ve AB’ nin orta noktas O ise A02 =OB
Ispat-1: O noktasi 4 ile P arasinda olsun. (4B;PQ) harmonik ol dugundan;

AP PB AO+OP  AO-OP
—_— = = =
AQ BQ 240+ BQ BO

— A0.BO + OP.BO = 240% —240.0P + BO.AO — BO.OP

— 2402 = 20P.BO + 240.0P = 20P(AO + BO)
— 40% = OP(40 + BQ) dir. A0 + BO = 0B + BO =00 oldugundan 40? = 0P.00 ve 0B® = 0P.00
dur.

Bu ispata alternatif olarak gelistirdigimiz estetik olarak glclu olduguna inandigimiz
geometrik ispat1 verelim.

Q

Ispat-2: DP | AQ olacak sekilde bir D noktas: adaim. Bir ticgende yiikseklikler noktadas ol-

dugundan DP, BR, AS yukseklikleri noktadastir.(4B,;PQ) harmonik oldugundan Y.Teorem-1
geregince Q, S, R noktalar dogrusaldir. /ppp =p olsun. HSDR ve APHR Kkirigler dortgeni

oldugundan #SRB = /SDH = /SAB = /PRB = B Olacaktir. ZAQR = & olsun. /RBO = a + B ve ARB
tcgeninde RO kenarortay oldugundan BO = OR ve /RBO =a + = ZBRO yani /PRO=a oOlUr
ki bu bize ORP ile OQR Jucgenlerinin benzer oldugunu gosterir. Bu durumda

OR? = 0P.00 = OB® = OP.00 dir.

Simdi  dizlem geometrinin bazi teoremlerini ve matematik olimpiyatlarinda ¢iknms bazi
problemleri alisilmisin disinda, harmonik bolim kullanarak ispatlayabiliriz.

Simdi ispatlayacagimiz teorem agiortaylarlailgili oldugu halde biz agiortay teoremi kul-
lanmadan ispatinm yapacagiz.

Teorem—1. Bir iicgende iki i¢ agiortayn ayaklart ile iigiincii agimin dis aglortayinin ayagi dog-
rusaldir.



B P C

Ispat: D ve E noktalan i¢ agortaylann ayaklan ve DE ile CB'nin kesim noktasi F olsun. F
noktasinin dis agiortay ayag: oldugunu i patlamal 1y1z.

Bir tcgende i¢ aciortaylar noktadas oldugundan AP i¢ agiortaydir. Bu sebeple /BAP = «PAC
dir. Y.Teorem-1'den (FP;BC) harmonik dolayis ile A(FP;BC) harmonik igindir.

:>sinFAB_sinBAP:> sSin FAB _sinBAP:> sin FAB
SNFAC SNPAC ~ sin(FAB+2BAP) snBAP ~ sin(FAB+2BAP)
= SINFAB = SiN(FAB + 2BAP) = FAB + 2BAP = FAB veyaFAB + 2BAP =7 —FAB  olur.

/BAP #0 oldugundan /FAB+2/BAP=n—/FAB = /FAB = %— ZBAP olup bu sonug
FAB'nin dis agiortay oldugunu gosterir. iddia dogrulanmus ol du.

Teorem—2[Blanchet]|. ABC ii¢geninin AD yiiksekligi iizerinde keyfi bir P noktast alinsin. BP ile
AC, E'de, CP ile AB, F’ de kesissin. AD’ nin FDE ag¢isinin agiortayt oldugunu ispatlayiniz.

i
W
[N

Ispat: FE ile BC, L noktasinda kesissin. Y.Teorem—1'den (LD, CB) harmoniktir. Y.Teorem —
2'den A(LD; CB) harmonik 1sindir. Ve buradan (LK; EF) harmoniktir.xp L LD olup
Y.Teorem —3’'ten AD, FDE agisinin agiortayidir.

Blanchet Teoreminin karsiti da dogru olup harmonik bolim yardimiyla ispat: yapilabi-
lir.



Teorem-3. Bir iiggenin yiikseklikleri noktadastir.

C

Ispat—1: CF ve BE yiikseklikleri A noktasinda kesissin. AD nin yiikseklik oldugunu gosterirsek
iddiamiz ispatlanms olur.

Blanchet Teoreminden FH ve EH, DEF Uggeninin i¢ agiortaylar olup i¢ agiortaylar
noktadas oldugundan DH da FDE agisinin agiortayr olur. Blanchet teoreminin karsitindan 4D
yukseklik olur.

Ispat-2: EH agiortay ve EH 1L CE olup Y.Teorem-1'den (CH;KF) harmoniktir. (CH;KF)
harmonik ve DH aciortay oldugundan yine Y.Teorem-1'den HD 1 DC olup AD yukseklik
olur.

Teorem—4. ABC ii¢geninin i¢ teget cemberi BC, CA, AB kenarlarina swasiyla D, E ve F nokta-
sinda teget olsun. AD, BE ve CF nin noktadas oldugunu ispatlayiniz.

A
F
E
B ) C G
Ispat: D, E, F degme noktalan oldugundan EC = CD, DB = BF ve FA = AE'dir. Menaleus teo-
reminden E.E.A—E =1= E. @. F4 _ 1= GC _ C—Dol up (GD,;CB) harmoniktir. Do-
GB FA EC GB FA DC GB DB

layisi ile Y.Teorem-1'den AD, BE ve CF noktadastir.

Harmonik bolumi gesitli olimpiyat problemlerinin ¢dziiminde nasil kullandigimiza
dair ornekler verelim.



Problem—1[Belarus Matematik Olimpiyati-2005]. ABC dar agili iiggeninin BE ve CF yiik-
seklikleri H noktasinda kesissin. A'dan gegen BE’ye paralel bir ¢ dogrusu ¢izilsin. BC, EF ve
¢’ nin noktadas olmasi icin gerek ve yeter sart H noktasinin BE’nin orta noktast olmasidir.

P B D C

Ispat: Bir ticgende yiikseklikler bir noktada kesistigi icin BE, CF ve AD yiiksekliklerinin kesim
noktasi /" dir. Y.Teorem-1'den (PD;BC) harmonik ve buradan A(PD,;BC) harmonik 1sin olup
sSina _sinfa+b+c) i
sinb sinc
BH sinb _— : HE . , _

e sSne (2) ve CEH dik lcggeninde e - sina (3) olur.(1), (2) ve (3)'ten BH = HC olup
buradan H noktasinin BE’ nin orta noktas: oldugu i spatlanmis olur.

. sinb . . . :
ve buradan sina “dne (1)’ dir. BHC Ucgeninde sinUs teoreminden
c

. A . HE .
Karsit olarak H noktasi BE’ nin orta noktas: olsun. CEH dik tiggeninde e - sSina ve

. . . BH sinb .
BHC Ucgeninde sinis teoreminden ——=—— dir. BH = HE oldugundan
HC sinc
. sinb  sin 1 sin sn90 sin(a+b .
Sha=—"—"—">=—; 2= - = - 4- — = (a,+ +e) olur. Dolayisi ile A(PD;BC)
Sinc  sinb sinc sinb sinc sinc

harmonik 1s1n olup Y.Teorem-2'den (PD;BC) harmonik ve Y.Teorem-1'den BC, EF ve
¢ noktadastir.

Calismamiz icin 6nemli bir problem verelim.
Problem-2. O merkezli cembere disindaki bir P noktasindan c¢izilen tegetlerin degme noktalari

A ve B'dir. P'den gegen bir dogru ¢cemberi sirasiyla C ve D noktalarinda kessin. AB ile OP’ nin
kesim noktast M ise DOMC dortgeninin kirisler dortgeni oldugunu ispatlayiniz.

D P



ispat: 04 L P4 ve OP 1 AB’dir. P noktasina gore dis kuvvetten; P4%> = PC.PD'dir. APO ve

MPA Ucgenleri benzer oldugundan P42 = PM.PO olup PC.PD = PM.PO = %: _1; Ag (1)

dir. MCP ve DOP uUcgenlerinde MPC ortak a¢1 ve (1)’den PCM ve POD JUcgenleri benzer
olur.= ZMCP = ZDOP olup buise DOMC’ nin kirisler dortgeni oldugunu gosterir.

Siradaki problemin sonucu Problem-2'nin 6énemini ortaya koymasi bakimindan ol-
dukca ilgi cekicidir. Bu problem yardimiyla ¢6zUmt oldukca uzun ve zor olan, bilinen bazi
problemleri siradisi bir yontem olan harmonik bélmeden fayddanarak ¢ozecegiz.

Problem-3. Bir cembere disindaki bir P noktasindan ¢izilen tegetlerin degme noktalar:1 A ve B
olsun. P’ den gecen bir dogru ¢cemberi swrasiyla C ve D noktalarinda kessin. PD ile AB’ nin ke-
sim noktast Q olmak iizere (PQ,;CD) nin harmonik oldugunu ispatlayiniz.

4
D,

B

Ispat. Cemberimizin merkezi O ve 4B ile PO’ nun kesim noktasi M olsun. Problem-2’ den
DOMC kirigler dortgenidir. Ayrica O merkez oldugundan Z0ODC = ZOCD ve DOMC kirisler
dortgeni oldugundan ~Z0ODC = ZCMP ve Z0CD =/DMO = /DMO=/ZCMP dir. Bu

durum da PM, MDC Ucgeninin dis agiortayr olur. = % = AA:[[_g dir.(1) 4B 1L OP oldugundan

MC _Co PC _CQ
MQ da MDC Ucgeninin i ortay1 olur. => —— 2) dir. (1) ve (2)’den — olu
Q cg G agiortayi MD oD (2) dir. (1) ve (2) D" oD p

bu (PQ;CD)’ nin harmonik oldugunu gogerir.
Bu problemden esinlenerek siradaki problemi olusturduk.

Problem—4. Bir ¢cembere digindaki P noktasindan ¢izilen tegetin degme noktast A olsun. P’ den
gecgen bir dogru ¢cemberi sirasiyla C ve D noktalarinda kessin. PD iizerinde (PQ;CD) harmonik
olacak sekilde bir Q noktasi alinsin.AQ ise ¢cemberi B noktasinda kessin.PB’ nin ¢cembere teget
oldugunu ispatlaymiz.

Ispat: Acilardan bazilarim sekildeki gibi issmlendirelim. g =0 oldugunu ispatlarsak PB’nin
X

D,

10



cembere teget oldugunu ispatlamis oluruz. (PQ;CD) harmonik oldugundan 4(PQ;CD) ve
B(PQ;CD) harmonik 1sin olup sna__ _snp o, e sin g ve sSno___sna
SNPAD sSinQAD sSiNnDAX  sin0OAD snPBD sinOBD

sing sin . v e
= “_ olur. Z0BD= /DAX ve Z0AD=/DBY oldugunu da goz Onine alirsak
snDBY sSnOBD
sin sin sind sin s .. .
“ h ve = “ esitliklerini elde ederiz. Taraf tarafa oranlarsak

SNOBD  SnOAD SNOAD  SnOBD
snB=sng olup B +6 =~ oldugundan g = ¢ olmalidr.

Problem-3 ve Problem—4 siradaki problemi ¢tzmemizi oldukca kolaylastiracak. Bu sebeple
bazi tanimlar verelim.

Tanmim. Bir tiggende kenar ortayin i¢ agiortaya gore simetrigine simedyan denir.

AD kenarortay ve AT simedyan ise ZBAT = ZCAD dir.
A

B T D c

Tamim. ABC iiggeninin AB ve AC kenarlar: iizerinde K ve L noktalari alalim. Eger

ZACB = ZAKL oluyorsa KL dogrusu BC’ ye anti-paraleldir denir.

A

C

Problem-5. ABC ii¢geninin ¢evrel ¢emberine A ve B noktalarindan c¢izilen tegetler P

noktasinda kesissin.
i) CP’nin ABC ii¢geninin bir simedyani oldugunu ispatlayiniz.

ii) AQ' nun CAD ii¢geninin bir simedyani oldugunu ispatlayiniz.

A
C,

11



Ispat-i: Cevrel cemberin merkezi O, 4B’ nin ortanoktasi M, AB ile PC nin kesim noktas Q ve
PC’nin gemberi kestigi nokta D olsun.

ZACD =a ve ZCBM = olsun. = ZACD = ZABD = a = ZDOC =20 + 2 dir. Prob-
lem—2"den COMD Kkiris dortgeni olup £CMD = ZCOD =2a +2f dir. Problem-3'te MQ’
nun CMD agisim ortalacigi gosterildiginden ZCMQ=oa+p = ZBCM =a  oOlur.
Z/BCM = /ZACQ ve CM kenarortay oldugunda CQ, ACB Uggeninin simedyandir.

Ispat-ii: Cembere C de teget olan dogru ile 40, R de kesissin. Biz RD nin gembere teget oldu-
gunu gosterirsek ispat-i den dolayt AR, CAD Uggeninin simedyam olacaktir.
Acilart sekildeki gibi isimlendirelim. A4(PQ;DC) harmonik 1sin oldugundan

R

siha _sinp
sinfe+ B+6) snb
lem-4’ ten dolay1 RD ¢embere teget ol ur.

olur.Bu esitlik C(RQ,;BA) nin harmonik 1sin oldugunu gosterir. Prob-

Problem-6. Bir iicgende herhangi bir kenara ait simedyanin yine o kenara ait anti-paralelleri
ortaladigini ispatlaymiz.

Q

D

Ispat: Yandaki sekli incelersek bir dnceki problemden 40’ nun ABC licgeninin simedyan ol-

co dir (1). AP/YC olsun.

. . P
dugunu biliyoruz. Problem-3'ten (PQ,;CB) harmonik olup i =—
PB OB

12



AY PC : AY CO . :
Bu durumda — = — (2) yazabiliriz. (1) ve (2)’den — = —= (3) olur. ABQ uggeninde CY
B PB()y (D) ve (2 B QB() 0 ugg
kesenine gbére Menaleus teoreminden ﬂ.g.gzl ve (3)'ten CX = XY ssitligini elde
AB QC XY

ederiz. AP//YC oldugundan £ABC = ZCAP = ZACY dir. Bu son sesitlik YC’ye paralel olan ve
AB ve AC'yi kesen dogrularn BC ye anti-paralel oldugunu gosterir. Dolayist ile YX =XC oldu-
gu daisinicine katilirsa 40 ssmedyan BC’ye anti-paralel olan dogrular: ortalar.

Yine bir olimpiyat problemini harmonik yaklasim ile ¢ozelim.
Problem-7[Avusturya-Polonya Matematik Olimpiyati—1998]. Bir cember Uizerinde 4, B, C,

D, E, F noktalari ayn1 sirada verilsin. Cemberin 4 ve D noktalarindaki tegetleri ile BF ve CE
noktadas olsun. Buna gore ispatlayimz ki; AD, BC, EF yaparaeldir ya da noktadastir.

X

Ispat: BF ve CE, P noktasinda ve BC ile FE ise X noktasinda kesissin. Problem—3’den
(PO;FB) ve (PR; EC) harmoniktir. Dolayisi ile Y.Teorem-2'den X(PQ;FB) ve X(PR;EC)
harmonik 1sindir.

/PXF=a ,/FXE=f ,Z/0XE =0 ve/QXB =y olsun. X(PQ; FB) ve X(PR;EC) harmonik 1sin

§ sin(e+ B) sin(a+p+y+0) sina sin(a + B +y +0)
ol dugundan - = . ve : = : olup
sinf siny sin(6+ ) siny
sin(a+p) sina

= buradan s in(6 =S in6d esitligini elde ederiz.
Sno sin(60+ ) ve buradan sin(a + B)sin(6+ ) =sinasing ssitligini elde ederiz

Duizenlersek cos(a +6 +2)—cos(a —0)=cos(a+ 6)—cos(a —0)olup a+0+2B=0+6
veya o +6 + 2 = —o — 6 olacaktir. Buradan g =0 veya a + g+ 6 = 0 olur. Ik esitlik noktadas
olmadurumunu ikinci esitlik paralel olmadurumunu ispatlar.

Tim bu yaptiklarimiz bizce estetik olan su problemi tretmemizi sagladi. Once prob-
lemde kullanacaginz bir kavram verelim.
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Tanim. Bir ii¢genin i¢ bol gesinde /XAB = /XBC = /XCA olmasini saglayan X noktasina ABC
tiggeninin Birinci Brocard Noktast benzer sekilde /YAC = £YBA = £YCB olmaswn saglayan Y
noktasma Ikinci Brocard Noktasi denir.

R C B C

Problem. Bir cembere disindaki bir P noktasmdan cizilen tegetlerin degme noktalart A ve B ve
AB’nin orta noktasi M olsun. P den gecen bir dogru ¢emberi swrasiyla C ve D noktalarinda
AB’yi de M den farkl olarak Q da kessin. DM nin ¢emberi kestigi nokta R ve AR ile PD’nin
kesim noktasi T olsun. Eger PQ’ nun orta noktast T ise R noktasinin PAD ve PAC ii¢genlerinin
2. brocard noktast oldugunu ispatlayiniz.

Ispat: ZADM =@ olsun. ZADM = /PAR = ZRCA=w olacaktir. T noktasina gore cis kuv-

vetten TCTD =TR.TA dir. Y.Teorem—4'ten TC.TD:PT2 dir. Bu durumda

PT2 =TR.TA olacaktir. Bu ise ATP ve PTR Ucgenlerinin benzer oldugunu yani Z/RPT =@
ol dugunu gosterir. Bu durumda iddiamiz ispatlanmis olur

Ayrica bu problemden su sonuglart da elde ettik. Fakat fazla uzatmamak icin ispatlarin
vermiyoruz.

1.C noktasi1 BRP uggeninin 1. Brocard Noktasidir.

2.Q noktasi RDB uggeninin 1. Brocard Noktasidir.

3. AC, AQP Ucgeninin simedyanidir.

4.RQ//AD dir.

Elde ettigimiz bu problemden bircok orijinal soru Uretilebilecegi kanaatindeyiz.
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SONUC: Arastirmamizda ele aldigimiz problemler ve teoremler icin inceledigimiz kaynaklarda
mevcut olmayan ¢ozumler Urettik. Bu sebeple harmonik bolim problem ¢ozmede etkin bir yon-
temdir.

Geometri problemlerinde aslolan sentetik ¢ozimlerdir. Fakat yaptigimiz ¢bzimlerde
temel bazi trigonometrik bagintilarin kullamlimas: ¢ozumlerin etkileyiciligini kismen de olsa
azatmustir. Fakat harmonik bolium yama itibariye trigonometrik 6zellikleri icinde barindirdi-
gindan bu durumdan kaginmak da mumkun degildir.

Veri toplama esnasinda bu yontemin kullanildigi az sayida 6rnek bulduk. Kitaplarda
genellikle harmonik bdlumun ne olduguna ve bazi 6zelliklerine yer verilmistir. Arastirmamiz
da esas aldigimiz kitapta da durum aymdir. Konunun problem ¢tzmede bir yontem olduguna
dair agiklamalara rastlanmamistir. Bu agidan calismamuzin, farkli bir bakis agist sunmasi yo-
niyle faydal1 ol dugu kanaatindeyiz.

Ayrnica calismalarimiz sayesinde yeni problemler trettik. Urettigimiz problemler olim-
piyatlar icin onerilebilecek mahiyettedir.
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