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Notasyon:

N={0,1,2,3,...} (dogal sayilar)

C={a+bi: a,b gercel say1} (karmagik sayilar)
P=1{2,3,5,7,...} (asal sayilar)

Pop ={p€P: p=a mod b}

f, tamsay1 katsayili bir polinom olmak iizere

P;={peP:birnecNignp| f(n)}

1. P kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlayn. (5 puan)

('6zim: Diyelim ki sonlu sayida asal var. O zaman tiim asallari py,...,pg
seklinde siralayabiliriz. n = p;---pr + 1 olsun. Elbette n sayisi 1’den
biiyiik ve dolayisiyla n’yi bolen bir p asali var. Diger yandan, p1,...,pk
tiim asal sayilarin bir listesi oldugundan, bir 4 i¢in p = p; olmali. Ama
n’nin herhangi bir p;’ye boliimiinden kalan 1. Celigki.

2. P54 kiimesinin sonsuz oldugunu kamtlaym. (10 puan)

(6zim: Diyelim ki P34 kiimesi sonlu. O zaman P34 kiimesinin tiim
elemanlarini pq,...,p; seklinde siralayabiliriz. n = 4p; ---pr — 1 olsun.
Elbette n sayisi tek ve 1’den biiyiik. Dolayisiyla n, tek asal sayilarin
carpimi olarak yazilabiliyor. Eger n'nin tiim asal bolenleri P; 4 kiimesinde
olsaydi m sayis1t mod 4’te 1’e denk olurdu. Demek ki n sayisinimin Ps 4
kiimesinden bir p boleni olmali. Diger yandan, Ps 4 kiimesindeki tiim
sayilar pi,...,pg listesinde oldugundan, bir 7 i¢in p = p; olmal. Ama
n’nin herhangi bir p;’ye boliimiinden kalan p; — 1. Celigki.

3. Eger f sabit degilse Py kiimesinin sonsuz oldugunu kamtlaym. (15 puan)

Cézim: Eger f polinomunun sabit terimi sifirsa, tamsay:1 katsayili bir g
polinomu i¢in f(z) = xg(x) saglanir. Buradan da, n | f(n) oldugu igin,
Py = P cikar. Yani f’nin sabit teriminin sifir olmadigini varsayabiliriz.
f(z) polinomunu

d
flx) = Z a;xt
i=0
olarak yazalim. Elbette ag # 0, d > 0 ve ag,...,aq tamsayl. Diyelim
ki Py kiimesi sonlu. O zaman PPy kiimesinin tiim elemanlarmi p,...,px



seklinde siralayabiliriz. Simdi ny = f(agp! ---pt) ve my = ny/ag olsun.
Bu durumda,

Zalaopl .. <1 + Za az) 1p’L1t .. 4t> = agMmy

esitligi yiiziinden, eger ¢ yeterince biiytkse, m;, 1’den biiytk olur. Dolayisyla
my¢'nin asal bir p boleni vardir. Elbette p asali n;’yi de boler, yani p,
P;’dedir. Buradan da bir ¢ icin p = p; oldugu ¢ikar. Ama m, nin herhangi
bir p;’ye boliimiinden kalan 1. Celigki.

4. P; 4 kiimesinin sonsuz oldugunu kamitlaym. (20 puan)

Cozim: f(z) = 2*+1 olsun. 3 numaral sorudan Ps sonsuz. Eger PrNPs 4
kiimesinin bog oldugunu gosterirsek P 4 kiimesinin sonsuz oldugu cikar,
¢iinkii P = ]PL4 @] {2} @] P3’4.

Diyelim ki P34 kiimesinde dyle bir p var ki bir n i¢in p | n? + 1, yani

n? = —1 mod p. Diger yandan Fermat'nin kiiciik teoreminden n?~! =1

mod p. Bunu, ve (p — 1)/2 tamsayisinin tek olugunu kullanarak

p—1 p—1

l=nP"'=m*)"7 =(-1)2 =-1 modp
elde ederiz. p tek oldugundan bu miimkiin degil.

5. Pozitif bir n tamsayis igin ¢, = cos(2Z) + isin(2%) olsun. Su polinomu
tamimlayalim:
eue)=  [[ (@-cD.
1<d<n
obeb(n,d)=1

(U¢ g1k toplam 50 puan)

(a) @, (z) polinomunun katsayilarinin tamsay1 oldugunu kanitlayin.
Céziim: De Moivre formiiliinden®

oldugunu biliyoruz. Buradan hemen &, (x) | ™ — 1 oldugu gikiyor.
Simdi 2™ — 1 polinomunun koklerini bagka bir bigimde ifade edecegiz.
U kiimesi 1 in tiim karmagik koklerinden olusan kiime olsun. Yani

U={z€eC: birneNign z" = 1}.
U kiimesi iizerinde su fonksiyonu tanimlayalim
o(z) =min{n € N: 2" =1 ve n > 0}.

Tanimladigimiz bu o fonksiyonunun temel baz 6zelliklerini kanitla-
yacaglz.

IDe Moivre formiilii her n tamsayisi ve 6 gergel sayisi igin (cos(6) +isin(0))™ = cos(nf) +
isin(nf) oldugunu séyler. Timevarimla kanitlanabilir.



Diyelim ki 2™ = 1 ve n > 1. Bu durumda tanim geregi o(z) < n.
Eger a,b € N ve b < o(z) olacak sekilde n = o(z)a + b yazarsak

1= " = Zo(z)a+b _ (Zo(z))azb _ Zb

elde ederiz. Buradan da b < o(z) oldugundan b = 0 ¢ikar. Yani
o(2) | n. Diger yandan herhangi bir n i¢in o(z) | n ise 2 = 1 olur.

Biitiin bunlar:
' =1= [ @-0
o(¢)In
esitligiyle 6zetleyebiliriz. Benzer bir esitligi ®,,(z) i¢in kamtlamak
istiyoruz. Ik 6nce o fonksiyonunun bagka bir karakterizasyonunu
gorelim. Eger ¢ € U ise

() ={¢":neN}

olsun. Kolayca goriilebilecegi gibi o(¢) tam olarak ({) kiimesideki
eleman sayisi. Bunu kullanarak o(¢%) = n olmas icin gerekli ve
yeterli kogulun obeb(d,n) = 1 oldugunu kanitlayacagz.

Diyelim ki obeb(d,n) = 1. Bu durumda &yle a,b tamsayilar1 vardir
ki ad + bn = 1 olur. Buradan da

o = (o = () (¢ = (¢)”

gikar. Yani ¢, € (¢2) ve dolayisiyla (¢,) C (¢4). Ote yandan tanim

geregi (() C (Cn). Demek ki ((f) = (Ca) ve o((f}) = o(Ca). De
Moivre formiiliinden o(¢,) = n oldugunu gérmek kolay.

Simdi de diyelim ki obeb(d,n) = k # 1. Elbette o(¢¥) < n ¢iinkii
(ChF = 1. Ote yandan i = (CH)E € (CF). Yani () € (CF).
Buradan da o(¢?) < o(¢¥) < n esitsizligi cikar.

Bunlara ek olarak (¢¢)" = 1, dolaysiyla o(¢¢) | n. Tiim bunlar su
esitlikle Gzetleyebiliriz:

a.@)= [[ @0

o(Q)=n
Bu da bize ®,,(x) i¢in tiimevarimsal bir formil veriyor:

z" —1
P, ()= ——-—.
(2) @)

d|n, d#n

Bundan sonrasi igin tiimevarim yapacagiz. ®;(z) = z—1 ve dolayisiyla
tiim katsayilari tamsayi. Diyelim ki n’den kii¢iik her d igin @, (z)
polinomu tamsay1 katsayili. Buradan, ®4(z)’lerin bagat katsayilar1 1
oldugu igin, ®,,(z) polinomunun tamsay1 katsayili oldugu gikar.

(b) p € P ve a € N olsun. Diyelim ki p asali n’yi bélmiiyor ama ®,,(a)’y1

boliiyor. Bu durumda a™ = 1 mod p denkliginin saglandigini ve
n sayisinin bu denkligi saglayan en kiiciik pozitif tamsayi oldugunu
kanitlayin.



Céziim: Bir énceki sorudan

" —1= H@d(x)
d|

oldugunu biliyoruz. Bu esitlikte z = a alip esitlige mod p’de bakarsak
a”™ = 1 mod p oldugunu goriiriiz. m, a™ = 1 mod p denkligini
saglayan en kiigiik pozitif tamsay1 olsun. 0 < I < m olmak tizere
n = km + [ yazalim. Bu durumda

1=a"=a = (a™)*al = 4! mod p

esitliginden b = 0 oldugu, yani m’nin n’yi boldigii gikar. Yani @, (z)
polinomu 2™ — 1 polinomunu béliiyor. Diger yandan

2™ =1 =[] ®m()
d|

oldugundan m’yi bélen bir d i¢in ®4(a) = 0 mod p olmali. Ama P4(z)
polinomu z? — 1’ boliiyor. Yani a? = 1 mod p saglanmali. Buradan
da m bu 6zelligi saglayan en kiiciik pozitif tamsay1 oldugundan m = d
oldugunu goriiyoruz. Bu da elbette ®,,(a) = 0 mod p demek.

Diyelim ki m # n. O zaman tamsay1 katsayili bir p(z) polinomu igin
a" =1 =0 (2)Pm(z)p(x)
esitligi saglanir. Her iki tarafin tiirevini alirsak
N~ = O, (2)0,n (2)p() + D ()0 (2)p(x) + B (@) By ()p(a)’

elde ederiz. Simdi bu estlikte x = a alip esitlige mod p’de bakarsak,
®,(a) = ®,,(a) = 0 mod p oldugundan, na"~! = 0 mod p elde
ederiz. Varsayimimizdan p, n’yi bolmiiyor. Demek ki p, a’y1 boliiyor.
Bu durumda 0 = ®,(a) = ®,(0) mod p olmal. Ama ®,(0), tamim
geregi ¢, ’nin bir kuvveti. Yani ®,,(0)" = 1. Diger yandan ®,,(x)’in
katsayilariin tamsayi oldugunu biliyoruz. Bradan @,,(0)'in ya 1 ya
da —1 oldugu gikiyor. Celigki, ¢iinkii ®,,(0) mod p’de 0. Demek ki
m = n, bagka bir deyigle n, a” = 1 mod p denkligini saglayan en
kii¢iik pozitif tamsay1.

IP;,,, kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlayin.

Coziim: 3 numaral sorudan P, sonsuz. p, Pg, kimesinde n’yi
bolmeyen bir asal olsun. Bir 6nceki gsiktan 6yle bir a var ki a™ = 1
mod p ve eger a* =1 mod p ise n, k’den kiiciik. Fermat’nin kiiciik
teoreminden a?~! = 1 mod p. Simdi u,v € N ve v < n olacak
sekilde p — 1 = nu + v yazalm. Buradan

1

a?~! =™t = (a")%a’ = a’ mod p

elde ederiz. Ama v < n oldugundan v = 0 oldugu, yani n’nin p — 1’i
boldiigi cikar. Bu da demek oluyor ki sonsuz bir kiime olan Py, 'den
n’nin bélenlerini, yani sonlu bir kiimeyi ¢ikarinca IPy ,, kiimesinin bir
altkiimesini elde ediyoruz. Yani PPy , sonsuz.



